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Abstract

In this Final Degree Project we focus on developing the theory of hyperplane
arrangements. Our objective is, following [6], to understand and present impor-
tant results of this theory, with its pertinent demonstrations. Important, closely
related algebraic concepts, such as the theory of posets and lattices or Mobius
algebra, will be explained to strengthen and develop our understanding of this
theory, and combinatorial aspects, such as the computation of regions, will be
covered. This entire theory will also be related to the theory of graphs and ma-
troids, developing some more basic aspects and definitions of both mathematical
objects, and they will be combined with the previously developed arrangement
theory. The finite fields method will also be discussed and some arrangements
of interest will be exemplified.

Resumen

En este Trabajo de Fin de Grado nos centramos en desarrollar la teoria de
arreglos de hiperplanos. Nuestro objetivo es, siguiendo [6] comprender y expo-
ner importantes resultados de esta teoria, con sus pertinentes demostraciones. Se
explicaran conceptos algebraicos importantes estrechamente relacionados, como
la teoria de posets y reticulos o el dlgebra de Mobius, para afianzar y desarrollar
nuestra comprensién de esta teoria, y se tratardn aspectos combinatorios, como
el cémputo de regiones. También se relacionard toda esta teoria con la teoria de
grafos y matroides, desarrollando algunos aspectos y definiciones més béasicas de
ambos objetos matematicos, y se aunaran con la teoria de arreglos previamente
desarrollada. También se tratard el método de cuerpos finitos y se ejemplificaran
algunos arreglos de interés.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Este Trabajo de Fin de Grado se centra en el estudio de los arreglos de hi-
perplanos, en general en distintos espacios. Un arreglo de hiperplanos finito A
es un conjunto finito de hiperplanos afines, en algiin espacio vectorial V' = K™,
con K cuerpo. Nos centraremos en sus caracteristicas y en ciertos conceptos
como su polinomio caracteristico, poset de interseccion, etcétera.

Los arreglos de hiperplanos son una disciplina clésica; aunque su teoria em-
pezo6 a surgir como algo mas asentado a partir de finales del siglo XX. Princi-
palmente, matematicos como Thomas Zaslavsky percursaron algunos resultados
interesantes a lo largo de esta época.

Nos ha resultado particularmente interesante esta teoria, ya que, pese a su
simplicidad, se puede estudiar desde diferentes disciplinas, como la topologia,
el algebra o la combinatoria, en la que nos centraremos mas a lo largo de este
trabajo.

También resulta cautivador cémo se puede relacionar la teoria de arreglos
de hiperplanos con otros objetos matematicos, como los grafos o las matroides.

En nuestra primera seccién, daremos algunas definiciones preliminares, y
asentaremos conceptos como el poset de intersecciéon de un arreglo o su poli-
nomio caracteristico. La siguiente seccién se referira a éstos ultimos, haciendo
un estudio méas profundo sobre estos conceptos y amplidndolos. También se
definirdn nuevas nociones, como el Algebra de Mobius, o los reticulos y semi-
reticulos, ya que nos ayudaran a ilustrar y comprender mejor las acaracteristicas
de cada arreglo.

Estas dos secciones estardn principalmente basadas en la referencia [6], ya
que nos ha resultado un texto especialmente 1til para la comprensién de estos
campos.
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Posteriormente, desarrollamos una seccién entera sobre arreglos gréficos, que
nos resultan particularmente interesantes al aunar la teoria de grafos con la
teoria desarrollada sobre arreglos de hiperplanos. Se hace una breve introduc-
cién a la teorfa de grafos con algunas definiciones bésicas. Nos hemos basado
para ello principalmente en las referencias [4], [8]; posteriormente, se relaciona el
polinomio cromético de un grafo con el polinomio caracteristico de un arreglo,
y se anade alguna curiosidad mas sobre el polinomio cromatico.

En nuestra siguiente seccion, introducimos en teoria de matroides; nos hemos
guiado con los libros [2] y[3]. Se hace una introduccién sobre teoria de matroides
y después se estudia su reticulo de flats, para acabar, de nuevo, relaciondndolo
con la teoria ya vista sobre arreglos.

La ultima subseccién plantea el método de cuerpos finitos, gracias al cual
podemos sacar el polinomio caracteristico de un arreglo definiéndolo sobre un
cuerpo finito Fy. También desarrollamos varios ejemplos de arreglos interesan-
tes, ejemplificando varios tipos de arreglos y ayudandonos con la teoria vista
anteriormente.



Capitulo 2

HIPERPLANOS

2.1. Definiciones basicas

Para comenzar con esta seccién inicial, primero recordaremos algunas defi-
niciones bésicas, como la funcién de Mdbius o las propias definiciones de arreglo
e hiperplanos, para lo que nos hemos ayudado de [6],[1]. Posteriormente, ahon-
daremos mejor en sus caracteristicas en las siguientes secciones.

Comenzamos definiendo qué es un hiperplano de forma mas detallada:
Definicién 2.1
Sea V un K-espacio vectorial n-dimensional. Un subespacio afin de V' con co-
dimensién uno es un hiperplano H de V, es decir, un subespacio de dimensién
n — 1, definido como [6]:

H={veV:a -v=0}, (2.1)
donde a € K™ — {0}

También podemos dar la definicién de hiperplano afin:

Definicién 2.2
Un hiperplano afin es una traslacion J de un hiperplano lineal:

J={veV:a-v=a} (2.2)
donde a es un vector distinto de cero, y a pertenece al cuerpo K.

Definicién 2.3
Un subespacio affn es un conjunto S C R? | si x, y pertenecen a S, y A € R,
A+ (1—-NyeS.

Con esto podemos definir la dimensién de todo espacio afin S como la di-

mension de un subespacio vectorial con S —x, con x € S. Asi, podemos hacer lo
mismo con los hiperplanos afines, ya que su traslacién serd su vector ortogonal,

7
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con lo que su dimensién sera d — 1.

Bien sabemos entonces que cada hiperplano divide al espacio en que estamos
trabajando en dos secciones. En particular, cada hiperplano afin de la forma (2)
divide el espacio en dos regiones, a-v > a, y a - v < a, respectivamente.

Una vez estos conceptos estan claros, podemos pasar a dar una definicién de
arreglo de hiperplanos.

Definiciéon 2.4
Un arreglo de hiperplanos finito A es un conjunto finito de hiperplanos afines,
en algln espacio vectorial V' =2 K™, con K cuerpo.

Ahora, supongamos un arreglo formado por d hiperplanos, de ecuaciones
Li(x) = a1, La(x) = ag, ..., Lg(x) = aq4, entonces el polinomio

Qa(z) = (L1(x) — a1)(La(x) — az)...(La(x) — aa) (2.3)
es el polinomio definidor del arreglo.

Asi, un arreglo de hiperplanos A dividird a V' en varias componentes cone-
xas, a las que llamamos regiones; si tenemos, por ejemplo, el hiperplano de
féormula Ly (z) = a1, dividird al espacio en dos regiones, una a cada lado del
hiperplano, tal que Lq(x) > a1, y otra tal que Li(x) < ag.

Definicién 2.5
Una regién del arreglo A es una componente conexa del complementario X de
los hiperplanos:
X=R"-|JH, (2.4)

donde la unién se extiende a todos los hiperplanos H de A.
Cada regién es convexa (como ya habiamos mencionado) y abierta; por ello es
homeomorfa al interior de una bola n-dimensional.

A lo largo de este texto se buscardn formas de contar las regiones de un
arreglo, dependiendo de las intersecciones de los hiperplanos y, por ende, de su
posicién.

Se dice que un arreglo A estd en posicion general cuando tiene el maximo
numero de regiones. En este caso,

» Hy, . .,.H,CAp<n—dm(H N..NH)=n—p

« H,...H,CAp>n—H N.NH,=0
Es decir,

= Dos hiperplanos distintos se intersectan en un subespacio afin de dimen-
sion n — 2.
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Tres hiperplanos distintos se intersectan en un subespacio afin de dimen-
sién n — 3.

n hiperplanos distintos se intersectan en un punto.
= Mas de n hiperplanos distintos no tienen interseccién.

Ejemplo 2.6
Hemos visto este ejemplo en la referencia [1], y resulta particularmente intere-
sante para familiarizarnos con el conteo de regiones.

Se elige para esto un arreglo A en V = R2. Estamos ahora en el plano, luego
los hiperplanos que forman A serdn rectas. En este caso, si queremos que A esté
en posicién general, dos rectas diferentes se intersectaran en un tinico punto, por
lo que no habré rectas paralelas. Ademads, siguiendo el razonamiento anterior,
para n + 1 hiperplanos nunca se intersectaran, por lo que no habré tres rectas
concurrentes.

También podemos sefialar esto mismo en R?. Cada dos planos distintos se
intersectaran en una recta, y tres planos en un punto. Cuatro planos no se cor-
taran.

Siguiendo esto, podemos hallar el niimero de regiones de un arreglo en R?
en posicién general, a través del llamado método del hiperplano de barrido.

Imaginemos un arreglo de k rectas en posiciéon general, y una recta S que
también esté en posicién general para con el arreglo. Podemos arrastrar la recta
S hasta el infinito barriendo todo el plano, pero independientemente de ello, al
estar en posicion general, se interseca una vez con cada recta del arreglo, k veces
en total. Por cada interseccién, la recta S genera una nueva regiéon, més una al
final, es decir, L = k + 1 regiones en total.

Por tanto,

r(AL) =r(Ax) + L (2.5)

Esto implica

r(Ar) = #intersecciones + #rectas+1 = (g) + (f) + (é) = (g) +L+1

Es evidente que el nimero de intersecciones sera igual a (g), yva que los hi-

perplanos estan en posicién general, con lo que cada recta intersecta con cada

una de las otras una tnica vez; con lo que serd igual a los hiperplanos tomados
. , . (L

de dos en dos; y evidentemente, el ntimero de rectas sera (1)

También se puede asf hallar el niimero de secciones acotadas, b( Ay ). Sabemos
que tenemos b(Ay) regiones acotadas, con L = k + 1. La recta S divide a n
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regiones y n — 2 son acotadas, con lo que:

b(AL) = b(Ak) + (L —2) (2.7)

= () - ()4 (9 os)

Figura 2.1: Se muestra un arreglo de 3 hiperplanos, con una nueva recta

Utilizando el mismo razonamiento, podemos probar lo mismo para R3.
Suponemos un arreglo de k planos en R3, en posicién general. Ahadimos un
plano P, de modo que los k£ + 1 planos estén también en posicién general.
Con el mismo procedimiento del hiperplano de barrido, vemos que el plano P se
intersecta en una tnica recta con cada plano, y dichas rectas estardn también en
posicién general (tres planos se intersectan tinicamente en un punto). Ya hemos
visto antes que dichas rectas forman (g) + (f) + (g) regiones; (g) — (f) + (6) de
ellas acotadas. Si anadimos el plano P, se intersectara con las k rectas de forma
que dividira las regiones que se forman en P en dos de nuevo, de forma que:

= () () () o9
Y finalmente,

ra(L) = r3(k) + ra(k) = rs(k) + (g) + (lf) + (g) (2.10)

De la misma manera, cada region acotada generard una nueva regién acota-
da, y:

bs(L) = bs(k) + ba(k) = bs(k) + (’;) - (’f) + (’g) (2.11)
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Notemos que aqui los subindices 2, 3 de r y b indican la dimensién 2, 3 a la que
se refiere.

Definicién 2.7
Definimos ahora la dimensién de A, dim(A), que resulta ser dim(V) = n, y
su rango, rank(A), que es la dimensién del espacio vectorial generado por las
rectas normales de los hiperplanos que lo forman.

Decimos que un arreglo es esencial si rank(A) = dim(A).

Supongamos ahora un arreglo A tal que rank(A) =r,ysea V. =K". Sea Y
un espacio vectorial complementario a X, siendo este tultimo el espacio vectorial
generado por las normales del arreglo. Se define:

W={veV:iv-y=0 YyeY} (2.12)
Podemos tomar simplemente W = X. Claramente, se tiene:
codimwy (HNW) =1 (2.13)

para todo H € A. Esto es, H N W es un hiperplano de W,y Ay = {HNW :
VH € A} es un arreglo esencial en W. Ademds, A y Ay son ”esencialmente
iguales”, en particular, tienen el mismo poset de interseccién que definiremos a
continuacion, y sus regiones estardn en biyeccién.

Llamaremos a Ay esencializacién de A, y lo denotaremos por A,

También son muy interesantes e importantes los arreglos centrales: un
arreglo es central si todos los hiperplanos se intersecan, es decir, si ()¢ 4 H # 0.
Si un arreglo es central con X = (. 4 H, tenemos que rank(A) = codim(X);
ademads, un arreglo central carece de regiones acotadas.

2.2. Poset de interseccion

Hemos visto que las intersecciones de los arreglos definen sus regiones; a par-
tir de sus intersecciones podemos llegar a definir un poset, cuyo estudio nos es
muy interesante en este trabajo. Primero, vamos a revisar la definicién de poset:

Definicién 2.8
Un poset es un conjunto P que cuenta con una relacién de orden parcial <=,
es decir, tal que

» Es reflexiva; ¢ < x
= Es antisimétrica; si x <y, e y < x, entonces x =y

= Es transitiva; si x <y, e y < z, entonces x < z



CAPITULO 2. HIPERPLANOS 12

Figura 2.2: Un arreglo de tres hiperplanos junto a su poset de interseccié

Definicién 2.9
Sea A un arreglo en V, L(A) el conjunto de las posibles intersecciones de los
hiperplanos de A que no son vacias, incluyendo el propio V' como la intersecciéon
con el conjunto vacio.

Definimos = < y en L(A) como = D y; es decir, L(.A) estd parcialmente orde-
nado por relacién inversa de inclusién. Llamamos a L(.A) poset de interseccién

de A.

Como ya hemos dicho, el propio espacio vectorial V' en que esta definido
un arreglo A, estard también dentro del poset de interseccién L(.A), luego para
todo x € L(A), se dard V < z. Esto quiere decir que el poset tiene un minimo
y que ese minimo es V.

En general, podemos denotar por 0 en un poset P al tinico elemento tal que
z > 0 para cualquier = perteneciente a P, si dicho elemento existe.
También, diremos que y cubre a x en un poset P, cuando x < y, y ademas no
exista z tal que x < z < y. Lo representamos como z < y.

Podemos, sabiendo esto, representar el poset de interseccién de un arreglo
a través de un diagrama de Hasse, en el cual los elementos de nuestro poset de
interseccién P son representados como puntos, pintando x debajo de y si z < v,
y una linea que los una si y cubre a .

Una cadena de longitud k en un poset P, es un conjunto g < 1 < ... < Tg,
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de forma que ademads zg < 1 < ... < x. Decimos que P es graduado de rango
n si sus cadenas maximales son de longitud n.

Si el poset P tiene un minimo, se denotard por 0; si tiene un maximo,
se denotard por 1. Si P es graduado, estard definida la siguiente aplicacion:
Definimos una funcién rango,

rk:P—N (2.14)

Como aquella funcién con valores en el conjunto de nimeros naturales N =
{0,1,2,...} que cumpla las dos condiciones siguientes:

= rk(z) = 0 si  es un elemento minimal de P.
w rk(y) =rk(z)+1siz<yen P

Para un poset finito P , si existe la funcién rango, ésta es tinica, segin se deduce
de las dos propiedades anteriores. También se deduce que la funcién rango existe
exactamente cuando P es graduado.

Por ende, si dicha funcién rango existe, también sabemos que si x < y, rk(z,y) =
rk(y) —rk(z) > 0, valor al que llamamos la longitud del intervalo [z, y]. Ademaés
diremos que el rango de P es el maximo valor que toma la funcién rango.

Teorema 2.10
Sea A un arreglo en un espacio vectorial V' = K™, entonces su poset de inter-
seccién L(A) es graduado del mismo rango que A. La funcién rango de L(.A)
es:
rk(xz) = codim(z) = n — dim(z) (2.15)

Demostracién Hemos visto que L(.A) tiene un tnico elemento minimal, 0 = V.
Como si z < y, no existe z tal que z < z < y, entonces dim(z) — dim(y) =
1.; si H es un hiperplano y = un subespacio afin, entonces H Nx = z o
dim(x) —dim(H Nz) = 1.

Ahora supongamos que z tiene la codimensiéon mas grande en el poset de inter-
seccidn, supongamos codim(x) = d; entonces x es la interseccién de d hiperpla-
nos linealmente independientes, Hy, .., H; en A. Sea y € L(A) y supongamos
codim(y) = e, sabemos que e < d. Entonces y es una intersecciéon de Hy, ..., He
hiperplanos linealmente independientes, y algiin hiperplano H;, con 1 < i < d
serd linealmente independiente de ellos. Con esto, codim(y N H;) > codim(y),
y encontramos que y no es un elemento maximal del poset. Hemos demostrado
asi que todos los elementos maximales del poset tienen dimensién n — rank(.A).

Definicién 2.11
Sea P un poset de interseccion de un arreglo A.
Su funcion de Mébius . P — Z, se define por:

. M(O) =1
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. ilz) = =5, <, uly), para todo x # 0

M4s generalmente, para un poset P finito (o localmente finito en general, ver
[6]) se puede definir la funcién de Mobius como funcién de dos valores como
sigue:

Definicién 1.11

Sea P un poset de interseccién localmente finito de un arreglo. Definimos la
funcién p : P — Z por las siguientes condiciones:

» p(z,z) =1, para todo x € P.

= w(2,Y) == <oy (T, 2), ‘Para todo x <y en P.

Dicha segunda condicién implica que Zz<z<y w(z,z) = 0, para todo < y en
P. T

Si P tiene un 0, entonces escribiremos p(z) = p(z,0), obteniendo asf la funcién
de Mé6bius de una variable.

Nos referimos ahora a la férmula de inversién de Mdbius. Consideramos
ahora las funciones f,g : P — K, de una sola variable. El conjunto F(P) de
tales funciones tiene definida una suma evidente f + g con la que podemos defi-
nir un grupo abeliano. De hecho, podemos definir también un espacio vectorial
sobre K, ya que también hay una multiplicacién por escalares de K obvia.
Ahora, para fg € F(L), tenemos el porducto (o convolucién):

folaw,y) = Y fz,2)9(2,y)

Esto hace de F(L) un élgebra asociativa, con funcién identidad d; la conocida
delta de Kronecker. En esta algebra § es la unidad con respecto a la multiplica-
cidn, y la funcién de Mébius u(zx,y) es la inversa de la funcién ((z,y) = 1, para
x <y, es decir u¢ = 9.

La férmula de inversién de Mo6bius afirma lo siguiente: para dos funciones
f,g € F(P), son equivalentes los dos grupos de férmulas:

F@)=> gy) 9@ =Y nzy)f(y) (2.16)

y>x y>w

Para demostrarlo, vemos simplemente que:

Ef(w) =) &, y) f(y)

y>x

por ser F(L) un dlgebra. Simplemente vemos que

C(f=g+— f=ug
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Figura 2.3: Valores de la funcién de Mobius en el anterior ejemplo. Imagen
sacada de la referencia [1]

Definicién 2.12
El polinomio caracteristico x 4(t) del arreglo A estd definido como:

A= Y (2.17)
z€L(A)

Aqui la funcién p(x) estd bien definida en una variable, pues siempre conta-
mos con un minimo en el poset de intersecciéon del arreglo, y obtendremos que

wl(z) = (0, 2).

Ejemplo 2.13
La Figura 2.2 nos muestra un arreglo sencillo, de tres rectas, junto con su poset
de interseccion. La Figura 2.3 nos muestra los valores de la funcién de Md&bius
en el poset; su polinomio caracteristico sera:

xaA(t) =t>—3t+3

Ejemplos 2.14
Mencionamos ahora varios ejemplos de arreglos que nos resultan interesantes:

1. Arreglo de trenzas clasico; B,, esta formado por los hiperplanos de la
forma z; — x; = 0, para 1 < ¢ < j < n. Claramente, este tipo de arreglo
tiene (’;) hiperplanos.

2. Arreglo de Shi; este arreglo esta fromado por los hiperplanos de la forma
xz; —x; = 0, como el de trenzas, y ademas los de la forma x; — x; = 1,
para 1 < i < j < n. Habrd n(n — 1) hiperplanos en total.
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3. Arreglo de Catalan; estd formado por los hiperplanos que forman el
arreglo de Shi, z;—x; =0, x;—x; =1 méslos dela forma z; —x; = —1,
también para 1 <i<j<n

4. Arreglo de Linial; esta formado por los hiperplanos de la forma z; —z; =
,1<i<j<n.

5. Arreglo semiordenado; lo froman los hiperplanos z; —z; =1, z; —
Ij = —1.

6. Arreglo de trenzas genérico, formado por los hiperplanos de la forma
Ty — Tj = G5, CON Qg genéricos.

7. Arreglo de trenzas semigenérico, formado por los hiperplanos de la
forma x; — z; = a;, con a; genéricos.

Los arreglos mencionados son todos claras deformaciones del primer arreglo
mencionado, el arreglo de trenzas. Sobre algunos de estos arreglos se profundi-
zard mas en la subseccion 6.2.

Es de interés también, senalar que existen dos arreglos interesantes relativos
a un arreglo dado A. Si tenemos un arreglo A en K", formado por Hy, ..., Hy
hiperplanos, podemos elegir uno de ellos (supongamos H;) como hiperplano del
infinito, en un espacio proyectivo P}éﬁl. Tendremos:

Pt ={(z1,..,xn) s 7, € K, mo todos x; =0}/ ~

conu~vsiu=avpara0#aec K,y

H = ({(x1,.,2n-1,0) : 2; € K,n0 todos z; =0}/ ~) = Pp >

Los demas hiperplanos seran de dimension n — 2, una menos que anteriormente,
y pasaran a ser hiperplanos del espacio proyectivo. Por ejemplo, si tenemos el
espacio R?, y tomamos tres hiperplanos, z; = 0, x5 =0, x3 = 0. Tomamos
por ejemplo el hiperplano x7; = 0 como el hiperplano del infinito, y proyectamos
sobre P? los otros dos hiperplanos.

Podemos hacer también un proceso inverso a este; supongamos que tenemos
un arreglo afin A, cuyos hiperplanos estdn dados por las ecuaciones: L;(z) =
ai, ..., Li(x) = ag. Se introduce una nueva coordenada y, sobre la que definimos
un arreglo central cA, al que llamamos cono sobre A, en K™ x K =2 K"+ por
las ecuaciones:

Ly(z) = yaq, ..., Lp(x) =yar, y=0

Es decir, podemos pasar de arreglos de hiperplanos afines a arreglos de hiper-
planos proyectivos y viceversa.



Capitulo 3

PROPIEDADES DEL
POSET DE
INTERSECCION

3.1. Triple de arreglo

Sea A un arreglo en el espacio vectorial V. Podemos definir un subarreglo
B, de forma que pertenezca a A, B C A de modo que también define un arreglo
de el espacio vectorial V.

Si tenemos el elemento x perteneciente al conjunto de intersecciones del arre-
glo, podemos definir un subarreglo A, definido por los hiperplanos a los que x
pertenece, es decir:

A, ={He A: 2 C H} (3.1)
Se define otro subarreglo de la forma opuesta, es decir:
A*={anH#A0: He A— A} (3.2)

Podemos elegir, dentro de un arreglo A un hiperplano concreto Hy, y distinguir
dos arreglos:

Tenemos por un lado el arreglo A" = A — {Hy} y el arreglo A” = Afo,
Llamamos a (A, A", A”) el triple de arreglos con hiperplano distinguido Hy.

Teorema 3.1
Sea (A, A", A”) el triple de arreglos con hiperplano distinguido Hy. Entonces:

r(A) = r(A) + r(A") (3.3)

b(A) + b(A)" si rank(A) = rank(A’)

b(A) = { 0 si rank(A) = rank(A’) +1 (3.4)

17
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Figura 3.1: Tenemos un arreglo A, con un hiperplano distinguido en rojo, y los
arreglos A" y A"

Demostracién.

Vemos que el nimero de regiones del arreglo A es igual al niimero de regiones del
arreglo A’, més las regiones a las que el hiperplano Hy corte en dos, generando
nuevas. Elegimos R’ regién de A’; es evidente entonces que R’ N Hy pertenecerd
a R(A"). Ahora, supongamos una regién en el arreglo A”, a la que llamaremos
R". Los puntos a cada lado del hiperplano Hy en A formaran parte de la misma
regién en A", pues si no, existiria otro hiperplano para separarlos que a su vez
habria intersecado con Hy, en particular con R, dividiéndolo en otra region.
Con esto, R’ es cortado en dos por Hy. Se establece asi una biyeccién entre
las regiones de A’ cortadas en dos por Hy y las regiones de A”, y con esto se
satisface la primera ecuacién.

Veamos ahora la segunda ecuacién, para las regiones acotadas.

Primero, en el caso en el que rank(A) = rank(A’). Hemos visto que el rango de
un arreglo es la dimensién del espacio formado por las normales de los hiperpla-
nos; por ende, el hiperplano Hy serd dependiente del conjunto de hiperplanos
restantes. La prueba es andloga a la anterior.

En el segundo caso, en el que rank(A) = rank(A’) + 1, esto implicard que el hi-
perplano Hy serd independiente de los demds hiperplanos que forman el arreglo
A; es mds, por ser los hiperplanos de dimensién n — 1, siendo n la dimensién del
espacio en el que estamos, esto implica necesariamente que rank(A’) < n — 1;
es evidente que, al anadirle un hiperplano independiente Hy, no se generara
ninguna regién acotada.

3.2. Reticulos

Vamos ahora a estudiar la nocién de reticulo. Ya hemos repasado anterior-
mente la nocién de poset finito, sobre la que nos basaremos para explorar este
nuevo concepto.

Supongamos un poset L finito tal que para un par de elementos x,y € L tene-
mos un extremo inferior, es decir, un elemento 2z’ € L tal que cumple que 2’ < x
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y 2’ <y, y que es mayor o igual que cualquier otro elemento z tal que z < =z,
z < y. El elemento al que hemos llamado 2z’ lo denotaremos habitualmente como
TNY.

Es mas, si todo par de elementos de L tiene un extremo inferior, decimos que
el poset L es un semireticulo inferior o semireticulo meet (o semireticulo inter-
seccion).

Igualmente, si esto sucede para el extremo superior. Supongamos un poset L
finito, en el que para un par de elementos z,y € L tenemos un extremo superior,
es decir, un elemento 2’ € L tal que cumple que 2z’ >z y 2’ > y, y que es menor
o igual que cualquier otro z tal que z > xz, z > y. El elemento al que hemos
llamado 2z’ lo denotaremos habitualmente como z V y.

Si todo par de elementos de L tiene un extremo superior, diremos que el poset
L es un semireticulo superior o semireticulo join (o semireticulo unién).

Como vamos a estudiar reticulos, hemos denotado a estos posets con la letra
L, en lugar de P como haciamos anteriormente.
Claramente, en un semireticulo meet o en un semireticulo join existiram, res-
pectivamente, el extremo inferior o el extremo superior de cualquier conjunto
de uno o mas elementos.

Un reticulo es un poset L que es a la vez un semireticulo meet y un se-
mireticulo join. Si L es un semireticulo meet, y ademds tiene un méximo 1,
entonces es un reticulo. Dualmente, un poset L que es un semireticulo join y
tiene un minimo 0, es un reticulo.

La razon de esto ultimo es que, siendo L un semireticulo meet, contara con
un minimo 0 por definicién, ya que para todo par de elementos , y, tendremos
que 0 < z y que 0 < y. Ahora, si dicho semireticulo ademés cuenta con un
méximo 1, es evidente que también serd un semireticulo join, y se cumple la
definicién de reticulo. Lo mismo sucede a la viceversa; un semireticulo join que
tiene un minimo 0 es un reticulo.

Sea A un arreglo de hiperplanos en un espacio vectorial V. Suponemos
ademés n = dim(V'). Definimos L(A) como el poset (para el orden dado por
la relacién inversa a la inclusién) cuyos elementos z son las intersecciones no
vacias de subconjuntos de hiperplanos de A.

Sabemos que L(.A) es siempre un poset graduado; por ello, estard bien defi-
nida la funcién rango rk : L(A) — N.
En paticular, podemos asociar la funcién rango a la codimensién de las inter-
secciones; es decir, rk(z) = n —dim(z). El rango del poset L(.A) serd el mdximo
valor de la funcién rango y se corresponderd con el rango del arreglo.

Es claro ademé&s que el poset L(A) serd ademds siempre un semireticulo
meet; en particular, contard con un minimo 0. Dicho minimo seré todo el espa-
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cio V, visto como la interseccién del conjunto vacio de hiperplanos.

Ahora bien, no podemos asegurar que L(A) vaya a ser un reticulo puesto
que no siempre sera un semireticulo join, es decir, no sabemos si contara con un
méaximo 1.

Por ejemplo, en el caso visto en el capitulo anterior de este trabajo, (Figuras
2.2 y 2.3), hemos visto que no contamos con un maximo 1, ya que no hay un
elemento que cubra todos los demés.

La condicién necesaria y suficiente para que el poset de intersecciéon de un
arreglo sea un reticulo es que dicho arreglo sea central. En este caso, podemos
garantizar que L(.A) serd un semireticulo join, ya que contara con un méximo 1;
evidentemente, la interseccion de todos los hiperplanos del arreglo, que no sera
vacfa por ser central. Se deduce asi que si el arreglo A es central, como L(.A)
es un semireticulo meet por definicién, y contard también con un maximo, sera
también un semireticulo join y por ende, un reticulo.

En la Figura 3.2 vemos claramente un ejemplo de un arreglo central en R, con

Figura 3.2: Un arreglo central y su poset de intersecciéon

tres hiperplanos que lo forman, y su poset de interseccién; vemos que cuenta
con un maximo, que representa el punto en el que se cortan las tres rectas.

3.3. Algebra de Mobius

Supongamos que L(A) es un reticulo finito; para més generalidad, lo llamare-
mos L, y supongamos que K es un cuerpo. El conjunto F(L) de las aplicaciones
f: L — K es un espacio vectorial sobre K de dimensién igual a #L.
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De hecho, para cada elemento x de L, podremos considerar la aplicaciéon:
fo:L— K (3.5)

Esta aplicacién estard dada por f.(x) =1,y fz(y) = 0,Vy # x.
Entonces, el conjunto de aplicaciones {f;}ser formardn una base del espacio
vectorial F(L).

Expliquemos mejor esto ultimo. Podemos representar cada aplicacion g €
F(L) de la forma g = ., g(v)fz, de modo que el conjunto de aplicaciones
{fs}zer formard un sistema de generadores del espacio vectorial. Ademds, cla-
ramente serda un sistema de generadores minimal, ya que su combinacién lineal
serd Unica para cada elemento x del reticulo L.

En la practica, para no utilizar un exceso de notacién, se denotard a las
aplicaciones f, como simplemente x, el propio elemento. Asi, tendremos que
cada aplicacién g del espacio vectorial se representard como g = > _; a,,
siendo a, el valor que tome g en x, para todo x.

Estudiemos bien el espacio vectorial F/(L). Tenemos, como definimos antes,

F(L)={L — K} ={>_ asxla, € K} (3.6)
feL

Vemos que este espacio vectorial lo es porque primero es un grupo abeliano; se
forman sobre él una operacién suma +, de la forma:

O azz) + (O bex) = > (ar +be)x
T€L z€L z€EL
Y también tenemos un claro producto por escalar, es decir:
C(Z azx) = Z(cax)x
€L zEL

Ahora, sobre F(L), ademés de la suma, denotada por + y la multiplicacién por
escalar evidentes,también habra un nuevo producto inducido por la estructura
de reticulo de L. Representaremos este producto por - por simplicidad, aunque
deberfamos representarlo por V, como veiamos en los semireticulos join.

Este producto se definira de la siguiente manera:
(D awz)- (D byy) = Y ap-by(z Vy) (3.7)
zeL yeL z,yeL
Ahora, vemos que con las operaciones + y - el espacio vectorial F(L) es un

anillo, y lo denotaremos por A(L) para matizar que lo es.

Es mas, estaremos ante un algebra sobre K si tomamos también en cuenta
el producto por escalares. Notamos que el conjunto F(L) y el conjunto A(L)
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son el mismo, pero el segundo cuenta con mas estructura que el primero. A(L)
se denominara algebra de Mo6bius de L.

Ahora, para cada = perteneciente a L podemos definir otro elemento o, de
A(L) por las férmulas:

Oz = ZM(%y)y (3-8)

y>x

Por la férmula de inversion de Mobius, vista anteriormente, esas féormulas equi-
valdran a la siguiente:
= g oy (3.9)

Vemos entonces que, en el espacio vectorial F(L), los conjuntos {«},er v {04 }zer
generan el mismo subespacio vectorial y, ademas, tienen igual cardinal. Luego
como sabemos que el conjunto {z},cr, es base, {0, }.cr también lo serd. Esta
base es particularmente interesante, ya que se puede probar facilmente que

030y = 03,Y2 € Lyo,0y =0,Vz,y € Lz #y (3.10)
De esta manera, esta base serd de ”idempotentes ortogonales”. Asi se enuncia

en nuestra referencia [6]:

Teorema 3.2
Sean z,y € L. Entonces 0,0, = 0,4,0,, donde 0, es el delta de Kronecker; es
decir, obtendremos 0 cuando x # y, y 1 cuando = = vy, esto es, 0,0, = 0.
En otras palabras, vemos que los o, son ”idempotentes ortogonales” .

AL =EPK-o, (3.11)

Demostracién

Sea una K-algebra, A’(L) con base {0} : © € L}. Definimos la multiplicacién
sobre dicha dlgebra o},0) = 0.y07.

Para z € L, tomamos 2’ =) . o.. Entonces,

dy =(Q o) o= Y o= Y oi=(xVy) (3.12)
s>z t>y s>x,s>Y s>(zVy

Entonces, la transformacion lineal ¢ : A(L) — A’(L) definida por ¢(x) = 2’ es
un isomorfismo algebraico. Como ¢(0,) = 0,, vemos que 0,0y = 0zy05.

3.4. Polinomio caracteristico

Sea L un reticulo finito. Por célculo, podemos ver que en su &lgebra de
Mébius se puede probar el siguiente resultado enumerativo [6]:
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Teorema 3.3; Teorema del corte transversal
Si X es un subconjunto del reticulo L tal que 0 ¢ X, y ademds, para todo y € L,
y # 0, existe x € X tal que x < y, entonces

1(0,1) = Ng — Ny + Na — N3 + ... (3.13)

donde, para cada k, Ni es el niimero de suconjuntos de k elementos de X cuyo
extremo superior es 1.

Recordemos que, en un reticulo finito L, siempre hay 0 y 1, es decir, respectiva-
mente, el extremos inferior y el extremo superior de todos los elementos de L.
Demostracion

Suponemos, para probar el teorema, que estamos en el cuerpo K = Q, para
utilizar el algebra de M&bius.

Primero, veamos que elemento unidad del dlgebra de Mobius es 1 = )
yaque loy, =3 5 0,0y = 0y.

Por tanto, tendremos 1(3°, ayy) = >, ayy,V(ay) € Q",y € L.

Ahora, vemos que

zeL Tz

1—x:ZUy—Zay:ZUy, (3.14)

y>x y;/f;v

Y tenemos

[Ta-2=T1 e (3.15)

zEX TEX y¥o

El producto se define sobre todos los elementos x pertenecientes al conjunto
X del enunciado. El producto de la derecha de la ecuacién, Hzex(zyzm oy) se
distribuye en sumas de productos; y como la base de o, es ortogonal, solo tendre-
mos aquellos o,0y...0, = 0, multiplicado #X veces, tales que y ? z,Va € X.

Ahora, por la definicién de X, sabemos que para todo y € L, y # 0 existe
x € X, tal que z < y; por tanto, para esos elementos x, oy no aparece en el
sumatorio Zy;fx oy, y por ende, tampoco en el producto.

Ahora bien, o aparece en todas las sumas Zyﬁx oy, ¥, por tanto,

[T-2)=05=> u0y)y (3.16)

zeX y>0

Veamos ahora que, si x1,....,xx € X, T1..2x = 21 V ... V 2, es el producto en
A(L). El nimero Ny, es igual al ntimero de selecciones posibles de los z1, .., 2k
posibles tales que z1 V ... V x), = 1.

Asi, desarrollando [], .y (1 — ) como sumas de productos, el coeficiente de 1
del resultado de dicho producto es Ng — N1 + Ny — N3 + ...

El coeficiente de 1 en o es p(0,1), y con ello se deduce:

1(0,1) = Ng — Ny + Na — N3 + ... (3.17)
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Y queda probado.

Ahora consideramos el semireticulo meet L(.A) de un arreglo de hiperplanos
A. El polinomio caracteristico de A se define en términos de L(A) como:

xalt)= > p(z)ttm (3.18)

z€L(A)

Aqui denotamos ju(z) = p(0,2), con la expresién de una tnica variable de la
funciéon de Mobius, ya que estd bien definida pues siempre contamos con un
minimo 0, y dim(z) es la dimensién geométrica de la variedad afin z; sabemos
también que dim(z) = n — rk(z), por ser L(A) un poset graduado.

Ahora, el Teorema del corte transversar nos permitird probar el Teorema de
Whitney, que expresa x_4(¢) de otra manera:

Teorema 3.4; Teorema de Whitney|6]
Sea A un arreglo en un espacio vectorial n—dimensional. Entonces,

xa(t) =Y (~1)#Bgrmronk®) (3.19)
BCA
Con la suma extendida a todos los arreglos centrales B.
Demostracion

Esta prueba consiste en expresar explicitamente los coeficientes p(z) de la
definicién de x 4(t) en términos de los subarreglos centrales B de nuestro arreglo

A.

Tomamos un elemento z del poset, z € L(A). Elegimos ahora el subarreglo:
A, ={Hec A|H Dz} ={H € A|H < z} (3.20)

que es un arreglo central, ya que ﬂHeAz H D z. Por tanto, L(A,) es un reticulo;
va que, por definicién de poset de interseccidn, es un semireticulo meet, y, al
ser central sobre z cuenta con un maximo, el propio elemento z, y es también
semireticulo join.

Aplicando el teorema del corte transversal:

u(z) = 3 (~1)FNi(2) (3.21)

k>0

donde N(z) es el ntimero de subarreglos B de k hiperplanos de A, cuya inter-
seccién es z.
Es decir,

W= S (-yB (3.22)

BCA.Upyep H==
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Si tenemos entonces en cuenta que todos los subarreglos centrales I3 de A tienen
como interseccién de sus hiperplanos un z concreto de L(A), y que sabemos que
dim(z) = n — rank(B) en dichos subarreglos, deducimos ficilmente la férmula
de Whitney y el teorema queda probado.

Gracias al Teorema de Whitney, ahora podemos probar la férmula recursiva:

xa(t) = xar(t) = xar(t) (3.23)
Esto se enuncia en nuestra referencia[6], a través del Lema de Eliminacién-
Restriccion.

Lema 3.5; Lema de Eliminacién-Restriccién

Sea (A, A'; A”) un triple de arreglos reales. Entonces, xa(t) = xa(t) —
xar(t).

Demostracion

Sea Hj el hiperplano distinguido del triple de arreglos (A, A’, A”). Ahora,
vamos a utilizar la férmula de Whitney, pero la vamos a desarrollar en dos su-
mas distintas, dependiendo de si Hy € B, o si al contrario, Hy ¢ B.

En el primer caso, establecemos By, tal que By = (B — {H})o. Este sub-
arreglo serd un arreglo central en Hp, un subarreglo del arreglo A”.
Ademsds, sabemos que #B; = #B — 1, y se deduce también que rank(B;) =
rank(B) — 1. Obtenemos asf usando la férmula de Whitney,

Z (_1)#Btn—7-ank(l§) _ Z (_1)#Bl+1t(n—1)—'r‘ank(51) = —xa(t)

HoeBCA BieA”
(3.24)
Ahora, si Hy ¢ B, simplemente desarrollando la férmula, obtenemos:
Z (_1)#Btn—rank(8) — XA’(t) (3_25)
Hog¢BCA
Por ende, hemos visto que:
xalt) = 3 (—1)#Bym=rank(s) — (3.26)
BCA
_ Z (71)#Btn7rank(6) ¥+ Z (71)#Btn7rank(6) _
HoeBCA Ho¢BCA

= Xa(t) = X4(t)
Y queda probado.
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3.5. EIl nimero de regiones

En esta subseccion se desarrollaran nociones acerca del conteo o computo de
regiones que forman los hiperplanos; cercano al ejemplo sencillo del hiperplano
de barrido que vimos en el rpimer capitulo.

Todo lo que hemos desarrollado anteriormente nos servird para probar el resul-
tado que veremos ahora. Primero, comenzaremos con una definicién importante
para lo que después desarrollaremos.

Definicion 3.6
Una regién de A es relativamente acotada si la regién correspondiente de
A es un conjunto acotado. Sean r(A) y b(A) el nimero de regiones de A y de
regiones relativamente acotadas de A respectivamente.

El siguiente teorema fue enunciado por Thomas Zaslavsky en 1975; utilizare-
mos para probarlo el Lema de Eliminacion-Restriccion que vimos en la seccién
anterior.

Teorema 3.7
Sea A un arreglo en un espacio vectorial real n-dimensional. Entonces, los nime-
ros de regiones y de regiones relativamente acotadas estan dados por:

r(A) = (=1)"xa(=1) (3.27)

b(A) = (=1)"*" x4 (1) (3.28)

Demostracion

La primera ecuacién funciona para el arreglo A = ). Sabemos que xg(t) =", y
si lo sustituimos en la primera ecuacién, tenemos r(f) = (—1)"(—1)" = 1, como
se queria demostrar.

Vemos ahora, por el Lema 2.1, que 7(A) = r(A") + r(A”). Ahora, por el Le-
ma de Eliminacién-Restriccién, xa(t) = xa(t) — xa~(t); se deduce enton-
ces que (—1)"xa(—=1) = (=1)"xa(=1) + (=1)"xa (1) , con lo que r(A) y
(=1)"x.a(—1) satisfacen la misma recurrencia:

(=1)"xa(=1) = (=1)"(xa (1) = xar(-1)) =

= (=1)"xa + (=" ar = (=1)"xa + (-1)" Iy

Y como el arreglo A” es de dimensién n — 1 queda probado.

Se verd ahora la segunda ecuacién. Igualmente, funciona para A = 0, y
tenemos b(() = 1.
Ahora se tiene
xa(l) = xa (1) — xar(1) (3.29)

Tomamos d(A) = (—=1)"*"* Ay 4(1). Si rank(A) = rank(A’) = rank(A”) + 1,
tendremos d(A) = d(A’) + d(A”), porque
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(_l)rank(A)XA(l) — (_1)7'ank(.A)(XA,(1) _ X.A”(l)) _
= (1) x4 (1) + (D)7 (1) =
_ (71)rank(.A)XA,(1) + (71)rank(A)71XA”(1)

Si rank(A) = rank(A’) + 1, tenemos b(.A) = 0, como vimos en el Teorema 3.1;
y L(A") =2 L(A"). Del lema previo tenemos también d(A) = 0 y se satisface
siempre la misma recurrencia. Tenemos asi b(A) = d(A).



Capitulo 4

ARREGLOS GRAFICOS

4.1. Teoria de grafos

Los arreglos graficos nos han resultado llamativamente interesantes, ya que
atinan la teoria de grafos con los arreglos de hiperplanos. Antes de entrar en la
teoria sobre arreglos graficos, repasaremos algunos conceptos mas basicos en la
teorfa de grafos; para esto, nos hemos apoyado en [8].

Definicién 4.1
Definimos grafo (geométricamente) como un conjunto de puntos (a los que lla-
mamos vértices) y un conjunto de aristas, cada una de las cuales une dos de los
vértices, que se llaman sus extremos.

Definicién 4.2
Un grafo simple es aquel en el que no hay aristas que conecten un vértice consigo
mismo, ni hay aristas multiples que unan dos extremos. En el resto del texto,
consideraremos grafos de este tipo.

Sea V' un conjunto de vértices, distinto del vacio, y sea F un conjunto de aris-
tas del grafo G, entonces definimos un grafo como un par ordenado G = (V, E).
El orden de un grafo es su nimero de vértices, y su tamano es su nimero de
aristas. Un grafo finito tendra un nimero finito de aristas y de vértices.

Como se enuncia en nuestra referencia [1], un tema cldsico sobre teoria de
grafos son las coloraciones propias de un grafo G.

Una coloracién propia de un grafo G es una funcién (a la que llamare-
mos k) de los vértices de G, en un conjunto de colores P, tal que dos vértices
que estén unidos por una arista no les corresponda el mismo color. La podemos
representar de la siguiente manera, donde [n] = {1,2,...,n} es el conjunto de
vértices, y k(i) # k(j) si hay una arista que una el vértice i con el j:

28
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= o

Figura 4.1: Grafo completo K4 y grafo no completo

k:[n] =P (4.1)

Un grafo es k-coloreable cuando solo necesita de k colores para poder ser
coloreado.

Definicién 4.2
El nimero cromatico de un grafo dado G es el nimero minimo necesario
para que este sea coloreable. Es decir es el nimero k& de manera que G sea k —
coloreable.

Definicién 4.3
Si G = (V, E) es un grafo con n vértices, su polinomio cromatico xg(x) serd
una funcién que para cada 0 < k < n, cumple que xg(k) es el nimero de k-
coloraciones posibles.

Definicion 4.4
Al grafo de n vértices tal que todos los vértices dos a dos estan conectados por
una arista lo llamamos grafo completo. Denotamos dicho grafo como K.

Ejemplo 4.5
En la Figura 4.1, vemos el ejemplo del grafo completo K4, junto con otro grafo
de 4 vértices que no es completo

El grafo K5 tiene evidentemente nimero cromatico 2. De hecho, en general
el grado K, tendra niimero croméatico n, ya que todos los vértices estan conec-
tados entre si.

Definicién 4.6
Un grafo es un grafo bipartito si su conjunto de vértices V' admite una parti-
cién en dos subconjuntos, V; y Vs, tal que V3 NVo = 0, y de manera que toda
arista del grafo tenga un extremo en cada subconjunto.
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Teorema 4.7
Un grafo G tiene numero cromatico 2 si y solo si tiene aristas y es un grafo
bipartito.
Demostracion
Sea G un grafo con nimero cromatico 2.; supongamos una coloracién con dos
colores 1 y 2. Légicamente, G tiene al menos una arista; llamamos V; y V5 a
los vértices coloreados por los colores 1 y 2 respectivamente. Es obvio que serdn
dos conjuntos disjuntos, y que al ser una 2-coloracion cada arista conectard los
vértices de V7 con los de V3, luego es un grafo bipartito.
Supongamos ahora que G es un grafo bipartito con aristas. Sea V el conjunto
de vértices de G y E el conjunto de aristas. Llamamos V; y V5 a dos particiones
de V tal que asignamos los colores 1 y 2 a Vi y V5 respectivamente. Como no
hay aristas que unan ningun vértice de V; con otro del mismo conjunto, y tam-
poco ningun vértice de V5 con uno de V5, tenemos una 2-coloracién y el nimero
cromatico es 2.

Proposicion 4.8
El polinomio cromético es un polinomio en k£ de grado n.

Demostracion
Supongamos que tenemos k colores para colorear los vértices de un grafo G =
(V, E), y r los colores que utilizamos para colorear; evidentemente, k > r. Para
elegir de entre los k colores los r que usaremos, tenemos k(k — 1)...(k —r + 1)
formas de hacerlo.
Asi, si llamamos P,.(G) al niimero de posibles particiones entre los r colores,

xa(k) =Y k(k—1)..(k = r + 1)P.(G) (4.2)

Esto es un polinomio en k de grado n.

4.2. Arreglos graficos

Definicién 4.9
El arreglo grifico Ag es el arreglo en K,, de la forma

Ty —Tj = 0, {Z,j} eF (43)

Es decir, esta formado por los hiperplanos de la forma x; —; = 0 para cada par
de vértices adyacentes. Esto es, un arreglo grafico es un subarreglo del arreglo
de trenzas B,; es claro que, si G = K", entonces Ag = B,,.

Suponiendo que nos hallamos en dicho caso, podemos encontrar una colo-
racién propia facilmente para el grafo G, k : [n] — [p]. Se elige un vértice,
digamos el 1, y lo podemos colorear de p maneras, el siguiente de p — 1 y asi
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sucesivamente, luego

xe() =plp-1({p-2)...(p—n+1) (4.4)

Hay maés casos sencillos de polinomios cromaticos. Por ejemplo, supongamos
un grafo G sin aristas, con n vértices. Como no hay vértices adyacentes, cual-

quiera podra recibir cualquiera de los p colores, y xa = p”.

En la referencia [6], también se enuncia que algunos grafos no pueden ser
coloreados con el mismo método que en (17), y anade el ejemplo de un 4-
ciclo. Supongamos, por ejemplo, que al vértice 1 se le asocia el mismo color
que al vértice 3, es decir, siendo k : [4] — p una coloracién propia del grafo,
k(1) = k(3). Entonces, habrd p maneras de colorear el primer y tercer vértice,
y p — 1 de colorear el segundo y cuarto. Pero si k(1) # x(3), habrd p formas de
colorear el primer vértice, p — 1 de colorear de colorear el tercero, y p — 2 de
colorear el segndo y cuarto; tal que:

xa(p) =plp—1)* +p(p—1)(p — 2)? (4.5)

Teorema 4.10]6]
Para cualquier grafo G, tenemos xg(t) = x4, (t).
Demostracion
Esta demostracién estd basada en el teorema de eliminacion-contraccion. Sea e
una arista de nuestro grafo G, que conecta los vértices i y j.

Sea G — e nuestro grafo sin la arista e, de modo que los vértices ¢ y j no
estén conectados, y sea G/e, el grafo resultante tras contraer nuestra arista a
solo un punto, de forma que 7 y j queden en un solo punto.

Sea ahora H el hiperplano de nuestro arreglo A de la forma x; = x;. Pa-
rece claro que A—{H} = Ag_.. También podemos comprobar que A? = Ag/. .

Podemos tomar un isomorfismo affn ¢ : H —= R"~!, tal que:

P (Ilv"vxn) - (x17~"7xi7"'7xj—17xj+17"'7$n) (46)

Donde claramente se omite la coordenada j. Asi, sea H,, el hiperplano de la
forma x, = 2. Si a,b # 4,7, entonces (Hg, N H) serd el hiperplano x, = xy
en R"71. Si a # i,j, entonces @(H;, N H) = ¢(H,j N H), serd el hiperplano
zqo = x; en R*™!. Con esto hemos definido un isomorfismo afin entre A7 y el
arreglo Ag/. en R™1L,

Sea ahora n- el grafo de n vértices sin aristas, y @ el arreglo vacio en R™. Se
prueba el teorema por induccién:

= Inicializacién: y,.(t) = xp(¢).

= Eliminacién-contraccién:

xa(t) = xa—c(t) = xaye(t) (4.7)



CAPITULO 4. ARREGLOS GRAFICOS 32

Ya hemos visto que x,.(t) = t"; es ficil notar que asimismo xy(t) = t", y se
prueba la inicializacién.

Ahora, vemos que xg—(t) es el nimero de coloraciones propias para G,
k: [n] = [p], sumédndole en las que (i) = k(j), que si son propias para el grafo
G — e al haber eliminado la arista e, pero no para el grafo original. También
tenemos que X/ (t) serd el nimero de coloraciones propias para G en las que
precisamente se dé k(i) = k(j), al ser ¢ y j un solo vértice.

Con esto queda probado.
De esto se puede deducir facilmente el siguiente teorema:

Teorema 4.11
El polinomio caracteristico del arreglo de trenzas B,, serd de la formal6]:

X8, (t) = t(t — 1)..(t —n+1) (4.8)

La demostracion es evidente teniendo en cuenta el teorema anterior y que, como
hemos visto, B, = Ak, .

En las referencias [6] y [1] se menciona ahora una manera de representar las
regiones de los arreglos graficos, tal como veremos a continuacién:

Definicion 4.12
La orientacion 6 de un grafo G es la asignacién de una direccién a cada una
de sus aristas. Un ciclo directo de 6 es una secuencia de vértices ig, i1, ..., 9%
tal que ig — i1 — ... — i — ip en #. Una orientacion es aciclica si carece de
ciclos directos.

Estas orientaciones se pueden utilizar para representar las regiones de un
arreglo grafico, a partir del sistema de desigualdades. Por ejemplo, si tenemos
el hiperplano z; = z;, para representar la regién x; < x;, se dota de orientacién
a la arista que conecta los vértices ¢ y j, de forma que va desde el vértice ¢ al
vértice j; indicamos asi con una flecha que estamos en la regién x; < x; con
¢ — j, y vicecersa, para indicar x; < x;, utilizamos j — 4. Asi, cada regién R
del arreglo define una orientacién 6.

Proposicion 4.13
Sea 6 una orientacién de G. Entonces § = 0 si y solo si 6 es aciclico. [6]
Demostracion.
Supongamos 0 = 0. Si Oy tiene un ciclo i1 — io — ... = i — 41, esto implicarad
Tiy < Tip < ... < x5, < T4y, con lo que obtenemos z;, < z;,, lo que es absurdo,
luego Og es aciclico, luego 6 lo es.
Supongamos ahora que 6 es aciclico. Habré entonces al menos un vértice (llamémos-
le v) del que no saldrd ninguna flecha. Retiramos dicho vértice, junto con todas
las aristas que lo conectan. El grafo resultante G’ serd también aciclico, luego
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podemos encontrar un nuevo vértice v’ del que no saldrd ninguna flecha, retirar-
lo, y asf sucesivamente. Obetenmos as{ un conjunto {v,v’,...,v™} de vértices; si
(21, ..., ) € Rsatisface z,, < T,y < ... < Ty laregién R que contenga 1, ..., Ty,
satisfard 0 = 0.

Claramente, esta tiltima proposicién implica que si 6 es aciclico, el sistema
de desigualdades del arreglo tiene solucién ([1]).

Teorema 4.14[6]
El nimero de orientaciones aciclicas de un grafo G es (—1)"x¢a(—1)
Demostracion
Sabemos que
r(Ag) = (=1)"xas(=1) (4.9)
Y como sabemos que x4, = Xa, tendremos que r(Ag) = (=1)"xg(—1). Ahora,
como hemos visto antes, las regiones son representadas a través de orientaciones

aciclicas en el grafo, luego las orientaciones aciclicas del grafo estaran en biyec-
cién con las regiones del hiperplanos, y con ello queda probado.

Como se ha visto, el polinomio caracteristico de un arreglo gréfico Ag co-
rrespondera con el polinomio cromatico de su grafo, por ello podria resultar
interesante el estudio de ceros de dicho polinomio.

4.3. Teorema de los Cuatro Colores

Cabe mencionar el tema de los ceros del polinomio cromatico, relacionado

con el Teorema de los Cuatro Colores.En lo referente a esta seccién me
apoyaré en la referencia|7],
El Teorema de los Cuatro Colores enuncia que cualquier mapa puede ser colo-
reado con cuatro colores sin que haya dos paises vecinos del mismo color. Esto
equivale a que si un grafo G es plano, entonces yg(4) = 0, ya que todo grafo
plano tiene un grafo dual que también es plano. [1]

Como conjetura surgié en 1852; Francis Gurthie observé que podia colorear
un mapa complejo de Inglaterra con 4 colores y le propuso a su hermano Fre-
derick si podria colorearse cualquier mapa con tinicamente dichos colores., que
a su vez se lo comenté a su profesor Augustus De Morgan. De Morgan se puso
en contacto con otros matemaéticos, con lo que finalmente el problema se hizo
conocido.

El teorema no consiguié demostrarse sin embargo hasta el ano 1970, por parte
de Kenneth Appel y Wolfgang Haken, quienes consiguieron demostrarlo con el
uso de un ordenador. Auin no se ha conseguido demostrar sin utilizar uno.
Daremos ahora unas cuantas definiciones que nos ayudaran a enunciar y demos-
trar el Teorema de los Cinco Colores.
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Figura 4.2: Grafo plano y grafo no plano

Definicién 4.14
Un grafo plano es un grafo que se puede dibujar sin que sus aristas se crucen.
Ejemplo 4.15
En la Figura 4.2 se representa a la derecha un grafo plano, a la izquierda uno
que no lo es.

Definicién 2.8
Dado un grafo G y un vértice v, se denomina grado de un vértice al niamero
de aristas que lo tienen por extremo.

Lema 4.15 (Lema del apretén de manos)
Sea G = (V, E) un grafo; entonces la suma de los grados de todos los vértices
es el doble de nimero de aristas, es decir:

> g(v) =2#E (4.10)

veV
En 1879, Arthur B. Kempe creyé haber hallado una demostracién para la
conjetura de los cuatro colores; dicha demostracién se dié por buena 11 anos.
En 1890 P. J. Heawood encontré un error en la demostraciéon de Kempe, pe-
ro gracias a ella encontraron una demostracién al Teorema de los Cinco Colores.

Teorema 4.16
Un grafo plano tiene al menos un vértice de grado 5 o menos.

Teorema 4.17 (Teorema de los Cinco Colores)
Todo grafo plano es 5-coloreable.
Demostracion
La demostracion se hace por induccién sobre n vértices. Sea G un grafode n <5
vértices. Entonces es obvio que serd 5-coloreable.
Ahora, supongamos que G tiene n > 6 vértices.
Por el teorema anterior, sabemos que todo grafo planar tiene un vértice de grado
5 0 menos. LLamemos v a dicho vértice, g(v) < 5.
Sea H el grafo resultante de eliminar v de G. Por hipdtesis de induccién, sabemos
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que H es 5-coloreable.
Ahora veremos dos casos, uno en el que g(v) < 5 y otro en el que g(v) = 5.
Caso 1. Este es el caso més simple; si g(v) < 5, v tendrd como méximo 4 vértices
adyacentes. Ain suponiendo que dichos 4 vértices estuvieran coloreados cada
uno con diferente color, solo tendriamos que elegir el quinto color para colorear
vy el grafo G serd 5-coloreable.
Caso 2. Tenemos ¢g(v) = 5. Supongamos que el grafo G no admite una 5-
coloracion. Esto es, v contard con 5 vértices adyacentes, cada uno de un color
distinto, {v1,ve, v3,v4,v5}.
Sea H;; un subgrafo formado por los vértices de G' que estédn coloreados de los
colores ¢ y j. Elegimos, por ejemplo, i = 1, 7 = 3. Tanto v; como v3 estdn
conectados con v, con lo que cerramos el circulo a través de un camino que
una directamente v; con vz, P; 3. Sin embargo, haciendo lo mismo para unir
vy con vy, por el Teorema de la Curva de Jordan, su camino P-4 atravesaria
el ciclo que hemos formado para unir v; con vs. Sin embargo, por definicién de
G, los caminos no se pueden cruzar; hemos llegado a una contradiccién y G es
5-coloreable.

Otras curiosidades que son mencionadas en la referencia [1], que cabe men-
cionar aqui por su interés:

1. Todas las raices reales del polinomio cromatico son mayores o iguales que
0.

2. Cualquier raiz del polinomio r satisface la desigualdad r < 8d, con d el
grado maximo que alcanza un vértice del grafo.

3. El conjunto de todas las raices de todos los polinomios cromaticos es denso
en el plano complejo C.



Capitulo 5

MATROIDES

5.1. Matroides y sus definiciones

La teoria de matroides fue introducida por Hassler Whitney en 1935; queria
desarrollar el concepto de independencia sobre la teoria de grafos y observé una
estrecha relacién con la independencia lineal en los espacios vectoriales. Inspi-
rada en ambos conceptos, surgié la teoria de matroides, que aborda de manera
abstracta la nocién de independencia y la optimizacién combinatoria.

En esencia, una matroide generaliza la nocién de independencia lineal al
considerar familias de conjuntos que cumplen propiedades fundamentales. Estos
conjuntos, conocidos como independientes, capturan la esencia de la dependen-
cia estructural y permiten la formulacién de teoremas y algoritmos eficientes
para abordar diferentes cuestiones.

Resulta muy interesante el hecho de que se puede definir una matroide de
diversas formas; por conjuntos independientes, por bases, por circuitos y por
rangos. Para su relacién con los arreglos, en la que nos centraremos mas tarde,
nos serd mas til su definicién por conjuntos independientes. En esta seccion, nos
centraremos en sus diversas definiciones, para lo que nos apoyamos en nuestra
referencias [2] y [3].

Definicién 5.1
Sea S conjunto finito distinto del vacio, 2° denota el conjunto de partes de S.
Una matroide M es un subconjunto J de 2% con las siguientes propiedades:

1.0edJ
2.5 XeJYeX =>YeJ

3. ParatodoT C S, T # (0, todos los conjuntos maximales de la interseccién
J N 27 tienen el mismo cardinal.

Las dos primeras propiedades significan exactamente que el conjunto J es un
complejo simplicial; por tanto, una matroide es un complejo simplicial en

36
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el que se satisface también la tercera propiedad. Dicha propiedad implica que,
ademds, cada T C S tiene bien definida su "dimensién”, a la que llamamos
rango de T', y es el nimero de elementos de todos los conjuntos maximales para
la inclusién de J N 27,

En nuestra referencia [2], encontramos una definicién similar, salvo que la pro-
piedad tercera es una andloga a esta:

Definicién 5.1
Una matroide finita es un par M = (.9, J), donde S es un conjunto finito y J
una familia de subconjuntos de S que cumplen las siguientes condiciones:

L.0eJ
2. Jesnovaclo,ysiXeJYCX,=YeJ

3.SiXeY e J, con | X| < |Y], existird un elemento y € Y, tal que y ¢ X,
con X U{y}eJ.

Los elementos de J son llamados conjuntos independientes. S serd un
conjunto finito de elementos, con 27, el conjunto de partes de S.
Los conjuntos pertenecientes a J — 2% se llaman conjuntos dependientes.
Vemos ahora que la propiedad anteriormente enunciada (3), denota que, para
cada conjunto 7" C S, tenemos bien definida su ”dimensién”, a la que llamare-
mos rango de T, y lo denotaremos como rk(7T). Posteriormente, ahondaremos
mas en la funcién rango; de momento es interesante notar que el rango de la
matroide rk(M) serd el rango del conjunto total S, es decir, rk(.S).

Veremos ahora un lema interesante generaliza la tercera propiedad de los
conjuntos independientes:[3] Lema 5.2
Sea M = (.S, J) una matroide, y sean J; y Jo dos conjuntos independientes de
ésta, tales que |J1| < |Jo|, n = |J1|—|J2|. Entonces existen a1, xa, ..., x, € Jo—J1
tales que Jy U {x1,z2,...,x,} € J.
Demostracion
Demostrémoslo por induccién. Es claro para n = 1, pues esta visto en la defini-
cién de matroide por conjuntos independientes. Supongamoslo cierto para n.
Sea ahora | Jo|—|J;| = n+1. Tomamos un elemento x en Js. Sabemos que Jo—{z}
serd también un conjunto independiente. Ademds, como |J3| — |J1| = n + 1,
tendremos que |Jo — {x}| — |Ji| = n. Por induccién, existen x1,z3,...,xz, €
(Jo —{x}) — J; tales que Jy U{z1,xa,....,x,} € J. Con esto, Jy U{x1,x9,...,2,}
y J2 son dos conjuntos independientes tales que |J2| = |J1 U{z1, T2, ..., zn }| + 1.
Ahora, de nuevo por la definicién de conjuntos independientes, existird un x,, 41
en Jy tal que Jy U {xy,z2,...,2,} U{zpnt1} € J. Con esto hemos encontrado
{x1,%2, .., Ty Tny1} € Jo tales que {x1,22,...,Zn, Tne1}t U J1 € J, probando
nuestro lema.
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También es interesante la definicién por bases de una matroide. Si tenemos
una matroide M, enumerar todos sus elementos independientes puede ser labo-
rioso; para ello, se la define a partir de su conjunto independiente maximal.
sera un conjunto independiente maximal si no hay otro conjunto independiente
que lo contenga. De lo contrario, existird un conjunto independiente I; tal que
I C I1; de nuevo, serd maximal si no existe otro que lo contenga, etcétera. Asi
podremos llegar a un tnico conjunto independiente maximal al que llamaremos
base: [2]

Definicién 5.3
Llamamos base B de una matroide a un conjunto independiente maximal.

Vamos a intentar definir una matroide a partir de su base. Podemos dar tres
caracteristicas de las bases [2]:

Teorema 5.4
El conjunto de bases B de una matroide M verifica las siguientes propiedades:

“ B4
= Si By,Bs € B,y By C By, entonces B; = Bs.

= Si By,By € B,y x € B; — Bs, existira un elemento y tal que y € By — By,
tal que By — {z} U {y} € B.

Antes de demostrar este teorema, hemos de mencionar y demostrar el si-
guiente lema, que nos serd tutil posteriormente:

Lema 5.5
Sea M una matroide. Si By, By € B, entonces |B;| = |Ba|.
Demostracion
Supongamos que B y B son dos bases de M con diferente cardinal. Sin pérdi-
da de generalidad, supongamos que |B;| < |Bz|. Como las bases son conjuntos
independientes, existird e € By, e ¢ By, tal que By U {e} € J. Entonces, cla-
ramente hemos encontrado un conjunto mayor que B; que lo contiene y que es
independiente; pero esto contradice la propia definicién de By, ya que una base
es un conjunto independiente maximal. Con esto queda probado.

Demostracion (Teorema 5.4)
Hemos visto antes que () es un conjunto independiente; claramente habrs algtin
conjunto mayor que lo contenga y B # ().

Ahora, sean dos bases, By y Bs, tales que B; C Bs. Supongamos que
B; # Bs. Entonces, tendremos que |B;j| < |Bz|. Sin embargo, ambos por ser
bases seran conjuntos independientes maximales, y en este supuesto se podra



CAPITULO 5. MATROIDES 39

aplicar lo visto en el lema anterior; llegamos a una contradiccién con la defini-
cién de base, luego tendremos By = Bs.

Para probar la tercera caracteristica, sean dos bases By y Bs, y un elemento
x € By — Bs. Sabemos que By — {z} = D es un conjunto independiente, y tam-
bién que |Bi| = |Bz|, por el razonamiento anterior. Tenemos que |D| < |Ba|,
existe entonces un elemento y € By — D, tal que (B; — {z}) U {y} es inde-
pendiente. Veamos ahora que el conjunto (B; — {z}) U {y} es una base. Es
obvio que |[(B; — {z}) U {y}| = |B1] con lo que serd un conjunto maximal, ya
que si no lo es, existird By € B tal que (By — {z}) U {y} € Bs, y tendremos
|B1| = |(B1 — {z}) U{y}| < |Bs| y esto contradice la definicién de base.

Veamos ahora que, solo con obtener el conjunto de bases de una matroide,
podemos definir dicha matroide.
Hemos definido las bases como conjuntos independientes maximales; por su pro-
pia definicién vemos que cualquier conjunto independiente estara contenido en
una base, luego solo con conocer el conjunto de bases de una matroide conoce-
remos sus conjuntos independientes. Veamoslo en mayor detalle con el siguiente
teorema: [6]
Teorema 5.6
Sea S un conjunto finito y B una familia de subconjuntos de S que satisfa-
ce las propiedades enunciadas en el teorema anterior. Definimos el conjunto
J={I C S/3B € B: 1 C B}. Entonces M = (S5,J) es una matroide, y el
conjunto B es su coleccion de bases.
Demostracion
Para desarrollar esta demostracién, veremos que teniendo el conjunto B de bases
de la matroide, podemos deducir sus conjuntos independientes, de manera que
cumplan todas las propiedades enunciadas en la Definicién 4.1. Vemos primero,
como B # (), el conjunto es no vacio, es evidente que se cumple la primera pro-
piedad de J.
Ahora, supongamos un conjunto I € J; por definicién de B, sabemos que existe
un B € B, tal que I C B. Asi, si I’ C I, tendremos I’ C B, con lo que I’ serd
independiente por definicién de base, y se satisface la segunda propiedad.
Para demostrar la tercera propiedad, necesitamos saber que todas las bases de
la matroide tienen el mismo cardinal.
Vimos en el Lema 4.2, que si By y By eran bases de M, su cardinal era el mismo.
Podemos repetir este razonamiento para las B; bases en B de la matroide.
Suponemos ahora que la tercera propiedad no se cumple. Entonces J tiene miem-
bros Jy,Jo con |Ji| < |Jo|, tales que, para todo z € J, x ¢ Jp, el conjunto
JyoU{z} ¢ J.
Sabemos por definicién de B, que existen bases By, By € B, tal que J; C By y
Jo C By. Suponemos que hemos elegido Bs tal que |By — (J2 U By)| es minimo.
Por ello, tendremos Jy, — By = Jy — J;.
Suponemos ahora que By — (J2U B1) es no vacio. Entonces, existird un elemento
x en este conjunto, y por ser bases, existird un elemnto y en By — By, tal que
(Ba—x)Uy € B. Entonces, tenemos |((Bs —2)Uy)— (JoUDB1)| < |Ba—(J2UBy)|;
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y se contradice la eleccién de B, que pedimos que fuera tal que | By — (Jo U By)|
fuera minimo. Por esto, By — (J2 U By) es un conjunto vacio, y obtenemos
By — By = Jy — By, y como hemos visto anteriomente que Jy — By = Jo — Jy,
obtenemos que:

By—By=Jy—Jy (5.1)

Por otro lado, demostraremos también que By — (J; U By) es un conjunto
vacio. Por reduccién al absurdo, si no lo fuera, tendriamos un elemento y en
By — By tal que (By — ) Uy € B, luego serd un conjunto independiente; como
J1 Uy C (B; — ) Uy, tendremos que I; Uy es independiente.

Deducimos entonces que, como y € By U Bs, por definicién de ambas bases,
y € J1 U Jy, contradiciendo nuestro supuesto en el cual no cumpliamos la terce-
ra propiedad, y vemos que By — (J1 U Bs) es un conjunto vacio.

Por ultimo, como By — By = J; — Bs, y J1 — By esta contenido en J; — Js,
obtenemos

By — By CJy—Js (5.2)

Y antes hemos visto que dos bases de una matroide siempre tienen el mismo
cardinal, luego |B1| = | Bz|, con lo que |By — By| = | By — By1|. Ademds, compa-
rando las ecuaciones (56) y (57), tenemos |J; — Jo| > |J2 — Ji|, y se concluye
que |Ji| > |.J2|, contradiccién con nuestra hipdtesis.

Por tanto, hemos llegado a un absurdo y vemos que la tercera propiedad se
cumple.

Llegamos asf al fin de nuestra demostracién, habiendo visto que M = (S, J) es
una matroide.

Como mencionamos anteriormente, también podemos definir una matroide
a partir de sus circuitos; si bien la base de una matroide serd un conjunto inde-
pendiente maximal, un circuito de una matroide serd un suconjunto dependiente
minimal. Asi nos lo definen en la referencia [2]:

Definicién 35.7
Dada una matroide M, llamamos circuito a cualquier subconjunto de S que sea
dependiente minimal, es decir, que no estd en J pero todos sus subconjuntos si.
El conjunto de circuitos de M serd entonces:

C={XcCcS:X¢JX\{z}e JVxelJ} (5.3)

Lema 5.8
Un conjunto X de la matroide es independiente si y solo si no contiene ningin
circuito.

Teorema 5.9
Los circuitos de una matroide M cumplen las siguientes propiedades [2]:

- 0¢C.
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s Xe(C)Ye(C, XCY,=X=Y.
n XeC,YeC,X#Y,2ze XNY =32 XUY\{z}:Z€C

Demostracion.
La primera propiedad es obvia.

La segunda propiedad se deduce de que, suponiendo X # Y, como X € C|
es dependiente, pero como Y es un circuito, todos sus subconjuntos son inde-
pendientes, y vemos que X C Y, llegamos a una contradiccion.

La tercera y dltima propiedad se demostara también por reduccién al absur-
do. Supongamos que no existe ningun circuito en A = X UY\{z} . Por el lema
anterior, entonces A es independiente y pertenece a J.

Como X # Y, sabemos por la segunda propiedad que ninguno esta contenido
en el otro. Sea f € Y\X; como Y es un circuito, el conjunto B =Y\ f es inde-
pendiente.

Sea ahora D el subconjunto independiente de mayor cardinal de X UY que
contiene a B. Evidentemente, D no puede contener a f, porque entonces con-
tendria a Y, e Y es dependiente por ser un circuito; lo mismo sucede con X.
Por lo tanto, |D| < | X UY| - —2 = |A| — —1. Tenemos que |A| > |D|, am-
bos independientes, luego existird un elemento {a} € A, tal que D U {a} sea
independiente; pero habiamos dicho que D seria un conjunto independiente de
mayor cardinal y llegamos a una contradiccion.

La tercera condicion se llama habitualmente azioma de eliminacion.
Ahora, si bien hemos definido lo que es un circuito, veamos que a partir de un
circuito podemos definir una matroide, exactamente de la misma manera que
por conjuntos independientes, estableciendo una equivalencia entre ambas defi-
niciones. Lo veremos con el siguiente teorema [2]:

Teorema 5.10
Sea S un conjunto y C' una coleccién de subconjuntos de S que cumplen las
propiedades anteriormente enunciadas. Si tomamos J como la coleccién de sub-
conjuntos de S que no contienen ningiin elemento de C, resulta que M = (S, .J)
es una matroide.
Demostracion
Veamos que el conjunto J satisface las propiedades enunciadas en la definicién
3.1.
Primero, como sabemos que () ¢ C, serd evidente que ) € J, y la primera pro-
piedad se satisface.
Para la segunda propiedad, es obvio que, como J no contiene ningin subcon-
junto de C, si tenemos J; C J, dicho subconjunto no pertenecerd a C, y se
satisface también la segunda propiedad.
Por ultimo, supongamos dos subconjuntos de J, a los que llamamos J; y Jo, con
|J1| < |J2|. Suponemos, por reduccién al absurdo, que la tltima propiedad no
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se cumple. Ahora, existe un subconjunto de J que pertenece a J; U Jo, con més
elementos que J;. Elegimos entonces un subconjunto Js, tal que el conjunto de
elementos que pertenecen a Ji, pero no pertenecen a .Js sea minimo; |J; — J3|
serd minimo. Por no satisfacerse la tercera propiedad, es no vacio, y tomamos un
elemento y de este conjunto. Ahora, para cada elemento x de J3 — Ji, elegimos
T, como (J3 Uy) —x. Es claro que T, C J; U Ja, y que |J1 — T,| < |J1 — Js],
por tener J3 méas elementos que J;, y vemos entonces que el conjunto T, no es
independiente, pues habiamos visto que |J; — J3| era minimo.

Como T, no es independiente, contendrd algin miembro de C', C,. Por ello,
C, C (J3Uy) —x, con lo que z ¢ C,. Vemos entonces que y € C,, pues de otro
modo, J3 C Cy, y esto no puede ser por definicién de Js.

Suponemos ahora g € J3 — Ji. Si Cg N (J3 — J1) = 0, entonces tenemos que
Cy C ((JinJz)Ux)—g C Ji; y hemos llegado a una contradiccién. Si supone-
mos ahora un h en C, N (J3 — J1), y Cp, # Cy, ya que evidentemente, h ¢ Cj,.
Ahora, y € Cy N Ch, y por el exioma de eliminacién de los ciclos, sabemos que
existe un C; en C, tal que C; C (Cy U Ch) — y, pero por definicién, Cy y Cp
son subconjuntos de J3 Uy, con lo que tendriamos C; C Js, contradicciéon por
definicién de J3. Por tanto, vemos asi que la tercera condicién de la definicién
de matroide por conjuntos independientes se cumple.

Con esto, queda probado que podemos definir una matroide a partir de su con-
junto de circuitos.

Retomamos ahora en concepto de rango anteriomente mencionado, a partir
del cual también podemos definir matroides. El rango de un conjunto para una
matroide es el tamano del mayor conjunto independiente contenido en él.

Definicién 5.11[2]
Dado un conjunto S, una funcién r : P(S) — N es una funcién de rango si y
solo si cumple:

= VX C 5,0 <r(X)<|X]|
s X CY,=r(X)<rY)
VXY € S,r(XUY)+r(XNY) <r(X)+rY)
Definimos la funcién rango que utilizaremos como:
rk(T) =maz{#I: 1€ J I CT} (5.4)

Con M = (S, J) matroide y T subconjunto de S.

Claramente, todas las bases de una misma matroide tendrén el mismo ta-
mano, ergo el mismo rango, que serd el maximo posible, el rango de la matroide.
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5.2. Reticulo de flats y reticulos geométricos

Para continuar con este trabajo, primero definiremos las nociones de flat y

su cerradura, para después estudiar de nuevo la nocién de reticulo, ya que los
recientemente mencionados flats se estructuran formando uno. A lo largo de
todo este apartado, nos hemos apoyado en las referencias [6] y [2].
Al explorar el reticulo de flats, podemos identificar las inclusiones y exclusio-
nes entre los conjuntos independientes, proporcionando una descripcion visual
y conceptual de cémo evolucionan las propiedades de independencia en la ma-
troide.

Los flats de una matroide M son los subconjuntos T C S, tales que rk(T' U
{s}) > rk(T), Vs € S, s ¢ T'; es decir, son los subconjuntos de S que son ma-
ximales para su valor de rango: Un k-flat es un subconjunto maximal de rango
k; se refiere a un conjunto maximal que satisface la propiedad de tener rango k
de la matroide. Dicho de otra manera, un flat en una matroide es un conjunto
que tiene rango k y no se puede extender agregando ningtn elemento adicional
sin perder dicho rango. Defindmoslo con mayor precisién:

Definicién 5.12[2]
Sea una matroide M = (S,J), y F un subconjunto de S. F es un flat si
rk(F U {s}) > rk(F) para todo s ¢ F.

Podemos definir entonces la cerradura de cualquier subconjunto 7' de la
matroide. Sea M una matroide con conjunto de flats F, y la cerradura de T
serd [2]:

T=n{F:TCF} (5.5)

Veremos que T serd el flat més pequeno que contenga a 7.

Ahora, como mencionamos antes, veamos que los flats froman un reticulo;
primero, parece facil ver que los flats forman un poset por relacién de inclusién.
Ahora bien, veamos que dicho poset es ademds un semireticulo meet; para ello,
veamos la siguiente proposicién:

Proposiciéon 5.13

La interseccién de dos flats es un flat

Demostracion

La demostracién es muy sencilla y parte de la propia definicién de flat. Hemos
visto que un flat es son los subconjuntos T' C S, tales que rk(T'U{s}) > rk(T),
Vs € S, s ¢ T; es decir, son los subconjuntos de S que son maximales para su
valor de rango. Ahora, sabemos que el rango de un conjunto para una matroide
es el tamano del mayor conjunto independiente contenido en él. Supongamos
C = ANB, con Ay B flats. Ahora, supongamos que existe s ¢ C, tal que rk(CU
{s}) = rk(C), con lo que C no es un flat. Ahora bien, por definicién de rango,
rk(C) = #I, siendo I el tamano del mayor conjunto independiente contenido
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en C, luego I C A,I C B, es decir, es también un conjunto independiente
de A y B. Si podemos anadir un elemento s a C, sin que aumente el tamano
de su conjunto independiente més grande, tendremos que tampoco lo hard con
los mayores conjuntos independientes de A y B, y k(A U {s}) = rk(A) y
rk(BU{s}) = rk(B), y esto es una contradiccién, ya que sabemos que s ¢ C =
ANDB,luego s ¢ A,s ¢ By por ser Ay B flats.

Con esto, hemos probado que C es un flat y que, por ende, la interseccién
de dos flats es un flat.

Hemos probado también lo mencionado anteriormente, que T sera el flat

mas pequeno que contenga a T, y claramente, F' = F si y s6lo si F' es un flat.

Vemos asi que, aplicando la proposicién anterior, podemos llegar a que la
interseccién de todos los flats de una matroide es también un flat; este flat serd
claramente el minimo por relacién de inclusion, dado que todos los demas flats
lo contendran. Los flats de M forman un poset, que de hecho es un reticulo al
que, como reticulo, llamaremos L(M).

Parece claro entonces que estamos en un semireticulo meet, ya que contamos
con un minimo 0, el flat interseccién de todos los demés. Ahora, como ademés
L(M) tiene un elemento maximo S, es evidente que L(M) también es un semi-
reticulo join; por ende L(M) es un reticulo.

Entonces, para cada flat T C S, habiamos definido su cerradura; definiamos
como T la interseccién de todos los flats que contienen a T'. Los flats se reco-
nocen entonces como aquellos T tales que T =T.

El flat S es obviamente 1 de L(M); si T = z, y T" = y son flats entonces
TVT =xVyserda TUT'. a
Nos fijamos en que 0 no es igual al conjunto vacio, si no que 0 = 0; como
habiamos visto antes, la interseccién de todos los flats de M. Ademads, co-
mo ya hemos mencionado, para dos flats T,T’, obtenemos su meet tal que
cAy=TANT =TNT,yaque TNT' =T NT' por ser TNT' un flat.

Con esto, también hemos de fijarnos en que L(M) es graduado por rango, es
decir, toda cadena maximal de L(M) tiene longitud m = rk(M). Asi, si z < y,
en L(M), entonces rk(y) = 1 + rk(x).

En particular, hemos visto que el rango de la matroide, rk(M), es la longitud
comtn a todas las cadenas 0 < 1 < T2 < ... <z, de puntos de L(M).

Podemos asf definir su polinomio caracteristico xas(t); de manera andloga a

como lo haciamos con x 4(%).

xu(t) = > p(0,z)t M=k (5.6)
x€L(M)

Podemos poner ahora algunos ejemplos béasicos sobre matroides: Ejemplo 5.14
El conjunto S es un subconjunto de vectores en un espacio vectorial de di-
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mensién finita V. El conjunto J de subconjuntos independientes se formard,
evidentemente, por subconjuntos I de S cuyos vectores sean linealmente inde-
pendientes.

El rango rk(T) de un subconjunto T de S, serd la dimensién del subespacio
vectorial generado por los vectores de T'. Los flats serdn aquellos T' C S que son
la interseccién de S con un subespacio vectorial W de V. Para T C S, T es la
interseccién de S con el subespacio vectorial W generado por los vectores de
T. Estas matroides se llaman representables.

Hay matroides que son representables en un espacio vectorial sobre determi-
nado cuerpo, por ejemplo, sobre un cuerpo finito, pero no lo son sobre un cuerpo
distinto. También existen matroides que no son representables por ningiin espa-
cio vectorial V' y sobre ningtin cuerpo K.

Ejemplo 5.15

El conjunto S es un conjunto finito de puntos de un espacio afin R™. La familia
J de conjuntos independientes serd denotada por los subconjuntos de S cuyos
puntos son afinmente independientes.

En este ejemplo todo se da exactamente igual que en anterior; de hecho, in-
troduciendo una coordenada mas, z, los puntos de S se pueden representar en
el hiperplano z = 1 de R*™! ~ R” x R e identificar los puntos s € S con los
vectores 0 en R™*!, con 0 origen de R™*!. Con esta identificacién, cada punto
en S se c onvierte en un vector en un nuevo espacio vectorial V', y volvemos al
ejemplo anterior.

Si tenemos un elemento s que pertenece a una matroide M, tal que rk(s) =0
llamaremos a dicho elemento lazo. Si tenemos s, s’ dos elementos de la matroide,
tal que ninguno es un lazo, y rk({s,s’}) = 1, llamamos a estos dos elementos
pares paralelos.

Si la matroide es representable, los lazos son aquellos {s} tales de s = 0; y los
pares paralelos {s, s’} serdn aquellos pares en los que s, s’ son vectores lineal-
mente dependientes.

Si M = (S, J) carece de lazos y de puntos paralelos, entonces diremos que
M es una matroide simple[2].
Claramente, las matroides representables simples serdn aquellas que carezcan
de vectores nulos, tales que sus vectores sean todos linealmente independientes.

Es evidente que en una matroide simple todos los elementos de S son in-
dependientes, y que Va,y € S tendremos que rk({z,y}) = 2 cuando = # y.
También se puede observar que () serd el conjunto de lazos de M; como dicha
matroide carece de lazos, § = 0.[6]

Dada una matroide M, no necesariamente simple, se tiene una relacién de
equivalencia entre los elementos de S: dados s,s’ € S, tenemos s ~ s’ si y solo
si {s} = {s’}. A partir de esta relacién, podemos construir otra matroide M,
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cuyo S es el conjunto cociente:

S={{s}lse S s¢b=0} (5.7)

Y la familia de conjuntos independientes J estard formada por subconjuntos de
la forma I = {{s1},..., {sk}}, tales que I = {sq, ..., s;. } son independientes en M.

Ahora, en el supuesto de que la matroide sea simple, como hemos visto que
(0 es el conjunto de lazos de M, pero esta carece de lazos y obtenemos () = (),
vemos que siempre se da la condicién de s ¢ (.

Veamos que la matroide M cumple dos propiedades.

1. M es siempre simple.

2. Los reticulos de flats de L(M) y L(M) son isomorfos. Esto es facil verlo
ya que se define un isomorfismo que asocia a cada T', flat de M a un flat
T de M, de la misma manera que se asocian los conjuntos independientes
de cada matroide.

Notamos que hemos mostrado que hay matroides distintas (como M y M si
M no es simple) cuyos reticulos de flats son isomorfos. Sin embargo, si dos ma-
troides simples, M7 y M, tienen reticulos de flats isomorfos, ambas matroides
tienen que ser isomorfas.

Para probar esto, basta ver que si M es simple, su reticulo de flats L(M)
determinara completamente la matroide. Esto se deduce de que si M es simple,
entonces se tiene que los conjuntos unipuntuales {s} son flats, porque s no es
un lazo, ni tampoco formard parte de ningtn par paralelo {s, s'}.

Entonces es facil probar que si I = {sy,...,s;} entonces I es independiente en
M siy solo si:

rk({s1} V{s2} V..V {sp}) =k (5.8)

donde {s1}V {s2} V...V {sk} es el extremo inferior o join de todos los flats {sy}
en el reticulo L(M); sabemos que dicho extremo es otro flat; la interseccién de
todos los flats que contienen a los puntos s — 1, ..., s, de S. Como hemos visto
que los conjuntos independientes estan caracterizados por la ecuacién (63), es-
crita en términos de L(M), el conjunto J de independientes queda determinado
por el reticulo de flats.

Ahora, buscamos caracterizar qué reticulos L son isomorfos a uno del tipo
L(M), con M matroide simple. Acabamos de ver que, si M existe, es inica salvo
isomorfismo; veamos bajo qué condiciones existe dicha matroide.
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Figura 5.1: Imagen de un reticulo semimodular y un reticulo atémico

Es evidente que necesitaremos que L sea un reticulo finito, y que, como po-
set, sea graduado; ya que hemos visto anteriormente que estas propiedades las
cumplen los reticulos de flats de una matroide.

Sin embargo, necesitaremos que el reticulo L cumpla més propiedades para ga-
rantizar la existencia de una matroide M, con L(M) ~ L. Necesitamos que el
reticulo L sea semimodular y atémico.

Proposicién 5.16[6]
Sea L un reticulo finito graduado. Son equivalentes:

1. Para todo z,y € L, tenemos rk(x) + rk(y) > rk(z ANy) + rk(z V y)
2. Si x e y cubren ambos x A y, entonces z V y cubrird x e y.

Definicién 5.17
Un reticulo finito L graduado serd semimodular si cumple rk(z) + rk(y) >
rk(z Ay)+rk(xVy), es decir, si cumple las propiedades anteriores equivalentes.

Definicion 5.18
Un reticulo finito L se llama atémico si todos los elementos 2 € L son extremo
superior de dtomos. Los atomos son aquellos elementos x, tal que x > 0.

Definicién 5.19
Un reticulo finito L se llama geométrico si es semimodular y atémico.

Ejemplo 5.20
En la Figura 5.1 vemos a la izquierda un reticulo que es semimodular; aunque
vemos que no es atémico, ya que los elementos A y B no pueden ser obtenidos
por el join de los 4tomos. A la izquierda tenemos un reticulo que, al contrario, es
atémico pero no es semimodular, ya que si bien A1, Ay y Az cubren el elemnto
minimo, no existe ninguin elemento que cubra a los tres.
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El resultado principal de esta subseccién es lo planteado en nuestra referen-
cia [6], a través del siguiente teorema:

Teorema 5.20
Sea L un reticulo finito. Entonces L es un reticulo geométrico si y solo si existe
una matroide M tal que L y L(M) son isomorfos.
Demostracion
Supongamos L reticulo geométrico y sea A su conjunto de atomos. SI T C A,
escribimos \/ T = \/, . @, como es join de los elementos de T'.
Ahora, sea

J={I CA:rk(VI) = #I} (5.9)

Como es semimodular, vemos que para cualquier S C A, con x € A, tenemos
que 7k((\/ S) V) < rk(\/S) + 1. Vemos que J es un complejo simplicial; con
lo que solo nos queda probar que para todo T'C S, T # (), todos los conjuntos
maximales de la interseccién J N 27 tienen el mismo cardinal.
Supongamos que #7T < #T', con T y T’ elementos maximales de 2° N .J.
Entonces existe y € S tal que y < \/T’; si no, tenemos T = T' Uy, y T”
contradice la maximalidad de T”. Como #T < #T"’, sabemos que \/ T < \/T".
Como L es atémico, existird y € S tal que y £ \/ T, pero entonces rk(T Ny) =
rk(T)+ 1, lo que contradice la maximalidad de T'. Hemos llegado a un absurdo,
con lo que es una matroide.
Ahora, sea una matroide M, que asumimos simple, veamos que L(M) es un
reticulo geométrico. Claramente L(M) es atémico, pues todo elemento es el join
de sus atomos. Veamos que es también semimodular; sean S,T C M. Veamos
que:

rk(S) +rk(T) > rk(SUT) +rk(SNT)

Como S y T son flats, SNT = SAT, rk(SUT) = rk(SV T). Suponemos que
la ecuacion anterior es falsa, tendriamos:

rk(SUT) > rk(S) +rk(T) —rk(SNT)

Definimos una base para SUT, y obtendriamos #(BUS) > rk(S) o #(BUT) >
rk(T), que es una contradiccién. Asi, acabamos la demostracion.

Ademis del resultado anterior, es importante enunciar que, dado L geométri-
co, existe una matroide M simple, Unica salvo isomorfismo, con L y L(M)
isomorfos. Si L es isomorfo a una matroide M’, siendo esta matroide no nece-
sariamente simple, M y M’ son isomorfos.

5.3. Matroides de los arreglos de hiperplanos

Vamos ahora a relacionar toda esta teoria de matroides con la teoria ya
aprendida sobre arreglos de hiperplanos.
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Para un arreglo de hiperplanos A, su poset de interseccién L(.A) tiene como pun-
tos todas las posibles intersecciones no vacias de hiperplanos de A. Este poset
tiene 0, que es el espacio vectorial total V. También sabemos que es graduado,
con funcién rango dada por la codimensién, es decir, rk(z) = dim (V') — dim(x);
aqui x es una interseccién, que no es vacia, de algunos hiperplanos de A, con lo
que dim(z) denotard su dimensién como variedad lineal afin.

Hemos visto que L(A) es un semireticulo meet, pero, como vimos anterior-
mente, para que sea un semireticulo join, debemos de contar con un maximo,

1, y esto solo sucede cuando el arreglo A es central.

La siguiente proposicién [6] nos muestra que si A es central, el reticulo L(.A)
es isomorfo al reticulo de flats L(M 4) de una matroide simple M 4 asociada a A.

Proposicién 5.21 Sea A un arreglo central en el espacio vectorial V. Se de-
fine una matroide M = M 4, tal que los hiperplanos independientes del arreglo
A pertenezcan a J(M) (esto es, siendo B un conjunto independiente, B € J(M),
luego {ny : H € B}). Entonces M es simple y L(M) = L(A).

Demostracion.

Tomamos un vector normal 77y para cada hiperplano H del arreglo. No importa
cudl sea el vector normal de H, mientras ny # 0. Como dos hiperplanos de A
son distintos, sus vectores normales no serdn proporcionales. Ahora, la matroide
M 4 asociada al arreglo serd como en el ejemplo 4.5, dado por el conjunto de
vectores normales {1} e del espacio vectorial V.

Vemos que esta matroide no tiene lazos, por ser ny # 0, y que no tiene pares
paralelos por no ser los 1 proporcionales. Por tanto, la matroide M 4 es simple.

Para ver que los reticulos L(M4) y L(A) son isomorfos, basta con elegir
un x € L(A). Dicho z es una interseccién de distintos hiperplanos del arreglo,
x = HiNHyN...N Hg, que elegiremos tales que sean independientes. Con esto,
NH, » MH,, ---, NH, Seran vectores linealmente independientes. Entonces, a dicho
punto x le podemos asociar el flat de M 4 dado por todos los vectores normales
ng de hiperplanos de A tales que ny pertenezca al subespacio vectorial gene-
rado por N, , ..., N, - Lo llamamos Ty vemos que efectivamente 7" es un flat,
como vimos en el ejemplo 4.5.

Recirpocamente, podemos elegir un flat del reticulo de flats L(My), v le
asociamos una interseccion del arreglo; para ello, le asignamos la interseccién x
de todos los hiperplanos H de A tales que el vector gy pertenezca al conjunto
de vectores de T'.

Por construccion, podemos deducir facilmente que las asignaciones x — T'
y T' — x son inversas la una de la otra y que conservan las respectivas relacio-
nes de orden de ambos reticulos L(A) y L(M4), con esto queda probado.
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5.3.1. Polinomios caracteristicos

Si A es un arreglo de hiperplanos, hemos definidio previamente su polinomio
caracteristico en la seccién 1, como:

xa(t) = Z M(X)tdim(X) = xalt) = Z M(X)tdim(v)—rk(x)
zeL(A) z€L(A)

donde p(X) = u(0, X), ya que L(A) siempre tiene un mfnimo.

Si A es un arreglo central, podemos asociarle una matroide simple M 4,
como vimos anteriormente. Hemos definido también el polinomio caracteristico
de una matroide como:

()= Y p(E)an=rm
x€L(M)

donde p(X) = pu(0,T), ya que L(T) siempre tiene un minimo, el conjunto vacfo.
La biyeccion X +— T del apartado anterior es un isomorfismo de reticulos; por
tanto, u(T) = pu(X), para X € L(A) y su correspondiente flat asignado T' en
L(M4). Las férmulas para el polinomio caracteristico son idénticas y podemos
concluir que xA(t) = xn, (T).

En cambio, si tenemos un arreglo que no es central, L(.A) no serd un reticulo
y no existird una matroide asociada; en este caso, las relaciones con matroides
seran las que se puedan sacar a partir de la formula de Whitney y el caso

anterior:

xa(t) =Y (~1)#Bgrmronk®) (5.10)

BCA

Si consideramos el poset cuyos puntos son el arreglo A y sus subarreglos centrales
B, ordenado por la inclusién inversa, dicho poset tiene un minimo 0, que es A,
y por tanto se puede definir una funcién de Mobius de una variable, u(B) =
,u((A)7 B). Entonces si expresamos la férmula de Whitney también para todos los
arreglo B, se tiene un conjunto de igualdades, que por la férmula de inversién
nos permite deducir otras igualdades, como:

(~)#En B = T u(C)xe (1) (5.11)
ccB

y, por tanto,

xa®) = 3 uCxelt

CCBCA

y su segundo miembro es expresable en términos de las matroides M¢ asociadas
a los arreglos centrales C, ya que xc(t) = x e (t).

También por lo visto en el capitulo referido a arreglos graficos, se tiene que:
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Teorema 5.22
Si G es un grafo, y A= Ag, y M = M4, se tiene que:

xA(t) = xa(t) = xm(t) (5.12)



Capitulo 6

CUERPOS FINITOS

6.1. El método de cuerpos finitos

Ahora consideraremos arreglos sobre otros cuerpos, distintos a R. Supone-

mos, por ejemplo un arreglo A definido en sobre Z; en este caso podemos tomar
coeficientes médulo p, con p primo, y llegar a un arreglo Ay, con ¢ = p". Este
arreglo estard definido sobre un cuerpo IF,. Diremos que A es una buena reduc-
cién médulo p si obtenemos L(A) = L(A,).
Aqui, como F; no es un cuerpo ordenado, tendremos que prescindir de algunas
nociones como el nimero de regiones; pero conceptos como el poset de inter-
seccién, como veremos a continuacién, son isomorfos, con lo que continuarian
siendo similares.

Proposicion 6.1
Sea A un arreglo definido sobre Z. Entonces dicho arreglo tiene una buena
reduccién para todos excepto para un nimero finito de primos de p.
Demostracion
Sean Hi, Hy, ..., H; los hiperplanos afines del arreglo. H; estard formado por la
ecuacion v;x = a;, con v;, a; € Z™.
Queremos que Hy N Hy N ...N H; # (. Por algebra lineal, necesitaremos que:

v ag vy
rank | 1 o | =rank | : (6.1)
vj o aj Uj
Es mas, tenemos:
U1
dim(HiNHyN...NHj) =n—rank | : (6.2)
Uj

Ahora, sabemos que el rango de una matriz A serd > t si y solo si podemos
encontrar una submatriz B de rango t X ¢ que satisfaga det(B) # 0.

52
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Entonces, L(A) 22 L(A,) siy solo si al menos un miembro S de una coleccién
S de subconjuntos de matrices B satisface:

(VB € S) tenemos det(B) # 0, pero det(B) = 0(mod p)

Y esto solo puede pasar para una cantidad p finita de primos, es decir,

L(A) =2 L(A,) para p lo suficientemente grande.
Con esto queda probado.

Ahora, veamos el resultado principal de esta subseccién, el método de cuer-
pos finitos; este método aparece en nuestra referencias [1] y [6]; ambos mencionan
dicho teorema a raiz del trabajo de Crapo-Rota y Athanasiadis. Este resultado
nos ayudara a encontrar el polinomio caracteristico de distintos arreglos, como
veremos proximamente con diferentes ejemplos interesantes.

Teorema 6.2
Sea A un arreglo en Q", y suponemos A, para algin ¢ = p”, con L(A) = L(A,).
Obtenemos que el ntiimero de puntos en Fy/ que no pertenecen al arreglo A, es
igual al polinomio caracteristico en para ¢, x4(q) -
Dicho de otra manera, tenemos que:

xal)=#|Fr— |J H| = (6.3)
HeA,
=¢"-# U H
HeA,

Demostracion

Elegimos un x perteneciente al poset de interseccién del arreglo A,. Como es
una interseccién de hiperplanos, supongamos que dim(z) = k, al estar en el
cuerpo Fy tendra g* elementos.

Recordemos la definicién de polinomio caracteristico de un arreglo:

xalg) = > px)ghm® (6.4)

z€L(A)

Con esto, obtendremos para cada = € L(A,) tenemos ju(x)g%™®) con dim(z) =
k, luego u(z)q". Asi, tenemos que cada sumando cuenta el niimero de puntos
de = y lo multiplica por u(x).

Luego, cada punto v de Fy contribuye a x4(q) de la forma:y_ . . u(z) =
Y w<, k() donde z es el minimo elemento de L(.A) que contiene a v. Esta suma
es igual a 0, cuando z # Fy, y a1 cuando z = Fy es el minimo elemento del
poset. Por esto, los tinicos elementos que cuentan son los puntos que no estan
contenidos en ningtin hiperplano del arreglo A, y x4, (q) = # (]Fg — UHeAq H)

~

Como sabemos que L(A,) = L(A), y el polinomio caracteristico depende direc-
tamente del poset de interseccién del arreglo, tendremos x4, (¢) = x.4(q), y con
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esto queda probado.

6.2. Ejemplos de arreglos

Ahora, estudiaremos varios ejemplos de arreglos que pueden resultar intere-
santes para entender la teoria antes redactada; en particular, veremos la aplica-
bilidad del método de cuerpos finitos para hallar el polinomio caracteristico de
difenrentes arreglos. Nos hemos apoyado de nuestra referencia [article.]

6.2.1. Arreglos de trenzas

Definicién 6.3
Como mencionamos en nuestra secciéon primera, el arreglo de trenzas clasicoB3,
estd formado por los hiperplanos de la forma z; —z; =0, para 1 <¢ < j < m;
este tipo de arreglo tiene (Z) hiperplanos.

Teorema 6.4
El polinomio caracteristico del arreglo de trenza B, es de la forma:

X8, (t) = t(t — 1)(t — 2)(t — 3)...(t —n + 1) (6.5)

Demostracion

Utilizaremos el método de cuerpos finitos; sea I, un cuerpo finito, para un pri-
mo ¢ lo suficientemente grande.

Vamos a contar los puntos de Fy que no estén en los hiperplanos del arreglo; de
la forma a = (a1, @, ..., ay,), tales que a; # «; , para poder aplicar el método
de los cuerpos finitos. Por nociones basicas de combinatoria, es facil ver que
hayt(t —1)(t —2)(¢t — 3)...(t —n+ 1) puntos que lo cumplen, pues tan solo debe-
mos escoger como coordenadas a n elementos distintos de F,. Se sigue entonces
que:

xB, () = t(t — 1)(t — 2)(t — 3)...(t —n + 1)
Notamos que para computar el niimero de regiones en R™, se tiene en cuenta
para un punto o = (g, g, ..., ) en qué lado del hiperplano se encuentra dicho
punto, es decir, se especifica si a; < o, 0 o > aj.
Asi, el nimero de refiones vendra dado por el nimero de formas en que podemos
especificar si o; < 5, 0 a; > v, para 1 < i < j < n. Esto nos obliga a imponer
un orden lineal sobre los «;.
Dicho de otra manera, si tomamos w € &, con G,, el grupo de simetrias de
todas las permutaciones en 1,2, ..., n, se corresponde una region del arreglo R,
dada por:

Rw{(al, ...,Oén) e R™: Quy(1) > Qgy(2) > -0 > Ozw(n)}

Y tenemos r(B,,) = nl.
Se podria hacer esta demostracién también aplicando el teorema de Zaslavsky,
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Figura 6.1: Arreglo de trenzas Bz cortado por ker(z +y + z)

ya que tenemos el polinomio caracteristico del arreglo.

Notemos que el arreglo carece de regiones acotadas, ya que todos los hiperplanos
pasan por el origen.

En el ejemplo que vemos en la Figura 6.1, vemos la representacién de un arreglo
de trenzas Bs; cortado el plano z 4+ y 4+ z = 0.

6.2.2. Arreglos de Catalan

Los Numeros de Catalan son una secuencia de numeros enteros que des-
empenan un papel destacado en diversos campos de las matemadticas, desde la
combinatoria hasta la teoria de la computacion y la geometria. Son nombrados
en honor al matematico francés Eugene Charles Catalan, quien los estudié por
primera vez en el siglo XIX.

En la literatura matemaética, los Numeros de Catalan se denotan cominmen-

te como C,,, donde n representa el indice del término en la secuencia. La sucesién
comienza con Cy = 1 y se define recursivamente de la siguiente manera:

n—1
Cn=3 CrCn1y (6.6)
k=0

Es decir, cada término de la secuencia de Catalan se obtiene sumando el pro-
ducto de dos términos anteriores en la secuencia.

Existe otra férmula conocida para los Numeros de Catalan que no implica
una recursion directa. Esta férmula utiliza funciones binomiales y se expresa de

la siguiente manera:
1 2
Cp = ( n) (6.7)

T n4+1\n

Esta férmula proporciona una manera alternativa de calcular los Numeros de
Catalan mediante coeficientes binomiales. La relacion con las funciones combi-
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natorias refleja la conexién intrinseca de los Numeros de Catalan con problemas
de computo o conteo, y nos sera mas 1util en este contexto.

Un ejemplo que se menciona en la referencia [1] y que nos resulta interesante,
es el siguiente: el nimero de Catalan C,, es el niimero de sucesiones de votacién
b1, ba, ..., ba,. El ejemplo se ilustra en unas elecciones donde 2n votantes votan
por uno de dos candidatos A y B. Los votos se reciben en orden, y el candidato
A nunca esta detras del candidato B, pero al final el resultado es un empate.
Cada b; es 1 0 —1, dependiendo de si el voto va a un candidato u otro. Tenemos:

bi1+..+0,>0 i=1,....2n—1 by + ...+ by, =0 (6.8)

Vemos ahora que los numeros de Catalan satisfacen la siguiente relacién de
recurrencia:

Co=1 (6.9)
Cnt1 =CoCr, +C1Crq + ... +C,Cy, n2>0

Definicién 6.5
El arreglo de Catalan C,, es el arreglo de R™ formado por los hiperplanos:

zi—x;j=0 z,—z;j=1 z;,—z;=—1 (1<i<j<n) (6.10)
Vemos que el arreglo C,, tiene 3(}) hiperplanos, y su rango, rank(C,) = n — 1.

En particular, el arreglo de Catalan C3 estd formado por los siguientes hi-
perplanos:

$1—$2:—1 xl—l‘Q:O l‘l—mg:l
IQ—I3:—1 I2—$3:O 1‘2—563:1
$1—$3:—1 1'1—1'3:0 1’1—1’3:1

Hemos de fijarnos también en que el arreglo de Catalan C,, contiene, evidente-
mente, al arreglo de trenzas B,,, definido anteriormente. Evidentemente, cada
regién de B,, es de nuevo dividida por los hiperplanos que conforman el arre-
glo de Catalan. En paticular, si 7¢(C,,) es el nimero de regiones del arreglo de
Catalan C,, contenidas en una unica regiéon de B,,, el nimero de regiones de C,
serdr(Cy,) = nlro(Cy).

Proposicion 6.6
El niimero de regiones que forman los hiperplanos del arreglo C,, es n!C,,, y el
nimero de regiones acotadas es n!C,,_1.
Demostracion
Como ya hemos visto, el arreglo de Catalan C,, contiene al arreglo de trenzas.
Hemos visto que un arreglo de trenzas B5,, forma n! regiones iguales. Veamos que
el arreglo de Catalan divide cada region del arreglo de trenzas en C), regiones.
Tomemos una region del arreglo de trenzas, por ejemplo, 1 > xo > ... > .
Ahora, es evidente que para cada x;,x;, tenemos x; — x; > —1 para i < j.
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Debemos elegir ahora x; —x; > 16 x; —x; < 1, con ¢ < j. Debemos decidir
el orden de los ndmeros 1, ..., Ty, 1 + 1,...,2, + 1; podemos asignar un —1
a cada x; y un 1 a cada z; + 1; hemos de tener en cuenta que r; > xo >
... > Tp, v por ende, que 1 +1 > 22 +1 > ... > x, + 1. Entonces el orden
1 > 21 +1>a0+1>23+1 > 29 >23 > 24+ 1> ... se convierte en la
sucesién (—1,1,1,1,—1,—1,1,...); esto es claramente una sucesién de votacion,
y cada una representa una subseccion. El resultado se sigue.

Ahora, aplicando el método de los cuerpos finitos, podemos hallar el polino-
mio caracteristico del arreglo de Catalan.

Teorema 6.7
El polinomio caracteristico de un arreglo de Catalan C,, es de la forma:

xe, ) =tlt—n—1)(t—-n—-2)t—-—n—-3)..(t—2n+1)

Demostracion

Aplicamos el método de los cuerpos finitos. Sea ¢ > 2n un ntimero primo, defini-
mos el cuerpo Fy. Buscamos las formas de seleccionar n valores (r1, %2, ..., ¥p),
pero no se puede dar que z; — x; = 0, y tampoco x; —x; =1 z; —x; = —1,
con lo que dichos valores no pueden ser iguales ni consecutivos. Para elegir la
primera coordenada x; tenemos ¢ posibilidades; para las demds, escogeremos
n — 1 enteros z1 < 23 < ... < z,_1 entre 1 y ¢ —n — 1, para asociarle a las otras
n — 1 coordenadas los valores 1 + 21 + 1,21 + 20+ 2,...,21 + 2p_1 +n— 1l en
cualquiera de los (n — 1)! 6rdenes posibles.

Asi, obtenemos que hay (q;ﬁzl) (n — 1)! maneras de elegir n — 1 valores que no
sean repetidos ni consecutivos en el cuerpo Fy.

Obtenemos asi que que el nimero de puntos Fy/ que no estan en ninguno de los
hiperplanos de C,, es:

)(n—1)!:q(q—n—1)(Q—n—2)...(q—2n+1)

Y con esto, queda probado. En la Figura 6.2 hemos representado, al igual que
Bs, el arreglo de Catalan C3 cortado por el plano x 4+ y + z = 0. En negro estdn
los arreglos que también pertenecen a Bs, y en rojo los anadidos.

6.2.3. Arreglo de Shi

Definicién 6.8 El arreglo de Shi S, esta formado por los hiperplanos de la
forma:
r,—x; =0, z;—z;=11<i<j<n (6.11)

Teorema 6.9
El polinomio caracteristico del arreglo de Shi es:

xs, (t) =t({t —n)" ! (6.12)
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W
R

Figura 6.2: Arreglo de Catalan C3 cortado por ker(x + y + 2)

Demostracion

Sea p un primo tal que el arreglo S,, tiene buena reducciéon médulo p, ¢ = p”
Consideramos los puntos de F}; que no estdn en el arreglo, es decir, aquellos de
la forma:

C={(a,ag,...,a,) €EF}/i <j— a; #j, ;i #a;+1}

Representamos cada uno de estos puntos « = (ay, @, ..., ) con una g-tupla de
la forma o~ = (yo, ..., Yq—1) de nimeros y simbolos; pondremos y; = o cuando
no exista ningtn j tal que a; =4, y y; = j cuando tengamos o = i.

Por ejemplo, si tenemos F$,, y tenemos por ejemplo el punto (4,9, 5,1, 10, 6),
le corresponderd la 11-upla (0,4, 0,0,1,3,6,0,0,2,5).

Construimos estas ¢g-tuplas de otra manera: las construimos como un vector
alrededor de un circulo, reflejando la estructura ciclica de Fy, y dibujamos p—n
simbolos o. Ubicamos el 1 entre los simbolos o, y después ubicamos los demés
2,...,n en alguno de los ¢ —n espacios que quedan entre los o consecutivos. Esto
se puede hacer de (¢ —n)"~! maneras. Si en un espacio entre dos o consecutivos
tiene varios niimeros, se ordenan en orden decreciente en sentido horario.
Ahora, para pasar del orden ciclico antes determinado, hemos de fijar la posi-
cién de a1, y tenemos g maneras de posicionarlo. Con esto, podemos formarlo
de q(q — n)"~! formas, y se sigue entonces que:

xs, (t) = t(t —n)" !

Corolario 6.10

El arreglo S,, tiene (n + 1)"~! regiones, de las cuales (n — 1 son acotadas.
Demostracion Por el Teorema de Zaslavsky sabemos que el nimero de regiones
y el nimero de regiones acotadas de un arreglo viene dado por:

)n—l

r(A) = (=1)"xa(=1)
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Figura 6.3: La g-tupla del ejemplo representada sobre un circulo; imagen sacada
de la referencia [5]

b(A) _ (_1)rank(.A)XA(1)

Y, sustituyendo, obtenemos r(S,,) = (—1)"(=1)(=1—n)""1, con lo que 7(S,,) =
(=1)""1(=1-n)""! = (n+1)"~!, y obtenemos el resultado. La prueba es anélo-
ga para la segunda igualdad.
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