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Introducción

Este Trabajo Fin de Grado está motivado por el estudio de las derivaciones y
la diferencial sobre un módulo al observarlas desde el punto de vista algebraico. En
particular nos centraremos en el estudio del módulo de diferenciales de orden N,
generalización del llamado módulo de diferenciales de Kähler que debe su nombre
al matemático alemán Erich Kähler (1906-2000).

En este contexto, una R-derivación se define como un R-homomorfismo que va
de un R-álgebra A a un A-móduloM y cumple cierta propiedad que denominamos
regla del producto, extensión de la conocida como Regla de Léibniz para deriva-
ciones de primer orden. Las definiciones para derivaciones de primer orden y de
orden arbitrario aparecen recogidas en 2.1.1 y 3.1.1 respectivamente.

Dados un R-álgebra A y un A-módulo M , recordamos que una R-derivación de
primer orden D ∈ DerR(A,M) cumple la regla de Léibniz

D(f · g) = f ·D(g) + g ·D(f) ∀ f, g ∈ A.

Se puede generalizar la regla anterior de la siguiente manera: Sea A una R-
álgebra y M un A-módulo, una R-derivación de orden n D ∈ DernR(A,M), cumple
la regla de Leibniz generalizada

D(x0x1...xn) =
n∑
k=1

(−1)k−1
∑

i1<...<ik

xi1 ...xikD(x0...x̌i1 ...x̌ik ...xn) ∀ x0, ..., xn ∈ A

Respecto al módulo de diferenciales de Kähler, que habitualmente denotamos
Ω1, este se define mediante la propiedad universal 2.2.1, según la cual Ω1

A/R es el
módulo de diferenciales de Kähler de A sobre R si para cada A-módulo M y para
cada R-derivación D : A→M existe una única aplicación A-lineal φ : Ω1

A/R →M
tal que el diagrama mostrado a continuación es conmutativo:

A Ω1
A/R

M

D

dA/R

φ
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De forma natural, la generalización del módulo de diferenciales de Kähler también
se define mediante una propiedad universal, definida en 3.2.1:

El par (Ωn
A/R, d

n
A/R) cumple la propiedad universal del módulo de diferenciales

de orden n ∈ N si para cada R-derivación D : A→M de orden n existe una única
aplicación A-lineal φ : Ωn

A/R →M tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

A Ωn
A/R

M

D

dn
A/R

φ

El grueso de este documento consiste en desarrollar de forma rigurosa todos
los elementos necesarios para definir el módulo de diferenciales de orden n, probar
su unicidad y dar una construcción del mismo. Haremos esto trabajando primero
con derivaciones de primer orden, correspondientes al módulo de diferenciales de
Kähler, para poder apoyarnos en conceptos ya vistos en este caso más sencillo a
la hora de generalizarlo a órdenes superiores.

No obstante, una vez construido el andamiaje teórico tiene sentido tratar de estu-
diar algunas propiedades de los módulos de diferenciales. En este caso nos ocupa-
remos de propiedades relativas a cómo las transformaciones de los anillos y R-álge-
bras sobre los que construimos las derivaciones afectan al módulo de diferenciales,
aśı como de dar una presentación del módulo de diferenciales de orden n de A
sobre R en forma de sucesión exacta. Veremos que en ocasiones tener en cuenta
estas propiedades nos va a permitir simplificar el cálculo de módulos de diferencia-
les a priori más complejos expresándolos en términos de módulos de diferenciales
sencillos de calcular. Todos estos resultados complementarios a la construcción del
módulo de diferenciales se encuentran recogidos en las secciones 2.3. Propiedades
de los módulos de diferenciales, 3.4. Presentación de Ωn

A/R y 3.4.1. Otros resultados.

Naturalmente ilustraremos todos los desarrollos teóricos con algunos ejemplos de
cálculo aplicados a los casos más sencillos, con el fin de acompañar las construccio-
nes teóricas y facilitar su comprensión. En general el R-módulo elegido para estos
ejemplos es el anillo de polinomios sobre R en una o varias variables. Aśı, pode-
mos encontrar en el ejemplo 2.2.13 una descripción del módulo de diferenciales de
Kähler en el caso en que el módulo A es un anillo de polinomios en varias variables,
que ampliamos en el ejemplo 2.3.6 describiendo cómo es el módulo de diferenciales
de Kähler cuando lo consideramos sobre el módulo resultante de tensorizar dos
anillos distintos de polinomios en varias variables sobre un mismo anillo R.
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En el tercer caṕıtulo, que trata la generalización del módulo de diferenciales, de-
dicamos la sección 3.3 a ver cómo en el caso de anillos de polinomios Ωn

A/R resulta
ser un módulo libre. Asimismo, desarrollamos el cálculo de los coeficientes que
expresan D(f) en distintas bases cuando D es una R-derivación de orden n sobre
A = R[t] y f ∈ A = R[t]. Por último trabajamos al final de la sección 3.4 el ejem-
plo 3.4.11, donde tomamos A = R[x, y], I ideal de A y buscamos una expresión
de Ωn

(A/I)/R. Para ello en lugar de hacer la construcción de Ωn
(A/I)/R siguiendo el

planteamiento teórico inicial, nos apoyamos en Ωn
A/R por ser este un módulo más

sencillo y con el que ya hemos trabajado.

Veamos cómo están organizados los contenidos en el documento:

Debido al carácter optativo de la asignatura de álgebra conmutativa, dedicamos
el primer caṕıtulo, [1], a recopilar brevemente los principales conceptos necesarios
para definir y trabajar con módulos de diferenciales. Tomaremos como referencia
bibliográfica el libro de Bosch[1] y notas de clase de Andreas Gathman[3]. Vere-
mos en primer lugar las definiciones de módulos y submódulos, R-álgebras y sus
respectivos morfismos (sección 1.1). Además haremos algunas observaciones res-
pecto a situaciones que se repetirán constantemente a lo largo del trabajo y en las
que no haremos más hincapié, como son la posibilidad de obtener un R[x]-módulo
a partir de un anillo dado R o la de dotarlo de estructura de álgebra a través
de un homomorfismo estructural. Recogemos también el teorema fundamental de
homomorf́ıa, algunas construcciones con módulos y losconceptos de suma directa,
sistema de generadores, base y módulo libre.

Es natural hablar a continuación de sucesiones exactas (sección 1.2), lo que nos
permite trabajar con aplicaciones lineales entre módulos. Nos limitaremos a defi-
nir las sucesiones exactas, exactas cortas y exactas cortas escindidas; aśı como el
conúcleo y el concepto de presentación finita de un módulo. Queda recogido al fi-
nal del documento el conocido como Lema de la serpiente, en forma de apéndice A.

Concluimos este caṕıtulo presentando los tensores (sección 1.3), con lo que podre-
mos identificar las aplicaciones bilineales con partida en M × N con aplicaciones
lineales con partida en el módulo producto tensorial M ⊗ N . Daremos la defini-
ción de tensor a través de una propiedad universal y probaremos seguidamente la
existencia y unicidad del módulo que verifica esta propiedad. Para favorecer la cla-
ridad de la exposición en este caṕıtulo introductorio, esta demostración realizada
en detalle aparece recogida en el apéndice B. Śı mantenemos aqúı algunos otros
resultados útiles como los teoremas de isomorf́ıa y los que se deducen de ellos.
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En el segundo caṕıtulo, [2], estudiaremos el módulo de diferenciales de pri-
mer orden (módulo de diferenciales de Kähler) que generalizaremos en el tercer y
último caṕıtulo. Empezaremos dando la definición de derivación de primer orden,
caracterizándola a través de la propiedad de Leibniz (sección 2.1). En este caṕıtulo
nos apoyamos tanto en el libro de Eisenbud [2] como en un paper de Y. Nakai, On
the theory of differentials in commutative rings [4].

Ya en la sección 2.2 definimos el módulo de diferenciales de primer orden a través
de la propiedad universal 2.2.1 mencionada anteriormente en esta introducción. Si
bien la prueba de unicidad es bastante inmediata, como se muestra en 2.2.2, la
prueba de la existencia requiere realizar una construcción de manera algo elabo-
rada.

Dotamos A⊗RA de estructura de A-álgebra definiendo un producto interno, 2.2.3,
y consideraremos el homomorfismo de anillos µ : A ⊗R A → A descrito en 2.2.5.
Obtenemos aśı I := kerµ, que podemos considerar como A-módulo o como ideal de
A⊗RA según nos convenga como se demuestra en 2.2.7 y consideramos I/I2, que
puede ser entendido como (A⊗RA)-módulo o como (A⊗RA)/I-módulo (ver 2.2.9).

La proposición 2.2.10 junto con el corolario 2.2.11 proporcionan una R-derivación
d : A → I/I2. Comprobamos en el teorema 2.2.12 que el par (I/I2, d) cumple
la propiedad universal del módulo de diferenciales, con lo que concluye la demos-
tración constructiva de la existencia del módulo de diferenciales de primer orden.
Para facilitar la comprensión de esta construcción, ilustraremos brevemente el caso
en que el módulo es un anillo de polinomios en varias variables; es el ejemplo 2.2.13.

Finalizamos el caṕıtulo con la sección 2.3, observando algunas propiedades intere-
santes del módulo de diferenciales de Kähler, relativas a la relación entre módulos
de diferenciales cuando tenemos en cuenta las relaciones entre los módulos sobre los
que están construidos o consideramos el módulo de diferenciales tensorizado con
otro módulo. Más concretamente veremos qué ocurre cuando la R-álgebra A indu-
ce morfismo de anillos de R en R′ en 2.3.1, probaremos en 2.3.2 que un morfismo
de R-álgebras f : A→ B da lugar a la sucesión canónica exacta de B-módulos

Ω1
A/R ⊗A B −→ Ω1

B/R −→ Ω1
B/A −→ 0 (1ª sucesión exacta fundamental)

que se puede extender por la izquierda como vemos en 2.3.4

I/I2 −→ Ω1
A/R ⊗A B −→ Ω1

B/R −→ 0 (2ª sucesión exacta fundamental)

Terminamos esta sección con la prop. 2.3.5, donde probamos que dadas R-álgebras
A y B existe un isomorfismo canónico de (A ⊗R B)-módulos de (Ω1

A/R ⊗R B) ⊕
(A⊗R Ω1

B/R) en Ω1
(A⊗RB)/R; resultado que ilustramos con el ejemplo 2.3.6.
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Por último estudiaremos el caso general, el módulo de diferenciales de orden n
apoyándonos en otro de los papers publicados por Y.Nakai, High order derivations
[5]. Para ello definimos en la sección 3.1 las derivaciones de orden n y pasamos a
caracterizar el módulo de diferenciales de orden n y su derivación asociada en la
sección 3.2, de nuevo a través de una propiedad universal 3.2.1. En este caso tras
la prueba de unicidad 3.2.2 tendremos que definir el operador corchete 3.2.3:

[h, a] = h ◦ a− a ◦ h− h(a) ∀ h ∈ HomR(A,M), a ∈ A

La utilidad de este operador está en que, como probaremos en el teorema 3.2.5,
D ∈ HomR(A,M) es una R-derivación de orden n si, y solo si, para cuaquier n-
upla de elementos x1, ..., xn ∈ A se verifica [...[[D, x1], x2]..., xn] = 0.
Estudiando el comportamiento de este operador al actuar sobre derivaciones de
orden superior, llegaremos a probar que la generalización natural de los conceptos
vistos al trabajar con derivaciones de primer orden cumple la propiedad universal
del módulo de diferenciales de orden n (corolario 3.2.9).

(Ωn
A/R, d

n
A/R) = (I/In+1, d(n))

En la sección 3.3 estudiaremos el caso particular del módulo de diferenciales de
orden n cuando el R-módulo sobre el que se trabaja es anillo de polinomios en R,
caso en el que veremos que el módulo de diferenciales de orden n es un módulo
libre. Limitándonos a polinomios de una variable por ser el caso más sencillo, bus-
caremos obtener la expresión de los coeficientes que permiten expresar de manera
única los elementos del módulo de diferenciales como combinación lineal de los
elementos de cada una de las dos bases que consideramos.

A continuación, en la sección 3.4, volveremos al estudio de las propiedades del
módulo de diferenciales ahora para oden n arbitrario. Nos ceñimos al caso en
que A y B son R-álgebras relacionadas mediante un homomorfismo f : A → B.
Llegaremos a dar una presentación finita del módulo Ωn

B/R cuando B = A/I (A

cocientado por un ideal) como muestra el teorema 3.4.9.

0→ N −→ (A/I)⊗A Ωn
A/R −→ Ωn

(A/I)/R → 0

y en el corolario 3.4.10 damos una expresión alternativa de Ωn
(A/I)/R

Ωn
(A/I)/R ≃

Ωn
A/R

IΩn
A/R +Dn(I)

que ilustramos a través del ejemplo 3.4.11.

Finalmente aprovecharemos en la subsección 3.4.1 resultados ya vistos para enun-
ciar y probar unas últimas propiedades de Ωn

B/R cuando se aplica a R-derivaciones
que se anulan en A y la exactitud de sucesiones construidas sobre el módulo Ωn

B/R.
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Caṕıtulo 1

Conceptos previos

Recogemos en este caṕıtulo algunos conceptos que manejaremos a lo largo de to-
do este trabajo. Como primera observación, los resultados expuestos se desarrollan
en el contexto del álgebra conmutativa, por lo que consideraremos siempre anillos
conmutativos con unidad sin necesidad de mencionarlo expĺıcitamente. Además,
para referirnos a los anillos, adoptaremos en general la nomenclatura R tomada
del ingés ring, reservando A para las álgebras.

Dada la importancia de asegurar que las sumas son finitas, a menudo usaremos la
expresión “para casi todo”o “casi siempre”, que abreviaremos p.c.t. o c.s. con el
significado “para todos excepto una cantidad finita de valores”.

1.1. Módulos

Definición 1.1.1. Sea R un anillo, un R-módulo es un conjuntoM dotado de dos
operaciones:

Suma interna

M ×M →M

(m,n) 7→ (m+ n)

Producto externo

R×M →M

(r,m) 7→ (r ·m)

Estas operaciones deben cumplir las siguientes condiciones:

1. (M,+) es grupo abeliano

2. Distributividad de la suma con respecto al producto en M y en R:

(r + s) ·m = r ·m+ s ·m para todo r, s ∈ R, m ∈M.

r · (m+ n) = r ·m+ r · n para todo r ∈ R, m, n ∈M.

11
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3. Asociatividad del producto

(r · s) ·m = r · (s ·m) para todo r, s ∈ R, m ∈M.

4. 1R ·m = m para todo m ∈M

Ejemplo 1.1.2.

1. Si R es un cuerpo, la definición de R-módulo coincide con la de R-espacio
vectorial.

2. Rn = {(r1, ..., rn) : r1, ..., rn ∈ R} considerado con la suma componente a
componente y la multiplicación por escalares es un módulo.

De forma más general, el producto de dos R-módulosM×N considerado con
la suma componente a componente y la multiplicación por escalares también
tiene estructura de R-módulo. Nos referimos a este módulo y cualquiera iso-
morfo a él como módulo libre de rango n.

Definición 1.1.3. SeaM un R-módulo. Un subgrupo N ⊂M es submódulo deM
si r ·n ∈ N para todo r ∈ R, n ∈ N . En particular, N es un R-módulo considerado
con la suma y el producto heredados de M .

Observación 1.1.4. Sea R un anillo, podemos considerarlo como R-módulo. En-
tonces por definición un submódulo de R como módulo es lo mismo que un ideal
I de R como anillo y el anillo cociente R/I es a su vez un R-módulo.

Definición 1.1.5. Sean M, N R-módulos y φ : M → N aplicación entre ellos; φ
es un homomorfismo de R-módulos o aplicación R-lineal si cumple:

1. φ(m+ n) = φ(m) + φ(n) para todo m,n ∈M

2. φ(r ·m) = r · φ(m) para todo r ∈ R, m ∈M .

Ejemplo 1.1.6.

1. Sea I un ideal de R, la aplicación de R en R/I que env́ıa cada r ∈ R a su
clase r es un homomorfismo sobreyectivo de R-módulos

2. Sea M un R-módulo, los siguientes homomorfismos son inversos el uno del
otro, con lo que HomR(R,M) ≃M .

HomR(R,M) −→M

φ 7−→ φ(1)

M −→ HomR(R,M)

m 7−→ R −→ M

r 7−→ a ·m
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Observación 1.1.7. Sea R un anillo, podemos interpretar un R[x]-módulo M
como el R-módulo M considerado con el homomorfismo de R-módulos

φ :M −→M

m 7−→ x ·m

Sea M un R-módulo y φ : M → M un homomorfismo de R-módulos, podemos
dotar M de estructura de R[x]-módulo tomando x ·m := φ(m)

Observación 1.1.8. Sea φ :M −→ N un morfismo de R-módulos. Entonces

kerφ := {m ∈M : φ(m) = 0}

es el núcleo de φ y es un submódulo de M .

Imφ := φ(M) = {φ(m) : m ∈M}

es la imagen de φ, y es un submódulo de N .

Definición 1.1.9. Sea R un anillo. Una R-álgebra es un anillo A con estructura
de R-módulo tal que se verifica

r · (x · y) = (r · x) · y = x · (r · y)

para todo r ∈ R, x, y ∈ A. Nótese que estamos usando el śımbolo · para denotar
tanto la multiplicación dentro del anillo como la multiplicación por escalares en A.

Definición 1.1.10. Un morfismo de R-álgebras A → B es una aplicación entre
R-álgebras que conserva las estructuras de módulo y anillo de A y B.

Observación 1.1.11. Dado cualquier homomorfismo de anillos φ : R → A, po-
demos ver A como una R-álgebra a través de φ tomando r ·a := φ(r) ·a para todo
r ∈ R, a ∈ A.

Rećıprocamente para cualquier R-álgebra A como en la definición, la aplicación
φ define un homomorfismo de anillos tal que la estructura como R-álgebra de A
coincide con la estructura inducida por φ (siendo 1A es el elemento unidad de A).

φ : R −→ A

r 7−→ r · 1A
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Para dotar el anillo A de estructura de R-álgebra es suficiente dar un homo-
morfismo R → A, al que nos referiremos como homomorfismo estructural. Desde
este punto de vista un homomorfismo entre las R-álgebras dadas por R → A,
R → B es un homomorfismo de anillos A → B compatible con el homomorfismo
estructural en el sentido de que el siguiente diagrama es conmutativo:

A B

R

Ejemplo 1.1.12. Sea R un anillo, el anillo de polinomios R[x1, ..., xn] considerado
con la inclusión de R en R[x1, ..., xn] como homomorfismo de anillos es una R-
álgebra.
Tomando cualquier ideal I ⊴ R se verifica que el cociente R[x1, ..., xn]/I también
es una R-álgebra, a la que llamamos álgebra de tipo finito sobre R.

Sea M un R-módulo y N ⊂M un submódulo, nos planteamos la construcción
de la clase de residuos módulo M/N . Esta consiste en las clases por la derecha
m + N de N donde m vaŕıa en M , que por trabajar con anillos conmutativos
coincidirán con las clases por la izquierda.

M/N es grupo abeliano con la operación (x + N) + (y + N) = (x + y) + N
para x, y ∈ M ; y es un R-módulo si tomamos como multiplicación por escalares
r(x + N) = (rx) + N para r ∈ R, x ∈ M . Las leyes de composición quedan bien
definidas, y la aplicación canónica π es un morfismo de R-módulos que verifica la
propiedad universal enunciada a continuación.

π :M −→M/N

m 7−→ m+N

Teorema 1.1.13 (Teorema fundamental de homomorf́ıa). Sea M un R-módulo
y N ⊂ M un submódulo. Si φ : M −→ M ′ es un morfismo de R-módulos que
satisface N ⊂ kerφ, entonces existe un único homomorfismo de R-módulos φ′ :
M/N −→M ′ tal que el siguiente diagrama es conmutativo.:

M M ′

M/N

φ

π
φ′

Además se verifica que φ′ es inyectiva si, y solo si, N = kerφ; φ′ es sobreyectiva
si, y solo si, φ es sobreyectiva.
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Demostración. Exigimos φ′ ◦ π(m) = φ(m) para todo m ∈M , con lo que necesa-
riamente φ′(m + N) = φ(m) para cada m ∈ M . Si m1 + N = m2 + N , entonces
m1 − m2 ∈ N y por tanto φ(m1 − m2) = 0. De la R-linealidad de φ se deduce
φ(m1) = φ(m2) y la aplicación φ′ está bien definida.

φ′ es un homomorfismo de R-módulos por las propiedades heredadas de φ:

φ′(r(m+N)) = φ′(rm+N) = φ(r ·m) = r · φ(m) = r · φ′(m+N)

φ′((m1 +N) + (m2 +N)) = φ′((m1 +m2) +N) = φ(m1 +m2)

= φ(m1) + φ(m2) = φ′(m1 +N) + φ(m2 +N)

donde tomamos m,m1,m2 ∈M y r ∈ R.

Caso de existir otro homomorfismo de R-módulos φ′′ que hiciera conmutativo el
diagrama, tendŕıamos φ′′ ◦ π = φ = φ′ ◦ π y en consecuencia φ′′ = φ′, con lo que
se verifica la unicidad.

Definición 1.1.14.

Sea (mi)i∈I una familia de elementos de M . Entonces el submódulo de M
generado por (mi)i∈I , mı́nimo de M que contiene todos los mi, es∑

i∈I

R ·mi =

{∑
i∈I

rimi : ri ∈ R, ri = 0 c.s.

}

Si existe un conjunto finito m1, ...,mn ∈ M tal que M =
∑n

i=1R ·mi, deci-
mos que M es de tipo finito o de generación finita.

Sea (Ni) una familia de submódulos deM . Entonces la suma de los submódu-
los Ni de M es el submódulo N ⊂M :

N =
∑
i∈I

Ni :=

{∑
i∈I

ni : ni ∈ N, ni = 0 c.s.

}
Si para cada n ∈ N su representación en la forma n =

∑
i∈I ni con ni ∈ N

es única, decimos que se trata de una suma directa.

N =
⊕
i∈I

Ni ⇐⇒ Ni ∩

(∑
j ̸=i

Nj

)
= {0}

El segundo ejemplo comentado en 1.1.2, el módulo libre de rango n, corres-
ponde a la suma directa Rn =

⊕n
i=1R · ei.
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Dados dosR-módulosM ,N , el conjunto de los homomorfismos deR-módulos
entre M y N , HomR(M,N), es también un R-módulo. Basta considerar
la estructura de R-módulo de N para observar que la suma arbitraria de
aplicaciones M −→ N y sus productos escalares con constantes en R están
bien definidos.

Definición 1.1.15. Sea M un R-módulo. Una familia {mi}i∈I de elementos de
M es libre si dados coeficientes arbitrarios ri ∈ R casi todos nulos, la ecuación∑

i∈I ri ·mi = 0 implica ri = 0 ∀ i ∈ I.

Una base es un sistema libre de generadores de un módulo. Aśı, una base es una
familia de elementos {mi}i∈I no todos nulos tales que todo m ∈ M admite una
representación única de la forma m =

∑
i∈I rimi con coeficientes ri ∈ R nulos para

todos excepto una cantidad finita de i ∈ I.

Decimos que M es un módulo libre si admite base, lo cual no siempre está garan-
tizado.

Ejemplo 1.1.16. Si I ⊴ R es un ideal no trivial de R, entonces para ninguna
familia {xi}i∈{1,...,n} de elementos de R/I puede existir un isomorfismo

φ : Rn −→ R/I

(r1, ..., rn) 7−→ r1x1 + ...+ rnxn

porque φ(0, ..., 0) = φ(r, 0, ..., 0) para todo r ∈ I. En consecuencia no hay unicidad
en la representación de los elementos de R y por tanto R/I nunca es un R-módulo
libre siendo I un ideal no trivial.
Obtenemos inmediatamente ejemplos de módulos conocidos que no son libres, como
puede ser Z/nZ o la clase de residuos de un anillo de polinomios considerada con
el ideal generado por un polinomio f ∈ R[x], es decir R[x]/⟨f⟩.

Observación 1.1.17. En la segunda parte del ejemplo 1.1.2 hemos visto que
llamamos módulo libre de rango n a todo M ≃ Rn =

⊕n
i=1R · ei. Como su nombre

sugiere, la existencia de una base de M con n elementos es condición necesaria y
suficiente para que M sea módulo libre de rango n.

1.2. Sucesiones exactas

Definición 1.2.1. Una sucesión exacta de R-módulos es una cadena de morfismos
de R-módulos tal que para cada posición n se verifica Imfn−1 = ker fn.

...
fn−2−−→Mn−1

fn−1−−→Mn
fn−→Mn+1

fn+1−−→ ...
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Definición 1.2.2. Hablamos de sucesiones exactas cortas cuando f es inyectiva,
Imf = ker g y g es sobreyectiva en la siguiente situación:

0→M ′ f−→M
g−→M ′′ → 0

Ejemplo 1.2.3. Para todo morfismo R-lineal f :M → N se verifica que

0→ ker f →M
f−→ Imf → 0 (1.1)

En una sucesión exacta corta podemos ver M ′ como un submódulo de M a través
de f . El Teorema fundamental de homomorf́ıa 1.1.13 asegura entonces que g induce
un isomorfismo M/M ′ ∼−→M ′′.
Rećıprocamente, todo submódulo N ⊂M da lugar a la sucesión exacta corta

0 −→ N −→M −→M/N −→ 0 (1.2)

Es posible obtener sucesiones exactas cortas a partir de la suma de dos R-
módulos M ′ y M ′′, es decir,

0 −→M ′ −→M ′ ⊕M ′′ −→M ′′ −→ 0 (1.3)

donde M ′ → M ′ ⊕M ′′ es la aplicación inyectiva canónica y M ′ ⊕M ′′ → M ′′ es
la proyección sobre la segunda componente. Tales sucesiones son prototipos de las
llamadas sucesiones exactas escindidas.

Definición 1.2.4. Una sucesión exacta corta de R-módulos

0→M ′ →M →M ′′ → 0

escinde si es isomorfa a una del tipo

0 −→M ′ −→M ′ ⊕M ′′ −→M ′′ −→ 0

en el sentido de que existe un isomorfismo M ′ ⊕M ′′ ∼−→ M que hace el siguiente
diagrama conmutativo:

0 M ′ M ′ ⊕M ′′ M ′′ 0

0 M ′ M M ′′ 0

∼

Observación 1.2.5. Para que una sucesión exacta corta sea escindida es suficiente
que g admita una sección, es decir, un morfismo de R-módulos s : M ′′ −→ M tal
que g ◦ s = IdM ′′ .
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0 M ′ M M ′′ 0
f g

s

Necesariamente s será inyectiva y podremos identificar M ′′ con su imagen, con lo
que M ′′ será submódulo de M . Viendo también M ′ como submódulo de M obte-
nemos M ′ ∩M ′′ = 0 y M = M ′ +M ′′, luego el morfismo es exacto en M . Como
consecuencia, M = M ′ ⊕M ′′ y la sucesión exacta de arriba es isomorfa a nuestro
prototipo de sucesión exacta escindida 1.3.

De manera similar se prueba que una sucesión exacta corta es escindida siempre
que f admita una retracción, es decir, un morfismo de A-módulos r :M 7→M ′ tal
que r ◦ f = idM ′ .

0 M ′ M M ′′ 0
f

r

g

En este caso ker r se identifica con M ′′ a través de g y, de forma análoga a lo
anterior, se obtiene que M =M ′ ⊕M ′′.

Definición 1.2.6. Para cualquier morfismo de R-módulos f : M ′ → M podemos
considerar la construcción del llamado conúcleo, coker f := M/ im f , gracias al
cual de cada morfismo f podemos obtener la sucesión exacta natural

0→ ker f →M ′ f−→M → cokerf → 0

Conocidas las sucesiones exactas, podemos volver brevemente a los módulos
para dar una última definición.

Definición 1.2.7. Sea M un R-módulo. Decimos que M es de tipo finito o fini-
tamente generado si para algún n ∈ N existe una sucesión exacta

Rn −→M −→ 0

En ocasiones cometemos cierto abuso y decimos que R-módulo finito.

M es de presentación finita si existe una sucesión exacta, a la que nos referiremos
como presentación finita de M , que sea de la forma

Rm → Rn →M → 0
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1.3. Tensores

Definición 1.3.1. Dados R-módulos M , N y E sobre un anillo R, una aplicación
ϕ : M × N 7−→ E es R-bilineal si las siguientes aplicaciones son R-lineales para
todo m ∈M , n ∈ N :

ϕ(m, ·) : N −→ E

z 7−→ ϕ(m, z)

ϕ(·, n) :M −→ E

z 7−→ ϕ(z, n)

Esto es, cada una de ellas define un morfismo de R-módulos.

Definición 1.3.2. Dados R-módulos M , N sobre un anillo R, el producto ten-
sorial de M,N sobre R es un R-módulo T junto con una aplicacion bilineal
τ :M ×N 7→ T que cumple la siguiente propiedad universal:

Para cada aplicación R bilineal ϕ : M × N 7→ E existe una única aplicación R-
lineal φ : T 7→ E tal que ϕ = φ ◦ τ , es decir, tal que el siguiente diagrama es
conmutativo:

M ×N T

E

τ

ϕ
φ

Observación 1.3.3. Habitualmente el espacio de llegada de la aplicación τ lo
denotamos M ⊗RN en lugar de T y escribimos m⊗ n en lugar de τ(m,n), siendo
este el tensor obtenido de m y n. Aśı, en general escribiremos

τ :M ×N −→M ⊗R N
(x, y) 7−→ (x⊗ y)

En particular, se observa que los tensores tienen factores R-bilineales, es decir, que
para todo r, r′, s, s′ ∈ R, m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N :

(rm+ r′m′)⊗ (sn+ s′n′) = rs(m⊗ n) + rs′(m⊗ n′) + r′s(m′ ⊗ n) + r′s′(m′ ⊗ n′)

Habitualmente nos referiremos aM⊗RN como producto tensorial deM y N sobre
R, obviando mencionar la aplicación R-bilineal τ :M ×N 7→M ⊗R N .

Para probar la existencia y unicidad del producto tensorial, justificamos que
en caso de existir este es único y probamos su existencia de manera constructiva.
Debido a la extensión de dicha demostración y con el objetivo de aligerar este
primer caṕıtulo nos limitaremos por ahora a enunciar los resultados, quedando sus
demostraciones recogidas en el apéndice B
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Lema 1.3.4 (Unicidad). Los productos tensoriales quedan determinados por la
propiedad universal de manera única salvo isomorfismos.

Proposición 1.3.5 (Existencia). Para cualquier pareja M , N de R-módulos ar-
bitrarios, existe el producto tensorial T =M ⊗R N .

En la práctica rara vez se utiliza la construcción dada en la demostración B.0.3
del apéncice B, porque suele ser más útil obtener la información necesaria de la
propiedad universal. Es el caso del siguiente resultado:

Lema 1.3.6. Sean M,N R-módulos. Todo elemento z ∈ M ⊗R N se puede ex-
presar, no necesariamente de forma única, como suma finita de tensores z =∑r

i=1mi ⊗ ni con mi ∈M , ni ∈ N .

Demostración. Sea T ⊂ M ⊗R N el submódulo generado por todos los tensores
m⊗n conm ∈M y n ∈ N . La aplicación R-bilineal canónica τ :M×N →M⊗RN
puede ser restringida a una aplicación R-bilineal τ ′ :M ×N → T que, al igual que
τ , satisface la propiedad universal del producto tensorial de M y N sobre R.

En efecto, si Φ : M ×N → E es una aplicación R-bilineal sobre un R-módulo
E, existe una aplicación R-lineal φ : M ⊗R N → E que verifica Φ = φ ◦ τ ; y
su restricción φ′ = φ|T satisface la relación Φ = φ′ ◦ τ ′. De esta forma φ′ queda
uńıvocamente determinado, ya que τ ′(m,n) se obtiene para cada m ∈ M , n ∈ N
de φ′(τ ′(m,n)) = Φ(m,n). Aśı, T es producto tensorial deM y N sobre R, y por la
unicidad probada en 1.3.5 conocemos que la aplicación de inclusión T ↪→M ⊗RN
es biyectiva, con lo que T =M ⊗R N .

Corolario 1.3.7. Sean {mi}i∈I y {nj}j∈J sistemas generadores de M y N R-
módulos. Entonces {mi ⊗ nj}i∈I,j∈J es sistema generador de M ⊗R N .

Demostración. Dados m ∈M y n ∈ N , tenemos ecuaciones del tipo

m =
∑
i∈I

rimi, n =
∑
j∈J

sjnj

con coeficientes ri, sj ∈ R. Obtenemos

m⊗ n = (
∑
i∈I

rimi)⊗ (
∑
j∈J

sjnj) =
∑

i∈I,j∈J

risj ⊗minj

Del lema anterior se deduce que (mi⊗nj)i∈I,j∈J es un sistema generador de M ⊗R
N .
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Observación 1.3.8. Sean M ,N R-módulos y {zm,n}m∈M,n∈N una familia de ele-
mentos de cierto R-módulo E.

Si φ :M⊗RN 7→ E es una aplicación R-lineal que verifica φ(mi⊗nj) = zmi,nj

con {mi}i ∈ M , {nj}j ∈ N sistemas de generadores de M y N respectiva-
mente, entonces φ es la única aplicación con esta propiedad.

Sea ϕ :M×N 7→ E dada por ϕ(m,n) = zm,n ∀m ∈M, n ∈ N una aplicación
R-bilineal. Entonces, existe una aplicación R-lineal φ :M⊗RN 7→ E tal que
φ(m⊗ n) = zm,n para todo m ∈M , n ∈ N .
Por la primera parte de la observación, la aplicación φ con esta propiedad es
única.

En la práctica, puede resultar útil definir aplicaciones M ⊗N 7→ E de acuerdo
con la segunda parte de la observación anterior.

Proposición 1.3.9. SeanM , N , P R-módulos y L ≃ R un R-módulo libre genera-
do por un único elemento e. Entonces existen los siguiente isomorfismos canónicos
entre R-módulos:

L⊗RM
∼−→M

re⊗m 7→ rm

M ⊗R N
∼−→ N ⊗RM

m⊗ n 7→ n⊗m

(M ⊗R N)⊗R P
∼−→M ⊗R N ⊗R P

(m⊗ n)⊗ z 7→ m⊗ n⊗ z

(M ⊕N)⊗R P
∼−→ (M ⊗R P )⊕ (N ⊗R P )

(m⊕ n)⊗ z 7→ (m⊗ z)⊕ (n⊗ z)

Demostración. Puesto que la construcción es similar en todos los casos, basada en
la propiedad universal, vamos a limitarnos a probar el primero de los isomorfismos.
La siguiente aplicación es R-bilineal

L×M →M

(re,m) 7→ rm

Induce una aplicación R-lineal bien definida

φ : L⊗RM →M

re⊗m 7→ rm

Por la propiedad universal podemos considerar la aplicación R-lineal

ψ :M → L⊗RM
m 7→ e⊗m



22 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PREVIOS

Las siguientes igualdades con r ∈ R, m ∈M , evidencian que φ ◦ ψ = idM :

(ψ ◦ φ)(re⊗m) = ψ(rm) = e⊗ (rm) = r(e⊗m) = re⊗m

φ y ψ son inversas la una de la otra y por tanto isomorfas.

Proposición 1.3.10 (Propiedad universal de la extensión de coeficientes). Sea
R → R′ un morfismo de anillos y sea M un R-módulo, N ′ un R′-módulo, Deno-
tando por N ′

/R el R-módulo que se obtiene al restringir los coeficientes a R, existe
una biyección canónica

HomR′(M ⊗R R′, N ′)
∼−→ HomR(M,N ′

/R)

Demostración. Ver [3, Construction 5.16]



Caṕıtulo 2

El módulo de diferenciales de
Kähler

Nuestro objetivo en este caṕıtulo es, una vez dada la definición de derivación,
probar que dada una R-álgebra A existen un A-módulo que denotamos Ω1

A/R y

una R-derivación dA/R : A→ Ω1
A/R que verifican la propiedad univeral del módulo

de diferenciales de primer orden. Trataremos también algunas de sus propiedades,
lo que nos aydará a fijar conceptos y llegado el momento comprender el caso de
las derivaciones de orden superior con más facilidad.

2.1. Derivaciones

Definición 2.1.1. Sea A una R-álgebra y sea M un A-módulo. Una R-derivación
de A en M es una aplicación R-lineal D : A → M que satisface la propiedad de
Leibniz para todo f, g ∈ A:

D(f · g) = f ·D(g) + g ·D(f)

Ejemplo 2.1.2. Consideramos como álgebras anillos de polinomios R[x], donde
conocemos la derivada habitual:

n∑
k=0

rkx
k 7→

n∑
k=1

k · rkx(k−1)

Esta aplicación está definida de R[x] en R[x] y es R-lineal, por lo que solo queda
comprobar que se verifica la regla de Leibniz para poder afirmar que efectivamente
se trata de una derivación, de acuerdo a la definición anterior.

23
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Puesto que los productos de estos polinomios son de la forma

p(x) · q(x) =
n∑
i=0

pix
i ·

m∑
j=0

qjx
j =

n∑
i=0

m∑
j=0

piqj · (xi · xj) con pi, qj ∈ R

basta comprobar que la regla de Leibniz se verifica para (xi · xj):

(xi · xj)′ = (xi+j)′ = (i+ j) · xi+j−1 = xi(j · xj−1) + xj(i · xi−1) = xi(xj)′ + xj(xi)′

Observación 2.1.3. SeaD : A→M una R-derivación, entoncesD(r·1) = r·D(1)
por ser D R-lineal. Aśı, de la cadena de igualdades

D(1) = D(1 · 1) = 1 ·D(1) + 1 ·D(1) = D(1) +D(1)

se deduce que D(1) = 0 y por tanto D(r · 1) = 0 para todo r ∈ R.

Observación 2.1.4. La suma de derivaciones y su producto por elementos de la
R-álgebra A da lugar a nuevas derivaciones. En efecto, tomando f, g, a ∈ A:

a ·D(f ·g) = a(fD(g)+gD(f)) = a ·fD(g)+a ·gD(f) = f ·(a ·D(g))+g ·(a ·D(f))

(D1 +D2)(f · g) = D1(f · g) +D2(f · g) =
fD1(g) + gD1(f) + fD2(g) + gD2(f) =

f(D1(g) +D2(g)) + g(D1(f) +D2(f)) =

f((D1 +D2)(g)) + g((D1 +D2)(f))

El conjunto de R-derivaciones de A en M con estas operaciones es un A-módulo,
que denotaremos DerR(A,M).

2.2. Módulo de diferenciales de primer orden

Dada una R-algebra A, definimos el módulo de diferenciales de primer orden
como el único par formado por un A-módulo Ω1

A/R y una R-derivación dA/R : A→
Ω1
A/R que verifica la siguiente propiedad:

Definición 2.2.1 (Propiedad universal del módulo de diferenciales). El par (Ω1
A/R, dA/R)

cumple la propiedad universal del módulo de diferenciales si para todo A-módulo
M la siguiente aplicación canónica es biyectiva:

Φ : HomA(Ω
1
A/R,M)→ DerR(A,M)

φ 7→ φ ◦ dA/R

Es decir, si para cada R-derivaciónD : A→M existe una única aplicación A-lineal
φ : Ω1

A/R →M tal que el siguiente diagrama es conmutativo:
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A Ω1
A/R

M

D

dA/R

φ

Proposición 2.2.2 (Unicidad). Caso de existir, el par (Ω1
A/R, dA/R) que verifica

la propiedad universal anterior es único salvo isomorfismos.

Demostración. Sea (Ω1
A/R, dA/R) un par que verifica la propiedad universal del

módulo de diferenciales. Sea M un R-módulo arbitrario y D ∈ DerR(A,M). Su-
poniendo que el par (ω1

A/R, δA/R) también verifica la propiedad universal, entonces

existen φ : Ω1
A/R → M y ψ : ω1

A/R → M aplicaciones A-lineales que hacen
conmutativo el diagrama.

A Ω1
A/R

ω1
A/R M

D

dA/R

δA/R φ

ψ

Tenemos aśı φ ∈ HomA(Ω
1
A/R,M), ψ ∈ HomA(ω

1
A/R,M) y definimos

ΦM : HomA(Ω
1
A/R,M) −→ DerR(A,M)

ΨM : HomA(ω
1
A/R,M) −→ DerR(A,M)

de modo que ΦM(φ) = φ ◦ dA/R = D = ψ ◦ δA/R = ΨM(ψ). Las propiedades
universales de Ω1

A/R y ω1
A/R implican que ΦM y ΨM son biyectivas. En particular

ΦΩ(id) = dA/R y Ψω(id) = δA/R, lo que da lugar a los siguientes diagramas:

A Ω1
A/R

ω1
A/R

Ψω(id) = δA/R

dA/R

φ

A

ω1
A/R Ω1

A/R

dA/R =ΦΩ(id)
δA/R

ψ

Aśı, puesto que tanto (ΩA/R, dA/R) como (ωA/R, δA/R) cumplen la propiedad uni-
versal del módulo de diferenciales, podemos afirmar que

Si M = ωA/R, existe un único φ : ΩA/R → ωA/R tal que φ ◦ dA/R = δA/R

Si M = ΩA/R, existe un único ψ : ωA/R → ΩA/R tal que ψ ◦ δA/R = dA/R
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Veamos que la composición de φ con ψ en uno y otro sentido da lugar a la identi-
dad en ΩA/R y en ωA/R respectivamente:

A Ω1
A/R

ω1
A/R

δA/R

dA/R

φ ψ δA/R = φ ◦ dA/R = φ ◦ ψ ◦ δA/R ⇒ φ ◦ ψ = Id Ω

dA/R = ψ ◦ δA/R = ψ ◦ φ ◦ dA/R ⇒ ψ ◦ φ = Id ω

Concluimos que en caso de haber varios módulos que verifican la propiedad uni-
versal del módulo de diferenciales, estos son necesariamente isomorfos.

Buscamos ahora dar una construcción del módulo de diferenciales de Kähler, con
lo que quedará probada su existencia. Para ello, haremos uso de una serie de re-
sultados que nos permitirán construir un A-módulo y una aplicación asociada con
origen en A y llegada en el dicho módulo. Tras probar que la aplicación que defi-
nimos es R-derivación, bastará verificar que el par cumple la propiedad universal
del módulo de diferenciales 2.1.1 para dar por concluida la demostración.

En primer lugar, puesto que la estructura de A-módulo garantiza que la suma
de elementos de A ⊗R A es interna, nos planteamos la definición de una opera-
ción producto que también nos permita multiplicar entre śı elementos de A⊗R A,
dotando A ⊗R A de estructura de A-álgebra. Con este fin, definimos el producto
interno en A⊗R B para dos R-álgebras, A y B, como sigue:

Proposición 2.2.3. Sea M := A ⊗R B y fijamos x :=
∑n

i=1(ai ⊗ bi) ∈ M un
elemento cualquiera del módulo M . La multiplicación de y :=

∑m
j=1(a

′
j ⊗ b′j) ∈M

por x efectuada como sigue queda bien definida.

x · y :=
n∑
i=1

m∑
j=1

aia
′
j ⊗ bib′j

Demostración. En primer lugar fijamos x := (a⊗b) ∈M y definimos la aplicación
bilineal

φx : A×B −→M

(a′, b′) 7−→ aa′ ⊗ bb′

Sea φx :M →M la aplicación R-lineal cuya existencia y unicidad está garantizada
por la propiedad universal del producto tensorial:
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A×B A⊗R B =:M

M

τ

φx

∃ ! φx

Para construir φx de modo que esté bien definida para cualquier x, podemos plan-
tearnos tomar sumandos xi := (ai ⊗ bi) ∈ M para i ∈ {1, ..., n} y fijar el tensor
t =

∑n
i=1 xi =

∑n
i=1(ai ⊗ bi) ∈M , para llegar a la expresión general:

φt(y) = φ∑n
i=1 xi

(y) =
n∑
i=1

φxi(y) =
n∑
i=1

(
φxi

( m∑
j=1

(a′j ⊗ b′j)
))

=
n∑
i=1

m∑
j=1

φxi(a
′
j ⊗ b′j) =

n∑
i=1

m∑
j=1

(aia
′
j ⊗ bib′j)

Nos encontramos ante el problema de que a priori no sabemos si la expresión ob-
tenida depende de los sumandos elegidos. Aunque por el lema 1.3.6 todo elemento
y ∈M se puede expresar en forma y =

∑m
j=1 a

′
j ⊗ b′j como suma finita, esta suma

no es necesariamente única.
Para asegurar que el producto śı es único independitentemente de la expresión que
hayamos usado para calcularlo, debemos comprobar que las relaciones del módulo
se mantienen al aplicar el producto, es decir, sea t =

∑
ai ⊗ bi = 0 debemos

comprobar que φt(y) = 0 ∀ y =
∑m

j=1 a
′
j ⊗ b′j.

φt(y) =
∑
i

φai⊗bi
(∑

j

a′j ⊗ b′j
)
=
∑
i

∑
j

aia
′
j ⊗ bib′j =

∑
j

φa′j⊗b′j

(∑
i

ai ⊗ bi
)

Dado que
∑

i ai⊗bi = 0 por hipótesis,
∑

j φa′j⊗b′j

(∑
i ai⊗bi

)
= 0 y queda probado

que t = 0 ⇒
∑

i φt(y) = 0 independientemente de la expresión elegida.

El elemento 1⊗ 1 es el neutro para este producto:

(1⊗ 1) ·
n∑
i=1

ai ⊗ bi =
n∑
i=1

ai ⊗ bi =
n∑
i=1

ai ⊗ bi · (1⊗ 1)

y también se cumple la asociatividad:( n∑
i=1

(ai ⊗ bi) ·
m∑
j=1

(a′j ⊗ b′j)
)
·

l∑
k=1

(a′′k ⊗ a′′k) =
n∑
i=1

m∑
j=1

l∑
k=1

aia
′
ja

′′
k ⊗ bib′jb′′k

=
n∑
i=1

(ai ⊗ bi) ·
( m∑
j=1

(a′j ⊗ b′j) ·
l∑

k=1

(a′′k ⊗ b′′k)
)
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con lo que el producto interno de (A ⊗R B) está bien definido y en particular,
cuando B := A, dota A⊗R A de estructura de A-álgebra.

Observación 2.2.4. Puesto que la R-álgebra A es conmutativa, el álgebra A⊗RA
también es conmutativa:

n∑
i=1

(ai ⊗ a′i) ·
m∑
j=1

(a′j1 ⊗ a
′
j2
) =

n∑
i=1

m∑
j=1

(aia
′
j1
⊗ a′ia′j2) =

m∑
j=1

n∑
i=1

(a′j1ai ⊗ a
′
j2
a′i) =

m∑
j=1

(a′j1 ⊗ a
′
j2
) ·

n∑
i=1

(ai ⊗ a′i)

Una vez definida la estructura de A-álgebra sobre A⊗R A nos interesa considerar
µ : A⊗R A→ A, aplicación multiplicativa sobre la R-álgebra A que obtendremos
al extender linealmente la aplicación bilineal µ0:

µ0 : A× A −→ A

(x, y) 7−→ xy

Lema 2.2.5. La aplicación multiplicativa µ es homomorfismo de anillos.

Demostración. Se deduce de la definición del producto que µ(a · b) = µ(a) · µ(b) y
µ(
∑

i ti) =
∑

i µ(ti) ∀ ti, a, b ∈ A⊗R A.
Para verlo basta considerar a =

∑
i ai ⊗ a′i y b =

∑
j bj ⊗ b′j tomando ai ⊗ a′i ∈

A⊗R A ∀ i, bj ⊗ b′j ∈ A⊗R A ∀j:

µ
((∑

i

ai ⊗ a′i
)
·
(∑

j

bj ⊗ b′j
))

=µ
(∑

i,j

aibj ⊗ a′ib′j
)
=
∑
i,j

µ(aibj ⊗ a′ib′j)

=
∑
i,j

aibja
′
ib

′
j =

∑
i

(aia
′
i) ·
∑
j

(bjb
′
j)

=µ
(∑

i

ai ⊗ a′i
)
· µ
(∑

j

bj ⊗ b′j
)

=
∑
i

µ(ai ⊗ a′i) ·
∑
j

µ(bj ⊗ b′j)

Trivialmente la aplicación conserva también el neutro: µ
(
1⊗ 1

)
= 1

Observación 2.2.6. En particular el núcleo kerµ es un ideal de A⊗RA. De ahora
en adelante lo denotaremos por I.

I =

{∑
i∈I

xi ⊗ yi ∈ A⊗R A :
∑
i∈I

xiyi = 0

}
= kerµ
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Lema 2.2.7. Sea A una R-álgebra y sea I := kerµ el núcleo de la aplicación
multiplicativa µ : A⊗R A→ A.

1. Sea λ : A → A ⊗R A morfismo dado por λ(x) = x ⊗ 1 que dota A ⊗R A de
estructura de A-módulo. Consideramos el submódulo I ⊂ A⊗R A. Entonces
los elementos 1⊗ t− t⊗ 1 con t ∈ A generan I como A-módulo.

2. Sea (ti)i∈I una familia que genera A como R-álgebra, entonces los elementos
1⊗ ti − ti ⊗ 1 con i ∈ I generan I como ideal de A⊗R A.

Demostración. Los elementos del tipo 1 ⊗ t − t ⊗ 1 con t ∈ A pertenecen a I y
podemos escribir, para cada x, y ∈ A

x⊗ y = xy ⊗ 1 + x⊗ y − xy ⊗ 1 = xy ⊗ 1 + x(1⊗ y − y ⊗ 1)

Si suponemos que
∑n

i=1 xi ⊗ yi pertenece a I para ciertos xi, yj ∈ A, entonces∑n
i=1 xi · yi = 0 por ser I el núcleo de µ y por tanto, si

∑n
i=1 xi ⊗ yi ∈ I:

n∑
i=1

xi ⊗ yi =
n∑
i=1

(
(xiyi ⊗ 1) + xi(1⊗ yi − yi ⊗ 1)

)
=

n∑
i=1

xi(1⊗ yi − yi ⊗ 1)

En particular, los elementos de la forma 1 ⊗ t − t ⊗ 1 con t ∈ A generan I como
A-módulo, con lo que queda probada la primera parte del enunciado.

Una vez sabemos que los elementos de la forma 1 ⊗ t − t ⊗ 1 con t ∈ A gene-
ran I como A-módulo, lo usaremos para comprobar la segunda parte del enunciado:

Dado que la familia (ti)i∈I genera A como R-álgebra todo t ∈ A se puede expresar
como combinación R-lineal de productos finitos de ti, es decir, de elementos del
conjunto {ti1 · ... · tir | ij ∈ R ∀ ij ∈ I, 1 ≤ j ≤ r, r ∈ N}
Sea t = t1 · t2 ∈ A con t1, t2 ∈ A, podemos escribir

1⊗ t− t⊗ 1 = 1⊗ t1t2 − t1t2 ⊗ 1 = 1⊗ t1t2 − t1t2 ⊗ 1 + t1 ⊗ t2 − t1 ⊗ t2 =
(t1 ⊗ 1)(1⊗ t2 − t2 ⊗ 1) + (1⊗ t1 − t1 ⊗ 1)(1⊗ t2) =
(t1 ⊗ 1)(1⊗ t2 − t2 ⊗ 1) + (1⊗ t2)(1⊗ t1 − t1 ⊗ 1)

Obtenemos aśı una expresión de t = t1·t2 como combinación lineal de (1⊗t1−t1⊗1)
y (1⊗ t2 − t2 ⊗ 1) con (t1 ⊗ 1), (1⊗ t2) ∈ A⊗R A como escalares.
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Suponemos que para t = t1 · ... · tn−1 es posible obtener una expresión como combi-
nación lineal de los elementos de {(1⊗ ti− ti⊗ 1)}n−1

i=1 con coeficientes en A⊗R A.
Entonces podemos escribir (1 ⊗ (t · tn) − (t · tn) ⊗ 1) como (1 ⊗ t)(1 ⊗ tn − tn ⊗
1) + (1⊗ t− t⊗ 1)(1⊗ tn), combinación lineal de elementos (1⊗ ti − ti ⊗ 1) con
escalares en A⊗R A.

Dado que la familia (ti)i∈I genera A como R-álgebra y los elementos (1⊗ t− t⊗ 1)
con t ∈ A generan I como A-módulo, podemos expresar todo elemento de I como
combinación lineal de elementos (1⊗ ti − ti ⊗ 1) con escalares en A⊗R A, con lo
que queda probado que los elementos 1⊗ ti− ti⊗1 con i ∈ I generan I como ideal
de A⊗R A.

Sabiendo que µ es sobreyectiva, a partir del ideal I := kerµ consideramos el
isomorfismo µ : (A ⊗R A)/I → A, cuya inversa viene inducida por cualquiera de
las dos aplicaciones siguientes:

λi : A −→ A⊗R A
x 7−→ x⊗ 1

λd : A −→ A⊗R A
x 7−→ 1⊗ x

En función de cuál de las dos aplicaciones utilicemos, λi o λd, tomamos A ⊗R A
con la multiplicación por la izquierda o por la derecha. Veámoslo:

Proposición 2.2.8. Tomando como definición de λ cualquiera de las dos elec-
ciones posibles λ(a) = a ⊗ 1 o λ(a) = 1 ⊗ a con a ∈ A, la aplicación λ : A −→
(A⊗R A)/I es la inversa del isomorfismo µ : (A⊗R A)/I −→ A.

Demostración. Tomamos λ(a) = 1⊗ a ∀ a ∈ A (la elección λ(a) = a⊗ 1 ∀ a ∈ A
es análoga):

Sea a ∈ A, se verifica (µ ◦ λ)(a) = µ(1⊗ a) = a

Sea
∑

i(ai ⊗ a′i) + I ∈ (A ⊗R A)/I, puesto que por 2.2.7 se cumple que∑
i(1⊗ ai) ·

∑
i(1⊗ a′i − a′i ⊗ 1) ∈ J, tenemos

(λ ◦ µ)
(∑

i

(ai ⊗ a′i) + I
)
= λ

(∑
i

aia
′
i

)
=
∑
i

(1⊗ aia′i) =

=
∑
i

(1⊗ aia′i)−
∑
i

(ai ⊗ a′i) +
∑
i

(ai ⊗ a′i) =

=
∑
i

(1⊗ ai) ·
∑
i

(1⊗ a′i − a′i ⊗ 1) +
∑
i

(ai ⊗ a′i)

≡
∑
i

(ai ⊗ a′i) mód I
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De esta forma demostramos que (µ ◦ λ) = idA y (λ ◦ µ) = id(A⊗RA)/I, con lo
que las aplicaciones µ y λ definen un isomorfismo entre (A⊗R A)/I y A. El caso
λ(a) = a⊗ 1 ∀ a ∈ A es análogo.

En ambos casos gracias al producto interno definido en 2.2.3 para A⊗RA, tiene
sentido considerar el ideal I2 ⊂ A⊗R A dado por todos los productos de la forma(

n∑
i=1

(ai ⊗ a′i)

)(
m∑
j=1

(bj ⊗ b′j)

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

(aibj ⊗ a′ib′j)

para
∑n

i=1(ai⊗ a′i),
∑m

j=1(bj ⊗ b′j) ∈ I. Podemos ver I2 bien como ideal de A⊗RA
(como anillo) o bien como submódulo de A⊗R A (como A-módulo).

Observación 2.2.9. Considerando la cadena de A-módulos

I2 ⊂ I ⊂ A⊗R A

podemos entender el cociente I/I2 bien como un (A ⊗R A)-módulo o bien como
un (A⊗R A)/I-módulo.
También podemos considerar la estructura de A-módulo de I/I2 obtenida de su
estructura de (A⊗R A)-módulo al restringirla a escalares mediante una de las dos
posibles inversas consideradas, λi o λd.

Puesto que ya hemos definido el A-módulo I
I2
, candidato a verificar la propie-

dad universal 2.2.1, necesitamos dar una aplicación asociada que complete el par.
Veremos a continuación cómo la aplicación η = λd − λi

η : A −→ I

x 7−→ 1⊗ x− x⊗ 1

induce una R-derivación d : A→ I/I2, para probar después que el par (I/I2, d) es
el módulo de formas diferenciales de A sobre R. Es decir que verifica la propiedad
universal, que garantiza unicidad salvo isomorfismos.

Antes de nada, probamos algunos resultados técnicos:

Proposición 2.2.10. Sea f0 : A→ B un morfismo de R-álgebras y sea I ⊴B un
ideal tal que I2 = 0. Interpretando I como un A-módulo bajo f0, se verifica:

1. Si d : A→ I es una R-derivación, entonces f1 = f0 + d define un morfismo
de R-álgebras A→ B tal que f1 ≡ f0 mod I.
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2. Si f1 : A → B es un morfismo de R-álgebra que satisface f1 ≡ f0 mod I,
entonces f1 − f0 da lugar a una R-derivación A→ I.

Como consecuencia, la correspondencia f 7→ f − f0 da lugar a un biyección entre
el conjunto de morfismos de R-álgebras f : A→ B que satisfacen f ≡ f0 mod I y
el conjunto de derivaciones de A en I, DerR(A, I).

Demostración. Tengamos presente que una aplicación R-lineal f : A → B es un
morfismo de R-álgebras si, y solo si, verifica quef(1) = 1 y es multiplicativa,
f(xy) = f(x)f(y) para todo x, y ∈ A.

En la primera afirmación, d : A→ I es una R-derivación y obtenemos el módulo
I a través de la aplicación f0. Sean x, y ∈ A, puesto que d(x)d(y) ∈ I2 = 0, se
verifica:

f1(xy) = f0(xy) + d(xy) = f0(x)f0(y) + yd(x) + xd(y)

= f0(x)f0(y) + f0(y)d(x) + f0(x)d(y) + d(x)d(y)

= (f0(x) + d(x))(f0(y) + d(y)) = f1(x)f1(y)

Además, d(r) = 0 ∀ r ∈ R, con lo que también se verifica:

f1(1) = f0(1) + d(1) = f0(1) = 1

y obtenemos que f1 es morfismo de R-álgebras tal que f1 ≡ f0 mód I.

En la segunda afirmación tenemos el caso en que f1 ≡ f0 mód I.
Dado que el módulo I lo obtenemos a través de f0 y ambas aplicaciones son morfis-
mos de R-álgebras por hipótesis, veamos que d := f1−f0 es R-derivación de A en I.

Por hipótesis, f1 = f0 + d

f1(xy) = f1(x)f1(y)

f1(xy) = f1(x)f1(y) = (f0(x) + d(x))(f0(y) + d(y))

= f0(x)f0(y) + f0(x)d(y) + f0(y)d(x) + d(x)d(y)

= f0(xy) + xd(y) + yd(x)

(f1 − f0)(xy) = f1(xy)− f0(xy)
= (f0(xy) + xd(y) + yd(x))− f0(xy)
= xd(y) + yd(x)

= x(f1 − f0)(y) + y(f0 − f1)(x)
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Corolario 2.2.11. Sea A una R-álgebra y sea I ⊂ A⊗RA el núcleo de la aplicación
µ : A⊗R A→ A. Entonces la aplicación

A −→ I

x 7−→ 1⊗ x− x⊗ 1

da lugar a una R-derivación d : A→ I/I2.

Demostración. Consideramos los morfismos de R-álgebras

f0, f1 : A −→
(A⊗R A)

I2

inducidos por las aplicaciones λi y λj respectivamente.

λi : x 7−→ x⊗ 1 λd : x 7−→ 1⊗ x

Aplicamos la segunda parte de la proposición 2.2.10 a los morfismos f0, f1 y el
ideal I/I2 ⊴ (A⊗R A)/I2. Basta observar que f0 ≡ f1 mód I

I2
para concluir que

la aplicación d = f1 − f0 es R-derivación, como queŕıamos demostrar.

Teorema 2.2.12. Dada la situación del corolario previo, el módulo de formas
diferenciales de grado 1 de A sobre R viene dado por el par (I/I2, d), ya que este
cumple con la propiedad universal.

Demostración. Dado un A-módulo M y una R-derivación D : A → M , a partir
de la aplicación R-bilineal

A× A −→M

(x, y) 7−→ xD(y)

obtenemos la aplicación R-lineal φ:

φ : A⊗R A −→M

x⊗ y 7−→ xD(y)

Podemos ver φ como aplicación A-lineal interpretando A⊗RA como un A-módulo
a través del morfismo λi.

λi : A −→ A⊗R A
x 7−→ x⊗ 1

Por la segunda parte del lema 2.2.7 sabemos que I2 visto como un A-módulo
a través de λi : A → A ⊗R A se puede obtener de los productos de la forma
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(1⊗ x− x⊗ 1)(1⊗ y− y⊗ 1) donde x, y ∈ A. Aśı, dada la derivación d obtenemos
que φ((1⊗ x− x⊗ 1)(1⊗ y − y ⊗ 1)) = 0 para cada x, y ∈ A:

φ((1⊗ x− x⊗ 1)(1⊗ y − y ⊗ 1)) =

φ(1⊗ xy)− φ(y ⊗ x)− φ(x⊗ y) + φ(xy ⊗ 1) =

D(xy)− yD(x)− xD(y) + xy ·D(1) =

D(xy)−D(xy) + 0 = 0

con lo que I2 ⊂ kerφ y su restricción a I induce una aplicación A-lineal φ : I/I2 →
M tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

A I/I2

M

d

D

φ

Sabemos por 2.2.7 que I está generado por elementos de la forma (1⊗ x− x⊗ 1)
con x ∈ A, con lo que podemos considerar I/I2 generado por elementos d(x) con
x ∈ A. Aśı, se puede expresar todo elemento de Im(φ) en términos de elementos
de la forma φ(d(x)) y basta comprobar φ ◦ d (x) = D(x) para cada x ∈ A:

φ ◦ d(x) = φ(1⊗ x− x⊗ 1) = D(x)−D(1) = D(x)

siendo esta la única definición posible de φ que hace conmutativo el diagrama.

Aśı, φ es aplicación A-lineal única tal que D = φ ◦ d. Esto prueba que, en efecto,
(I/I2, d) es el módulo de formas diferenciales de grado 1 de A sobre R.

Ejemplo 2.2.13. Consideramos como R-álgebra el anillo de polinomios en n varia-
blesA := R[t1, t2, ..., tn]. El producto tensorialA⊗RA coincide conR[x1, ..., xn, y1, ..., yn]
donde las variables {xi}ni=1 son las que actúan a la derecha del producto tensorial
y las variables {yi}ni=1, a la izquierda.

El ideal I es el generado por {1⊗ti−ti⊗1}ni=1 = {xi−yi}ni=1, con lo que escribiendo
zi = xi − yi para cada i ∈ {1, ..., n} obtenemos las expresiones ⟨zi⟩ y ⟨zizj⟩ de
los ideales I y I2 respectivamente. Podemos reescribir R[x1, ..., xn, y1, ..., yn] como
R[x1, ..., xn, z1, ..., zn] para obtener una interpretación del módulo I/I2 como los
polinomios de (R[x1, ..., xn])[z1, ..., zn] de grado 1.

I

I2
⊴

A⊗R A
I2

⟨{zi}ni=1⟩
⟨{zjzk}nj,k=1⟩

⊴
R[x1, ..., xn, z1, ..., zn]

⟨{zjzk}nj,k=1⟩
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Tomamos d : A→ I/I2 derivación dada en 2.2.11 y fijamos la derivación habitual
D : (R[t1, ..., ťio , ..., tn])[tio ]→ (R[t1, ..., ťio , ..., tn])[tio ] del ejemplo 2.1.2 para algún

i0 ∈ {1, ..., n} fijo. Buscamos comprobar que φ :
⟨{zi}ni=1⟩

⟨{zjzk}nj,k=1⟩
→ R[t1, ..., tn] defini-

da tal y como aparece en el teorema 2.2.12 es la aplicación única tal que φ◦d = D.

Dado que la famlia {ti}ni=1 genera R[t1, ..., tn] como R-álgebra y las imágenes de
sus elementos, d(ti) = zi generan ⟨{zi}ni=1⟩/⟨{zjzk}nj,k=1⟩ como ideal de

R[x1, ..., xn, z1, ..., zn]/⟨{zjzk}nj,k=1⟩

basta ver que las imágenes de D y φ ◦ d coinciden para {ti}ni=1. La comprobación
es inmediata:

φ ◦ d(ti) = φ(1⊗ ti − ti ⊗ 1) = 1D(ti) + tiD(1) = D(ti)

2.3. Propiedades de los módulos de diferenciales

Concluimos este caṕıtulo estudiando algunas propiedades relevantes del módulo
de diferenciales de primer orden.

Proposición 2.3.1. Sea A una R-álgebra, suponemos que existe un morfismo de
anillos de R en R′. Sea A′ = A ⊗R R′, entonces dA/R : A → Ω1

A/R induce una
R′-derivación

dA′/R′ : A′ −→ Ω1
A/R ⊗A A′

y el par (Ω1
A/R ⊗A A′, dA′/R′) es el módulo de diferenciales de A′ sobre R′. En

particular, Ω1
A′/R′ ≃ Ω1

A/R ⊗A A′.

Demostración. Consideramos la siguiente sucesión exacta

0→ I→ A⊗R A
µ−→ A→ 0

Por la observación 1.2.5, esta sucesión escinde en una sucesión exacta corta de
R-módulos tomando λ como sección de la aplicación multiplicativa µ,

λ : A −→ A⊗R A
x 7−→ x⊗ 1

de modo que µ ◦ λ(a) = µ(a⊗ 1) = a y por tanto µ ◦ λ = idA.

La sucesión sigue siendo exacta porque escinde al tensorizarla con R′ sobre R y
podemos ver la sucesión resultante como la primera fila de un diagrama conmuta-
tivo canónico donde la fila de abajo es la sucesión exacta asociada a la aplicación
multiplicativa A′ ⊗R′ A′ → A′:
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0 I⊗R R′ A⊗R A⊗R R′ A⊗R R′ 0

0 I′ A′ ⊗R′ A′ A′ 0

≃ ≃

Puesto que las aplicaciones que aparecen en la columna central y en la de la derecha
son isomorfismos, la de la izquierda debe serlo también por el lema de la serpiente
(ver apéndice A), con lo que la aplicación canónica I2⊗RR′ → I′2 es sobreyectiva.
Aśı, tensorizando la sucesión exacta

0 −→ I2 −→ I −→ I/I2 −→ 0

con R′ sobre R resulta el siguiente diagrama conmutativo

I2 ⊗R R′ I⊗R R′ I/I2 ⊗R R′ 0

I′2 I′ I′/I′2 0

≃

de filas exactas, donde la aplicación de la columna de la izquierda es sobreyectiva y
la aplicación de la columna central es un isomorfismo. Pero entonces la aplicación
en la columna de la derecha

I/I2 ⊗R R′ −→ I′/I′2

es también un isomorfismo, como se deduce del diagrama o de nuevo por el lema
de la serpiente recogido en el apéndice A.

Podemos comprobar directamente de la definición del corolario 2.2.11 que el di-
ferencial dA/R : A → I/I2 da lugar al tensorizarlo con R′ sobre R al diferencial

dA′/R′ : A′ → I′/I′2.

A⊗R R′ J/J2 ⊗R R′

A′ J′/J′2

dA/R

≃

dA′/R′

Proposición 2.3.2. [Primera sucesión exacta fundamental] Sea f : A → B un
morfismo de R-álgebras. Entonces existe una sucesión canónica exacta de B-módu-
los

Ω1
A/R ⊗A B −→ Ω1

B/R −→ Ω1
B/A −→ 0
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Demostración. Observamos el siguiente diagrama conmutativo, donde φ es la apli-
cación A-lineal única dada por la propiedad universal del módulo de diferenciales
aplicada a la derivación dB/R ◦ f :

A Ω1
A/R

B Ω1
B/R

dA/R

f φ

dB/R

Debemos notar que por ser Ω1
B/R un A-módulo visto a través de f : A → B, la

aplicación dB/R ◦ f es una R-derivación de A en Ω1
B/R

dB/R ◦ f : A→ Ω1
B/R

Puesto que ΩB/R también es un B-módulo, obtenemos de φ : Ω1
A/R → Ω1

B/R una
aplicación B-lineal

Ω1
A/R ⊗A B → Ω1

B/R (2.1)

Además por el siguiente diagrama, en el que aplicamos la propiedad universal de
(Ω1

A/R, dA/R) a la derivación dB/A ∈ DerR(B,Ω
1
B/R), existe una aplicación B-lineal

canónica de Ω1
B/R en Ω1

B/A

B Ω1
B/R

Ω1
B/A

dB/R

dB/A
(2.2)

Obtenemos aśı de (2.1) y (2.2) las aplicaciones canónicas que componen la sucesión

Ω1
A/R ⊗A B −→ Ω1

B/R −→ Ω1
B/A −→ 0

Para probar la exactitud nos basamos en que se da la exactitud por la izquierda
si, y solo si, para todo B-módulo M la correspondiente sucesión es exacta:

0 −→ HomB(Ω
1
B/A,M) −→ HomB(Ω

1
B/R,M) −→ HomB(Ω

1
A/R ⊗A B,M)

Por la propiedad universal de extensión de coeficientes 1.3.10, hay biyección entre
los homomorfismos sobre B de Ω1

A/R ⊗A B en M y los homomorfismos sobre A de

Ω1
A/R en M .

HomB(Ω
1
A/R ⊗A B,M)

1:1←→ HomA(Ω
1
A/R,M)

y podemos usar la propiedad universal del módulo de diferenciales 2.2.1 para es-
cribir la segunda de las sucesiones como

0→ DerA(B,M)
u−→ DerR(B,M)

v−→ DerR(A,M) (2.3)
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siendo u la aplicación inyectiva a través de la cual interpretamos cualquier A-
derivación de B enM como R-derivación, y v la composición de las R-derivaciones
de B en M con f : A → B. Por la observación 2.1.3 se da v ◦ u = 0, con lo que
Im(u) ⊂ ker v.

DerA(B,M)
u−→ DerR(B,M)

v−→ DerR(A,M)

DA 7−→ DR 7−→ DR ◦ f

Para probar que la sucesión (2.3) es exacta aún debemos probar la contención
ker v ⊂ Im(u). Para ello tomamos D : B →M una R-derivación en el núcleo de v,
que por tanto verificará D ◦ f = 0. Entonces por ser f : A → B el morfismo que
dota B de estructura de A-álgebra y por la regla de Leibniz se da

D(a · x) = D(f(a) · x) = f(a) ·D(x) + x · (D ◦ f)(a) = a ·D(x)

para todo a ∈ A, x ∈ B, luego D es A-lineal. Se deduce que la R-derivación D es
también una A-derivación, con lo que D ∈ Imu y concluye la demostración.

Si el morfismo f : A → B es sobreyectivo, entonces por la observación 2.1.3
tenemos Ω1

B/A = 0 y la sucesión exacta de la proposición anterior se puede extender
por la izquierda, dando lugar a la sucesión

I/I2 −→ Ω1
A/R ⊗A B −→ Ω1

B/R −→ 0

Probaremos su exactitud, haciendo uso de un pequeño resultado previo.

Lema 2.3.3. Sea A una R-álgebra y A → B una aplicación sobreyectiva entre
R-álgebras con núcleo I ⊂ A. Entonces la diferencial dA/R induce el siguiente
diagrama conmutativo:

A Ω1
A/R

B Ω1
A/R/(I · Ω1

A/R + A · dA/R(I))

dA/R

D

dB/R

En particular, Ω1
B/R = Ω1

A/R/(I · Ω1
A/R + A · dA/R(I)) y (Ω1

B/R, dB/R) es el módulo
de formas diferenciales de B sobre R.

Demostración. Observamos que Ω1
A/R/(A · dA/R(I) + I · Ω1

A/R) es un B-módulo

y que cualquier R-derivación D : A → Ω1
A/R/(I · Ω1

A/R + A · dA/R(I)) contiene el
ideal I en su núcleo. Debe existir entonces una aplicación

dB/R : B → Ω1
A/R/(I · Ω1

A/R + A · dA/R(I))
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que haga conmutativo el diagrama.

Puesto que podemos ver cualquier R-derivación de B en un B-módulo M como
una derivación perteneciente a DerR(A,M) (considerando M como A-módulo) y
puesto que [I · Ω1

A/R + A · dA/R(I)] ⊂ kerφ, existe un único φ : Ω1
A/R/(I · Ω1

A/R +

A · dA/R(I))→M que hace conmutativo el diagrama. Es decir, la aplicación dB/R
hereda la propiedad universal del módulo de diferenciales de (Ω1

A/R, dA/R) para
toda derivación D : B →M .

A Ω1
A/R

M

B Ω1
A/R/(I · Ω1

A/R + A · dA/R(I))

dA/R

∃! φ

∀D

dB/R

∃! φ

Proposición 2.3.4. Sea f : A → B un morfismo sobreyectivo de R-álgebras con
núcleo I ⊂ A. Entonces existe una sucesión canónica exacta de B-módulos en la
forma de la segunda sucesión exacta fundamental. (1.2)

I/I2 −→ Ω1
A/R ⊗A B −→ Ω1

B/R −→ 0

Demostración. La aplicación dA/R : A → Ω1
A/R restringida a I da lugar a una

aplicación R-lineal de I en Ω1
A/R que por la regla de Leibniz hace corresponder I2

con I · Ω1
A/R .

Se sigue que dA/R induce una aplicación de I/I2 en Ω1
A/R/(I ·Ω1

A/R) que de hecho

es lineal tanto en A como en A/I ≃ B, puesto que para todo a ∈ A, x ∈ I se da

dA/R(ax) = adA/R(x) + xdA/R(a) ∈ a · dA/R(x) + I · Ω1
A/R

Observamos que dada una aplicación M
α−→M ⊗ (N/I) donde I = kerα, también

se cumple I ·M = kerα, y podemos identificar M/(IM) con im(α).

Aśı podemos identificar Ω1
A/R/(I · Ω1

A/R) con la imagen de la aplicación Ω1
A/R →

Ω1
A/R ⊗A B y, por ser f : A→ B sobreyectiva, con Ω1

A/R ⊗A B.

I/I2 −→ Ω1
A/R ⊗A B ≃

Ω1
A/R

(I · Ω1
A/R)
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Combinando esta aplicación con la aplicación Ω1
A/R⊗AB → Ω1

B/R de la proposición
2.3.4 obtenemos la sucesión cuya exactitud buscamos probar:

I/I2 −→ Ω1
A/R ⊗A B −→ Ω1

B/R −→ Ω1
B/A

En primer lugar notamos que f : A→ B es sobreyectiva, con lo que se da ΩB/A ≡ 0
y la proposición 2.3.4 garantiza en este caso la sobreyectividad de la aplicación
Ω1
A/R ⊗A B −→ Ω1

B/R.

Por otro lado, hemos probado en 2.3.5 que la aplicación Ω1
A/R ⊗A B → Ω1

B/R

coincide con la aplicación sobreyectiva canónica

Ω1
A/R/(I · Ω1

A/R)→ Ω1
A/R/(I · Ω1

A/R + A · dA/R(I))

cuyo núcleo es el generado por la imagen de dA/R(I) en Ω1
A/R/I · Ω1

A/R. En conse-
cuencia la sucesión del enunciado es exacta, como queŕıamos demostrar.

Proposición 2.3.5. Sean A y B dos R-álgebras. Existe entonces un isomorfismo
canónico de (A⊗R B)-módulos

(Ω1
A/R ⊗R B)⊕ (A⊗R Ω1

B/R)
∼−→ Ω1

(A⊗RB)/R

Además, si dA/R : A → Ω1
A/R y dB/R : B → Ω1

B/R son derivaciones de A y B,
entonces la derivación de A⊗R B corresponde a la aplicación R-lineal

d : A⊗R B → (ΩA/R ⊗R B)⊕ (A⊗R Ω1
B/R)

x⊗ y 7−→ [dA/R(x)⊗ y]⊕ [x⊗ dB/R(y)]

Demostración. En primer lugar observamos que M := Ω1
A/R es un A-módulo y

N := Ω1
B/R es un B-módulo, con lo que M ⊗R B y A⊗R N son ambos (A⊗R B)-

módulos. Esto es, considerándolos con el producto definido en 2.2.3 y con la suma
(a⊗ b), (a′ ⊗ b′) ∈ A⊗R B ⇒ (a⊗ b) + (a′ ⊗ b′) ∈ A⊗R B

Se verifica que (Ω1
A/R ⊗R B)⊕ (A⊗R Ω1

B/R) es un (A⊗R B)-módulo y Ω(A⊗RB)(R)

también lo es, con lo que tiene sentido considerar un isomorfismo de R-álgebras
entre ellos. Tal y como aparece definida en el enunciado, d es una aplicación R-
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lineal que de hecho es una R-derivación, ya que para a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B se da:

d((a⊗ b)(a′ ⊗ b′)) = d(aa′ ⊗ bb′)
= [dA/R(aa

′)⊗ (bb′)]⊕ [(aa′)⊗ dB/R(bb′)]
= (a · dA/R(a′))⊗ (bb′) + (a′ · dA/R(a))⊗ (bb′)

+ (aa′)⊗ (b · dB/R(b′)) + (aa′)⊗ (b′ · dB/R(b))
= [(a · dA/R(a′) + a′ · dA/R(a))⊗ (bb′)]⊕ [(aa′)⊗ (b · dB/R(b′) + b′ · dB/R(b))]
= [(a⊗ b)(dA/R(a′)⊗ b′) + (a′ ⊗ b′)(dA/R(a)⊗ b)]
⊕ [(a⊗ b)(a′ ⊗ dB/R(b′)) + (a′ ⊗ b′)(a⊗ dB/R(b))]

= [(a⊗ b) · d(a′ ⊗ b′)] + [(a′ ⊗ b′) · d(a⊗ b)]

Para probar que d es el diferencial de A ⊗R B consideramos una R-derivación
D : A⊗R B → M de A⊗R B en algún (A⊗R B)-módulo M . Sean los morfismos
canónicos

σ1 : A→ A⊗R B σ2 : B → A⊗R B

EscribimosM/A para denotar el A-módulo que se obtiene al restringirM a escalares
a través de σ1. Las siguientes aplicaciones son entonces R-derivaciones

D1 = D ◦ σ1 : A→M/A D2 = D ◦ σ2 : B →M/B

y las correspondientes aplicaciones, A-lineal y B-lineal respectivamente

Ω1
A/R →M/A Ω1

B/R →M/B

inducen las aplicaciones (A⊗R B)-lineales

φ1 : Ω
1
A/R ⊗R B →M φ2 : A⊗R Ω1

B/R →M

que a su vez dan la aplicación (A⊗R B)-lineal

φ = (φ1, φ2) : (Ω
1
A/R ⊗R B)⊕ (A⊗R Ω1

B/R)→M

Para a, a′ ∈ A y b, b′ ∈ B obtenemos

φ([dA/R(a)⊗ b]⊕ [a′ ⊗ dB/R(b′)]) = D1(a)(1⊗ b) + (a′ ⊗ 1)D2(b)

y usando la regla de Leibniz sobre D comprobamos φ ◦ d = D:
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D ((a⊗ b)(a′ ⊗ b′))
= (a⊗ b)D(a′ ⊗ b′) + (a′ ⊗ b′)D(a⊗ b)
= (a⊗ b)(D1(a

′)(1⊗ b′) + (a′ ⊗ 1)(D2(b
′))) + (a′ ⊗ b′)(D1(a)(1⊗ b) + (a⊗ 1)(D2(b)))

= (a⊗ b) φ([dA/R(a′)⊗ b′]⊕ [a′ ⊗ dB/R(b′)]) + (a′ ⊗ b′) φ([dA/R(a)⊗ b]⊕ [a⊗ dB/R(b)])
= φ( (a⊗ b)([dA/R(a′)⊗ b′]⊕ [a′ ⊗ dB/R(b′)]) + (a′ ⊗ b′)([dA/R(a)⊗ b]⊕ [a⊗ dB/R(b)]) )
= φ((a⊗ b) · d(a′ ⊗ b′) + (a′ ⊗ b′) · d(a⊗ b))
= φ(d(a⊗ b)(a′ ⊗ b′))
= φ ◦ d ((a⊗ b)(a′ ⊗ b′))

Además, puesto que d(A⊗RB) genera (Ω1
A/R⊗RB)⊕(A⊗RΩ1

B/R) como (A⊗RB)-
módulo, se deduce que φ queda uńıvocamente determinado por la relación φ◦d = D
y concluimos que d es el diferencial de A⊗R B.

Ejemplo 2.3.6. Veámoslo cuando las álgebras sobre las que trabajamos son anillos
de polinomios A = R[x1, ..., xr] y B = R[y1, ..., ys]. Vamos a denotar

x
(i)
k = (xk ⊗ 1) , x

(d)
k = (1⊗ xk) , zk = (x

(d)
k − x

(i)
k ) = (1⊗ xk − xk ⊗ 1)

y
(i)
j = (yj ⊗ 1) , y

(d)
j = (1⊗ yj), hj = (y

(d)
j − y

(i)
j ) = (1⊗ yj − yj ⊗ 1)

con lo que escribiremos

A⊗ A =R[x
(d)
1 , ..., x(d)r , x

(i)
1 , ..., x

(i)
r ] = R[x

(i)
1 , ..., x

(i)
r , z1, ..., zr]

B ⊗B =R[y
(d)
1 , ..., y(d)s , y

(i)
1 , ..., y

(i)
s ] = R[y

(d)
1 , ..., x(d)s , h1, ..., hs]

Aśı, IA = ⟨zk⟩ y I2
A = ⟨zkzp⟩ son ideales de A⊗A y IB = ⟨hj⟩ , I2

B = ⟨hjhq⟩ lo son
de B ⊗B. Los correspondientes módulos de diferenciales de Kähler son entonces

Ω1
A/R = IA/I

2
A, polinomios de (R[x

(i)
1 , ..., x

(i)
r ])[z1, ..., zr] de grado 1

Ω1
B/R = IB/I

2
B, polinomios de (R[y

(d)
1 , ..., y

(d)
s ])[h1, ..., hs] de grado 1

De ahora en adelante escribiremos un asterisco ∗ junto a las variables en las que
no consideramos polinomios de grado mayor que 1.
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Calculamos los productos tensoriales que vamos a necesitar:

Ω1
A/R ⊗R B =(R[x

(i)
1 , ..., x

(i)
r ])[z1, ..., zr]

∗ ⊗R R[y1, ..., ys]

=(R[x
(i)
1 , ..., x

(i)
r ][z1, ..., zr]

∗)[y
(d)
1 , ..., y(d)s ]

≃(R[x(i)1 , ..., x
(i)
r ][y

(d)
1 , ..., y(d)s ])[z1, ..., zr]

∗

A⊗R Ω1
B/R =R[x1, ..., xr]⊗R (R[y

(d)
1 , ..., y(d)s ])[h1, ..., hs]

∗

=(R[x
(i)
1 , ..., x

(i)
r ][y

(d)
1 , ..., y(d)s ])[h1, ..., hs]

∗

≃(R[x(i)1 , ..., x
(i)
r ][y

(d)
1 , ..., y(d)s ])[h1, ..., hs]

∗

Por otro lado, el módulo de diferenciales de Kähler Ω1
(A⊗RB)/R del producto ten-

sorial A ⊗R B = R[x
(i)
1 , ..., x

(i)
r , y

(d)
1 , ..., y

(d)
s ] puede escribirse como el conjunto de

polinomios de (R[x
(i)
1 , ..., x

(i)
r , y

(d)
1 , ..., y

(d)
s ])[z1, ..., zr, h1, ...hs] de grado 1, con lo que

finalmente podemos escribir

(Ω1
A/R ⊗R B)⊕ (A⊗R Ω1

B/R) ≃

(R[x
(i)
1 , ..., x

(i)
r ][y

(d)
1 , ..., y(d)s ])[z1, ..., zr]

∗ ⊕ (R[x
(i)
1 , ..., x

(i)
r ][y

(d)
1 , ..., y(d)s ])[h1, ..., hs]

∗ ≃
(R[x

(i)
1 , ..., x

(i)
r ][y

(d)
1 , ..., y(d)s ])[z1, ..., zr, h1, ..., hs]

∗ = Ω1
(A⊗RB)/R

Además de acuerdo con la proposicion 2.3.5, sea p(X) ∈ A y q(Y ) ∈ B y sea
k(X, Y ) = p(X)⊗ q(Y ) ∈ A⊗R B, la diferencial d1(A⊗B)/R es:

d1(A⊗B)/R(k(X, Y )) =d1(A⊗B)/R(p(X)⊗ q(Y ))

=[d1(A/R)(p(X))⊗ q(Y )]⊕ [p(X)⊗ d1B/R(q(Y ))]

=[1⊗ p(X)q(Y )− p(X)⊗ q(Y )]⊕ [p(X)⊗ q(Y )− p(X)q(Y )⊗ 1]

=[k(d)(X, Y )− k(X, Y )] + [k(X, Y )− k(i)(X, Y )]

=k(d)(X, Y )− k(i)(X, Y )

=1⊗ k(X, Y )− k(X, Y )⊗ 1
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Caṕıtulo 3

Generalización del módulo de
diferenciales

En este caṕıtulo buscamos construir el módulo de diferenciales de orden n,
conocido ya el resultado para los diferenciales de primer orden. Posteriormente ob-
servaremos qué ocurre cuando la R-álgebra A sobre la que trabajamos es anillo de
polinomios en R, en cuyo caso el módulo de difernciales de orden n es un R-módu-
lo libre. Finalmente daremos una presentación finita del módulo de diferenciales
sobre cualquier R-álgebra y estudiaremos algunas propiedades para concluir.

3.1. Derivaciones de orden n

Hasta ahora hemos tratado únicamente derivaciones de primer orden. Para dar
una definición formal de derivaciones de orden n arbitrario, generalizamos la regla
de Leibniz.

Definición 3.1.1. Sea R un anillo, A una R-álgebra y M un A-módulo. Una
derivada de orden n ∈ N de A en M es una aplicación D ∈ HomR(A,M) tal
que para cualquier conjunto de n+ 1 elementos de A, (x0, x1, ..., xn) se verifica la
siguiente identidad, conocida como Regla del producto:

D(x0x1...xn) =
n∑
k=1

(−1)k−1
∑

i1<...<ik

xi1 ...xikD(x0...x̌i1 ...x̌ik ...xn) (3.1)

Aqúı, usamos el śımbolo x̌ij para indicar que omitimos el correspondiente término.

Ejemplo 3.1.2. En el caso de las derivadas de primer orden esta propiedad co-
rresponde a la regla de Leibniz:

D(x0 · x1) = 1 · (x0 ·D(x̌0 · x1) + x1 ·D(x0 · x̌1)) = x0D(x1) + x1D(x0)

45
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A/R A Ωn

A/R

Proposición 3.1.3. Para cualquier R-derivación D : A→ M con independencia
del orden se verifica D(r · 1) = r ·D(1).

Demostración. Observamos que el factor
∑

i1<...<ik
xi1 ...xikD(x0...x̌i1 ...x̌ik ...xn) apli-

cado a 1 = 1 · ... · 1 es la suma de las
(
n+1
k

)
formas en que podemos elegir los k

términos que extraemos fuera de la derivación multiplicado siempre por D(1), ya
que en este caso xi = 1 para todos los ı́ndices i.

Obtenemos aśı la siguiente expresión

D(1) = D(1n+1) = D(1 · ... · 1) =

[
n∑
k=1

(−1)k−1

(
n+ 1

k

)]
D(1)

=

[(
n+ 1

1

)
−
(
n+ 1

2

)
+

(
n+ 1

3

)
− ...+ (−1)n−1 ·

(
n+ 1

n

)]
D(1)

=

(
1−

(
n+ 1

0

)
−

[
n∑
k=1

(−1)k
(
n+ 1

k

)]
− (−1)n+1

(
n+ 1

n+ 1

)
+ (−1)n+1

)
D(1)

=

(
1−

n+1∑
k=0

(−1)k
(
n+ 1

k

)
+ (−1)n+1

)
D(1)

=
(
1 + (−1)n+1

)
D(1)

con lo que si n es par entonces D(1) = (1 − 1)D(1) = 0 y si n es impar, D(1) =
2D(1)⇒ D(1) = 0.

En particular D(r) = r ·D(1) = 0 para todo r ∈ R, resultado que ya conoćıamos
para derivaciones de primer orden.

Observación 3.1.4. Para demostrar la proposición 3.1.3 hemos probado la igual-
dad

∑n
k=1(−1)k−1

(
n+1
k

)
= 1 + (−1)n+1, de donde se deduce

n∑
k=0

(−1)k−1

(
n+ 1

k

)
= (−1)

(
n+ 1

0

)
+ 1 + (−1)n+1 = (−1)n+1

En la siguiente sección haremos uso de esta igualdad para demostrar la proposición
3.3.3.

Observación 3.1.5. El conjunto de R-derivaciones de orden n de A sobreM , que
de ahora en adelante denotaremos DernR(A,M) tiene estructura de A-módulo, ya
que la suma de derivaciones da lugar a una derivación y si D ∈ DernA/R, entonces
a ·D ∈ DernA/R por la R-linealidad de D. (Análogo a 2.1.4)
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a ·D(x1...xn) =a ·
n∑
k=1

(−1)k−1
∑

i1<...<ik

xi1 ...xikD(x0...x̌i1 ...x̌ik ...xn)

=
n∑
k=1

a ·

(
(−1)k−1

∑
i1<...<ik

xi1 ...xikD(x0...x̌i1 ...x̌ik ...xn)

)

=
n∑
k=1

(−1)k−1
∑

i1<...<ik

xi1 ...xik
(
a ·D(x0...x̌i1 ...x̌ik ...xn)

)

3.2. El módulo de diferenciales de orden n

Del mismo modo que definimos el módulo de diferenciales de primer orden
mediante una propiedad universal, en esta sección definimos el módulo de diferen-
ciales de orden n arbitrario a través de una propiedad análoga.

Siguiendo la notación del caṕıtulo anterior, denotaremos el módulo de diferen-
ciales de orden n por Ωn

A/R y la derivación canónica de orden n de A sobre R será

dnA/R : A → Ωn
A/R, siendo (Ωn

A/R, d
n
A/R) el par que queda definido por la siguiente

propiedad universal:

Definición 3.2.1 (Propiedad universal del módulo de diferenciales). El par (Ωn
A/R, d

n
A/R)

cumple la propiedad universal del módulo de diferenciales de orden n ∈ N si para
todo A-módulo M la siguiente aplicación canónica es biyectiva:

Φ : HomA(Ω
n
A/R,M)→ DernR(A,M)

φ 7→ φ ◦ dnA/R

Es decir, si para cada R-derivaciónD : A→M existe una única aplicación A-lineal
φ : Ωn

A/R →M tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

A Ωn
A/R

M

D

dn
A/R

φ

Proposición 3.2.2. Caso de existir, el par (Ωn
A/R, d

n
A/R) que verifica la propiedad

universal anterior es único salvo isomorfismos.
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Demostración. Análoga al caso de orden 1, ver demostración 2.2.2

De forma análoga a lo que hicimos en n = 1, para dar la construcción de Ωn
A/R

consideraremos la sucesión exacta

0→ I→ A⊗R A
µ−→ A −→ 0

donde µ es la aplicación multiplicativa tal que para xi, yi ∈ A

µ

(∑
i

xi ⊗ yi

)
=
∑
i

xiyi

En el caṕıtulo anterior probamos que A ⊗R A es álgebra (consecuencia de 2.2.3)
y que I es ideal 2.2.6. Entendiendo A ⊗R A como un A-módulo, veremos en esta
sección que la aplicación de A en I/In+1 que hace corresponder cada a ∈ A con la
clase de equivalencia [1⊗ a− a⊗ 1] módulo In+1 es una R-derivación de orden n
de A sobre R, definiremos una derivación d y comprobaremos que el A-módulo de
diferenciales de orden n coincide con (I/In+1, d).

Definición 3.2.3. Sea h ∈ HomR(A,M) y a ∈ A, confundimos a con la aplicación
a : A→ A que hace corresponder cada x ∈ A con ax ∈ A y definimos el operador
corchete de la siguiente manera:

[h, a] = h ◦ a− a ◦ h− h(a)

De este modo, el corchete aplicado a x ∈ A resulta en la expresión

[h, a](x) = h(a · x)− a · h(x)− x · h(a)

Proposición 3.2.4. Sea h ∈ HomR(A,M) y sean x1, ..., xn ∈ A. Entonces

[...[[h, x1], x2], ..., xn]

puede expresarse como

h ◦ (x1 · ... · xn)− h(x1...xn)−
n∑
i=1

xi ·
(
h ◦ (x1 · ... · x̌i · ... · xn)− h(x1...x̌i...xn)

)
+...+ (−1)k

∑
i1<...<ik

xi1 ...xik ·
(
h ◦ (xi · ... · x̌i1 · ... · x̌ik · ... · xn)− h(x1...x̌i1 ...x̌ik ...xn)

)
+...+ (−1)nx1...xn · h
Demostración. Cuando n = 1, esta expresión es simplemente

h ◦ x1 − h(x1)− x1 · h = h ◦ x1 − x1 ◦ h− h(x1) =: [h, x1]

Suponemos que la proposición es cierta para n, resultando en la expresión que
denotaremos En. Comprobemos que también es cierta para n+ 1.
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[
En, xn+1

]
:=En ◦ xn+1 − xn+1 ◦ En − En(xn+1)

=

([
h ◦ x1 · ... · xn · xn+1

](0)
−(((((((((
xn+1 · h(x1...xn)

−

[
n∑
i=1

xi ·
(
h ◦ (x1 · ... · x̌i · ... · xn · xn+1)

)](1)
−

����������������n∑
i=1

xn+1 · xi · (h(x1...x̌i...xn))

+...+

[
(−1)k

∑
i1<...<ik

xi1 ...xik ·
(
h ◦ (xi · ... · x̌i1 · ... · x̌ik · ... · xn · xn+1)

)](k)

−

(((((((((((((((((((((((((

(−1)k
∑

i1<...<ik

xn+1 · xi1 ...xik(h(x1...x̌i1 ...x̌ik ...xn)) + ...+

[
(−1)nx1...xn · h ◦ xn+1

](n))

−

([
xn+1 · h ◦ (x1 · ... · xn)− xn+1 · h(x1...xn)

](1)

−

[
n∑
i=1

xixn+1 ·
(
h ◦ (x1 · ... · x̌i · ... · xn)− h(x1...x̌i...xn)

)](2)
+ ...

+

[
(−1)k

∑
i1<...<ik

xi1 ...xikxn+1

(
h ◦ (xi · ...x̌i1 ...x̌ik ... · xn)− h(x1...x̌i1 ...x̌ik ...xn)

)](k+1)

+...+

[
(−1)nx1...xnxn+1 · h

](n+1)
)

−

([
h(x1...xnxn+1)

](0)
−(((((((((
xn+1 · h(x1...xn)

−

[
n∑
i=1

xi ·
(
h(x1...x̌i...xnxn+1)

)](1)
−

����������������n∑
i=1

xn+1 · xi · (h(x1...x̌i...xn))

+...+

[
(−1)k

∑
i1<...<ik

xi1 ...xik ·
(
h ◦ (xi · ... · x̌i1 · ... · x̌ik · ... · xn · xn+1)

)](k)

−

(((((((((((((((((((((((((

(−1)k
∑

i1<...<ik

xn+1 · xi1 ...xik(h(x1...x̌i1 ...x̌ik ...xn)) + ...+

[
(−1)nx1...xn · h(xn+1)

](n))
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=
[
h ◦ (x1 · ... · xn · xn+1)− h(x1...xnxn+1)

](0)
−

[
n∑
i=1

xi ·
(
h ◦ (x1 · ... · x̌i · ... · xn · xn+1)− h(x1...x̌i...xnxn+1)

)
+ xn+1 ·

(
h ◦ (x1 · ... · xn · x̌n+1)− h(x1...xnx̌n+1)

)](1)
+ ...

+

[
(−1)k

n∑
i1<...<ik

xi1 ...xik
(
h ◦ (xi · ...x̌i1 ...x̌ik ... · xn · xn+1)− h(x1...x̌i1 ...x̌ik ...xnxn+1)

)
(−1)k

n∑
i1<...<ik−1

xi1 ...xik−1xn+1 ·
(
h ◦ (xi · ... · x̌i1 · ... · x̌ik−1

· ... · xn)− h(x1...x̌i1 ...x̌ik−1
...xn)

)](k)
+...+

[
(−1)nx1...xn ·

(
h ◦ xn+1 − h(xn+1)

)](n)
+
[
(−1)n+1x1...xnxn+1 · h

](n+1)

=

= h ◦ (x1 · ... · xn · xn+1)− h(x1...xnxn+1)

−
n+1∑
i=1

xi ·
(
h ◦ (x1 · ... · x̌i · ... · xn · xn+1)− h(x1...x̌i...xnxn+1)

)
+ ...

+(−1)k
n∑

i1<...<ik

xi1 ...xik ·
(
h ◦ (xi · ... · x̌i1 · ... · x̌ik · ... · xn · xn+1)− h(x1...x̌i1 ...x̌ik ...xnxn+1)

)
+...+ (−1)n+1x1...xnxn+1 · h

Teorema 3.2.5. D ∈ HomR(A,M) es una R-derivación de orden n si, y solo si,
para cuaquier n-upla de elementos x1, ..., xn ∈ A se verifica

[...[[D, x1], x2]..., xn] = 0

Demostración. Al evaluar [...[[D, x1], x2]..., xn] en un punto x0 ∈ A obtenemos,
agrupando adecuadamente la identidad de la proposición 3.2.2:
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[
...
[[
D, x1

]
, x2

]
..., xn

]
(x0) = D(x0x1...xn) + (−1)

[
x0D(x1...xn) +

n∑
i=1

xiD(x0...x̌i...xn)

]

+

[
n∑
i=1

x0xiD(x̌0x1...x̌i...xn) +
∑
i1<i2

xi1xi2D(x0...x̌i1 ...x̌i2 ...xn)

]
+ ...

+(−1)k
 ∑
i1<...<ik−1

x0xi1 ...xik−1
D(x̌0...x̌i1 ..x̌ik−1

...xn) +
∑

i1<...<ik

xi1 ...xikD(x0...x̌i1 ...x̌ik ...xn)


+...+ (−1)n

 ∑
i1<...<in−1

x0xi1 ...xin−1D(x̌0...x̌i1 ...x̌in−1 ...xn) + x1...xnD(x0)


=D(x0x1...xn)−

n∑
k=1

(−1)k−1
∑

i1<...<ik

xi1 ...xikD(x0...x̌i1 ...x̌ik ...xn)

con lo que [...[[D, x1], x2], ...xn](x0) = 0 si, y solo si, se verifica la regla del producto

D(x0x1...xn) =
n∑
k=1

(−1)k−1
∑

i1<...<ik

xi1 ...xikD(x0...x̌i1 ...x̌ik ...xn)

Por definición el homomorfismo R-lineal D es derivación de orden n si, y solo si,
verifica la regla del producto. Acabamos de probar que la regla del producto es
equivalente a [...[[D, x1], x2], ...xn] = 0, con lo que queda probado el enunciado.

Sea de ahora en adelante la aplicación R-lineal d ∈ HomR(A,A⊗R A) definida de
la siguiente manera:

d : A −→A⊗R A
a 7−→1⊗ a− a⊗ 1

Proposición 3.2.6. La aplicación R-lineal d : A→ A⊗R A verifia

[[...[d, x1]...], xn](x0) = d(x0)d(x1)...d(xn) ∈ In+1

Demostración. Probaremos el resultado por inducción. En primer lugar, compro-
bamos que se verifica para n = 1
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[d, x1](x0) =d(x1x0)− x1d(x0)− x0d(x1)
=1⊗ x1x0 − x1x0 ⊗ 1− x1(1⊗ x0 − x0 ⊗ 1)− x0(1⊗ x1 − x1 ⊗ 1)

=1⊗ x1x0 − x1x0 ⊗ 1− (x1 ⊗ x0 − x1x0 ⊗ 1)− (x0 ⊗ x1 − x1x0 ⊗ 1)

=1⊗ x1x0 − x1 ⊗ x0 − x0 ⊗ x1 − x1x0 ⊗ 1

=(1⊗ x1 − x1 ⊗ 1)(1⊗ x0)− (1⊗ x1 − x1 ⊗ 1)(x0 ⊗ 1)

=(1⊗ x1 − x1 ⊗ 1)(1⊗ x0 − x0 ⊗ 1)

=d(x1) · dx0 = d(x0) · d(x1)

Hemos probado que [d, x1] = d(x1) · d. Tomamos como hipótesis de inducción

[...[[d, x1], x2]..., xn−1] = d(x1)...d(xn−1) · d

y lo usamos para probar el caso n:

[[...[[d, x1], x2]..., xn−1], xn]

=[d(x1)...d(xn−1) · d, xn]
=d(x1)...d(xn−1) · d ◦ xn − xn · d(x1)...d(xn−1) · d− d(x1)...d(xn−1) · d(xn)
=d(x1)...d(xn−1) · (d ◦ xn − xn · d− d(xn))
=d(x1)...d(xn−1) · (d(xn) · d)
=d(x1)...d(xn−1)d(xn) · d

Concluimos que

[...[[d, x1], x2]..., xn](x0) = d(x1)...d(xn) · d(x0) = d(x0)d(x1)...d(xn)

Conocemos además que los elementos de la forma d(ti) = 1 ⊗ ti − ti ⊗ 1 generan
I como ideal de A⊗R A, luego d(x0)d(x1)...d(xn) ∈ In+1

Corolario 3.2.7. El paso al cociente d : A→ I/In+1 es R-derivación de orden n.

Demostración. Puesto que [[...[d, x1]...], xn](x0) = d(x0)d(x1)...d(xn) ∈ In+1 y d
tiene llegada en I/In+1, se verifica [[...[d, x1]...], xn] ≡ 0 y por el teorema 3.2.5
queda probado que d : A→ I/In+1 es R-derivación de orden n.

Una vez probado que d : A → I/In+1 es R-derivación de orden n, queda por
comprobar que el par (I/In+1, d) verifica la propiedad universal del módulo de
diferenciales.
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Dada D ∈ DernR(A,M), definiremos la aplicación bilineal

A× A −→M
(x, y) 7−→xD(y)

que a continuación extendemos al R-homomorfismo ∆

∆ : A⊗R A −→M
x⊗ y 7−→xD(y)

Este homomorfismo está definido de tal manera que ∆ ◦ d = D:

∆ ◦ d (t) = ∆(1⊗ t− t⊗ 1) = 1D(t)− tD(1) = D(t) ∀ t ∈ A

Proposición 3.2.8.

∆ ◦ [d, a] = [∆ ◦ d, a] = [D, a] ∀ a ∈ A

Demostración. Sea b ∈ A

∆ ◦ [d, a](b) =∆(d ◦ a− ad− d(a))(b)
=∆((1⊗ ab− ab⊗ 1)− a(1⊗ b− b⊗ 1)− b(1⊗ a− a⊗ 1))

=∆(1⊗ ab− ab⊗ 1)− a∆(1⊗ b− b⊗ 1)− b∆(1⊗ a− a⊗ 1)

=(∆ ◦ d)(a · b)− a · (∆ ◦ d)(b)− b · (∆ ◦ d)(a)
=[∆ ◦ d, a](b) = [D, a](b)

Corolario 3.2.9. El par (I/In+1, d) verifica la propiedad universal del módulo de
diferenciales.

Demostración. Interpretando A ⊗R A como un A-módulo a través del morfismo
λi : A→ A⊗R A tal que λi(x) = x⊗ 1, podemos ver ∆ como aplicación A-lineal.
Sabemos que los elementos d(a) = 1⊗ a− a⊗ 1 con a ∈ A generan I, con lo que
podemos verificar fácilmente que ∆(In+1) = 0 a través de una sencilla cuenta:

∆(d(x0)...d(xn)) = ∆([...[d, x1]..., xn](x0)) = ∆(0) = 0

Aśı, la restricción de ∆ : A → M a I induce un R-homomorfismo de I/In+1 en
M , que de ahora en adelante será el que denotemos por ∆ y que hace conmutativo
el siguiente diagrama

A I/In+1

M

d

D ∆
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Con esto tenemos la existencia de ∆ ∈ HomA(I/I
n+1,M). Para probar la unicidad,

basta considerar I generado por elementos d(a) con a ∈ A y observar que

D(a) = ∆ ◦ d (a) = ∆(d(a)) para todo a ∈ A.

Concluimos que ∆ está determinado por los valores de ∆(ab).

3.3. Un caso particular

En esta sección estudiaremos el caso en que A := R[{t1, ..., tη}] es un anillo de
polinomios sobre R. Denotamos I = {1, .., η}, aśı A = R [{ti}i∈I ].

Denotando xi = (1 ⊗ ti) , yi = (ti ⊗ 1) para i ∈ I, ya hemos visto que podemos
escribir A⊗RA como R[x1, ..., xη, y1, ..., yη]. También es posible escribir A⊗RA en
términos de xi − yi = 1⊗ ti − ti ⊗ 1 =: Ti como R[x1, ..., xη, T1, ..., Tη].

Lema 3.3.1. I/In+1 es A-módulo libre generado por la base B0 := {dti1 ...dtik |1 ≤
k ≤ n, ij ∈ I}. Esto es, el producto de a lo sumo n factores de tipo dti siendo
los ti elementos generadores de A := R[{t1, ..., tη}] que podemos considerar con
repetición.

Demostración. El núcleo I del homomorfismo µ : A⊗RA→ A es ideal de A⊗RA
generado por variables Ti con i ∈ I, I = ⟨dti | i ∈ I⟩ ⊂ A⊗ A. El ideal In+1 es el
generado por monomios en variables Ti de grado n+1, In+1 = ⟨dti1 , ..., dtin+1 | ij ∈
I⟩ ⊂ A⊗ A. Aśı, los polinomios en variables Ti de grado menor o igual que n son
base del A-módulo libre I/In+1.

Considerando d la R-derivación de A en I/In+1 inducida por la aplicación

A→ I

a→ 1⊗ a− a⊗ 1

basta observar que I es módulo libre generado por productos de d(ti) para obtener
el resultado.

Del lema que acabamos de demostrar se deduce que para cualquier polinomio
f(t1, ..., tη) en A podemos dar d(f) en la base B0 mediante una expresión

d(f) =
∑

Dif · dti +
∑

Di1i2f · dti1dti2 + ...+
∑

Di1...inf · dti1 ...dtin

donde a priori no conocemos los coeficientes Di1 , Di1i2 , ..., Di1...in
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Observamos que denotando xi = 1⊗ ti, yi = ti⊗ 1, Ti = xi− yi y usando la forma
reducida x = (x1, ..., xη), y = (y1, ..., yη), T = (T1, ..., Tη) podemos escribir d(f)
como

d(f) = 1⊗ f − f ⊗ 1 = f(x)− f(y) = f(y + (x− y))− f(y) = f(y + T )− f(y)

Puesto que T = x−y = 1⊗t−t⊗1 = dt, vamos a poder determinar los coeficientes
Di1 , Di1i2 ,... (derivaciones de orden 1, ..., n de A sobre R) a través de la fórmula

f(t+ dt)− f(t) =
∑

Dif · dti + ...+
∑

Di1...inf · dti1 ...dtin

Si hacemos uso de multíındices para facilitar la notación, siendo α = (α1, ..., αk)
tal que

∑
αi ≤ n, podemos reescribir d(f) en B0 como

d(f) =
∑
α

Dα(f) · (dt1)α1 ...(dtη)
αη

donde Dα : A→ A es una función aún por determinar.

Proposición 3.3.2. El módulo de diferenciales de orden n, Ωn
A/R, es el módulo

libre sobre A generado por el conjunto {d(ti1 ...tik)|1 ≤ k ≤ n, ij ∈ I}, es de-
cir, d aplicado a monomios en ti de grado menor o igual que n. Este sistema de
generadores es además una base, que denotaremos B.

Demostración. Nos planteamos si es posible expresar dtidtj,..., dti1 ...dtin como
combinaciones lineales de d(ti), d(titj),..., d(ti1 ...tin) con coeficientes en A, es de-
cir, escribir B0 en términos de los elementos de B, sabiendo que entonces B será
también sistema de generadores de I/I+1.

El caso más sencillo es d(ti1) = dti1 . Asumimos como hipótesis de inducción

d(ti1 ...tiα) =
∑
r

ti1 ...ťir ...tiα · dtir +
∑
r<s

ti1 ...ťir ...ťis ...tiα · dtirdtis + ...+1 · dti1 ...dtiα

Como parte de la demostración de la proposición 3.2.6 hemos probado

d(x0 · x1) = x0 · d(x1) + x1 · d(x0) + d(x0)d(x1)

Tomando x0 = ti1 ...tiα y x1 = tiα+1 , esto nos permite escribir

d(ti1 ...tiα · tiα+1) = ti1 ...tiαdtiα+1 + tiα+1d(ti1 ...tiα) + d(ti1 ...tiα)dtiα+1
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En el segundo y tercer sumando podemos aplicar la hipótesis de inducción, susti-
tuyendo d(ti1 ...tiα) por la expresión∑

r

ti1 ...ťir ...tiα · dtir +
∑
r<s

ti1 ...ťir ...ťis ...tiα · dtirdtis + ...+ dti1 ...dtiα

con lo que escribiendo la cuenta completa de esta forma y reagrupando términos
obtenemos

d(ti1 ...tiα+1) = ti1 ...tiαdtiα+1 + tiα+1d(ti1 ...tiα) + d(ti1 ...tiα)dtiα+1 =∑
r

ti1 ...ťir ...tiα+1 · dtir +
∑
r<s

ti1 ...ťir ...ťis ...tiα+1 · dtirdtis + ...+ 1 · dti1 ...dtiα+1

Concluimos aśı el proceso inductivo, con lo que podemos afirmar que la forma de
expresar B0 como combinación lineal de elementos de B es

d(ti1 ...tiα) =
∑
r

ti1 ...ťir ...tiα · dtir +
∑
r<s

ti1 ...ťir ...ťis ...tiα · dtirdtis + ...+1 · dti1 ...dtiα

Ordenando B y B0 de acuerdo al grado de sus monomios, observamos que el últi-
mo coeficiente de la expresión anterior siempre es 1, con lo que los valores de la
diagonal de la matriz de cambio de base son todos 1. Observamos también que
las entradas por encima de la diagonal son todas nulas, con lo que tenemos una
matriz triangular con 1s en la diagonal de la que podemos afirmar que es matriz
de cambio de base.

Concluimos que B tal y como se describe en el enunciado es base de I/In+1.

Representaremos por δi1(f), δi1i2(f), ..., δi1...in(f) los coeficientes de d(f) en la base
B, obteniendo la expresión

d(f) =
∑

δi1(f) · d(ti) +
∑

δi1i2(f) · d(ti1ti2) + ...+
∑

δi1...in(f) · d(ti1 ...tin)

que podemos reeescribir haciendo uso de multíındices α = (α1, ..., αη) tal que∑
i αi ≤ n como

d(f) =
∑

δα(f) · d(tα1
i1
...t

αη

iη
)
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Las expresiones de d(f) en B0 y B respectivamente son entonces

d(f) =
∑
α

|α|≤n

Dα(f) · (dt1)α1 ...(dtη)
αη =

∑
α

|α|≤n

δα(f) · d(tα1
i1
...t

αη

iη
)

Es posible calcular de forma expĺıcita los coeficientes Dα(f) y δα(f), que podemos
ver como aplicaciones de A en A. De hecho será suficiente conocer cómo actúan
estas aplicaciones sobre monomios en las variables ti, puesto que estos forman base
de A := R[{t1, ..., tη}]. Para ilustrarlo sin extendernos excesivamente, haremos los
cálculos en el caso de anillos de una variable.

Consideramos un anillo de polinomios en una única variable, A = R[t] y definimos
la operación Dk : R[t]→ R[t] mediante la expresión comentada anteriormente

d(f) = f(t+ dt)− f(t) =
n∑
k=1

Dk(f) · (dt)k ∈ (R[t])[dt] (3.2)

Proposición 3.3.3. Sea A = R[t] anillo de polinomios en una variable, entonces
se verifica la siguiente identidad:

(dt)k =
k∑
s=1

(−1)k−s
(
k

s

)
tk−sd(ts) (3.3)

Demostración. Haremos la demostración razonando por inducción sobre k: El caso
k = 1 es trivial. Suponiendo que (3.3) se verifica para k, veamos que también debe
verificarse para k + 1. Tomando f(t) = tk+1 ∀ t y apoyándonos en el binomio de
Newton obtenemos la expresión

d(tk+1) = (t+ dt)k+1 − tk+1 =���tk+1 +
k+1∑
r=1

(
k + 1

r

)
t(k+1)−r(dt)r −���tk+1

=

(
k + 1

1

)
· tkdt+

(
k + 1

2

)
· tk−1(dt)2 + ...+

(
k + 1

k

)
· t (dt)k + (dt)k+1
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de donde se sigue la cadena de igualdades

(dt)k+1 =d(tk+1)−
k∑
r=1

(
k + 1

r

)
t k+1−r · (dt)r

(HI) =d(tk+1)−
k∑
r=1

(
k + 1

r

)
t k+1−r ·

(
(−1)r

r∑
s=1

(−1)s
(
r

s

)
tr−sd(ts)

)

=d(tk+1)−
k∑
s=1

tk+1−s
k∑
r=s

(
(−1)r−s

(
r

s

)(
k + 1

r

)
d(ts)

)
(1) =d(tk+1)−

k∑
s=1

t k+1−s
(
k + 1

s

) k∑
r=s

(
(−1)r−s

(
k + 1− s
r − s

)
d(ts)

)
(2) =d(tk+1) +

k∑
s=1

t k+1−s
(
k + 1

s

) k−s∑
m=0

(
(−1)m+1

(
k + 1− s

m

)
d(ts)

)
(3) =d(tk+1) +

k∑
s=1

(
tk+1−s

(
k + 1

s

)
(−1)k+1−sd(ts)

)
(4) =

k+1∑
s=1

(
(−1)k+1−s

(
k + 1

s

)
tk+1−sd(ts)

)

(1)
(
r
s

)(
k+1
r

)
=
(
k+1
s

)(
k+1−s
r−s

)
(2) m := r − s
(3)
∑k−s

m=0(−1)m+1
(
k−s+1
m

)
= (−1)k−s+1 (ver observación 3.1.4)

(4) reordenamos e incluimos d(tk+1) en el sumatorio.

Tenemos aśı que para cualquier f ∈ A

d(f) =
n∑
k=1

Dk(f)(dt)
k

=
n∑
k=1

Dk(f)
k∑
s=1

(−1)k−s
(
k

s

)
tk−sd(ts)

=
n∑
s=1

n∑
k=s

(−1)k−sDk(f)

(
k

s

)
tk−sd(ts)

Fijando

δs(f) =
n∑
k=s

(−1)k−sDk(f)

(
k

s

)
tk−s (3.4)
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podemos dar las expresiones de d(f) en B0 y en B respectivamente como

d(f) =
n∑
k=1

Dk(f)(dt)
k =

n∑
s=1

δs(f)d(t
s)

Lema 3.3.4. Sea d(f) =
∑n

k=1Dk(f)(dt)
k derivación de orden n. Entonces

Dk(t
q) =

{ (
q
k

)
t(q−k) si k ≤ q

0 si k > q

Demostración. Dado que d(f) =
∑n

k=1Dk(f) · (dt)k, si f = tq tenemos

d(tq) =
∞∑
k=1

Dk(t
q)(dt)k

Al inicio de la demostración de la proposición 3.3.3 hemos notado que se da

d(tq) =

q∑
k=1

(
q

k

)
tq−k(dt)k

Puesto que las coordenadas en la base B0 son únicas, igualando ambas expresiones
obtenemos la expresión del enunciado.

Observación 3.3.5. Es sencillo comprobar que la expresión de D(tq) que hemos
obtenido coincide con la dada por el desarrollo de Taylor, según el cual Dk(f) =
1
k!
· df
(dt)k

. En efecto, puesto que basta comprobarlo para monomios, tomamos f = tq

y obtenemos

1

k!
· df

(dt)k
=

1

k!
· q!

(q − k)!
tq−k =

(
q

k

)
tq−k = Dk(t

q)

Lema 3.3.6. Sea d(f) =
∑n

s=1 δs(f)d(t
s) derivación de orden n

δs(t
q) =


1 si s = q ≤ n
0 si s ̸= q ≤ n∑n−s

m=0(−1)m
(
q−s
m

)(
q
s

)
tq−s si q > n

Demostración. Por cómo hemos fijado la notación en (3.4),

δs(t
q) =

n∑
k=s

(−1)k−sDk(t
q)

(
k

s

)
tk−s
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Sustituyendo Dk(t
q) por

(
q
k

)
tq−k, podemos desarrollar esta expresión como:

n∑
k=s

(−1)k−sDk(t
q)

(
k

s

)
tk−s =

n∑
k=s

(−1)k−s
(
q

k

)
tq−k

(
k

s

)
tk−s·

=
n∑
k=s

(−1)k−s
(
q

k

)
·
(
k

s

)
tq−s =

n−s∑
m=0

(−1)m
(

q

m+ s

)(
m+ s

s

)
· tq−s

=

[
n−s∑
m=0

(−1)m
(
q − s
m

)](
q

s

)
· tq−s

La expresión obtenida es equivalente a δs(t
q) cuando q > n, con lo que este caso

queda probado. Para analizar el caso q ≤ n será útil observar que si s ≤ q ≤ n
entonces

n−s∑
m=0

(−1)m
(
q − s
m

)
=

{
0 si s < q,
1 si s = q

Si s = q ≤ n entonces Dk(t
q) = 0 para todo k > s = q, y el único sumando no

nulo de δs(t
q) es el correspondiente al caso k = s = q, que vale 1. Aśı en el caso

s = q ≤ n se da δs(t
q) = 1.

Si s ̸= q ≤ n entonces puede ocurrir que o bien q < s, en cuyo caso δs(t
q) = 0 por-

queDk(t
q) = 0 para todo k ≥ s > q, o bien s < q, en cuyo caso

∑n−s
m=o(−1)m

(
q−s
m

)
=

0, luego también resulta δs(t
q) = 0.

Obtenemos aśı que cuando q ≤ n se da

δs =

{
0 si s ̸= q,
1 si s = q

y queda probado el resultado.

3.4. Presentación de ΩnA/R

Sean A y B dos R-álgebras relacionadas mediante un R-homomorfismo f : A→
B y sean dnA/R y dnB/R las correspondientes R-derivaciones canónicas de orden n.

Observación 3.4.1. La aplicación dnB/R◦f es una R-derivación de orden n de A en
Ωn
B/R. Dado que Ωn

A/R cumple la propiedad universal del módulo de diferenciales,
aplicándolo aM = Ωn

B/R notamos que debe existir un homomorfismo de A-módulos
f ∗ : Ωn

A/R → Ωn
B/R tal que f ∗ ◦ dA/R = dB/R ◦ f
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A B

Ωn
A/R Ωn

B/R

f

dn
A/R

dn
B/R

f∗

Proposición 3.4.2. El par (Ωn
B/R/ imφ, δ) cumple la propiedad universal del módu-

lo de diferenciales siempre que la derivación sobre la que actúa se anule en A.

Demostración. Tomamos D ∈ DerR(B,M) tal que D(f(a)) = 0 ∀ a ∈ A. Por la
propiedad universal del módulo de diferenciales (Ωn

B/R, d
n
B/R), existe Φ : Ωn

B/R →M

homomorfismo de B-módulos tal que D(b) = Φ ◦ dnB/R(b) para todo b ∈ B.
Cuando M = Ωn

B/A, entonces D : B → ΩB/R → Ωn
B/A es derivación tal que

D(f(a)) = 0 ∀a ∈ A y puesto que Φ factoriza por Ωn
B/R/ imφ, existe la aplicación

Φ̂ : Ωn
B/R/ imφ→ Ωn

B/A tal que D = Φ̂ ◦ δ.
En particular, tomando la derivación dnB/A cuando M = Ωn

B/A, podemos ampliar

el diagrama para un nuevo M y D ∈ DerR(B,M), cubriendo aśı todos los casos.

B Ωn
B/R

Ωn
B/R

imφ

Ωn
B/A

D

δ

dn
B/R

j

Φ

B
Ωn

B/R

imφ

M Ωn
B/A

δ

d n
B
/AD

Lema 3.4.3. Sea φ el homomorfismo de B-módulos dado de la siguiente manera:

φ : B ⊗A Ωn
A/R −→ Ωn

B/R

b⊗ dnA/R(a) 7−→ b · f ∗(dnA/R(a))(
= b · (dnB/R(f(a))

)
y sea N := kerφ, de modo que la siguiente sucesión de B-módulos es exacta

0→ N → B ⊗A Ωn
A/R

φ−→ Ωn
B/R

j−→
Ωn
B/R

imφ
→ 0

Entonces existe un homomorfismo sobreyectivo de B-módulos

ψ :
Ωn
B/R

imφ
−→Ωn

B/A

dnB/R(b) 7−→dnB/A(b)
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Demostración. Sea δ := j ◦dnB/R, de modo que δ es una R-derivación de B sobre R

de orden n. Por tener llegada en Ωn
B/R/ imφ, δ verifica δ(a) = 0 para todo a ∈ A.

Sabemos por la proposición anterior que (Ωn
B/R/ imφ, δ) cumple la propiedad uni-

versal del módulo de diferenciales siempre que la derivación sobre la que actúa se
anule en A.

Sea ΨM : Hom(Ωn
B/A,M) → Hom(Ωn

B/R/ imφ,M) aplicación tal que si h ∈
Hom(Ωn

B/A,M) entonces h ◦ dnB/A = D = δ ◦ΨM(h).

B
Ωn

B/R

imφ

Ωn
B/A M

δ

Ddn
B/A ΨM (h)

h

SeaM = Ωn
B/A y consideramos h = idΩn

B/A
, con lo queD = dnB/A. Esta derivación se

anula en A, luego existe una única aplicación ψ = ΨΩn
B/A

(h) que hace conmutativo

el diagrama

B
Ωn

B/R

imφ

Ωn
B/A

δ

dn
B/A

ψ

Tenemos aśı un homomorfismo ψ : Ωn
B/R/ imφ → Ωn

B/A que verifica dnB/A(b) =

(ψ ◦δ)(b) = ψ(dnB/R(b)) y que es sobreyectiva porque todo elemento de Ωn
B/A puede

expresarse como dnB/A(b) = ψ(δ(b)) , imagen por ψ de un elemento de Ωn
B/R/ imφ.

Aśı, cuando tratamos con derivadas nulas en A podemos identificar el conúcleo
(Ωn

B/R/ imφ) con el módulo de diferenciales de orden n de B sobre A, Ωn
B/A a

través del homomorfismo ψ.

Mantendremos las definiciones dadas en este lema a lo largo de toda la sección.

Definición 3.4.4. Decimos que una aplicación ϕ es inversa por la izq. (resp. dch.)
de otra aplicación φ cuando ϕ ◦ φ = Id, (resp. φ ◦ ϕ = Id ).

Proposición 3.4.5. Una aplicación R-lineal φ : M → N tiene inversa por la
izquierda si, y solo si, la secuencia 0 → M

φ−→ N → cokerφ → 0 es exacta y
escinde, lo que equivale a que φ sea inyectiva y Imφ ⊂ N sea un sumando directo
de N .
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Demostración. Si partimos de que φ tiene inversa por la izquierda debe serinyec-
tiva para que la inversa izq. esté bien definida, y N = Imφ⊕ kerφ suma directa.
Veamos la otra implicación:

Sea φ inyectiva y K ⊂ M tal que N = Imφ ⊕ K suma directa. Al considerar
la aplicación φ con llegada en φ(M) obtenemos un isomorfismo de R-módulos
φ̂ :M −→ Imφ. Definimos ϕ : N →M como la aplicación que para cada x ∈ Imφ,
y ∈ K, actúa sobre x + y = n ∈ N como ϕ(x + y) = φ̂−1(x). De este modo,
ϕ ◦φ (m) = ϕ(φ(m)) = φ̂−1(φ(m)) = m para cualquier m ∈M . Para concluir que
ϕ es la inversa por la izquierda de φ solo queda comprobar que es R-lineal:

Sean x, x′ ∈ Imφ, y, y′ ∈ K entonces ϕ(x + y + x′ + y′) = φ̂−1(x + x′) =
φ̂−1(x) + φ̂−1(x′) = ϕ(x) + ϕ(x′) = ϕ(x+ y) + ϕ(x′ + y′).

Sean x ∈ Imφ, y ∈ K, r ∈ R, entonces ϕ(r(x+y)) = ϕ(rx+ry) = φ̂−1(rx) =
rφ̂−1(x) = rϕ(x) = rϕ(x+ y).

Proposición 3.4.6.

La aplicación φ : B⊗AΩn
A/R → Ωn

B/R definida en el lema 3.4.3 tiene inversa

por la izquierda si, y solo si, toda D ∈ DernR(A,M) puede ser extendida a
DernR(B,M) para un B-módulo arbitrario M .

Si f : A→ B es sobreyectiva, φ : B ⊗A Ωn
A/R → Ωn

B/R es sobreyectiva.

Demostración. Sea t =
∑

i bi ⊗ dnA/R ai ∈ kerφ. Consideramos la R-derivación

D ∈ DernR(A,B ⊗A Ωn
A/R) de A en B ⊗A Ωn

A/R, extensible a una R-derivación

D∗ ∈ DernR(B,B ⊗A Ωn
A/R) de B en B ⊗A ΩA/Rn

D : A −→B ⊗A Ωn
A/R

a 7−→1⊗ dnA/R (a)

D∗ : B −→B ⊗A Ωn
A/R

a 7−→1⊗ dnA/R (a)

Sea ϕ : Ωn
B/R → B ⊗A Ωn

A/R el B-homomorfismo tal que D∗(x) = ϕ(dnB/R(x)) para
todo x ∈ B, cuya existencia está garantizada por la propiedad universal del módulo
de diferenciales. Puesto que t ∈ kerφ, en Ωn

B/R tenemos

φ(t) = φ

(∑
i

bi ⊗ dnA/R ai

)
=
∑
i

bi · dnB/R ai = 0
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Por ser ϕ homomorfismo, ϕ(0) = 0 y se da la siguiente cadena de igualdades:

0 = ϕ(φ(t)) = ϕ

(∑
i

bi · dnB/R ai

)
=
∑
i

bi · ϕ(dnB/Rai)

=
∑
i

bi ·D(ai) =
∑
i

bi · (1⊗ dnA/Rai) =
∑
i

bi ⊗ dnA/Rai = t

con lo que t ∈ kerφ ⇒ t = 0 y por tanto llegamos a que φ es inyectiva, Ωn
B/R =

Imφ⊕ kerφ es suma directa y φ tiene inversa por la izquierda, que es ϕ:

(ϕ ◦ φ)

(∑
i

(bi ⊗ dnA/Rai)

)
= ϕ

(∑
i

(bi · dnB/R(f(ai))

)
=
∑
i

bi(ϕ(d
n
B/R(f(ai))))

=
∑
i

biD
∗(f(ai)) =

∑
i

(bi ⊗ dnA/Rai)

Veamos el rećıproco: si existe ϕ : Ωn
B/R → B⊗Ωn

A/R homomorfismo de B-módulos

tal que (ϕ ◦ φ)(t) = t para todo t ∈ B ⊗ Ωn
A/R entonces tenemos

(ϕ ◦ φ)

(∑
i

(bi ⊗ dnA/R(ai))

)
= ϕ

(∑
i

(bi · dnB/R(f(ai)))

)
=

∑
i

bi · ϕ(dnB/R(f(ai))) =
∑
i

(bi ⊗ dnA/R(ai))

y usando la última igualdad podremos extender cualquier derivaciónD ∈ DernR(A,M)
a una derivación D∗ ∈ DernR(B,M).

Para probar la segunda parte de la proposición basta observar que Ωn
B/R es el

módulo generado por elementos dnB/R(b) con b ∈ B, por lo que si f : A → B es
sobreyectiva podemos escribir todo elemento de Ωn

B/R como combinación lineal de

elementos de la forma dnB/R(b) = 1 ·dnB/R(f(a)) = φ(1⊗dnA/R(a)) y en consecuencia
φ es sobreyectiva.

Teorema 3.4.7. Sean A y B R-álgebras, existe el isomorfismo

B ⊗R Ωn
A/R = Ωn

(B⊗RA)/B

Demostración. Sea d := dnA/R, definimos

D : B ⊗R A −→B ⊗R Ωn
A/R

b⊗ a 7−→b⊗ d(a)
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D es entonces una B-derivación de orden n de B ⊗ A en B ⊗R Ωn
A/R y por tanto

existe un B-homomorfismo f : Ωn
(B⊗A)/B → B ⊗R Ωn

A/R tal que D = f ◦ dn(B⊗A)/B.
Sea

d1 : A −→Ωn
(B⊗A)/B

a 7−→dn(B⊗A)/B(1⊗ a)

R-derivación de orden n de A en Ωn
(B⊗A)/B. Aśı, existe un A-homomorfismo g :

Ωn
A/R → Ω(B⊗A)/B tal que d1 = gd. Es posible extender g a un B-homomorfismo

G : B ⊗ Ωn
A/R −→Ω(B⊗A)/R

b⊗ d(a) 7−→b · g(d(a))

Observamos que dado b⊗ d(a) ∈ B ⊗R Ωn
A/R se verifica

f ◦G(b⊗ d(a)) =f(b · g(d(a))) = f(b · d1(a)) = f(b · dnA⊗B
B

(1⊗ a))

=b ·D(1⊗ a) = b · (1⊗ d(a)) = b⊗ d(a).

y dado dnA⊗B
B

(a⊗ b) se verifica

G ◦ f(dnA⊗B
B

(a⊗ a)) =G(D(a⊗ b)) = G(b⊗ d(a)) = b · g(d(a))

=b · d1(a) = b · dnA⊗B
B

(1⊗ a) = dnA⊗B
B

(b⊗ a)

Aśı queda comprobado que fG y Gf son las identidades en uno y otro conjunto,
de donde se deduce el enunciado.

Observación 3.4.8. De acuerdo con la proposición 3.4.6 y el teorema 3.4.9, si A
y B son R-álgebras tal que podemos escribir B = A/I para algún ideal I ⊂ A,
entonces existe un homomorfismo natural de Ωn

((A/I)⊗RA)/(A/I)
= A/I ⊗R Ωn

A/R en
Ωn

(A/I)/R

Sea I un ideal de la R-álgebra A y sea d := dnA/R la derivación canónica de
orden n de A sobre R. La aplicación descrita abajo, η, es A-homomorfismo nulo
en In+1 e induce un R-homomorfismo de I/In+1 en A/I ⊗A Ωn

A/R.

η : I → A/I ⊗A Ωn
A/R

a 7−→ 1 ⊗ da
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A/R A Ωn

A/R

Denotaremos N := ⟨im(η)⟩ el A-submódulo de A/I ⊗A Ωn
A/R generado por im(η)

y β será su inclusión en A/I ⊗A Ωn
A/R.

Sea d̂ = dn(A/I)/R y sea a la clase de a ∈ A módulo I. Consideramos la R-

derivación D ∈ DernR(A,Ω
n
(A/I)/R) definida por

D : A
d−→Ωn

A/R

f−→ Ωn
(A/I)/R

a 7→d(a) 7−→ d(a)

y h : Ωn
A/R → Ωn

(A/I)/R A-homomorfismo tal que h ◦ d. Por último, denotaremos τ
el homomorfismo natural

τ : A/I ⊗A Ωn
(A/I)/R →Ωn

(A/I)/R∑
i

ai ⊗ dxi 7−→
∑
i

aid̂xi

y fijamos α = τ(1⊗ h).

Teorema 3.4.9. La siguiente sucesión es exacta:

0→ N
β−→ (A/I)⊗A Ωn

A/R
α−→ Ωn

(A/I)/R → 0 (3.5)

Demostración. Basta comprobar que α ◦ β = 0, lo cual implica im β = kerα.

Puesto que Ωn
A/R es un A-módulo, podemos identificar (A/I)⊗AΩn

A/R con el módulo

cociente Ωn
A/R/IΩ

n
A/R, con lo que N equivale a Dn(I)+Ωn

A/R/IΩ
n
A/R siendo Dn(I)

el submódulo de Ωn
A/R generado por elementos de la forma dx con x ∈ I.

Siendo β la inclusión de N = Dn(I) + Ωn
A/R/IΩ

n
A/R en Ωn

A/R/IΩ
n
A/R, para probar

la exactitud de la sucesión (3.5) es suficiente ver que existe un isomorfismo entre
coker β := (Ωn

A/R/IΩ
n
A/R)/ im β = Ωn

A/R/(D
n(I) + IΩn

A/R) y Ωn
(A/I)/R

Ωn
A/R

Dn(I) + IΩn
A/R

≃ Ωn
(A/I)/R (3.6)

Tanto Dn(I) como IΩn
A/R pertenecen al núcleo de α : Ωn

A/R/IΩ
n
A/R → Ωn

(A/I)/R,
con lo que α induce un homomorfismo

α̂ :
Ωn
A/R

Dn(I) + IΩn
A/R

−→ Ωn
(A/I)/R
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Para comprobar que este homomorfismo es un isomorfismo, empezamos por con-
siderar la siguiente R-derivación

D :
A

I
→

Ωn
A/R

Dn(I) + IΩn
A/R

a 7−→ d(a)

que está bien definida porque si a ∈ I, entonces d(a) ∈ Dn(I) ⊂ Dn(I) + IΩn
A/R.

Por la propiedad universal del módulo de diferenciales, existe un homomorfismo
τ : Ωn

(A/I)/R → A/I ⊗A Ωn
A/R

Corolario 3.4.10.

Ωn
(A/I)/R ≃

Ωn
A/R

IΩn
A/R +Dn(I)

Demostración. Esto es exactamente el isomomorfismo 3.6

Ejemplo 3.4.11. Consideremos el módulo A = R[x, y] junto con el ideal I =
⟨x2 − y3⟩ generado por el polinomio f(x, y) = x2 − y3 ∈ A, y estudiemos para
A/I = R[x, y]/⟨x2 − y3⟩ el módulo de dieferenciales de orden n = 2.

En primer lugar observamos que la base que denotábamos B0 en el lema 3.3.1 se
corresponde ahora con la base {dx, dy, d(x)d(y), (dx)2, (dy)2}. Esta es la base en la
que trabajaremos, expresando el módulo de diferenciales de segundo orden como

Ω2
A/R = A dx⊕ A dy ⊕ A dxdy ⊕ A(dx)2 ⊕ A(dy)2

La expresión de d(f) en esta base es

d(f) = d(x2 − y3) = 2x · dx− 3y2 · dy + 0 · d(x)d(y) + 1 · (dx)2 − 3

2
y · (dy)2

Podemos entender I = ⟨ x2 − y3 ⟩ ideal de A = R[x, y] generado por f como el
conjunto { g = hf | h ∈ A }. También podemos ver I como R-módulo expresando
cada g ∈ I como una suma finita de elementos de la forma xiyjf . Es decir, enten-
deremos I como el R-módulo generado por xiyjf con i, j ∈ N.

Esta interpretación resulta conveniente para trabajar con d(I), que solo cuenta
con estructura de R-módulo y no de A-módulo. Aśı, d(I) = d({g = hf |h ∈ A}) =
d({Sumas finitas de elementos xiyjf}) = ⟨d(xiyjf) | i, j ∈ N ⟩ y para calcular d(I)
basta conocer las expresiones d(xiyjf), que generan d(I) como R-módulo.
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Aplicando la regla del producto (3.1) y escribiendo d(xiyjf) como d(yjxi−1xf) o
d(xiyj−1yf) según convenga, obtenemos respectivamente las expresiones

yjxi−1d(xf) + xd(yjxi−1f) + fd(yjxi)− xfd(yjxi−1)− yjxi−1fd(x)− yjxid(f)

xiyj−1d(yf) + yd(xiyj−1f) + fd(xiyj)− yfd(xiyj−1)− xiyj−1fd(y)− xiyjd(f)

Aplicamos sucesivamente la regla del producto tantas veces como sea necesario
para eliminar las potencias y sustituimos los términos en d(xy) haciendo uso de
los cálculos ya desarrollados en la demostración de la proposición 3.2.6, que nos
daban la realción d(xy) = xd(y) + yd(x) + d(x)d(y). Llegamos aśı a una expresión
de [IΩ2

A/R + d(I)] en términos de

{fd(x), fd(y), fd(x)d(y), fd(x)2, fd(y)2} ∪ {d(f), d(xf), d(yf)}

Concluimos que
A

I
⊗ Ω2

A/R = Ω2
(A/I)/R ≃

Ω2
A/R

IΩ2
A/R +D2(I)

está generado por el A-módulo

Ω2
A/R = A dx⊕ A dy ⊕ A dxdy ⊕ A(dx)2 ⊕ A(dy)2

cocientado por

Afd(x) +Afd(y) +Afd(x)d(y) +Afd(x)2 +Afd(y)2 +Ad(f) +Ad(xf) +Ad(yf)

si lo consideramos como A-módulo, y cocientado por

A

I
d(f) +

A

I
d(xf) +

A

I
d(yf)

si lo consideramos como A/I-módulo.

Con esta última expresión, conocido Ω2
A/R basta calcular los términos d(f), d(xf)

y d(yf) para conocer también Ω2
(A/I)/R.

d(f) =2x · dx− 3y2 · dy + 0 · d(x)d(y) + 1 · (dx)2 − 3

2
y · (dy)2

d(xf) =(2x2 − y3)dx− 3xy2dy − y2d(x)d(y) + 3x+ y3x

2
(dx)2 − 3xy

2
(dy)2

d(yf) =(2xy)dx+ (x2 − 4y3)dy + xd(x)d(y) + y(dx)2 − 2y2(dy)2

Estos términos son en general fáciles de calcular porque coinciden con el desarrollo
del polinomio de Taylor.
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3.4.1. Otros resultados

En esta última sección trataremos de ir un poco más allá del caso de dos R-
álgebras A y B relacionadas mediante un R-homomorfismo f : A→ B que hemos
trabajado en la sección previa. Más precisamente, haremos una breve incursión en
el estudio de los módulos de diferenciales de orden superior cuando trabajamos
con R-derivaciones de B en M que se anulan en todo A y la forma de presentarlos
en forma de sucesiones exactas.

Comenzaremos por determinar el núcleo del homomorfismo φ presentado en el
lema 3.4.3 haciendo uso de la siquiente proposición:

Proposición 3.4.12. Dado un orden n, sea D(n) ∈ DernR(B,M) fijo y M un
B-módulo arbitrario, para cualquier a ∈ A se cumple que ρ(a) = [D(n), a] ∈
Dern−1

R (B,M) y la aplicación ρ es un elemento de Dern−1
R (A,Dern−1

R (B,M)).

ρ : A −→ Dern−1
R (B,M)

a 7−→ [D(n), a] : B −→M

b 7−→ D(n)(ab)− aD(n)(b)− bD(n)(a)

Demostración. Nos será útil notar que un elemento ∆ ∈ HomR(A,M) es deriva-
ción de orden n si, y solo si, [∆, a] es derivación de orden n − 1 para cualquier
a ∈ A, como hemos probado en el teorema 3.2.5. De hecho, esto es suficiente para
probar la primera parte de la proposición.

Para probar la segunda parte realizaremos un proceso inductivo sobre n, conside-
rando ρ : A −→ Dern−1

R (B,M) y una derivación D(n) ∈ DernR(B,M).

El caso n = 1 es trivial porque D(1)(a) = 0 ∀ a ∈ A, luego [D(1), a](b) =
aD(1)(b) + bD(1)(a) − aD(1)(b) − bD(1)(a) = 0 ∀ b ∈ B; [D(1), a] es idéntica-
mente nula para todo a ∈ A y por tanto ρ ≡ 0.

Tomamos como hipótesis de inducción que la aplicación ρ correspondiente a n−1,
que denotaremos ρ0, es tal que ρ0 ∈ Dern−2

R (A,Dern−2
R (B,M)). Nuestro objetivo

es probar que [ρ, x] ∈ Dern−2
R (A,Dern−1

R (B,M)) para todo x ∈ A, lo que equivale
a ρ ∈ Dern−1

R (A,Dern−1
R (B,M)).

Sea x un elemento fijo de A y D(n) ∈ DernR(B,M) la derivación con la que cons-
truimos ρ, entonces Dn−1 := [Dn, x] ∈ Dern−1

R (B,M). Observamos que al constuir
ρ0 a partir de esta derivación D(n−1) y aplicarlo a un a ∈ A cualquiera obtenemos
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la siguiente cadena de igualdades

ρ0(a) = [[Dn, x], a] =[Dn, xa]− x[Dn, a]− a[Dn, x]

= ρ(xa) − xρ(a) − aρ(x) = [ρ, x](a)

Como actúan igual sobre los elementos a ∈ A, deducimos que [ρ, x] = ρ0. Por
hipótesis de inducción ρo ∈ Dern−2

R (A,Dern−1
R (B,M)) y teniendo en cuenta que

Dern−2
R (B,M) ⊂ Dern−1

R (B,M) se deduce que [ρ, x] ∈ Dern−2
R (A,Dern−1

R (B,M)),
como queŕıamos ver.

[ρ, x] ∈ Dern−2
R (A,Dern−1

R (B,M))]⇒ ρ ∈ Dern−1
R (A,Dern−1

R (B,M))]

Observación 3.4.13. Si D se anula en A lo mismo se cumple para ρ(a), ya que
[D, a](b) = D(ab)− aD(b)− bD(a) = aD(b) + bD(a)− aD(b) = bD(a) = 0.

Siguiendo la notación de Nakai [5], enotaremos D̂er
n−1

R (B,M) el conjunto de
R-derivaciones de orden n de B en M que se anulan en A.

Corolario 3.4.14. Si D se anula en A entonces ρ ∈ Dern−1
R (A, D̂er

n−1

R (B,M))

Denotaremos las derivaciones que se anulen en A como δ en lugar de d, de
modo que [δ, a](b) = δ(ab)−aδ(b)− bδ(a) = δ(ab)− bδ(a). Aplicaremos el corolario
3.4.14 a la R-derivación fija δ : B → Ωn

B/R/ imφ, nula en A.

ρ : A −→Dern−1
R (B,Ωn

B/R/ imφ)

a 7−→ ρa : B −→ Ωn
B/R/ imφ

b 7−→ δ(ab)− aδ(b)

Aśı ρ es un elemento de Dern−1
R (A, D̂er

n−1

R (B,Ωn
B/A)) y existe un homomorfismo

ρ∗a : Ω
n−1
B/R/ imφ→ Ωn

B/R/ imφ tal que ρ∗a ◦ δn−1 = ρa, es decir

ρ∗ : A −→HomB(Ω
n−1
B/R/ imφ,Ωn

B/R/ imφ

a 7−→ ρ∗a : Ω
n−1
B/R/ imφ −→ Ωn

B/R/ imφ

δn−1(b) 7→ δ(ab)− aδ(b)

ρ∗ es una R-derivación de orden n − 1 de A en HomB(Ω
n−1
B/R/ imφ,Ωn

B/R/ imφ y

por tanto existe un homomorfismo h : Ωn−1
A/R → HomB(Ω

n−1
B/R/ imφ,Ωn

B/R/ imφ tal



3.4. PRESENTACIÓN DE Ωn
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que ρ∗ = h ◦ dn−1
A/R.

De las identidades ρ∗a ◦ δn−1 = ρa y ρ∗ = h ◦ dn−1
A/R se sigue que para todo a ∈ A,

b ∈ B
h(dn−1

A/R (a))(δn−a(b)) = ρ∗a(δ
n−a(b)) = ρa(b) = δ(ab)− aδ(b)

y dado que existe una biyección canónica

HomA(Ω
n−1
A/R,HomB(Ω

n−1
B/R/ imφ,Ωn

B/R/ imφ)) ≃ HomB(Ω
n−1
A/R⊗AΩ

n−1
B/R/ imφ,Ωn

B/R/ imφ)

obtenemos que en la parte de la derecha existe un σ tal que

σ(dn−1
A/R(a)⊗ δ

n−1(b)) =h(dn−1
A/R(a))(δ

n−1(b))

=δ(ab)− aδ(b)
Nos encontramos en condiciones de formular el siguiente teorema:

Teorema 3.4.15. Sean A y B R-álgebras, las siguientes sucesiones son exactas:

B ⊗A Ωn
A/R

φ−→ Ωn
B/R

j−→ Ωn
B/R/ imφ→ 0 (3.7)

Ωn−1
A/R ⊗A Ωn−1

B/R/ imφ
σ−→ Ωn−1

B/R/ imφ
ψ−→ Ωn

B/A → 0 (3.8)

Demostración. La primera sucesión es exacta por construcción (lema 3.4.3).
Para probar la exactitud de la segunda sucesión empezamos por observar que
imσ ⊂ kerψ, ya que todos los elementos de imσ son de la forma

δn(ab)− a · δn(b) = b · δn(a) = 0

Sea η : Ωn
B/R/ imφ → Ωn

B/R/ imφ/ imσ homomorfismo que cumple imσ = ker η
y, manteniendo la notación δ := δn(B/A)/R, sea D la aplicación dada por D = η ◦ δ :
B → Ωn

B/R/ imφ/ imσ.

D : B
δ−→ Ωn

B/R/ imφ
η−→

Ωn
B/R/ imφ

imσ
(= Coker σ)

Entonces D es una R-derivación de B en Ωn
B/R/ imφ/ imσ de orden n verificando

D(a) = 0 y por tanto Da − aD = 0 para todo a ∈ A. Aśı, para todo elemento
b ∈ B

(Da− aD)(b) =D(ab)− aD(b) = η ◦ δ (ab)− a · η ◦ δ (b)
=η((δa− aδ)(b)) = η(σ(dn−1

A/R(a)⊗ d
n−1
B/R(b))) = 0

D es entonces una A-derivación contenida en D̂er
n

R(B,Cokerσ) donde por defini-

ción Coker σ =
Ωn

B/R
/ imφ

imσ
.

Sea g el B-homomorfismo de Ωn
B/A en Cokerσ =

Ωn
B/R

/ imφ

imσ
tal que g ◦ δnB/A = D.
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Ωn
B/R

B Ωn
B/A

Cokerσ

δ

δn
B/A

D
g

Consideramos un elemento de kerψ de la forma
∑

i bi·δ(βi) con bi, βi ∈ B para todo
i ∈ I. Como

∑
i bi · δ(βi) ∈ kerψ, de la igualdad ψ (

∑
i bi · δ(βi)) = 0 deducimos

0 =
∑
i

bi·d(βi) =
∑
i

bi·δnB/A(βi) =
∑
i

bi·D(βi) =
∑
i

bi·ηδ(βi) = η

(∑
i

bi · δ(βi)

)

Con esto probamos que
∑

i bi · δ(βi) ∈ ker(η) = imσ y dado que sabemos por el
lema 3.4.3 que ψ es sobreyectiva, queda probada la exactitud de 3.8.

Pasando al dual, obtenemos inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 3.4.16. Sea D̂er
n

R(B/A)) el submódulo de DernR(B) formado por todos
los elementos D ∈ DernR(A) tal que D(a) = 0 para todo a ∈ A. Definiendo τ por
τ(D) = Da− aD para todo a ∈ A, son exactas las dos sucesiones siguientes:

0→ D̂er
n

R(B/A), B)→ DernR(B,B)
φ∗
−→ DernR(A,B) (3.9)

0→ DernA(B,B))→ D̂er
n

R(B/A))
τ−→ Dern−1

R (A, D̂er
n−1

R (B/A))) (3.10)



Apéndice A

Lema de la Serpiente

Lema A.0.1 (Lema de la serpiente).

M1 M2 M3

N1 N2 N3

f1

u1

f2

u2 u3

g1 g2

Sea el diagrama superior un diagrama conmutativo de homomorfismos de A-módu-
los con sucesiones exactas en sus filas. Entonces hay una única extensión del dia-
grama a un un nuevo diagrama conmutativo como sigue, donde las sucesiones
verticales son sucesiones exactas natirales asociadas a u1, u2, u3:

keru1 keru2 keru3

M1 M2 M3

N1 N2 N3

cokeru1 cokerU2 cokerU3

f ′1 f ′2

f1

u1

f2

u2 u3

g1 g2

g1 g2

Se cumplen además las siguientes propiedades:

1. f ′
2 ◦ f ′

1 = 0 y g2 ◦ g1 = 0

2. Si g1 es inectiva, entonces la fila superior es una sucesión exacta.

3. Si f2 es sobreyectiva, entonces la fila de abajo es una sucesión exacta.
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4. Sea g1 inyectiva y f2 sobreyectiva. Entonces existe un homomorfismo de A-
módulos d : keru3 → cokeru1 que se define de la siguiente manera:
Tomamos x3 ∈ keru3 ⊂M3 y elegimos una de sus preimágenes por f2, x2 ∈
M2. Entonces u2(x2) ∈ ker g2 = Img1 y hay algún y1 ∈ N1 tal que g1(y1) =
u2(x2), con lo que hacemos corresponder d(x3) con la clase de residuos y1 de
y1 en cokeru1.

5. En las condiciones del apartado anterior, las sucesión exactas de (2.) y (3.)
dan lugar a la siguiente sucesión exacta:

keru1 keru2 keru3

cokeru1 cokeru2 cokeru3

f ′1 f ′2

d

g1 g2



Apéndice B

Existencia y unicidad del
producto tensorial

Para probar la existencia y unicidad del producto tensorial empezamos justifi-
cando que, caso de existir, este es único. Suponiendo conocidos todos los tensores
x⊗y enM⊗RN con x ∈M , y ∈ N , veamos que es posible reconstruir la aplicación
natural τ :

Lema B.0.1 (Unicidad). Los productos tensoriales quedan determinados por la
propiedad universal de manera única salvo isomorfismos.

Demostración. Supongamos que existen dos productos tensoriales deM y N sobre
R que verifican la propiedad universal, llamémoslos τ y τ ′:

τ :M ×N −→ T τ ′ :M ×N −→ T ′

Puesto que τ ′ es bilineal, la propiedad universal apicada a τ asegura que existe
una única aplicación R-lineal φ : T → T ′ tal que τ ′ = φ ◦ τ .

Análogamente, existe una única ψ : T ′ → T R-lineal tal que τ = ψ ◦ τ ′.

Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo:

M ×N T

T ′

τ

τ ′
φ

ψ

Aplicando la propiedad universal al primero de los productos tensoriales, conside-
rando que la aplicación τ :M ×N → T es R-bilineal, obtenemos

idT ◦τ = τ = ψ ◦ τ ′ = ψ ◦ (φ ◦ τ) = (ψ ◦ φ) ◦ τ
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de modo que tanto ψ ◦ φ como idT hacen el diagrama conmutativo. La unicidad
garantizada por la propiedad universal permite deducir ψ ◦ φ = idT .
Análogamente, de la cadena de igualdades

idT ′ ◦τ ′ = τ ′ = φ ◦ τ = φ ◦ (ψ ◦ τ ′) = (φ ◦ ψ) ◦ τ ′

se deduce φ ◦ ψ = idT ′ .

Observación B.0.2. Sean M , N módulos de generación finita sobre el anillo R,
no necesariamente libres. Sean (m1, ...,mk), (n1, ..., nl) generadores de M y de N ,
respectivamente. Entonces {mi⊗nj}i,j es un conjunto de generadores deM⊗RN y
para determinar los valores de una aplicación bilineal φ :M ×N → P cualquiera,
basta conocer los valores de φ(mi, nj) para i ∈ {1, ..., k}, j ∈ {1, ..., l} y extender
linealmente la aplicación:

φ(r1m1 + ...+ rkmk, s1n1 + ...+ slnl) =
r∑
i=1

s∑
j=1

risj · φ(mi, nj)

Ahora bien, no podemos elegir los φ(mi, nj) de manera totalmente arbitraria, por-
que si los módulos no son libres existen relaciones entre los generadores que φ debe
respetar. Aśı, si se diera la relación 2s1+3s2 = 0 en M , tendŕıamos que exigir que
se verificase 2φ(m1, nj) + 3φ(m2, nj) = 0 para todo j ∈ {1, ..., l}. De ah́ı surge la
necesidad a la hora de construir el producto tensorial de tomar el submódulo gene-
rado por todas las relaciones y considerar únicamente las aplicaciones lineales que
se anulan en él, dando lugar a la expresión del producto tensorial como cociente
que veremos en la demostración de la siguiente proposición.

Proposición B.0.3 (Existencia). Para cualquier pareja de M , N R-módulos ar-
bitrarios, existe el producto tensorial T =M ⊗R N .

Demostración. Consideramos RM×N :=
∏

(m,n)∈M×N R(m,n) el R-módulo de las
combinaciones lineales finitas de elementos de M ×N , compuesto por sumas de la
forma

r1(m1, n1) + ...+ rk(mk, nk)

con k ∈ N, r1, ..., rk ∈ R y (mi, ni) ∈ M × N para i = 1, ..., k distintos dos a
dos. Podemos interpretarlo como el conjunto de aplicaciones de M ×N en R que
toman valores nulos para casi todo elemento, considerando que el valor que toma
(mi, ni) en cada uno de los i = 1, ..., k es el ri correspondiente. Siguiendo esta idea,
denotaremos el módulo por R(M×N)

R(M×N) :=
⊕

(m,n)∈M×N

R(m,n)
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Todos los elementos (m,n) ∈ M × N son independientes en R(M×N), ya que
al tratarse de una suma directa de copias de R lo que tenemos es una base
{(m,n)}(m,n)∈M×N del módulo R(M×N). Para construir el producto tensorial te-
nemos que añadir algunas relaciones que transformen las combinaciones lineales
en combinaciones bilinales. Aśı, consideramos S ⊂ R(M×N) el submódulo generado
por las expresiones del tipo

(m+m′, n)− (m,n)− (m′, n)

(m,n+ n′)− (m,n)− (m,n′)

(rm, n)− r(m,n)
(m, rn)− r(m,n)

donde r ∈ R, m,m′ ∈ M , n, n′ ∈ N . Esta es la menor clase módulo S o menor
submódulo de R(M×N) tal que las clases de residuos [(m,n)] en el cociente RM×N/S
adquieren la propiedad universal de los tensores.

Fijando T = R(M×N)/S, la aplicación canónica τ : M × N −→ T que env́ıa
el par (m,n) a la clase de residuos [(m,n)] ∈ T es R-bilineal por construcción.
Para comprobar que T junto con la aplicación τ es un producto tensorial de M y
N sobre R, verificamos que se cumple la propiedad universal del producto tensorial:

Sea Φ : M × N −→ E aplicación R-bilineal y sea φ̂ : R(M×N) → E la aplicación
R-lineal asociada tal que φ̂([(m,n)]) = Φ(m,n) para la base (m,n) ∈ R(M×N);
cuyos valores para el resto de R(M×N) se obtienen por extensión R-lineal.

φ̂(r1[(m1, n1)] + ...+ rk[(mk, nk)]) = r1Φ(m1, n1) + ...+ rkΦ(mk, nk)

La R-bilinealidad de Φ asegura que ker φ̂ contiene todos los elementos generadores
de S ⊂ ker φ̂ considerados anteriormente, de modo que φ̂ induce una aplicación
R-lineal bien definida φ : R(M×N)/S → E tal que Φ = φ ◦ τ .

τ :M ×N R(M×N) R(M×N)/S

E
ϕ

φ̂
φ

Por último, observamos que φ queda uńıvocamente determinado por la relación
Φ = φ ◦ τ . En efecto, la clases de residuos [(m,n)] para (m,n) ∈ M × N genera
R(M×N)/S como R-módulo y resulta

φ([(m,n)]) = φ(τ(m,n)) = Φ(m,n)

de modo que φ([m,n]) es conjunto de generadores de T = R(M×N)

S
, con lo que φ

queda uńıvocamente determimado y T también es único. Se satisface la propiedad
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universal, por lo que concluimos que el módulo T considerado con la aplicación τ
es un producto tensorial.

En la práctica rara vez se utiliza la construcción dada en la demostración porque
suele ser más útil obtener la información necesaria de la propiedad universal.
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