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Introduccion

Este Trabajo Fin de Grado estda motivado por el estudio de las derivaciones y
la diferencial sobre un médulo al observarlas desde el punto de vista algebraico. En
particular nos centraremos en el estudio del mddulo de diferenciales de orden N,
generalizacion del llamado mddulo de diferenciales de Kdahler que debe su nombre
al matematico aleman Erich Kdhler (1906-2000).

En este contexto, una R-derivacién se define como un R-homomorfismo que va
de un R-algebra A a un A-médulo M y cumple cierta propiedad que denominamos
regla del producto, extension de la conocida como Regla de Léibniz para deriva-
ciones de primer orden. Las definiciones para derivaciones de primer orden y de
orden arbitrario aparecen recogidas en y respectivamente.

Dados un R-algebra A y un A-médulo M, recordamos que una R-derivacién de
primer orden D € Derg(A, M) cumple la regla de Léibniz

D(f-g)=f-D(g)+g-D(f) VfgeA

Se puede generalizar la regla anterior de la siguiente manera: Sea A una R-
algebra y M un A-mé6dulo, una R-derivacion de orden n D € Der'y (A, M), cumple
la regla de Leibniz generalizada

D(zozy...2,) = z:(—l)k_1 Z Tiy - Xy, D(xg.. &gy oo Ty y) V20, eyt € A
k=1 i< <

Respecto al mddulo de diferenciales de Kdhler, que habitualmente denotamos
Q' este se define mediante la propiedad universal segin la cual QY /i €8 €l
modulo de diferenciales de Kdhler de A sobre R si para cada A-mddulo M y para
cada R-derivacién D : A — M existe una unica aplicacién A-lineal ¢ : QY M
tal que el diagrama mostrado a continuacion es conmutativo:

da/r
S Q,lax/R
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De forma natural, la generalizacion del modulo de diferenciales de Kahler también
se define mediante una propiedad universal, definida en [3.2.1}

El par (QZ/R, d’j‘/R) cumple la propiedad universal del modulo de diferenciales
de orden n € N si para cada R-derivacion D : A — M de orden n eziste una unica
aplicacion A-lineal ¢ : QZ/R — M tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

>Q2/R

El grueso de este documento consiste en desarrollar de forma rigurosa todos
los elementos necesarios para definir el modulo de diferenciales de orden n, probar
su unicidad y dar una construccién del mismo. Haremos esto trabajando primero
con derivaciones de primer orden, correspondientes al modulo de diferenciales de
Kahler, para poder apoyarnos en conceptos ya vistos en este caso mas sencillo a
la hora de generalizarlo a érdenes superiores.

No obstante, una vez construido el andamiaje tedrico tiene sentido tratar de estu-
diar algunas propiedades de los médulos de diferenciales. En este caso nos ocupa-
remos de propiedades relativas a como las transformaciones de los anillos y R-alge-
bras sobre los que construimos las derivaciones afectan al médulo de diferenciales,
asi como de dar una presentacion del mddulo de diferenciales de orden n de A
sobre R en forma de sucesion exacta. Veremos que en ocasiones tener en cuenta
estas propiedades nos va a permitir simplificar el calculo de médulos de diferencia-
les a priori més complejos expresandolos en términos de modulos de diferenciales
sencillos de calcular. Todos estos resultados complementarios a la construccion del
modulo de diferenciales se encuentran recogidos en las secciones [2.3| Propiedades
de los médulos de diferenciales, . Presentacion de V) y Otros resultados.

Naturalmente ilustraremos todos los desarrollos tedricos con algunos ejemplos de
calculo aplicados a los casos mas sencillos, con el fin de acompanar las construccio-
nes teoricas y facilitar su comprension. En general el R-modulo elegido para estos
ejemplos es el anillo de polinomios sobre R en una o varias variables. Asi, pode-
mos encontrar en el ejemplo una descripcién del maddulo de diferenciales de
Kahler en el caso en que el médulo A es un anillo de polinomios en varias variables,
que ampliamos en el ejemplo describiendo cémo es el modulo de diferenciales
de Kdhler cuando lo consideramos sobre el moédulo resultante de tensorizar dos
anillos distintos de polinomios en varias variables sobre un mismo anillo R.
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En el tercer capitulo, que trata la generalizacion del moédulo de diferenciales, de-
dicamos la seccién a ver cémo en el caso de anillos de polinomios {27 /R resulta
ser un modulo libre. Asimismo, desarrollamos el calculo de los coeficientes que
expresan D(f) en distintas bases cuando D es una R-derivacién de orden n sobre
A= RJt]y f € A= RJ[t]. Por dltimo trabajamos al final de la seccién 3.4 el ejem-
plo [3.4.11] donde tomamos A = R[z,y], I ideal de A y buscamos una expresién
de Q?A /1R Para e.llo en l‘ugar de hacer la construccion de Q?A /DR siguiendo el
planteamiento tedrico inicial, nos apoyamos en €27 /g POI ser este un modulo mas
sencillo y con el que ya hemos trabajado.

Veamos cémo estan organizados los contenidos en el documento:

Debido al caracter optativo de la asignatura de algebra conmutativa, dedicamos
el primer capitulo, [1], a recopilar brevemente los principales conceptos necesarios
para definir y trabajar con moédulos de diferenciales. Tomaremos como referencia
bibliografica el libro de Bosch[l] y notas de clase de Andreas Gathman[3]. Vere-
mos en primer lugar las definiciones de moédulos y submdédulos, R-algebras y sus
respectivos morfismos (seccién [L.1). Ademés haremos algunas observaciones res-
pecto a situaciones que se repetiran constantemente a lo largo del trabajo y en las
que no haremos més hincapié, como son la posibilidad de obtener un R[z]-mé6dulo
a partir de un anillo dado R o la de dotarlo de estructura de algebra a través
de un homomorfismo estructural. Recogemos también el teorema fundamental de
homomorfia, algunas construcciones con médulos y losconceptos de suma directa,
sistema de generadores, base y médulo libre.

Es natural hablar a continuacién de sucesiones exactas (seccién , lo que nos
permite trabajar con aplicaciones lineales entre moédulos. Nos limitaremos a defi-
nir las sucesiones exactas, exactas cortas y exactas cortas escindidas; asi como el
contcleo y el concepto de presentacion finita de un modulo. Queda recogido al fi-
nal del documento el conocido como Lema de la serpiente, en forma de apéndice[A]

Concluimos este capitulo presentando los tensores (seccién , con lo que podre-
mos identificar las aplicaciones bilineales con partida en M x N con aplicaciones
lineales con partida en el médulo producto tensorial M ® N. Daremos la defini-
cion de tensor a través de una propiedad universal y probaremos seguidamente la
existencia y unicidad del médulo que verifica esta propiedad. Para favorecer la cla-
ridad de la exposicién en este capitulo introductorio, esta demostracién realizada
en detalle aparece recogida en el apéndice [Bl S{ mantenemos aqui algunos otros
resultados ttiles como los teoremas de isomorfia y los que se deducen de ellos.
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En el segundo capitulo, [2], estudiaremos el médulo de diferenciales de pri-
mer orden (mddulo de diferenciales de Kdahler) que generalizaremos en el tercer y
ultimo capitulo. Empezaremos dando la definicion de derivacion de primer orden,
caracterizandola a través de la propiedad de Leibniz (seccién . En este capitulo
nos apoyamos tanto en el libro de Fisenbud [2] como en un paper de Y. Nakai, On
the theory of differentials in commutative rings[4].

Ya en la seccién 2.2 definimos el médulo de diferenciales de primer orden a través
de la propiedad universal mencionada anteriormente en esta introduccion. Si
bien la prueba de unicidad es bastante inmediata, como se muestra en [2.2.2] la
prueba de la existencia requiere realizar una construccion de manera algo elabo-
rada.

Dotamos A®pr A de estructura de A-algebra definiendo un producto interno, [2.2.3
y consideraremos el homomorfismo de anillos p : A ®p A — A descrito en [2.2.5
Obtenemos asi J := ker i, que podemos considerar como A-mddulo o como ideal de
A ®pg A seglin nos convenga como se demuestra en m y consideramos J/J3%, que
puede ser entendido como (A® g A)-médulo o como (A®xA)/I-médulo (ver[2.2.9).

La proposicién junto con el corolario proporcionan una R-derivacion
d: A — 7/3% Comprobamos en el teorema que el par (J/3% d) cumple
la propiedad universal del médulo de diferenciales, con lo que concluye la demos-
tracion constructiva de la existencia del modulo de diferenciales de primer orden.
Para facilitar la comprension de esta construccion, ilustraremos brevemente el caso
en que el médulo es un anillo de polinomios en varias variables; es el ejemplo[2.2.13]

Finalizamos el capitulo con la seccién [2.3] observando algunas propiedades intere-
santes del médulo de diferenciales de Kéhler, relativas a la relaciéon entre médulos
de diferenciales cuando tenemos en cuenta las relaciones entre los médulos sobre los
que estan construidos o consideramos el médulo de diferenciales tensorizado con

otro médulo. Més concretamente veremos qué ocurre cuando la R-algebra A indu-
ce morfismo de anillos de R en R en [2.3.1] probaremos en que un morfismo
de R-algebras f: A — B da lugar a la sucesién canodnica exacta de B-mdédulos

9114/1% ®a4 B —> Q}B/R — Q}B/A — 0 (1% sucesion exacta fundamental)
que se puede extender por la izquierda como vemos en [2.3.4
I/I? — QYp®a B — Qpp — 0 (2% sucesion exacta fundamental)

Terminamos esta seccién con la prop. [2.3.5, donde probamos que dadas R-algebras
Ay B existe un isomorfismo canénico de (A ®g B)-mddulos de (2, ®r B) &
(A®gr Q}B/R) en Q%A(@RB)/R; resultado que ilustramos con el ejemplo .
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Por 1ltimo estudiaremos el caso general, el modulo de diferenciales de orden n
apoyandonos en otro de los papers publicados por Y.Nakai, High order derivations
[5]. Para ello definimos en la seccién las derivaciones de orden n 'y pasamos a
caracterizar el modulo de diferenciales de orden n y su derivacién asociada en la
seccion [3.2] de nuevo a través de una propiedad universal En este caso tras
la prueba de unicidad tendremos que definir el operador corchete |3.2.3;

[hyal|=hoa—aoh—h(a) ¥V hé&€Homgr(A M), ac A

La utilidad de este operador estd en que, como probaremos en el teorema [3.2.5]
D € Hompg(A, M) es una R-derivacién de orden n si, y solo si, para cuaquier n-
upla de elementos xy, ..., xz,, € A se verifica [...[[D, 1], xa]..., ] = 0.

Estudiando el comportamiento de este operador al actuar sobre derivaciones de
orden superior, llegaremos a probar que la generalizacion natural de los conceptos
vistos al trabajar con derivaciones de primer orden cumple la propiedad universal

del mddulo de diferenciales de orden n (corolario [3.2.9)).
(s dayr) = (3/37H,d™)

En la seccién estudiaremos el caso particular del médulo de diferenciales de
orden n cuando el R-mdédulo sobre el que se trabaja es anillo de polinomios en R,
caso en el que veremos que el médulo de diferenciales de orden n es un mddulo
lebre. Limitandonos a polinomios de una variable por ser el caso mas sencillo, bus-
caremos obtener la expresion de los coeficientes que permiten expresar de manera
unica los elementos del médulo de diferenciales como combinacion lineal de los
elementos de cada una de las dos bases que consideramos.

A continuacion, en la seccién [3.4] volveremos al estudio de las propiedades del
modulo de diferenciales ahora para oden n arbitrario. Nos cenimos al caso en
que A y B son R-dlgebras relacionadas mediante un homomorfismo f : A — B.
Llegaremos a dar una presentacion finita del médulo Q%/R cuando B = A/I (A
cocientado por un ideal) como muestra el teorema |3.4.9|

y en el corolario [3.4.10] damos una expresion alternativa de QZ‘A ID/R
n N Ok
A/l)/R — n n
WDIR= 108 5 + D™(I)

que ilustramos a través del ejemplo [3.4.11]

Finalmente aprovecharemos en la subseccién resultados ya vistos para enun-
ciar y probar unas ultimas propiedades de {2 /R cuando se aplica a R-derivaciones
que se anulan en A y la exactitud de sucesiones construidas sobre el médulo 2%, /R
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Capitulo 1

Conceptos previos

Recogemos en este capitulo algunos conceptos que manejaremos a lo largo de to-
do este trabajo. Como primera observacién, los resultados expuestos se desarrollan
en el contexto del dlgebra conmutativa, por lo que consideraremos siempre anillos
conmutativos con unidad sin necesidad de mencionarlo explicitamente. Ademés,
para referirnos a los anillos, adoptaremos en general la nomenclatura R tomada
del ingés ring, reservando A para las algebras.

Dada la importancia de asegurar que las sumas son finitas, a menudo usaremos la

expresion “para casi todo”o “casi siempre”, que abreviaremos p.c.t. o c.s. con el
significado “para todos excepto una cantidad finita de valores”.

1.1. Mobdulos

Definicién 1.1.1. Sea R un anillo, un R-mdédulo es un conjunto M dotado de dos
operaciones:

» Suma interna s Producto externo
Mx M— M RxM—M
(m,n) — (m+n) (rym) — (r-m)

Estas operaciones deben cumplir las siguientes condiciones:
1. (M,+) es grupo abeliano
2. Distributividad de la suma con respecto al producto en M y en R:
(r4+s)-m=r-m+s-m para todor,s € R, m € M.

r-(m+n)=r-m-+r-nparatodor € R, m,n € M.

11
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3. Asociatividad del producto

(r-s)-m=r-(s-m) paratodor,s € R, me M.

4. 1g -m = m para todom € M

Ejemplo 1.1.2.

1. Si R es un cuerpo, la definicién de R-médulo coincide con la de R-espacio
vectorial.

2. R* = {(r1,...,rn) : T1,...,7n € R} considerado con la suma componente a
componente y la multiplicacion por escalares es un modulo.

De forma mas general, el producto de dos R-médulos M x N considerado con
la suma componente a componente y la multiplicacién por escalares también
tiene estructura de R-moédulo. Nos referimos a este modulo y cualquiera iso-
morfo a él como maddulo libre de rango n.

Definicién 1.1.3. Sea M un R-médulo. Un subgrupo N C M es submddulo de M
sir-n € N paratodor € R, n € N. En particular, N es un R-moédulo considerado
con la suma y el producto heredados de M.

Observacién 1.1.4. Sea R un anillo, podemos considerarlo como R-médulo. En-
tonces por definiciéon un submdédulo de R como médulo es lo mismo que un ideal
I de R como anillo y el anillo cociente R/ es a su vez un R-mddulo.

Definicién 1.1.5. Sean M, N R-médulos y ¢ : M — N aplicaciéon entre ellos; ¢
es un homomorfismo de R-mddulos o aplicacién R-lineal si cumple:

1. o(m+n) = p(m) + ¢(n) para todo m,n € M
2. o(r-m)=r-p(m) para todor € R, m € M.
Ejemplo 1.1.6.

1. Sea I un ideal de R, la aplicacién de R en R/I que envia cada r € R a su
clase 7 es un homomorfismo sobreyectivo de R-modulos

2. Sea M un R-médulo, los siguientes homomorfismos son inversos el uno del
otro, con lo que Hompg(R, M) ~ M.

Hompg(R, M) — M M — Hompg(R, M)
w0 — (1) m— R — M
r o—sa-m
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Observacién 1.1.7. Sea R un anillo, podemos interpretar un R[z]-médulo M
como el R-médulo M considerado con el homomorfismo de R-mddulos

po: M — M

mr——xT-m

Sea M un R-médulo y ¢ : M — M un homomorfismo de R-mdédulos, podemos
dotar M de estructura de R[z]-mddulo tomando x - m := ¢(m)

Observacién 1.1.8. Sea ¢ : M — N un morfismo de R-mdédulos. Entonces
kerp:={me M : o(m) =0}
es el nicleo de ¢ y es un submoédulo de M.
Imy := (M) = {p(m) : m € M}

es la imagen de ¢, y es un submodulo de N.

Definicién 1.1.9. Sea R un anillo. Una R-dlgebra es un anillo A con estructura
de R-modulo tal que se verifica

re(xey)=(r-z)-y=x-(r-y)

para todo r € R, x,y € A. Nétese que estamos usando el simbolo - para denotar
tanto la multiplicacién dentro del anillo como la multiplicacién por escalares en A.

Definiciéon 1.1.10. Un morfismo de R-dlgebras A — B es una aplicacion entre
R-algebras que conserva las estructuras de médulo y anillo de A y B.

Observacién 1.1.11. Dado cualquier homomorfismo de anillos ¢ : R — A, po-
demos ver A como una R-algebra a través de ¢ tomando r-a := ¢(r) - a para todo
re R, a€ A.

Reciprocamente para cualquier R-algebra A como en la definicién, la aplicaciéon
¢ define un homomorfismo de anillos tal que la estructura como R-dlgebra de A
coincide con la estructura inducida por ¢ (siendo 14 es el elemento unidad de A).

p:R— A
7”—)’/“'1,4
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Para dotar el anillo A de estructura de R-algebra es suficiente dar un homo-
morfismo R — A, al que nos referiremos como homomorfismo estructural. Desde
este punto de vista un homomorfismo entre las R-dlgebras dadas por R — A,
R — B es un homomorfismo de anillos A — B compatible con el homomorfismo
estructural en el sentido de que el siguiente diagrama es conmutativo:

A\R/B

Ejemplo 1.1.12. Sea R un anillo, el anillo de polinomios R[zy, ..., z,| considerado
con la inclusién de R en Rz, ...,z,| como homomorfismo de anillos es una R-
algebra.

Tomando cualquier ideal I < R se verifica que el cociente R[zq,...,x,]/] también
es una R-algebra, a la que llamamos dlgebra de tipo finito sobre R.

Sea M un R-médulo y N C M un submédulo, nos planteamos la construccién
de la clase de residuos médulo M/N. Esta consiste en las clases por la derecha
m + N de N donde m varia en M, que por trabajar con anillos conmutativos
coincidiran con las clases por la izquierda.

M/N es grupo abeliano con la operacién (z + N) + (y + N) = (x +y) + N
para x,y € M; y es un R-mdédulo si tomamos como multiplicaciéon por escalares
r(z+ N) = (rz)+ N parar € R,z € M. Las leyes de composicién quedan bien
definidas, y la aplicaciéon candnica 7 es un morfismo de R-mdédulos que verifica la
propiedad universal enunciada a continuacion.

m: M — M/N
m——m+ N

Teorema 1.1.13 (Teorema fundamental de homomorfia). Sea M un R-mddulo
y N C M un submddulo. Si o : M — M’ es un morfismo de R-mddulos que
satisface N C ker g, entonces eziste un unico homomorfismo de R-mddulos ¢’ :
M/N — M’ tal que el siguiente diagrama es conmutativo.:

M —2 5 M

M/N

Ademds se verifica que ¢’ es inyectiva si, y solo si, N = ker ¢; ¢’ es sobreyectiva
si, y solo si, @ es sobreyectiva.
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Demostracion. Exigimos ¢’ o w(m) = p(m) para todo m € M, con lo que necesa-
riamente ¢'(m + N) = ¢(m) para cada m € M. Si my + N = my + N, entonces
my —mg € N y por tanto ¢(m; — mgy) = 0. De la R-linealidad de ¢ se deduce
©(my1) = ¢(msy) y la aplicacién ¢’ estd bien definida.

¢’ es un homomorfismo de R-mddulos por las propiedades heredadas de :

P (r(m+N))=¢'(rm+N)=p(r-m)=r-p(m)=r-¢(m+N)
@' ((m1+ N) + (ma 4+ N)) = ¢'((m1 +mg) + N) = @(my +my)
= p(m1) + (ma) = ¢'(m1 + N) +p(ma + N)

donde tomamos m,my,my € My r € R.
Caso de existir otro homomorfismo de R-mddulos ¢” que hiciera conmutativo el
diagrama, tendriamos ¢” o™ = ¢ = ¢’ o T y en consecuencia ¢’ = ¢’, con lo que

se verifica la unicidad.
O

Definicién 1.1.14.

= Sea (m;);e; una familia de elementos de M. Entonces el submédulo de M
generado por (m;);cr, minimo de M que contiene todos los m;, es

ZR~mZ~: {Zrimi:m e R, r; :00.3.}

i€l i€l

Si existe un conjunto finito my, ...,m, € M tal que M = >" | R-m;, deci-
mos que M es de tipo finito o de generacion finita.

= Sea (N;) una familia de submédulos de M. Entonces la suma de los submédu-
los N; de M es el submodulo N C M:

NIZN,L = {annl GN,HZ‘:OC.S.}

i€l el

Si para cada n € N su representacion en la forma n = )., n; con n; € N
es Unica, decimos que se trata de una suma directa.

N=EN; < Nin (ZN]) = {0}

icl i

El segundo ejemplo comentado en [1.1.2) el mddulo libre de rango n, corres-
ponde a la suma directa R" = @, R - ¢;.
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= Dados dos R-mddulos M, N, el conjunto de los homomorfismos de R-mdédulos
entre M y N, Homg(M,N), es también un R-médulo. Basta considerar
la estructura de R-mddulo de N para observar que la suma arbitraria de
aplicaciones M — N y sus productos escalares con constantes en R estan
bien definidos.

Definicién 1.1.15. Sea M un R-mdédulo. Una familia {m;};c; de elementos de
M es libre si dados coeficientes arbitrarios r; € R casi todos nulos, la ecuacion
Y icrTi-m; =0 implica r; =0 Vi€ I.

Una base es un sistema libre de generadores de un modulo. Asi, una base es una
familia de elementos {m;};c; no todos nulos tales que todo m € M admite una
representacion unica de la forma m = Zie ; Tim; con coeficientes 7; € R nulos para
todos excepto una cantidad finita de ¢ € [.

Decimos que M es un maddulo libre si admite base, lo cual no siempre estd garan-
tizado.

Ejemplo 1.1.16. Si [ < R es un ideal no trivial de R, entonces para ninguna
familia {mi}ie{lwn} de elementos de R/I puede existir un isomorfismo

p:R"— R/I
(P1y ey Tn) —> 7121 + oo + Ty

porque (0, ...,0) = ¢(r,0, ...,0) para todo r € I. En consecuencia no hay unicidad
en la representacion de los elementos de R y por tanto R/I nunca es un R-médulo
libre siendo I un ideal no trivial.

Obtenemos inmediatamente ejemplos de mdédulos conocidos que no son libres, como
puede ser Z/nZ o la clase de residuos de un anillo de polinomios considerada con
el ideal generado por un polinomio f € R|x], es decir R[x]/(f).

Observacién 1.1.17. En la segunda parte del ejemplo hemos visto que
llamamos mddulo libre de rango n a todo M ~ R" = " | R-e;. Como su nombre
sugiere, la existencia de una base de M con n elementos es condicion necesaria y
suficiente para que M sea modulo libre de rango n.

1.2. Swucesiones exactas

Definicién 1.2.1. Una sucesién exacta de R-mddulos es una cadena de morfismos
de R-modulos tal que para cada posicion n se verifica Imf,,_; = ker f,,.

KLY VLN, VLN VPIELL
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Definicién 1.2.2. Hablamos de sucesiones exactas cortas cuando f es inyectiva,
Imf = kerg y g es sobreyectiva en la siguiente situacion:

0->M LML M o0
Ejemplo 1.2.3. Para todo morfismo R-lineal f : M — N se verifica que

0= ker f — M L Imf — 0 (1.1)

En una sucesién exacta corta podemos ver M’ como un submoédulo de M a través
de f. El Teorema fundamental de homomorfia|l.1.13|asegura entonces que g induce

~

un isomorfismo M /M’ — M".
Reciprocamente, todo submédulo N C M da lugar a la sucesion exacta corta

0—N-—M-—M/N—0 (1.2)

Es posible obtener sucesiones exactas cortas a partir de la suma de dos R-
modulos My M”, es decir,

0O—M —MeM —M —0 (1.3)

donde M" — M’ @& M" es la aplicacién inyectiva canénica y M' & M" — M" es
la proyeccion sobre la segunda componente. Tales sucesiones son prototipos de las
llamadas sucesiones exactas escindidas.

Definicién 1.2.4. Una sucesion exacta corta de R-moédulos
0O—-M —->M-—>M"—0
escinde si es isomorfa a una del tipo
0O—M —MoeM —M —0

en el sentido de que existe un isomorfismo M’ @ M” = M que hace el siguiente
diagrama conmutativo:

0 s M’ s M e M —— M" —— 0
H | H
0 s M’ s M s M" —— 0

Observacién 1.2.5. Para que una sucesién exacta corta sea escindida es suficiente
que g admita una seccidn, es decir, un morfismo de R-médulos s : M” — M tal
que g o s = Idy».
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Necesariamente s serd inyectiva y podremos identificar M” con su imagen, con lo
que M" serd submoédulo de M. Viendo también M’ como submédulo de M obte-
nemos M'NM" =0y M = M’ + M", luego el morfismo es exacto en M. Como
consecuencia, M = M’ @& M" y la sucesién exacta de arriba es isomorfa a nuestro
prototipo de sucesién exacta escindida [1.3]

De manera similar se prueba que una sucesion exacta corta es escindida siempre
que f admita una retraccion, es decir, un morfismo de A-médulos r : M — M’ tal
que ro f =idypy.

En este caso kerr se identifica con M” a través de g y, de forma analoga a lo
anterior, se obtiene que M = M' & M".

Definicién 1.2.6. Para cualquier morfismo de R-mdédulos f : M" — M podemos
considerar la construccién del llamado condicleo, coker f := M/im f, gracias al
cual de cada morfismo f podemos obtener la sucesion exacta natural

0—>kerf—>M’i>M—>cokerf—>0

Conocidas las sucesiones exactas, podemos volver brevemente a los mddulos
para dar una ultima definicién.

Definicién 1.2.7. Sea M un R-médulo. Decimos que M es de tipo finito o fini-
tamente generado si para algin n € N existe una sucesion exacta

R"— M — 0
En ocasiones cometemos cierto abuso y decimos que R-mddulo finito.

M es de presentacion finita si existe una sucesion exacta, a la que nos referiremos
como presentacion finita de M, que sea de la forma

R R"—> M—=0
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1.3. Tensores

Definicién 1.3.1. Dados R-médulos M, N y E sobre un anillo R, una aplicacion
¢ : M x N — E es R-bilineal si las siguientes aplicaciones son R-lineales para
todome M, n e N:

¢(m,): N — E o(,n): M — FE
2z — ¢(m, z) 2z —> ¢(z,n)
Esto es, cada una de ellas define un morfismo de R-mddulos.
Definicién 1.3.2. Dados R-médulos M, N sobre un anillo R, el producto ten-

sorial de M, N sobre R es un R-médulo 7' junto con una aplicacion bilineal
T: M x N +— T que cumple la siguiente propiedad universal:

Para cada aplicacion R bilineal ¢ : M x N — E existe una unica aplicacion R-
lineal p : T +— FE tal que ¢ = p o T, es decir, tal que el siguiente diagrama es
conmutativo:

MXN%T

(bl L// @
E

Observacién 1.3.3. Habitualmente el espacio de llegada de la aplicacion 7 lo
denotamos M ®g N en lugar de Ty escribimos m ® n en lugar de 7(m,n), siendo
este el tensor obtenido de m y n. Asi, en general escribiremos

T MxN—M®rN
(z,y) — (z®y)

En particular, se observa que los tensores tienen factores R-bilineales, es decir, que
para todo 7,7, s,8 € R, m,m’ € M, n,n’ € N:

(rm+r'm' )@ (sn+sn') =rs(m@n) +rs'(m@n')+r's(m" @n)+r's'(m" @n')

Habitualmente nos referiremos a M ® g N como producto tensorial de M y N sobre
R, obviando mencionar la aplicacion R-bilineal 7: M x N — M ®gr N.

Para probar la existencia y unicidad del producto tensorial, justificamos que
en caso de existir este es Unico y probamos su existencia de manera constructiva.
Debido a la extensién de dicha demostracién y con el objetivo de aligerar este
primer capitulo nos limitaremos por ahora a enunciar los resultados, quedando sus
demostraciones recogidas en el apéndice
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Lema 1.3.4 (Unicidad). Los productos tensoriales quedan determinados por la
propiedad universal de manera unica salvo isomorfismos.

Proposicién 1.3.5 (Existencia). Para cualquier pareja M, N de R-mddulos ar-
bitrarios, existe el producto tensorial T = M ®gr N.

En la practica rara vez se utiliza la construccién dada en la demostracién
del apéncice B, porque suele ser mas 1til obtener la informaciéon necesaria de la
propiedad universal. Es el caso del siguiente resultado:

Lema 1.3.6. Sean M, N R-mddulos. Todo elemento z € M ®r N se puede ex-
presar, mo necesariamente de forma unica, como suma finita de tensores z =
Yo mi®@n; conm; € M, n; €N.

1=

Demostracion. Sea T' C M ®r N el submoddulo generado por todos los tensores
m®n conm € M yn € N. La aplicacién R-bilineal canénica 7 : M XN — M®@rN
puede ser restringida a una aplicacién R-bilineal 7" : M x N — T que, al igual que
T, satisface la propiedad universal del producto tensorial de M y N sobre R.

En efecto, si ® : M x N — E es una aplicacion R-bilineal sobre un R-moédulo
E, existe una aplicacién R-lineal ¢ : M ®p N — FE que verifica ® = po7;y
su restriccién ¢’ = p|r satisface la relacién ® = ¢’ o 7. De esta forma ¢’ queda
univocamente determinado, ya que 7'(m, n) se obtiene para cada m € M, n € N
de ¢'(7'(m,n)) = ®(m,n). Asi, T es producto tensorial de M y N sobre R, y por la
unicidad probada en conocemos que la aplicacion de inclusion T — M ®r N
es biyectiva, con lo que T'= M ®r N.
O

Corolario 1.3.7. Sean {m;}ic; y {n;}jes sistemas generadores de M y N R-
mdodulos. Entonces {m; @ n;}icr jes es sistema generador de M @ N.

Demostracion. Dados m € M y n € N, tenemos ecuaciones del tipo

m = E TG, = E 5N

i€l jeJ
con coeficientes r;, s; € 2. Obtenemos
m®n:(g mmi)®(§ s;nj) = E 7S @ m;n,;
iel jeJ ieljeJ

Del lema anterior se deduce que (m; ® n;);er jes €s un sistema generador de M ®@p
N. O
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Observacién 1.3.8. Sean M ,N R-m6dulos y {zm.n}memnen una familia de ele-
mentos de cierto R-médulo E.

» Sip: M®gN — E esuna aplicaciéon R-lineal que verifica ¢(m;®@n;) = 2m, n,
con {m;}; € M, {n;}; € N sistemas de generadores de M y N respectiva-
mente, entonces ¢ es la tnica aplicacién con esta propiedad.

» Sea ¢ : M x N — E dada por ¢(m,n) = 2z,,, Vm € M, n € N una aplicacién
R-bilineal. Entonces, existe una aplicacion R-lineal ¢ : M @ g N — FE tal que
o(m ®n) = zn,, para todom € M, n € N.

Por la primera parte de la observacion, la aplicacién ¢ con esta propiedad es
unica.

En la practica, puede resultar util definir aplicaciones M ® N +— E de acuerdo

con la segunda parte de la observacién anterior.

Proposicién 1.3.9. Sean M, N, P R-mdédulos y L ~ R un R-mddulo libre genera-
do por un unico elemento e. Entonces existen los siguiente isomorfismos candonicos
entre R-maddulos:

LopM = M (M@RN)(X)RP:)M@RN@RP
re®m > rm (mMRnN)®z— MANKz
M®@rN = N®@r M (M®N)®r P = (M@ P)® (N ®g P)
men—nem medn)Rz— (MR2)® (N 2)

Demostracion. Puesto que la construccion es similar en todos los casos, basada en
la propiedad universal, vamos a limitarnos a probar el primero de los isomorfismos.
La siguiente aplicacion es R-bilineal

LxM—M

(re,m) — rm
Induce una aplicacién R-lineal bien definida

p: L@ M — M

re®@m— rm
Por la propiedad universal podemos considerar la aplicacion R-lineal

Vv M — L®r M
mr—exm
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Las siguientes igualdades con r € R, m € M, evidencian que ¢ o 1) = idyy:
(Wop)(re@m)=1v(rm)=e® (rm)=r(e®@m) =re®@m
© v 1 son inversas la una de la otra y por tanto isomorfas. O]

Proposicién 1.3.10 (Propiedad universal de la extensién de coeficientes). Sea
R — R’ un morfismo de anillos y sea M un R-mddulo, N' un R'-mddulo, Deno-
tando por N;R el R-modulo que se obtiene al restringir los coeficientes a R, existe
una biyeccion candnica

Homp (M ®g R', N') = Homg(M, N)p)

Demostracion. Ver [3, Construction 5.16] O



Capitulo 2

El modulo de diferenciales de
Kahler

Nuestro objetivo en este capitulo es, una vez dada la definicion de derivacion,
probar que dada una R-dlgebra A existen un A-médulo que denotamos Y
una R-derivacion dy/p : A — 9,14/3 que verifican la propiedad univeral del modulo
de diferenciales de primer orden. Trataremos también algunas de sus propiedades,
lo que nos aydara a fijar conceptos y llegado el momento comprender el caso de
las derivaciones de orden superior con mas facilidad.

2.1. Derivaciones

Definicion 2.1.1. Sea A una R-élgebra y sea M un A-médulo. Una R-derivacion
de A en M es una aplicacion R-lineal D : A — M que satisface la propiedad de
Leibniz para todo f,g € A:

D(f-g)=f-D(g)+g-D(f)

Ejemplo 2.1.2. Consideramos como algebras anillos de polinomios R[z], donde
conocemos la derivada habitual:

n n
E rez’ — E k-rkx(k’l)
k=0 k=1

Esta aplicacion estd definida de R[z] en R[x] y es R-lineal, por lo que solo queda
comprobar que se verifica la regla de Leibniz para poder afirmar que efectivamente
se trata de una derivacién, de acuerdo a la definicién anterior.

23



24 CAPITULO 2. EL MODULO DE DIFERENCIALES DE KAHLER

Puesto que los productos de estos polinomios son de la forma
=Y pa- Y gl =) Y pgs-(a'-a') conpig €R
i=0 j=0 i=0 ;=0
basta comprobar que la regla de Leibniz se verifica para (z° - 27):
(@) = (@) = (i 4 5) -7 = a0 b (o) = (o) 4 o o)
Observacién 2.1.3. Sea D : A — M una R-derivacién, entonces D(r-1) = r-D(1)
por ser D R-lineal. Asi, de la cadena de igualdades
D(1)=D(1-1)=1-D(1)+1-D(1) =D(1)+ D(1)
se deduce que D(1) = 0y por tanto D(r - 1) = 0 para todo r € R.

Observacién 2.1.4. La suma de derivaciones y su producto por elementos de la
R-algebra A da lugar a nuevas derivaciones. En efecto, tomando f,g,a € A:

a-D(f-g) = a(fD(g9)+9D(f)) = a-fD(g)+a-gD(f) = f-(a-D(g)) +g-(a-D(f))

(D1 + D2)(f - g9) = Di(f - g) + Da(f
fDi(g) +gD1(f) + [D2(g) + gDa(f) =
f(D1(g) + D2(g)) + 9(D1(f) + Da2(f)) =
(D14 D2)(9)) + 9((D1 + D2)(f))

El conjunto de R-derivaciones de A en M con estas operaciones es un A-mdédulo,
que denotaremos Derg(A, M).

f-9)=

2.2. Modbdulo de diferenciales de primer orden

Dada una R-algebra A, definimos el mddulo de diferenciales de primer orden
como el tnico par formado por un A-médulo Q4 /R Y una R-derivacion da/g : A —

QL /R que verifica la siguiente propiedad:

Definicién 2.2.1 (Propiedad universal del médulo de diferenciales). El par (24 Jrrda/R)
cumple la propiedad universal del médulo de diferenciales si para todo A-mdédulo
M la siguiente aplicaciéon candnica es biyectiva:

® : Hom (@, M) — Derg(A, M)
o> podar

Es decir, si para cada R-derivacion D : A — M existe una tnica aplicacién A-lineal
¢ : QY AR ™ M tal que el siguiente diagrama es conmutativo:
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da/r

y QL

A/R
R e
e

M

Proposicién 2.2.2 (Unicidad). Caso de existir, el par (Qi‘/R, da/r) que verifica
la propiedad universal anterior es unico salvo isomorfismos.

Demostracion. Sea (€ /R,dA/R) un par que verifica la propiedad universal del
moédulo de diferenciales. Sea M un R-médulo arbitrario y D € Derg(A, M). Su-
poniendo que el par (w} IR da/r) también verifica la propiedad universal, entonces

existen ¢ : QL /R My ¢ wh /R M aplicaciones A-lineales que hacen
conmutativo el diagrama.

Tenemos asi ¢ € HomA(Q}L‘/R, M), v € HomA(w}L‘/R, M) y definimos
Dy HomA(QZ/R,M) — Derg(A, M)

Uy HomA(w}l/R,M) — Derg(A, M)

de modo que ®y(¢) = ¢ odag = D = Y odar = Vp(y). Las propiedades
universales de RY wh /g implican que @y, y Wy son biyectivas. En particular
Po(id) = dajr y Vo(id) = da/r, lo que da lugar a los siguientes diagramas:

d
A5l ,

A
da/r = Pa(id)
e 6A/Rl \
W, (id) = @k‘ i 1

————— » Q1
%14/3 Wa/rR Ty A/R

Asi, puesto que tanto (2a/r, da/r) como (wa/r,d4/r) cumplen la propiedad uni-
versal del modulo de diferenciales, podemos afirmar que
» Si M = wy/g, existe un tnico ¢ : Q4/p — wa/r tal que pody/r = 0a/r

» Si M = /R, existe un unico ¥ : wa/gr — Qa/p tal que Y 0 da/gp = da/r
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Veamos que la composicion de ¢ con ¢ en uno y otro sentido da lugar a la identi-
dad en €24/r y en wa,gr respectivamente:

d
A,

14
Sa/r ”j,iw dayr =podayr=wpoYodayr = potp=Idg

ol dajr =% odyr=vopodiyr = Yop=1Id,
A/R

Concluimos que en caso de haber varios médulos que verifican la propiedad uni-
versal del médulo de diferenciales, estos son necesariamente isomorfos.

[]

Buscamos ahora dar una construccién del mdédulo de diferenciales de Kahler, con
lo que quedara probada su existencia. Para ello, haremos uso de una serie de re-
sultados que nos permitiran construir un A-médulo y una aplicaciéon asociada con
origen en A y llegada en el dicho médulo. Tras probar que la aplicacién que defi-
nimos es R-derivacion, bastara verificar que el par cumple la propiedad universal
del mddulo de diferenciales para dar por concluida la demostracion.

En primer lugar, puesto que la estructura de A-mdédulo garantiza que la suma
de elementos de A ®r A es interna, nos planteamos la definicién de una opera-
cién producto que también nos permita multiplicar entre si elementos de A ®pr A,
dotando A ®g A de estructura de A-algebra. Con este fin, definimos el producto
interno en A ® g B para dos R-algebras, A y B, como sigue:

Proposicién 2.2.3. Sea M := A®g B y fijamos x == > (a; ® b;) € M un
elemento cualquiera del mddulo M. La multiplicacion de y := Y " (a} @ ;) € M
por x efectuada como sigue queda bien definida.

Ty = zn:zm:aia; ®b,~b;»
=1 j—1

Demostracion. En primer lugar fijamos = := (a®0b) € M y definimos la aplicacién
bilineal

Yzt AXB— M
(a',b") — aad’ @ bV

Seap, : M — M la aplicacién R-lineal cuya existencia y unicidad estd garantizada
por la propiedad universal del producto tensorial:
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AxB —— A®rB=M

-
-
-
-
-

Pz ///
15,

-
-
-

k

M

Para construir i, de modo que esté bien definida para cualquier x, podemos plan-
tearnos tomar sumandos z; := (a; ® b;) € M para i € {1,...,n} y fijar el tensor
t=>" xi=> (a; ®b;) € M, para llegar a la expresién general:

n

Biy) =Psn o Z%Z -> (= (]Zm;“@)b’))

=1

n m

:Z Z@:Z—(a; ® b;) = Z Z(aia; X bib;‘)

i=1 j=1 i=1 j=1

Nos encontramos ante el problema de que a priori no sabemos si la expresion ob-
tenida depende de los sumandos elegidos. Aunque por el lema [I.3.6] todo elemento
y € M se puede expresar en forma y = > " ' ® b; como suma finita, esta suma
no es necesariamente unica.

Para asegurar que el producto si es unico independitentemente de la expresion que
hayamos usado para calcularlo, debemos comprobar que las relaciones del médulo
se mantienen al aplicar el producto, es decir sea t = Y a; ® by = 0 debemos
comprobar que ¢;(y) =0 V y=3", a; @

91]

j=1%;
Z%z@)b Za ® b)) :ZZaia;@)bib’ Z%@b/ Za“g)b)
i

Dado que ), a; ®b; = 0 por hipdtesis, Zj Pt oty ( D ai® b@-) = 0y queda probado
quet =0 = > . %,(y) = 0 independientemente de la expresién elegida.

El elemento 1 ® 1 es el neutro para este producto:

1)‘Zai®bizzai®bizzai®bi‘(1®1)
i=1 i=1 i=1

y también se cumple la asociatividad:
(Z a; ® b;)
i=1 ]21 k=1 i=1 j=1 k=1
m l
~Swen (e Yo )

7=1 k=1

n m

I I
al @ bf) ) -Z(a% ® ay) ZZZ@@}@Z@bil)}b’é

Ms
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con lo que el producto interno de (A ®g B) estd bien definido y en particular,
cuando B := A, dota A ®pr A de estructura de A-algebra. O

Observacién 2.2.4. Puesto que la R-algebra A es conmutativa, el algebra A®g A
también es conmutativa:

m m

Zal®a Z ZZaZa ®az%2 =
1=1

7j=1 =1 j5=1
m n n

Z Z aj a; ® aj,a;) = Z(a}l ® ay,) - Z(ai ® a’)

j=1 i=1 j=1 i=1

Una vez definida la estructura de A-algebra sobre A ®zr A nos interesa considerar
1w A®r A — A, aplicacién multiplicativa sobre la R-algebra A que obtendremos
al extender linealmente la aplicacion bilineal p:

o Ax A—s A
(z,y) — xy

Lema 2.2.5. La aplicacion multiplicativa i es homomorfismo de anillos.

Demostracion. Se deduce de la definicién del producto que u(a-b) = p(a) - u(b) y

W(S,1) = Sy lts) Vtia,be Ay A
Para verlo basta considerar a = 3, a; ® a; y b = 3, b; ® b; tomando a; ® a; €
A®r A Vi, bj®b; € A®r A Vy:

u((ZaiGQa;)-(ij@b;)) :u<Zaibj®a;b;> Zuazb ® ab})
= Zaibja;b; = Z(aia ) . Z(b )
:;L(;ai@a;)- <Zb ®b’>
:Zu(aﬂ@a Zu @ b))

Trivialmente la aplicacion conserva también el neutro: u(l ® 1) =1 O]

Observacién 2.2.6. En particular el nicleo ker i es un ideal de A®g A. De ahora
en adelante lo denotaremos por J.

= {in®yi€A®RA:Zmiyi:O} = ker

el el



2.2. MODULO DE DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 29

Lema 2.2.7. Sea A una R-dlgebra y sea J := ker p el nicleo de la aplicacion
multiplicativa p: A @p A — A.

1. Sea A : A — A®gr A morfismo dado por A(x) = x ® 1 que dota A ®@r A de
estructura de A-mdodulo. Consideramos el submodulo I C A®pr A. Entonces
los elementos 1@t —t® 1 cont € A generan I como A-mdédulo.

2. Sea (t;)icr una familia que genera A como R-dlgebra, entonces los elementos
1®t;, —t; ®1 coni € I generan J como ideal de A ®p A.

Demostracion. Los elementos del tipo 1 ® t —t ® 1 con t € A pertenecen a J y
podemos escribir, para cada z,y € A

rRy=2yRl+zrzy—zyl=y1l+z(ley—-—yx1)

Si suponemos que > ., x; ® y; pertenece a J para ciertos z;,y; € A, entonces
Yo x;-y; =0 por ser J el nicleo de p y por tanto, si > ;. z; @y; € J:

Z$i®yz' :Z(($iyi®1)+$i(1®yi—yi®1)) :in(1®yi_yi®1)
=1

i=1 =1

En particular, los elementos de la forma 1 ® ¢t —t ® 1 con t € A generan J como
A-modulo, con lo que queda probada la primera parte del enunciado.

Una vez sabemos que los elementos de la forma 1 ® ¢t —t® 1 con t € A gene-
ran J como A-mddulo, lo usaremos para comprobar la segunda parte del enunciado:

Dado que la familia (t;);c; genera A como R-algebra todo t € A se puede expresar
como combinacion R-lineal de productos finitos de t;, es decir, de elementos del
conjunto {t;, - ... t;, |, e RVij eI, 1<j<r reN}

Seat =ty -ty € A con ty,t5 € A, podemos escribir

1T —-1R01 =1ty —11to @1 =1Rtty —t1to @1+, @ty — 11 Qg =
L)1 Rts—t@ 1)+ (10t —t1 @1)(1®ty) =
(1)1t —6@1)+(1@t) (1t —t1®1)

Obtenemos asf una expresién de ¢ = ¢; -t como combinacion lineal de (1®t; —1;®1)
vy(1®ty—ta®1) con (t1 ®1), (1®1ty) € A®r A como escalares.



30 CAPITULO 2. EL MODULO DE DIFERENCIALES DE KAHLER

Suponemos que para t =ty -...-t,_1 es posible obtener una expresion como combi-
nacién lineal de los elementos de {(1®t; —t; ® 1)}7=}' con coeficientes en A ®@p A.
Entonces podemos escribir (1 ® (t-t,) — (t-t,) ® 1) como (1®t)(1®t, —t,®
N+(1®t—t®1)(1®t,), combinacién lineal de elementos (1 ® t; —t; ® 1) con
escalares en A ®p A.

Dado que la familia (¢;);e; genera A como R-élgebra y los elementos (1®t—t® 1)
con t € A generan J como A-mddulo, podemos expresar todo elemento de J como
combinacién lineal de elementos (1 ® ¢; — t; ® 1) con escalares en A ®g A, con lo
que queda probado que los elementos 1 ®t; —t; ® 1 con ¢ € I generan J como ideal
de A X R A D

Sabiendo que p es sobreyectiva, a partir del ideal J := ker u consideramos el
isomorfismo 7 : (A®gr A)/J — A, cuya inversa viene inducida por cualquiera de
las dos aplicaciones siguientes:

Nt A— ARp A N:A— ARp A
r— X1 r—1®x

En funcién de cudl de las dos aplicaciones utilicemos, \; o Ay, tomamos A @z A
con la multiplicacién por la izquierda o por la derecha. Veamoslo:

Proposicion 2.2.8. Tomando como definicion de A cualquiera de las dos elec-
ciones posibles AM(a) =a® 1 o AM(a) = 1®a con a € A, la aplicacion \ : A —
(A®gr A)/T es la inversa del isomorfismo i : (A®@gr A)/T — A.

Demostracion. Tomamos A(a) =1®a Va € A (laeleccién AM(a) =a®1 Vae A
es andloga):

» Sea a € A, se verifica (o \)(a) =u(l ®a) =

» Sea Y (a; ®a;) +TJ € (A®p A)/J, puesto que por se cumple que
Yl®a) > ,(1®a,—a;®1) € J, tenemos

om( @ a)+3) =2 aa) = 3 (1@ o) =
=2 (1@ud) 3 (e )+ (@ od) -
—Zl®az Zl®a;—a;®1)+2(ai®a;)

EZaZ@)a mod J



2.2. MODULO DE DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 31

De esta forma demostramos que (i o A) = idy y (A o) = id(agya)/s, con lo
que las aplicaciones i y A definen un isomorfismo entre (A @z A)/J y A. El caso
AMa)=a®1 Vae Aes andlogo. O

En ambos casos gracias al producto interno definido en para A®pr A, tiene
sentido considerar el ideal 32 C A ® A dado por todos los productos de la forma

(i(aie@aé)) (i b @) > izm: asb,; ® alb)

i=1 j=1 i=1 j=1

para Y " (a; ®aj), 310, (b @ b)) € 3. Podemos ver J? bien como ideal de A®g A
(como anillo) o bien como submédulo de A @ A (como A-médulo).

Observacién 2.2.9. Considerando la cadena de A-mdédulos
P CICARRA

podemos entender el cociente J/J? bien como un (A ®p A)-médulo o bien como
un (A ®g A)/JI-médulo.

También podemos considerar la estructura de A-médulo de J/J? obtenida de su
estructura de (A ®r A)-médulo al restringirla a escalares mediante una de las dos
posibles inversas consideradas, A\; o A4.

Puesto que ya hemos definido el A-mdédulo 32, candidato a verificar la propie-
dad universal 2.2.1] necesitamos dar una aplicacién asociada que complete el par.
Veremos a continuacién céomo la aplicacion n = Ay — \;

n:A—7
r— 1®r—2®1
induce una R-derivacién d : A — J /32, para probar después que el par (J/J3% d) es

el médulo de formas diferenciales de A sobre R. Es decir que verifica la propiedad
universal, que garantiza unicidad salvo isomorfismos.

Antes de nada, probamos algunos resultados técnicos:

Proposicion 2.2.10. Sea fy : A — B un morfismo de R-dlgebras y sea I I B un
ideal tal que I? = 0. Interpretando I como un A-mddulo bajo fy, se verifica:

1. Sid: A — I es una R-derivacion, entonces fi = fo + d define un morfismo
de R-dlgebras A — B tal que f1 = fo mod I.
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2. 5i fi + A — B es un morfismo de R-dlgebra que satisface f1 = fy mod I,
entonces fi — fo da lugar a una R-derivacion A — 1.

Como consecuencia, la correspondencia f +— f — fo da lugar a un biyeccion entre
el conjunto de morfismos de R-dlgebras f : A — B que satisfacen f = fo mod I y
el conjunto de derivaciones de A en I, Derg(A,I).

Demostracion. Tengamos presente que una aplicacion R-lineal f : A — B es un
morfismo de R-dlgebras si, y solo si, verifica quef(1) = 1 y es multiplicativa,

f(zy) = f(x)f(y) para todo x,y € A.

En la primera afirmacién, d : A — I es una R-derivacion y obtenemos el médulo
I a través de la aplicacién fy. Sean x,y € A, puesto que d(z)d(y) € I* = 0, se
verifica:

filey) = fo(zy) + d(xy) = fo(x) foly) + yd(z) + zd(y)
= fo(@) fo(y) + fo(y)d(x) + fo(x)d(y) + d(x)d(y)
= (fo(x) +d(2))(foly) + d(y)) = fi(x)f(y)

Ademas, d(r) =0 Vr € R, con lo que también se verifica:

(1) = fol1) +d(1) = fo(1) = 1

y obtenemos que f; es morfismo de R-algebras tal que f; = fo mdd I.

En la segunda afirmacion tenemos el caso en que f; = fo mod 1.
Dado que el médulo I lo obtenemos a través de fy y ambas aplicaciones son morfis-
mos de R-algebras por hipotesis, veamos que d := f; — fy es R-derivacién de A en I.

Por hipétesis, fi=fo+d
filzy) = fi(z) f1(y)

filzy) = fi(@) fi(y) = (folz) + d(z))(foly) + d(y))
= fo(®) foly) + fo(z)d(y) + fo(y)d(z) + d(x)d(y)
= fo(zy) + xd(y) + yd(z)

(fi = fo)(zy) = filzy) — folwy)
= (folzy) + zd(y) + yd(z)) — folzy)
= xd(y) + yd(z)
= z(fi — fo)(y) +y(fo — f1)(z)
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Corolario 2.2.11. Sea A una R-dlgebra y sea T C ARgrA el nicleo de la aplicacion
w:A®r A— A. Entonces la aplicacion

A—7T

r—1®r—-—2®1

da lugar a una R-derivacién d : A — J/32.
Demostracion. Consideramos los morfismos de R-algebras

A®r A
fo,fi: A— (ﬁ—z)
J
inducidos por las aplicaciones \; y A; respectivamente.
Aitrr—r®1 M rx— 1Rz

Aplicamos la segunda parte de la proposicion [2.2.10] a los morfismos fy, f1 v el
ideal 3/3% < (A®g A)/J% Basta observar que fo = fi méd 2 para concluir que
la aplicacién d = f; — fy es R-derivacién, como queriamos demostrar. O]

Teorema 2.2.12. Dada la situacion del corolario previo, el modulo de formas
diferenciales de grado 1 de A sobre R viene dado por el par (3/3°,d), ya que este
cumple con la propiedad universal.

Demostracion. Dado un A-médulo M y una R-derivacién D : A — M, a partir
de la aplicacion R-bilineal

AxA—M
(z,y) — xzD(y)

obtenemos la aplicaciéon R-lineal ¢:

@A@RA—>M
r®y— xD(y)

Podemos ver ¢ como aplicacién A-lineal interpretando A ®z A como un A-moédulo
a través del morfismo \;.

)\ZA—>A®RA
r— 1

Por la segunda parte del lema sabemos que J? visto como un A-mdédulo
a través de \; : A — A ®r A se puede obtener de los productos de la forma
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(ler—r®1)(1®y—y®1) donde z,y € A. Asi, dada la derivacién d obtenemos
que p(I1®zr—-—2®1)(1®y—y®1)) =0 para cada x,y € A:

p(ler-—zel)(ley-—y®1) =

p(l@ry) —ply®z) —p(z@Y) +plry®@1) =
D(zy) —yD(z) —2D(y) + zy - D(1) =

D(xy) — D(zy) +0=0

con lo que J% C ker ¢ y su restriccién a J induce una aplicacién A-lineal @ : J/3% —
M tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

A d > /72
D
\ %
M
Sabemos por que J esta generado por elementos de la forma (1®x —x ® 1)
con x € A, con lo que podemos considerar J/J% generado por elementos d(z) con

x € A. Asi, se puede expresar todo elemento de Im(p) en términos de elementos
de la forma @(d(x)) y basta comprobar @ o d (x) = D(x) para cada z € A:

pod(z)=p(1®z—2®1)=D(x)— D(1) = D(z)
siendo esta la tnica definiciéon posible de  que hace conmutativo el diagrama.

Asi, P es aplicacion A-lineal tnica tal que D = p o d. Esto prueba que, en efecto,
(3/32,d) es el médulo de formas diferenciales de grado 1 de A sobre R. O

Ejemplo 2.2.13. Consideramos como R-algebra el anillo de polinomios en n varia-

bles A := Rlty, ta, ..., t,]. El producto tensorial AQ g A coincide con R[z1, ..., Tp, Y1, -, Yn)
donde las variables {z;}"_; son las que actiian a la derecha del producto tensorial

y las variables {y;}!' , a la izquierda.

Elideal J es el generado por {1®t;,—t;®@ 1}, = {x;—y; }I,, con lo que escribiendo
z; = x; — y; para cada ¢ € {1,...,n} obtenemos las expresiones (z;) y (z;2;) de
los ideales J y J% respectivamente. Podemos reescribir R[x1, ..., Ty, Y1, ..., Yn] cOmo
Rlxy,...,Tpn, 21, ..., Zn] para obtener una interpretaciéon del médulo J/3* como los
polinomios de (R[zy, ..., x,])[21, ..., 2,] de grado 1.

5 - Aop A {z:})) < Rlzy, ooy Ty 215 ey 20
2= 7 {2zt fno) — ({252} hmr)
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Tomamos d : A — J/J% derivacién dada en [2.2.11]y fijamos la derivacién habitual
D (R[ty, ..., o ta)[ti] = (R[t1, ..., i,y s ta])[Li,] del ejemplo para algin

ip € {1,...,n} fijo. Buscamos comprobar que § : % — R|[tq,...,t,] defini-
Pk S j k=1

da tal y como aparece en el teorema |2.2.12|es la aplicacion unica tal que pod = D.

Dado que la famlia {t;}?, genera R|[ti,...,t,] como R-algebra y las imagenes de
sus elementos, d(t;) = 2; generan ({2;}7_)/({2j2k}} ;) como ideal de
Rlz1, .y T, 215 5 20] [ ({2203 ] pm1)

basta ver que las imagenes de D y @ o d coinciden para {¢;}" ;. La comprobacién
es inmediata:

pod(t;) =p(1®t;—t; ®1) =1D(t;) + t;D(1) = D(t;)

2.3. Propiedades de los médulos de diferenciales

Concluimos este capitulo estudiando algunas propiedades relevantes del médulo
de diferenciales de primer orden.

Proposicion 2.3.1. Sea A una R-dlgebra, suponemos que existe un morfismo de
anillos de R en R'. Sea A" = A®p R, entonces dajp : A — 9114/1% mduce una
R’ -derivacion

dA’/R’ . A/ e Qh/R ®A A/

y el par (QA/R ®a A, dayrr) es el modulo de diferenciales de A sobre R'. En
particular, 9}4’/1%' ~ Q,lq/R ®Ra A
Demostracion. Consideramos la siguiente sucesién exacta

05T ARRASL A0

Por la observacion [1.2.5] esta sucesion escinde en una sucesién exacta corta de
R-médulos tomando A como seccién de la aplicacién multiplicativa g,
ANA—ARRA
r—r®1

de modo que poA(a) = p(a® 1) = ay por tanto o A = idy.

La sucesién sigue siendo exacta porque escinde al tensorizarla con R’ sobre Ry
podemos ver la sucesion resultante como la primera fila de un diagrama conmuta-
tivo canénico donde la fila de abajo es la sucesién exacta asociada a la aplicacion
multiplicativa A’ @ A" — A"
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O—)j@RR/—> A®RA®RR’ E— A@RR/—>O

j, I I

0 > 7 >y A Qp A’ > A > 0

Puesto que las aplicaciones que aparecen en la columna central y en la de la derecha
son isomorfismos, la de la izquierda debe serlo también por el lema de la serpiente
(ver apéndice , con lo que la aplicacién canénica J2®@x R’ — J'* es sobreyectiva.
Asi, tensorizando la sucesiéon exacta

0—7"—7-—73/32—0
con R’ sobre R resulta el siguiente diagrama conmutativo

PorR —— IR —— /PR —— 0

L

3 > > 3)3° ——— 0

de filas exactas, donde la aplicacion de la columna de la izquierda es sobreyectiva y
la aplicacion de la columna central es un isomorfismo. Pero entonces la aplicacion
en la columna de la derecha

3/ @r R — 7/3?

es también un isomorfismo, como se deduce del diagrama o de nuevo por el lema
de la serpiente recogido en el apéndice [A]

Podemos comprobar directamente de la definicién del corolario [2.2.11] que el di-
ferencial da/g : A — J/J? da lugar al tensorizarlo con R’ sobre R al diferencial

dA’/R’ A — j//jIQ.

d
A®r R % 3/32 @ R

| 5

A dar/rr 3//3/2

[]

Proposicién 2.3.2. [Primera sucesion exacta fundamental] Sea f : A — B un
morfismo de R-dlgebras. Entonces existe una sucesion canonica exacta de B-modu-
los

Q}‘X/R ®A B — QlB/R — QlB/A — 0
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Demostracion. Observamos el siguiente diagrama conmutativo, donde ¢ es la apli-
cacién A-lineal tinica dada por la propiedad universal del médulo de diferenciales
aplicada a la derivacién dg g o f:

d
A A/R Qh/R
I iso
\l/

dB/R 1
B —— Qy /R
Debemos notar que por ser /g D A-médulo visto a través de f : A — B, la
aplicacién dp g o f es una R-derivacién de A en Qy /R

dB/ROf . A—>QlB/R

Puesto que {1p/r también es un B-mddulo, obtenemos de ¢ : QA/R — Q}B/R una
aplicacién B-lineal

Qy/r ®a B —= Qpp (2.1)
Ademas por el siguiente diagrama, en el que aplicamos la propiedad universal de
(9,14/3, da/r) a la derivacién dp/a € Derg(B, Q}B,/R), existe una aplicaciéon B-lineal
canénica de Q}B/R en Q}B/A

dp/r

ds/n i (2.2)
Q4

Obtenemos asi de (2.1)) y (2.2)) las aplicaciones candnicas que componen la sucesion

Para probar la exactitud nos basamos en que se da la exactitud por la izquierda
si, y solo si, para todo B-médulo M la correspondiente sucesion es exacta:

0— HomB(Q}B/A,M) — HomB(Q}B/R,M) — HomB(QZ/R ®a B, M)

Por la propiedad universal de extension de coeficientes [1.3.10] hay biyeccién entre
los homomorfismos sobre B de /R ®A B en M y los homomorfismos sobre A de

9114/1% en M.
Homp(QYr ®4 B, M) < Hom(QY 5, M)

y podemos usar la propiedad universal del modulo de diferenciales para es-
cribir la segunda de las sucesiones como

0 — Dera(B, M) % Derg(B, M) = Derg(A, M) (2.3)
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siendo u la aplicacién inyectiva a través de la cual interpretamos cualquier A-
derivaciéon de B en M como R-derivacién, y v la composicion de las R-derivaciones
de Ben M con f: A — B. Por la observaciéon [2.1.3| se da v o u = 0, con lo que
Im(u) C kerv.

Der (B, M) = Derg(B, M) % Derg(A, M)
Dy— Dp +—— Dgof

Para probar que la sucesién (2.3) es exacta atin debemos probar la contencién
kerv C Im(u). Para ello tomamos D : B — M una R-derivacién en el nicleo de v,
que por tanto verificard D o f = 0. Entonces por ser f : A — B el morfismo que
dota B de estructura de A-algebra y por la regla de Leibniz se da

D(a-z) = D(f(a)-x) = f(a)- D(x) + 2 - (Do f)(a) =a-D(z)

para todo a € A, x € B, luego D es A-lineal. Se deduce que la R-derivacién D es

también una A-derivacion, con lo que D € Imwu y concluye la demostracién.
O

Si el morfismo f : A — B es sobreyectivo, entonces por la observacion [2.1.3
tenemos Q7 A= 0 y la sucesién exacta de la proposicion anterior se puede extender
por la izquierda, dando lugar a la sucesiéon

I/I? — QY)p®a B — Qpp — 0
Probaremos su exactitud, haciendo uso de un pequeno resultado previo.

Lema 2.3.3. Sea A una R-dlgebra y A — B una aplicacion sobreyectiva entre
R-dlgebras con nicleo I C A. Entonces la diferencial da/r induce el siguiente
diagrama conmutativo:

da/r
y QL
= A/R

-~ D l
St

d
B - QY /(T QY 4 A dayr(]))

A

En particular, Q}B/R = Qi‘/R/(I : 9,14/1% +A-dar(I)) y (Q}B/R,dB/R) es el madulo
de formas diferenciales de B sobre R.

Demostracidn. Observamos que Q /(A - da/r(I) +1- Q) es un B-médulo
y que cualquier R-derivacion D : A — 9,14/1%/(] : Q}4/R + A-da/r(l)) contiene el
ideal I en su nucleo. Debe existir entonces una aplicacion

dp/r: B — 9114/1«2/([ : Q,14/1% + A-dasr(1))
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que haga conmutativo el diagrama.

Puesto que podemos ver cualquier R-derivacion de B en un B-moédulo M como
una derivacién perteneciente a Derg(A, M) (considerando M como A-médulo) y
puesto que [I - Qy p + A - da/r(I)] C ker p, existe un tnico @ : Q p/(1 -y +
A-da/r(I)) = M que hace conmutativo el diagrama. Es decir, la aplicacién dp/r
hereda la propiedad universal del mddulo de diferenciales de (4 / r:da/r) para
toda derivacién D : B — M.

da/r
A — /g
\ - /H'/go
M S
B . ’ Q,lax/R/(I ' Q,lax/R +A-dayr(l))

[]

Proposicion 2.3.4. Sea f : A — B un morfismo sobreyectivo de R-dlgebras con
nicleo I C A. Entonces existe una sucesion canonica exacta de B-modulos en la
forma de la sequnda sucesion exacta fundamental.

I/I? — QYy)p®a B — Qg — 0

Demostracién. La aplicacién da/p : A — Qi‘/R restringida a [ da lugar a una
aplicacién R-lineal de I en QY /g que por la regla de Leibniz hace corresponder [ 2
con I - QY IR -

Se sigue que d 4/ induce una aplicacién de I/I? en Q /(I - Q) que de hecho
es lineal tanto en A como en A/I ~ B, puesto que para todo a € A, x € I se da

da/r(ax) = ada/p(x) + xda/r(a) € a-dajr(x) +1- Q114/R

Observamos que dada una aplicacién M = M ® (N/I) donde I = ker a, también
se cumple [ - M = ker o, y podemos identificar M /(I M) con im(c).

Asi podemos identificar /(1 - ) con la imagen de la aplicacién Q) ,, —
Qh/R ®4 By, por ser f: A — B sobreyectiva, con Qi‘/R ®a B.

Qn

1)1 — QY @4 B ~ — 28
v 97
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Combinando esta aplicacién con la aplicacién /R® AB — Qp /R de la proposicion
obtenemos la sucesién cuya exactitud buscamos probar:

En primer lugar notamos que f : A — B es sobreyectiva, con lo que se da {04 =0
y la proposicién garantiza en este caso la sobreyectividad de la aplicacién

Por otro lado, hemos probado en que la aplicaciéon Q4 /R ®a B — ) IR
coincide con la aplicacion sobreyectiva candnica

9,14/1{/(] : Qh/R) - Q}A/R/(I : Qix/R + A-dajr(1))

cuyo ntcleo es el generado por la imagen de da/g(I) en QY r/1 QL /- En conse-
cuencia la sucesion del enunciado es exacta, como queriamos demostrar. O

Proposicion 2.3.5. Sean A y B dos R-dlgebras. Fxiste entonces un isomorfismo
canonico de (A ®gr B)-mddulos

(Q,lq/R ®r B) ® (A®r 9}3/3) = Q%A@)RB)/R

Ademds, si dajp : A — 9}4/}% y dg/r : B — Q}B/R son derivaciones de A y B,
entonces la derivacion de A @g B corresponde a la aplicacion R-lineal

d: A®R B — (QA/R ®R B) ) (A ®R QlB/R)
@y +— [da/r(z) @y & [z @ dp/r(y)]

Demostracion. En primer lugar observamos que M := Q} /g €S un A-moédulo y
N = Q}B/R es un B-moédulo, con lo que M @ By A®g N son ambos (A ®g B)-
modulos. Esto es, considerandolos con el producto definido en y con la suma
(a®b), (dRV)e ARrB=(a®b)+ (d@V) e A®r B

Se verifica que (2, ®r B) ® (A®r Qp/5) es un (A®pg B)-médulo y Qae,p)(r)
también lo es, con lo que tiene sentido considerar un isomorfismo de R-dlgebras
entre ellos. Tal y como aparece definida en el enunciado, d es una aplicacion R-
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lineal que de hecho es una R-derivacién, ya que para a,a’ € A, b, € B se da:

d((a®b)(a ®@b")) = d(aa’ @ bb")
= [dar(aa’) @ (00)] & [(ad’) ® dp/r(bD')]
= (a-dar(d’)) ® (V) + (a' - dasr(a)) ® (BV)
+ (ad’) @ (b- dB/R<b,)) (ad’) @ (V' - dg/r(b))
=[(a-da/r(d) +d' - dasr(a)) ® (b)) & [(ad’) ® (b- dp/r(V) + U dp/r(D))]
[(a®b)(dasr(a’) @) + (0’ @ V) (da/r(a) ®b)]
@ [(a ®@b)(d' ® dp/r(V)) + (d' @ V)(a ® dp/r(b))]
[(a®b)-dd @V)]+[(d @) dla®b)]

Para probar que d es el diferencial de A ®r B consideramos una R-derivacion
D:A®rB — M de A®p B en algun (A ®g B)-médulo M. Sean los morfismos
candnicos

01:A— A®Rr B o0:B—-A®rB

Escribimos M4 para denotar el A-mddulo que se obtiene al restringir M a escalares
a través de o;. Las siguientes aplicaciones son entonces R-derivaciones

Dy=Doo;: A— My Dy=Dooy:B— Mg
y las correspondientes aplicaciones, A-lineal y B-lineal respectivamente
QL/R—>M/A Qpp — Mp
inducen las aplicaciones (A ®g B)-lineales
@1:QA/R®RB—>M @2:A®RQE/R—>M

que a su vez dan la aplicacion (A ®g B)-lineal

¢ = (p1,92) - (Vyyr ©r B) ® (A®R QU 5) = M
Para a,a’ € Ay b,/ € B obtenemos

¢([da/r(a) @ b] & [d' @ dg/r()]) = Di(a)(1 ©b) + (' @ 1) Dy(b)

y usando la regla de Leibniz sobre D comprobamos ¢ od = D:
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D ((a®b)(d @b"))
=(a®b)D(d V) + (d @b)D(a®b)
= (a®@b)(D1(a) (1@ V) + (a' @ 1)(D(b))) + (0’ @ V) (D1(a) (L ®b) + (a @ 1)(D2(b)))
(a®@b) p([dar(a’) @V] @ [d' @ dp/r(V)]) + (a' @) p([dasr(a) ® 0] © [a ® dp/r(b)])
=¢((a®b)([da/r(a) @ V] @ [d @ dp/r(V)]) + (¢’ @ V)([da/r(a) @ b] & [a @ dp/r(b)]) )
=p((a®b) -dd @)+ (d @b)-dla®D))
=p(d(a®b)(d ®V))
=pod((a®b)(d ®@V))

Ademas, puesto que d(A®pg B) genera (Qi‘/R RrB)® (AR QB/R) como (A®g B)-
modulo, se deduce que ¢ queda univocamente determinado por la relacién pod = D

y concluimos que d es el diferencial de A ®p B.
]

Ejemplo 2.3.6. Vedamoslo cuando las algebras sobre las que trabajamos son anillos
de polinomios A = R[zy,...,x,] y B = R[y1, ..., ys|]. Vamos a denotar

x,(f) =(rx®1), ff) (1® ), 2 = (:L‘;d) —x,(;)) =(1Qzp—1,®1)
3 d g
yW=(yel), u=0oy), hi=@" -y =1y -y ol)

con lo que escribiremos

A A=R[z\", 2D 9 20 =R, .. x(i) 21y ey 21

Y r o *9 ’r‘ *9 r o

(2 7 d
B® B =R, ..y Dy 0 =Ry, .. 2@ by, b

Asi, 34 = (2) vy 3% = (2x2,) son ideales de AQ Ay Ip = (h;) , 3% = (hjh,) lo son
de B ® B. Los correspondientes modulos de diferenciales de Kahler son entonces

= Q) = Ja/7%, polinomios de (Rlz\, ..., 2"z, .., 2] de grado 1
. Q}B/R = Jp /7%, polinomios de (R[y(d), Ly ])[hl, ..., hs] de grado 1

De ahora en adelante escribiremos un asterisco * junto a las variables en las que
no consideramos polinomios de grado mayor que 1.
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Calculamos los productos tensoriales que vamos a necesitar:

OYr ®r B =Rzl ...,z [z1, ... 2]" g Rly1, ., ys)
(R, oo, 2D 21, ooy 2] [0 oy D)
0 ) SN )| A
A®p Uy g =Rl1, .. 2] O (RIS, ooy D) B, ooy B
Nr®, - gD, oo bl
D, sy D P, ooy B

Por otro lado, el médulo de diferenciales de Kahler Q% A®RB)/R del producto ten-

sorial A ®pr B = R[:vll s xq(«z), ygd),. ,ygd)] puede escribirse como el conjunto de
polinomios de (R[xgz), . x,(ﬂ ), y@, . ,ygd)])[zl, ey Zry B, . h] de grado 1, con lo que

finalmente podemos eSCI"Ibll"

12
=
l—'&ﬁ

&

ceey

|
=
S
H/-\

S~ 3

:(R[xgi), o T

(2 ®r B) @ (A®R Q) ~

B 2N, th Do, s 2] @ (Rl 2PNy gDl o B
(Rlet?, oo €Ny DD 2, s 20y By ooy )™ = Qagpm

Ademds de acuerdo con la proposicion 2.3.5] sea p(X) € Ay ¢(Y) € By sea
k(X,Y) =p(X)®q(Y) € A®g B, la diferencial dj,, 5,/ €s:

d(A@B /R(k(Xa Y)) dlA@B /R(p<X) q(Y))

=[d{a/n (P(X)) @ q(Y)] & [p(X) ® d z(q(Y))]
=1 p(X)q(Y) —p(X) @q(Y)] @ [p(X) ® ¢(Y) = p(X)q(Y) @1]
=[ED(X,Y) — kX, V)] + [k(X,Y) — ED(X,Y)]

=kD(X,Y) - k9D(X,Y)
—1QkX,Y) kX, Y)®1
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Capitulo 3

Generalizacion del modulo de
diferenciales

En este capitulo buscamos construir el médulo de diferenciales de orden n,
conocido ya el resultado para los diferenciales de primer orden. Posteriormente ob-
servaremos qué ocurre cuando la R-dlgebra A sobre la que trabajamos es anillo de
polinomios en R, en cuyo caso el médulo de difernciales de orden n es un R-médu-
lo libre. Finalmente daremos una presentacion finita del médulo de diferenciales
sobre cualquier R-algebra y estudiaremos algunas propiedades para concluir.

3.1. Derivaciones de orden n

Hasta ahora hemos tratado inicamente derivaciones de primer orden. Para dar
una definicién formal de derivaciones de orden n arbitrario, generalizamos la regla
de Leibniz.

Definicién 3.1.1. Sea R un anillo, A una R-dlgebra y M un A-mdédulo. Una
derivada de orden n € N de A en M es una aplicacion D € Homp(A, M) tal
que para cualquier conjunto de n + 1 elementos de A, (xg, 1, ..., z,) se verifica la
siguiente identidad, conocida como Regla del producto:

n

D(xoy.an) = > (=D > iy, Do &,y ) (3.1)

k=1 11 <...<i
Aqui, usamos el simbolo #;, para indicar que omitimos el correspondiente término.

Ejemplo 3.1.2. En el caso de las derivadas de primer orden esta propiedad co-
rresponde a la regla de Leibniz:

D(xg-x1) =1 (xg- D(zo-x1) + 21 - D(xo-21)) = 2oD(x1) + 21D (x0)

45
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Proposicion 3.1.3. Para cualquier R-derivacion D : A — M con independencia
del orden se verifica D(r-1) =r- D(1).

Demostracion. Observamos que el factor Zi1<...<ik T, ...y, D(xg.. &4, . Ty, ... T ) APLi-
cadoa 1l =1-..-1 es la suma de las (”:1) formas en que podemos elegir los k

términos que extraemos fuera de la derivacién multiplicado siempre por D(1), ya
que en este caso x; = 1 para todos los indices 1.
Obtenemos asi la siguiente expresion

D(1) = DA™Y =D(1-..-1) = [Z(—nk-l (" Z 1) D(1)

(0705 (3 e (e
(i (nz)rl) RS (=1 <n+ 1) N (_1)n+1) D(1)

Z(_Dk(nzl) n+1

k=1

con lo que si n es par entonces D(1) = (1 —1)D(1) = 0 y si n es impar, D(1) =
2D(1) = D(1) = 0. O

En particular D(r) = r - D(1) = 0 para todo r € R, resultado que ya conociamos
para derivaciones de primer orden.

Observacién 3.1.4. Para demostrar la proposicién hemos probado la igual-
dad Y p_ (=11 (") =14 (=1)"*!, de donde se deduce

i(—UH (n-}g 1) = (—D(ngl) + 14 (=)t = (=)t

k=0

En la siguiente secciéon haremos uso de esta igualdad para demostrar la proposicion
3.3.3

Observacién 3.1.5. El conjunto de R-derivaciones de orden n de A sobre M, que
de ahora en adelante denotaremos Derz(A, M) tiene estructura de A-mdédulo, ya
que la suma de derivaciones da lugar a una derivacion y si D € Der’y /R» €ntonces
a- D € Derly, por la R-linealidad de D. (Andlogo a[2.1.4)



3.2. EL MODULO DE DIFERENCIALES DE ORDEN n 47

k=1 11 <...<tp
n
_ k—1
—Za ((—1) Z Tiy X, D(xg.. T4y T, xn)>
k=1 11<...<if

3.2. El mdédulo de diferenciales de orden n

Del mismo modo que definimos el modulo de diferenciales de primer orden
mediante una propiedad universal, en esta seccién definimos el médulo de diferen-
ciales de orden n arbitrario a través de una propiedad analoga.

Siguiendo la notacién del capitulo anterior, denotaremos el médulo de diferen-

ciales de orden n por €% RY la derivacion candnica de orden n de A sobre R sera

WR A— QZ/R, siendo (QZ/R, dﬁ/R) el par que queda definido por la siguiente
propiedad universal:

Definicién 3.2.1 (Propiedad universal del médulo de diferenciales). El par (€2} 5, d'y )
cumple la propiedad universal del modulo de diferenciales de orden n € N si para
todo A-médulo M la siguiente aplicacién candnica es biyectiva:

@ : Homyu (25, M) — Derp(A, M)
prrpodyp

Es decir, si para cada R-derivacion D : A — M existe una unica aplicacién A-lineal
@ /R M tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

dan

A/R n
A > QR

Proposicion 3.2.2. Caso de existir, el par (QZ/R, dﬁ/R) que verifica la propiedad
universal anterior es unico salvo isomorfismos.
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Demostracién. Anéloga al caso de orden 1, ver demostracion [2.2.2] O

De forma andloga a lo que hicimos en n = 1, para dar la construccion de () /R
consideraremos la sucesion exacta

05T ArASB A—0

donde p es la aplicacion multiplicativa tal que para x;, y; € A

K (Z T @ Z/z) = szyz

En el capitulo anterior probamos que A ®g A es algebra (consecuencia de
y que J es ideal 2.2.6] Entendiendo A ®r A como un A-médulo, veremos en esta
seccién que la aplicacién de A en J/J3""! que hace corresponder cada a € A con la
clase de equivalencia [1 ® a — a ® 1] médulo 3" es una R-derivacion de orden n
de A sobre R, definiremos una derivacion d y comprobaremos que el A-mddulo de
diferenciales de orden n coincide con (J/J" d).

Definicién 3.2.3. Sea h € Hompg(A, M) y a € A, confundimos a con la aplicacién
a: A — A que hace corresponder cada z € A con ax € Ay definimos el operador
corchete de la siguiente manera:

[h,a] =hoa—aoh— h(a)
De este modo, el corchete aplicado a x € A resulta en la expresion
[h,al(x) = h(a-x) —a-h(z) —x- h(a)
Proposicién 3.2.4. Sea h € Homg(A, M) y sean x1,...,x, € A. Entonces
[..[[h, 1], 23], .., 4]

puede expresarse como

n

ho(zy-...-xy) — h(zy...x,) — sz c(ho(zy o & ) = M@ Fyy,))

=1
o (CDE YT mem,  (ho (@i Ey e Fay e @) — BT Fy By )

11 <...<ig
+oo+ (=) 21wy - B

Demostracion. Cuando n = 1, esta expresion es simplemente
hoxy —h(x1) —x1-h=hoxy —xy0h—h(xy) =: [h,x1]

Suponemos que la proposicién es cierta para n, resultando en la expresién que
denotaremos F,. Comprobemos que también es cierta para n + 1.
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[E’rw xn—&—l} =F, o Tpt+1 — Tp41 © E, — En(xn-l—l)

(0)
= [hoxl-...-xn-xnﬂ] — Ty 1 Tp

(0)
— {h(xl...xnmnﬂ)} — Xy T Tn

+.. +

(k)

11 <...<ig
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(0)
= [h o (@1 Xy - Tpyy) — h(az‘l...xnxnﬂ)}

— [Zacz . (h O (&g e v Tt e Xy * Tppy1) — h(xl...j:i...xnxnﬂ))
i=1

1)
+ Ty (ho (@ @y Tpga) — h(%.‘.xnfwl))] + ..
+| (=" Z Liy Ly, (h o (i iy iy " Ty * Tpgr) — h(ffl---i"il-~-fik.-.$n$n+1))
11 <...<tg
= (k)
(_1)k’ Z fEil...l’ik—lxnﬂ . (h e} (ZL‘l et jil et Zl:"ik_l et mn) — h(xlii‘“[f“c_1$n))]
11<...<tp_1

(n) (n+1)
+..+ [(—1)”x1...xn . (h O Tpyq — h(xn+1))] + [(—1)"+1m1...xnxn+1 . h} =

= ho(xy- ..oy Tpr1) — h(x1...2,T011)

n+1
i=1

11<...<ip
o (D)2 2wy - b

Teorema 3.2.5. D € Hompg(A, M) es una R-derivacion de orden n si, y solo si,
para cuaquier n-upla de elementos x, ..., x, € A se verifica

[...[[D, z1], x2]..., ) = 0

Demostracion. Al evaluar |[...[[D,z1],z3]...,x,] en un punto x5 € A obtenemos,
agrupando adecuadamente la identidad de la proposicion |3.2.2;
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[ “D, 1], ._'['2:| ,xn] (xo) = D(zoxy...75) + (—1) [xOD(xl...xn) + i%D@o@ﬂﬁn)

n

Z iL‘oQ?lD(QVTO{ElSEZI'n) + Z 33“.1'12D(.1'0.i'“{il2x‘n)

=1 11 <i2

+ + ...

—|—(—1)k Z $0$i1---33i,€,1D(550---53i1--fik,l---mn) + Z .I'ZlfﬂlkD(x(]jf“ii'%fEn)

11<...<0p—1 11<...<if

11<0o.<lpp—1
n
k=1 01 <...<ip

con lo que [...[[D, x1], 2], ...z ] (x0) = 0 si, y solo si, se verifica la regla del producto

n

k=1 11 <...<i

Por definiciéon el homomorfismo R-lineal D es derivacién de orden n si, y solo si,
verifica la regla del producto. Acabamos de probar que la regla del producto es

equivalente a [...[[D, x1], xs], ...z, = 0, con lo que queda probado el enunciado.
O

Sea de ahora en adelante la aplicacién R-lineal d € Hompg(A, A ®p A) definida de
la siguiente manera:

d:A—ARrA
a—1®a—a®1

Proposicion 3.2.6. La aplicacion R-lineal d : A — A ®g A verifia

[[...[d, z1]...], zn] (z0) = d(x0)d(1)...d(x,,) € T

Demostracion. Probaremos el resultado por induccion. En primer lugar, compro-
bamos que se verifica para n =1



52 CAPITULO 3. GENERALIZACION DE QY A O

[d, z1](x0) =d(z120) — 21d(20) — TOd(27)
=1®nr)— 11701 —21(1®@xg—20R® 1) —20(1 @21 — 77 ® 1)
=1®x1x— 1120 @1 — (21 @29 — 2120 ® 1) — (Lo ® 1 — 129 ® 1)
=1Qurg—T1Qx)g— Tog R —T1T9 X 1
=(1x;—111)(1Qx) —(1®x —21@1)(xe® 1)
=(l®x -1 1) (1) —2o®1)
=d(z1) - dyy = d(x) - d(x7)

Hemos probado que [d, z1] = d(z1) - d. Tomamos como hip6tesis de induccién
[[[d, [El], ZL‘Q]..., xn—l] = d([El)d<l’n_1) -d

y lo usamos para probar el caso n:

By
8
=
8
N~
s
S
=
8
3.,

=d(xy1)...d(xp_1) -dox, —x, - d(x1)...d(xy_1) - d — d(z1)...d(Tp_1) - d(},)
=d(z1)...d(xy_1) - (doxz, — 2y - d — d(z,))

=d(x1)...d(xp—1) - (d(zy,) - d)

=d(xy)...d(xp_1)d(z,) - d

Concluimos que
[, z1], za]..., xn](z0) = d(x1)...d(xy,) - d(x0) = d(x)d(x1)...d(xy,)

Conocemos ademas que los elementos de la forma d(t;) = 1 ® t; — t; ® 1 generan
J como ideal de A @ A, luego d(xg)d(z1)...d(z,) € T O

Corolario 3.2.7. El paso al cociente d : A — J/I"*1 es R-derivacién de orden n.

Demostracién. Puesto que [[...[d, z1]...], z,](x0) = d(x0)d(z1)...d(z,) € T vy d
tiene llegada en J/J" se verifica [[...[d, z1]...],x,] = 0 y por el teorema
queda probado que d : A — J/3"! es R-derivacién de orden n. O]

Una vez probado que d : A — J/3"! es R-derivacién de orden n, queda por
comprobar que el par (J/J3""1 d) verifica la propiedad universal del médulo de
diferenciales.
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Dada D € Derl,(A, M), definiremos la aplicacién bilineal

AXxA—M
(z,y) —zD(y)

que a continuacién extendemos al R-homomorfismo A

A:A®r A —M
r®y+—aD(y)

Este homomorfismo estd definido de tal manera que A od = D:
Aod(t)=A(1®t—t®1)=1D(t) —tD(1) = D(t) Vte A
Proposicion 3.2.8.
Aold,a] =[Aod,al=[D,a] Vae A
Demostracion. Sea b € A
Aold,a](b) =A(doa—ad — d(a))(b)
=A((1®@ab—ab®1)—a(l®b—-0®1)-b(l®a—a®1))
=Al®ab—ab®1)—aA(1®b-b®1)-bA(l®a—a®1)
=(Aod)(a-b)—a-(Aod)(b)—b-(Aod)(a)
=[Aod,a](b) = [D,a](b)
O

Corolario 3.2.9. El par (3/3""1, d) verifica la propiedad universal del mdédulo de
diferenciales.

Demostracion. Interpretando A ® g A como un A-médulo a través del morfismo
Ai: A— A®pg A tal que \;(z) =z ® 1, podemos ver A como aplicacién A-lineal.
Sabemos que los elementos d(a) =1 ®a —a® 1 con a € A generan J, con lo que
podemos verificar facilmente que A(J"*1) = 0 a través de una sencilla cuenta:

A(d(20)-..d(@n)) = A(..[d, 21]..., 2] () = A(0) = 0

Asi, la restriccién de A : A — M a J induce un R-homomorfismo de J/J"! en
M, que de ahora en adelante sera el que denotemos por A y que hace conmutativo
el siguiente diagrama

f"/jn—i—l

A d > J
x /
M
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Con esto tenemos la existencia de A € Hom4(J/3""!, M). Para probar la unicidad,
basta considerar J generado por elementos d(a) con a € A y observar que

(
D(a) = Aod(a) = A(d(a)) para todo a € A.

Concluimos que A esta determinado por los valores de A(ab). O

3.3. Un caso particular

En esta seccién estudiaremos el caso en que A := R[{t1,...,t,}] es un anillo de
polinomios sobre R. Denotamos I = {1,..,n}, asi A = R [{t;}ici]-

Denotando z; = (1 ®¢;) , y; = (t;, ® 1) para i € I, ya hemos visto que podemos
escribir A®g A como Rz, ..., Ty, Y1, ..., Yn]. También es posible escribir A®p A en
términos de z; —y; = 1®t;, —t; ® 1 =: T} como R[zy,...,xy, 11, ..., T})].

Lema 3.3.1. 3/3""! es A-mddulo libre generado por la base By := {dt;,...dt; |1 <
k < n,i; € I}. Esto es, el producto de a lo sumo n factores de tipo dt; siendo
los t; elementos generadores de A := R[{t,...,t,}] que podemos considerar con
repeticion.

Demostracion. El nicleo J del homomorfismo p: AQgr A — A esideal de AQr A
generado por variables T; con i € [, 3= (dt;|i € I) C A® A. El ideal 3" es el
generado por monomios en variables T; de grado n+1, 3" = (dt;,, ..., dt; ., |i; €

I) € A® A. Asi, los polinomios en variables T; de grado menor o 1gua1 que n son
base del A-médulo libre J/37+.

Considerando d la R-derivacién de A en J/J"*! inducida por la aplicacién

A—7J
a—>1®a—a®1

basta observar que J es médulo libre generado por productos de d(t;) para obtener
el resultado.

O
Del lema que acabamos de demostrar se deduce que para cualquier polinomio
f(t1,....t;) en A podemos dar d(f) en la base By mediante una expresion

Dzlzn

donde a priori no conocemos los coeficientes D;,, D; ., ...,
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Observamos que denotando z; = 1®¢t;, y; =t, ® 1, T; = x; — y; vy usando la forma
reducida = (21,...,2,), ¥ = (Y1, .., ¥y), T = (11, ...,T,,) podemos escribir d(f)
como

dif) =1 f—-fol=flz)-fly)=Ffy+@—y) - fly)=fly+T) - fy)

Puestoque T'=2z—y = 1®t—t®1 = dt, vamos a poder determinar los coeficientes
Dy, Dijiy,... (derivaciones de orden 1,...,n de A sobre R) a través de la férmula

FEdt) = (&) =S Dif -dti e+ Dy, f - byt

Si hacemos uso de multiindices para facilitar la notacién, siendo a = (ay, ..., o)
tal que > «a; < n, podemos reescribir d(f) en By como

d(f) = Dalf) - (dtr)*...(dt,)*™

donde D, : A — A es una funcién atun por determinar.

Proposicion 3.3.2. El modulo de diferenciales de orden n, QZ/R, es el modulo
libre sobre A generado por el conjunto {d(t;..t; )|l < k < n,i; € I}, es de-
cir, d aplicado a monomios en t; de grado menor o igual que n. Fste sistema de
generadores es ademds una base, que denotaremos B.

Demostracion. Nos planteamos si es posible expresar dt;dt;,..., di;,...dt;, como
combinaciones lineales de d(t;), d(t;t;),..., d(t;,...t;,) con coeficientes en A, es de-
cir, escribir By en términos de los elementos de B, sabiendo que entonces B sera

también sistema de generadores de J/J 1.

El caso mas sencillo es d(t;,) = dt;,. Asumimos como hipétesis de induccién

Aty ti,) = tiodity, - dty + Yt by, - db dt L dd,
r r<s

Como parte de la demostracién de la proposicién hemos probado
d(xg - x1) = zo - d(x1) + 21 - d(20) + d(20)d (1)

Tomando xg =t;,...t;, y x1 =1 esto nos permite escribir

Ta41)

A(tsytin -ty ) = tiytindti F i d(t ) + d(t, . b)) d,

o
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En el segundo y tercer sumando podemos aplicar la hipotesis de induccion, susti-
tuyendo d(t;,...t;,) por la expresién

 tidity, dt, + Yt Ldt dt, .+ d, .,
r r<s

con lo que escribiendo la cuenta completa de esta forma y reagrupando términos
obtenemos

d(ti tia-i-l) =iy dtiaﬂ +tia+1d(t' i )+d(ti1"'ti )dtiaﬂ =
Zt“ o tiget At Y it dt dt L d
r<s

Concluimos asi el proceso inductivo, con lo que podemos afirmar que la forma de
expresar By como combinacién lineal de elementos de B es

)= tidity, dty Yty s dt dt Lt dt,
-

r<s

Ordenando B y B, de acuerdo al grado de sus monomios, observamos que el ulti-
mo coeficiente de la expresion anterior siempre es 1, con lo que los valores de la
diagonal de la matriz de cambio de base son todos 1. Observamos también que
las entradas por encima de la diagonal son todas nulas, con lo que tenemos una
matriz triangular con 1s en la diagonal de la que podemos afirmar que es matriz
de cambio de base.

Concluimos que B tal y como se describe en el enunciado es base de J/J"+1.
m

Representaremos por &;, (f), 0i,i, (f), -, 0iy4, (f) los coeficientes de d( f) en la base
B, obteniendo la expresién

que podemos reeescribir haciendo uso de multiindices a = (a4, ...,q,) tal que

§ ;@ < n como
= Sa(f) -t )
”I
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Las expresiones de d(f) en By y B respectivamente son entonces

d(f) =D Da(f) - (dt) .. (dty)™ = > Sa(f) - d(tih . £07)

laj<n laf<n

Es posible calcular de forma explicita los coeficientes Dy (f) v d4(f), que podemos
ver como aplicaciones de A en A. De hecho sera suficiente conocer como actiian
estas aplicaciones sobre monomios en las variables t;, puesto que estos forman base
de A := R[{t1,...,t,}]. Para ilustrarlo sin extendernos excesivamente, haremos los
calculos en el caso de anillos de una variable.

Consideramos un anillo de polinomios en una unica variable, A = R[t| y definimos
la operacién Dy : R[t] — R[t] mediante la expresién comentada anteriormente

d(f) = f(t+di) = f(t) =Y Di(f)- (d)* € (R[1])[dt] (3.2)

Proposicién 3.3.3. Sea A = R[t] anillo de polinomios en una variable, entonces
se verifica la siquiente identidad:

(de)* =) (=1)F (’;) th=od(t%) (3.3)

Demostracion. Haremos la demostracion razonando por induccion sobre k: El caso
k =1 es trivial. Suponiendo que se verifica para k, veamos que también debe
verificarse para k + 1. Tomando f(t) = t**1 V¢ y apoydndonos en el binomio de
Newton obtenemos la expresion

k+1

1
d(tk+1) = (t+ dt)k—H gkl kT Z (kj: )t(k—i-l)—r(dt)r _ T
r=1

= (k “I 1) -thdt + <k ; 1) RN + A+ (k _/: 1) -t (dt)* + (dt)*!
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de donde se sigue la cadena de igualdades

(At —d(P++) — Xk: (k * 1>t’f+” - (dt)"

W =) — XZJ <k N l)f’m"" - <<—1)’" _ (—1)8(:) tHd(ts))
=d(t"1) — Szi;tk-i-l—si; ((—W_S (7;) (k: j: 1) d(ts))

(1) ()7 =D EE)
(2)m:==r—s
(3) SFs (—1)m (*75) = (=1)F=Ft (ver observacién
(4) reordenamos e incluimos d(#**!) en el sumatorio.
[
Tenemos asi que para cualquier f € A
d(f) =) Di(f)(dt)*
k:l ) )
=3 o) o0 () ae
k=1 s=1
=S nn (L))
s=1 k=s
Fijando
& k
5.(0) = oo () 5.4
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podemos dar las expresiones de d(f) en By y en B respectivamente como

d(f) =) D(f)(d)F =) 6,(f)d(t")

Lema 3.3.4. Sea d(f) = >_1_, Dr(f)(dt)* derivacién de orden n. Entonces

N¢a=k) ik < g
Di(t?) = { (()k) sik > q

Demostracién. Dado que d(f) = ;_, Di(f) - (dt)¥, si f =t tenemos

d(t?) =) Di(t?)(dt)*

Al inicio de la demostracién de la proposicion hemos notado que se da

d(t7) = i <Z) 19k ()

k=1

Puesto que las coordenadas en la base B son unicas, igualando ambas expresiones

obtenemos la expresion del enunciado.
m

Observacién 3.3.5. Es sencillo comprobar que la expresién de D(t?) que hemos
obtenido coincide con la dada por el desarrollo de Taylor, segin el cual Dy(f) =

% . %. En efecto, puesto que basta comprobarlo para monomios, tomamos f = ¢4

y obtenemos

1 df 1 L W
_— = — . —tq = tq - D tq
KU(dOF K (g — k) k k()

Lema 3.3.6. Sea d(f) =>_"_, 6;(f)d(t*) derivacion de orden n

1 sis=q<n
ds(t)y=<¢ 0 sis#q<n
2o () (e sig>n

Demostracion. Por como hemos fijado la notacién en (3.4)),

k=s
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Sustituyendo Dy (t9) por

Sewrnan(fe--Eer () (e

(
> (.
kn( (1) (k)’f— —1>m<mi NGRS
S (1)) (0)

=s
La expresién obtenida es equivalente a d4(t?) cuando ¢ > n, con lo que este caso
queda probado. Para analizar el caso ¢ < n serd tutil observar que si s < ¢ < n
entonces

Z) t97% podemos desarrollar esta expresién como:

S |l

n—s .
mf[d—S 0 sis<gq,
() =8 uis
m sis=gq
m=0

Si s = g < n entonces Dy (t9) = 0 para todo k > s = ¢, y el tnico sumando no
nulo de 0,4(t?) es el correspondiente al caso k = s = ¢, que vale 1. Asi en el caso
s =q <mnsedads(t7) = 1.

Si s # ¢ < n entonces puede ocurrir que o bien g < s, en cuyo caso d,(t?) = 0 por-
que Dy (t7) = 0 paratodo k > s > ¢, 0 bien s < ¢, en cuyo caso Y (—1)"™ (") =
0, luego también resulta d4(t?) = 0.

Obtenemos asi que cuando ¢ < n se da

{O si s # q,
0s = .
1 sis=gq

y queda probado el resultado. O

3.4. Presentacion de QA/R

Sean Ay B dos R-algebras relacionadas mediante un R-homomorfismo f : A —
By sean d’) /R Y dy /R las correspondientes R-derivaciones canénicas de orden n.

Observacion 3.4.1. La aplicacion d, /RO f es una R-derivacién de orden n de A en
948 IR Dado que 7} /R cumple la propiedad universal del moédulo de diferenciales,
aplicdndolo a M = (2 /r Dotamos que debe existir un homomorfismo de A-mdédulos
f* : QZ/R — Q%/R tal que f* ¢} dA/R = dB/R ¢} f
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A—L B

dz/Rl ldzsm

Qhjp - > Qg

Proposicion 3.4.2. FEl par (Q%/R/ im ¢, 0) cumple la propiedad universal del modu-
lo de diferenciales siempre que la derivacion sobre la que actia se anule en A.

Demostracion. Tomamos D € Derg(B, M) tal que D(f(a)) =0 Va € A. Por la
propiedad universal del médulo de diferenciales (2, dfy ), existe @ : Qp p — M
homomorfismo de B-médulos tal que D(b) = @ o dj z(b) para todo b € B.
Cuando M = Q%/m entonces D : B — Qpr — Q%/A es derivacion tal que
D(f(a)) =0 Va € Ay puesto que ® factoriza por Q2 /im ¢, existe la aplicacién
D Qp/p/ime — O, tal que D = Do

En particular, tomando la derivacion d /A cuando M = QF A0 podemos ampliar
el diagrama para un nuevo M y D € Derg(B, M), cubriendo asi todos los casos.

B/R . n
5 j s r
s B im¢
QB/R /// D % :
b im ¢ @ -
. SO o
- M < QB/A
~
n
QB/A

O
Lema 3.4.3. Sea ¢ el homomorfismo de B-mddulos dado de la siguiente manera:
b@djpla) — b f*(d}/r(a))
(= b (dpr(f(a))
y sea N := ker ¢, de modo que la siguiente sucesion de B-mddulos es exacta

) Q"B

— 0

Entonces existe un homomorfismo sobreyectivo de B-modulos
Qh/r
im e

%/R(b) '—>d%/A(b)

(S

n
B/A
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Demostracion. Sea § := jod’fg/R, de modo que § es una R-derivacién de B sobre R
de orden n. Por tener llegada en €2,/ im ¢, § verifica d(a) = 0 para todo a € A.
Sabemos por la proposicién anterior que (2% /R /im ¢, d) cumple la propiedad uni-
versal del médulo de diferenciales siempre que la derivacién sobre la que actia se
anule en A.

Sea Wy : Hom({2y, 4, M) — Hom(Qp, ,/imep, M) aplicacién tal que si h €
Hom(Q,,, M) entonces hody,, = D =0 Wy (h).

im ¢

dg/Al K 20
n h
QB/A ______ > M

an . Iy o o,
Sea M = Q7 Ay consideramos i = idqn L con lo que D = d /A" Esta derivacion se
anula en A, luego existe una tnica aplicacién ¢ = \I]Q%/A (h) que hace conmutativo
el diagrama

im¢g
|
I

d%/\,l v
n

QB’/A

Tenemos asi un homomorfismo ¢ : Qp p/ime — €, que verifica dp,(b) =
(1 06)(b) = ¥(dp k(b)) y que es sobreyectiva porque todo elemento de €27, puede
expresarse como dj 4 (b) = 1((b)) , imagen por ¢ de un elemento de Q p/im ¢.

Asi, cuando tratamos con derivadas nulas en A podemos identificar el conucleo
(Q2%,r/im¢) con el médulo de diferenciales de orden n de B sobre A, Q3 a
través del homomorfismo .

O

Mantendremos las definiciones dadas en este lema a lo largo de toda la seccién.

Definicién 3.4.4. Decimos que una aplicacién ¢ es inversa por la izq. (resp. dch.)
de otra aplicacién ¢ cuando ¢ o p = Id, (resp. po ¢ =1d).

Proposiciéon 3.4.5. Una aplicacion R-lineal ¢ : M — N tiene inversa por la
izquierda si, y solo si, la secuencia 0 — M 5 N — cokerp — 0 es ezacta y

escinde, lo que equivale a que ¢ sea inyectiva y Im e C N sea un sumando directo
de N.
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Demostracion. Si partimos de que ¢ tiene inversa por la izquierda debe serinyec-
tiva para que la inversa izq. esté bien definida, y N = Im ¢ & ker ¢ suma directa.
Veamos la otra implicacién:

Sea ¢ inyectiva y K C M tal que N = Imp @& K suma directa. Al considerar
la aplicaciéon ¢ con llegada en ¢(M) obtenemos un isomorfismo de R-médulos
©: M — Im . Definimos ¢ : N — M como la aplicacién que para cada z € Im ¢,
y € K, actia sobre z +y = n € N como ¢(x +y) = @ '(x). De este modo,
dop(m)=¢(p(m)) = (p(m)) = m para cualquier m € M. Para concluir que
¢ es la inversa por la izquierda de ¢ solo queda comprobar que es R-lineal:

» Sean x,7 € Imy, v,y € K entonces ¢(x +y + 2" +9) = gz +2/) =
P Ha) + 7N 2) = o(x) + ¢(2") = d(z +y) + B(2' +y).

-1

» Seanz € Imyp, y € K, r € R, entonces ¢p(r(z+y)) = ¢(re+ry) = ¢ '(rx) =
rg~H(z) = r(x) = ré(z +y).

Proposicién 3.4.6.

» La aplicacion ¢ : B ®4 QZ/R — Q%/R definida en el lema tiene inversa
por la izquierda si, y solo si, toda D € Derly(A, M) puede ser extendida a
Dery (B, M) para un B-mddulo arbitrario M.

» S5i f: A— B es sobreyectiva, ¢ : B ®4 QZ/R — Q%/R es sobreyectiva.

Demostracion. Sea t = >, b; ® d’} /R Qi € ker . Consideramos la R-derivacion
D € Derg(A, B ®4 (Y} )p) de A en B ®4 Y} p, extensible a una R-derivacién
D* € Der(B, B ®4 Q) de B en B®4 Qaypn

ar—1®d} g (a) ar—1®d}g(a)

Sea ¢ : QU p = B ®4 Y} /p el B-homomorfismo tal que D*(z) = ¢(d} z(z)) para
todo x € B, cuya existencia estd garantizada por la propiedad universal del modulo
de diferenciales. Puesto que t € ker ¢, en /p tenemos
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Por ser ¢ homomorfismo, ¢(0) = 0 y se da la siguiente cadena de igualdades:

0=09(p(t) =9 (Z bi - dp/r ai) = Z bi - ¢(dp/pai)
=D bi+D(a) =) bi- (1@ djpa) =) bi@djpa; =1

con lo que t € kerp = t = 0 y por tanto llegamos a que ¢ es inyectiva, Q%/R =
Im ¢ @ ker ¢ es suma directa y ¢ tiene inversa por la izquierda, que es ¢:

(poyp) <Z(bz ® dZ/Rai)> =¢ <Z(bz dB/R ) Zb dB/R (a:))))
:ZbiD (a;) :Z(bi®dA/Rai)

Veamos el reciproco: si existe ¢ : Q7 B/R B® /R homomorfismo de B-mdédulos
tal que (¢ o )(t) = ¢ para todo t € B ® (2}, entonces tenemos

(904) (Z(bi ® dzm(ai))) = ¢ (Z(bi - d%/R<f<ai>>>)
= Db oldiyr(f(@) =D (b @ diyp(a))

%

y usando la iltima igualdad podremos extender cualquier derivacién D € Der’,(A, M)
a una derivacién D* € Derly (B, M).

Para probar la segunda parte de la proposicién basta observar que Q% B/R €S el
modulo generado por elementos d /R(b) conb e B,porloquesi f: A— Bes
sobreyectiva podemos escribir todo elemento de €% /g COMO combinacion lineal de
elementos de la forma df 5 (b) = 1-dj p(f(a)) = p(1®@d} ;p(a)) y en consecuencia
© es sobreyectiva.

O

Teorema 3.4.7. Sean A y B R-dlgebras, existe el isomorfismo
B ®r Y r = Usopa)b
Demostracion. Sea d = dZ/R, definimos

D:BopA—Bop,
b®ar—b®d(a)
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D es entonces una B-derivacién de orden n de B ® A en B ®p (1} /g Y por tanto
existe un B-homomorfismo f : Q?B@)A)/B — B ®pg QZ/R tal que D = f o d?B®A
Sea,

di: A —Qpeap

a '—>d(B®A)/B<1 ® a)

R-derivacion de orden n de A en Q?B® A)/B Asi, existe un A-homomorfismo g :
o /R Qpgay/p tal que dy = gd. Es posible extender g a un B-homomorfismo
G: By —QBeayr

b®d(a) —b- g(d(a))

Observamos que dado b @ d(a) € B ®p (Y}, se verifica

foGb@d(a)) =f(b-g(da))) = f(b-di(a)) = f(b- dags (1 ® a))
=b-D(1®a)=b-(1®d(a)) = b® d(a).

y dado d%g5 (a ® b) se verifica
B

Go f(dhss (a®a)) =G(D(a® b)) = G(b® d(a)) = b- g(d(a))
=b-di(a) =1b- dA®B( a):d%%B(b@a)

Asi queda comprobado que fG y G f son las identidades en uno y otro conjunto,
de donde se deduce el enunciado.
m

Observacién 3.4.8. De acuerdo con la proposicién [3.4.6] y el teorema [3.4.9] si A
y B son R-dlgebras tal que podemos escribir B = A/I para algtin ideal I C A,
entonces existe un homomorfismo natural de Q4 /1o, 4)/4/1) = A/l ®p Q) /R €N

Qasnr

Sea I un ideal de la R-dlgebra A y sea d := d'} /R la derivaciéon canoénica de
orden n de A sobre R. La aplicacién descrita abajo, n, es A-homomorfismo nulo
en I"*! e induce un R-homomorfismo de I/I"" en A/T ®4 Qg

77:I—>A/I®AQZ/R
a— 1 ® da
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Denotaremos 91 := (im(n)) el A-submédulo de A/I @4 2 generado por im(n)
y B serd su inclusién en A/I @4 Q5.

Sea d = d?A/])/R y sea a la clase de a € A médulo I. Consideramos la R-
derivacién D € Derg (A, Oy 5y r) definida por

d ~n / n
D : A _)QA/R — Q(A/I)/R
a —d(a) — d(a)

y h: Q% /R Q?A /DR A-homomorfismo tal que h o d. Por iltimo, denotaremos 7
el homomorfismo natural

T AT @A Qlumr =¥y /r
y fijamos oo = 7(1 ® h).
Teorema 3.4.9. La siguiente sucesion es exacta:
0= N (A/T) 04 Vb S Uiyyp — 0 (3.5)
Demostracion. Basta comprobar que oo 8 = 0, lo cual implica im § = ker a.

Puesto que ) es un A-médulo, podemos identificar (A/I)®42 , con el médulo
cociente /I 5, con lo que N equivale a D"(I) + QY 5 /I, siendo D" (1)
el submoédulo de Q7 /R generado por elementos de la forma dx con x € I.

Siendo 3 la inclusién de M = D"(I) + Q4 /14 en Q5 /I i, para probar
la exactitud de la sucesién (3.5)) es suficiente ver que existe un isomorfismo entre

Q%
/R .

~Q 3.6
DAl + 190, i (3.6)

Tanto D"(I) como I€} , pertenecen al nicleo de a = Q%5 /I = Q4 1y /5o
con lo que «a induce un homomorfismo

a: QZ/R — Q7
'Dn<[>+IQZX/R (A/T)/R
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Para comprobar que este homomorfismo es un isomorfismo, empezamos por con-
siderar la siguiente R-derivacion

A Q% r
D:— —
I D"(I)—FIQZ/R

a+— d(a)

que estd bien definida porque si a € I, entonces d(a) € D"(I) C D"(I) + I} p.
Por la propiedad universal del médulo de diferenciales, existe un homomorfismo

O
Corolario 3.4.10. .
n N QA/R
WO 1qn -+ D(I)
Demostracion. Esto es exactamente el isomomorfismo [3.6] O

Ejemplo 3.4.11. Consideremos el médulo A = R|x,y] junto con el ideal I =
(x? — y3) generado por el polinomio f(z,y) = z*> — y® € A, y estudiemos para
A/I = Rz, y]/{x? — y3) el médulo de dieferenciales de orden n = 2.

En primer lugar observamos que la base que denotabamos By en el lema se
corresponde ahora con la base {dx, dy, d(z)d(y), (dz)?, (dy)?}. Esta es la base en la
que trabajaremos, expresando el modulo de diferenciales de segundo orden como

9,24/3 =Adr ® Ady ® Adedy @ A(dz)? © A(dy)?

La expresién de d(f) en esta base es
2 _ 3 2 2 3 2
d(f)=d(z* —y’) =2z -dx —3y*-dy+0-d(x)d(y) + 1 (dx) —§y-(dy)

Podemos entender I = ( 22 — 4* ) ideal de A = R|[z,y| generado por f como el
conjunto { g = hf | h € A }. También podemos ver I como R-médulo expresando
cada g € I como una suma finita de elementos de la forma 2’y f. Es decir, enten-
deremos I como el R-médulo generado por 'y’ f con i,j € N.

Esta interpretaciéon resulta conveniente para trabajar con d(I), que solo cuenta
con estructura de R-mdédulo y no de A-médulo. Asi, d(I) =d({g=hf|he A}) =
d({Sumas finitas de elementos x'y’ f}) = (d(x'y’ f)|i,7 € N) y para calcular d([)
basta conocer las expresiones d(x'y’ f), que generan d(I) como R-médulo.
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Aplicando la regla del producto (3.1)) y escribiendo d(z'y’ f) como d(y’z' 'z f) o
d(z'y’~ 'y f) segiin convenga, obtenemos respectivamente las expresiones

Yo'l d(af) + wd(y’ T ) + fd(y'a') — afd(y’a' ") — ya' T fd(z) -y’ 2'd(f)
a'y "y f) +yd(a'y’ ") + fd(ay) = yfd(aty’ ™) = @'y T fd(y) — 2ty d(f)

Aplicamos sucesivamente la regla del producto tantas veces como sea necesario
para eliminar las potencias y sustituimos los términos en d(zy) haciendo uso de
los céalculos ya desarrollados en la demostracion de la proposicion [3.2.6, que nos
daban la realcién d(zy) = xd(y) + yd(x) + d(z)d(y). Llegamos asi a una expresion
de [T + d(I)] en términos de

{fd(x), fd(y), fd(z)d(y), fd(x)*, fd(y)*} U{d(f),d(xf),d(yf)}

Concluimos que

A Q34/1%
TR0, =07 ~
I X A/R (A/I)/R IQ%/R + DQ(I)

estd generado por el A-médulo
O p = Ade® Ady ® Adedy & A(dz)* ® A(dy)?
cocientado por
Afd(z) + Afd(y) + Afd(z)d(y) + Afd(@)’ + Afd(y)® + Ad(f) + Ad(x[) + Ad(yf)

si lo consideramos como A-moédulo, y cocientado por

A

A A
Td(f) + Td(iﬂf) + Td(yf)

si lo consideramos como A/I-mdédulo.

Con esta ultima expresion, conocido Q% /g Pasta calcular los términos d(f), d(zf)
y d(yf) para conocer también Q%A/I)/R.

d(f) =20 - dv — 3y - dy + 0 - d(z)d(y) + 1 - (dz)? — gy - (dy)?

3
(e f) =(20 — )z — ByPdy — yd()d(y) + oV dry? — 22

d(yf) =2zy)de + (2° — 4y°)dy + zd(z)d(y) + y(dz)?* — 2> (dy)?

(dy)®

Estos términos son en general faciles de calcular porque coinciden con el desarrollo
del polinomio de Taylor.
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3.4.1. Otros resultados

En esta tltima seccién trataremos de ir un poco més alla del caso de dos R-
algebras A y B relacionadas mediante un R-homomorfismo f : A — B que hemos
trabajado en la seccién previa. Mas precisamente, haremos una breve incursion en
el estudio de los modulos de diferenciales de orden superior cuando trabajamos
con R-derivaciones de B en M que se anulan en todo A y la forma de presentarlos
en forma de sucesiones exactas.

Comenzaremos por determinar el nicleo del homomorfismo ¢ presentado en el
lema haciendo uso de la siquiente proposicién:

Proposicién 3.4.12. Dado un orden n, sea D' € Der’y(B, M) fijo y M un
B-mddulo arbitrario, para cualquier a € A se cumple que p(a) = [D™, a] €
Dery (B, M) y la aplicacién p es un elemento de Der’s *(A, Derly (B, M)).

p:A— Der'y Y(B, M)
a — [D™a : B—M
b — D™ (ab) — aD™ (b) — bD™(a)

Demostracion. Nos serd tutil notar que un elemento A € Hompg(A, M) es deriva-
cién de orden n si, y solo si, [A,a] es derivacién de orden n — 1 para cualquier
a € A, como hemos probado en el teorema [3.2.5] De hecho, esto es suficiente para
probar la primera parte de la proposicion.

Para probar la segunda parte realizaremos un proceso inductivo sobre n, conside-
rando p : A — Der’y '(B, M) y una derivacién D™ € Der’y(B, M).

El caso n = 1 es trivial porque DM(a) = 0 Va € A, luego [DWY, a](b) =
aDW(b) + bDW(a) — aDM(b) —bDW(a) = 0 Vb € B; [DW, a] es idéntica-
mente nula para todo a € A y por tanto p = 0.

Tomamos como hipdtesis de induccién que la aplicacién p correspondiente a n — 1,
que denotaremos py, es tal que py € Derly ?(A, Der'y ?(B, M)). Nuestro objetivo
es probar que [p, z] € Der’y (A, Der'’s *(B, M)) para todo x € A, lo que equivale
a p € Ders '(A, Der’y (B, M)).

Sea z un elemento fijo de Ay D™ & Der’y(B, M) la derivacién con la que cons-
truimos p, entonces D"~! := [D", z] € Der’y '(B, M). Observamos que al constuir
po a partir de esta derivacion D™~V y aplicarlo a un a € A cualquiera obtenemos
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la siguiente cadena de igualdades
po(a) = [[D", z],a| =[D", za] — x[D", a] — a|D", x]
— plza) — apla) — ap(x) = [p,z](a)

Como actian igual sobre los elementos a € A, deducimos que [p,z] = po. Por
hipétesis de induccién p, € Derly ?(A, Derly '(B, M)) y teniendo en cuenta que
Der’s?(B, M) C Der’s *(B, M) se deduce que [p,x] € Der’s *(A, Derly (B, M)),
como querfamos ver.

[p, 7] € Derly (A, Der’y (B, M))] = p € Dery '(A, Ders (B, M))]
[

Observacién 3.4.13. Si D se anula en A lo mismo se cumple para p(a), ya que
[D,al(b) = D(ab) — aD(b) — bD(a) = aD(b) + bD(a) — aD(b) = bD(a) = 0.

——n—1
Siguiendo la notaciéon de Nakai [5], enotaremos Derp (B, M) el conjunto de
R-derivaciones de orden n de B en M que se anulan en A.

—n-1
Corolario 3.4.14. Si D se anula en A entonces p € Der’y '(A,Dery (B, M))

Denotaremos las derivaciones que se anulen en A como  en lugar de d, de
modo que [, a](b) = d(ab) —ad(b) —bd(a) = §(ab) —bd(a). Aplicaremos el corolario
a la R-derivacién fija 0 : B — O,/ im ¢, nula en A.

p:A —>Der%_1(B,Q%/R/ im @)
ar— py: B — Qpp/imep
b— d(ab) — ad(b)

——n—1
Asf p es un elemento de Dery '(A, Dery (B, Q% /4)) y existe un homomorfismo
. Q%;II%/ imy — Q%/R/ im ¢ tal que p o 0" ! = p,, es decir
pri A —>HomB(Q%ﬁ2/ imp, Oy p/im e
a— p, Q%}}%/imgo — Qf/p/imyp
§"H(b) = S(ab) — ad(b)

p* es una R-derivacién de orden n — 1 de A en HomB(Q%ﬁ?/ im, O p/ime y
por tanto existe un homomorfismo A : QE}% — HomB(Q’éﬁ? /im e, Qpp/im o tal
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que p* =ho d’;}%.

De las identidades pf 0 6" = p, y p* = ho d?x?}z se sigue que para todo a € A,
be B

Wy (@) (0"7(b) = p(6" (b)) = pa(b) = d(ab) — ad(b)
y dado que existe una biyeccion canodnica

HomA(QZ}J}%, HomB(Q%ﬁ%/ im p, Q% p/ im p)) =~ HomB(QZJIl_z@AQ%?}%/ im o, Q) p/im p)
obtenemos que en la parte de la derecha existe un o tal que
o(dy r(a) ® 0" (b)) =h(d}y 5 (a)) (0" (b))
=d(ab) — ad(b)
Nos encontramos en condiciones de formular el siguiente teorema:

Teorema 3.4.15. Sean A y B R-dlgebras, las siguientes sucesiones son exactas:

B@a Qg5 Qb p 5 Qb p/ime — 0 (3.7)

n— n— . o n— . P n
QA/11{®AQB/}%/1mg0—>QB/]1{/1mg0—>QB/A—>O (3.8)

Demostracion. La primera sucesién es exacta por construccién (lema |3.4.3)).
Para probar la exactitud de la segunda sucesiéon empezamos por observar que
imo C ker, ya que todos los elementos de im o son de la forma

d"(ab) —a-0"(b) =b-6"(a) =0
Sean: Qpp/ime — Qp p/ime/imo homomorfismo que cumple imo = kern
y, manteniendo la notacion ¢ := (5?3 /4)/ R S€a D la aplicacién dada por D =nod :
B — O p/ime/imo.

; Q%/R/imgo(

D:Bgﬂg/R/imgoﬁ = Coker o)

imo
Entonces D es una R-derivacion de B en {23 o /im/imo de orden n verificando

D(a) = 0 y por tanto Da — aD = 0 para todo a € A. Asi, para todo elemento
be B

(Da — aD)(b) =D(ab) — aD(b) =nod (ab) —a- nod (b)
=((da — ad) (b)) = n(o(dyp(a) ® diy (b)) =0

—n
D es entonces una A-derivacion contenida en Dery(B, Coker o) donde por defini-
y Qp g/ ime
cién Coker o = —24——
m o
Q%/R/ im
imo

Sea g el B-homomorfismo de Q"B/A en Cokero = tal que g o 6]§/A =D.
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/
OB/a

|

|

19
xqf

Coker o

s

Consideramos un elemento de ker ¢ de la forma ), b;-6(;) con b;, 5; € B para todo
iel. Como )  b-d(8;) € kere, de la igualdad ¢ (>, b; - 6(5;)) = 0 deducimos

0= Z bi'd(ﬁi) = Zbi'ég//}(ﬁi) = Zbi'D(ﬁi) = Zbi'né(ﬁi) =" (Z b; - 5(52’))

Con esto probamos que » . b; - 6(5;) € ker(n) = imo y dado que sabemos por el
lema que 1 es sobreyectiva, queda probada la exactitud de (3.8 O

Pasando al dual, obtenemos inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 3.4.16. Sea ]5&2(3/14)) el submédulo de Der’s(B) formado por todos
los elementos D € Der'y(A) tal que D(a) = 0 para todo a € A. Definiendo T por
7(D) = Da — aD para todo a € A, son exactas las dos sucesiones siguientes:

0 — Dery(B/A), B) = Der’s(B, B) £5 Der'(A, B) (3.9)

0 — Der’s(B, B)) — Dern(B/A)) = Der’s (A, Dery  (B/A))) (3.10)



Apéndice A
Lema de la Serpiente

Lema A.0.1 (Lema de la serpiente).

N1 25 N, 25 N,

Sea el diagrama superior un diagrama conmutativo de homomorfismos de A-maodu-
los con sucesiones exactas en sus filas. Entonces hay una unica extension del dia-
grama a un un nuevo diagrama conmutativo como sigue, donde las sucesiones
verticales son sucesiones exactas natirales asociadas a uy,us, us:

Vi I3
ker uy ——— ker ug ——— kerus

v 2 ~

My, —L vy, —E 5 a3

Ul u us

~ ~ ~

N1 7N, 92 N,

~

~ ~ ~

cokeruq BTN cokerlUs, 2, cokerUs
Se cumplen ademas las siguientes propiedades:
1 fyofi=0ygaogi =0
2. Si g1 es inectiva, entonces la fila superior es una sucesion exacta.

3. Si fy es sobreyectiva, entonces la fila de abajo es una sucesion exacta.
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4. Sea g1 inyectiva y fy sobreyectiva. Entonces existe un homomorfismo de A-
maodulos d : kerus — cokeru; que se define de la siguiente manera:
Tomamos x3 € kerus C Mz y elegimos una de sus preimdgenes por fa, o €
M,. Entonces ua(xs) € ker go = Imy, y hay algin y; € Ny tal que g1(y1) =
ug(2), con lo que hacemos corresponder d(x3) con la clase de residuos y; de
y1 en coker uy.

5. En las condiciones del apartado anterior, las sucesion exactas de (2.) y (3.)
dan lugar a la siguiente sucesion exacta:

! !

f f
ker uy ——— kerus ——— kerus

c

g1 g2
coker u; —— coker ug —— coker us



Apéndice B

Existencia y unicidad del
producto tensorial

Para probar la existencia y unicidad del producto tensorial empezamos justifi-
cando que, caso de existir, este es inico. Suponiendo conocidos todos los tensores
rRyen M®rN conx € M,y € N, veamos que es posible reconstruir la aplicacion
natural 7:

Lema B.0.1 (Unicidad). Los productos tensoriales quedan determinados por la
propiedad universal de manera unica salvo isomorfismos.

Demostracion. Supongamos que existen dos productos tensoriales de M y N sobre
R que verifican la propiedad universal, llamémoslos 7 y 7':

T:MxN-—T 7 MxN-—T

Puesto que 7’ es bilineal, la propiedad universal apicada a 7 asegura que existe
una tnica aplicaciéon R-lineal ¢ : T'— T” tal que 7/ = p o 7.

Andlogamente, existe una tunica ¢ : 77 — T R-lineal tal que 7 = o 7.

Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo:

Aplicando la propiedad universal al primero de los productos tensoriales, conside-
rando que la aplicacion 7 : M x N — T es R-bilineal, obtenemos

idror=71=¢or =¢o(por)=(Yop)or
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de modo que tanto ¥ o ¢ como idr hacen el diagrama conmutativo. La unicidad
garantizada por la propiedad universal permite deducir ¢ o ¢ = idr.
Anélogamente, de la cadena de igualdades

idpor’ =7 =poT=po(Yor)=(pov)or
se deduce @ o = idy. [

Observacion B.0.2. Sean M, N mdédulos de generacién finita sobre el anillo R,
no necesariamente libres. Sean (myq, ..., my), (ny,...,n;) generadores de M y de N,
respectivamente. Entonces {m;®n;}; ; es un conjunto de generadores de M @z N y
para determinar los valores de una aplicacion bilineal ¢ : M x N — P cualquiera,
basta conocer los valores de ¢(m;,n;) para ¢ € {1,....,k}, j € {1,...,1} y extender
linealmente la aplicacion:

o(rimy + ... + rpmg, syng + ... + sny) = Z Zrisj ~(my, ;)

i=1 j=1

Ahora bien, no podemos elegir los ¢(m;,n;) de manera totalmente arbitraria, por-
que si los médulos no son libres existen relaciones entre los generadores que ¢ debe
respetar. Asi, si se diera la relacién 2s; +3sy = 0 en M, tendriamos que exigir que
se verificase 2¢(my,n;) + 3p(me,n;) = 0 para todo j € {1,...,1}. De ahi surge la
necesidad a la hora de construir el producto tensorial de tomar el submdédulo gene-
rado por todas las relaciones y considerar inicamente las aplicaciones lineales que
se anulan en él, dando lugar a la expresion del producto tensorial como cociente
que veremos en la demostracion de la siguiente proposicion.

Proposicién B.0.3 (Existencia). Para cualquier pareja de M, N R-mddulos ar-
bitrarios, existe el producto tensorial T'= M Qg N.

Demostracién. Consideramos RM*N .= [inmenxn B(m,n) el R-médulo de las

combinaciones lineales finitas de elementos de M x N, compuesto por sumas de la
forma
ri(my,my) + .o 4 ri(mg, ng)

con k € N, r,....,1, € Ry (my,n;) € M x N para ¢ = 1,...,k distintos dos a
dos. Podemos interpretarlo como el conjunto de aplicaciones de M x N en R que
toman valores nulos para casi todo elemento, considerando que el valor que toma
(m;,n;) en cada uno de los i = 1, ..., k es el r; correspondiente. Siguiendo esta idea,
denotaremos el médulo por RM*N)

RM*N) . — @ R(m,n)

(m,n)eMxN



7

Todos los elementos (m,n) € M x N son independientes en R™M*N) | va que
al tratarse de una suma directa de copias de R lo que tenemos es una base
{(m,n)}mmnyemxn del médulo RMxN) Para construir el producto tensorial te-
nemos que anadir algunas relaciones que transformen las combinaciones lineales
en combinaciones bilinales. Asi, consideramos S C R*N) el submédulo generado
por las expresiones del tipo

(m+m',n) — (m,n) — (m',n) (rm,n) —r(m,n)

(m,n+n") — (m,n) — (m,n) (m,rn) —r(m,n)

donde r € R, m,m’ € M, n,n’ € N. Esta es la menor clase médulo S o menor
submédulo de RM*N) tal que las clases de residuos [(m,n)] en el cociente RM*N /S
adquieren la propiedad universal de los tensores.

Fijando T = RM>*N)/S 1a aplicacién canénica 7 : M x N — T que envia
el par (m,n) a la clase de residuos [(m,n)] € T es R-bilineal por construccién.
Para comprobar que 7" junto con la aplicaciéon 7 es un producto tensorial de M y
N sobre R, verificamos que se cumple la propiedad universal del producto tensorial:

Sea @ : M x N — E aplicacién R-bilineal y sea ¢ : RM*N) — FE la aplicacién
R-lineal asociada tal que $([(m,n)]) = ®(m,n) para la base (m,n) € RM*N),
cuyos valores para el resto de RM*N) se obtienen por extensién R-lineal.

o(ri[(my,n1)] + ... + ri[(my, ng)]) = ri®(my, nq) + ... + 1P (my, ng)

La R-bilinealidad de ® asegura que ker ¢ contiene todos los elementos generadores
de S C ker ¢ considerados anteriormente, de modo que ¢ induce una aplicacion
R-lineal bien definida ¢ : RM*N) /S — E tal que ® = g o 7.

7:Mx N —— RMxN) ___, RIMxN) /g
¢ »
E

Por 1ltimo, observamos que ¢ queda univocamente determinado por la relacion
® = p o 7. En efecto, la clases de residuos [(m,n)| para (m,n) € M x N genera
RMXN) /S como R-médulo y resulta

p([(m,n)]) = ¢(r(m, n)) = &(m, n)

de modo que ¢([m,n]) es conjunto de generadores de T = R(A?N), con lo que ¢

queda univocamente determimado y 7" también es tinico. Se satisface la propiedad
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universal, por lo que concluimos que el médulo T' considerado con la aplicacién 7
es un producto tensorial. O

En la practica rara vez se utiliza la construccion dada en la demostracion porque
suele ser mas 1til obtener la informacién necesaria de la propiedad universal.
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