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Resumen e introduccion

Resumen y abstract

RESUMEN: En este trabajo se presentan las algebras de Banach, estructura base de la
teoria de Gelfand. Se tratan los homomorfismos entre algebras de Banach, en particular
los homomorfismos complejos, que formaran el espectro del dlgebra. En estas algebras se
define y estudia el espectro y el radio espectral de cada elemento. Dotando a las algebras
de Banach con una involucion se llega a un caso particular interesante, las C*-dlgebras.
Se estudia la teoria de Gelfand para *x-algebras conmutativas, relacionando sus ideales
maximales con los elementos de su espectro. El teorema de Gelfand-Naimark caracteriza
las C*-algebras conmutativas estableciendo un isomorfismo isométrico con el espacio de
las funciones continuas en su espectro dotado de cierta topologia por medio de la trans-
formada de Gelfand. Se introducen los espacios con producto interno y sus completados,
los espacios de Hilbert. El espacio de operadores acotados en un espacio de Hilbert es
una C*-algebra. Se presentan dos versiones del teorema espectral para una C*-subalgebra
unitaria de este espacio de operadores, un caso particular para operadores normales, una
version para el caso no unitario y una version para una x-algebra de Banach conmutativa

abstracta.

ABSTRACT: This paper presents Banach algebras, the basic structure of Gelfand’s
theory. The homomorphisms between Banach algebras are treated, in particular the com-
plex homomorphisms, which will form the spectrum of the algebra. In these algebras,
the spectrum and the spectral radius of each element are defined and studied. By en-
dowing Banach algebras with an involution we arrive at an interesting particular case,
the C*-algebras. The Gelfand theory for commutative x-algebras is studied, relating their
maximal ideals to the elements of their spectrum. The Gelfand-Naimark theorem charac-
terises commutative C*-algebras by establishing an isometric isomorphism with the space
of continuous functions in their spectrum endowed with a certain topology by means of
the Gelfand transform. The spaces with inner product and their completes, the Hilbert
spaces, are introduced. The space of bounded operators on a Hilbert space is a C*-algebra.
Two versions of the spectral theorem are presented for a unitary C*-subalgebra of this
operator space, a particular case for normal operators, a version for the non-unitary case

and a version for an abstract commutative Banach x-algebra.
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Introduccién

La teoria de algebras de Banach conmutativas se empieza a desarrollar alrededor de
1940 por el matematico Israel M. Gelfand, aunque con el nombre de anillos normados
conmutativos. Tal y como las define Gelfand, un algebra de Banach es un espacio de
Banach complejo donde se define un producto con la propiedad asociativa, permutable
con el producto por escalares complejos, distributivo respecto a la suma y continuo en cada
factor. En el primer capitulo de este trabajo se trataran resultados para estas algebras
en el caso general no conmutativo. Gelfand muestra en [8] junto a Dmitri A. Raikov y
George E. Shilov que la ausencia de un elemento neutro en un algebra de Banach se puede
remediar construyendo una extensién unitaria de esta, como se verd en este trabajo en
(1.2).

En el caso de las algebras de Banach unitarias en las que se puede definir el concepto
de elemento invertible, Stanislaw Mazur publica previamente sin demostracién en [10]
en 1938 el teorema de Gelfand-Mazur, que se verd en (1.18). Este teorema establece un
isomorfismo isométrico entre las algebra de Banach unitarias donde todo elemento no nulo
es invertible y el algebra de los niimeros complejos.

Gelfand y Naimark estudian en 1943 en el texto [5] las dlgebras de Banach a las que se les
puede dotar de una involucién, llegando a enunciar el teorema de Gelfand-Naimark (3.12).
Este teorema asegura que existe un isomorfismo isométrico entre un algebra de Banach
conmutativa con involucién cumpliendo ciertas propiedades y el conjunto de funciones
continuas en el espacio de ideales maximales del dlgebra dotado de cierta topologia. En el
tercer capitulo de este trabajo se vera que la hipdtesis que debe cumplir el algebra para
poder enunciar el teorema es que sea una C*-dlgebra.

Gelfand, Raikov y Shilov estudian las representaciones de algebras de Banach con in-
volucién también en el caso no conmutativo en el capitulo VIII de [8]. La representacion
de un &lgebra sera, como se ve en el quinto capitulo de este trabajo, una aplicacién con
llegada en el espacio de operadores acotados en un espacio de Hilbert que conserva las
operaciones de espacio vectorial, el producto de elementos del algebra y la involucion.
Este capitulo era un apéndice en el texto original [7] publicado en 1946, y se apoy? en las
ideas del texto de Gelfand y Raikov en [6] de 1943.

El trabajo consta de cinco capitulos siguiendo principalmente las ideas de los capitu-
los 10, 11 y 12 del texto de Walter Rudin [13] y el primer capitulo del texto de Gerald B.
Folland [4], teniendo mas relevancia este tltimo en el quinto capitulo del trabajo.

En el primer capitulo, Algebms de Banach, se describen estas algebras en la primera
seccion, pasando por la construccion de una extension a un algebra unitaria en el caso no

unitario. En esta seccion se ve que la definicion que se da es equivalente a la dada por
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Gelfand en [8] cuando define los anillos normados. En la segunda seccién se estudian los
homomorfismos entre algebras de Banach, siendo los homomorfismos complejos un caso
particular que tendra relevancia cuando se defina el espectro de un algebra en el tercer
capitulo. Se define también el concepto de invertibilidad para elementos de un algebra de
Banach unitaria y se dan condiciones de invertibilidad que resultaran de gran utilidad en
demostraciones de capitulos posteriores. En la tercera seccién se definen el espectro y el
radio espectral de los elementos de un algebra de Banach unitaria. Esta seccion termina
con el teorema de Gelfand-Mazur.

En el segundo capitulo, C*-dlgebras, se define y estudia la involucién en un dlgebra
compleja, y con ella surge la definicién de x-homomorfismo. Se define un caso particular
de algebras de Banach con involucién, las C*-algebras. Por tltimo se contintia con el
razonamiento visto en el primer capitulo para extender el caso no unitario a uno unitario
conservando la estructura de C*-algebra.

El tercer capitulo, Teoria de Gelfand, se centra en el caso de algebras de Banach uni-
tarias conmutativas. El capitulo comienza con la definicién del espectro de un dlgebra y
algunas propiedades de este. La primera seccion es un estudio de los ideales de un algebra
compleja conmutativa. Este estudio es relevante pues, como se ve en el ultimo resultado
de la seccién, los ideales maximales de un algebra de Banach unitaria conmutativa forman
el espectro de dicho algebra. En la segunda seccién se define y estudia la transformada
de Gelfand para llegar al teorema de Gelfand-Naimark, que asegura que esta es un iso-
morfismo isométrico que conserva la involucién. Por tltimo se sigue con las ideas de la
extensién de un algebra no unitaria a una unitaria para adaptar la teoria de Gelfand a
este caso.

En la primera seccién del cuarto capitulo, Operadores acotados en espacios de Hilbert,
se tratan resultados 1tiles para el desarrollo del trabajo sobre espacios con producto
interno y espacios de Hilbert. En esta seccién destaca el teorema de Riesz que establece
una isometria lineal conjugada entre un espacio de Hilbert y el espacio de funcionales
lineales acotados en este. En la segunda seccion se estudia el espacio de operadores lineales
acotados en un espacio de Hilbert, probando que se puede definir una involucion en este,
que hace que sea una C*-algebra.

En el quinto capitulo, El teorema espectral, se dan diferentes versiones del teorema
espectral para x-algebras de Banach conmutativas de operadores acotados en un espacio de
Hilbert. En la primera seccién se trata la primera versién del teorema, enunciada para C*-
algebras de Banach conmutativas unitarias. La seccion se desarrolla con la construccién de
la medida espectral que el enunciado del teorema afirma que existe. En la segunda seccion
se ve la segunda versién del teorema para C*-algebras de Banach conmutativas unitarias,

y se mejoran con esta resultados de convergencia. En la tercera seccion se estudia el calculo
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funcional continuo en el espacio de operadores normales como consecuencia de la primera
version del teorema. En la ultima seccién se da una version del teorema espectral para
C*-dlgebras no unitarias no degeneradas y se usa esta para demostrar una versién para
x-algebras de Banach conmutativas abstractas con una *-representacion no degenerada
en el espacio de operadores acotados en un espacio de Hilbert.

Ademas se incluyen dos apéndices al final del trabajo tomados del tercer capitulo del
texto de Walter Rudin [13]. El apéndice sobre topologia débil se necesita para tratar
conceptos topoldgicos en el espacio dual de un dlgebra de Banach y por tanto en su
espectro. El segundo apéndice describe los conceptos de holomorfia e integracion para
funciones con llegada en espacios vectoriales topoldgicos, necesarios en la demostracién

de que el espectro de un elemento es no vacio.
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1. Algebras de Banach

En este primer capitulo se trataran las algebras de Banach, estructura que sera la base
de todo el trabajo. En la primera seccion se vera que, si estas carecen de elemento neutro,
se pueden relacionar con un algebra de Banach con elemento neutro conservando muchas
propiedades de la original y se estudiara una propiedad equivalente a la definicion. En
la segunda seccién se presentaran los homomorfismos entre algebras de Banach, se daran
varios resultados de invertibilidad y una propiedad equivalente a la definicion de homo-
morfismo. En la tercera seccién se definira el espectro y radio espectral de un elemento de
un algebra de Banach, se veran propiedades importantes de estos como la compacidad del
espectro y se dard el teorema de Gelfand-Mazur, que relaciona mediante un isomorfismo
isométrico las dlgebras de Banach que cumplen que todo elemento no nulo es invertible

con el dlgebra de los niimeros complejos C.

1.1. Conceptos basicos

Antes presentar la definicién de algebra de Banach es conveniente incluir unas defini-

ciones previas que se necesitaran en esta.

Definicién. Sea A un espacio vectorial sobre C. Se dice que A es un dlgebra compleja si

para cada x,y,z € Ay a € C se cumplen:
(1) z(yz) = (zy)z.
(2) (z+y)z=xz+yzyx(y+2) =2y + 2.

(3) a(ry) = (ax)y = z(ay).

El motivo de que el estudio se centre en los espacios vectoriales sobre el cuerpo C es
que en este se tiene la conjugacion, que es una involucién no trivial como se vera en el

segundo capitulo, a diferencia de R.

Definicién. Sea (A, ||-||) un espacio vectorial normado, se dice que es de Banach si es

completo, es decir, si toda sucesién de Cauchy en A converge a un elemento de A.

En general se usard A para referirse al espacio vectorial normado (A, ||-||) cuando no

sea necesario distinguir la norma.

Definicién. Si A es un algebra compleja y de Banach, se dice que es un dlgebra de Banach
si para cada z,y € A se cumple

lzyll < {llllyll-
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Si ademads existe un elemento e € A tal que
re=er=x VreA,
se dice que A es un dlgebra de Banach unitaria y e es el elemento neutro.

Nota 1.1. El elemento neutro e de la definicién anterior es inico: si existe € de la misma

forma, ¢ = e'e = e.

A continuacion se verd que la ausencia de elemento neutro en un dlgebra de Banach se

puede solucionar manteniendo las propiedades de esta.

Nota 1.2. Si A es un algebra de Banach no unitaria podemos asociarla mediante un
isomorfismo isométrico a una unitaria de la siguiente forma:
Sea A; = {(z,«) / x € A, a € C}, donde la suma y el producto por escalares se realizan

por componentes. El producto se define como

(x,0)(y, B) = (xy + ay + Bz, af) r,y€e A, a,8 € C.

A es un espacio vectorial sobre C con estas operaciones.
Se denota e = (0,1) y se define

[z, )| = llz[[ +]af  2€A aeC
Entonces A; es un algebra de Banach unitaria:

» La norma estd bien definida: Para todos 2,y € Ay «a, f € C, por ser ||-|| y |-| normas

en Ay C respectivamente,
(1) [z, )l = [lzll + e = 0y [z, )| = llz]| + o] = 0'si, y sélo si [lz]| = |af = 0,
que equivale a (z,a) = (0,0).

(2) Sea A € C, [[Mz, a)l| = [|(Az, A) || = [[Az]| +[Aaf = [Alllz]| +|Allaf = [Al([l] +
o) = Al @)

3) lI(z, ) +(y, B)|| = (& +y, a+B)|| = [le+yl +[a+ 8] < [lz] + [yl +]al+15] =
G, @)+ (s A

» A; es un dlgebra compleja: Para todos (z,a), (y, 8), (z,7) € A1 y X € C,

(1) (z,)[(y,0)(z,7)] = (x,)(yz + vy + Bz, By) = (vyz + yoy + faz + Byr +
ayz + ayy + afz, afy) = (zy + fr + ay, af)(x,v) = [(z, a)(y, 8)](2,7).
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(2) [(z,a) + (¥, 8)](2,7) = (x +y,a+ B)(2,7) = (z + y)z + (a + B)z + y(v +
y), (a+B)y) = (zz+yz+az+Pz+yz+yy,ay+B7) = (2 + az+yz,ay) +
(yz + Bz + vy, By) = (z,a)(2,7) + (y, B)(2,7),

(@, a)[(y, B)+(2,7)] = (z, a)(y+z, B+7) = (x(y+2)+a(y+2)+(B+7)z, B+
v) = (xy + 2z + ay + az + fr + vz, af + ay) = (vy + ay + Pz, af) + (vz +
az +yz,0y) = (z,a)(y, B) + (z,a)(z,7).

(3) Az, @)y, B)] = Moy + ay + Br,af) = (Axy + ay + Bx), Aaf) = ((Ax)y +
(Aa)y + B(Az), (Aa)B) = (Az, Aa)(y, B) = (A=, )](y, B) ¥
Az, 2)(y, B)] = (z(Ay) + a(Ay) + (AB)z, a(AB)) = (z, ) (Ay, AB) =
(2, a)[A(y, B)].

» A; es un espacio de Banach: Sea {(z,, a,)}, una sucesiéon de A; de Cauchy. Dado

e > 0, existe ng € N tal que, si n, m > ny,
|20 — | + | — | = [[(Tn = Ty 0 — @) | = (20, ) — (T, am)[| < e

Luego, s n,m Z Ny, ||mn - xm” <Eey |O-/n - am| < g, es decir, {xn}n y {an}n
son sucesiones de Cauchy en A y C respectivamente. Como A y C son completos
para las normas consideradas, existen x € Ay a € C tales que {z,}, converge a
x 'y {a,}, converge a a. Es decir, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que, si n > ny,
|xn — x| < ey |an — a| < e. Ahora, (z,a) € Ay y, si n > ny,

(2, an) = (z, )| = [[(zn — 2, 0m — ) || = [lz — 2| + |an — af < 2e.
Luego {(xn, )}, converge a (z, ) en Ay y por lo tanto es completo para la norma

considerada.

A; es algebra de Banach unitaria: Sean (z,a), (y, ) € A;. Como A es dlgebra de

Banach,
(@, ) (y, B)|| = ll(zy + oy + Bz, aB)|| = [lzy + ay + Bz|| + |af] <

< [lzyll + eyl + 15[l + ] < {lz[[lyll + lalllyll + [BllI=]] + a]|5] =

= (lz[l + laDlyll + 18]) = Iz, a)[[lI(y, B)I.
Si (z,a) € Ay,

(z,a)e = (x,)(0,1) = (z,a) = (0,1)(z, ) = e(z, @).

Por 1ultimo, la aplicacion lineal y biyectiva

T: A — .Al
v (2,0)
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es un isomorfismo isométrico, pues

1T (@)| = (2, 0)[| = [l]| + [0] = [|]].

De la definicién de algebra de Banach se deducen inmediatamente propiedades que no

se piden explicitamente, como la continuidad del producto:

Nota 1.3. Sean {x,}, e {yn}n que convergen hacia = e y respectivamente en .4 algebra
de Banach. Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que, si n > ng, ||z, —z|| <ey |lyn —y|| <e.
Entonces, si n > ny,

2y — zyll = (0 = )y + 2(yn = Y < (@0 = 2)yall + [[2(yn =yl <

< len = @lllynll + [l lyn — yll < Me + [lz]le < 2e max{M, |[z[|},

donde M es una cota de {y,}, por ser esta convergente hacia y € A.
En particular se tiene la continuidad de la multiplicacién por la izquierda y por la derecha,

es decir, {z,y}n v {2yn}n convergen hacia y.

Reciprocamente, se puede obtener un algebra de Banach teniendo la continuidad del
producto sin pedir la propiedad que caracteriza las adlgebras de Banach: ||zy|| < [|z]|]y||
para cada z,y € A.

Teorema 1.4. Sea A un espacio de Banach y dlgebra compleja con elemento unidad no
nulo tal que se tiene la continuidad del producto por la izquierda y por la derecha. Entonces

existe una norma en A que induce la misma topologia que la dada y que hace A un dlgebra
de Banach.

Demostracion.
Para cada = € A se define

M,: A — A
z — xz = M,(2).

Sean A = {M, / x € A} y B(A) el conjunto de operadores lineales acotados en A en sf
mismo. Notemos que %(A) es de Banach por serlo A y que A C B(A) pues, si M, € A:

s M, es lineal:
Siy,z€ Ay XA € C, como A es dlgebra compleja M, (y+2) =x(y+2) = xy+xz =
M(y) + Mz(2) y Ma(Ny) = 2(Ay) = Maz) = AMo(y).
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s M, es acotado:
Como M, es lineal, ver que es acotado equivale a ver que es continuo. Si {z,},
converge a z en A entonces { M, (z,) = xz,}, converge a xz en A por ser el producto

por la derecha continuo en A.

Se define la aplicacion
v: A — A
r — M, = ¢(x),

que es un isomorfismo:

» ¢ es lineal: Para x,y € Ay X\ € C,
Para cada z € A, M, (2) = (z +y)z = vz +yz = My(2) + M, (2) = (M, + M,)(2)
y My.(2) = (\z)z = Mxz) = AM,(2). Luego ¢(z +vy) = My = M, + M, =
p(z) +o(y) vy p(Ar) = My = AMy = Ap().

» o(xy) = o(x)p(y) para cualquier z,y € A:
Entendiendo el producto de operadores como la composicién, para cada z € A,

Moy (2) = (wy)z = a(yz) = M, (2) = M, M, (2).

» ¢! es continua:
o~ ! es lineal por serlo ¢, luego basta ver que es acotada. Sea p(x) = M, € A para
un = € A, entonces [~ (p(2))[| =[] = llzell = [[Ma(e)|| < [[Malllle]l = [IM-]] =
|lo(z)|| por ser M, € A C B(A) acotado. Luego ¢! estd acotada y por tanto es

continua.

» A es dlgebra compleja: Sean z,y,2 € Ay o € C. Por ser A dlgebra compleja y las
propiedades vistas de ¢,

(1) My(MyM,) = M,M,, = Ma(yzy = May), = MayM, = (M My) M. .

(2) (Mx+My)Mz = M:c+yMz = M(:):er)z = Mrz-{—yz = sz+Myz = MxMz_l'MyMz y
Mx(My_'_Mz) = M:):Merz = Mw(y+z) = Mxy+xz = sz+sz = MxMy+MxMz

3) a(MyM,) = aMyy = M@y = Mazy = Maay) = MacMy = MyMoy =
(aM)M, = M, (aM,).

= A es de Banach:
Basta ver que es cerrado en Z(A), pues este es de Banach. Sea {T,,},, una sucesién
en A que converge a T € PB(A). Para cada n € N existe un z,, € A tal que para
cada y € A se tiene T,,(y) = 2,y = (z,e)y = T,,(e)y. Ahora, como la multiplicacién
por la izquierda es continua en 4 por hipdtesis, tomando limites se tiene T'(y) =
T(e)y = My (y). Luego T = Mz € Ay por tanto A es cerrado en B(A), luego
de Banach.
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» A es dlgebra de Banach unitaria:
Ya se tiene que A es un algebra compleja y de Banach. Para z,y € A, por ser
M,, M, € A operadores lineales acotados se tiene ||M,M,|| < || M,||||M,]|. Ademés
M, es el operador identidad I, luego ||M.| = ||| = 1.

=  es continua:

1

Como ¢~ es una aplicacién lineal, continua y biyectiva entre espacios de Banach,

por el teorema de la aplicacion abierta (ver [13] 2.12), su inversa ¢ es continua.

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo entre A y el dlgebra de Banach A, luego las normas ||z||

y ||M,|| son equivalentes. O

Sin embargo, otras propiedades que se piden en la definicién no se pueden suprimir de

esta como se ve a continuacion.

Nota 1.5. La hipdtesis de que A sea de Banach en el teorema anterior no se puede omitir.

Un ejemplo de esto es el algebra
A={f:N— C / f =0 excepto en una cantidad finita de puntos}

con las operaciones usuales entre funciones y la norma

=3 L8N
k=1

Que la norma estd bien definida y A es un algebra compleja se deduce de las propiedades

del valor absoluto y de la linealidad y asociatividad de las funciones complejas.

Para ver la continuidad del producto por la izquierda sean {f,},, f vy h elementos de A

tales que {f,}, converge a f, luego ||f, — f|| = 0 cuando n — co. Como h € A toma un

nimero finito de valores no nulos, estd acotada, sea M = max{h(k), k € N}. Entonces
S |

| fult = FRI = 1(fo — f)R] = Z' (’f>|§2|<fn—k¢M
k=1

tiende a 0 cuando n — oo. Ademds, como A es conmutativa, se tiene también la conti-

= /o = M

nuidad del producto por la derecha.

Ahora bien, (A, ||-||) no es de Banach: sea {f,}, la sucesién de funciones de A dada por

VEk si k <n,

0 si k> n.

fn(k) =
Esta sucesion es de Cauchy pues dados n, m € N con n > m se tiene

I - me—Z|f" L O L U S

k=m-+1 k=m-+1 k=m-+1
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Como la ultima cota es el resto de una serie convergente, || f,,— fin|| — 0 cuando n, m — oo.
Sin embargo, la sucesiéon no converge a ningun elemento de A. Si existiera f € A de esta
forma, se tendria ||f, — f|| — 0 cuando n — oo y, por ser f un elemento de A, existiria

un kg tal que f(k) = 0 para todo k > ko. Entonces para n > kg

n

(k) — f(k)]
I z'f L R

k=ko+1 k=ko+1

que no tiende a 0 cuando n — oo, luego A no es de Banach.

Notemos que la hipdtesis de que A tenga elemento neutro se puede omitir via el isomor-
fismo descrito previamente.

Entonces A cumple todas las hipdtesis del teorema excepto la completitud, veamos que
el producto no es continuo, algo que si se cumple en un dlgebra de Banach. Sea {f,}, la

sucesion de elementos de A dada por

fy = 41 k=
! 0 si k #n,
que cumple
||fn||—z’ I_| (2)|=%—>0.

Si el producto fuera continuo deberfa cumplirse || f2|| == 0, sin embargo

n2

1520 = 30 el o, o

1.2. Homomorfismos entre algebras de Banach

Los homomorfismos entre algebras de Banach seran las aplicaciones principales que
se consideraran a lo largo del trabajo, interesantes por su propiedad de conservar las

operaciones.

Definicién. Sean A y B algebras complejas. Se dice que una funcién lineal no nula
¢: A — B es un homomorfismo de A en B si

P(zy) = d(x)o(y) Va,y € A

En particular, si B = C se dice que ¢ es un homomorfismo complejo en A.

Si A es unitaria y para z € A existe 27! € A tal que z27! = 27!z = ¢, donde e es el

elemento neutro de A, se dice que x es invertible.
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De la definicion de homomorfismo se deducen inmediatamente las siguientes propieda-
des.

Proposicién 1.6. Si A es un dlgebra compleja unitaria con elemento neutro e y ¢ un

homomorfismo complejo en A, entonces ¢p(e) =1 y ¢(x) # 0 para todo x € A invertible.

Demostracion.

Como ¢ es no nula, existe y € A con ¢(y) # 0, luego ¢(y) = ¢(ye) = ¢(y)¢(e), de donde
se deduce que ¢(e) = 1. Ahora, si z € A es invertible, ¢(z)d(x™!) = ¢p(xz™1) = ¢(e) = 1,
luego ¢(z) no puede ser 0. O

1 1

Nota 1.7. Si z,y € A son invertibles, zy es invertible y su inverso es (zy)™! =y~ ta~

pues (y~ 1o ) (zy) =y (za)y = y~ley = e = vex ! = w(yy o = (ay)(ytaY).

A continuacién unas proposiciones sobre invertibilidad que facilitaran la demostracién

de varios resultados.

Proposicién 1.8. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y x,y € A. Se cumple:

(a) Si||z|| <1, entonces e — x es invertible y su inverso es (e —x)~t = > ™.

(b) Si X € C no nulo es tal que ||z|| < |A|, entonces Ae — x es invertible y su inverso es

(e =)t = S0y 520

(¢c) Six es invertible e y cumple que ||ly| < ||z~ 7!

, entonces x — y es invertible y su
inverso es (x —y) b=z 1Y 0 (yz~h)"

Demostracion.

(a) Sea s, = e+x+...+2". Por las propiedades de las algebras de Banach ||z"™|| < ||z

Sin,m €N conn >m,
Isn = smll = ll2™ + .. + 2™ < ™|+ o+ 2™ < ™ + o+ 2™

y como ||z|| < 1, el dltimo término de la desigualdad tiende a 0 cuando n,m — oo,
es decir, {s,}, es una sucesiéon de Cauchy en A completo, luego converge a un

elemento s € A. Ahora, tomando limites en

+1:(

sple —x) =e—2a" e—x)sy

teniendo en cuenta que z" 222 () y la continuidad del producto,

sle—x)=e=(e—x)s

y por tanto s = >~ x" es el inverso de e — .
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(b) Notemos que de —z = Ae — A7'z) y |A7'z]| = |A7Y||z|| < [A"'A] = 1. Se aplica
el apartado (a) y e — A™'@ es invertible con inverso (e — A™'z)™t = 3> (A ~tz)"™.
Luego, multiplicando por el escalar A\, Ae — x es invertible y su inverso es

o0 n

X

—1 -1 —1,\—1 -1 —1,_\n
Me—a2) ' =ATe=ATz) =2 (W) = Tt
0

n=0 n—=

(c) Notemos que * —y = (e — yz~')x y, por ser A &lgebra de Banach, |yz7!|| <

1

lyllllz=t] < ||l==Y| 7|2~ ] = 1. Se aplica el apartado (a) y e — yz~! es invertible

o0

con inverso (e —yz~H) L =3

(yx~H™. Multilplicando por z invertible, z — y es

invertible y su inverso es

-y =a N e—yr ) =2 (g )"

n=0

Proposicién 1.9. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y x,y € A. Se cumple:

a) Si||x]| < 1, entonces e—x) t—e—zx| <
1

(b) Si x es invertible e y cumple que |ly|| < 1|z
20~ Myl

Y71, entonces ||(x —y) Tt — 27| <

Demostracion.

(a) Por la proposicion (1.8(a)),

) ) [eS) o)
le—a) "t —e—all =Y a"—e—z| =D " <D lla"]| < |l=l" =
n=0 n=2 n=2 n=2

S 1 ]
Dl =1 = el = e =1 =l =
~ el —

donde se ha usado que > 7 ||z]|" es una serie geométrica de razén ||z|| < 1.

(b) Por la proposicién (1.8(c)),

o0 o0

=y =2 =l Y ()" =2 = et Y () <

n=0 n=1

< e D ™ < e Dy < Qe 1Dyl D™ =
n=1 n=1 n=1
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= & Nyl D D gl D™ = e Py D Ayl )™ <
n=1 n=0

- Loy _ = 1 ~
gmwwmzcwﬂwwwo:wwwngzmwmw.
n=0 n=0

Todo homomorfismo complejo en un algebra de Banach es continuo por ser lineal y

acotado, como se vera a continuacion.

Proposicién 1.10. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y x € A con ||z|| < |\ para
A € C no nulo. Se tiene que |p(z)| < |\ para todo ¢ homomorfismo complejo en A.

Demostracion.

Veamos primero el caso en el que |[A| = 1. Sean ¢ un homomorfismo complejo en A y
a € C con |a| > 1. Entonces ae — x es invertible y por tanto ¢(ae — x) # 0. Por la
linealidad de ¢, ¢(ae — x) = ap(e) — ¢(z) = a — ¢(x) # 0, luego ¢(x) # « para todo
a € C con |a] > 1, de donde se deduce que |¢(z)| < 1.

Ahora, para A € C no nulo arbitrario basta usar lo probado y la linealidad de ¢. Como
| = ||$||

A
AL 1 se tiene

2] = el < B —

o (5)1= ylotal <.

y por tanto |@(x)| < |Al. O

Proposicion 1.11. El conjunto de elementos invertibles de un dlgebra de Banach unitaria

1

A es abierto y la aplicacion de este conjunto en si mismo dada por x — x =" es continua.

Demostracion.
Sea H el conjunto de elementos invertibles. Sea z € H, veamos que B(z, ||z~ !||7!) C H
para probar que H es abierto. Si y € B(z, ||[z7!||7") entonces ||z — y| < [|[z7!||7' y por
tanto © — (z — y) = y es invertible, es decir, y € H.

Ahora, para ver que la aplicacién ¢ — 2! es continua veamos que lo es en cada punto de
T S
77t Siz € H es tal que ||z — z|| <6 < 3[lz7| 7, se tiene que z — (z — 2) = z es

H.Parax € H, dado € > 0 suficientemente pequeno para que H;TH <1,sead =

invertible y

le = = e = (= 2) " =2 < 2l P 2] < 226 =

_ —1(2 € _
=2l (2Hx—WP>'_5‘
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El siguiente lema serd 1til en la demostracion del préximo teorema, que muestra que

la definicién de homomorfismo es equivalente a las propiedades que se obtenian en (1.6).

Lema 1.12. Sea f una funcion compleja entera con f(0) =1, f'(0) =0y
0<|fN)] < waec.

Entonces f(\) =1 para todo A € C.

Demostracion.

Como f no se anula y es entera admite logaritmo analitico, es decir, existe una funcion
g entera de forma que f = exp(g). Ademds, como f(0) = 1y f'(0) = 0 se tiene que
g(0) = 0y ¢'(0) = 0. Para A\ € C, por las propiedades de la exponencial, |f(\)| =
lexp(g)| = efelot
entonces que |g(A\)| < |2r — g(\)| para todo 7 € R con |A| < r. Se define para r € R la

)| luego por la monotonia de la exponencial Re(g(\)) < |A|. Se deduce

funcion
o rg(N)
CX(2r —g(N)’

Como A = 0 es un cero de al menos orden 2 del numerador y de orden justamente 2 del

he(A)

denominador, la funcién presenta una singularidad evitable en este punto. Por lo tanto,
por ser g entera, h, es holomorfa en {A € C / |\ <2r}. SeaU ={Ae€ C/ |\ <r}y

notemos que, si |\ =r,

g

O = e — o] = AP

=1.

Como h, es holomorfa en U abierto conexo acotado y continua en U por ser holomorfa
en {\ € C/ |\ < 2r} D U, el teorema del médulo méximo (ver [2] 2.4.12) asegura que
|h,| alcanza su méximo en Fr(U), donde |h,.(A)| < 1, luego se tiene esta desigualdad para
todo A € C con |A| < r. Fijado A no nulo, si g(\) # 0,

2 g(N)|
lim |h,.(N)] = 1i
Jim e M| = M s O]

:OO,

en contra de lo visto, luego g(A) = 0 para todo A € C (ya se tenfa g(0) = 0) y f(\) =
exp0 = 1 para todo A\ € C. n

Teorema 1.13 (Gleason, Kahane, Zelazko). Sea A un dlgebra de Banach unitaria y
¢: A — C una aplicacion lineal con ¢(e) = 1 y ¢(x) # 0 para todo x € A invertible.

Entonces

P(zy) = ¢(x)p(y) Vr,y € A
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Demostracion.
Sea N ={x € A/ ¢(x) = 0}. Observemos que N = Ker(¢), como la dimensién Im(¢) es
1y e ¢ N, cada elemento de A se expresa de forma tinica como a + Ae para ciertos a € N

y A e C.

= ¢ es un operador continuo en Ay ||¢]| = 1:
Sea x € A con = Ae — a para ciertos A € Cy a € N. Como ¢(a) = 0, a no puede

ser invertible, luego por la proposicién (1.8(b))
2]l = l]Ae = all = |A = [¢(Ae — a)| = |¢()],
de donde se deduce que ¢ es continuo y ||¢|| < 1. Como |p(e)| = 1 se tiene ||¢|| = 1.

» Siac N entonces a®? € N:

Como ¢ es lineal se puede suponer sin pérdida de generalidad que ||a|| = 1. Se define
la funcién

0@

f(/\)_ZOTA , AeC.

Como ||¢]| = 1y por ser A dlgebra de Banach, |¢p(a™)| < ||a"|| < |la]|™ = 1. Entonces
f) <>, % = elM para todo A € C, que implica que la serie de potencias que
define f converge en todo C y por tanto f es entera. Se define

B =S"L ),

o n!

bien definida pues la serie converge en la norma de A para todo A € C

S LAPCTIPR ¥ ([ S N PV
B =1 S < S 1y < 5T
n=0 " ’ n=0

n=0

Ahora, por la linealidad y continuidad de ¢, para cada A € C
, naii , ”aii , ngb(ai)i
O(B(N) = ¢( lim E; ) = lim ¢<§% A = lim 2% A= (V).

Por las propiedades de la exponencial compleja, E(A)E(—)X) = E(A — \) = E(0) =
a’ = e el elemento neutro de A. Luego E(\) es un elemento invertible de A y

d(E(N) = f(\) # 0 para todo A € C, por tanto 0 < |f(\)| < el Como

o

Py =3 8D

(n+1)!

se tiene f'(0) = ¢(a) =0, y f(0) = ¢(e) = 1. Se puede aplicar el lema (1.12) y f
es constante, luego f” = 0, en particular f”(0) = 0. Usando el desarrollo en series

n=0

de potencias en torno a 0, f(A) = >, %)\”, y por unicidad del desarrollo,
¢(a*) = f"(0) = 0.
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» Si z € A entonces ¢(2?) = ¢(x)*:
Sea x = a + \e para cierto a € N y aplicando ¢ se tiene ¢(z) = \. Ahora ¢(z?) =
d(a® + ¢(x)%e + 2¢(x)a) = ¢(a®) + ¢(x)* = ¢(x)* pues a € N.

» Siae Nybe Aentonces ab+ ba € N:

Por lo visto en el punto anterior
¢((a+b)%) = dla+0)* = ¢(a)® + 6(b)* + 2¢(a)p(b),
y por otro lado
¢((a+b)*) = d(a®) + ¢(b?) + ¢(ab + ba) = d(a)® + ¢(b)* + ¢(ab + ba),
de donde se deduce ¢(ab + ba) = 2¢(a)¢(b) = 0 pues a € N.

» Siae Nybe Aentonces ab € N:
Por el punto anterior ab + ba, a(bab) + (bab)a € N, y aplicando ¢ a la identidad
(ab — ba)* + (ab + ba)? = 2[a(bab) + (bab)al,

d(ab — ba)* = ¢((ab — ba)?) = 2¢(a(bab) + (bab)a) — ¢((ab + ba)?) = 0
y ab—ba € N. Luego ¢(ab) = 1(¢(ab — ba) + ¢(ab + ba)) = 0.

» Sixz,y € A entonces ¢(zy) = ¢p(x)d(y):
Sean a,b € N de forma que x = a+ ¢(z)e e y = b+ ¢(y)e. Entonces, como ab € N,

P(zy) = d(ab + ¢(y)a + ¢(x)b + d(x)p(y)e) = d(z)9(y).

1.3. Propiedades del espectro

En este apartado se estudiaran las propiedades del espectro de un elemento de un
algebra de Banach unitaria, asi como su radio espectral. Se llegard con estos conceptos
al teorema de Gelfand-Mazur, que permite asociar ciertas algebras de Banach con C

mediante un isomorfismo isométrico. Aqui A sera un algebra de Banach unitaria.

Definicién. Sea x € A. Se llama espectro de x al conjunto
o(z) ={X € C / Ae — z no es invertible}
y radio espectral de x al valor real

p(x) = sup{[A] / A € o(z)}.
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Proposicién 1.14. o(x) es compacto para cada x € A.

Demostracion.
Basta ver que o(x) es cerrado en el disco C'={X € C / || < ||z||}, que es acotado:

» o(z) C C:Si\ € o(x) entonces Ae —x no es invertible y, por la proposicién (1.8(b)),
[l = [A

» o(z) es cerrado en C: Como C es cerrado en C basta ver que o(z) es cerrado en
C. Sea A € o(z) y {A\n}n una sucesién de elementos de o(z) tales que \, ——— \.
Entonces \,e — x es no invertible para todon € Ny \,e — x %% Xe — x en A.
Por la proposicién (1.11), el conjunto de los elementos no invertibles es cerrado en

A, luego Ae — x es no invertible y A € o(x).

Proposicién 1.15. o(x) es no vacio para cada x € A.

Demostracion.

Para cada = € A se define la funcién R,: C\ o(z) — A dada por R,(\) = (Ae — z)7,
continua por la proposicién (1.11). Notemos que C \ o(A) es abierto en C, pues se ha
visto en (1.14) que o(.A) es cerrado en C Ahora, dados A, i ¢ o(z) distintos,

(= Ne = [(Ae — z)(Ae — z) '] (ue — z) — (Ne — 2)[(pe — x) " (ne — 2)] =

= (Ae = 2)Ry(A) (e — z) — (Ae — 2) Ry (p) (ne — x) = (Ae — 2)(Ra(A) — Ra(p))(pe — ),
que multiplicado por R,(\) y R, (p) resulta (u— AR, (A\) Ry (1) = Re(X\) — R.(1t). Se tiene

entonces

Ra(p) — Ra(A)
= A

Haciendo el limite cuando p — A, este vale —R,(A\)?, por tanto R, es fuertemente holo-
morfa en C\ o(z) (ver Apéndice B). Si o(z) fuera vacio, R, serfa una funcién fuertemente

holomorfa y por tanto débilmente holomorfa en todo C. Haciendo A — oo,
IR (NI = [l(Ae —2) 7 = [A7H (e = A )| — 0.

Si ¢: A — C es un funcional lineal acotado arbitrario, ¢ o R, es una funcién holomorfa
en C por ser R, débilmente holomorfa en C. Ahora, como ¢ o R, es acotada, es constante
por el teorema de Liouville (ver [2] 2.4.2). De hecho ¢ o R, es nula pues ||R,(\)|| = 0
cuando A — oo y ¢ es un funcional lineal y continuo. Por lo tanto R, debe ser la funcion

nula, absurdo por su definicién. O
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La definicién de espectro depende del algebra de Banach donde se considere como se
muestra a continuacion. Por eso, en caso de duda se denotard el espectro de un elemento
x en A como o4(z). Se puede encontrar una relaciéon entre los espectros respecto a la

relacion entre las algebras.

Proposicién 1.16. Sean A y B dlgebras de Banach unitarias tales que A es subdlgebra
de B, es decir, A C B con las operaciones, norma y elemento neutro de B. Entonces
op(x) C oa(x) para cada x € A.

Demostracion.
Se deduce directamente de la definicién de espectro. Sea A\ € op(x), es decir, Ae — = no

tiene inverso en B, luego tampoco en A C By A € o4(x). ]

Notemos que el siguiente teorema relaciona un valor que en principio depende de la

norma considerada en A con el radio espectral, independiente de esta.

Teorema 1.17. Six € A,
p(z) = lm [|z"|"/".

n—o0

Demostracion.
De la igualdad

n—1
e — 2™ = (Ae)" — 2" = (e — ) Z/\jxn—l—j
7=0

se deduce que si \"e — " es invertible también lo es Ae — x. En términos del espectro,
si A € o(x) entonces \" € o(z") y, por la proposicién (1.8(b)), |\"| < ||z"|| para todo
A € o(x). Luego sup{|\|" / A € o(z)} < ||z"||, por tanto

p(z) = sup{|A| / A € o(2)} < |||

y, tomando lfmites inferiores, p(z) < lim inf ||2™||"/".

Ahora, siendo R, la funcién definida en la demostracién de la proposiciéon (1.15) y
¢: A — C un funcional lineal acotado arbitrario, ¢ o R, es analitica para [A| > p(x)
como se prob¢ en dicha demostracién. Por la proposicién (1.8(b)), el desarrollo en series
de Laurent (ver [2] 4.1.3) de esta funcién es >~ (/b\(ffl), que converge para |A| > p(x).
Entonces, para A € C con |A| > p(x) existe Cy > 0 tal que \q;(f:l)] < C, para todo

n € N. Por el teorema de la acotacién uniforme (ver [3] 5.13), existe C' > 0 tal que
"
‘)\|n
lim sup ||z™||'/~ < || para todo A con |A| > p(x) y se tiene limsup ||z"||'/" < p(z). Por lo

< O para todo n € N, es decir, ||z"||'/" < C'"|\|. Tomando limites superiores,

tanto p(x) = lim,, . ||2"||"/". O
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Teorema 1.18 (Gelfand-Mazur). Si todo elemento no nulo de A es invertible entonces

existe un isomorfismo isométrico entre A y C.

Demostracion.

Sea © € A, por la proposicién (1.15) se tiene que o(z) es no vacio. Si A\,u € C son
distintos, Ae — x o pe — z es no nulo (0 ambos), luego invertible, por lo que o(x) tiene
un tunico elemento, llamémoslo A,. Como A,e — x no es invertible, ha de ser nulo, es
decir, A\,e = x. La aplicacién de A en C dada por x — A, es biyectiva, lineal y cumple

||| = [[Aze]] = |\z], luego es un isomorfismo isométrico. O
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2. C*-algebras

Un algebra compleja se puede dotar en ocasiones de una involucién, una propiedad
que serd interesante para este trabajo mas adelante cuando se considere el algebra de
Banach de los operadores acotados en un espacio de Hilbert. Este capitulo comenzara con
el estudio de las algebras con involucién y los homomorfismos que conservan esta misma.
Se definird un caso particular de dlgebras con involucién, las C*-dlgebras, sobre las que
se enunciara el teorema espectral en el capitulo 5. Por tdltimo se vera cémo adaptar la
extensién de una C*-dlgebra no unitaria a una unitaria que se vio en el primer capitulo

para que la nueva sea también una C*-algebra.

Definicién. Sea A un édlgebra compleja. Se dice que una aplicacién de A en si misma

x — x* es una involucion si, dados z,y € Ay A € C se cumplen:
(1) (x+y)*=a"+y"
(2) (\z)* = \a*.
(3) (zy)" =y z".
(4) ™ = z.
Si A tiene una involucién se dice que es un *-dlgebra.

Definicién. Siz € A siendo A un x-algebra cumple que x* = x se dice que es autoadjunto.

De la misma forma que los homomorfismos eran interesantes por conservar las opera-

ciones en algebras de Banach, sera conveniente que conserven también la involucién.

Definicién. Sean A y B x-dlgebras. Se dice que una aplicacién ¢: A — B es un *-
homomorfismo de A en B si es un homomorfismo de A en B que ademds cumple ¢(x*) =
¢(z)* para todo x € A.

Algunas propiedades basicas que se dan en un *-algebra unitaria son las siguientes.
Proposicién 2.1. Sea A un x-dlgebra de Banach unitaria. Entonces

(1) El elemento neutro e es autoadjunto.

(2) v € A es invertible si, y solo si, x* es invertible. En ese caso (z*)™1 = (x71)*.

(3) o(x*) = o(z) para todo x € A.
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Demostracion.

(a) Sixz € A, e*z* = (ze)* = z* = (ex)* = z*e* y por la unicidad del elemento neutro

vista en la nota (1.1), e = e*.

(b) Siz es invertible, por (a), (z7!)*z* = (zz71)* = e = (z7'2)* = 2*(z7')*, luego z* es
invertible con inverso (z7!)*. La otra implicacién se deduce tomando en la primera

x* como x y por la propiedad de z** = .

(c) Si A € o(z*), Ae — x* es no invertible, luego (e — 2*)* = Xe —  es no invertible
por (b), es decir, X € o(x) y A € o(z). Si A € o(x), entonces \ € o(x), es decir,

Ae—z = (Ae—2*)* es no invertible, luego Ae —z* tampoco lo es por (b) y A € o(z*).
O

Proposicién 2.2. Sean A un x-dlgebra y x € A. Entonces x se puede escribir de forma

unica como x = u + v donde u,v € A son autoadjuntos.

Demostracion.

_ 1 * 1 * * 1 * _ * =0k _
Sean u = 3(r+2*) y v = 5(2* —x), que cumplen u* = 5(2*+z) = uy v* = F (2" —z) = 0.
Entonces x =u+ vy, si x = u + i’ con u/,v" € A autoadjuntos, sea w = v — v. Como

w e iw son autoadjuntos pues

(w)* =@ —w)=x—-—u—a+d) =W —u* =u —u=iw,

se tiene iw = (iw)* = —iw* = —iw y por tanto w = 0, es decir, u y v son tnicos. ]

Considerando dlgebras de Banach con involucién, se tiene un caso interesante: las C*-

algebras.

Definicién. Si A es un *-dlgebra de Banach se dice que es una C*-dlgebra si cumple que

|z*z|| = ||z||* para todo z € A.
El préoximo resultado da una condicién equivalente a la definicién de C*-algebra.

Proposicién 2.3. Sea A un x-dlgebra de Banach. A es una C*-dlgebra si, y solo si,

[zl = Nzl y =]l = l[z[l[}="]| para todo x < A.

Demostracion.
Si A es una C*-dlgebra,

l[1* = llz"z| < llz"[[]|]]-
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Se deduce que ||z|| < ||z*|| para todo x € A no nulo y la desigualdad es trivial para x
nulo, luego es cierta para todo z € A. Aplicando esto a x* y por las propiedades de la

involucién se tiene

[l < [l = =]
y por tanto la igualdad ||z|| = ||z*||. Entonces ||z*z|| = ||z|]* = ||z||||=*]|.
Ahora, si se cumple [|2*[| = |[z[| y [lz*2| = [lz|[||z*|| para todo z € A, entonces |[z"z[| =
|z|* v A es una C*-4lgebra. O

De la misma forma que se hizo con las dlgebras de Banach no unitarias, para una C*-
algebra no unitaria se puede encontrar un isomorfismo isométrico con una unitaria. En

este caso se obtiene una compleccién de la C*-dlgebra con un punto.

Nota 2.4. Si A es una C*-dlgebra no unitaria se puede asociar por medio de la aplicacién
x +— T(z) = (z,0) de la nota (1.2) con A; = {(z,a) / z € A, a € C}, que serd una
C*-dlgebra unitaria. Vamos a ver que esta aplicacién es un isomorfismo isométrico para

la norma adecuada. La involucién de A se extiende a A; como
(x,)* = (z*, Q) reA acC
La norma que hay que considerar en 4; para tener un isomorfismo isométrico esta vez es
Iz, )| =supf{llzy + ayll fy € A, [yl <1} z€A aeC.

» La norma esté bien definida: Sean (z,«), (y,5) € A; y A € C. Por las propiedades

de la norma ||-|| en A,

(1) Az, )| = sup{[[Azz + Aozl / z € A, [[z]| < 1} = [Asup{[lzz + az| / 2 €
A, lzll < 13 = Al Gz, )l

(2) ll(z, )+ (y, )l = sup{ll(z + )z + (a+ B)z| / z € A, [|lz]] < 1} < sup{[jzz +
azl| +llyz + 62| / z € A, |lzll < 1} = [I(z, )|l + [ (w; H)]I-

(3) ||(z,a)|| = 0y [|(0,0)]| = 0. Ahora, si (z, @) es no nulo tal que ||(x, )| = 0, por
definicién ||zy+ay|| = 0y por tanto zy+ay = 0 para todo y € A. Si fueraxz =0
entonces ay = 0 para todo y € A y tendria que ser o = 0, luego z es no nulo.
Como A es una C*-algebra ||zz*|| = ||z*z|| = ||=[|* # 0, luego xz* # 0y a # 0,
pues de lo contrario se tendria xy = 0 para todo y € A. Despejando se tiene
y = —a lzy paratodoy € A, en particular para y* € A se tiene y* = —a " lay*.
Por las propiedades de la involucién y = y** = y**(—a'z)* = y(—a~'x)* para
todo y € A. Entonces —a'z = (—a~'z)(—a"'2)* = (—a"'2)* y —a~'x serfa

un elemento neutro en A4 en contra de lo supuesto, luego (z,«) = (0,0).
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» La aplicacién T' definida en la nota (1.2) es un isomorfismo isométrico por ser lineal,
biyectiva y ||T'(x)|| = ||(z,0)|| = ||z||: Por ser A una C*-algebra, para z,y € A se

cumple [|zy|| < ||z||||y|| v la igualdad se alcanza para y = x*. Para x € A no nulo,

x*

[l

|(z,0)] = H‘T;ﬁ'” = ”ﬂ‘f = ||z||. Para 2 = 0 la igualdad es inmediata.

tomando y = y usando las equivalencias de la proposicién (2.3), ||7(z)| =

» A, es un édlgebra de Banach unitaria: En (1.2) se probd que A; es algebra compleja,
propiedad que no depende de la norma considerada. Para ver la completitud de A;
para esta norma se considera {(z,, a,)}, sucesién de Cauchy. Como A es completo
v ||z|| = ||(x,0)||, se tiene que A x {0} C A; es completo y por tanto cerrado en A;.
Entonces la aplicacién lineal de A; en C dada por (z,a) — « es continua y por
tanto la sucesion {a, },, es de Cauchy en C. De aqui se deduce por la continuidad de
la norma y dado que ||(z, — Zm,0)|| = ||z — Tum||, la sucesion {z,}, es de Cauchy
en A. Por ser Ay C completos, las sucesiones {z,}, y {an}, convergen hacia x y

a en Ay C respectivamente. Entonces
1 (20, )| = lim sup{llany +anyll /v € A, ]l <1} = || (@)
y A;j es completo. Ahora, para (x,«), (y, 5) € A, por ser A una C*-dlgebra,
(@, o) (y, B)|| = sup{[[(zy + Bz + ay)z + aBz|| / z € A, |z <1} <

< sup{[lez”” + a2 |ly2"" + 82| ) 2 € A, |l2]l < 13 = ||z, 0)|lI(y, B)]

y por tanto A; es un algebra de Banach. Es unitaria pues (0,1) € A; cumple
(0,1)(z, ) = (2, ) = (x,)(0, 1) para todo (x, ) € A;.

s A; es una C*-algebra: En primer lugar, la extension de la involucién da una invo-

lucién en Ay pues, para (z,«), (y,5) € A1 y A € C se cumplen las propiedades:

1) [z 0)+ (B8] = (& +y),a+5) = (2".a)+ (y",. ) = (v,0)" + (y,8)".

(2) Mz o) = ((A2)", (Aa)) = (A", 3a) = Az, a)".

(3) [(z, @)(y, B = ((wy+Br+ay)*,aB) = (y'a* +Ba* +ay",ap) = (y, )" (z, a)".
(4) [(z,0)] = (=", @)" = (z,@) = (z,q).
La igualdad [|(z,a)(x,a)*|| = [|(x,a)||* es inmediata para (0,0), falta verla para

(z,a) € Aj no nulo. Por la definicién de la norma considerada, dado € > 0 existe

y € A con |ly]| =1 de forma que ||zy + ay|| > (1 — ¢)||(z, @)||. Entonces

(1=e)ll(z, ) )* < llzy+ayl* = [(@y+ay) (zy+ay)|| = | (zy+ay, 0) (zy+ay, 0)|| =
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= [[((z, a)(y,0)*((z, a)(y, )l = [I(y,0)*(z, @) (x, @) (3, 0) || <
< 1y, 0)"llll(, )" (z, )| (y, 0)II = [y Il (z, @)* (=, )|y ]| = y*[l(, )" (z, ).
Como la anterior desigualdad se cumple para todo £ > 0 arbitrario, por ser A,

algebra de Banach,

1z, )[I* < I, 0)* (2, )| < I, )| (2, ).

Luego |[(z, a)l| < |[(z, a)*|[ v [[(z, )*[| < [[(z, )™ [| = [|(z, )], es decir, [|(z, )] =
Iz, @) Por lo tanto [|(z, o)||* < [|(z, a)*(z, &) || < ||(z, @)[*
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3. Teoria de Gelfand

En este capitulo se estudiara la teoria de Gelfand, que estd enunciada para algebras
de Banach unitarias y conmutativas, luego todos los resultados seran para algebras de
este tipo. Para ello primero se definira el espectro de un algebra y se estudiardn algunas
propiedades, entre ellas destaca el resultado que asegura que es un espacio de Hausdorff
compacto. En la primera seccion se trataran los ideales de un algebra, pues, como se
demostrara, los ideales maximales de un algebra de Banach unitaria conmutativa forman
el espectro de dicha algebra. En la segunda seccion se definira la transformada de Gelfand
y se estudiaran sus propiedades con el fin de llegar al teorema de Gelfand-Naimark, que
asegura que la transformada es un isomorfismo isométrico que conserva la involucién. Por
ultimo se vera como adaptar esta teoria a un algebra no unitaria utilizando la extension

a una unitaria estudiada en los anteriores capitulos.

Definicién. Sea A un algebra de Banach unitaria conmutativa, esto es, dados z,y € A,
xy = yz. Se llama espectro de Ay se denota por o(A) al conjunto de homomorfismos

complejos no nulos en A.

Notemos que o(A) es un subespacio del espacio dual de A, es decir, de los funcionales
lineales acotados en A, luego cuando se hable de propiedades topoldgicas referidas a o(.A)

seran en la topologia *-débil de A’ definida en el apéndice A.

Este resultado recoge algunas propiedades del espectro que se deducen de las de los

homomorfismos complejos.

Proposicién 3.1. Sea h € 0(A) donde A es un dlgebra de Banach unitaria conmutativa.

Se cumple:
(a) h(e)=1.
(b) Six € A es invertible entonces h(z) # 0.
(c) |h(x)] < ||z|| para todo x € A.
Demostracion.

(a) Como h es no nulo, sea = € A tal que h(x) # 0. Entonces h(e)h(x) = h(ex) = h(x)
y se deduce h(e) = 1.

(b) h(xz~Yh(x) = h(z~'z) = h(e) = 1 por (a), luego h(x) no puede ser nulo.

(c) Se tiene aplicando la proposicién (1.10).
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]

A continuacién una propiedad importante del espectro, pues permitira la aplicacién de

resultados necesarios para demostrar el teorema espectral.
Proposicién 3.2. (A) es un espacio de Hausdorff compacto.

Demostracion.

Como A es de Banach, su espacio dual A’ también lo es. Sea B la bola cerrada unidad
de A’. Por el teorema de Banach-Alaoglu (A.2), B es compacto en la topologia *-débil y,
por (1.10), o(A) C B. Entonces basta ver que o(.A) es cerrado en A'.

Sea A € o(A), veamos que es un homomorfismo complejo no nulo en A. Como o(A) C A’
ya se tiene que Ag es un funcional lineal acotado en A.

Sean =,y € A. Dado ¢ > 0, sea
W={Ae A"/ |Az—Agz| <eVze{e z,y,xy}}.
W es un entorno de Ay y por tanto existe un h € o(A) que estd en W. Se cumple
|1 — Age| = |h(e) — Ape| < ¢ y

[Ao(zy) — Aoz Aoy| = [Ao(zy) — h(zy) + h(z)h(y) — Aoz Aoy| =
= [(Ao(zy) — h(zy)) + (R(y) — Aoy)h(z) + (h(z) — Aox)Agy| <
< e +elh(z)| +elAoy| < e(1+ [z + M]lyl),

donde en la tltima desigualdad se ha usado (1.10) y que Ag es acotado por M. Como
esto se da para todo € > 0, se tiene que Age = 1y Ag(zy) = AgxAgy, por tanto Ay es un
homomorfismo complejo no nulo en A.

]

3.1. Ideales

Los elementos del espectro de un dlgebra de Banach se pueden asociar mediante una
biyeccién con los ideales maximales de ese algebra como se vera en el ultimo resultado de
esta seccién. Esto facilita algunos razonamientos y por eso conviene desarrollar algunas

propiedades de los ideales.

Definicién. Sea A un algebra compleja conmutativa. Una subalgebra Z C A se dice que
es un ideal de A si cumple zy € Z para todos x € A, y € Z. Si T # A se dice que Z es un
1deal propio, y si ademas no esta contenido en ningin otro ideal propio se dice que es un

1deal maximal.
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Los ideales propios se pueden caracterizar de la siguiente forma.

Nota 3.3. Un ideal Z C A es propio si, y sélo si, no contiene al elemento neutro e € A

pues v = ex = xe € I para x € A.

Algunas propiedades ttiles de los ideales en algebras de Banach son las siguientes.

Proposicién 3.4. Sean A un dlgebra de Banach unitaria conmutativa e T C A un ideal.

Se tiene:

(a) SiT es propio no contiene elementos invertibles.

(b) T es un ideal. Si ademds T es propio, T también lo es.

(c) SiT es propio entonces estd contenido en un ideal mazimal.

(d) Si T es mazximal entonces es cerrado.

Demostracion.

()

(b)

Si existe € Z invertible, x7' € Ay 272 = e € Z, luego Z no es propio por lo

visto en la nota (3.3).

T es subalgebra de A. Para z € A, y € Z, existe una sucesién de elementos de Z,
{Yn}n, que converge a y en A y que cumple zy, € Z por ser este un ideal. Dado

g > 0, existe ny de forma que para todo n > ng, por ser A algebra de Banach,

lzy — 2ynll = ll2(y — va)ll < N2y — vnll <&,

de forma que xy € Z. Ahora, si T es propio, por (a) estd contenido en el conjunto
de elementos no invertibles de A, cerrado por la proposicién (1.11). Luego Z esta

en el conjunto de elementos no invertibles y e ¢ Z, por lo que T es propio por (3.3).

Sea H el conjunto de los ideales propios distintos de Z que lo contienen ordenado
por la inclusion estricta. Como H tiene un orden parcial estricto, por el principio
del méximo (ver [11] pag. 78), existe M C H simplemente ordenado y maximal en
H. Sea M el conjunto de todos los elementos de M, que es un ideal que contiene a
7 por ser union de ideales simplemente ordenados que contienen a Z. M es propio
pues no contiene al elemento neutro de A por ser unién de ideales propios. Por

ultimo, como M es maximal en H, M es un ideal maximal en A.

T es propio por ser maximal, luego Z es un ideal propio que contiene a Z por (b).

Por definicién de ideal maximal debe ser Z = 7 e T es cerrado.
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]

Este resultado se necesita para la demostracion del préximo teorema y utiliza la aplica-
cién cociente, cuyas propiedades estan detalladas en el primer capitulo del libro de Rudin

[13], en el apartado de espacios cocientes.

Proposicién 3.5. Sean A un dlgebra de Banach unitaria conmutativa, T un ideal propio
cerrado de A y m: A — A/T la aplicacion cociente x — = + I. Entonces AJ/T es un

algebra de Banach y m es un homomorfismo.

Demostracion.

La aplicacién 7 es lineal por definicién como se puede comprobar en el apartado (1.40)
de [13] y, para (' — z),(y —y) € Z donde z,2',y,y' € A, por ser Z un ideal se tiene
(@ —2)y + 2y —y) = 2y —axy € Ty por tanto w(z'y’) = m(xy). Se puede definir
entonces el producto en A/Z como 7(x)w(y) = 7(zy). Asi A/Z es un algebra compleja y
m un homomorfismo.

Como A es completo, por el resultado (1.41) de [13] se tiene que A/Z es completo también.

Ahora, para la norma del cociente definida como
[7(2)|| = inf{||lz +ml|| / m € T}

se tiene ||m(x)|| < ||z|| pues 0 € Z por ser ideal y por tanto 7 es continua. Por definicién de
la norma cociente, para x1,rs € Ay 6 > 0 se tiene ||z; + ;|| < [|7(x;)||+J parai= 1,2y
para ciertos y,y2 € Z. Como (x1 + y1) (22 + y2) € v122 +Z y A es un algebra de Banach,

I (zrz2) || < [[(21 + w1) (2 + g2) || < [l + wallllzz + g2l

Como ¢ es arbitrario, ||7(z1)m(x2)|| < ||7(x1)||||7(x2)|| v A/Z es un élgebra de Banach.

El elemento neutro es m(e) por cémo esta definido el producto. O

Teorema 3.6. Sea A un dlgebra de Banach unitaria conmutativa. La aplicacion h —

ker(h) es biyectiva entre o(A) y el conjunto de ideales mazimales en A.

Demostracion.

Para h € 0(A), ker(h) es un ideal. Como h(e) =1 # 0, e ¢ ker(h) y por tanto ker(h) es
propio. Ademés es un ideal maximal por tener codimensién 1. Luego la aplicacién tiene
llegada en el conjunto de ideales maximales de A.

Como ker(h) tiene codimensién 1y e ¢ ker(h), cualquier = € A se puede expresar de forma
unica como x = ae+y con a € C ey € ker(h). Aplicando h se tiene h(x) = h(ae+y) = «
y entonces x = h(zx)e + y.

Si g € 0(A) es tal que ker(g) = ker(h) entonces

g(z) = g(h(z)e +y) = h(z)g(e) + g(y) = h(x)
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para todo x € A, es decir, g = h y la aplicacion es inyectiva.

Sea M un ideal maximal de A, que es cerrado por la proposicién (3.4(d)). Considerando
la acplicacién cociente 7: A — A/ M, por la proposicién (3.5), es un homomorfismo y
A/M un dlgebra de Banach. SiZ C A/ M es un ideal, se tiene que 7~ *(Z) es un ideal en A
con M C 7= HZ) C A. Como M es maximal solo puede ser 771(Z) = M o 77 1(Z) = A,
es decir, Z es el ideal nulo o A/M y A/M no contiene ideales no triviales. Si A/ M
tuviera algtin elemento no nulo no invertible, este generaria un ideal no trivial, luego todo
elemento no nulo de A/ M es invertible. Por el teorema de Gelfand-Mazur (1.18) existe
un isomorfismo isométrico ¢ entre A/ M y C. Luego ¢ o m es un elemento de o(A) que

cumple que ker(¢ o m) = M y la aplicacién es sobreyectiva. O]

3.2. Transformada de Gelfand

En este apartado se estudiard la transformada de Gelfand, una aplicacion que asocia
los elementos de un algebra de Banach con funciones continuas que toman valores en el
espectro del algebra. Ademas, como se vera en el teorema de Gelfand-Naimark, en una

C*-algebra la transformada conserva las operaciones, la norma y la involucion.

Definicién. Sea A un dlgebra de Banach unitaria conmutativa. Para cada = € A se define
la funcion
z: o(A) — C
h  +— z(h) = h(x).
La transformada de Gelfand en A es la aplicacién T': A — C(0(A)), donde C(o(A)) es el
espacio de las funciones continuas en o(A), dada por x — Z. Si es necesario especificar

el algebra donde se considera la transformada, esta se denota como I 4.

Nota 3.7. La transformada de Gelfand estd bien definida pues Z es continua en o(.A)
considerando en o (.A) la topologia de Gelfand, que es la topologia més débil que hace cada
% continua para = € A. La topologia de Gelfand es la restriccién a o(A) de la topologia

x-débil en A" vista en el apéndice A.

A continuacién se veran unos resultados sobre la transformada de Gelfand para algebras
de Banach unitarias conmutativas que se aplicaran en la prueba del teorema de Gelfand-
Naimark. En ellos se ve ademads la necesidad de pedir que el dlgebra sea una C*-dlgebra,
pues en caso contrario no se cumple necesariamente la propiedad de isomorfismo isométrico

de la transformada, solo propiedades mas débiles.

Proposiciéon 3.8. Sea A un dlgebra de Banach unitaria conmutativa. La transformada
de Gelfand es un homomorfismo de A en C(o(A)) y é = 1.
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Demostracion.
Sean z,y € Ay A € C. Para todo h € (A),

Az(h) = h(Az) = Ah(z) = Ai(h) v

T+ y(h) = h(z +y) = h(z) + h(y) = &(h) + §(h),
es decir, I'(Az) = A\['(z) y I'(z + y) = '(z) + I'(y), luego I es lineal. También

£(h)g(h) = h(x)h(y) = h(zy) = zy(h)

luego I'(x)I'(y) = I'(zy) y I' es un homomorfismo. Ademds, por el

para todo h € o(A),
é(h) = h(e) = 1 para todo h € o(A). O

resultado (3.1(a)),
Proposicién 3.9. Sean A un dlgebra de Banach unitaria conmutativa y x € A. Entonces:
(a) z es invertible si, y sélo si, T no se anula nunca.

(b) La imagen de & es o(x) y
1Z]loe = p(z) < |lz]|.

Demostracion.

(a) x es no invertible si, y s6lo si, el ideal en A generado por x es propio, lo que equivale
por la proposicién (3.4(c)) a que x esté contenido en un ideal maximal. Ahora, por el

teorema (3.6), = esta contenido en un ideal maximal si, y s6lo si, existe un h € (A)
con h(x) = z(h) = 0.

(b) Para A € C, por definiciéon A € o(x) es equivalente a que A\e — = sea no invertible.
Por el apartado anterior, Ae — x es no invertible si, y sélo si, existe h € o(A)
con (m)(h) = 0, es decir, (h) = X por ser la transformada de Gelfand un
homomorfismo como se probé en la proposicién (3.8). Por lo tanto la imagen de &

es o(x). De aqui se deduce la igualdad

[#]lee = sup{|2(R)] / h € o(A)} = sup{|A| / A € o(2)} = p().
La desigualdad se tiene por la definicién de radio espectral y la proposicién (1.8(b)).
O

Proposiciéon 3.10. Sea A un *-dlgebra de Banach unitaria conmutativa generada por
S = {xo,zj, e}, esto es, que el conjunto de las combinaciones lineales de productos de
elementos de S es denso en A. Si se cumple ©* = T para todo © € A, entonces Ty es un

homeomorfismo entre o(A) y o(xo).
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Demostracion.

Por (1.14), o(xo) es un compacto de C, que es un espacio de Hausdorff, luego o(zy) es
de Hausdorff compacto y, como se probé en (3.2), o(.A) también lo es. Por (3.9(b)), la
imagen de Ty es o(zg), luego por la continuidad de esta falta ver la inyectividad.
Notemos que todo h € o(.A) viene determinado por los valores h(zg) y h(z}), pero h(z§) =
h(zo) y por tanto h estéd determinado tnicamente por h(wz). Si hy, hy € 0(A) cumplen
Zo(h1) = To(hg), por la definicién de la transformada de Gelfand esto es hy(zg) = ha(x),
de donde hy = hy y T es inyectiva.

Como Zy: 0(A) — o(xp) es continua y biyectiva entre espacios de Hausdorff compactos,

es un homeomorfismo. ]

Proposicién 3.11. Sean A un dlgebra de Banach unitaria conmutativa y x € A. Se

cumple ||]|oo = ||z|| i, y sdlo si, |22"|| = ||=]|** para todo k > 1.
Demostracion.
Si ||Z]|eo = |||, para k > 1 se tiene
k k 1ok ok % k
Iz 1 < 21 = ll2l5 = 112% [l = (@)l < 2™ ]I,

donde se ha usado que A es un &algebra de Banach, las propiedades de la norma del
supremo, el hecho de que la transformada de Gelfand es un homomorfismo visto en la
proposicién (3.8) y la desigualdad de (3.9(b)). Luego para cada k > 1 se cumple ||z2"|| =
e

Si [|22"|| = ||«]|** para todo k > 1,
A~ , k|11 /0k , k\1/ok
l#lloe = p(x) = lm |2 ||* = lim (||2]*)"" = ||].
—00 k—o00
donde se han usado las igualdades de los resultados (3.9(b)) y (1.17). O

Teorema 3.12 (Gelfand-Naimark). Sea A una C*-dlgebra unitaria conmutativa. La
transformada de Gelfand es un x-isomorfismo isométrico de A en C(o(A)), es decir, un

isomorfismo isométrico que cumple T* = % para todo x© € A, o equivalentemente,
h(z*) = h(z) VYxe A, heoa(A).
En particular, x es autoadjunto si, y solo si, T es una funcion real.

Demostracion.

En primer lugar veamos que h(u) es real para h € o(A) y u € A autoadjunto. Sea
z=wu+ite parat € R. Si h(u) = a+if con a, € R entonces por ser h € o(.A) se tiene
h(z) = a +if +it. Como

22 = (u+ite)*(u + ite) = (u — ite)(u + ite) = u® + t?e
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y usando el resultado (3.1(c)), se tiene
o’ + (B+1)" = |h(2)]* < |J2l* = [z = llu” + €]l < [Ju]]” +£*

por ser A una C*-dlgebra. Entonces a2 + 3% + 28t < ||u||? para todo t € R, lo que implica
que [ debe ser 0y h(u) real.
Sea x € Ay su descomposicién x = u + v con u,v € A autoadjuntos por lo visto en

(2.2). Como z* =u —iv y uy v son reales por el paso anterior, para todo h € o(A),

() = h(z*) = h(u — iv) = h(u) — ih(v) = (i — i0)(h) = 2(h).

kK

Para © € A sea y = x*x, que es autoadjunto pues y* = (z*z)* = z*z** = y. Entonces
para k > 1, por ser A una C*-4lgebra,

k k—1 * k—1 k—1
Iy 1=l )y 1=y 1%

de donde se prueba por induccién que ||y2°|| = [|y||*" para cualquier k > 1. Luego por la
proposicién (3.11) se tiene |7l = |ly]]. Usando que I" es un homomorfismo visto en (3.8)

y por tanto § = z*x = *& = 14 = |&|?,
l2]* = llz*zll = Iyl = 1§l = N2l = 2112,

de donde se deduce que ||z|| = ||Z]|« ¥y la transformada es una isometria.

Ahora, la imagen de I', T'(A), es una subdlgebra de C(c(A)) cerrada para la conjugacion
compleja. Ademads I'(.A) contiene a las constantes pues é = 1 y separa puntos pues, dados
hi,he € o(A) distintos, existe al menos un x € A con Z(hy) = hy(x) # hao(x) = T(hs).
Como o(A) es un compacto de Hausdorff por (3.2), se puede aplicar el teorema de Stone-
Weierstrass (ver [13] pag. 122) para concluir que I'(A) es denso en C(o(A)).

Como I' es una isometria, I'(A) es cerrado en C(o(A)) y, por ser también denso, I'(A) =
C(c(A)). Por tltimo, por ser la transformada una isometria lineal, es inyectiva, luego se

concluye que es un isomorfismo. O

El siguiente resultado es consecuencia de este ultimo teorema y sera necesario para

demostrar el teorema espectral.

Proposicién 3.13. Sean A una C*-dlgebra unitaria y B una x-algebra.
(a) Six e A cumple x*x = xa* entonces p(x) = ||z||.
(b) Si¢p: B— A es un x-homomorfismo entonces ||¢| < 1.

Demostracion.
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(a) Sea C la subdlgebra de A cerrada generada por {z, z*, e}. Notemos que C es una C*-
algebra unitaria conmutativa, pues es completa por ser cerrada en A, conmutativa
por la hipdtesis de z y el resto de propiedades se obtienen de las de A. Por (3.9(b)),
ITcx|| = p(z) y, por el teorema de Gelfand-Naimark (3.12), ||[I'cz|| = ||z|| obteniendo
la igualdad.

(b) Como ¢ es un homomorfismo, es lineal y continuo, luego acotado. Sea M > 0 con
llo|| = M. Paray € By n €N, por ser A una C*-dlgebra,

oy y)"|| < M||(y*y)"|| < M|ly*y|™ = M|y*y|*"

Como ¢(y*y)* = &((y"y)*) = ¢(y"y), se tiene en particular que ¢(y*y)*d(y"y) =
o(y*y)o(y*y)* vy, por el apartado (a) y el teorema (1.17),

le@)II* = o) o)l = lle( )W)l = o y)ll = p(é(y™y) =
— tim o(y"y)" 1 < lim Myl = [l
Luego efectivamente ||¢|| < 1.
0

Nota 3.14. En la linea de (1.2) y (2.4), vamos a ver cémo podemos adaptar la teorfa de
Gelfand a un algebra de Banach no unitaria conmutativa A. Usaremos la misma notacion
que en dichas notas.

Notemos en primer lugar que A x {0} es un ideal maximal de A;. El hecho de que sea una
subdlgebra se tiene por la forma en la que se han definido la suma y el producto en A;. Por
ese mismo motivo, si (z,a) € A e (y,0) € Ax {0}, (z,a)(y,0) = (zy+ ay,0) € Ax {0},
cumpliendo la definicién de ideal, que ademds es propio pues (z,a) € A; no estd en
A x {0} para cualquier @ € C no nulo. Si A fuera un ideal propio distinto de A x {0} y
que lo contiene, existiria un (z,a) € A con o # 0, por lo que se podria obtener cualquier
(y, B) € Ay haciendo

Definiremos el espectro de A, o(A), como antes, es decir, el conjunto de homomorfismos

complejos no nulos en A. Cada h € o(A) se extiende a A; por
hi(z,a) =h(z)+a  Y(z,a) € A

Cada h, definido de esta forma es un homomorfismo complejo no nulo en A; pues, dados

(ZL’, O‘)?(%ﬁ) S Al y A€ (Ca
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= h((z,a)+(y, 8) = h(z+y)+(a+5) = (h(z)+a)+(h(y)+8) = ha(z, @) +hi(y, B).
» hi(A(z,a)) = h(Az) + da = A(h(z) + @) = Ay (2, @).

= h((x,a)(y,B)) = h(zy +ay + Bx,af) = h(zy + ay + Bx) + af = h(zy) + ah(y) +
Bh(z) +af = (h(z) + a)(h(y) + B) = hi(z,a)hi(y, B).

Esta extensién es tnica pues la imagen del elemento neutro de A; por todo h; € o(A;)
debe ser hy(0,1) =1 por (3.1(a)).
Reciprocamente, si hy € o(A;) distinguimos dos casos:

= Si el ideal maximal de .4; asociado a h; por el resultado (3.6) es A x {0} se tiene
kerh; = A x {0} y hi(z,a) = « para cada (z,a) € A;. Esto coincidiria con la
extension de la aplicacién nula de A en C como acabamos de definir, 0;(z, o) =
0(z) + a = a.

» En otro caso, hy restringido a A x {0} es un elemento de o(A) si vemos A x {0}

como A.

Entonces podemos establecer una biyeccién entre o(A;) y 0(A) U {0}, donde aqui 0 es la
aplicacién nula de A en C.
Para cada h € o(.A) se tiene por (3.1(c))

()] = |hi(z,0)] < ||(2,0)| = [l=]]  VzeA

para ambas normas consideradas en (1.2) y (2.4), pues vimos que se daba la tltima
igualdad. Por lo tanto o(.A) U {0} es cerrado en la bola unidad para la topologia *-débil
de A', y, por ser esta un conjunto compacto de Hausdorff, o(A) U{0} lo es. Ademaés o(.A)
es compacto si {0} no estd en su adherencia y localmente compacto si lo estd, siendo su
compactificacién por un punto o(A) U {0}.

Definimos entonces la transformada de Gelfand en A de la misma forma que en el caso

unitario: para z € A,
(T qz)(h) = Z(h) = h(x) para cada h € o(A).

La transformada en A se relaciona con la transformada en A; de la siguiente forma
2(h) = h(z) = I (z,0) = (x,0)(ha).

Es decir, en la transformada de Gelfand en A; dada por

FAl: .,41 — C(U(.Al))

—

(m,a) — I‘441 = (x,a),
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donde

—

(x,a): o(A) — C/\
hiy  +— (z,a)(h) = hi(z,a)

consideramos la restriccion a A x {0}. Haciendo la identificacién de A x {0} con Ay
o(A;) con o(A) U {0} obtenemos la transformada en A, que va de A en C(o(A) U {0}).
Ademas (J;/H)(Ol) = 0, luego por continuidad Z se anula en el infinito en caso de que
o(A) no sea compacto, obteniendo que I" 4 es una aplicacién de A en Cy(o(.A)) (el conjunto
de funciones continuas en o(A) que se anulan en infinito).
Por 1ltimo se puede ver que si A es una C*-dlgebra, I' 4 es un *-isomorfismo isométrico
de A en Cy(c(A)). Como A; es una C*-algebra unitaria conmutativa, su transformada
de Gelfand es un #*-isomorfismo isométrico de A en C(o(.A;)) por el teorema de Gelfand-
Naimark (3.12). Como A (visto como A x {0}) es un ideal maximal de A; con ker 0; = A,
{f €C(o(Ay)) / f(0;) =0} es un ideal maximal de C(c(A;)). Se usa la relacién entre las
transformadas para ver que es un *-isomorfismo. Es una isometria por el hecho de que

4, loesy |[(x,0)| = ||z|| para todo z € A.
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4. Operadores acotados en espacios de Hilbert

En este capitulo se estudiara el espacio de operadores acotados en espacios de Hilbert,
que es el espacio para el cual se enuncia el teorema espectral. En la primera seccién se
presentaran las propiedades tutiles para este trabajo del producto interno y de los espacios
de Hilbert, y se dard un resultado que asocia mediante una isometria lineal conjugada
cada elemento de un espacio de Hilbert con un funcional lineal acotado en este. En la
segunda seccién se veran algunas propiedades de los operadores acotados en un espacio de

Hilbert con el fin de dotar a este espacio de una involucién y ver que es una C*-dlgebra.

4.1. Espacios de Hilbert

Antes de la definicién de espacio de Hilbert es interesante ver algunas propiedades de

los espacios con producto interno, que se define a continuacién.

Definicién. Sea H un espacio vectorial complejo. Un producto interno sobre H es una
aplicacién (-,-) : H x H — C dada por (z,y) — (z,y) que cumple para z,y,z € H 'y
a e C:

(a) (

(b) (

(¢) (az,y) = a(z,y).
(
(

T,Y) = (Y, ).

r+y,2) = (x,2) + (y,2).

(d) (z,z) >0.
(e) (z,z) =0si, y sélo si, x = 0.
Se dice que H es un espacio prehilbertiano o con producto interno.
De esta definicién se pueden deducir algunas propiedades ttiles del producto escalar:

(1) Dado y € H, si (x,y) = 0 para todo = € H entonces y = 0 pues, tomando = = y se
tiene (y,y) = 0.

(2) Dados y,z € H, si (x,y) = (x,z) para todo © € H entonces y = z aplicando la

anterior propiedad a y — z.
Nota 4.1. El producto interno cumple que, fijado y,  — (x,y) es lineal y, fijado z,
y — (x,y) es antilineal, esto es (z,ay) =@ (z,y) v (x,y + z) = (x,y) + (x, 2).

Definicién. Para V' y X espacios vectoriales, una aplicacién f: V xV — X que cumple
las propiedades de la nota anterior, es decir, es lineal en la primera componente y antilineal

en la segunda, se dice que es sesquilineal.
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En un espacio prehilbertiano se puede definir el concepto de ortogonalidad como sigue.
Definicién. Sean H un espacio prehilbertiano, x,y € Hy E, FF C H.

» Si (x,y) = 0 se dice que z e y son ortogonales y se denota como = L y (es una

relacién simétrica por las propiedades del producto interno).

» Siz | y para todos x € E,y € F se dice que E y F son ortogonales y se denota
como F | F.

= El conjunto de elementos ortogonales a E es el ortogonal de E y se denota como
Et.

A partir del producto interno se puede obtener una norma, para verlo es ttil la siguiente

proposicién. Ademas esta desigualdad aparecerd con frecuencia en demostraciones.

Proposicién 4.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean H un espacio prehilber-
tiano y x,y € H. Entonces

[, )| < (w,2) " (y, )"

Demostracion.
Si y = 0 la desigualdad es inmediata porque ambos lados se anulan. Suponemos y # 0 y

se tiene para todo av € C

0<(z—ay,z—ay) = (z,z) —a(r,y) —aly,z)+aoalyy).

— <Ivy> 3 -~ —
Tomando a = () S tiene @ = wEy

W, 2) (@,y) ey ly,2) | (2y) o)

0<(z,x)— —
) (v, y) (v, y) (v, y)
S X /A [{z, )|*
’ (v, y) ’ (v.y)
de donde se obtiene la desigualdad. O]

Proposiciéon 4.3. En todo espacio H prehilbertiano se puede definir una norma de la
siguiente forma
|z|| = (z,2)””  xeH.

Demostracion.

Se comprueba por las propiedades del producto interno que efectivamente es una normas:

» ||z]] > 0 para todo x € H y ||z]| = 0 si, y sélo si, z = 0 por las propiedades (d) y

(e).
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» Paraz € Hy a €C, ||az| = (az,ax)” = (a@ (z,2)) = (Ja|* (z,2))"" = |a||z|
por (c).

» Para z,y € H, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (4.2),

|z +yl> =(z+y,z+y) = (v,2) + (x,y) + (y,2) + (y,y) =
= |lz|* + (z,y) + (z,y) + [|yl|* = ||lz]|* + 2Re((z, v)) + [|y]|* <
< lzll? + 2/, v)| + wll* < lzl1> + 21z lyll + Iyl = (=] + lyl)?,

de donde se obtiene la desigualdad triangular.

La continuidad del producto interno se deduce de la continuidad de la norma.

Proposicion 4.4. Sea H un espacio prehilbertiano. La aplicacion
() HxH — C
(,y) — (z,y)
es continua.

Demostracion.
Sea (xg,yo) € H x H. Entonces, para todo (z,y) € H x H, usando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz (4.2)

{2, ) = (x0, yo)| = [(x, y) — (=, 90) + (x, 40) = (20, 40)| <

< [,y = yo) + [{& = 2o, yo) | < [l[[ly = woll + [l = zolllyoll-

Por la continuidad de la norma, si (z,y) — (0, yo) el ultimo término converge a 0 y por

tanto (x,y) a (xo, Yo)- O
De la norma definida a través del producto interno se obtienen las siguientes identidades.

Proposicién 4.5 (Identidad del paralelogramo). Sean H un espacio prehilbertiano y
x,y € H, entonces
[+ yII” + [l — yII” = 2||=]]* + 2[|y[*

Demostracion.
lz+yll?+lz—ylP=(z+y,z+y) + (& —y,z—y) = (x,2) + (z,y) + (y,z) + (y,y) +
(z,2) — (z,y) — (y, z) + (v, ) = 2(z, ) + 2 (y,y) = 2[|=|* + 2[Jy||*. O
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Proposicién 4.6 (Identidades de polarizacién). Sean H un espacio prehilbertiano y

x,y € H. Entonces:
1
Re((w,y)) = 7(lz + 9" =l —y[*) v

Im((z,y)) = i(Hx +iyl* = llz = ayl*).

Demostracion.
Notemos que, si (z,y) = a + ib para a,b € R, entonces i (z,y) = ia — by Re(i(x,y)) =
—Im((z,y)). Luego

o flrtyllP=llz—yll* = (e +y, 2 +y) =& -y, 2 —y) = (z,2)+ (2, 9) +(y, ) + (¥, y) -
(z,2) + (2, 9) + (y,2) — (v, y) = 2(z,y) +2(y,x) = 2((z,y) + (y,2)) = 4Re({(z, ).

s otiy|® = lz—iyl]? = (z + iy, x + iy) — (z — iy, — iy) = (x,2) =i (z,y)+i (y,z) +
(v, y) — (v, 2) — iz, y) +ily,z) — (y,y) = —2i(v,y) + 2i(y,z) = —2(i(z,y) +
i(r,y)) = —4Re(i (v,y)) = 4Im({z, y)).

A continuacion se definen los espacios de Hilbert, espacios prehilbertianos a los que se

les pide otra propiedad adicional.

Definicién. Si H es un espacio prehilbertiano que es completo para la norma definida

por su producto interno como en la proposicién (4.3), se dice que es un espacio de Hilbert.

De aqui en adelante H denotara un espacio de Hilbert. Estos espacios cuentan con mu-
chas propiedades interesantes, a continuacién se ven algunas que se usaran en el desarrollo
del trabajo.

Teorema 4.7. 5i C' C H es cerrado y convero, entonces existe un unico elemento de C'

con norma minima.

Demostracion.
Sean d = inf{||z|| / z € C} y {x,}» una sucesién de elementos de C' con ||z, || ——= d.
Como C' es convexo, +(z, + 2,,) € C para todos n,m € N, luego ||3(2, + )| > d y por

tanto ||z, + x,||* > 4d?. Por la identidad del paralelogramo, para todos n,m € N,
0 < |z, — $m||2 = 2”5(771”2 + 2||Im||2 — |lzn + $m||2 < 2”9571”2 + 2”1‘7%”2 — 4d?,

y tomando limites se tiene que {x,}, es de Cauchy en H. Como H es completo, existe
x € H tal que {z,}, converge a x en H y ||z|| = d. Ademas = € C por ser este cerrado

en H, luego se tiene la existencia de un elemento de norma minima en C'.
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Siy € C es otro elemento de norma minima ||y|| = d, por ser C' convexo, :(z +y) € C'y

como antes ||z + y||? > 4d?. Por la identidad del paralelogramo,
0 < [l —yl* = 2ll=[* + 2/lyl* — llz + yl* < 2d° + 2d* — 4d* = 0,
de donde ||z — y|| = 0 y por tanto z = y. O

Teorema 4.8. Si M C H es un subespacio cerrado, entonces H = M @& M=, es decir, M

y M+ son subespacios cerrados de H con interseccion {0} y cuya suma es H.

Demostracion.

Para £ C H, como x — {(x,%) es lineal, B+ es un subespacio vectorial de H. Para ver
que E+ es cerrado sea {x,}, una sucesién de elementos de E+ que converge hacia x € H.
Para cualquier y € F se tiene por la continuidad del producto interno vista en (4.4) que

(x,y) = < lim xn,y> = lim (x,,y) =0,
n—oo

n—o0

luego € B+ y es E+ es cerrado.

Siz € MNM+* entonces (x, ) = 0, luego x = 0 pues M y M~ son subespacios vectoriales,
si no, la interseccion podria ser vacia.

Por 1ltimo, sea x € H. El conjunto x — M es convexo por ser subespacio vectorial y
también cerrado, luego, usando el teorema (4.7), existe z € x — M con norma minima.
Notemos que z es de la forma 2 = 2 —y con y € M. Si z ¢ M*, existe un y; € M con
(z,11) = a # 0, donde se puede suponer a = 1 dividiendo y; por @. Ahora, para todo

t > 0, por ser z de norma minima,
21 < llz = tyill* = (= = tyn, 2 — tyn) =

= lI2I* =t (z,90) — £ (y1, 2) + Ellll* = N=l* + [y ])* — 2¢.

Luego t||ly1]|> — 2 > 0 para todo ¢ > 0, es decir, |ly1||* > 2 para todo t > 0, absurdo pues
|y1|| es constante. Entonces z € M- yxr =y +zconye My z € M*. O

Nota 4.9. De la proposicién anterior podemos concluir que H* = {0}.

Teorema 4.10. Hay una isometria lineal conjugada de H en el espacio de funcionales

lineales acotados en H, H', dada por y — A donde
Az = (x,y) r € H.

Demostracion.
En primer lugar veamos que todo A € H' es de la forma deseada. Si A es el funcional

nulo, se toma y = 0y Az = (2,0) = 0 para todo = € H. Sea A € H' y consideramos
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M = ker(A), subespacio vectorial cerrado de H por ser A continuo. Por el teorema (4.8)
se puede expresar H = M @ M+ y, como A es no nulo, existe z € M+ no nulo. Veamos
que existe y € H tal que para todo x € H se tiene Az = (z,y). Primero unos casos

particulares:

(1) Six € M entonces Az = 0 por un lado y, como z € M+, (z,az) = 0 para cualquier

a € C. Luego Az = (x, az) para cualquier o € C.

(2) Si x = Bz para cualquier 3 € C no nulo, Ax = SAz y (x,az) = fa(z,z) = Ballz|].
Tomando o = Az/|z|2 se tiene (x, az) = fAz = Ax.

Para x € H arbitrario, se tiene para 5 € C no nulo x = (x — 52) 4+ 5z con x — z € M.

Utilizando los dos casos anteriores,
Az = ANz — pz+ pz) = Mo — z) + A(Bz) = (x — Bz, az) + (Bz,az) = (z,az),

donde v = Az/)z12. Luego el y € H buscado es az.

Si existiera otro y; € ‘H de forma que también Az = (x,1;) para todo = € H, entonces
(x,y —y1) = 0 para todo x € H. Por (4.9) se tiene y — y; = 0.

Para ver que es una isomorfia, sean y € H y A € H' definidos como en el enunciado.
Como para x € H, |Az]| = [{x,y)| < ||z||||ly|]| por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
(4.2), entonces ||A]| < ||y||. Ahora, como para y € H no nulo

0 < |lyll* = (y,y) = Ay < [IAllllyll,

se tiene que ||[A]| = [|y]|- O

4.2. Operadores acotados

Sea B(H) el espacio de los operadores lineales acotados en el espacio de Hilbert no
nulo H. Vamos a ver que B(H) es una C*-algebra. Como H es completo, como se puede
ver en el resultado (4.1) de [13], B(H) es un espacio vectorial normado completo para la

norma de los operadores
1T =sup{||T(2)|| / z € H, |z]| <1} T € BH).

P (H) es un algebra compleja si consideramos como producto de operadores la composicién

y, por ser operadores acotados, para S,T € Z(H),
ST (@) || < (ISIHIT (@) < ST,

luego [|ST|| < |S|||T|| vy #(H) es un élgebra de Banach. Ademés el operador identidad
I es lineal, acotado (||I(x)]| = ||z||) y TI = T = IT para todo T € ZB(H), por lo que es
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unitaria.
Veamos ahora que existe una involucién de forma que Z(H) es una C*-algebra. Para ello

necesitaremos unos resultados previos.
Teorema 4.11. Si T € B(H) cumple (Tx,x) =0 para todo x € H, entonces T = 0.

Demostracion.

Para z,y € H se tiene
0= (T(x+y),r+y) = Tr,r)+ (Tz,y) + Ty z) + (Ty,y) = (Tx,y) + (Ty,z) vy

0= {(T(z+1iy),x+1y) = Tx,x)—i(Tx,y)+i{Ty,z)+ (Ty,y) = —i (Tx,y) +i{(Ty,z) .

Multiplicando la segunda igualdad por i y sumando ambas se llega a (T'z, y) = 0. Tomando

y = Tx entonces ||[Tx||* =0, y por tanto Tz = 0 para todo = € H. O

Corolario 4.12. Si S,T € $(H) cumplen (Sx,x) = (Tx,x) para todo x € H, entonces
S=T.

Demostracion.
(S—=T)x,x) = (Sz,z) — (Tx,x) = 0 y aplicando el teorema anterior (4.11) se tiene
S—-T=0. 0

Teorema 4.13 (Teorema de representacién de Riesz para formas sequilineales).
Sea f: H x H — C sesquilineal y tal que

sup{[f(z, y)| / [lz]| = llyll = 1} = M < oo,

entonces existe un unico T' € B(H) que cumple

fle,y) = (=, Ty)  wyeH
y ademds ||T'|| = M.

Demostracion.

Por la condicién de acotacién de f se tiene |f(z,y)| < M||z||||y|| para todos z,y € H.
Fijado y € H, la aplicacién f(-,y): H — C dada por x — f(x,y) es un funcional lineal
acotado en H con ||f(-,y)| < M]ly||. Por el teorema (4.10), f(-,y) se asocia mediante
una isometria con un tdnico elemento Ty € H de forma que f(z,y) = (z,Ty) y || Ty| =

El operador T': H — H dado por y — T'y es lineal pues:
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= Para Y1, Y2 c H7

(,T(y1 +y2)) = flo,y1 +1y2) = flz,01) + f(z,92) =
= (2, Ty1) + (2, Tyz) = (&, Ty1 + Ty) ,
para todo x € H, luego T(y1 + y2) = Ty1 + Tys.

s ParaaeCeyeH,

(z,T(ay)) = flz,ay) = af(z,y) = alz, Ty) = (z,aTy)
para todo x € H, luego T'(ay) = Ty por el corolario (4.12).

Ahora, como ||[Ty|| = || f(-,y)|| < M||y||, T es acotado con ||T'|| < M. Por otro lado, por
la desigualdad de Cauchy-Schwarz (4.2),

[f (e, y)l = [, Ty)| < ll=[[[[Tyll < =17yl

y por tanto M = ||T'|| y T € B(H).
Si S € B(H) es otro operador que cumple lo pedido, para cada y € H se tiene (z, Sy) =
f(z,y) = (z, Ty) para todo = € H, luego Sy = Ty y por tanto S = T. O

Para T' € Z(H), como el producto interno es sesquilineal y 7' lineal, la aplicacién
HXxH — C
(z,y) — (T'z,y)
es sesquilineal. Ademads es acotada en el sentido del teorema anterior (4.13) pues
(T, y)| < [ T([{[yll < TNl ]yl
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (4.2) y por tanto
M = sap{[{T'z, y)| / [lz]| = llyl] = 1} < | T < occ.
Por el teorema de representacién de Riesz para formas sesquilineales (4.13) existe un tinico
T* € B(H) que cumple
(Ta:,y) = <£E,T*y> r,yeH
y con |T*|| = M. Haciendo el razonamiento andlogo con (T*y,x) = (y,Tz) y por la
unicidad se llega a ||T']] = || 77|
Entonces la aplicacién
T +— T

es una involucién ya que, para S, T € HB(H) y A € C se cumplen por unicidad las

propiedades:
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(1) (S+T)*=S*+T* paraz,y € H
(2, (" +T")y) = (2, 5%y) + (x,T"y) = (Sw,y) + (Tx,y) =
= (54 T)z,y) = (z,(S+T)y).
(2) (A\T)* = \T"*: para z,y € H

(x, N\T)'y) = NTz,y) = X (Tzx,y) = Xz, T"y) = <:U,XT*y>.

(3) (ST)* =T*S*: paraz,y € H

(2, (ST)"y) = ((ST)x,y) = (T, S7y) = (x,(T"S")y) -

(4) T =T: paraz,y € H

(Tx,y) = (2, T"y) = (T*y,x) = (y, T*x) = (T"w,y) .

Ahora, para cada T' € Z(H) se tiene por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (4.2)
|Tz|* = (T2, Tx) = {x, T"Ta) < ||2[||T*Ta|| < |«|*|T°T| Vo eH,
luego || T||* < ||T*T||. Por otro lado, como | T*|| = ||T|l,
17T < IT* T = |I7]1*.
Se tiene por tanto [|T*T|| = ||T||* y Z(H) es una C*-algebra.
Teniendo una involucién en el espacio de operadores acotados se tienen definiciones

para casos concretos, como por ejemplo, los elementos autoadjuntos. Estas definiciones

aparecen frecuentemente en el ultimo capitulo.
Definicién. Un operador 7' € #(H) se dice que es:
(1) normal si TT* = T*T.
(2) autoadjunto si T* =T.
(3) wnitario st T*T = I = TT*, donde [ es el operador identidad en H.

(4) una proyeccion si T? =T .
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5. El teorema espectral

En este capitulo se vera el teorema espectral en diferentes veriones para operadores aco-
tados en un espacio de Hilbert. En todos los casos se tratara una x-subédlgebra de Banach
conmutativa del espacio de estos operadores. En la primera seccion se hara la construccion
de una medida espectral en el espectro de una C*-dlgebra unitaria en este caso, definiendo
también la integral de una funciéon medible acotada respecto de esta medida, para luego
ver que estas cumplen con el enunciado del teorema y ademads son unicas. En la segunda
seccién se enunciard una segunda version del teorema para una C*-algebra unitaria, aun-
que en este caso no se tendra unicidad en la construccion del espacio de medida que el
teorema asegura que existe. En la tercera seccion se usara la primera versién del teorema
para definir la imagen de un operador normal por una funcién medible acotada que en
principio toma valores en un subconjunto de C. En la cuarta seccién se dardn versiones
andlogas a la primera versién para una C*-dlgebra no unitaria pero no degenerada y para
un x-algebra de Banach conmutativa por medio de una *-representacién en el espacio de

los operadores acotados.

La notaciéon que se usara en todo el capitulo es la siguiente:
‘H es un espacio de Hilbert y A una x-subalgebra conmutativa del conjunto de operadores
acotados en H, H(H). En este capitulo denotaremos al espectro de A, o(A), como X.
ParacadaT € A, T € C (%) serd la transformada de Gelfand de T'. Reciprocamente, para
f € C(¥), cuando se pueda aplicar el teorema de Gelfand-Naimark (3.12), denotaremos

por Ty € A a la transformada de Gelfand inversa de f.

Primero definiremos algunos conceptos sobre medidas que apareceran a lo largo de todo
el capitulo. Definiciones previas a las siguientes como la de medida, variacién o medida

de Borel se pueden encontrar en el libro [3].

Definicién. Sea (2, M) un espacio de medida donde €2 es un espacio de Hausdorff local-

mente compacto y M es la g-dlgebra de Borel.

» Dada una medida p positiva en (£2, M), se dice que E € M es regular exteriormente
si se tiene p(E) = inf{u(V) / E CV, V abierto}.

» Dada una medida p positiva en (2, M), se dice que E' € M es regular interiormente
si se tiene p(E) = sup{u(K) / K C E, K compacto}.

» Una medida p positiva en (2, M) se dice que es regular si todo conjunto E € M es

regular exterior e interiormente.
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» Una medida p en (2, M) se dice que es regular si lo es |p|.

Definicién. Una medida p en (2, M) espacio de medida se dice que es semi-finita si
para cada F € M con u(F) =oc existeun FF € M con F C Ey 0 < u(F) < oo.

Definicién. Sea p una medida en (£2, M) espacio de medida.

= Se dice que p es una medida de Radon si es una medida de Borel que es finita en los
compactos, regular exteriormente en los conjuntos de Borel y regular interiormente

en los abiertos.

= Se dice que p es una medida de Radon real si es una medida de Borel real cuyas

variaciones positiva y negativa, u* y =, son medidas de Radon.

= Se dice que i es una medida de Radon compleja si es una medida de Borel compleja

cuyas partes real e imaginaria son medidas de Radon reales.

El conjunto de medidas de Radon complejas se denotara por M(£2).

5.1. Primera version

En esta seccion A C Z(H) es una C*-dlgebra.

La siguiente construccion dara pie a la medida que se quiere encontrar en esta primera
version del teorema.

Dados u,v € H, para cada f € C(X) se considera el funcional lineal f +—— (Tyu,v).
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (4.2), dado que Ty € A C HAB(H) es acotado y
que la transformada de Gelfand es una isometria como se comprobd en el teorema de
Gelfand-Naimark (3.12),

[(Tyu, 0)| < [ Tyulllloll < NTyllllwlllloll = [1f oo lullllv]l

Entonces el funcional lineal es acotado y por tanto continuo en C(X).

Sea Cy(X), el espacio de las funciones continuas para las que existe un compacto de forma
que la funcion es todo lo pequena que se quiera fuera de él. En este caso el compacto
que se toma es el propio X, que es un compacto de Hausdorff, y se tiene que el funcional
estd en Co(X). Se puede aplicar el teorema de representaciéon de Riesz para funcionales
acotados (ver [12] 6.19) para concluir que existe una tnica medida de Borel regular p,,,,

de forma que
(Tyu,v) = / fdp, feC(E)

< [lulll[oll-

Se tiene entonces que a cada par u,v € H se le puede asociar una tnica medida de Borel

y, por lo visto antes, ||fty.»

regular. Esta asociacion cumple la siguiente propiedad:
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Proposiciéon 5.1. La aplicacion de H X H en el conjunto de medidas de Borel en Y2 dada

por (u,v) = Ly, €s sesquilineal. Ademds, fhyy = T, Y Huu €S positiva para todo u € H.

Demostracion.

La propiedad de sesquilinealidad se tiene por la unicidad de la medida p,,, para cada par
(u,v) € H x H por ser el producto interno una aplicacién sesquilineal.

Ahora, por el teorema de Gelfand-Naimark (3.12), para cada f € C(X) se tiene T} = T5.
Considerando las propiedades de la involucién en Z(H) vistas en el capitulo 4 se tiene

para (u,v) € H X Hy feC(X)

/fd/vcv’u = (Tyv,u) = <U,T;U> = <T}‘u,v> = <T?u,v> = /7d,uuﬂ, = /fdﬁu,v,

de donde se deduce por la unicidad que iy = Ty, ,-

Para u € H, para ver que j,, es una medida positiva basta ver que [ fdu,, lo es para
toda f € C(X) positiva. Sea g € C(X) la rafz cuadrada positiva de f de forma que f = g2
Entonces, dado que la transformada de Gelfand es un isomorfismo y por lo que acabamos

de ver,
Ty =Ty =Ty = Til, = T, T,

Por lo tanto se tiene
/fdu%u = (Tyru,u) = <T;Tgu,u> = (Tyu, Tyu) = HTguH2 >0
como se queria. O

Definicién. Una aplicacién que asocia a cada par (u,v) € H x H una medida cumpliendo

las propiedades de la proposicién anterior se dice que es un producto interno espectral.

Veamos que se puede extender la construccion anterior al espacio funciones medibles
Borel acotadas en X, que denotaremos por Lg(X). Notemos que Lz(X) es una C*-algebra
para la conjugacién compleja y la norma del supremo ||-||sup-

Sea f € Lp(X), dados (u,v) € H x H se ha obtenido la medida y,,. La aplicacién dada

por (u,v) — f fdpi,, es una forma sesquilineal y acotada pues

I/fduu,vl < [ Msupllull < 1 F llsup Tl

ya que f estd acotada. Por el teorema de representacion de Riesz para formas sesquilineales

(4.13), existe un tnico operador acotado, Ty € Z(H), tal que

(Tfu,v>:/fduuﬂ,
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v |T¢|| < ||f|lsup- Observemos que C(X) C Lp(X) por ser ¥ = o(A) compacto y esta
construccién coincide con la dada para funciones continuas en .
Para el siguiente resultado se necesita una definicién previa.

Definicién. Dada {f,}, una sucesién de funciones complejas que toman valores en S
conjunto arbitrario, se dice que converge a f p.b. (de pointwise and boundedly) si {f,.(s)}»

converge a f(s) para todo punto s € Sy ademés
sup{|fn(s)| / s € S, n € N} < oc.

Este teorema muestra que en la extension se sigue manteniendo la propiedad de la

transformada de Gelfand inversa de ser *-homomorfismo.

Teorema 5.2. La aplicacion

LX) — B(H)
f — Tf
es un *-homomorfismo. Ademds:

a) S1S € B(H) conmuta con todo T € A entonces también conmuta con todo Ty para
(a) Fp
feLpX).

(b) Si {fn}n es una sucesion de funciones de Lg(X) que converge a f p.b., entonces
T, Y, converge a T, débilmente, es decir, {{Tr u,v)}, converge a {Tru,v) para
{ fn g f ’ ) fn g [t p
todos u,v € H.

Demostracion.
La linealidad se deduce de la linealidad de la integral y de la primera componente del
producto interno: dadas f, fi1, fo € Lg(X) y a € C, para todos u,v € H se tiene

(Tpra gyt v) = / (1 + F)dptuy = (T, 0) + (T, 0) = (T + Tp)uv) v

(Topu,v) = /Ozfduu,v = a (Tyu,v) = ((o1)u,v) ,

luego T, 44, = T4, + T}, vy Ty = T por la unicidad de operadores vista.
Como la transformada de Gelfand es un isomorfismo, para f,g € C(X) se cumple Ty, =
TyT,, de donde

/fgdﬂu,v = <nguvv> = <(Tng)u>U> = /fd:UTgu,v-
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Al ser la igualdad anterior cierta para toda f € C(X), se tiene gdji, = dpir,.,, para cada
g € C(X). Luego, para f € Lz(X),

/fgduw = /fd/LTgw = (IyTyu,v) = <Tgu,T}‘v> = /gdumT;v
para toda g € C(X), de donde se tiene fdpu,, = duu;p;v. Ahora, para g € Lg(2),
(TyTy)u,v) = <Tgu>T;U> = /gdﬂu,T;v = /fgd,uum = (Tyqu,v),

de donde TyT, = T, para todas f,g € Lp(X).
Para cada f € Lg(X), por las propiedades del producto interno espectral vistas en (5.1),

<T?’LL,U> = /?dluu,v = /fdﬁu,v = /fd:uv,u = <va7u> = <’U,T;'LL> = <T}ku7v> )
luego T = Ty y la aplicacion f —— T es un *-homomorfismo.

(a) Si S € A(H) conmuta con todo T € A, entonces conmuta con Ty para toda f €
C(Y). Para toda f € C(X) se tiene

/fd,uu,g*v = (Tyu, S*v) = (STyu,v) = (TySu,v) = /fd,uguﬂ,,

Y POr tanto fi, s+ = flsup- Ahora, si f € Lp(¥),

(TySu,v) = /fd,ugu,v = /fd,uu’g*v = (Tyu, S*v) = (STyu,v) ,
y por unicidad T%S = ST¥.

(b) Como la sucesién {f,}, converge p.b., sea M > 0 tal que sup{|f.(s)] / s € X, n €
N} < M. La funcién constante M es integrable en ¥ compacto, acota a la sucesién
para todo punto y para todo n € N. Como la sucesién converge puntualmente a f,

por el teorema de la convergencia dominada (ver [1] 10.27),

lim (T, u,v) = lim /fnduuﬂ, = /fd,uw, = (Tyu,v) Vu,v € H.
n— o0

n—o0

]

Definicién. Sea ) un conjunto con una o-algebra M. Una medida espectral en (92, M)

es una aplicacién P: M — Z(H) que cumple:
(a) P(E) es una proyeccion autoadjunta para cada F € M.

(b) P(@) =0y P(2) = I, donde I es el operador identidad.
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(¢) P(ENF)= P(E)P(F) para todos E, F € M.

(d) Si {E,}, es de elementos de M disjuntos, P(Uy> E,) = >~ P(E,) y la serie

converge para la norma de los operadores.

Para P medida espectral en el espacio de medida (2, M) y u,v € H se define la
aplicacion de M en C

P,,(E)=(P(E)u,v) para Eec M.

Proposicién 5.3. La aplicacion P,, es una medida compleja y la aplicacion dada por

(u,v) € H x H — P,, es un producto interno espectral con
| Pooll = P () = HUH2

Demostracion.

Como P es una medida espectral se tiene que P, , es una medida compleja pues
» P, (9) = (P(@)u,v) =(0,v) =0y
" PualUR ) = (PO Eyuyv) = (52, P(EJu,v) = 252 (P(Eju),v) =
= Z]Oil P,.(E;) para Ey, Es, ... € M disjuntos.

La sesquilinealidad de (u,v) — P, , se deduce directamente de la sesquilinealidad del

producto interno:
» Fijado v € H, para uy,us € H, a € C y para cada F € M,
Pau1+u2,U(E> - <P(E)(au1 + u2)7 U) - Oépulm(E) + Puz,v(E)'

» Fijado u € H, para v;,vy € H, « € C y para cada F € M,
P10, (E) = (P(E)u, (avy +v2)) = Py (E) + APy, (E).

Para cada E € M, P(F) es un operador lineal acotado con P(E) = P(E)* = P(E)? por
ser P medida espectral. Luego

Fou(E) = (P(E)v,u) = (u, P(E)v) = (P(E)*u,v) = (P(E)u,v) = Puo(E) y
Puu(E) = (P(E)u,u) = (P(E)*u,u) = (P(E)u, P(E) u) =
= (P(E)u, P(E)u) = || P(E)u|* > 0,

teniendo que (u,v) € H x ‘H —— P, , es un producto interno espectral. Por ultimo, para
v € H, como P(Q) es el operador identidad en H,

Pyo(Q) = (P(Q)v,v) = (v,v) = ||v]|*.
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Definicién. Sea (€2, M) un espacio de medida donde €2 es un espacio de Hausdorff local-
mente compacto y M es la o-dlgebra de Borel. Si P es una medida espectral en (2, M),

se dice que es regular si cada medida P, , es una medida regular.

Veamos que teniendo una medida espectral P en (£2, M), donde Q es un espacio de
Hausdorff localmente compacto y M la g-algebra de Borel, se puede definir la integral de

f € Lp(Q) respecto de P. Por la proposicién (5.3), para v € H,

| / FaPso] < [ lswol| Posll = | F sl 12

Por la identidad de polarizacién para formas sesquilineales (ver [4] A.1), para u,v € H,

1 . .
Pu,v = Z(Pu—‘rv,u—l—v - Pu—v,u—v + Z-Pu—l—iv,u—i-iv - ZPu—iv,u—iv)'

Si w y v tienen norma 1, por la desigualdad triangular y usando la igualdad de normas
dada por 5.3,

1 . .
P < 7(lu+0l” + [lu = o[ + flu+ iv]]* + [lu — iv]*) < 4,

luego

I/fdPu,v! < N Puo 1 llswp < 4017 llsup-

La aplicacién (u,v) € H x H — [ fdP,, es una forma sesquilineal acotada, por lo que
aplicando el teorema de representacién de Riesz para formas sesquilineales (4.13), existe
un tnico 7' € A(H) con

(Tu,v) = /fdPu,v woveH y |T|= Sup{l/fdPu,vl / Null = flvff = 1}.

Denotando T = [ fdP,
/fdPu’v = <(/ fdP)u,v>.

Veamos que esta notacién es coherente con la definicién de integral. Sea f € Lp(Q)
simple expresada en su forma candnica f = Z?’:l ajxg; donde oy € Cy {Ey, ..., E,} es

una particién de conjuntos de Borel de (2. Entonces

/fdpuv Za] uv ZOJJ ’U> = <(ZCYJP<EJ))U,’U>

Por la unicidad del teorema de Riesz, 77 a; P(E;) = [ fdP. Ahora, para f € Lp(Q)
arbitraria, existe una sucesién de funciones simples { f,,},, que converge uniformemente a

esta. Para la norma de operadores y por lo que se ha ido viendo,

|| / fap - / fudP| = supf{| / fdPy, — / FadPus] / lul) = o] = 1} < AIf = Fallsup
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Luego para toda funcién f € Lp(X) se puede definir su integral con respecto de P como

limite uniforme de integrales de funciones simples.

Ahora, en el espacio (X, M) que estdbamos considerando vamos a encontrar una medida
espectral regular y a definir la integral de cualquier f € L5(X) a partir de esta.
Para cada £ € M se define la aplicacién P: M — Z(H) dada por E +— P(E) =T,,,
donde T}, es la transformada de Gelfand inversa de la funcién caracteristica de . Veamos
que P es una medida espectral usando que la aplicaciéon f — T es un *-homomorfismo
por (5.2):

(a) P(E) es una proyeccién autoadjunta para cada £ € M: como toda funcién carac-

terfstica cumple xg = X% = Xz,

XE —

)2:Tx2E:T

(b) P(@)=0y P(X) =1I:

P@)=1T,=1T,=0 y PX)=T, =T =1

(¢c) P(ENF)= P(E)P(F) para E,F € M: como toda funcién caracteristica cumple

XENF = XEXF,

=T

XEXF —

P(ENFE) =Tz,
(d) Si{E,}, deelementos de M disjuntos, P(U2,E,) = >, P(E,) y la serie conver-
ge para la norma de los operadores: Si { £y, ...F, } es un conjunto finito de elementos

de M disjuntos, como x(ur_ 5;) = > i1 XB;

P(U?:1Ej) = Tx<u;}:1Ej> - TZ}Ll XE; — Z TXE]- = Z P(Ej)-
j=1 j=1

Para el caso infinito, sean F,, = U7_| E; y F' = U2, F;. Entonces {xr, }» converge
puntualmente a g, ademds, por ser funciones caracteristicas son acotadas y por
tanto la convergencia es p.b. Se puede aplicar el resultado (5.2(b)) y usando el caso

finito, para todos u,v € H,

n—oo n—oo

lim <(Z P(Ej))u,v> = lim (P(F,)u,v) = lim (T}, u,v) = (Ty,u,v) =

= (P(F)u,v) = <P(U;‘)11Ej)uav>‘



5 EL TEOREMA ESPECTRAL 57
Ahora, P(F) = P(F,) + P(F \ F,) para cada n € N por ser unién disjunta finita.
Para cada u € H, por ser P(F' \ F,,) proyeccién autoadjunta,

I(P(F) = P(Fy)ull® = ||P(F\ Fa)ull* = (P(F\ Fy)u, P(F\ F)u) =
= (P(F\ Fa)*u,u) = (P(F\ Fa)u,u) = ((P(F) = P(Fa))u,u),
y usando la convergencia débil vista se tiene la convergencia en norma, ya que

lim ||(P(F) — P(F)ul| =0 Vu € H.

n—oo

Por lo visto para el caso general, para F € M y u,v € H,

Poo(E) = (P(E)u,v) = (Typu,v) = / vodttnn = o (E),

de donde P, , = ft,,. Como p,,, son todas regulares, P es una medida espectral regular.

Para f € Lp(X) se tiene la integral de f con respecto de P definida como en el caso

<(/ fdP)u,v> :/fdPu,v :/fduw = (Tyu,v)

se deduce por la unicidad del teorema de Riesz que

general, y de

/fdP =Ty VfeLpy).

Teorema 5.4 (Teorema espectral, primera versién). Sea A una C*-subdlgebra con-
mutativa de B(H) que contiene al operador identitad I. Sea ¥ = o(A). Existe una unica

medida espectral regular P en X de forma que
T:/TdP VTeA oy Tf:/fdP Vf € La(S).

Ademdas, para S € B(H) son equivalentes:
(a) S conmuta con todo T € A.
(b) S conmuta con P(E) para todo conjunto de Borel E C ¥ .

(¢c) S conmuta con [ fdP para toda f € Lp(X).

Demostracion.
La existencia de una medida espectral regular P que cumple las igualdades se ha visto en
la construccién anterior, donde P(E) = T, para todo E € M.

Para la unicidad, notemos en primer lugar que las p,, = P,, son unicas por el teorema
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de representacion de Riesz. Si existieran dos medidas espectrales P; y P, cumpliendo lo

pedido, se tendria para cada E € M que
(Pi(E)u,u) = P, u(E) = (P(E)u,u) Yu e H,

luego P (E) = Py(E) por (4.12). Como la igualdad anterior es para todo £ € M, P, = P,
y se tiene la unicidad.

Si S € A(H) conmuta con todo T' € A, también conmuta con Ty = [ fdP para toda
f € Lg(X) por el resultado (5.2(a)), es decir, el enunciado (a) implica (c).
Reciprocamente, (c) implica (a) pues, por el teorema de Gelfand-Naimark (3.12) la trans-
formada de Gelfand es un isomorfismo entre A y C(X). Entonces todo T' € A es de la
forma T para alguna f € C(X) C L5(X). Luego T'= Ty = [ fdP para todo T € Ay (a)
es un caso particular de (c).

También (b) es un caso particular de (c¢) pues para cada £ € M por definicién P(E) =T, ,
y Xk € Lp(X), luego P(E) = [ xpdP.

Finalmente, por (5.2), f — Ty = [ fdP es un *-homomorfismo de L5(X) en B(H),
llamémoslo ¢. Como Lp(X) y A(H) son C*-dlgebras, ||¢|| < 1 por (3.13(b)) y para
f € Lp(Y) existe una sucesion {f,}, de funciones simples de la forma Z;n:nl o XEr para

n € N que converge uniformemente a f. Luego de
I P~ [ faaPll =17y = T3, = o) — o) =
= llo(f = f)ll < Ml = fullsup < IF = Fallsup

se tiene que [ f,dP converge uniformemente en la norma de los operadores a [ fdP.
Si S € B(H) conmuta con P(E) = [xgdP para todo E € M, entonces conmuta
con [ f,dP para todo n € N por la propiedad (d) de las medidas espectrales. Por la
convergencia uniforme se tiene que S también conmuta con el limite [ fdP y se tiene la

implicacién de (b) a (c). O

5.2. Segunda version
Los proximos lemas seran ttiles en la demostracién del teorema.

Lema 5.5. Si X CH es un subespacio cerrado que cumple T(X) C X para todo T € A,

entonces:
(a) T(X1) C X+ para todo T € A.

(b) Si AN ={T|x /T € A} y I~ = o(AX), entonces % se puede identificar con un
subconjunto compacto de 3 de forma natural. Ademds las transformadas de Gelfand

de A y AX estdn relacionadas por f& = f|2x.
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(¢) Toda medida de Borel i en XX, considerando este como subconjunto de X, se ex-

tiende a una medida pn en Y de la forma
WE)=u(ENnyY), ECY de Borel

SiveEX Yy Y ,uUX7,U son las medidas en ¥ y ©X asociadas a A y AX respectiva-

mente, entonces Ly, = flix,-

Demostracion.

(a)

(b)

Sea T € A, todo elemento de T(X') es de la forma Twu para v € X*. Como A
es una C*-dlgebra, T* € Ay para cada v € X, T*v € T*(X) C X por hipdtesis.
Entonces, para u € X+,

(Tu,v) = (u, T*v) =0

para todo v € X, luego Tu € X+.

Sea h € Y%, es decir, h es un homomorfismo complejo no nulo en A¥. Se define
h €Y como h(T) = h(T|y) para cada T € A. Entonces ©¥ se puede ver como un
subconjunto de .

Como se ve en el apéndice A, la topologia de subespacio de ¥* para la topologia
x-débil en (AX) viene dada por la unién de intersecciones finitas de (T|x)~*(V)
para V abierto de C, mientras que la topologia de subespacio de ¥ para la topologia
*-débil en A’ viene dada por la unién de intersecciones finitas de 7' (V') para V
abierto de C. Para T € A y siendo V un abierto de C,

(Th) (V) ={h D" / TIx(h) eV} ={h € 2% | h(T|x) € V} =

—{hex /D) eVy={heX /T(h)eV}=T"YV),
y se puede ver XX como subconjunto compacto de ¥ por (3.2). Ahora, la transfor-
mada de Gelfand cumple
T(h) = h(T) = W(T|x) = T|x(h),
de donde se deduce f]; = T|sx.

Se define la aplicacion
p: C(X) — C(X%)
[ flex
sobreyectiva por el teorema de extension de Tietze (ver [3] 4.34), y por tanto induce

una aplicacién inyectiva ¢’ de C(X¥) en C(X) dada por ¢'(¢) = ¢ o ¢ para ¢ €
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C(ZX). Por el resultado 7.18 de [3], existe un isomorfismo isométrico entre C(X)’
y M(X) y de la misma forma con C(X%) y M(X¥X). Como se ve en el capitulo 7
de [3], cada elemento ¢ € C(XX)’ se puede asociar con una medida p de forma que
o(f) = [ fdu para toda f € C(X%), de donde se deduce que la aplicacién ¢’ es la
que extiende p a f como en el enunciado.

Ahora, para v € X, para toda f € C(X) y siendo T} su transformada de Gelfand

inversa en A, por el apartado (b) y considerando la extensién que se acaba de ver,

/ fdbto = (Ty,0) = (Tylxv,v) = / fdu, = / Fai%,.
> »X >

Por la unicidad dada por el teorema de Riesz vista en la construccién de p,, se

tiene fi,, = Y,
O

Lema 5.6. Sean (X, 1) es un espacio de medida donde p es semi-finita y ¢ € L= (n). Si
T € B(L*(n)) es de la forma Tf = ¢f para toda f € L*(1), entonces ||T|| = ||¢]]oo-

Demostracion.

Notemos que para toda f € L?(u) se tiene

ITAIE = |6f|2 = / 6 512du < 1612 / Py = (18]l

de donde se tiene que [|T]| < ||¢]|co-
Por otro lado, dado € > 0, sea F = {w € Q / |¢(w)| > ||¢|lc — €}. Por la definicién de la
norma infinito, u(E) > 0, luego existe FF C E con 0 < u(F) < co. Por tanto xr € L?()

y
17Xl = lldxrll2 = / Sl > / (16l — £)xrPdu =

= (¢lloc —&)? / el = ((9lloe — )llxrl2)

Se tiene entonces ||T']] < ||¢|l« — € para todo € > 0, luego ||T'|| > ||¢|lco- O

Teorema 5.7 (teorema espectral, segunda versién). Sea A una C*-subdlgebra con-
mutativa de B(H) que contiene al operador identidad I. Existen un espacio de me-
dida semi-finita (2, M, i), una aplicacion unitaria, es decir, una isometria biyectiva,

U:H — L*(u) y un *-homomorfismo isométrico T — ¢p de A en L>®(u) tales que
UTU Y =¢rp Y € L*(p), T € A.

Q) se puede tomar como unidn disjunta de copias del espectro de A, ¥ = o(A), de forma

que [ es finita en cada copia y ¢ = T en cada copia.
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Demostracion.

Supongamos en primer lugar que existe un v € H de forma que Av = {Twv / T € A} es
denso en H. Se considera la medida regular finita u = p,, definida como en la primera
seccion de este capitulo.

Para cada T' € A se tiene

|Tv||? = (Tv, Tv) = (T*Tv,v) = / @du = /T\*T\du = /?T\du = /\T\\zdu.

Se deduce que si T, S € A cumplen Tv = Sv entonces T — 8 =0 salvo en un conjunto de
medida g-nula. Luego la aplicacién de Av en L?(u) dada por Tv — T es una isometria
lineal (y por tanto continua) bien definida.

Como Av es denso en H se puede extender esta aplicacién por continuidad de forma tinica
a una isometria lineal U: H — L?(u). La imagen de U contiene a las funciones continuas
en ¥ pues, si f € C(X), como la transformada de Gelfand es un isomorfismo de A en C(¥),
existe un 7' € A de forma que f = T=U (Tv). Ademds la imagen de U es cerrada en
L*(p) por ser una isometria.

Por el resultado de aproximacion por funciones continuas que se puede encontrar en 3.14
[12], como ¥ es un compacto de Hausdorff, C(X) es denso en L?*(u). Se tiene entonces
U(H) = U(H) D C(X) = L%(p), es decir, la imagen de U es todo L?(x) y por tanto la
isometria lineal (y por tanto inyectiva) U es una isometria biyectiva.

Por tltimo en este caso, para ¢ € C(X) y T € A, como la transformada de Gelfand es un
x-isomorfismo isométrico de A en C(X) se puede considerar la transformada de Gelfand

inversa de v, T, y se tiene
UTU ¢ = UTT,v = U(TTyw) =TT, =TT, = Tep.

Por densidad de C(X) en L*(p), la igualdad UTU ¢ = T4 se da para toda 1) € L*(u) y
T —s T es el *-homomorfismo isométrico de A en L>(u) pedido.

Ahora, si no existe v € H como en el caso anterior, sea v; € H no nulo y se define
el subespacio cerrado H; = Av;. Por (4.8) se tiene H = H, ® Hi, luego se toma vy € Hi
no nulo y se define Hy = Av,. Notemos que H, es invariante si se le aplica 7' € A pues
para x € H,; existe una sucesién de elementos de Awv;, es decir, una sucesién de la forma
{Tvi}n, que converge a  y por tanto {17, v;}, converge a T'z por continuidad y Tz € H,.
Entonces H; y Hs son ortogonales y Hi = Hy @ Hy donde el ortogonal de Hs en este
caso se considera en H7.

Razonando de forma recurrente, por el lema de Zorn (ver [11] pag. 80), existe una colec-
cién maximal {v; };e; de forma que los H; son mutuamente ortogonales. Como cada H; es

invariante al aplicarle cualquier T' € A, también lo es ®;crH;. Si BierH; # H, existiria
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v € H ortogonal a ®erH; v, como T((®ierHi)b) C (®ierHi)*t, por (5.5) Av serfa orto-
gonal a @;c;H;, en contradiccién con que {v; }ie; sea maximal. Luego @i H; = H.

Para cada ¢ € I sean ¥; una copia de X y pt; = [, medida en ;. Sean {2 la unién
disjunta de las copias ¥; y M la o-algebra de los conjuntos £ C () que cumplen que
E N, es de Borel en »; para todo ¢ € [I.

Definiendo la medida p en M como u(E) = > ., i(E N Y;) para £ € M se tiene que
es semi-finita: como todas las medidas p; son finitas, si £ € M tiene medida g infinita,
existen infinitos i € I con 0 < p;(EFNY;) < ooy para un i de estos se coge FNY;, que per-
tenece a M pues (ENY;)NE; = @ si j # i, obteniendo 0 < p(ENY;) = w;(ENE;) < oo.
Como pu es semi-finita, L?(1) = @ier L2 (11s)-

Ahora, para cada i € I se define el dlgebra A; = {T|3, / T € A}. Tratando cada A,
como en el caso particular estudiado al principio de la demostracién usando el espectro,
la transformada de Gelfand y la medida dados por los apartados (b) y (c) del lema (5.5),
se tiene una aplicacién unitaria U;: H; — L?(u;) que cumple UZ-TUZ-’lw = fw para todos
e L)y TeA.

Considerando U = @®;c;U;: H — L*(u), unitaria por serlo toda U;, cumple UTU 14 =
¢ para todos ¢ € L*(u) y T € A, donde ¢p = T en cada %;. Como la transformada
de Gelfand es un *-homomorfismo en cada copia, T' — ¢r lo es y, por el lema (5.6),
1T = IUTU| = l|¢r |- O

Una consecuencia de este teorema es la mejora del resultado (5.2(b)), que se usé en la

demostracion de la primera version.

Proposicién 5.8. Si {f.}, es una sucesion de funciones de Lg(¥) que converge a f

p.b., entonces {Ty, Y, converge a Ty fuertemente, es decir, || Ty, u—Trul| 2= 0 para todo
u€H.

Demostracion.

Para toda f € L5(X), por la segunda versién del teorema espectral (5.7), UT U = ¢t
para toda ¢ € L*(u), donde ¢y = f en cada copia de X. Como ¢; toma valores en Q (la
union disjunta de copias de X) y {f,}, converge a f p.b., {¢, },, converge a ¢; p.b. pues
o5, (h) =5 ¢;(h) para todo h € Qy

sup{|¢ys,. (h)| / h € Q, n € N} =sup{|f.(h)| / h € X, ne N} =M < oco.

Ahora, para toda ¢ € L*(u) se tiene que limy, ,oo(¢s, 00 — ¢p0)3(h) = 0y |(¢p, 00 —
SrO) )P = (65, — ) (VG < (M + N2(h) para todo h € ¥, donde N > 0 es
una cota de f € Lp(X). Como [¢)|* es integrable por ser 1) € L*(u1), por el teorema de la
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convergencia dominada (ver [1] 10.27),
i 65,6 = 0501 =l [ los, v~ 6y0du=0.

Para u € H sea ¢ = Uu € L*(u). Por ser U una isometria lineal biyectiva y por lo visto

en el teorema espectral,

1Ty, u — Tyu| = |U(Ty,u — Tyu)|lz = |UTs,u — UTjul|y =

n—oo

= |UT;, (U™ V)u = UTy (U V)l = |67, Uu = dpUullz = 67,9 — ¢l =— 0,

de donde se tiene la convergencia pedida. O]

5.3. Caso particular para operadores normales

Sea T' € Z(H) un operador normal y se considera Ar el dlgebra generada por T, 7%, I.
Notemos que A es una C*-dlgebra unitaria conmutativa, pues es completa por ser cerrada
en B(H), conmutativa por ser T normal y el resto de propiedades se obtienen de las de
PB(H) como C*-dlgebra. Por el teorema de Gelfand-Naimark (3.12), la transformada de
Gelfand conserva la involucién, luego se puede aplicar el resultado (3.10) y se puede
identificar o(Az) con o(T') € C mediante un homeomorfismo. De esta forma, siendo
A = h(T) € o(T) para h € o(Az), TA = A, haciendo un abuso de notacién asumiendo
dicha identificacién entre los espectros. Por la primera versién del teorema espectral (5.4),

existe una unica medida espectral Pr en o(T") tal que

T:/AdPT(/\) v Tf:/fdPT Vf € Lu(o(T)).

Sabemos por (5.2) que la aplicacién f € Lg(o(T)) — Ty = [ fdPr es un x-homomorfismo,

luego si p(A) = Z?kzl ozjk)\jxk es un polinomio en A y A, entonces

n

/ pNAPr(A) = > agi( / APr(N)( / AdPr(\)) " = > apTiT*,

Gk=1 jk=1

Por lo tanto tiene sentido plantearse definir para f € Lg(o(T)) el operador f(7') como

(T = / FNAPL(N).

A continuacién vamos a ver un teorema que detalla algunas propiedades de estos ope-

radores. El siguiente resultado serd 1util en la demostracion del teorema.
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Lema 5.9. Sea K C R¥ compacto y B la menor dlgebra de funciones en K que contiene
a los polinomios y es cerrada para limites p.b. Entonces B es el dlgebra de las funciones
medibles Borel acotadas en K, Lp(K).

Demostracion.

Por el Teorema de Stone-Weierstrass (ver [3] 4.51), B contiene a las funciones continuas
en K.

Para cualquier n € N fijo, las bolas abiertas B(z, 2,1%1) para todo p € Z* son un
recubrimiento abierto de R¥. Si U es un abierto de K, por ser este compacto, existe
un nuamero finito de bolas que lo recubre. Tomando de entre estas bolas aquellas con
B(3%+, 5:5r) € U, su unién B, es un conjunto compacto contenido en U. Por el lema de
Urysohn (ver [3] 4.32), existe una funcién f, continua en K, cuya imagen esta en [0,1] y
que cumple f, = 1 en B, y f, = 0 fuera de U. Haciendo esto para cada n € N tenemos
una sucesiéon expansiva de compactos { B, }, que converge a U cuando n — oo. Entonces
la sucesién de funciones {f,}, converge puntualmente a la funcién caracteristica de U
y por tanto p.b. por estar todas acotadas entre 0 y 1. Luego B contiene a las funciones
caracteristicas de los abiertos de K por ser cerrada para limites p.b.

Sea M = {FE C K / xg € B}, veamos que es una o-algebra por las propiedades de las

funciones caracteristicas y por ser B un algebra de funciones:

» Si £ € M entonces xp € B, de donde xj\p =1—xg € B, luego K\ E e My M

es cerrada para complementarios.

s Si B, F € M entonces xg, xr € B, luego xgnr = Xgxr € By por tanto ENF € M

y M es cerrada para intersecciones finitas.

= Si {E,}n es de elementos de M, cada xp, € B. Como xn= g, es limite p.b. de
Xrn_, B, entonces Xnxe g, € By MpZ B, € M, luego M es cerrada para interseccio-

nes numerables.

Como M es una o-algebra que contiene a los abiertos, contiene entonces a los conjuntos
de Borel. Se tiene por tanto que B contiene a las funciones medibles Borel simples vy,
tomando limites p.b., a las funciones medibles Borel acotadas en K. Como Lg(K) C B
es un algebra de funciones que contiene a los polinomios y es cerrada para limites p.b. y

B era la menor con estas propiedades, son iguales. O

Teorema 5.10. Sea T € HB(H) un operador normal. Ezxiste un unico x-homomorfismo
de Lp(o(T)) en B(H) dado por f+— f(T) que cumple:

(1) Si f(A\) =X para A€ o(T), f(T)="T.
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(2) Si{fn}tn converge a f p.b., {fn(T)}n converge a f(T') fuertemente, es decir, || fr(T)u—

n—o0

f(T)ul| —= 0 para todo u € H.
Ademds, en los siguientes casos particulares se tiene:

(a) Si A es una C*-dlgebra conmutativa unitaria que contiene a T, entonces f(T) =
[ foTdPa, donde Py es la medida espectral en o(A) que se construyd en la primera

version del teorema espectral.

(b) Si S € B(H) conmuta con T y con T*, entonces S conmuta con f(T) para toda
feLpla(D)).

Demostracion.

Definiendo f(T') = [ f(X\)dPr(X) como al principio de este apartado, veamos que cumple
las propiedades pedidas.

Por la primera version del teorema espectral (5.4) se tiene Ty = f(T') para cada f €
Lp(o(T)) usando la identificacién mediante un homeomorfismo vista entre o(7T') y o(Ar).
Entonces f — f(T') es un *-homomorfismo por el teorema (5.2). Si f(A) = A,

71) = [ Fvdpr) = [ Aapr() =1

y se cumple (1). La propiedad (2) se cumple teniendo en cuenta que f(7T") = Ty y aplicando
la proposicién (5.8).

Para ver la unicidad, sea f — f(T') otro *-homomorfismo que cumple (1) y (2). Se define

B={fe€Lp(o(T))/ f(T)= f(T)}, que es un élgebra de funciones por ser f — f(T)
y f — f(T) x-homomorfismos. Por el resultado (1.14), o(T") es un compacto de C, luego
se puede ver como compacto de R2. Sea p(\) = szzl aik)\jxk un polinomio en A y X. De
nuevo por ser ambas aplicaciones x-homomorfismos y por la propiedad (1) que cumplen,

como p(A) = Y7, a;4id(M)id(X") siendo id la identidad en Lp(o(T)),

P(T) = Y agdd(TYid(T)™* = 3 a; T = p(T).
J:k=1 j.k=1
Veamos que ademds B es cerrada para limites p.b. Siendo { f,,},, una sucesién de elementos
de B que converge p.b. a f € Lg(c(T)), por la propiedad (2), fu(T) = fo(T) converge a

f(T) y a f(T) fuertemente, esto es

Ty = f(Tul =0y | fu(Tu— f(T)u| =50 VueH.

Por unicidad del limite, f(T)u = f(T)u para todo u € H, luego f(T) = f(T). Entonces B
es como en el lema (5.9) y por tanto es Lg(o(T")), es decir, los x-homomorfismos coinciden,

obteniendo la unicidad.
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(a)

5.4.

Se considera la aplicacién de Lg(o(T)) en B(H) dada por f+— [ fo TdP,. Por
la primera versién del teorema espectral (5.4), [ f o fdPA = T',z. Como por (5.2)
la aplicacion f € Lp(o(A)) — Tf es un *-homomorfismo, para f,g € Lg(o(T)) y
aeC,

o [(af)oTdPy="T, ;5 =0T;5=affoTdPy.
o [(f+g)oTdPy= T potyiigory = Tpor + Tyor = [ £ 0 TdPs+ [ goTdPa.
o [(f9) 0 TdPa="T 7 0r) = Trilyos = ([ £ o TdPA)( [ goTdPy).
o [JoTdPa=Ts;=T: = ([foTdPa)".
Luego la aplicacién considerada es un x-homomorfismo que ademés cumple las pro-

piedades:

(1) St f(A) =X\, [fo fdPA = ffdPA = T por la primera version del teorema
espectral.

(2) Aplicando directamente el resultado (5.8) teniendo en cuenta que [ f oTdP, =
Trzy fo T € Lp(c(A)) para toda f € Lz(o(T)).

Por unicidad, esta aplicacién coincide con f s f(T'), es decir, f(T) = [ f onPA

Considerando la C*-dlgebra Ar que generan T, T*, I € B(H),si S € B(H) conmuta
con T'y T*, conmuta con cualquier operador de Ar. Identificando o(Ar) con o(T)
como antes, por (5.2(a)), S conmuta con Ty para toda f € Lg(o(T)) y, por el
teorema espectral (5.4), conmuta con Ty = [ fdPr = f(T) paratoda f € Lg(o(T)).

]

El teorema espectral para x-representaciones

En este apartado se dara una extension de la primera version del teorema espectral

para x-algebras.

En primer lugar, notemos que puede ser que una C*-subdlgebra del espacio de opera-

dores acotados en un espacio de Hilbert H, %(H), tenga elemento neutro pero que no sea

el operador identidad:

Sean H; y Ho espacios de Hilbert. Sea A una C*-subdlgebra de Z(H;) que contie-
ne al operador identidad I; en H;. Para T € A se define 7" € AB(Hi ® Hsz) como
T'(x1,22) = (T'z1,0). Entonces A’ = {1" / T € A} es una C*-subdlgebra de Z(H, S Ha).
El elemento ] es el elemento neutro de A’ pues para cada T" € A,

(IiT/)(I'l,CL’g) == ((]1T>ZE1,0) == (T(L’l,O) = T/($1,ZE2) = ((T]l)l’l,O) = (T/I{>([E17I2).
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Sin embargo, el operador identidad en H; & Hs no estd en A'.

La siguiente definicion nos ayudara a distinguir un caso en el que se puede evitar este

problema.

Definicién. Sea A un *x-subdlgebra de Z(H). Se dice que A es no degenerada si no existe

ningin v € H no nulo que cumpla Tv = 0 para todo T € A.

Nota 5.11. Si A es no degenerada y tiene elemento neutro E, entonces todo v € H
que anula F cumple Tv = TEv = 0 para todo T € A. Como A es no degenerada,
v = 0y E sélo se anula en 0, y por ser lineal es inyectiva. Como E es el elemento
neutro, es una proyeccién autoadjunta, en particular, sea v € H y v = E(u), entonces
v=FE(u) = F*(u) = E(v). Como FE es inyectiva, u = v, teniendo entonces que F(u) = u
para todo u € H, es decir, F es el operador identidad I en H. Luego si A es no degenerada

y no contiene al operador identidad, no puede tener elemento neutro.

Consideramos el caso de A una C*-subdlgebra de Z(H) no degenerada y que no con-
tiene al operador identidad /. Como no tiene elemento neutro, por lo visto en (2.4), se
puede obtener una C*-dlgebra unitaria A; relacionada con A mediante un isomorfismo
isométrico. En este caso A; = A @ CI. Como se vio en (3.14), se puede identificar el es-
pectro o(A;y) con o(A)U{0}. Por la primera versién del teorema espectral (5.4) aplicada
a Aj, se tiene una medida espectral regular P en o(.A;).

Si T € A, la transformada de Gelfand en A, T': o(A) U{0} —s C, cumple T(0) = 0. Por
otro lado X103 (h) = 0 si h # 0, luego

(TP{0}) (k) = (TTyy)(h) = (Fxgop) (k) = 0 para todo h € o(A) U {0}

X{o}

y por tanto TP({0}) = 0. Se tiene entonces que todo v en la imagen de P({0}) cumple
Tv =0 para todo T € A. Como A es no degenerada, el operador P({0}) debe ser nulo.

Podemos ver entonces la medida espectral P como una medida espectral en o(.A). Esta
medida sigue siendo regular, esto es, cada medida en o(A) con la o-dlgebra restringida a

este espectro dada por
P,,(E) = (P(E)u,v) para E C o(A) de Borel

fijados u,v € H, es regular por serlo para o(A;), identificado con o(A) U {0}.

Con estas consideraciones se puede enunciar una variante de la primera versién del
teorema espectral, donde podemos sustituir la hipétesis de que la C*-algebra contenga al

operador identidad.
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Teorema 5.12 (Teorema espectral para C*-dlgebras no degeneradas). Sea A
una C*-subdlgebra conmutativa de B(H) no degenerada. Sea ¥ = o(A). Existe una unica

medida espectral reqular P en ¥ de forma que
T:/po Ve A vy Tf:/fdP Vf e Lp(D).
Ademas, para S € B(H) son equivalentes:
(a) S conmuta con todo T € A.

(b) S conmuta con P(E) para todo conjunto de Borel E C % .

(¢c) S conmuta con [ fdP para toda f € Lp(X).

Ahora trataremos el caso en el que A es un x-algebra de Banach.

Definicién. Si ¢ es un x-homomorfismo de A en B(H ), donde H es un espacio de Hilbert,

diremos que ¢ es una x-representacion de A en H.

Nota 5.13. Veamos que la adherencia de ¢(A) en Z(H) es una C*-subdlgebra de #B(H).
En primer lugar, ¢ es continua por ser un homomorfismo de un x-algebra de Banach en

una C*-algebra por (3.13(b)). De esta continuidad se tiene que ¢(A) es subélgebra de

PB(H), como es un cerrado en H(H) completo entonces es completa. La definiciéon de

C*-algebra se cumple en ¢(A) por serlo Z(H).

Definicién. Diremos que una x-representacion de A en H es no degenerada si la adhe-
rencia de ¢(A) en AB(H) es no degenerada.

Teorema 5.14 (Teorema espectral para x-representaciones). Sean A un x-dlgebra
de Banach conmutativa y ¢ una *x-representacion no degenerada de A en H espacio de

Hilbert. Existe una unica medida espectral reqular P en o(A) de forma que
o(z) = /’x\dP Vo e A.

Ademas, para S € ZB(H) son equivalentes:
(a) S conmuta con ¢(x) para todo x € A.

(b) S conmuta con P(E) para todo conjunto de Borel E C o(A).



5 EL TEOREMA ESPECTRAL 69

Demostracion.

En primer lugar supongamos que A es unitaria. Si denotamos la adherencia de la imagen
de ¢ como B = ¢(A), tenemos que ¢(e) es el elemento neutro de B, donde e es el elemento
neutro de A. Como B es no degenerada por serlo ¢, ¢(e) debe ser el operador identidad

I en #(H) como se ha visto en (5.11). Se define

¢*: o(B) — o(A)
h —s ¢'h=hod.

Como se ha descrito en el apéndice A, los elementos de la forma T~ (V) siendo V abierto

de Cy T € A generan la topologia *-débil en o(A). Como
(@) (T (V) ={hea(B) [ hop(T) eV} =

={h€a(B)/ o(T)(h) € V} = (o(T)~(V),
se tiene que ¢* es continua por serlo ¢.
Veamos que ¢* es inyectiva pues, si hy, hy € o(B) son tales que ¢*hy = ¢*hs, entonces
hio¢ = hyo¢. Como hy y hy coinciden en ¢(.A), por ser ¢ continua coinciden en todo B
y por tanto hy = hs.
Como o (B) es un espacio de Hausdorff compacto por (3.2), ¢* es un homeomorfismo sobre
su imagen, que es un subconjunto compacto de o(A). Aplicando el teorema espectral (5.4)

a B, existe una unica medida espectral regular Py en o(B) de forma que
T:/fﬂh VT € B.

Ahora, para cada E C o(A) definimos P(E) = Py((¢*) ' (E)). P es una medida espectral
en o(A) por serlo P, y ser los conjuntos (¢*)"*(F) de Borel en o(B) siendo ¢* continua.
Para cada u,v € Hy E C 0(A) de Borel,

Puo(E) = (P(E)u,v) = (Ro((¢7) " (E)u, v) = (Po)uw((¢7) 7 (E)).

Como (FPp)y. es regular para cada u,v € H y ¢* es continua, también lo es P,, y por
tanto P.

Por ultimo en este caso, vamos a relacionar las transformadas de Gelfand en A y B. Para

reAyg=¢*he ¢*(a(B)),
2(g) = 2(¢"h) = (¢"h)(x) = (ho ¢)(x) = h(d(x)) = ((x))(h).

Entonces, para todo = € A,

o(x) = / (@) (h)dPy(h) = / #(¢*h)dPo(h) = / #(9)dPo((6) ' g) = / 7(g)dP(g).
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Supongamos ahora que 4 es no unitaria. Puede ser que B contenga al operador iden-
tidad I, este caso lo cubre el razonamiento que acabamos de hacer, pues lo que se ha
usado en todo este es que I € B y el hecho de que e € A sélo se necesita para obtener
esa hipétesis. Supongamos entonces que I ¢ 3. Considerando A; la extensién de A a un

x-algebra unitaria estudiada en (1.2), ¢ se puede extender a A; como
¢1(ZL‘,CM) :¢($)+CJ([, ({E,Oé) €A

¢1 es una k-representacion de A; en H: si (z,«a),(y,8) € A1 y A € C, por ser ¢ una

x-representacion,

» ¢1((z,0)+(y, B)) = d(z+y) +(a+B)] = ¢p(x)+al+(y)+ 81 = ¢1(z, ) +¢1(y, B).
= 91(M(x,q)) = ¢(Az) + (Aa)] = A(¢(z) + al) = Ay (z, ).

= d1((z,a)(y, B)) = di(zy + ay + Bz, aB) = ¢(x)o(y) + ag(y) + Bé(z) + (af)] =
o1(w, a)p1(y, B).

= 01((z,0)") = d1(27,@) = ¢(z%) + @l = ¢(x)" +al" = ¢(x)" + (ad)* = Pi(x, ).
La imagen de ¢; es By = B @ CI. B; es no degenerada pues, si existiera v € H de forma

que todo elemento de B; se anula en v, como todo S € By es de la forma T + «al con
T e By aeC, se tendria

(T+al)v=0 VI'eB, VaeC,

en particular para o = 0, en contradiccién con que B es no degenerada.

Como antes, tenemos la aplicacién ¢*: o(B) — o(A) dada por ¢*h = ho@. ¢* se extiende
de forma continua a ¢3: o(B;) — o(A;) haciendo ¢7(0) = 0 con las identificaciones de
los espectros con o(B) U {0} v o(.A) U {0} respectivamente. Como en el caso anterior, ¢}
es un homeomorfismo de ¢(B;) en un subconjunto compacto de o(A4;) y por tanto ¢* es
un homeomorfismo de ¢(B) en un subconjunto cerrado de o(.A).

Por el teorema espectral para C*-dlgebras no degeneradas (5.12), existe una tinica medida

espectral regular Py en o(B) de forma que
T:/fdpo VT € B.

Ahora, el razonamiento para obtener una medida espectral regular P en o(.A) que cumpla
lo pedido es el mismo que el visto para el caso A unitaria.

Por dltimo, la equivalencia de (a) y (b) se obtiene directamente al aplicar la primera
versién del teorema espectral en el caso de A unitaria y el teorema espectral para C*-
algebras no degeneradas en el caso de A no unitaria. O]
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A. Topologia débil

Definicién. Sea (X, 7) donde X es un espacio vectorial y 7 una topologia en X. Se dice
que (X, 7) o simplemente X es un espacio vectorial topoldgico si todo punto de X es

cerrado y las operaciones del espacio vectorial son continuas para 7.

Definicién. Si (X, 7) es un espacio vectorial topoldgico se dice que es localmente convexo

si para cada punto existe una base de entornos en la que todos los elementos son convexos.

Definicién. Sean X un conjunto, Y un espacio topolégico de Hausdorff y F una familia

no vacia de aplicaciones f: X — Y. La topologia
7 = {unién de intersecciones finitas de f~'(V) / f € F, V es abierto en Y}

es la F-topologia en X.

Esta topologia es la mas débil en X que hace toda f € F continua, es decir, todo
abierto de 7 es abierto de cualquier topologia que haga toda f € F continua.

Como se puede ver en el resultado (3.8(b)) de [13], si F separa puntos en X entonces
X es de Hausdorff para la F-topologia.

Ahora, para (X, 7) un espacio vectorial topolégico sea X’ su espacio dual, esto es, el
espacio vectorial de los funcionales lineales acotados en X. Como X es un espacio vectorial,
es convexo y entonces X' separa puntos por el corolario de (3.4) de [13].

El siguiente resultado se encuentra demostrado en (3.10) de [13].

Proposiciéon A.1. Si X es un espacio vectorial y F un espacio vectorial de funciona-
les lineales en X que separa puntos, entonces la F-topologia hace que X sea localmente

convexo y su espacio dual sea F.

Definicién. Si (X, 7) es un espacio vectorial topoldgico, la X’-topologia en X se llama
topologia débil de X .

Por (A.1), X es localmente convexo y su dual es F para la topologia débil.

Todo x € X induce un funcional lineal f,: X’ — C dado por f,A = Ax para todo
A € X'. El conjunto F = {f, / x € X} separa puntos en X' pues, si Aj,As € X’ son
distintos y se tuviera f,A; = f,As para todo x € X, entonces Ajx = Az para todo
x € X, lo que es absurdo. Luego se puede aplicar el resultado (A.1) a X y se obtiene una
topologia localmente convexa donde todo funcional lineal continuo en X’ es de la forma

A— Ax.

Definicién. La F-topologia anterior se llama la topologia x-débil de X'.
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Teorema A.2 (Banach-Alaoglu). Sean V' un entorno de 0 en un espacio vectorial
topolégico X y
K={Ae X' /|Az|<1VzeV}.

Entonces K es compacto en la topologia x-débil.

La demostracién de este resultado se puede encontrar en 3.15 de [13].
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B. Holomorfia de funciones con valores vectoriales

Definicién. Sean (@, p) un espacio de medida y X un espacio vectorial topolégico cuyo
dual X’ separa puntos. Sea f: () — X una funcién que cumple que Af es integrable
respecto de u para todo A € X', Si existe un y € X de forma que

Ay = / Afdu
Q

para todo A € X', entonces se define la integral de f (con respecto de p) como

/Qfduzy-

Definicién. Sea €2 C C abierto y X un espacio vectorial topolégico complejo. Diremos

que una funcién f: Q@ — X es:

» Débilmente holomorfa en © si Af es una funcién holomorfa para todo A € X’

funcional lineal acotado.

= Fuertemente holomorfa en €2 si el limite

o f0) = )

w—z w — z

existe para todo z € €.

Nota B.1. Por la continuidad de los funcionales A € X’ de la definicién anterior por ser

acotados y lineales, toda funcién fuertemente holomorfa es débilmente holomorfa.

El siguiente resultado se enuncia en [13] 3.31 para espacios de Fréchet, esto es un espacio
vectorial topologico localmente convexo cuya topologia estda inducida por una métrica d
completa e invariante (d(x + z,y + 2) = d(x,y) para z,y, z € X). Las dlgebras de Banach

son espacios de Fréchet.

Teorema B.2. Sean Q) C C abierto y X un espacio de Fréchet complejo. Si f: 0 — X

es una funcion débilmente holomorfa en €2, se cumple:
(a) f es continua en Q para la topologia original de X .

(b) El teorema de Cauchy y la formula de Cauchy (ver [2] 3.5.1) se cumplen: si I es

un camino cerrado en Q tal que Indp(w) = 0 para todo w ¢ 2, entonces

[ fuyaw =0
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y, st Indp(2) =1 para z € Q,

flz) = 1 / (w— 2)™ f(w)duw.

27

Si 'y y Ty son caminos cerrados en Q con Indr, (w) = Indr,(w) para todo w ¢ €2,

entonces
fw)dw = [ f(w)dw.
I Ty

(c) [ es fuertemente holomorfa en SQ.
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