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Resumen

El Teorema Pequeno y Grande de Picard son dos resultados fundamen-
tales sobre el rango de funciones holomorfas. Se presentaran dos métodos
distintos para probar estos teoremas. En la primera parte, se demostrara el
Teorema Pequeno de Picard mediante el Teorema de Bloch y el Teorema
Grande de Picard a través del Teorema de Schottky y el Teorema de Montel-
Carathéodory, asi como utilizando familias normales de funciones con llegada
a C.. En la segunda parte, se abordara el estudio del rango de las funciones
armoénicas definidas en todo el plano complejo, proporcionando una perspec-
tiva innovadora y real al Teorema Pequeno de Picard. Aunque esta segunda
alternativa es mas larga y tediosa, utiliza exclusivamente resultados clasi-
cos sobre funciones armoénicas y proporciona un teorema a partir del cual
se derivara trivialmente el Teorema de Lewis y, posteriormente, el Teorema
Pequeno de Picard.

Palabras clave: rango de una funcién entera y de una funciéon armonica;
teoremas de Bloch, Schottky y Montel-Carathéodory; teoremas pequeno y
grande de Picard.

Abstract

Little and Great Picard’s Theorems are two well-known results on the
range of holomorphic functions. In this Degree Thesis two ways of proving
these findings will be presented. In particular, Little Picard’s Theorem will
be proved through Bloch’s Theorem and the Great Picard’s Theorem th-
rough Schotkky’s Theorem and Montel-Carathéodory’s Theorem, as well as
through the use of normal families of functions with arrival at C.,. The se-
cond alternative for proving Little Picard’s Theorem, although longer and
more tedious, provides an innovative real perspective to this theorem, using
only and exclusively classical results on harmonic functions. In fact, a Theo-
rem is presented and proved from which Lewis’ Theorem, as well as Picard’s
Theorem, is trivially proved.

Key words: range of an entire function and of a harmonic function; Bloch,
Schottky and Montel-Carathéodory theorems; Little and Great Picard’s theo-
rems.
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Introduccion

En el ano 1879, el matemético Emile Picard asombré a la comunidad
cientifica matemdtica cuando demostré lo que hoy en dia se conoce como
Teorema Pequenio de Picard ([10]). Este resultado afirma que una funcién
entera que omita dos valores necesariamente ha de ser constante. Ese mismo
ano, poco después, este mismo autor publicé otro resultado de gran reper-
cusion, conocido hoy en dia como Teorema Grande de Picard (]9]), el cual
asegura que una funcién analitica en un abierto excepto en un punto en el que
tiene una singularidad esencial, para cualquier entorno suyo, la funcién to-
mara cada valor complejo, con una sola posible excepcion, un nimero infinito
de veces.

Estos teoremas esclarecieron los conocimientos que se tenian hasta el momen-
to sobre el rango de funciones holomorfas. En concreto, el Teorema Pequeno
de Picard fortalece considerablemente el Teorema de Liouville, mientras que
el Teorema Grande de Picard extiende el Teorema de Casorati-Weierstrass.

Debido a la popularidad que alcanzaron estos teoremas, desde su publicacién
han ido surgiendo diversas pruebas alternativas. Asi, se han ido obteniendo
desde entonces generalizaciones, extensiones y conexiones con otras areas de
las matematicas facilitando el progreso de multiples lineas de investigacion.
Por ello, Gonzalez Llorente ([5]) muestra, desde un punto de vista global,
cuatro variaciones sobre los Teoremas de Picard, que son, a través del Teo-
rema de Bloch y familias normales, de la ecuacion funcional de Fermat, del
rango de la aplicaciéon de Gauss de una superficie minima y una perspectiva
real con funciones armonicas. El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado es
mostrar todos los detalles acerca de los resultados que permiten demostrar
los Teoremas de Picard a través de la primera y ultima variacion.

La primera de ellas, esta fundamentada en las familias normales y en los
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Teoremas de Bloch y Schottky. Por ello, el primer capitulo del presente do-
cumento presenta todos los resultados previos necesarios para detallar la de-
mostracion del Teorema de Bloch, asi como sus corolarios, utilizando como
principal referencia el texto de Conway [2, pags. 292-296]. A partir de este
teorema, cuyo autor lo escribié desde el psiquiatrico de Charenton, asi como
de ciertos lemas auxiliares, se demuestra facilmente el Teorema Pequeno de
Picard. Sin embargo, para la prueba del grande, son necesarios los Teore-
mas de Schottky y de Montel-Carathéodory, y las familias normales. Segin
Gonzélez Llorente ([5]), el nacimiento de la moderna Teorfa de Funciones de
Variable Compleja coincide con el primer tratado de Montel ([7]), en el que
se introduce el concepto de una familia normal. En este tratado, se define,
como de forma clasica, que una familia de funciones holomorfas es normal, si
para cada sucesion de funciones de la familia, existe una subsucesion que, o
bien converge uniformemente en los compactos hacia una funciéon holomorfa
o bien diverge uniformemente en los compactos hacia co. Sin embargo, mu-
chos autores prescinden de la posibilidad de que diverja hacia infinito en la
definicién formal de familia normal. Sin embargo, en la esfera de Riemann
carece de sentido descartar esta opcién. Por ello, en el capitulo segundo de
este Trabajo de Fin de Grado se demuestran los Teoremas Picard (pequeno)
y de Schottky, utilizando como principal referencia el texto de Conway [2,
pégs. 296-299], asi como una breve introduccién acerca del plano completa-
do C ((@ en otras referencias) incluyendo una descripcién de su topologia,
destacando que es un espacio métrico completo a partir del texto de Galindo
Soto et al. [3, pags 14-16].

Uno de los tratados mas importantes de Montel es aquel en el que se de-
muestra lo que se conoce hoy en dia como Teorema de Montel-Carathéodory
o Criterio fundamental de normalidad, el cual asegura que la familia de fun-
ciones holomorfas en la bola unidad que omiten los valores 0 y 1 es normal
([8]). Por ello, el tercer capitulo de este documento incluye una demostracién
de este Teorema basada en el Teorema de Schottky, a partir del cual se prue-
ba el Teorema grande de Picard. La principal bibliografia utilizada en este
capitulo es el texto de Conway [2, pags. 300,301], sin embargo también fue
necesario demostrar otro de los Teoremas de Montel como resultado auxiliar
a la prueba de Teorema de Montel-Carathéodory utilizando como referencia
el texto de Ash y Novinger [1, pdg. 111].

Los capitulos cuarto y quinto detallan la demostracién del Teorema de Pi-
card a través de funciones armodnicas, otra de las variaciones descritas desde
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un punto de vista muy general en el texto de Gonzalez Llorente [5]. Durante
la década de los anos 80 y el principio de los 90, se dedicaron numerosos
trabajos a generalizar el Teorema de Picard desde una perspectiva real. En
concreto, en 1980, Rickman obtuvo un teorema similar al de Picard, pero
para funciones cuasirregulares de R” en R"™. Sin embargo, no fue hasta 1994
cuando Lewis publicoé su articulo en el que realizé una demostraciéon acor-
tada del Teorema de Rickman ([6]). Ademads, este autor incluyé la primera
prueba real del Teorema Pequeno de Picard utilizando tnica y exclusiva-
mente funciones arménicas. Por ello, el cuarto capitulo de este Trabajo de
Fin de Grado contiene un compendio de resultados clasicos sobre funciones
armoénicas que se utilizaran en el quinto capitulo. En particular, la principal
referencia bibliografica utilizada en el cuarto capitulo es el texto de Rans-
ford [11, pags. 3-17] donde se demuestran los principales resultados sobre
funciones armoénicas. Sin embargo, para la prueba de la Férmula Integral de
Poisson se ha utilizado el libro de Ash y Novinger [1, pdgs. 86-91], asi como
para resultados auxiliares para la demostracién del Teorema de Harnack, por
su sencillez a la hora de los célculos y razonamientos. Finalmente, el cuarto
capitulo concluye con una demostracion de este teorema adaptada del texto
de Ransford [11, pags. 16-17].

A partir del Teorema de Lewis se deduce facilmente el Teorema de Picard.
Sin embargo, Gonzalez Llorente ([4]) demuestra un teorema mds general en
el que reinterpreta el Teorema de Lewis en términos del rango de una funciéon
f:iu+1ven laque uy v sean armoénicas. Por lo tanto, en el quinto capitu-
lo se explican todos lo resultados auxiliares necesarios para demostrar este
teorema. La referencia bibliografica utilizada por excelencia en este capitulo
es la mencionada anteriormente, sin embargo, también han sido necesarios
los textos de Ransford [11, pags. 17-20] para completar demostraciones sobre
el método de reescalamiento, asi como el articulo de Wen et al. [12] para
describir el conjunto de ceros de una funciéon arménica de dos variables.






Capitulo 1

Teorema de Bloch

Sea f una funcién analitica en un abierto conexo que contiene a la adhe-
rencia del disco unidad, con f(0) = 0 y f(0) = 1. El Teorema de Bloch
expuesto en esta seccion estudia el tamano el f(B(0,1)). Dicho de otra ma-
nera, como f'(0) =1 # 0, f no puede ser constante y por tanto f(B(0,1))
seré abierto. Por consiguiente, f(B(0,1)) debe contener una bola abierta de
radio positivo. El Teorema de Bloch da una aproximacion de como debe ser
ese radio. El capitulo comienza con una serie de lemas auxiliares necesarios
para demostrar el Teorema de Bloch. Finalmente, se expondran los corolarios
del mismo asi como la definicién de constante de Bloch y de Landau.

Lema 1.1. Sea f una funcion holomorfa en la bola unidad. Supongamos
ademds que f(0) =0, f'(0) =1 y|f(2)|< M para todo z € B(0,1). Entonces
M>1y f(B(0,1)) 2 B(0, 577) -

Demostracion. Por ser f analitica en la bola unidad, también sera holomorfa.
Luego si 0 < r < 1, se tiene que B(0,7) C B(0,1) y estamos en condiciones
de usar las Estimaciones de Cauchy para las derivadas:

L= 17O pup{lf @)l [ul=r} < Ty U0 Sl

Es decir, r < M para todo r € (0,1), lo que implica que 1 < M. De forma

(0
completamente analoga se demuestra que |f—|()’ < M, para cada n natural.
n!
o  f(M)(Q 1
Por analiticidad, f(z) = z+ anzf ( )z” Ademas, si |z|= ——, entonces

n! AM
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1 1 1
= < <
16M —4 — 12M — 4M

= |z|.

Teniendo en cuenta estos calculos y la desigualdad triangular, se tiene que

|—\Zf("

1 11
—4M 12M 6M°

(n
£(2) ‘ Z !

(n)

= [2|-

Falta por comprobar que f(B(0,1)) 2 B(0, 57). Sea w € B(0, 557), es nece-
sario encontrar wy en el disco unidad tal que f(wg) = w. Esto es equivalente
a probar que la funcién ¢g : B(0,1) — C definida por g(z) = f(z) —w
tenga al menos un cero. Tanto f como ¢ son funciones holomorfas en el disco
unidad y no constantes pues f(0) =0y f’(0) = 1. Si consideramos la curva
cerrada v* = C (0, ﬁ) claramente es nulhomologo respecto de B(0, 1), pues
para cualquier z ¢ B(0,1), n(v, ) 0, ya que z pertenecera a la componente
Conexa no acotada de C\ C (0, 7). Ademds, si z € C (0 es decir, si

|z|= =+, acabamos de ver que

7 4AM ’4M>

AM>

|£(2) = g(2)|= Jwl< o < If(2)]-

Luego estamos en condiciones de aplicar el Teorema de Rouché y llegar a la
conclusién de que g y f tienen el mismo niimero de ceros en B(0, ; M) Como
f(0) = 0, se tiene que existe cierto wy tal que f(wg) = w. O

Lema 1.2. Sea g una funcion holomorfa en B(0, R) para cierto R > 0 que
verifica que g(0) = 0, |¢'(0)|= p > 0 y |g(2)|< M para todo z € B(0, R).
Entonces

9(B(0,R)) 2 B (0, }éj\’j) .



Capitulo 1. Teorema de Bloch 15

Demostracion. Tomemos f : B(0,1) — C definida por f(z) = g(Rz).

1
Rg'(0)
Por construccién, y por la analiticidad de g, f es analitica en B(0, 1). Ademas,
verifica:

= f(0) =g(0) =0,

1
s (0)=———=RJ(0)=1
1 M .
= [f(2)|= |W9(RZ)|§ LR si z € B(0,1).
Por lo que estamos en condiciones de aplicar el Lema 1.1, es decir
Ry
BO,1))D2B(0,— . 1.1
FB0.0) 2 5 (0.5 (L)
Falta por comprobar g(B(0,R)) 2 B (0, %). Para ello, sea z perteneciente
al conjunto de la derecha, luego |z|< %2]\’}[—2. Llamemos y = m que pertenece
a B(0, ). Debido a (1.1), se tiene que existe yo € B(0,1) tal que f(yo) =
mg(Ryo) = y. Tomando zy = Ry se verifica que g(z9) = 2z y que 2y €
B(0, R). O

Lema 1.3. Sea f una funcion holomorfa en B(a,r) tal que |f'(z) — f'(a)|<
|f'(a)| para todo z € B(a,r) \ {a}. Entonces, [ es inyectiva en B(a,r).

Demostracion. Sean zy,zo € B(a,r) tales que z; # 29, veamos que f(z1) #
f(22). Llamemos [z1, 23] = 7 al segmento de extremos z; y z3. Asi, como v*
es un compacto,

sup| f'(w) — f'(a)]= méx

wey* Sel

f'(w) = f(a)|= [f'(wo) — f(a)].

Nétese que wy es el punto de v* donde se alcanza el maximo anterior. Se
distinguen dos casos:

1) Si wy = a, entonces [’ seria constante igual a f’'(a) en v* y, por el Principio
de Identidad, lo seria también en B(a,r). Se deduce entonces que f(z) =
f'(a)z + ¢ en esta bola, con ¢ € C. Ademés, teniendo en cuenta la hipétesis
del enunciado, |f’(a)|> 0 y por tanto, f seria inyectiva.
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2) Si wy # a, entonces, por hipdtesis, | f'(wo) — f'(a)|< |f'(a)|, y por tanto

[ - dw)</|f Wldw < sup|f'(w) ~ f'(a)l22 ~ =

wey*

fl(a)l|ze — z1|< | f'(a)]|z2 — 21|

Si se tiene en cuenta esto y se aplica convenientemente la linealidad de la
integral y la desigualdad triangular, entonces

£1) = Fe)l| [ £w)du

- ‘ [ (= 1w+ s - @)

| [ (- f'<a>)dw\ - / f'(a)du]

(1.2)
_ /f )dz| — ‘
>z — z1[(|f'(a )|—|f o) — f'(a )!) > 0.
Se deduce entonces que f(z1) % f(z2). O

Una vez demostrados estos lemas accesorios, se procede a enunciar y demos-
trar el Teorema de Bloch.

Teorema 1.4 (Teorema de Bloch). Sea U un abierto conexo de C tal que
B(0,1) CU y f: U — C una funcion analitica que verifica que f(0) = 0
y f'(0) = 1. Entonces eziste una bola abierta S C B(0,1) tal que f|s es
inyectiva y tal que f(S) contiene una bola de radio 1/72.

Demostracion. Sea K :[0,1] — R dada por K(r) = max{|f'(z)]: |z|=r}y
h:[0,1] — R por h(r) = (1 —r)K(r).

1. h es continua. La analiticidad de f en U equivale a la holomorfia en
dicho abierto y como consecuencia del Teorema integral de Cauchy,
es infinitamente derivable. Luego, la funcién z — |f’(2)| es continua
por ser composicion de funciones continuas. Ademés, por ser d(B(0, 7))
compacto, |f'| alcanzard su méximo en dicho conjunto, donde ademés
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en uniformemente continua como consecuencia del Teorema de Heine-
Cantor. De aqui, se deduce que K es continua y en consecuencia h
también.

2. h(0) = K(0) = f/(0) =1y h(1) = 0.

Sea A = {r € [0,1] : h(r) = 1} y definamos ry = sup A. Es evidente que
A = h7'({1}), y como h es continua, entonces A es cerrado. Como ademds
A C [0,1], entonces A es acotado, y por tanto compacto. De esta manera
ro = max A, y como 1 ¢ A, entonces ry < 1. Ademads, para todo r tal que
ro < r < 1, se cumple que h(r) < 1. Vedmoslo:

Por definicién de 79, #r € (1o, 1] tal que h(r) = 1. Falta por comprobar que
tampoco puede ocurrir que h(r) > 1. Razonando por reduccién al absurdo,
si existiera ry con 1 > ry > 7y tal que h(ry) > 1, como hly, 1) es continua,
el Teorema de del valor intermedio implica que existiria ¢ € (r1,1) tal que
h(c) =1, lo cual es absurdo por definicién de rq.

Sea a tal que |a|= 19y | f'(a)|= K(r). Operando de forma sencilla, se obtiene
que 1 = h(rg) = (1 —1ro)K(ro) = (1 — ro)|f'(a)| luego
1
|f'(a)|= (1.3)

_1—7“0.

Sea S = B (a, p—;) donde py = 1;2”’ Comprobemos que f es inyectiva en S.
Para ello, en primer lugar veamos que

F(2)]< %, §i = € Bla, po). (14)

Si |z — a|< 152, entonces se tiene que [2|< |z — a|+|a|< 52 + 1y = 2,
es decir B (a, 1_7"0) Cc B (0, H%) Ademas, como B (O, 1Jrﬁ) es conexo y

2 2
acotado y f’ es continua en E(O, 127’0), el Principio del médulo méaximo
asegura que el méximo absoluto se alcanzara en la frontera. La figura 1.1
muestra un esquema de las bolas utilizadas en la demostracion. Por lo que si
z € B(a,py) C B (O, 12’“) ,

|f’(z)| < max |f/(2’)|: mAx |f'(z)|: K (1+7'0)

2€B(0,140) |2|=1%r0 2

1+7’0 1 1 1
:h < = —,
( 2 >1—“% =5 p
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Ltro y consecuentemente

donde la ultima desigualdad es estricta pues 1o < =5

1
h < —;7’0) < 1. Ahora, si z € B(a, po), por (1.3) se cumple que

76 = @IS PO @< -+ o =g (1)
Im(z)
B(0,1)
a \Po

\/ Re(z)

1+|al

Figura 1.1: Esquema grafico de la demostracion.

Observemos que g : B(0,1) — C definida por

['(poz +a) — f'(a)

3
500

g(z) =

9

es holomorfa por ser composiciéon de holomorfas y verifica que g(0) = 0y
lg(2)|< 1 debido a (1.5). Por el Lema de Schwarz, se tiene que

f'(poz +a) — f'(a)

3
500

l9(2)|= < |z,
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Aplicando el cambio de variable ¢(z) = poz + a, se tiene que, si z € B(a, po),
entonces

—al 3
/Z o /a < |Z a’|_.
76 - rols 42
Finalmente, si z € S C B(a, po),
3lz—al  13po 1 1
/ o < <3 _ _ — | '

El Lema 1.3 implica que f es inyectiva en S.

Falta por probar que f(.5) contiene una bola de radio 1/72. Para ello defina-

mos ¥ : B (O, %) — C por ¥(2) = f(z+a) — f(a). Claramente ¥(0) =0

1
y [U(0)|= |f(a)|= CY Si z pertenece a la bola donde esta definida W, se
Po

tendria que [z 4+ a — al= |2[< &, es decir z + a € S. Por ser el centro de
la bola, a € S. Como S es convexo, el segmento [a, z + a] estd contenido en

S - B(CL?pO)u por lo que

W) = (= +a) — fla)|= ' /[ G

< elup{1 ()l w e o2+ al} < 2 <

Y

W

donde en la peniltima desigualdad se ha utilizado (1.4). Por el Lema 1.2,

5 Ge)

v (B <0, B)) 2 B(0,0), con g = = —. (1.6)

Veamos ahora que f(S) 2 B (f(a), %) Sea z tal que |z — f(a)|< 1/72, es

decir, z — f(a) € B(0,1/72). Debido a (1.6), existe zp € B (O, %) tal que
V(z) = f(20+a)—f(a) = z— f(a), luego f(z+a) = 2y [20+a—a|< 5, por
loque zp+a€B (a, %), quedando demostrado que z € f(S), concluyendo

asi la prueba del Teorema de Bloch. O
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Nétese que en el Teorema de Bloch es necesario que B(0,1) estuviera conte-
nida en el abierto de definicién y que f’(0) = 1. A continuacién, se muestra
un corolario del Teorema de Bloch en el que se generaliza a una bola B(a, R)
cualquiera y a un punto a en el que f’(a) # 0.

Corolario 1.5. Sea U un abierto conezo de C y f: U — C una funcion
analitica tal que B(a, R) C U con f'(a) # 0. Entonces eziste una bola abierta

de radio % contenida en f(B(a, R)).

Demostracion. Llamemos U* = {*%* : z € U} y sea g : U* — C definida
por
Rz+a)— f(a
o = LU0~ f(@)
Rf'(a)

Observemos que g esta bien definida y que es holomorfa en U* por serlo
tanto f como la funcién z — Rz + a en U y verifica que g(0) = 0y
¢'(0) = 1. Ademds, como B(a, R) C U se tiene que B(0,1) C U*. De esta
manera, estamos en condiciones de aplicar el Teorema de Bloch llegando a
que existen b € U y r > 0 tal que

o(Bt:r)) 2 B (50075 ). (17)

72
habremos concluido. Sea z perteneciente al conjunto de la derecha, es decir,

A partir esto, demostremos que f(B(a,R)) 2 B (f(RlH—a), nlf (a)]) y

R /
|z — f(Rb+a)|< w. Operando, se tiene que

z— f(Rb+a) z—fla) 1
Ri@ || B Y0 <
Debido a (1.7), existe zy € B(b,r) tal que
sy = 2@ _ f(Ra+ ) = 0
R|f"(a)] Rf'(a) ’

o dicho de otra manera, f(Rzy+ a) = z. Obsérvese que el Teorema de Bloch
afirma que B(b,r) C B(0,1) por lo que |z|< 1, y por tanto, se deduce que
Rzy + a € B(a, R), como queriamos comprobar. ]
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Definicién 1.6. Sea F la familia de funciones f holomorfas definidas en un
abierto conexo de C que contenga a B(0,1) tales que f(0) =0y f/(0) = 1.
Para cada f € F, se define 3(f) = sup By, donde By es el conjunto de los
r > 0 para los cuales existe una bola abierta S C B(0,1) en la que f es
inyectiva y tal que f(S) contiene una bola abierta de radio r. El Teorema

1
de Bloch implica que w5 < B(f). Se define la constante de Bloch como

1
B =mf{p(f) : f € F}. De nuevo, por el Teorema de Bloch, B > =
Definicién 1.7. Sea f € F, se define A(f) = sup Ly, donde Ly es el con-
junto de los r > 0 tales que existe una bola abierta de radio r contenida en
f(B(0,1)). Llamamos constante de Landau a L = inf{\(f): f € F}.

Nota. Es preciso observar que, como By C Ly, entonces (f) < A(f) para
cada f € F. Ademas, es evidente que la aplicacion identidad Id pertenece a
la familia F, y como A(f) = 1 ya que Id(B(0,1)) = B(0,1), entonces L < 1.

Sin embargo, hoy en dia sigue siendo una incognita el valor real de estas
constantes.

Proposicién 1.8. Si f € F, entonces existe « € C tal que f(B(0,1)) D
B(a, L).

Demostracion. Comencemos probando que, de hecho, existe a € C tal que
f(B(0,1)) 2 B(a, A(f)). Como A(f) > L la prueba quedaria concluida. Para
facilitar la notacion A = A\(f). Sea n € N, por definicién de extremo superior,
como A — — no es cota superior del conjunto donde esta definido A, se tiene
n
1
que existen a,, € C y r, > 0 tales que B(ay,r,) C f(B(0,1)) y rp > A — —.
n

Por lo tanto,

1
B (an,)\ - —) C B(an,rs) C f(B(0,1)). (1.8)
n
Consideremos la sucesién de niimeros complejos {a, }52; que estd contenida
en f(B(0,1)) y por lo tanto, también en f(B(0,1)). Por la continuidad de f,
f(B(0,1)) es compacto y debido al criterio secuencial de compacidad, existe
una subsucesion {a,, }72, convergente. Sea o = limy_, o, . Probemos que

B(a, ) C f(B(0,1)). Sea w tal que |w— a|< A. Se escoge ko € N verificando
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1
que |w — a|< A — e Por definicién de limite, dk; € N tal que si & > ky
0

entonces

|y, —al< A — — — Jw — al,
ko

pues por la eleccién de kg la cantidad de la derecha es estrictamente positiva.
Finalmente, si se toma k > max{ko, k1 },

1 1 1
lw — a,, |< ]w—a|—|—|ank—a|<x\—k—0</\—E§/\—n—k,
1
por lo que w € B (ank,)\ - —) y por (1.8), w € f(B(0,1)). O
ng

Nota. Obsérvese que la Proposicién anterior implica que, en la definicion de
A(f), el supremo es en realidad un méaximo.

Corolario 1.9. Sea U un abierto conezxo de C cumpliendo que B(a, R) C U.
Sea f : U — C una funcion analitica. Entonces, existe una bola de radio

R|f'(a)|L contenida en f(B(a,R)).

Demostracion. Definiendo g igual que en el Corolario 1.5, la Proposicién 1.8
implica que existe un complejo « tal que g(B(0,1)) 2 B(«, L). Supongamos
de nuevo que f’(a) # 0, pues en caso contrario es trivial. Probemos que

f(Bla, 7)) 2 B(Raf'(a) + f(a), RIf (a)L]).

Sea z perteneciente al conjunto de la derecha, dicho de otra manera, z verifica
que |z — (Raf'(a) + f(a))|< R|f'(a)|L. Operando en esta expresién se tiene
que

z—fla) af(@R| _|z—f(a)
Rf'(a)  f(a)R Rf'(a)

Por lo que j{_’f(a) € B(a, L). Luego existe zg € B(0,1) tal que

f'(a)
_z=fla) _ f(Rz+a)—f(a)
g('zo) - / - / :

Rf'(a) Rf'(a)
Es decir, z = f(Rzy + a) y como Rzy + a € B(a, R) habriamos concluido la
prueba. O

< L.

—




Capitulo 2

Teorema Pequeno de Picard y
Teorema de Schottky

El presenta capitulo, a través de dos lemas auxiliares y del Teorema
de Bloch del capitulo anterior, demuestra de una sencilla forma el Teorema
Pequeno de Picard. Finalmente, se prueba el Teorema de Schotkky, necesario
para la prueba del Teorema Grande de Picard, asi como uno de sus corolarios.
Ademas, se introduce de forma topoldgica el plano ampliado C..

Lema 2.1. Sea U un abierto simplemente conexo de C y f : U — C
una funcion analitica en U tal que f(z) # 0y f(z) # 1, para todo z € U.
Entonces, existe g : U — C analitica que cumple que

f(z) = —exp(im cosh(2g(2))), z e U.

Demostracion. Por el Teorema Homotépico de Cauchy, f admite logaritmo
analitico en U, es decir, existe h : U — C tal que exp(h(z)) = f(2). Sea
F : U — C definida por F(z) = };(7;) Probemos que F(z) # n para
cualquier n € Z. Si existiera a € U tal que F'(a) = n, entonces h(a) = 2min,
que tomando exponenciales, se tiene que exp(h(a)) = exp(2min) y por tanto,
f(a) = exp(2min) = 1, que contradice la hipdtesis del enunciado. Como U es
simplemente conexo y F' no toma los valores 0 y 1, el Teorema Homotépico
de Cauchy asegura que F'y ' — 1 admiten raiz cuadrada analitica. Por ello,
sea H : U — C definida por H(z) = /F(z) — \/F(z) — 1. Obsérvese
que ademés H(z) # 0 Vz € U. Por este motivo, el Teorema Homotépico de

23
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Cauchy asegura que H admite logaritmo analitico, esto es, existe g : U — C
tal que exp(g(z)) = H(z). Si ademds se tiene en cuenta que

1 1
H(z) JF(z)—+/F(z) -1
_ VEQE) + V() -1
(VF() = VF(2) = 1)(VF(2) + VF(z) - 1)
=VF(2) +VF(2) - 1,

entonces se tiene que

cosh (2¢9(z)) +1 == (exp(29(z)) + exp(—2¢(z))) + 1

(exp(g(2)) + exp(—g(2)))”

(

Finalmente, pasando el factor 7z hacia el lado izquierdo de la ecuacion y
tomando exponenciales se concluye que

I
(NN
VR
=
—
N
S~—
+
=
| =
&
N———
N}

N —= N~ N~

[\]
o
—~
I\
~—
N—
[\
I
[\
=
—~
N
~—
I

f(2) = exp(h(z)) = exp(mi 4+ mi cosh(2¢(2))) = — exp(mi cosh(2g(2))).
O]

Lema 2.2. Sean f y g como en el Lema 2.1. Entonces, g(U) no contiene
ninguna bola de radio 1.

Demostracion. Sea n € Ny m € Z. Si existiera a € U tal que g(a) =

+log(v/n + v/n — 1) + simm. Como (y/n + \/m)_l =vn—+vn—1, en-

tonces

2 cosh(2g(a)) = exp(2g(a)) + exp(—2g(a)) = exp(imn) (vVn + vn — 1)i2
+ exp(—imm) (v/n + m)ﬂ =(-1)" (Vn+ \/ﬁf
)" (Vi V=) = (1" (20 - 1),

Lo que equivale a que cosh(2¢g(a)) = (—=1)™(2n — 1) y debido al Lema 2.1,
fla) = —exp((—=1)"(2n — 1)mi) = 1 que por hipdtesis es imposible. Por
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tanto, g no puede tomar ninguin valor del siguiente conjunto

{&log(v/n + \/n—l)Jr%imwzneN,mEZ}. (2.1)

Haciendo variar n y m, este conjunto son los vértices de un reticulo rectan-
gular de altura

L. :
—imm — §z(m + D)

1
5 —§7T<\/§,

y anchura
log(vn + 1+ +/n) —log(v/n ++vn—1) > 0.
Si consideramos dicha anchura como una funcién a(x) = log(vz+1 +

V) —log(y/z + /& — 1) entonces o/ (z) = _ZVg;tll\—/E\ZZ—_Jrll

x € [1,00) por lo que es una funcién decreciente, y por tanto la anchura de
cualquier rectangulo serd a lo sumo (1) = log(1++/2) < 1. De esta manera,

< 0 cuando

su diagonal sera estrictamente menor que \/32 + 12 = 2 y por tanto, la
bola de mayor radio que se puede considerar para que no contenga ninguno
de los puntos de (2.1) tiene que tener radio estrictamente menor que 1. Para
comprobar esta afirmaciéon, razonemos por reduccién al absurdo y suponga-
mos que existe zy tal que B(zp,1) C g(U). Entonces, existe un rectangulo
(cerrado) R de vértices vy, vq, v3,v4 pertenecientes al reticulo dado por 2.1,
tal que zp € R. Nétese que diam(R)< 2. Que v; ¢ B(2p,1) se traduce en que

|z0—v;|> 1 paracadai =1,...,4. Sisesubdivide R en cuatro subrectangulos
iguales Ry,Ry,R3 v R4 tal que v; € R; para cada 4, solo existe una manera de
hacerlo (véase la figura 2.1). Asi, existe al menos un iy € {1,...,4} tal que

29 € R;,. Nétese que diam(R;)< 1, para cada i, por lo que, por definicién de
didmetro de un conjunto, |zp — vy, |< 1, llegando asi a una contradiccion.
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(%1 %
¢ > 9
Ry Ry
¢ & ! )
R3 Ry
[ < 9
U3 V4

Figura 2.1: Esquema de la subdivisién del rectdangulo R.

]

Teorema 2.3 (Pequeno Teorema de Picard). Si f es una funcion entera que
omite dos valores, entonces es constante.

Demostracion. Supongamos que f omite los valores a, b € C, es decir, f(z) #
ay f(z) # b para todo z del plano complejo. Entonces la funcién ¢(z) =

—f(z) — % definida en todo C omite los valores 0 y 1y es entera. El Lema 2.1

b—a
implica que existe una funcién g que serd también entera que cumple que
¢(z) = —exp(im cosh(2¢g(z))). Razdnese por reduccién al absurdo, y supon-

gamos que f no es constante, luego ¢ tampoco lo es y consecuentemente g
tampoco lo es, por lo que existe zo € C tal que ¢'(2) # 0. Por el Corolario 1.9,
para cualquier R > 0, g(B(z0, R)) contiene una bola de radio RL|g'(z0)|. Si

se toma R = m, g(C) contendria una bola de radio 1, contradiciendo
g {zo
el Lema 2.2. O

Teorema 2.4 (Teorema de Schottky). Sean o, € R tales que 0 < « y
0 < B < 1. Entonces, existe una constante C(«, ) tal que para cualquier
funcion f: U — C analitica que cumpla:
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= U es un abierto simplemente conexo con B(0,1) C U,

w f(2) #0, f(2) # 1 para todo z € U,
= [f0)|< e,

entonces | f(2)|< Cla, B) si |z|< 5.

Demostracion. Recordando la demostracién del Lema 2.1, sea h tal que
exp(h(z)) = f(z). Sea n € Z tal que Im(h(0)) € [27n, 27(n + 1)). Si consi-
deramos la funcién h(z) = h(z) — 2min, entonces, se tiene que exp(h(z)) =
exp(h(z)) exp(—2min) = exp(h(z)) = f(2) por lo que h también seria un lo-
garitmo analitico de f. Ademés, nétese que Im(h(0)) € [0, 27). Considérese
ahora la rama del logaritmo [y, entonces

lo(£(0)) =lo(exp(h(0))) = log(e™" @) 4 jarg(exp(h(0)))
—Re(h(0)) + iarg(exp(h(0))),

donde arg(exp(h(0))) se escoge en el intervalo [0, 27). Se sabe que Im(h(0)) es
un argumento de exp(h(0)) v que ademéas Im(h(0)) € [0, 27), luego Iy (f(0)) =
}NZ(O) Este comentario se ha realizado para convencer al lector de que se pue-
de suponer sin ninguna pérdida de generalidad que h es logaritmo analitico

de f que cumple que Im(h(0)) € [0, 2).

Recordando la prueba del Lema 2.1 y el inciso anterior, sea f una funcion
cumpliendo los requisitos del enunciado, entonces:

» Existe h tal que exp(h(z)) = f(2) y Im(h(0)) € [0, 27).

. F(2) = ﬁh(z).

» H(z) = \/F(z) — VF(z) — L.
» Existe g tal que exp(g(z)) = H(z) y Im(g(0)) € [0, 27).

Basta probar el Teorema para 2 < a < oo. La prueba se dividira en dos
casos.
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Caso 1: Supongamos 5 < | f(0)|< . Entonces

F(O)=5-1h(0)l= 5y

= (FO)I= 5| (1 F(O)]) + fang( £(0))
:% log(|f(0)[) + z‘Im(h(O))( = %‘|log(|f(0)|)|+|1m(h(0))|‘

1
S% log(a) + 1.

1
Llamemos Cp(a) = Dy log(a) + 1. También se tiene que
m

VFO) £ VFO) — 1| <|VFO)| + |VFO) — 1| < VIFO)] + VF(0) ~ 1]

<Co(a)? + (Cola) + 1)2.
Llamemos C (o) = Cy(a)2 + (Co(ar) + 1)2. Ahora, si |H(0)|> 1, entonces

9(0)|=l1o(H(0))|= |10g(|H(0)]) + iarg(H(0))| < | log(|H(0)])| + m(g(0))
—log(|H(0)]) + Im(g(0)) < log(C1(a)) + 2.

Si |[H(0)|< 1, entonces
19(0)|=| 1og(1(0) ) + iarg(exp(9(0))) | < |log(|H(O)])] + |m(g(0))]
— ~ og(H(0)) + [ 0)| = o () + a0

—log (WF(O) +VF0) - 1‘) n ‘Im(g(O))’ < log(Cy(a)) + 2.

Llamemos ahora Cy(a) = log(C1(«)) + 2.

Si |a|< 1, entonces B(a,1—|a|) € B(0,1) C U y el Corolario 1.9 implica que
existe cierto complejo zy tal que g(B(a,1 — |a])) 2 B(zo, L(1 — |a|)|¢'(a)|).
Ademas, el Lema 2.1 implica que ¢g(B(0,1)) no contiene ninguna bola de
radio 1. Como ¢(B(0,1)) 2 g(B(a, 1 — |a])), entonces, necesariamente

L(1—la])|¢'(a)|< 1= |d'(a)|< si|a|< 1. (2.2)

o
L(1 — |al)
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Si se toma el segmento [0, a] = v*, entonces

l9(a)|=lg(a) + 9(0) = g(0)|< [9(0)|+|g(a) — g(0)]

[yg’(z)dz

Como ~* C B(0,1), debido a (2.2) se tiene que max{|¢'(z)|: z € v*} <

1
I =TJa) y por tanto |g(a)|< Cy(a) + 7 a . Llamese Cs(a, B) =

L(1 —a])
Cg(Oé) +

<Cy(a) + < Cy(@) + |ajméx{|d'(2)|: z € v*}.

L(1—=p)

Acabamos de demostrar que si |z|< (3, entonces |g(z)|< Cs(a, ). De esta
manera, debido al Lema 2.1

|/ (2)[=lexp(mi cosh(2g(2)))|= exp(Re(mi cosh(2g(2))))
< exp(|Re(mi cosh(2g(2)))]) < exp(mr|cosh(2g(2))[)

<exp(me2l9B)) < exp(me2s(@f),

Si se define Cy(a, B) = exp(me?@3(@) el caso 1 quedaria probado.

1
Caso 2: Supongamos que 0 < |f(0)|< 5 Entonces, la funcién 1 — f definida

también en U satisface
= 1 f(2)#1y 11— f(2) #0,

3

1
. §<1—|f(0)|<1<a.

Por lo que estamos en condiciones de aplicar el caso 1 para a = 2, es de-
cir, existe Cy(2, 8) tal que |1 — f(2)[< Cu(2,8) si [2|< B, es decir |f(2)|<
C4(2,0) + 1.

Si se llama C'(a, f) = max{Cy(a, ), Cs(2, 5) + 1} el Teorema quedaria pro-
bado. ]
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Nota. Obsérvese que si a < 2 se podria seguir aplicando lo demostrado, ya
que, si f cumpliese las condiciones del enunciado, |f(0)|< a < 2 y la misma
constante C'(a, #) construida previamente serviria para acotar f en B(0, ).

Antes de exponer uno de los corolarios del Teorema de Schottky , es necesario
introducir el plano ampliado C,, asi como su métrica y su topologia.

Definicién 2.5. Denominamos esfera de Riemann al conjunto

1\? 1\ 2
S:{(xl’xQ’x3)€R3:$?+:v%‘ (x3—§> :(5) }

Noétese que este conjunto no es mas que la esfera centrada en (0,0,1/2) y
radio 1/2. Al conjunto S se le dota de la topologfa inducida por R3, es decir,
la topologia dada por la distancia euclidea. Ademads, es evidente que S es
cerrado y acotado y por lo tanto compacto. Denominamos polo norte de S
al punto N = (0,0,1) y polo sur de S al punto (0,0,0).

Definicién 2.6. Llamamos plano completado a Co, = CU {00}, es decir, al
conjunto que resulta de anadir a C el punto del infinito co.

Observacién 2.7. Se identifica C con el plano de R? dado por {z3 = 0}.
De esta manera, cada nimero complejo = + iy se identifica con el punto
(z,9,0) € R3. En particular, el polo sur de S se identifica con el complejo 0.

Definicién 2.8. Llamamos la proyeccion estereogrdfica a la aplicacién p :
S — C definida de la siguiente manera:

1. p(N) := oc.

2. Si el punto P = (z1,79,23) € S y ademads es distinto de N, entonces
se define p(P) como la proyeccién de P sobre {x3 = 0} (es decir, sobre
C) de la semirrecta que comienza en N y pasa por el punto P. En
concreto, de forma rigurosa, se define asi:

T X
p(x17x27x3) = 1 lx + 2
— 43

si (Il,l’g,xg) 7A (0,0, ].)

U ;
1—1’3

Es evidente que p es una funcién biyectiva. La figura 2.2 muestra un esquema
de estos conceptos de forma grafica.
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€3

N z
p(xla T2, x3)

X1

Figura 2.2: Representacién grafica de la esfera de Riemann y de la proyeccion
estereografica.

Definicién 2.9. Denominaremos métrica cordal a la aplicacion § : C., — R
definida por
dw, z) := |2 — vl , w,z € C,
V(L + )L+ [w]?)

1
5(2, 00) = 2eC.

V122
En consonancia con la definicién de proyeccién estereografica, se observa que
§(z,w) = d(p~'(2), p~H(w)) para z,w € Cy donde d es la distancia euclidea
de R3. De esta manera, se deduce que (S, d) y (Cy, d) son espacios isométricos
y por tanto, (C,d) es también un espacio topolégico compacto.

Observacién 2.10. Como (C.,d) es un espacio topoldgico compacto, en-
tonces es completo.

Proposicion 2.11. Se cumplen las siquientes propiedades:

1) Sea {z,}22, una sucesion de puntos de C. Entonces, {z,}5°, converge
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a 0o en Cy si, y solamente si, {|z,]}22, tiene limite infinito.

2) Si U es un abierto de Cy tal que oo ¢ U, entonces U es un abierto
de C. Ademds, st W es un abierto de C, entonces es un abierto de C,
que no contiene al punto oo.

3) Si U es un abierto de Co, tal que oo € U, entonces existe V' abierto en
C tal que U =V U {0} y el conjunto {z € C: |z|> r} estd contenido
en V' para algun r > 0. Reciprocamente, st W es un abierto de C tal
que {z € C: |z|>r} C W para cierto r > 0, entonces W U {o0} es un
abierto de C., que contiene al punto del infinito.

Demostracion. Veamos en primer lugar la demostraciéon de ). Supongamos
que {z,}>°, converge a 0o en Co,. Sea M > 0, y pongamos € = 1/v/M? + 1.
Por la definicién de convergencia en el espacio métrico (C, ), existe ng € N
tal que, si n > ng, entonces 0(z,,00) < 1/v/ M2+ 1. Por definicién de la
métrica cordal, esto equivale a decir que,

1 _ 1
VIt+lz)2 VM?2+1

Para probar el reciproco, supongamos que lim,, o |z,|= 00. Sean ¢ > 0 y
M > 1/e. Por definicién de convergencia a infinito de una sucesién de nime-
ros reales, existe ng € N tal que, si n > ng, entonces |z,|> 1/¢. Elevando al
cuadrado obtenemos |z,|?> 1/? y por tanto

, es decir, |z,|> M.

1 2

1 1
|z P41 > = + 1> =, luego, — < g%
€ € Zn
2 2 | |2_|_1

Si se toman raices cuadradas en la expresién anterior, se obtiene el resultado
buscado.

Para probar el apartado 2), supongamos en primer lugar que U es un abierto
de C,, que no contiene al punto del infinito. Por definicién, para cada z € U,
existe rg > 0 tal que

wec. l-ul ,
Beaterrs) = {u € € Tty < €V

Si se define la funcién f, : C — R por f,(w)

_ =
V22D (+Hw?))
es evidente que f, es continua y que f!((—o0,7)) = Be.,(2,70). Se deduce

entonces,
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entonces que B (z,79) es un conjunto abierto en C, y por tanto, existird
r1 > 0 tal que

Be(z,r1) ={w e C: |z —w|< ri} C Be,(2,70) C U,

como se queria probar. Para demostrar el reciproco, sea W un abierto de C,
entonces, para cada z € W, existe Bc(z,7) C W. Como se verifica

|2 — wl
V(@ + 2+ [w?])

se deduce que Be_(z,7) € Be(z,7) € W, lo cual implica W es abierto de Co.

< |U)—Z|7

Finalmente, para probar el apartado 3), supongamos que U es un abierto de
Cw que contiene al punto del infinito. Entonces, existe » > 0, que podemos
tomar r < 1 tal que

Be (00,1) ={w € Cx : §(w,00) < r}

z{oo}U{ze(C:; r}gU_

VIR

Ademas, se tiene que

—1;72} (2.3)

{ZEC:—<T}:{ZEC:]2|>

Sea V = U \ {00}, que evidentemente en abierto en C,. Por el apartado 2.,
V' es abierto en C y ademds contiene al conjunto de (2.3), lo que probaria
el resultado. Para demostrar el reciproco, sea W abierto en C tal que existe
r > 0con {z € C: |z|>r} C W. De nuevo, por el apartado 2., W serd
abierto en C,.. Ademas

1

ﬁ) :{w € Cu @ 0(w,00) < ;}

Vit

:{oo}U{ze(C: \/141r|z|2 < \/11+7“2}

C{oo} U {z eC: 2> r} C WU {oo).

B(Coo (OO,

Por lo que W U {co} es abierto en Cq. O
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Corolario 2.12. Sean o, € R tales que 0 < o y 0 < < 1 y U un
abierto de C simplemente conezo tal que B(a,R) C U. Si f : U — C es
analitica tal que f(z) # 0y f(2) #1 si z € U y ademds | f(a)|< «, entonces
lf(2)|< Cla,B) si |z —al< BR siendo C(a, B) la constante obtenida del
Teorema de Schottky.

Demostracion. Sea U* = {% 1z € U} y g : U* — C definida por
g(z) = f(Rz + a). Nétese que esta funcién no asume los valores 0 ni 1
y ademds |g(0)|< a. Por construccién B(0,1) € U*. Veamos que U* es
simplemente conexo. Como U es simplemente conexo, C., \ U es conexo. Se
define h : C,, — C,, dada por

zZ—a

h(z) =

si z € C,

00 Sl z = o0.

Por construccion, h es continua en C, por lo que h(Cy \ U) es conexo.
Como ademas h es biyectiva, entonces h(Coo \U) = h(Cx) \A(U) = Cox \U™.
Por tanto, U* es simplemente conexo. Estamos en condiciones de aplicar el
Teorema de Schottky, luego |g(2)|< C(a, B) si |z|< BR. Si ahora se llama
w = Rz + a, se tiene que |f(w)|< C(a, f) si |w — a|< RB, como se queria
probar. O]



Capitulo 3

Teorema grande de Picard

Este capitulo cierra la primera parte de este Trabajo de Fin de Gra-
do. A través del concepto de familias normales, y del Teorema de Montel-
Carathéodory se demuestra el Teorema Grande de Picard. Se comienza defi-
niendo el concepto de familia normal asi como el Teorema de Montel. A con-
tinuacion, a partir de dos lemas accesorios se prueba el Teorema de Montel-
Carathéodory, finalizando con el Teorema Grande de Picard.

Definicién 3.1. Sea F un espacio métrico completo y U un abierto de C.
Se llama € (U, E) ={f : U — E : f es continua}.

Definicién 3.2. Sea F un espacio métrico completo, U un abierto de C y
F C €(U, E). Decimos que F es normal si para toda sucesién {f,}>2, de
elementos de F, existe una subsucesion { f,, }72; que converge uniformemente
en los compactos hacia f € €(U, E).

Definicién 3.3. Sea U un abierto de C y #(U) a la familia de funciones
complejas holomorfas definidas en U. Se dice que F C J2(U) esté localmente
acotado si para todo a € U, existen M,r > 0 tales que para todo f € F se
verifica que:

lf(2)|< M, si |z —al<r

Lema 3.4. Sea U un abierto de C y F C 5 (U). F estd localmente acotado
s, y solo si, para cada compacto K C U, existe una constante M > 0 tal que

|f(2)|< M, para cada f € F y z € K.

35
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Demostracion. Para la implicacion hacia la derecha, supongamos que F esta
localmente acotado y sea K C U compacto. Para cada a € K, existe M, > 0
y 1o > 0 tal que, para cada f € F

|f(2)|< M, para z € B(a,r,).

Si se pone

K C U B(a,r,),
aeK
entonces, al ser K compacto, se puede extraer un subrecubrimiento finito, es
decir, existen ay, as,...,a, € K tal que

K < | B(aj,ra)).
j=1

Si se toma M = max{M,,, M,,, ..., M,,} se obtiene el resultado buscado.

Para la implicacion hacia la izquierda, no hay més que tomar, para cada
a €U, r>0tal que B(a,r) C U, y aplicar la hipdtesis de que la familia estd
uniformemente acotada en los compactos de U. O

Definicién 3.5. Sea dice que una familia de funciones F definidas en U C C
es equicontinua en zy € U si para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que, si
|z — z0|< 0, entonces |f(2) — f(z20)|< € para cada f € F.

Lema 3.6. Sea U un abierto de C y F C J(U) una familia localmente
acotada. Entonces F es equicontinua en cada punto de U.

Demostracion. Sea zg € U y r > 0 tal que B(z,7) C U. Entonces, para cada
z € B(zo,7) y [ € F se tiene que, debido a la Férmula integral de Cauchy

f(z)_f(ZO):L/C de_i/c( )de

210 J oy W — 2 2mi w — 2o

R

270 J o,y (W — 2)(w — 20)
Si se toman valores absolutos en la expresién anterior,
f(w)
(w — 2)(w — 2)

J(w) twE C(zo,r)}.

w — z)(w — zp)

7 = £l < 5-2mr]z = sl {

Tw E C(zo,r)}

= 1|z — 2o|sup {‘<
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Por hipétesis, debido al Lema 3.4, existe M, tal que |f(w)|< M, para cada
w € C(zy,r) y f€F. Por tanto, si z € B(z,r/2) y f € F, entonces

o {| 22 M,

— )W = 2) (/22 = 2

Tw € (J(zo,r)} <

TE
4M,;

AM,

por lo que, si se toma € > 0y 6 < min{£-,r/2}, entonces si |z — zy|< 6,

1f(2) = f(20)|< [z = 20 <9

4 M,
<é€
r

]

Teorema 3.7. Sea U un abierto de C y F C € (U,C) una familia de fun-
ciones equicontinuas en cada punto de U. Si {f,}5°, es una sucesion de
funciones de F tal que f, converge puntualmente a f en U, entonces f es
continua en U y f, — [ uniformemente en los compactos de U. Mds ge-
neralmente, si f, — f puntualmente en un denso de U, entonces f, — f
puntualmente en U y por tanto, se mantiene la misma conclusion.

Demostracion. Veamos en primer lugar que f ha de ser continua. Sea € > 0,
y 20 € U. Como {f,}5°, es una sucesién de funciones equicontinua en U,
existe 6 > 0 tal que, si |z — zo|< § entonces |f,(2) — fn(20)|< €/3 para cada
n € N. Sea z € B(z,0), como f, converge puntualmente a f en U, existe
ny € Ntal que, sin > ny, | f.(20)— f(20)|< £/3. Andlogamente, existe ny € N
tal que si m > no, |fu(2) — f(2)|< €/3. Sea ng = max{ni,ny}, entonces, si
n = ng

£ (2) = F(20)|< | ful20) = f(20) [+ fn(20) = ful2) [+ fn(2) = f(2)[< e

Para probar la segunda parte de la demostracién, sea K un compacto de U.
Por la equicontinuidad, para cada w € K existe §,, > 0 tal que si |z —w|< §y,
entonces |f,,(z) — fu(w)|< /6. Es evidente que {B(w,d,) : w € K} es un
recubrimiento por abiertos de K. Por tanto, como K es compacto, existen
wy, ..., w, € K tales que

K C | B(wj, du,).
j=1

Para cada j = 1,...,m, debido a la convergencia puntual en w;, existe
N; € N tal que, si n > Nj, entonces |f,(w;) — f(w;)|< /3. Se escoge
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N = max{N; : j = 1,...,m}. Si z € K, existe al menos wj;, € K tal
que 2 € B(wjy,6u;,). Ademds, como f es continua en wj,, fijaindose en la
demostracion de la primera parte, se puede escoger el mismo (5% > ( para
asegurar que si |z —wj, |< 0y, entonces |f(z) — f(wj,)|< €/2. Finalmente, si
se toma n > N, se tiene que

[fn(2) = F()IS 1 F(2) = flwio) [+ 1f (wso) = fu(wjo) |+ fn(wjo) — ful2)[< e,
lo que garantiza la convergencia uniforme en los compactos de U.

Finalmente, para la tltima parte de la demostracién, sea S C U un conjunto
denso y supongamos que f,, — f puntualmente en S. Debido a la equiconti-
nuidad de la sucesién { f,,}22 ;, como antes, para cada w € U existe d,, > 0 tal
que si z € B(w, d,), entonces |f,(z) — fo(w)|< £/3 para cada n € N. Como
S es denso en U, debe existir wy € S N B(w,d,). Debido a la convergencia
puntual en S, la sucesién { f,,(wo) }52; ha de ser de Cauchy, por lo que existe
Ny € N tal que si n,m > Ny, entonces |f,,(wo) — fn(wo)|< /3. Finalmente,
para cada n,m > Ny, se tiene que

[ (W) = fu(W)|< | fin () = fin(w0) [ fm (w0) = fr(wo) [+ fr(wo) = fu(w)|< e.

Por tanto, la sucesién {f,(w)}>>, es de Cauchy en C y por tanto es conver-
gente, lo que garantiza la convergencia puntual en U. O

Teorema 3.8 (Teorema de Montel). Sea U un abierto de C y F C 5 (U).
Si la familia F es localmente acotada, entonces F es normal.

Demostracion. Como la familia F es localmente acotada, por el Lema 3.6,
es equicontinua en cada punto de U. Sea {f,}>°, una sucesién de funciones
de F y S un conjunto denso y numerable de U de la forma S = {z, 29,... }.
Veamos que debe existir una subsucesion de {f,}52, que converge puntual-
mente en S. En primer lugar, considérese la sucesién {f,(z1)}52 ;. Tenien-
do en cuenta el Lema 3.4, y que {2} es compacto, se tiene que la sucesién
{fn(z1)}52, es acotada. El Teorema de Bolzano-Weierstrass asegura que exis-
te una subsucesion de {f,}°°, que llamaremos { f1,,}°°; tal que {fi,(21)}22,
converge. Razonando de forma andloga con { f1,(22)}°°,, se tiene que existe
una subsucesion de { f1,}22; que llamaremos { fo, }22; tal que, {fan(22)}22,
converge (y por construccion, { fo,(z1)}52, también converge). Procediendo
de forma inductiva, para cadam > 1y k = 1,...,m se construyen sucesiones
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{frn}22; que convergen en los puntos 21, 22, . . ., 2k, siendo cada sucesién una
subsucesion de la anterior. A través de un argumento diagonal, si se escoge
ahora la subsucesién de {f,}>2; dada por {f.,}2,, se tiene que converge
puntualmente en cada punto de S. Finalmente, si se aplica el Teorema 3.7,
se obtiene el resultado buscado. [

El siguiente Lema es una consecuencia directa del Teorema de Hurwitz (véase
[2, pdg. 152]), sin embargo, debido a su importancia en los resultados poste-
riores, se incluye su demostracion completa sin hacer uso de este Teorema.

Lema 3.9. Sea U C C un abierto y {f,}>2, una sucesion de funciones
analiticas en U que converge uniformemente en los compactos hacia una
funcion f y tal que f,(2) # 0 para todo z € U y n € N. Entonces, o bien f
es idénticamente nula, o bien f(z) # 0 para todo z € U.

Demostracion. En primer lugar, nétese que el Teorema de Weierstrass ase-
gura que f es también analitica en U. Si f no fuera idénticamente nula pero
tuviera un cero zo en U, entonces zy sera aislado. Asi, existe r > 0 tal que
B(zp,7) C U donde f(z) # 0 si z € B(z,7) \ {20}. Definamos entonces
e =nf{|f(2)]: 2 € C(z,7)} que serd estrictamente positivo por ser f conti-
nua y no nula en el compacto C(zp, ). Por definicién de convergencia unifor-
me, se tiene que existe ng € N tal que si n > ng, entonces |f(z) — fu(2)|< €
para cualquier z € B(zg, 7). En particular, si |z — z|= 1,

1f(2) = fu(2)l< & < [f(2)].

Como C'(zp, ) es nulhomdlogo respecto de U, el Teorema de Rouché asegura
que f tiene los mismos ceros que f,, que, por hipdtesis, no se anula, lo cual
es absurdo. ]

Lema 3.10. Sean U C C un abierto conero y v : |a,b] — U una curva
de clase €' a trozos, de extremos v(a) y y(b). Entonces existe una cantidad
finita de puntos en la curva, zo = y(a), ..., zpy1 = Y(b), de modo que es
posible construir bolas centradas en dichos puntos y de radio adecuado, tales
que

Ziy Ziy1 € B(»Zi;?ﬂi)mB(Zi-l—lari—l—l)a 0 SZ STL

Y ademds B(z;,r;) C U.
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Figura 3.1: Representacion grafica del Lema 3.10.

Demostracion. En primer lugar denotemos por « la distancia entre el soporte
de la curva y el complementario del abierto U, es decir, el dado por:

a =dist(y*,C\U).

Como C\ U es un cerrado y v* es un compacto, entonces o > 0. Ademas,
como la curva es continua en el cerrado [a, b], serd uniformemente continua
en dicho intervalo y por tanto dado ¢ = 3, existird 6 > 0 tal que, para cada
s,t € [a,b] con |s —t|< 0, entonces |y(s) —y(t)|< € = §. Definamos entonces
{so =a < s <...<s,_1 <8, = b} una particién de [a,b] de didmetro
menor o igual que 0/2. Podemos recubrir la curva mediante la unién:

7" C QB <7(3k)7 %) :

Noétese que si t € [a,b], entonces existe un k natural con 0 < k < n — 1 tal
que t € [sk, Sk+1], cumpliéndose que |t — sgx| < §/2 y por tanto, se cumple
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que ]’y(t) - (sk)\ < «a/2. En particular, |y(sg) — v(sk+1)|< @/2, por lo que
€ B(v(skt1), @/2) y ¥(sk41) € B(v(s1), /2). O

Teorema 3.11 (Teorema de Montel-Carathéodory). Sea U un abierto de
C y F la familia de funciones analiticas definidas en U que no toman los
valores 0 ni 1. Entonces F es normal en € (U,Cy,).

Demostracion. Sea zg € U. Se define

S={feF:|f(z)l<1},
H={feF:|f(z)=1}

Claramente S UH = F. Si llamamos 7 (U) a la familia de funciones com-
plejas holomorfas definidas en U, veamos en primer lugar que S es nor-
mal en #(U), y a continuacién, que H es normal en %(U,C,). Como
H(U) C 6 (U,Cy), el Teorema estaria probado.

Para probar que S es normal en J#(U), por el Teorema de Montel, basta
probar que S es localmente acotado. Para ello, sea a € U y f € § arbi-
trarios. Como U es un abierto conexo, sera arcoconexo, luego existe una
curva 7 de clase €' a trozos de extremos z, y a. El Lema 3.10 implica que
existen zg,21,...,2, = a € * tales que, para todo kK = 0,...,n, existe
B(z,71) = By, tal que B(zg,75) C U. Ademés para k = 0,...,n— 1 se verifi-
ca que 2, Zrr1 € B(2i, k) N B(2kt1, Tht1). Sea R > 1 tal que B(z, R) C U,
entonces se escoge 0 < < 1 tal que ry < BR. Si también se elige o = 1,
por el Corolario 2.12, se tiene que existe una constante Cy tal que |f(2)|< Cy
si z € B(zy, SR). En particular, se va a verificar en By por la eleccién de 3
y ademds |f(z1)|< Cp por la construccién de las bolas By. A continuacién,
volvemos a aplicar el Corolario 2.12 para a = Cjy y para  escogido de forma
analoga pero para la bola By, llegando a que existe C tal que |f(2)|< C)
si z € By, en particular, |f(22)|< C;. Aplicando el mismo razonamiento
n + 1 veces, se tiene que existe Cy tal que |f(z)|< Cy si z € By para todo
k=0,...n. En particular, existe C,,r, > 0 tales que, para cualquier f € S,
|f(2)|< O, si |z — al< 1, es decir, es localmente acotado, como queriamos
probar. Es importante notar que las cotas C son validas para todas las fun-
ciones f € §, de ahi que podemos concluir que es localmente acotado.
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Falta por demostrar que H es normal en € (U,C,). Para ello, se define el
conjunto H = {1/f  f € H} Si f € H, como f es analitica y nunca se
anula, entonces 1/f también serd analitica y tampoco se anulard. Ademas,
como f no toma el valor 1, la funcién 1/f tampoco lo tomara. Finalmente,
al verificarse que |f(z9)|> 1, se tiene que |(1/f)(20)|< 1. Por lo demostrado
en la primera parte de la prueba, H es normal en . (U). Sea {f,}22, una
sucesién de funciones de H. Si consideramos {1/f,}°°,, estard contenida en
H. Por ello, existe una subsucesién {1/f,, }3°, que converge uniformemente
en los compactos hacia una funciéon g holomorfa. Por el Lema 3.9, o bien g
es idénticamente nula, o bien g(z) # 0 para todo z € U.

= Si g es la funcion idénticamente nula y K C U un compacto, se tiene

1 ‘ - 1

fu(2)1 M
para todo z € K, por lo que |f,, (2)|> M, es decir, limy_,| frn,|= 00
uniformemente en los compactos de U.

que si M > 0, existe kg € N tal que, si k > ky, entonces

» Sig(z) # 0 para todo z € U, entonces la funcién 1/g serd holomorfa.
Como {1/f,, }>2, converge uniformemente en los compactos hacia g,
entonces {f,, }>°, convergerd uniformemente en los compactos hacia

1/g.

Observamos que en ambos casos, la subsucesion { f,,, }32, converge uniforme-
mente en los compactos a una funcién de ¢ (U, Cy,), en el primer caso, a la
funcién constante igual a oo y en el segundo caso, a 1/g, como queriamos
probar. O]

Teorema 3.12 (Teorema grande de Picard). Sean U un abierto de C y una
funcion f : U\ {a} — C analitica con una singularidad esencial en a.
Entonces, para todo entorno de a, f toma todos los valores, con una posible
excepcion, un numero infinito de veces.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que a = 0. Razonando por re-
duccién al absurdo, supongamos que existe R > 0 tal que f omite dos valores
en B(0, R). También, supongamos que dichos valores son 0 y 1. Es decir,
f(z) 0y f(2) # 1si z € B(0,R). Llamemos W = B(0, R) \ {0} que es un
abierto conexo. Definase f,, : W — C por f,(2) = f(z/n) que sera analitica
por ser composicién de funciones analiticas y ademas omite los valores 0 y
1. Por el Teorema de Montel-Carathéodory, la sucesion {f,}>; es normal
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en ¢ (W, Cy), es decir, existe una subsucesion { f,,, }32, que converge unifor-
memente en los compactos hacia una funcién g € €(W, C,). En particular,
converge uniformemente en el compacto C'(0, R/2). De nuevo, hay que dis-
tinguir dos casos.

Caso 1: Supongamos que la funcién g es analitica. Como g es continua, estara
acotada en C'(0, R/2), por lo que existe M > 0 tal que |g(z)|< M si |z|= R/2.
Ademds, existira ko € N tal que, si k > kg, entonces |f,, (2) — g(z)|< M para
todo z € C(0, R/2). Entonces, si k > ko y |z|= R/2

[f (z/m) 1= [ fn(2) = 9(2) + 9(2) < [ for(2) — 9(2)[+]g(2)[< 2M,
o dicho de otra manera,

FI<2M,  silzl= - v k> k. (3.1)
an

Es importante notar que el valor de la cota no depende de k. Considérense las

R _R
’ an’ ano

R R R R
clo 4 ) liec: 2L oz« .
( "2ny” 2nko) {Z S T 2 = =l 2nk0}

Es evidente que C}, un abierto conexo y ademas f es continua en Cj. De esta
manera, el Principio del médulo maximo asegura que | f| alcanza su méximo
en OCYy, es decir, cuando |z|= % o |z]= %. Teniendo en cuenta (3.1)

0

coronas circulares Cy, = C <0 ), para k > kg, definida de la siguiente

manera

1f(2)|< méx{|f(2)|: z € ICy} < 2M.

si— < |zI< y k > ko. Haciendo tender k a infinito, se tiene que
2nk 2nk0
If(z)|[<2Msize€ B (O, %) \ {0}. Por la caracterizacion de las singularida-
0

des evitables, 0 serd una singularidad evitable, llegando a una contradiccién.

Caso 2: Si {f,, }?2, converge uniformemente en los compactos hacia oo, es
sencillo comprobar que {1/ f,,, }22, converge uniformemente en los compactos
hacia 0. Sea € > 0, existe ky € N tal que si k > ko, entonces |1/f,, (2)|< €
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para todo |z|= R/2. Por como se ha definido la sucesién de funciones, es lo
mismo que decir que

1

f(2)

R
<&, sik2k0y|z]:—2 .
N

Haciendo exactamente el mismo razonamiento que en el caso 1 con las co-
ronas Cy y el principio del médulo méaximo, llegamos a que |1/f(2)|< ¢

siz e B (O, %) \ {0}. Por la caracterizacién de las singularidades ais-
°0

ladas, la funcién 1/f tendra en 0 una singularidad evitable, y de hecho,
lim, ,o1/f(2) = 0. Por la caracterizacién de las singularidades polares, f
tiene un polo en z = 0, y por tanto, hemos llegado a una contradiccién.

En ambos casos se llega a un absurdo y por tanto queda probado que para
todo entorno de 0, la funcién omite a lo sumo un solo valor. Nétese que para
simplificar la demostracion se ha supuesto que a = 0 y que en cierto entorno
de a, la funcién f no asumia los valores 0 y 1. En el caso general, para a
cualquiera y f(z) # by f(z) # c en un cierto entorno de a, basta tomar la
funcién g : U — a — C dada por

o) = TEXDC

y aplicar lo que ya se ha demostrado.

Falta por probar que los valores que la funcién asume, se toman un ntimero
infinito de veces. Si existiesen wy, ws € C que no se toman infinitas veces,
entonces o bien se omite uno y el otro se toma un nimero finito de veces, o
bien los dos se toman un nimero finito de veces. En el primero de los casos,
supongamos que para w,; existen zq,...,2, € C, puntos del plano complejo
que cumplen que f(z1) = -+ = f(2,) = w; y que f no asume wsy. Sea
r < min{|z; — a|]: 1 < i < n}. Entonces en B(a,r), f omite los valores w;
y ws, llegando a una contradiccion con lo probado en la primera parte. El
segundo caso se prueba de manera andloga reduciendo de la misma manera
el entorno. O]



Capitulo 4

Resultados clasicos sobre
funciones armonicas

La segunda parte de este Trabajo de Fin de Grado comienza con los
resultados clasicos sobre funciones armonicas como pueden ser el Teorema de
Liouville, el Principio de Identidad, la Propiedad de la Media, el Principio del
Médulo Méximo/Minimo o la Férmula Integral de Poisson, la desigualdad de
Harnack y una versiéon ligeramente modificada del Teorema de Harnack. Este
capitulo no pretende ilustrar al lector con todos los resultados cldsicos sobre
funciones armonicas sino aquellos que se utilizardn en el capitulo siguiente,
con el objetivo de que este Trabajo de Fin de Grado sea autocontenido.

Definicién 4.1. Sea U un abierto de C y h : U — R una funcién de clase
%* en U, que se denotara por h € ¢*(U). Siguiendo la notacién habitual, si
20 = (g, yo) € U, se define el laplaciano de h como

0%h 0%h
Ah(z) = w(%,yo) + a—yg(%,yo)-

Definicién 4.2. Sea U un abierto de C y h : U — R una funcién tal que
h € €*(U). Se dice que h es armdnica en U si Ah(z) = 0 para todo z € U.

Proposicion 4.3. Sea U un abierto de C y f : U — C una funcion comple-
ja. Si f es holomorfa, entonces su parte real e imaginaria son dos funciones
armonicas en U.

45
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Demostracion. Con dnimo de facilitar la notaciéon, pongamos que

u=Re(f): U — R,
v=Tm(f): U — R,

Como f es holomorfa, entonces u,v € €*(U), y por tanto, las Condiciones
de Cauchy-Riemann aseguran que, si zg € U,

ou ov ou ov

%(ZO) = a—y(zo) y 8—y(20) = —a—x(zo)-

A continuacién, inicamente se demostrard que u es armonica en U, ya que
la prueba para v es completamente andloga. Para ello, la expresion anterior
se deriva con respecto de x la primera parte y con respecto de y la segunda,
obteniendo asi

0%u 0% 0%u 0%
@(Z’o) = 8y8x(zo) y a—yQ(Zo) = _8x8y(20)'

El Teorema de Schwarz asegura que se puede permutar el orden de derivacién
con respecto a distintas variables, es decir
0% *v
z0) = 20),
8y8x( 0) 8x(9y< 0)

y por tanto,

0*u 0*u 0%v 0*v
Au(z) = @(2’0) + a_yg(zo) = m(zo) - E)x—éy(zo) = 0.

Como zj es un elemento arbitrario de U, la demostracion quedaria finalizada.
O

Proposicion 4.4. Sea U un abierto simplemente conexo de C yu: U — R
una funcion armonica. Entonces existe f : U — C una funcion holomorfa
tal que w = Re(f). De hecho, f es unica salvo suma de constantes imaginarias
puras.

Demostracion. En primer lugar, veamos la existencia de f. Para ello, se define
0 0
g: U — C por g(z) = a—u(zo) - ia—u(zo). Como u € €?(U), entonces es
z )
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Ju Ou
claro que —,—— € €' (U). Comprobemos ahora que estas dos tultimas

or’ 0Oy

funciones cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann en cada punto de U.
Para ello, sea zy € U arbitrario. Como u es arménica en U, se tiene que
0%u 0%u 0%u 0u

o2 (20) + o (20) =0 es decir @(zo) = —a—yQ(zO).

Au(z) =

Ahora, por el Teorema de Schwarz,

0*u 0*u
Oxdy (20) = Oyox (20)-

Cumpliendo asi las Condiciones de Cauchy-Riemann. De esta manera, g es
holomorfa en U.

Sea zy € U un elemento fijoy f: U — C una funcién compleja definida por

ﬂ@=u@@+/ﬁ@ﬂw el

Y

siendo 7 cualquier curva € a trozos en U de extremos zy y z. Veamos que
f es la funcién que se busca. Para ello, es importante recalcar que U es
un abierto simplemente conexo y g es holomorfa en U, por tanto, admite
primitiva. Luego existe G : U — C holomorfa tal que G'(z) = ¢(z), para
cada z € U. De esta manera, la Regla de Barrow asegura que, para cada
zeU,

F(2) = u(zo) + G(2) — G(z0).

Se deduce que (1) f estd bien definida, pues no depende de la curva ~, sino
tnicamente depende de sus extremos; (2) f es holomorfa en U por serlo G.
Derivando la expresion anterior, obtenemos que

F:) = 9(2) = 5ol — 150 ). (4.1)

Llamando Re(f) = @, solo falta por comprobar que u(z) = @(z), para cada
z € U. Es importante notar que, como f es holomorfa en U, cumplira las
Condiciones de Cauchy-Riemann, y por tanto, para cada z € U,

F:) = 5H6) = 5o — i o). (4.2
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Como consecuencia de (4.1) y (4.2) se obtiene que

o(u — u) Ot —u),
T W) TiT g, (@) =0
o Ot — u)
Separando la parte real e imaginaria, se llega a que T(Z) =0y

ot — )

dy
ces la funcion @ — u serd constante en U. Para finalizar, si se tiene en cuenta
que

(z) = 0 para todo z € U. Como U es un abierto conexo, enton-

i(z0) = Re(f(20)) = Re((u(z0) + G(20) — G(20)) = u(z0),
es decir, (@ —u)(29) = 0, y por tanto @& — u es idénticamente nula en U. Esto
termina la prueba de la existencia, pues Re(f) = @ = u.

Falta comprobar la unicidad salvo suma de constantes. Para ello, supongamos
que existen dos funciones f; y fo holomorfas en U tal que Re(f1) =Re(f2) =
u. Por Cauchy-Riemann, para cada zo € U,

Filan) = G o) = i aa) = fa).

Luego. la funcion (f] — f5) = (f1 — f2)’ es idénticamente nula en U, y como
U es conexo, (fi — f2) es constante. Por consiguiente, existe C' € C tal que
f1(20) = f2(20) + C para cada zy € U, como queriamos comprobar. ]

Teorema 4.5 (Propiedad de la media). Sea U un abierto de C tal que
B(w,p) CU y h:U — R una funcion armdnica. Entonces

1 27 )
h(w) / h(w + pe'®)db.
0

" or

Demostracion. Sea p' > p tal que B(w,p’) € U. Por la Proposicién 4.4,
existe una funcién f holomorfa en B(w,p’) tal que h(z) = Re(f(z)) para
cada z € B(w, p'). De esta manera, la Férmula Integral de Cauchy asegura
que

f(w) = LJG{ L’Z)dz — b 7 Mz’pe”d&
o

270 Jo(w,p) 2 — W 271 J, petd
2m

1 .
= — *)do.
5 | Fwt )
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Si se toma la parte real de la expresién anterior, se obtiene el resultado
buscado. ]

Teorema 4.6 (Principio de identidad para funciones arménicas). Sea U un
abierto conexo de C y h,k : U — R dos funciones armonicas. SiW C U es
abierto y h =k en W, entonces h =k en U.

Demostracion. Por hipétesis, la funcién h — k es idénticamente nula en W.
Definamos ¢ : U — C por

oog) = a(ha; k), i@(ha; k)

En la demostracion de la Proposicién 4.4, se probd que, g asi definida, es
holomorfa en U y ademas, por construccion, g = 0 en W. Por el Principio de
identidad para funciones holomorfas, g es idénticamente nula en U, es decir,

oh—k) , h—k) _

ox dy

Tomando parte real y imaginaria se obtiene que

o —k) _, o=k _,

Oz oy

Como U es un abierto conexo, necesariamente h — k es constante en U, y
dado que h — k es idénticamente nula en W, dicha constante ha de ser 0,
como queriamos probar. [

Teorema 4.7 (Principio del médulo maximo para funciones arménicas). Sea
U un abierto conexo de C y h : U — R una funcion armdnica. St h tiene
un mazimo local en U, entonces h es constante.

Demostracion. Supongamos que existen zg € U y r > 0, tal que B(zp,7) C U
y que ademds, para cada z € B(z,7), se tiene que h(z)) > h(z). Por la
Proposicién 4.4, existe una funcién f holomorfa en B(zg, ) tal que, para cada
z € B(zo,7), h(z) = Re(f(2)). Ademads, si consideramos la funcién definida
en esta misma bola dada por |ef*)|= ¢"*) entonces, como la exponencial
es creciente y h alcanza un mdximo en zy, esta claro que |e/| alcanzard un
méaximo en zp. Dado que e/ es holomorfa en B(zy,r), por el principio del
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médulo maximo para funciones holomorfas, e/ serd constante en B(zg,7).
Veamos que necesariamente f también es constante en esta misma bola.
Si e/ fuese constante igual a ¢ € C en B(z,7), se tendria que, para cada
z € B(zg,7), €l valor f(z) debe ser un logaritmo de c¢. Por una parte, el
conjunto de logaritmos de c¢ es discreto, sin embargo, como f es continua y
la bola es conexa, se tiene que f(B(zo,7)) es un conexo. Consecuentemente,
se tendria que f(B(zp,)) es un conjunto discreto y conexo, por lo que ha de
ser unipuntual, luego f es constante en la bola. O]

Teorema 4.8 (Principio del médulo minimo para funciones arménicas). Sea
U un abierto conexo de C y h : U — R una funcion armonica. Si h tiene
un minimo local en U, entonces h es constante.

Demostracion. La demostracion es completamente andloga a la prueba del
Principio del médulo maximo para funciones arménicas. O]

Lema 4.9. Sea f una funcion continua en B(0,1) y holomorfa en B(0,1).
Entonces

1. j{C(og)f(w) dw =0

1
2. Para cada z € B(0,1) se tiene que f(z) = —7{ J(w) dw
c

- 2mi 01) W— 2

Demostracion. Para probar el primer apartado, si se toma 0 < r < 1, enton-
ces, por el Teorema de Cauchy-Goursat se tiene que

j{ f(w)dw = 0. (4.3)
c(0,1)

Consideremos la sucesién de funciones {f,}°>, donde f, : B (0, "TH) — C

dada por f,(2) = f (nLHz) Por ser f holomorfa en B(0, 1), es evidente que f,
lo serd en B ((), ”T“) para cada n € N. Ademads, f,, converge uniformemente
a fen C(0, _) Comprobemos esta tltima afirmacién. Sea ¢ > 0, como f es

continua en B(0, 1), por el Teorema de Heine, serd uniformemente continua,
es decir,

30 > 0 tal que, Vz,w con |z — w|< d, se tiene que |f(2) — f(w)|< e.
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Ademds, es sencillo de probar que la sucesién de funciones { 252}7; con-
verge uniformemente a z en C(0, 1). Dicho de otra manera,

dng € N tal que, si n > ng, entonces ‘ n 17— % <0 VzeC(0,1).

n—+
Teniendo en cuenta esto, para cada z € C'(0,1) se tiene que

f(71z)—f@)<a

12 = £@)1= |1 (5

lo que probaria la convergencia uniforme. Esto implica que

7{ fn(w)dw n_>—°>°7{ fw)dw.
C(0,1) C(0,1)

Si ademas se tiene en cuenta que
n+1

£(0,1) fo(w)dw = - 7{)(07”) fu(w)dw = 0,

n+1

donde la ultima igualdad se debe a (4.3), se tiene que

$ flwdo—o
c(0,1)

como se queria probar.

Para probar la segunda parte, tomemos z € B(0,1) y definamos g por

H@1E) g4y 2
g(w) = W

f(z) siw = z.

Esta funcién, por definicién de derivada, es continua en B(0, 1). Ademds, por
construccion, es holomorfa en B(0, 1). Si aplicamos el primer apartado a esta
funcién ¢ se tiene que

]{ g(w) =0 es decir, f de = 0.
C(0,1) C(0,1) w—=z

Esto equivale a

S g — f L o
740(0,1) w — Zdw N fé‘(o,l) w — zdw f(Z) 75}(0,1) w— 2 f(2)2 2,

lo que demuestra el segundo apartado. O
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Definicién 4.10. Para cada z € B(0,1) se definen las funciones de variable
real P,,Q, : R — C por

1— |z G

y Qz(t) -

P,(t) =

- ’eit _ z,z eit — »
P, se denomina el nicleo de Poisson 'y @, el nicleo de Cauchy.
Observacion 4.11. Notese que

Re (Q.(t)) = Re (( 2 (e - 7>) e (1 et — e )

|6it _ Z’Q |eit _ Z|2

= P,(t).

Si ponemos z = €%, entonces

1_2 1_2
AN U )

- et —rei?2  [eilt=0) — p2

P.(t)

Ademas, como se cumple que
yei(t—e) . 7“’2 _ (ei(t—e) . ’l“) (ei(e—t) . 7") —1— rei(t—é) . rei(e—t) + T2
=1—2cos(t —0) +r?
entonces, por ser el coseno una funcion par,

1—7r?
P.(t—0)= = P.(0 —t).
( ) 1 —2rcos(t —0) + r? ( )

De esta manera, para 0 < r < 1, P, es una funcién par. Ademas, también es
positiva y decreciente en [0, 7].

Teorema 4.12 (Férmula integral de Poisson). Sea f = u + v una funcién
continua en B(0,1) y holomorfa en B(0,1). Entonces, para cada z € B(0,1)

se cumple que

f(2) = — / "Bt f(e)dt.

2

En particular,
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Demostracion. Como consecuencia del Lema 4.9,

_ L S LTy LT i
10 =55 §, Tt =g [ seae= o [T s

27 w

ya que Py(t) = 1, lo que resuelve el caso z = 0. Para z € B(0,1) \ {0}, de

nuevo por el Lema 4.9,
1
fz) = _?{ Jw)
21 Jopy w— 2

Ademss, 1/Z ¢ B(0,1), lo que implica que
1 f(w)

— dw = 0.
271 Jpny w—1/7

Si restamos ambas expresiones se tiene que

1 1 1
=g f (w Lo L /E) f(w)duw

1[0 1 1 -
=— ‘ - = “f(e™)dt
27 J, (e“ —z et — 1/2) eI

1 2w eit zeit y
= : "Vdt
o [ (o ) e

t—z 1—7Zet

1 [% et z y
=— . "Vdt
2m Jo (e + ) f(e )

it_Z efzt_z

1 2w 1— 2 )
o [ e
2 Jo

‘eit _ 2‘2

1 2

P.(t)f(e").

Esto demuestra la primera parte. Para la segunda, no hay mas que tomar la
parte real de la expresion anterior. O

Corolario 4.13. Si z € B(0,1), entonces

1 2

— [ P@dt=1.
o ), 0
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Demostracion. No hay méas que tomar la funcién identidad en el teorema
anterior. [

Teorema 4.14. Sea f una funcion continua en B(zy, R) y holomorfa en
B(z, R). Entonces, para cada z € B(zy, R)

1

T or

27 ]
F6) = 5 [ Pemsmlt) o+ Ry

En forma polar, si z = zy + re', entonces

. 1 [? .
f(zo+ re“’) = 2—/ P r(0 — 1) f(20 + Re™)dt.
0

™

Demostracidn. Se define g en B(0,1) por g(w) = f(z + Rw), que serd con-
tinua en B(0,1) y holomorfa en B(0,1) por construccion. Debido a Férmula
integral de Poisson aplicado a g, se tiene que, para cada w € B(0, 1),

1

g(w) = oy

/o ' P, (t)g(e™)dt.

Si z € B(zp, R), entonces w = (z — 29)/R € B(0,1) y ademés

R 27 .
f(Z) =g <Z RZ()) = %/0 P(Z_ZO)/R(t)f(ZO + Rezt)dt.

Para la segunda parte, si se pone z = zy + re, entonces w = re y
Pr.o—2)/r(t) = Py/r(t—0). Sise aplica el resultado que se acaba de demostrar,
se obtiene la férmula de Poisson en forma polar. m

Teorema 4.15 (El Problema de Izirichlet). Sea ug una funcion real y con-
tinua en 0B(0,1). Se define v en B(0,1) por

ul(z) = {ulo(zg7r | silz] =1,

5= Jo P:(t)ug(e™)dt si|z| <1.

Entonces u es continua en B(0,1) y arménica en B(0,1).
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Demostracion. Si ug fuese idénticamente nula, el resultado seria evidente.
En caso contrario, veamos en primer lugar que u es arménica en B(0, 1). Sea
2z =re"? tal que 0 < r < 1. Teniendo en cuenta la observacién 4.11,

] 1 2m it 0 )
u(re?) = %/0 Re <ﬂ) ug(e)dt

et — reid

- R -~ T i dt .
¢ (27T /0 et — rewuo(e ) )

Si se define ¢g : B(0,1) — C por

2 et — z

1 2w it )
9(2) / CEE e, e B(0,1),
0

basta ver que g es holomorfa en B(0,1) para tener que u es arménica en la
misma bola, como consecuencia de la Proposicion 4.3. Para comprobar esto,
si z € B(0,1)

1 2w gt ) - gt 1
9(2) / O (@) gt = f W o(w)—duw.
0 C’(O,l)

27 et — 2 et w—z w

Si se define F': B(0,1) x C(0,1) — C por

WA W)= (zw) € B(0,1) x C(0, 1),

Flzw) = w—z iw

se tiene que F es continua y por tanto, como consecuencia de la Holomorfia
bajo el signo integral, la funcién g, que es

9(z) = f Fzw)dw, =€ B(0,1),
C’(O,l)

serd holomorfa en B(0,1).

Para finalizar la prueba, solo queda por demostrar que u es continua en
los puntos de 9B(0,1). Se va a demostrar la siguiente afirmacién: para cada
e > 0, existe rg € (0,1) tal que, si r € (rg, 1) y para cada 6 € [0, 27|, entonces
lu(re®) — ug(e?)|< /2. Esta afirmacién junto con la continuidad de ug en
0B(0,1), implican que u es continua es 0B(0, 1). Para comprobar esto, sea
e’ € 0B(0,1), entonces, existe § > 0 tal que si |[¢? — e'¥|< § entonces
[uo(e?) — up(e’)|< /2. Por tanto, si [e? — e®|< § y 79 < r < 1 entonces

[u(re®) — ()| [u(re®) = uo(e®) | +lug(e™) — uo(e™) < <,
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demostrando que u serfa continua en un elemento arbitrario ¢’ € 9B(0,1).
Para probar la afirmacién inicial, sean 6,7 € R tal que 0 < r < 1. Entonces,
si z = re’ y tendiéndose en cuenta el corolario 4.13 y la observacién 4.11, se
tiene que

u(re®) — ug(e®) — % /0 " P (t)uole ”)dt—% " P (o ()t

— % ’ Po(t —0) (uo(e™) — uo(e™))dt.

Si se realiza el cambio de variable z = ¢t —6 y se tiene en cuenta que P, es una
funcion par para 0 < r < 1y que el integrando tiene periodo 27, entonces
1

27 —0
5 / Po(x) (up (")) — ug(e?))da
S or

u(re®) — ug(e?) =
P, (z)(uo (ei(gﬂ)) — up(e"”))dz.

Sea ¢ € (0, ) fijo, entonces

-5
u(re) — ug(e?) = % /_7T Po(x) (up (e"7)) — ug(e?))da
+ % ’ P,.(x) (uo (eiw”)) — uo(ew))dx
+ % ' P, (z)(uo (ei(6+$)) — up(e”))dz.

Vamos a acotar el valor absoluto de estos tres sumandos. Para el primero,

1 [0 . .
%/ Pr(z) (uo (7)) — ug(e”))da
<o [ 1Pl (@0 i + o [ R0 () fao

1 ,

< zt = 16 _

= s 5|uo< )| P(=6)2 + 5 fuo(e) | P(~ )2
<2 sup [ug(e")|P(9),

—m<t<m
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donde se ha tenido en cuenta que P, es una funcién decreciente y positiva en
[0, 7] vy que ademés es par. De manera completamente anédloga, se obtiene la
cota para la tercera integral

! /; P, (z)(uo (e’w”)) — up(e"”))dx

L <2 sup fug(e")|P(o).

—n<t<m

Para el sumando del medio, si llamamos
My(8) = sup{|ug (")) —ug(e”)|: =6 < z < 6},

entonces

i/ P, (z)(uo (ei('9+’”)) — ug(e”))dx

27T -5

)

<5 Mi(0) /_ Pa)ds

<iM9(5) /7r P, (z)dx

27 o
1
=—My(0
5 Mo (9),
donde la ultima igualdad se debe al Corolario 4.13. Juntando las cotas para
cada uno de los sumandos se tiene que

[u(rei®) — uo(e?)[< 4 sup. [uo(e)|Pr(8) + — My (0).

—m<t<m 2

Como ug es continua en dB(0,1) y este conjunto es compacto, es unifor-
memente continua, por lo que existe 6 > 0 tal que, para todo 6 € [0, 27],
sup{|uo (e't)) — ug(e?)]: =0 < z < 6} < Ze. Ademds, si llamamos
C = max_, <i<x|up(e™)|> 0, que por continuidad de wug se alcanza, se tiene
que, como P,.(6) — 0 cuando r — 1, existe ry € (0,1) tal que, si rg < r < 1,

entonces P,.(6) < 155. Por tanto, se tiene que

. ‘ € 5
[u(re®) — ug(e”)|< 40@ T5 5T 3

como queriamos probar. ]
Corolario 4.16. Sea ¢ una funcion real y continua en 0B(29, R). Entonces

existe una funcion continua w : B(zy, R) — R tal que w es armonica en
B(zo, R) y tal que w(z) = ¢(z) para cada z € 0B(2p, R).
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Demostracion. Se define ug : 9B(0,1) — R por ugp(e?) = ¢(zy + Re). Por
construccién, ug es continua en 9B(0,1). Sea u : B(0,1) — R la funcién
obtenida por El Problema de Dirichlet, es decir, u es arménica en B(0, 1),
continua en B(0,1), y ademds u(e?) = up(e?) = ¢(z + Re) para cada
6 € (0,2x]. Finalmente, se define w : B(z, R) — R por w(z) = u (%),
que por construccién, es continua en B(zy, R). Si ademds se tiene en cuenta

que

R R
y que u es arménica en B(0, 1), entonces Aw(z) = 0 para cada z € B(z, R).
O

Aw(z)—iAu (Z_ZO) , z € B(zo, R),

Teorema 4.17 (Férmula integral de Poisson para funciones arménicas). Sea
U un abierto de C y h : U — R tal que B(zp, R) C U. Entonces, sir < R
y 0 <60 <2m, se tiene que

h(zo +1re') = L /27T - h(zo + Re™)dt
0 2w ), R*—2Rrcos(t—0)+r2 " '

Demostracion. Por el Lema 4.4, existe una funcion f holomorfa en U tal que
Re(f) = h. De esta manera, si se aplica el Teorema 4.14 a la funcién f se
tiene que, para z = zg +re? conr < Ry 0 < 6 < 27

. 1 [ .
Fz0 + rei?) = / Pyl — £)f (20 + Re™)dt.
0

T or

Si se toma la parte real de la expresion anterior y ademés se tiene en cuenta
la Observacion 4.11,

1—r?/R? R? —y?
1+4+2(r/R)cos(t —6)+12/R> R?*—2Rrcos(t—0)+r
se llega a la expresién buscada, ya que P,/ r(t — ) es un ntimero real. O

Teorema 4.18 (Desigualdad de Harnack). Sea U un abierto de C tal que
B(w,p) CU y h:U — R una funcion armdénica y positiva en B(w, p). Si
r<py0<t<2m, entonces

p_rh(w) < h(w+re’) < prr

h .
p+r p—r (w)
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Demostracion. Sea s tal que r < s < p. Como consecuencia de la Férmula
integral de Poisson para funciones arménicas aplicada a h en B(w, s), se tiene
que

1 2 2

s2—r

h ") =— h “)do
(w+re’) 2 Jy  s%2—2srcos(6 —t) +1r? (w+ se”)
1 2m 82_1,.2 )
< — —— h 9do
T2 )y 8% —2sr+r? (w+se%)
1 2m )
— [ I w4 se)do
2t Jo s—r
S+r
= h
" hw),

donde la ultima igualdad viene de la Propiedad de la media. Si se hace tender
s — p, entonces se obtiene que

h(w + re) < h(w),

p—r
lo que nos proporciona la cota superior. La cota inferior se obtiene de forma
andloga. n

Corolario 4.19 (Teorema de Liouville para funciones arménicas). Si h :
C — R es una funcion armoénica y estd superiormente, es decir, existe
M > 0 tal que h(z) < My para cada z € C, o inferiormente, es decir, existe
M, < 0 tal que h(z) > My para cada z € C, entonces h ha de ser constante.

Demostracion. Supongamos que h esta acotada inferiormente, es decir, existe
M € R tal que, para cada z € C, M < h(z). Dicho de otra manera, la funcién
h— M es positiva. Veamos que es constante. Para ello, sea z € C y pongamos
r = |z|. Sea p > r, entonces, por la Desigualdad de Harnack en B(0, p), se
tiene que

p+r
p—r
Si se hace tender p — oo, se obtiene que h(z) — M < h(0) — M, es decir,
se tiene que h(z) < h(0). De esta manera, h tiene un maximo local en 0,
luego, por el Principio del médulo maximo para funciones arménicas, h es
constante. Para el caso en que h esté acotada superiormente, se razonaria de
forma andloga con la funcién M — h. ]

h(z) — M <

(h(0) = M),
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Teorema 4.20. Sea U un abierto de C y ¢ : U — R una funcion continua
que cumple que si B(zo, R) C U entonces

1 2w )
&(z0) = —/ d(20 + Re™)dt.
21 Jo
Entonces ¢ es armonica en U.

Demostracion. Basta ver que ¢ es arménica en cualquier bola B(zg, R) tal
que B(z, R) C U. Si se restringe ¢ a 0B(zy, R) y se aplica el Corolario 4.16,
se obtiene una funcién w continua en B(zy, R) y arménica en B(zp, R) tal que
¢(z) = w(z) para cada z € 0B(zy, R). A continuacién se va a demostrar que,
de hecho, ¢(z) = w(z) para cada z € B(zy, R) por lo que ¢ serfa arménica
en esta misma bola. Para ello, se considera la funcién ¢ — w que es continua
en el compacto B(zy, R), por lo que alcanzara su maximo y minimo en algiin
21,29 € E(ZO,R) respectivamente. Si z; y 2o pertenecen simultaneamente
a 0B(zp, R), entonces, como w = ¢ en 0B(zy, R), tanto el méximo como
el minimo de ¢ — w deben ser ambos 0. Por tanto, ¢ = w en B(zy, R) lo
que terminarfa la prueba. En caso contrario, supongamos que z; € B(zg, R).
Llamamos M = (¢ —w)(z1) y se define el siguiente conjunto

A={z€ B(z,R): (¢ —w)(z) = M}.

Como {M} es cerrado y ¢ —w continua, el A = (¢—w) ' ({M}) es cerrado. Si
se demuestra que A es también abierto, como consecuencia de las propiedades
de conexién, A = B(zp, R) lo que terminaria la prueba. Sea a € Ay r > 0
tal que B(z,7) C B(z, R). Entonces, por hipétesis y por la construccién de
la funcion w

1
o1

2
M = ¢(a)—w(a) / (¢(a+pe”™)—w(a+pe™))dt, 0<p<r (44)
0

Si B(a,r) no estuviera contenida en A, existirfa un punto a + pe'® € B(a,r)
tal que (¢ — w)(a + pe'™®) < M. Por continuidad, existirfa § > 0 tal que, si
to—0 < t < to+4, entonces |(¢—w)(a+pe?)|< M. Como (ty— 0, ty+3) no es
de medida nula en R, y los valores del integrando de 4.4 son todos menores
o iguales que M, exceptuando aquellos en los que t € (to — 9, ¢y + 9), que son
estrictamente menores que M, se tendria que

1 2

== (¢(a+ pe™) —w(a+ pe™))dt < M,
2 J,
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lo cual es absurdo, por lo que B(a,r) C A, y por tanto A es abierto.

En caso de que 2z, € B(z, R) es completamente analogo. O

Corolario 4.21. Sea {h,}2 | una sucesion de funciones armonicas definidas
en un abierto conexo U de C que converge uniformemente en los compactos
hacia una funcion h. Entonces h es también armonica en U.

Demostracion. Como consecuencia de la Propiedad de la media, para cada

B(zp, R) C U se tiene que

1
2

2T
o (20) = / h(z0 + Re')dt.
0

Como consecuencia de la convergencia uniforme en los compactos,

1 2m ] oo 1 2 )
B (20) = — / B (0 + Retydt 222 2 [ B0+ Reit)dt = o).
2m Jo 2m Jo
Finalmente, si se aplica el Teorema 4.20, se termina la prueba. ]

Para finalizar el capitulo, se demuestra una version mas débil del Teorema
de Harnack que se utilizara en el siguiente capitulo.

Teorema 4.22 (Teorema de Harnack). Sea {h,}°, una sucesion de fun-
ciones armdénicas definidas en B(w,p). Si la sucesion estd uniformemente
acotada, es decir, si existe M > 0 tal que para cadan € N y z € B(w,p),
|hn(2)|< M, entonces existe una subsucesion {hy, }72, tal que hy,, — h uni-
formemente en los compactos de B(w, p), donde h es una funcién armdénica.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que cada funcién h,, es positi-
va y que estd uniformemente alejada del 0, es decir, que existe C' > 0, tal
que h,(z) > C para cada z € B(w,p) y n € N. En caso contrario, bastaria
con considerar la sucesién de funciones {2M + h,}>° ;. Consideramos la su-
cesion {log (h,)}52,, que también estara uniformemente acotada por estarlo
la sucesién original. Si se toma un conjunto denso y numerable S de B(w, p)
y se realiza exactamente el mismo argumento diagonal que en la prueba
del Teorema de Montel, se obtiene una subsucesién {log (h,, )}, tal que
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{log (hn, (€))}%2, converge para cada ¢ € S. Sea K un compacto contenido
en B(w,p)y e > 0. Para cada z € K se define el conjunto

p+|z— 7| £
V.,=<7 € B(w,p):1 —_— | <=7,
{z € B(w, p) : log <p—\z—z’| 3

que esta bien definido y ademés sera no vacio pues z € V,. Por tanto,

Kc|JV.
zeK
La aplicacion log (%) es continua en B(w, p) y por tanto V, es abierto

al ser la contraimagen de (—o0,e/8) por una funcién continua. Por tanto, se

puede extraer un subrecubrimiento finito de K, luego existen z1, ..., z,, tales
que

m

Kc v,

j=1
Como S es denso en B(w, p), para cada j = 1,...,m existe w; € SNV,,.
Como {log (hy, (¢))}72, converge para cada ¢ € S, se tiene que, para cada
Jj=1,...,m, existe N; € N tal que si n;,n; > NN, entonces

[log (hun, (w;)) — log(hn, (w;))|< £/2.

Ademds, para cada n € N, si z € V,, y se tiene en cuenta la Desigualdad de
Harnack y que el logaritmo es una funcion creciente, se tiene que
€

[log(fn(2)) — log(hn(wi))|< [log(hn(2)) |+ [log(hun(wi))|< 7

Finalmente, sea z € K, y n;,n; > max{Ny,..., N, }, entonces debe existir
Jo tal que z € V; 'y por tanto

‘log(h’m(z)) - log(hnk (z))]ﬁ\log(hm(z)) - log(hni<wjo))’
+|1Og(hni (wjo)) - 1Og(hnk (wjo))|
+[log(fon, (wj,)) — log(hn, (2))|< .

Esto demuestra que {log(hy,, )}, es uniformemente de Cauchy en K y por
tanto, uniformemente convergente en este mismo conjunto. Consecuentemen-
te, {hn, }72; también serd uniformemente convergente en los compactos hacia
una funcién h. Como cada h,, es armonica, el Corolario 4.21 asegura que h
debe ser armonica. O



Capitulo 5

Transformaciones armonicas

Esta capitulo cierra el Trabajo de Fin de Grado demostrando el Teorema
Pequeno de Picard utilizando tnica y exclusivamente funciones armoénicas.
De hecho, el teorema final demostrado es una generalizacion que implica
el Teorema de Lewis y por tanto, el de Picard. El capitulo comienza con
la definicién de transformacion arménica asi como con una reinterpretacion
del Teorema de Liouville. A continuacién, se define el concepto de direccio-
nes asintoticas, fundamental en este capitulo, y sus propiedades y resultados
principales. Posteriormente, se exponen los resultados en los que se combinan
tanto las direcciones asintoticas como las transformaciones arménicas. Tras
plantear el método de reescalamiento y las transformaciones armdnicas rees-
caladas, se concluye demostrando el teorema principal de este capitulo, asi
como deduciendo a partir de este el Teorema de Lewis y el Teorema Pequeno
de Picard.

5.1. Contexto

Esta primera seccién introduce el concepto de transformacion arménica
asociada a dos funciones, asi como una reinterpretacion del Teorema de Liou-
ville para funciones armonicas en términos de una transformacién armonica.

Definicién 5.1. Dadas dos funciones armoénicas enteras u,v : C — R,
llamaremos la transformacion armonica asociada a las funciones u'y v a

63



64 5.1. Contexto

f=u+iv:C— C dada por f(z) = u(z) + iv(2).

Observacién 5.2. Una transformacién armoénica f : C — C sera cualquier
funcién definida en el plano complejo cuya parte real e imaginaria son dos
funciones armoénicas enteras.

Nota. Para facilitar la notacién, dada una funcién compleja f : U — C se
denotard por R a su rango, es decir, Ry = f(U).

Teorema 5.3 (Reinterpretacién del Teorema de Liouville). Consideremos
una transformacion armonica f = u+iv : C — C tal que Ry esté contenido
en un semiplano cerrado. Entonces existen a,b,c € R tales que, para cada
z € C, au(z) + bu(z) = c. Dicho de otra manera, Ry es, o bien un punto si
u y v son constantes, o bien una recta en caso contrario.

Demostracion. En primer lugar, un semiplano en C esta definido a partir de

una recta. Es sencillo comprobar que la recta que pasa por los puntos distintos
z2—21
29—21
to, los correspondientes semiplanos son aquellos que se obtienen cambiando

la igualdad anterior por una desigualdad. Si Ry C {z € C: Im (ﬂ) >0}

Z9—21

del plano complejo z; # 25 es el conjunto {z eC:Im ) = O} y por tan-

(para la otra desigualdad el razonamiento es andlogo). Témese un elemento
arbitrario del conjunto de la izquierda, u(z) + iv(z), entonces

. (u(z) Zi(;) - 21) o ((u(z) + T;izz ;j;),@ - 21)

_ Im(z9) — Im(zl)u(z)

|20 — 21|
SRR
—Re(z1)(Im(z2) — Im(z1))
|29 — 21|
\ Infa)(Ren) _Re(z)

Renombrando constantes, se llega a la expresién
au(z) + bv(z) > M.

Como u y v son funciones arménicas enteras, au -+ bv también lo sera. El Teo-
rema de Liouville para funciones arménicas asegura que esta ultima funcion
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es constante, y por tanto, existe ¢ € R tal que au(z) 4+ bv(z) = ¢ para todo
z € C. ]

5.2. Direcciones asintoticas

La presente seccién introduce el concepto de direcciones asintdticas aso-
ciadas a un conjunto R C C, asi como una caracterizacién de las mismas.
Asimismo, se demuestran varios resultados asociados a este concepto y se
define la nocién de puntos antipodales.

Definicién 5.4. Sea R C C un subconjunto cualquiera. Se dice que el punto
e’ € 9B(0,1) es una direccion asintdtica de R si existen sucesiones {w, }>,
de puntos de R y {g,}°°; de nimeros positivos tales que lim, ,, e, =0y
if

lim e,w, =¢€
n—0o0

El conjunto de direcciones asintéticas de R se denota por D(R).

A continuacién, se demuestra una caracterizacién de las direcciones asintoti-
cas que sera de gran utilidad en la mayor parte de las pruebas posteriores.

Proposicién 5.5. Sea R C C. Se tiene que ¢ € D(R) si, y solamente si,
eziste {w,}>°, C R tal que lim,, o |wy|= 0o y lim,, o |w,|tw, = €.
Demostracion. =) Sea e € D(R). Por definicién, existe {w,}>, C Ry
{e,}22, de nimeros positivos tal que lim, o &, = 0y lim, o e,w, = €.
Como el moédulo es una funcién continua, si se toman modulos en el ultimo
limite, se tiene que lim,, o, £,|w,|= 1. Ademas,

Enty — |wy| tw, = (5n|wn|—1)|wn|_1wn, n>1,

de donde, tomando limites, como {|w,| 'w,} estd acotada, la expresién a la
derecha del igual tiende a 0. Por tanto, deducimos que lim,, o |w, |~ w, = e'?.

<) Sea {w,}>2, C R tal que lim, . |w,|= oo vy lim, e|w,| tw, = .
Sin pérdida de generalidad se puede suponer, suprimiendo unos primeros
términos de la sucesion y reenumerandola, que sus términos w,, son todos no
nulos. Si se toma &, = |w,| ™!, resulta que la sucesién {&,}°2, es de nimeros

positivos, verifica que lim,, .. £, = 0 y que lim,, o e w,, = €. O



66 5.2. Direcciones asintdticas

Corolario 5.6. Sean R, Ry C C. Si Ry C Ra, entonces D(R1) C D(Rs).
Demostracion. Es consecuencia directa de la proposicién anterior. O]

Proposicién 5.7. Sea R C C.
1) SiR estd acotado, entonces D(R) = 0.

2) Si R no estd acotado, entonces D(R) # 0 y ademds es un conjunto
cerrado.

Demostracion. 1) Supongamos que, existe M > 0, de modo que |w|< M
para cada w € R. Es evidente que no se puede encontrar ninguna sucesion
{w, }2, tal que lim,,_,o, w, = co. Por tanto, la Proposicién 5.5 asegura que
D(R) = 0.

2) Veamos en primer lugar que, en estas condiciones, D(R) # (). Para ello,
témese cualquier sucesién de numeros reales positivos {M,,}>°, que tienda
a infinito. Como R no esta acotado, para cada n € N, existe w, € R tal
que |wy|> M,. En particular, lim,,_,.|w,|= co. Nétese que 0B(0,1) es un
compacto y que {|w,| 'w,}22, € 9B(0,1), luego existe una subsucesién
{|wn, | wn, 122, que converge a w € IB(0,1). Si ponemos w = € para cier-
to 6 € [0,27), entonces, por la Proposicién 5.5, ¢ € D(R), es decir, D(R)
es no vacio, como queriamos probar.

Falta por demostrar que D(R) es cerrado. Para ello, veamos que coincide
con su adherencia. Sea w € D(R). Por definicién, existe una sucesién de
puntos {e}2  C D(R) tal que limy_,o, €% = w. Si se toman médulos en
el limite anterior, por continuidad, lfm,, .| |= 1im, o 1 = |w|. Se deduce
que necesariamente w € 0B(0, 1), y por tanto, existe # que podemos tomar
en el intervalo [0, 27) tal que w = . Como para cada k € N, ¢ € D(R), la

Proposicién 5.5 asegura que existe {wﬁf’};;o:l C R tal que limn%oo]wﬁlkﬂ: 00

y 1m0 w1l

que

= ¢ Dicho de otra manera, para cada k € N, se tiene

Imi € N tal que si n > my, entonces |w®|> k, (5.1)
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w®

W

i),

< % (5.2)

dny € N tal que si n > nyg, entonces ‘

ff;x{nk’mk}. Notese que, por

definicion, esta sucesién verifica (5.1) y (5.2). Buscamos aplicar de nuevo la

Tomemos la sucesion {wy}2, dada por wy = w

C .y Wi .
Proposicién 5.5. Para ello comprobemos que |wi|— oo y que ﬁ — e
W,

cuando kK — 00. En cuanto a la primera consigna, sea M > 0, luego existe
ko € N tal que si k& > kg, entonces k > M. De esta manera, si k > kg, por
definicién de wy, se tiene que |wg|> k > M. Para la segunda parte, fijemos
e > 0, entonces existe k; € N tal que si k > k; se tiene que |e?F — e|< g/2.
También, existe ko € N tal que si k > ks, entonces 1/k < £/2. Si se escoge
k > max{ki, ks }, se verifica que

+ e —e®|< = + ‘<

Wy, i0 E
k2 2

_|_
|wi|

=E.

< ‘ﬂ _ it
=

€
2
Asi, se cumplen las condiciones suficientes de la Proposiciéon 5.5, y, por tanto,
w = e € D(R), como se querfa probar. O

Proposicién 5.8. Sean R C C un conjunto no acotado y D(R) C 9B(0,1)
su conjunto de direcciones asintoticas. Entonces, se cumple que:

1) Si I C0B(0,1) es un arco de circunferencia abierto y I N D(R) = 0,
entonces, para cualquier arco de circunferencia cerrado J C I, existe
p >0 que verifica que RN {re? :r > p, e € J} = 0.

2) Si I C 0B(0,1) es un arco de circunferencia abierto, y ademds existe
p >0 tal que RN{re? :r > p, e € I} =0, entonces [N D(R) = 0.

Demostracion. 1) Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que
existe un arco de circunferencia cerrado J C [ tal que, para cualquier p > 0,
existe r > py e € J cumpliendo que re? € R. Tomemos una sucesién
{pn}52, de nlmeros reales positivos que cumplan lim,,_,, p, = 0o. Entonces,
por nuestra suposicién inicial, para cada n € N, existe 7, > p,, v €" € J ve-
rificando que 7,e" € R. De aqui se deduce que la sucesién {r, }°, también
tiende a oo cuando n — oo. Llamemos w, = r,e"*. Como J es compacto,
existe una subsucesion {ex }2° | convergente tal que e?n« 22y ¢ € J. Di-
cho de otra manera, la sucesién {|w,, | 1w, }3, converge a e € J y ademds
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k—o0 . .. . .4
|Wn, |= 7, —— 00, por ser una subsucesién de la original. La Proposicién
5.5 asegura que € € D(R) y por tanto, I N D(R) # 0, llegando a una con-
tradiccién con la suposicién inicial.

2) De nuevo, razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que existe
e’ € IND(R). Por la Proposicién 5.5, existe una sucesién {w, }>°, C R tal
que 1im,, o0 |wy|= 0o y lim, o0 |w,|tw, = €?. Sin pérdida de generalidad,
se puede suponer que w, es distinto de 0 para todo n € N. Denotemos por
e = |w,|tw, € 9B(0,1). Llamemos C,Cy a los extremos del arco I.
Sea ¢ < min{d(e?, C}),d(e?,Cy)}, entonces, por definicién de limite, existe
ng € N tal que para todo n > ng, se tiene que |e?» — ¢¥|< e. Es decir,
si n > ng, entonces e» € I. Ademds, como la sucesién {|w,|}°, tiende a
oo cuando n — oo, existird ny; € N tal que, si n > ny, entonces |w,|> p.
Para terminar la demostracién, basta con tomar n > méx{ng,n;}, ya que,
en este caso, w, = ejw,|€ RN {re? : r > p, ¢ € I}, llegando a una
contradiccion. O

Definicién 5.9. Sea z1, 2, € 0B(0,1). Se dice que 21 y z2 son puntos anti-
podales si son diametralmente opuestos, es decir, si z; = —2».

Lema 5.10. Sea E C 0B(0,1) un conjunto cerrado que no contiene puntos
antipodales. Entonces eziste £ € 0B(0,1) tal que {&,i§,—i&} C 0B(0,1)\ E.

Demostracién. Supongamos que E # (), pues en caso contrario, el resultado
serfa inmediato. Basta con probar que existe n tal que {n, —n} C 0B(0,1)\ E,
ya que, por hipotesis, i1, —in no pueden pertenecer simultaneamente a E. Asi,
al menos uno de estos dos elementos debe pertenecer a 0B(0,1) \ E y tras
renombrar estas variables, obtendriamos el resultado buscado. La prueba de
este Lema se basa en una cuestién topologica. En primer lugar, consideremos
0B(0, 1) como subespacio topolégico de C con la topologia usual. Una base de
esta topologia es el conjunto de arcos de circunferencia abiertos contenidos
en 0B(0,1), ya que es el conjunto de intersecciones de las bolas abiertas
contenidas en C con dB(0, 1). Por hipétesis, E es cerrado en C, luego también
lo serd en 0B(0, 1), es decir, 0B(0,1) \ E es abierto en 0B(0,1). Ademas, C
cumple el segundo axioma de numerabilidad (pues es espacio métrico con la
topologia usual), y por tanto dB(0, 1) también lo cumplird con la topologia
de subespacio. De esta manera, 0B(0,1) \ E = |J>~, I,,, donde I,, es un
arco de circunferencia abierto. Sea I una de las componentes conexas de
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0B(0,1) \ E, que por construccion, sera también un arco de circunferencia
abierto. Témese 2y uno de sus extremos. Notese que 2y € E por ser I un arco
abierto y una componente conexa de dB(0,1) \ E. Por hipétesis, —zy ¢ E,
es decir, —zp € 0B(0,1) \ F, luego existe un arco abierto I,, centrado en
—z9 de modo que —zy € I,, € 9B(0,1) \ E. Como 2, es un extremo de
I, necesariamente —I N I, # 0, donde (—1) = {—z : z € I}. Por tanto,
existe n € I,, N (=1I), es decir, —y € I. De esta manera, se concluye la
demostracién, pues n € I,, COB(0,1)\ Ey —n € I C 0B(0,1) \ E, como
queriamos probar. [

5.3. Transformaciones armoénicas y direccio-
nes asintoticas.

Esta seccion trata de mostrar al lector las propiedades de las direcciones
asintoticas del rango de una transformacién armoénica. Asimismo, se muestran
los primeros resultados acerca del rango de una transformacion arménica.

Corolario 5.11. Sea f = u+ 1w : C — C una transformacion armonica
no constante y Ry = f(C). Entonces D(Ry) es un subconjunto cerrado y no
vacio de 0B(0,1).

Demostracion. Como consecuencia del Teorema de Liouville para funciones
armonicas, ni v ni v estan acotadas superior e inferiormente. Consecuente-
mente, | f| es una funcién no acotada, es decir, R es un conjunto no acotado.
Para concluir, no hay méas que aplicar la Proposicién 5.7 2). O]

Proposicién 5.12. Sea f = u+iv: C — C una transformacion armonica

y Ry = f(C).
1) Si Ry es acotado, entonces f es constante y D(Ry) = (.

2) Si u es constante y v no lo es, entonces Ry es una linea vertical y

D<Rf) = {_i> Z}

3) Si v es constante y u no lo es, entonces Ry es una linea horizontal y
D(Ry) ={-1,1}.
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Demostracion. 1) Supongamos que Ry es acotado, luego existe M > 0 tal
que, para cualquier z € C, |f(2)|< M. Es decir, u(z2)? + v(z2)? < M2, y por
tanto, obtenemos que |u(z)|< M y |v(z)|< M. El Teorema de Liouville para
funciones armonicas asegura que tanto u como v son constantes, por tanto,
f también lo serd. Para concluir, basta aplicar la Proposicién 5.7 1).

2) Como v no es constante, el Teorema de Liouville para funciones arméni-
cas asegura que v no esta acotada ni superior ni inferiormente. Veamos ahora
que v(C) = R. La contencién hacia la derecha es evidente. Para la conten-
cién hacia la izquierda, sea x € R. Como v no estd acotada inferiormente,
existe z; € C tal que v(z1) < z. Andlogamente, como v no estd acotada
superiormente, existe z; € C tal que v(z) > x. Por la continuidad de v, el
Teorema de Valor Intermedio asegura que existe zp € C tal que v(z) = z,
como querfamos ver. Supongamos que u(z) = xy para todo z € C. Entonces

Ry ={u(z)+iv(z) : z € C} = {zg+ iz : v € R},
es decir, Ry es una linea vertical que pasa por .
Falta por probar que {—i,i} = D(Ry). Para ver que i € D(Ry), escoja-
mos la sucesion {xy + in}o°,. Es evidente que la sucesién de sus médu-
los tiende a oo cuando n — 00, ya que |zrg + ni|= /x3 4+ n? Ademds,
To+ni  wo/nti poe

= > 4, v la Proposicion 5.7 nos permite con-
Vg +n? Vag/n?+1 ’

cluir. El caso con —i es completamente analogo.

.y 00
zotni
|xo+ni| ne1

/ {wo +nif2,

Figura 5.1: Esquema grafico de la demostracion.
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3)La demostracién se obtiene siguiendo el mismo procedimiento que en 2).
O

Definicién 5.13. Sea £ = € y 0 < ¢ < 7/4. Se denota por Ce, (resp.
ng)) al cono (resp. medio cono) con vértice en el origen, eje paralelo a & y
apertura 2¢. Es decir,

Cep = {te” :t eR, |0 — a|< ¢},
Cr,=A{te” 1t >0, |0 —a|< ¢}.

Lema 5.14. Sea f = u+iv : C — C una transformacion armonica no cons-
tante y Ry = f(C). Supongamos que D(Ry) no contiene puntos antipodales.
Entonces existen £ € 0B(0,1), 0 < ¢ < w/4 y p > 0 tal que

Ry € B(0,p) | (C\ (Cies UCL)).

Demostracion. Por el Corolario 5.11, D(Ry) es cerrado y no vacio y por
hipdtesis, no contiene puntos antipodales. El Lema 5.10 asegura que existe
¢ = e € 0B(0,1) tal que {—i&,i&, &} C 0B(0,1) \ D(Ry). En primer lu-
gar, fijémonos en ¢£. Por una cuestion topoldgica similar a la descrita en la
demostracion del Lema 5.10, existe un arco abierto I; centrado en £ que to-
maremos de longitud 2¢;, con ¢; < 7/4, de tal manera que I, (VD(Ry) = 0.
Anélogamente, existe un arco abierto I centrado en —i£ de longitud 2¢,,
con ¢ < m/4, de tal manera que Ir(\D(Ry) = 0. Finalmente, siguiendo
esta misma linea, existe un arco abierto I3 centrado en & de longitud 2¢s3,
con ¢3 < w/4, de tal manera que I3[ D(Ry) = 0. Sea ¢' = min{¢y, ¢, 3} y
consideremos el arco abierto I centrado en £ de longitud 2¢’, que por cons-
truccién, cumple que ] (D(Rs) = 0. Estamos en condiciones de aplicar la
Proposicién 5.8 1) para asi asegurar que, si tomamos ¢ < ¢’ y consideremos
el arco cerrado J; C I centrado en i€ y de longitud 2¢, entonces existe p; > 0
tal que

Ry CC\A{re? :r>p1, € € 1} =B(0,p) U ((C\C;g#)) :

Razonando exactamente igual para I, = —I] y para Jo = —J; se tiene que
existe py > 0 tal que

Ry CC\{re? :r > py, € € Jy} = B(0, o) U ((C\Cfiw) :
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Finalmente, considerando el arco abierto I} centrado en £ y de longitud 2¢’ y
el arco cerrado J; centrado en ¢ y de longitud 2¢, se tiene que existe p3 > 0
tal que

RyCC \ {Tew ST > ps, e ¢ J3} = E(Ovp?))U (C\Cg:¢) :

Si ahora se toma p = méax{p1, p2, ps} v se hace la intersecciéon de los tres
conjuntos de la derecha, se llega a que

Ry € B(0,0)[J(C\ (Cies UCEY)),
donde se ha tenido en cuenta que Ci¢,¢ = C;f , UCTc . O

Corolario 5.15. Sea g : C — C wuna transformacion armonica tal que
D(R,) no contiene puntos antipodales. Entonces, existen 6 € [0,27), p > 0
ya > 1 tales que si f = e entonces

Ry € B0, )| ({ut+iv: ol < alul) \ futiv: o< —%u}).

A

Figura 5.2: Esquema grafico. (A) Representaciéon del conjunto definido por
B(0,p) U (C\ (Ciep UCS,)); (B) Representacion del conjunto definido por

B(0,p)U ({u + v v|< alul} \ {u+v:|v|< —%u}) obtenido tras girar la
subfigura A un angulo de 0 = /4.
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Demostracion. La figura 5.2 muestra una representacién grafica de la prueba
de este corolario para ilustrar al lector de que no es méas que un giro. Sin
embargo, veamoslo analiticamente. Para facilitar la notaciéon, llamemos Uy =
{u+iv: |v|< AJul} \ {u+iv : Jv|< —Fu}, con A > 1. Por el Lema 5.14,
existe £ € 0B(0,1),0< ¢ <7m/4dy p >0 tal que

Ry CB(0,p) [ J(C\ (CiepUCE,)). (5.3)

Sea a € (—m, 7] tal que £ = € y sea § = m — « tal que e¢ = —1. Por
construccion, 6 € [0,27). Se define a > 1 por a = 1/ tan(¢). Si consideramos,
como dice el enunciado, f = e?g, entonces, probemos que

7?ff - E(Oa p) U uw

Sea u(z) +iv(z) € Ry. Llamemos r = |u(z) +iv(z)| y B € [7/2,2m + 7/2)
un argumento de u(z) + iv(z), es decir re?® = u(z) + iv(z). Entonces, por
cémo se ha definido f, se tiene que re!®=9 ¢ R,4. Se pueden distinguir varios
casos:

Caso 1: Sir < p, es evidente que como 7e'®=% € B(0, p), entonces, se tiene
que re’® € B(0, p) y por tanto habriamos terminado.

Caso 2: Si r > p, entonces necesariamente re'#=9 pertenece al conjunto de
la derecha de la unién de (5.3). Por ello, atendiendo a la geometria de dicho
conjunto (véase la figura 5.2), podemos distinguir tres subcasos mas.

Caso 2.1. Supongamos que f — 60 € (o — /24 ¢, — ¢). Nétese que,
como ¢ < 7/4, este intervalo tiene sentido. Por ello, se tiene que

B e (a +60 —7/2 + arctan(l/a),a + 0 — arctan(l/a)> —
(;T + arctan(1/a), m — arctan(l/a)> -
(

7w — arctan(a), ™ — arctan(l/a)) =

.<7r + arctan(—a), T + arctan(—l/a)).

Nétese que en la peniltima igualdad se ha utilizado que arctan(1/a) +
arctan(a) = m/2, y en la tltima se ha tenido en cuenta que la arcotan-
gente es una funcién impar. Como la funcién tangente es creciente y de



74

5.3. Transformaciones armoénicas y direcciones asintoticas.

periodo 7, se tiene que

1
—a < tg(p) < ——.
a
De aqui se deduce que |[v/u|= [tg(5)|< a. Ademas, como consecuencia
de (5.4), /2 < B < 7, por lo que cos() < 0y sin(f) > 0, es decir,

[l 1

o tg(8) < 0

esto es, [v|> (—1/a)u. Por consiguiente, re?’ € U,.
Caso 2.2. Supongamos que  — 0 € (o + ¢, + 7/2 — ¢). Entonces
pe (a+tl+o,a+0+1/2—¢)=
<7r+arctan(1/a),7r+7r/2 - arctan(l/a)) = (5.5)
(7r + arctan(1/a), ™ + arctan(a)) :

En la ultima igualdad, como antes, se ha tenido en cuenta la relacion
arctan(1/a) + arctan(a) = 7/2. De nuevo, debido a la periodicidad de
la funcién tangente y a su monotonia,

~ <) <a

es decir, |[v/u|= |tg(5)|< a. Asimismo, (5.5) implica que 7 < 8 < 37/2,
por lo que cos(8) < 0y sin(5) < 0. Por tanto

ol _ _sin(B)

u  cos(B)

asf pues, |[v|> (—1/a)u. Por tanto, re® € U,.

1

Caso 2.3. El dltimo caso es cuando f—6 € (a+7/2+ ¢, a+37/2—¢).
Si se escoge kg igual a los casos anteriores, entonces

Be (a+0+m/2+¢,a+0+3r1/2—¢) =
7+ m/2 + arctan(1/a), 7r+377/2—arctan(1/a)> =

( 5.6
(27r — arctan(a), 2 + arctan(a)) — (5.6)
(

27 + arctan(—a), 27 + arctan(a)).
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Como en el resto de casos, en la pentltima igualdad se ha utilizado la
relacién trigonométrica de la arcotangente antes expuesta. De nuevo,
debido a la periodicidad de la tangente y a su monotonia, se tiene que

—a < tg(ﬁ) <a,

lo cual implica que |v/u|= [tg(f)|< a. Ademds, como consecuencia de
(5.6), 3w/2 < B < 27+ /2, por lo que cos(3) > 0 y por tanto
il 1

s> -2
Uu a

dicho de otra manera, |v|> (—1/a)u. Por consiguiente, re*® € U,.

Se ha demostrado que, para cualquiera de los casos posibles, el complejo
u(z) +iv(z) = re? € B(0, p) UlU,, concluyendo asf la demostracién. O

5.4. Estudio local de las funciones armonicas
en sus ceros

La presente secciéon comienza demostrando lo que algunos autores co-
nocen como el Lema de Lewis (véase 5.16) acerca del comportamiento de
las funciones armoénicas en un entorno de sus ceros. Asimismo, se prueban
resultados derivados de este lema.

Lema 5.16. Sea U un abierto de C y supongamos que E(O,QR_) CU. Sea
f:U — R una funcién armdnica en B(0,2R) y continua en B(0,2R) tal
que f(0) = 0. Entonces existen zg € U y p > 0 tales que B(zy, p) C B(0,2R)

Yy

f(ZO) =Y 5
sup  f(w) > Cy sup  f(w), 5
wEB(z0,p) weB(0,R)
sup  f(w) >Cy sup f(w), (5.9)
weB(z0,p/2) wEB(z0,p)

para cierta constante Cy > 0.
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Demostracion. Se va a demostrar que, de hecho, la constante Cp = 37!,
Para cada z € B(0,2R), llamamos

d(z) =d(2,0B(0,2R)) = 2R — |z|.
Se definen ademas los conjuntos siguientes

Z={z€ B(0,2R) : f(z) =0},
B B84,

zZEZ

y finalmente se define

o = sup f(w) = sup ( sup f(w)) :
z)/4)

weB 2€2 \ weB(z,4(

Nétese que el superior finito pues f es continua en el compacto B(0,2R). Se
escoge 2o € Z tal que

sup  f(w)>0/3 y  p=0(z0)/2.
wEB(z0,0(20)/4)

Veamos que B(zg, p) satisface las tesis del lema. Claramente, se tiene que
B(zo,p) C B(0,2R) y f(z) = 0. Ademés, teniendo en cuenta que se cumple

que sup f(w)> o/3, para concluir bastard probar:
weB(z0,p/2)

a) sup f(w) < 3%,
weB(0,R)

b)  sup f(w) < 3%,
weB(zo0,p)

ya que, si se cumple a), entonces

1
So s ) <o<3 s fw)<3 s f(w)
weB(0,R) weB(z0,p/2) weEB(z0,p)

Si se multiplican las desigualdades anteriores por 1/3, se obtiene (5.8). Andlo-
gamente, si se verificase b), obtendriamos (5.9).
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So6lo se demuestra a) ya que el razonamiento con b) es andlogo. Para ello,
sea z € B(0, R) tal que f(z) > 0 (existe al menos z = 0). Distinguimos dos
casos:

Si z € B entonces, existirfa una sucesién {w,}>%, de puntos de B tal que
lim,, ., w, = z. Para cada n € N, w,, € B, y por tanto, existira z, € Z, de
modo que w,, € B(z,,0(z,)/4). De esta manera, se verifica que

WEB(2n,0(2n)/4) 2€Z \ weB(z,0(z

flw,) < sup  f(w) < sup ( sup )/4)f(w)> =o.

Luego, para cada n € N, f(w,) < o y por continuidad, lim,, ., f(w,) =

f(z) <o.

Si z ¢ B, entonces se define 2’ como el punto de 9B N [z, 0] que hace minima
la funcién d(z,w) cuando se hace variar w € 9B N [z,0], donde, como de
costumbre, [z,0] es el segmento cerrado que une los puntos z y 0. Nétese
que 2z’ estd bien definido pues la distancia d es continua en el compacto
OB N [z,0] y por tanto, el minimo se alcanza. Es importante observar que
oBN[z,0 =0BnN(z, 0) pues z ¢ By 0 € B. En particular, necesariamente
2/ #0, 2/ # z y cumple que:

2 € (2,0)
» Y eB
= [2,2)NB=10

Notemos que, en el segmento abierto por la derecha [z, z'), f no se anula y
como f(z) > 0y el segmento es un conjunto conexo, el Teorema del valor
intermedio asegura que necesariamente f > 0 en [z,2). De hecho, f > 0
en B(w, R/5) para cualquier w € [z,2'), pues, en caso contrario, existirfa
wo € B(w, R/5) tal que f(wy) = 0. Es decir, wy € Z y ademas:

d(wp) = 2R — |wo|= 2R — |wy + w — w|> 2R — |wy — w|—|w|

4R
22R—R—R/5=?>4|w0—w|,

y por tanto, 6(wp)/4 > |w—wp|, lo cual implica que w E B(w d(wg)/4) C
llegando asi a un asbsurdo pues w € [z,2') y [2,2') N s decir w ¢

B,
B
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De esta manera, estamos en condiciones de aplicar la Desigualdad de Harnack
en B(w, R/5), con w € [z,2'). Sir < R/5y 0 <t <2,

R/5—r a  R/5+7
mf(w) < flw+re”) < mf(w)-

Tomando extremos inferiores en esta expresién cuando r € [0, R/10] y cuando
t € [0,27), se tiene que

, R/5—r ) ’
. ) |
P ot (R/Wf “‘”) < b ret)

0<t<2m

o (R
B (eB(lzgl,E%/lO) O = ogrlgffz/lo (R/5 - rf(w)> = Jw).

Anélogamente, tomando extremos superiores tenemos que

R/5—r y

w) = su w) | < su w+ re’

f(w) Ogrgll:%)/lo (R/5 + Tf( )) ogrgg/wf( )
0<t<2m

R/5+r
R/5—r

¢eB(w,R/10) 0<r<R/10

— s fOS sw ( f<w>>=3f<w>.

Por lo tanto, para cualquier w € [z, 2/),

1 ,
463?111)1,%/1@]0 (Q) <3f(w) = 33 f(w) < 3° ] (5.10)

Recuérdese que ¢ = long([z, 2']) < R, por tanto, se puede recubrir el segmento
[z,2') por cinco bolas de radio R/10 centradas en puntos de [z,2’) que se
solapan de tal manera que forman una “cadena” (véase la figura 5.3).

Figura 5.3: Representacion grafica de la cadena de bolas centradas en puntos
de [z, 2') que recubren el segmento [z,2’]
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Para demostrar esta afirmacién, consideramos la curva « : [0,1] — C defi-
nida por a(t) = z(1 —t) + t2’ que evidentemente es la parametrizacién del

segmento [z, 2’]. Tomamos los puntos t; = coni=1,...,5y los puntos

z; = a(t;). De esta manera, las bolas B(z;, R/10) recubren el segmento [z, z’)
y ademds B(z;, R/10) N B(zi+1, R/10) # 0 coni = 1,...,4. Escogemos w; en
dicha interseccién para ¢ = 1,...,4. Entonces, teniendo en cuenta (5.10) y la
construccién de cada w;, se tiene que

flz) < sup f(§) <3 inf f(E) <3 f(w) <3 sup  f(§)

 ¢€B(z1,R/10) ¢€B(z1,R/10) ceBlea./10)
< 3t inf <34 f(w) < ---<(3%)°  inf < (32)5£(
<8 b Q) <3(w) < <Gl 1O < GV
< 319,

Donde la tltima desigualdad se debe a que 2’ € B, y por tanto, f(2') < o
como se demostro en el primer caso. Al haber tomado z € B(0, R) arbitrario,
a partir de la desigualdad anterior, queda probado a). O

A partir del lema anterior se podria demostrar casi de forma directa el Teore-
ma de Lewis, sin embargo, el objetivo no es ese, sino dar una reinterpretacion
mas general del mismo.

Proposiciéon 5.17. Sea u : C — R una funcion armonica no constante.
Entonces existe al menos un punto zo € C tal que u(zp) = 0.

Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo y supongamos que u
nunca es 0. Debido a que u es continua, u(C) es un subconjunto conexo de
R. Esto implica que u(C) es un intervalo que no contiene 0. Por lo tanto, o
bien u(C) C (0,00), o bien u(C) C (—o0,0). Supongamos que es el segundo
caso. Sea v el conjugado arménico de u en C. Entonces, f(z) = e*™ es una
funcién entera tal que |f(z)| = e“® < ¢ = 1 para cualquier z € C. Esto
implica que f es una funcién entera acotada. Por el Teorema de Liouville, f es
constante. Esto implica que u es constante, lo cual es una contradiccion. [

Corolario 5.18. Sea u : C — R wuna funcion armdnica no constante.
Entonces existe una sucesion de bolas B(zy,, pn) tal que, para cada n € N, se
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tiene que
u(z,) =0, (5.11)
lfim sup  u(w) | = oo, (5.12)
n—00 ’LUGB(ZnyPn)
sup  u(w) <C  sup  u(w), (5.13)
wEB(2n,pn) wEB(2n,pn/2)

para cierta constante uniforme C' > 0.

Demostracion. Por la Proposicién 5.17, existe zy € C tal que u(zy) = 0.
Supongamos sin pérdida de generalidad que zy = 0, ya que, en caso contrario,
bastarfa tomar la funcién u(z + zp). Como u es no constante, el Teorema de
Lioville asegura que u no estd acotada ni superior ni inferiormente, luego,
esta claro que
lim ( sup u(w)> = 00. (5.14)
R—00 \ e B(0,R)
Témese una sucesién {R,}5°, de nimeros reales positivos que verifiquen
que lim,,_,, R,, = co. Aplicando el Lema 5.16 a cada B(0, R,,), se tiene que
existen Cy > 0, z, € Cy p, > 0 tales que B(z,,r,) C B(0,R,) y

u(z,) =0,

sup  u(w)>Cyp sup  u(w),
wEB(zn,pn) weB(0,Rn/2)

sup  u(w) >Cy sup u(w).
wWEB(2n,pn/2) WEB(zn,pn)

La primera ecuacién implica directamente (5.11) y la tercera, si se toma
C = 1/Cy, implica (5.13). Para obtener (5.12), basta tomar limites en la
segunda ecuacién cuando n — oo teniendo en cuenta (5.14). O

Lema 5.19. Sea U un abierto de C y u: U — R una funcion armonica en
B(zp,7), continua en B(zo,7), y tal que u(z9) = 0. Entonces

sup  |u(w)|<4 sup  w(w).

wEB(z0,2r/3) wEB(zo,T)
Demostracion. Sea M = sup u(w)yv:U — R una funcién definida por
weB(zo,r)

v(z) = M —u(z). Nétese que, por construccion, v(z) > 0 cuando z € B(zg,r).
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Ademas, v es arménica en dicha bola. La desigualdad de Harnack asegura
que, si 0 < p<ry0<t<2m, entonces
r+p
r—p
Si se toman extremos superiores en la expresion anterior cuando p varia en
el intervalo (0,2r/3) y cuando ¢ varfa en [0, 27), se obtiene

v(zo + pe't) < v(z0).

sup  v(w) < 5v(zg) = HM.
w€EB(z0,2r/3)

Dicho de otra manera, u(z) > —4M si z € B(zy,2r/3). Ademas,

wiz) < sup w(w) < sup =M,
w€B(z0,2r/3) weB(z0,r)

cuando z € B(zg,2r/3). Juntando ambas expresiones, se obtiene que —4M <

u(z) < M siz € B(zy,2r/3), es decir,  sup  |u(w)|< 4M. O
weB(z0,2r/3)

Corolario 5.20. Sea u : C — R wuna funcion armdnica no constante.
Entonces ezisten una sucesion de bolas {B(zn, 1)}, tal que

u(z,) =0, (5.15)

lim ( sup u(w)) = 00, (5.16)

=0 \ weB(zn,rn)
sup |u(w)| <Cp  sup  u(w), (5.17)
wEB(zn,rn) wEB(zn,3rn/4)

para cierta constante uniforme Cp > 0.

Demostracion. Sea {B(zn, pn)}o2, la sucesién de las bolas obtenidas del Co-
rolario 5.18 y pongamos r, = %pn. Entonces, (5.15) es directo. Para probar
(5.17), si llamamos C; = 4C), se tiene que

sup  |u(w)|=  sup Ju(w)|<4 sup u(w)<Cp  sup  u(w),
wEB(2n,rn) wEB(zn,2 pn) wEB(2n,pn) wEB(zn,3r0)
donde la penultima desigualdad se debe al Lema 5.19 y la tltima se debe a

(5.13). Resta por comprobar (5.16). Para ello, es necesario tener en cuenta
(5.13), ya que

sup u(w)<C  sup w(w)<C sup w(w)=C sup u(w).
U)EB(Z'rupn) wEB(Zn,Pn/z) wEB(Zn,%pn) ’weB(Zn,T'n)
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Tomando limites cuando n — oo en la expresién anterior, debido a (5.12),
obtenemos (5.16). O

5.5. Meétodo de reescalamiento y sus conse-
cuencias

La presente secciéon se divide en dos subsecciones. La primera expone el
método de reescalamiento, resultado esencial para poder demostrar el teore-
ma fundamental de este capitulo. La segunda, define el concepto de trans-
formaciones armonicas reescaladas, nocién que deriva del método de reesca-
lamiento, asi como algunos resultados acerca de su rango.

5.5.1. Método de reescalamiento

Sea f = u+iv : C — C una transformaciéon armonica tal que D(R ) no
contiene puntos antipodales. Tras una rotacion, el Corolario 5.15 nos permite
asumir que existe a > 1y p > 0 tal que

Ry € B(0.p)|J ({u—i—iv ol < alul} \ {u + v : |v|< —éu}). (5.18)

Supongamos también que f no es constante. Entonces, u y v necesariamente
tampoco lo son, ya que, en caso contrario, la Proposicion 5.12 aseguraria que
D(Ry) contendria puntos antipodales. De esta manera, estamos en condicio-
nes de aplicar el Corolario 5.20 a la funciéon u. Por ello, existen z, € C y
rn, > 0 verificando (5.15),(5.16) y (5.17).

Definamos ahora, para cada n € N, las funcionesu,,, v, : B(0,1) — R por

U(zp +1p2 U(Zn + T2
Up(2) = <”Tn") y Un(2) = ("Tn")’
donde M, = sup |u(w)|. Evidentemente, esta funciones son arménicas

wEB(zn,Tn)

en B(0,1) por serlo v y v y ademas, gracias a (5.15), (5.16) y (5.17) cumplen
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que
Uun(0) = 0, (5.19)
lun(2)] <1 para cada z € B(0, 1), (5.20)
0<Ct < sup u,(w). (5.21)
wGB(O,%

La propiedad (5.19) es evidente ya que

M, =0.

Un(o) =

Para comprobar la propiedad (5.20), si z € B(0, 1),

sup |u(z, + row)| sup  |u(w)]
|u(zp + 102)| < wEBOD  wEB(zn,mn)

= =1.

|un(2)] =
Finalmente, la propiedad (5.20) proviene de

Ci'M, < sup  u(w)= sup Myu,(w) =M, sup u,(w).
wEB(2n,31n) weB(0,3) weB(0,2)

Ahora vamos a acotar uniformemente |v,|. Para ello, sea z € B(0,1) y con-
sideremos el elemento u(z, + rpz) +iv(2, +rnz) € Ry. Debido a (5.18) y si-
guiendo la notacién del Corolario 5.15, se tiene que u(2,+7,2)+iv(2, +7,2) €

B(0, p) Ul

Si u(zy, + rpz) +iv(z, + 1m2) € Uy, entonces

[v(2n + rn2)| [u(2y, + 102)| M,
[on(2)] o Se g Sagp =a

Siu(zn+7102) +iv(zn+102) € B(0, p), entonces |u(z, +7,2) +iv(2,+1,2)|< p
y aplicando la segunda desigualdad triangular, se obtiene

[v(zn +1n2)|  [ulzn + 102)|

[on (@)l —lun(@)] < [fon(@)] ()] = | =757 M,

Uz +102)  0(2p +1rnz2)
i
M, M,

<

P
M,
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De esta manera, se obtiene que

[0 (2)|< o= + Jun(2)|<

P
1< — + 1.
A + 1 < sup —+

P
Mn neN Mn

Si llamamos L = supi + 1, entonces, L < oo ya que lim,, ,o, M, = oc.
neN n

Atendiendo a estos dos casos, para cualquier n € Ny z € B(0, 1), se tiene
que |v,(2)|< méx{a, L}.

De esta manera, {u, }5°; v {v,,}°2; son dos sucesiones de funciones arménicas
uniformemente acotadas en B(0,1), luego, el Teorema de Harnack asegura
que existe una subsucesion {n;}52, y dos funciones armoénicas definidas en
la bola unidad U,V : B(0,1) — R tales que u,, tiende uniformemente ha-
cia U en los compactos de B(0,1) y v,, tiende uniformemente hacia V' en
los compactos de B(0,1). Nétese que, teniendo en cuenta las propiedades
(5.19),(5.20) y (5.21), se deduce que

U(0) =0,
U(z)| <1 para cada z € B(0,1),
0<Ct < sup U(w).
3

En particular, U no es constante.

Definicién 5.21. Sea f = u+1v : C — C una transformaciéon arménica no
constante tal que D(R ) no contiene puntos antipodales y sean U, V' definidas
como en el método de reescalamiento. Llamamos transformacion armonica
reescalada asociada a f a la funcién F = U 4 iV : B(0,1) — C. Ademads,
siguiendo la notacién habitual, Rrp = F(B(0,1)).

5.5.2. Transformaciones armonicas reescaladas

A continuacion, se muestran una serie de resultados que muestran cémo
se relaciona Rp con D(Ry).

Proposicién 5.22. Sea F' = U + iV : B(0,1) — C la transformacion
armonica reescalada asociada a f = u+ 1w : C — C, donde f es una
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transformacion armonica no constante tal que D(Ry) no contiene puntos
antipodales. Entonces

Rr C{re? :r >0, ¢’ € D(R;)}.

Demostracion. Por definicién de U y V, existen una sucesion {z,}:>, de
puntos del plano complejo, una sucesién {r,}°°; de ntimeros estrictamen-
te positivos y una sucesién {M,}>°; de nimeros positivos que cumple que
lim,, oo M,, = 00 y que, si fijamos z € B(0,1) y llamamos w,, = u(z,+r,z)+
iv(z, + 12), entonces

TR PGl 1% B Ll G 0 U(z) + iV (2),

n—oo M, n—00 M,

ya que la convergencia uniforme asegura la puntual. En particular, se deduce
facilmente que lim,, . |w,|= 0o. Probemos la contencién del enunciado. Para
ello, sea z € B(0,1), con U(z) +iV(z) € Rp. Si U(z) + iV (2) = 0, entonces
el resultado es evidente. En caso contrario, existira R > 0y 5 € [0,27] tal
que U(z) + iV (z) = Re? # 0. Entonces, utilizando la misma notacién que
antes,

Wy /M, Re™? i3

:1/ —= - et .
wvoe [uwa] — noveo [ /My, [ReP| €

Wn,

Como w,, € Ry para cada n € Ny lim,,_,.|w,|= 0o, entonces, la Proposicién
5.5 asegura que e’ € D(R;), como se querfa demostrar. ]

Observacién 5.23. Si partimos de una transformacion armonica f = u+ 1w
tal que D(Ry) no contenga puntos antipodales y que verifique (5.18) para
un cierto a > 1y p > 0. Tomemos « = arctan(1/a) € (0,7/4), entonces,
teniendo en cuenta tanto la definicién de direcciones asintéticas (o equiva-
lentemente la Proposicién 5.5) y la contencién dada por (5.18), es sencillo de
comprobar que

D(Ry) C 1,

0 T T T 3T
lo={e”:0e|-Z+aF—a|U|S+ar—a|u|r+aF -a]}.
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B(0,1)

Figura 5.4: Representacion grafica de I, en la frontera de la bola B(0,1).

Corolario 5.24. Sea ' =U+iV : B(0,1) — C la transformacién armdni-
ca reescalada asociada a la transformacion armonica f = u+iv : C — C
donde f es no constante, D(Rys) no contiene puntos antipodales y donde f
ademds verifica (5.18), para un cierto a > 1 y p > 0. Entonces

Rp C{re®:r>0, ¢’ cI,}, (5.22)
donde o = arctan(1/a). En particular, se cumple

{z€ B(0,1): U(2) =0} C {2z € B(0,1) : V(2) =0} (5.23)
C{z€e B(0,1):U(z) > 0}. '
Demostracion. La prueba de (5.22) es inmediata debido a la Proposicién 5.22
y la observacién 5.23. Para probar (5.23), sea z € B(0,1) tal que U(z) = 0.
Entonces, por (5.22), existe » > 0 tal que iV (z) = re con €’ € I,. Si
V(z) # 0, necesariamente 6 € {3,237}, sin embargo, en este caso, el punto
e ¢ I, por lo que V() tiene que ser nulo. La segunda contencién de (5.23)
es analoga. O]

Lema 5.25. Sea W C C un entorno abierto simplemente conexo del origen y
U: W — R una funcion armdnica no constante tal que U(0) = 0. Entonces
existenn € N, conn>1,r>0,6 >0, y¢: B(0,r) — B(0,0) una funcion
conforme y biyectiva tal que U(z) = Re(¢(2)™) para cada z € B(0,r) C W.
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Demostracion. Como U es armoénica y W es simplemente conexo, conside-
remos la funcién holomorfa F' : W — C que satisface Re(F(z)) = U(z) y
F(0) = 0 (véase el Lema 4.4). Sea n € N el orden de 0 para F. Entonces,
se tiene que F(0) = F'(0) = --- = F("D(0) = 0 y F™(0) # 0. Resultados
clésicos del andlisis complejo nos aseguran que existe una bola B(z,7) C W
y una funcién holomorfa g en dicha bola con ¢g(0) # 0y tal que F(z) = 2"g(2)
para cada z € B(0,r1) . Por continuidad, existe o > 0 tal que ¢g(z) # 0 para
cada z € B(0,rs). Asi, el Teorema Homotépico de Cauchy asegura que, como
B(0,rs) es simplemente conexo, existird h una funcién holomorfa en B(0,rs)
tal que g(z) = h"™(z) para cada z € B(0,73). Por lo tanto, en esta misma bo-
la, F'(z) = (zh(z))". Llamemos ¢ : B(0,ry) — C a la funcién definida por
&(z) = zh(z). Esta funcién serd holomorfa en B(0,73) por serlo h y ademés
cumple que ¢'(0) = h(0) # 0, pues ¢g(0) # 0. Luego, el Teorema de la funcién
inversa asegura que existen r > 0 y d > 0 tales que ¢ aplica biyectivamente
B(0,7) en B(0,9) y que ¢'(z) # 0 para cada z € B(0,), lo cual implica que
es conforme. También U(z) = Re(F(z)) = Re(¢(2)") con z € B(0,r) como
queriamos comprobar. O]

Lema 5.26. Sea W C C un entorno abierto del origen y U : W — R una
funcion armonica no constante tal que 0 sea un cero de U. Entonces existen
neNconn>1yr>0 tal que

{zeW:U(z) =0} N B(0,r) = Uq/z,

donde cada v, es una curva analitica que verifica que el dngulo de curvas
consecutivas en el origen es de w/n, es decir, Vg, Vks1(0) = 7/n

Demostracion. Por el Lema 5.25, existen n € Nconn > 1, r,6d > 0y un
isomorfismo conforme ¢ : B(0,7) — B(0,6) tal que para cada z € B(0,7),
se tiene que U(z) = Re(¢(2)"). Entonces

{zeW:U(z) =0} nB(0,r) ={2 € B(0,r) : U(z) =0}
={z € B(0,7) : Re(¢p(2)") = 0}
={z=¢*(w) € B(0,r) : Re(w") = 0}

donde la ultima igualdad es consecuencia de que ¢ es isomorfismo. Veamos
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que i
{¢7'(2) € B(0,7) : Re(z") = 0} = | 7,
k=1
donde
Ye: (=0,0) — C
te 67 (1),
y O, = (k= ) + /2 con k = 1,...,n. Para ello, razonemos por doble

n
contencion. Para la contencién hacia la derecha:

Sea ¢1(2) € B(0,r) tal que Re(z") = 0. Pongamos que z = rpe? con
0 < 79 < 6. Como Re(z") = 0, por la férmula de Moivre, cos(nf) = 0, lo

]{?07'(' ‘|—7T/2

que equivale a que exista kg € 7Z tal que 6 = . Es importante

n
notar que para cada k = 1,...,n, se tiene que v, = v;,,,- Comprobemos que
o1 (z) = ¢ (roe") € Up_, ;. Para ello, consideramos k; = kg méd 2n y

kym+m/2 » , .
llamamos § = g, entonces, por construccién, e = e ya que § — 3

es un miultiplo de 27. Ahora, distinguimos dos casos:

= Caso 1: Si 0 <k < n, se tiene que
¢~ (roe”) = ¢~ (roe™) € Vi1

s Caso 2: Sin < k; < 2n, entonces

¢71<7"060i) :¢71(r06,8i) _ ¢71 (_Toe(b’ffr)i)
Z.(k:lfn)ﬂ'+7r/2

_]_ -~ s = *
=¢ <—roe n ) € Viytln-

Para la contencién hacia la izquierda, sea w € (J,_, 7i, entonces, existe un
natural ko tal que w € 75 y por tanto, 3t, € (—9,9) y Ok, = (ko_l)n—”m,
tal que w = ¢ (t,e?%0). Entonces, por la definicién de 6y, se tiene que

Re(t,e™0) = 0, como se querfa probar.

Falta por probar que Jx, 7x11(0) = m/n para cada k = 1,...,n— 1. Para ello,
vamos a considerar los segmentos T'y(t) = (¢ o v;)(t) = te® con t € (—4,0)
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y 0, = (k—l);r+7r/2

y llamemos = m(()) Operando, se obtiene que

Re F;c(t)r;c—i-l(t) _im @
cos(f3) = Fg(t)F;H(t)) = Re (e n) - oo <ﬁ> ’

lo cual implica que 5 = m/n. Ademds, como ¢ es un isomorfismo conforme,
¢! también lo serd y por lo tanto conservard angulos, es decir:

B =Tk Tr1(0) = ¢ "oy, ¢ ' ovs1(0) = 7m 7%71(0).

Observacién 5.27. Si llamamos

N, = {¢‘1(tei9):0<t<5, (m = m + /2 <9<M},

n n

2 [
con m = 1,...,2n, entonces B(0,7) \ Ur_; v = U, —; Nin. Ademas, los
conjuntos N, son disjuntos y simplemente conexos. Para comprobar esta
afirmacion, si definimos

. -1 2 2
Sm:{t61920<t<5, (m = Dm +n/ <9<M},

n n

esta claro que estos conjuntos son disjuntos y simplemente conexos, pues son
arcos de circunferencia. Como ¢~1(S,,) = N,,,, y ademds ¢! es continua y
biyectiva, entonces los conjuntos N,, son también disjuntos y simplemente
conexos. Ademas, se tiene que Uln,, , < 0y Uln,,> Oparak =1,...,n. Com-

probemos tnicamente cuando z € Nog_1, ya que el otro caso es analogo. Si es-

(2k —2)m + /2

to, ocurriese, pongamos z = ¢~ 1(te?) con0 <t < dy <0<

2k —D)m+7m/2
n

Lema 5.28. Sea F' = U + iV : B(0,1) — C la transformacion arménica

reescalada asociada a la transformacion armonica f = v+ v : C — C

donde f es no constante, D(Rys) no contiene puntos antipodales y ademds
satisface (5.22) y (5.23). Entonces, existe r > 0 tal que

, entonces U(z) = Re(é(2)") = Re(t"e?") = t" cos(fn) < 0.

{z€ B(0,1): U(2) =0} N B(0,r) ={z € B(0,1) : V(2) =0} N B(0, ).
(5.24)
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A B

Figura 5.5: Regiones en las que estd contenido F'(B(0,7)) segin el signo de
UV. (A) Conjunto de la derecha de (5.25). (B) Conjunto de la derecha de
(5.26).

Ademds, UV tiene signo constante en B(0,r), es decir, o bien U(2)V (z) > 0,
o0 bien U(2)V(z) <0 para z € B(0,7). En particular, o bien se cumple

F(B(0,r)) C {TeiG;TZO,QE [O,g—a} U {ﬂ%—a,gg—a} }, (5.25)

o bien

F(B(0,7)) C {Teie cr>0,0 € [—g+a,0} U [g—i—a,ﬂ—a] }, (5.26)

para algin 0 < o < /4.

Demostracion. Como consecuencia del reescalado, la funcién U no es cons-
tante; y como U(0) = 0, gracias a (5.23), deducimos que V(0) = 0. Ademas,
la funcién V' no puede ser constante. Si no fuera asi, la funcién V seria idénti-
camente nula y de nuevo, gracias a (5.23), U(z) > 0, para cada z € B(0, 1).
Finalmente, el principio del médulo maximo asegura que U seria idéntica-
mente nula, lo que es absurdo. Por ello, U, V' cumplen las hipotesis del Lema
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5.26, luego se puede tomar r > 0 tal que

{ze B(0,1):U(z) =0} N B(0,r) = U%,
{ze B(0,1): V(2) =0} N B(0,r) = Ur,

donde cada 7, y I'; son curvas analiticas que se intersecan en el origen con
angulos 7/n y m/m respectivamente. Debido a la ecuacién (5.23) y a la
naturaleza de estas curvas, necesariamente n < m y cada v; es igual a alguna
curva I';. De hecho, n = m, ya que, si n < m, debido a la observacién 5.27,
existirfa j tal que la curva I'; \ {0} estarfa contenida en uno de los sectores
Ny, 1 para algin n, es decir, U < 0 lo que contradice la ecuacién (5.23). De
esta manera, n = m y por tanto, la familia de curvas debe ser la misma.

Finalmente, es preciso notar que B(0,r) = (Uy_, 7)) U (Uiil Ni) vy que

1. UV es constante en J;_,7; va que, en este conjunto, se acaba de
demostrar que UV = 0.

2. U tiene signo constante en cada Ng, con k = 1,...,2n, como se probd
en la observacion 5.27. V' también ha de tener signo constante en estos
conjuntos, ya que, en caso contrario, existiria Vg, tal que V tomaria
un valor estrictamente positivo y uno estrictamente negativo. Por con-
tinuidad, deberfa existir un 0 de V' en Ny, lo cual es absurdo por
construccién de estos conjuntos.

Finalmente, (5.25) y (5.26) es consecuencia directa del cardcter de signo
constante de UV en B(0,7) y de la ecuacién (5.22). O

Observacién 5.29. Para obtener (5.24) y justificar que UV tiene signo
constante en B(0,r) solo se ha utilizado la condicién (5.23). Sin embargo,
para obtener (5.25) y (5.26) se ha necesitado también la hipétesis (5.22).

5.6. Teorema Pequeno de Picard

La parte fundamental de este capitulo es el siguiente teorema que, como
se ha ido adelantando hasta ahora, es una generalizacion del Teorema de
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Lewis. Esta seccion cierra el quinto capitulo demostrando de forma sencilla
el Teorema de Lewis y consecuentemente el Pequeno de Picard.

Teorema 5.30. Sea f =u+iv: C — C una transformacion armonica tal
que D(Ry) no contiene puntos antipodales. Entonces f es constante.

Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo y supongamos que f no
es constante. Debido al Corolario 5.15, podemos asumir, sin pérdida de gene-
ralidad, que f verifica (5.18). En caso contrario, girarfamos y trabajarfamos
con la nueva funcién. Consideremos F' = U + ¢V la transformacion arménica
reescalada asociada a f, que cumplira las condiciones (5.22) y (5.23). Por el
Lema 5.28, existe r; > 0 tal que

{z€ B(0,1):U(z) =0} N B(0,r;) ={z € B(0,1) : V(2) =0} N B(0, 1),
(5.27)
donde, ademéds, UV tiene signo constante en B(0,r1). Supongamos que, de
hecho, UV > 0 en tal bola (si UV < 0 el razonamiento es andlogo) y, por
tanto, se cumple que

. 3
F(B(O,T’l)) C {7"629 2> 0,9 € |:O, g - CY:| U |i7T+CY,77T - Oé:| }, (528)
para algin 0 < o < 7/4. A continuacién, se divide la demostracién en dis-
tintos pasos para facilitar su lectura.

Paso 1:. Se definen
By = inf {9 € (7r, 3%) :3R > 0, tal que Re € F(B(O,rl))},
3 ‘
B = sup {6’ € <7r, ;) :3R > 0, tal que Re € F(B(O,rl))}.

Primero, nétese que (3, ;] estdn bien definidas pues el conjunto de defi-
nicién es no vacio, ya que existe algin punto de F(B(0,r1)) en el tercer
cuadrante. Si no ocurriese, como UV > 0 en B(0,r;), se tendria que para
cada z € B(0,71), U(z) > 0y V(z) > 0. Por el Principio del médulo minimo
para funciones arménicas, U seria constante en B(0,r1) y, como U(0) = 0,
U(z) = 0 para cada z € B(0,r1). Ahora, por Principio de identidad para fun-
ciones armoénicas, U serfa idénticamente nula en B(0, 1), lo cual es absurdo.
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Por ello, debe de existir al menos un punto wy € B(0,7;) tal que U(wy) < 0.
Anélogamente, también debe de existir un punto en el primer cuadrante uti-
lizando el Principio del médulo maximo para funciones armonicas.

Veamos que ¢t € D(R;). Por definicién de extremo inferior, existe una
sucesion {6,}22, tal que 6, | By y que verifica que existe R, > 0 con
R,e? € F(B(0,71)). Es decir, R,e? € R, por lo que, la Proposicién 5.22
asegura que, necesariamente, e’» € D(R 7) para cadan € N. Por continuidad,
en —s ¢ |y teniendo en cuenta la Proposicién 5.7, D(R) es cerrado y por

tanto et € D(Ry). La demostracién de que e/’ € D(R;) es completamente

andloga. Ademads
3T

5
ya que, por la definicién de 37 y 8 v teniendo en cuenta la ecuacién (5.28),
necesariamente se verifica que 7 < 7+« < 37 < ) < 37/2 —a < 37/2.
Falta por probar que 8; < ;. Si ocurriera que 8; = 3;{ = 3, entonces, al
coincidir el extremo inferior y superior del mismo conjunto, implica que debe
ser unipuntal y por tanto existe R > 0 tal que Re® € F(B(0,r,)). Luego, si
llamamos a = tan(f) > 0, entonces

< B <Bf< (5.29)

F(B(0,r)) N {re? .0 € (r,3n/2)} C{U 44V : V = aU},

pues, si tomamos un elemento en el conjunto de la izquierda, necesariamente
ha de ser Re®® = R(cos(83) +isin(f3)), y por tanto sin(3)/ cos() = tan(8) =
a. Ahora, si z € B(0,7) tal que U(z) < 0, entonces, por (5.28), F'(z) per-
tenecera al tercer cuadrante, y por la contencién anterior, necesariamente
V(2) = aU(z), lo que prueba que

{z€ B(0,r1):U(2) <0} C{z€ B(0,r1) : V(2) —aU(z) =0}.  (5.30)

Por el comentario realizado al principio del Paso 1, debe existir wy € B(0, 1)
tal que U(wg) < 0. Por continuidad, debe existir r; < 7y tal que, si z €
B(wy,r}), entonces U(z) < 0. Como B(wy, ;) € B(0,r;), entonces, debido
a (5.30), si z € B(wo, ), U(z) <0y por tanto V(z) —alU(z) = 0. Debido al
Principio de identidad para funciones armonicas, se tendria que, V —alU =0
en B(0, 1), implicando asi que R serfa un segmento que pasa por el origen.
Asi, se puede escoger wy, € R tal que —w; € Rp. De nuevo, la Proposicién
5.22 asegurarfa que wy/|wq|, —wy/|wi|€ D(Ry) y por tanto D(Ry) tendria
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puntos antipodales, llegando asi a un absurdo, lo que termina por probar
(5.29).

Paso 2: Sea a; = tan(8;) > 0y af = tan(B;") > 0. Probemos que

{2 € B(0,r) : U(2) =0} C{z € B(0,71) : V(2) — aiU(z) = 0}

- {Z S B(O,rl) : U(Z) > 0} (531)

En cuanto a la primera contencién, si z € B(0,r1) es tal que U(z) = 0,
la ecuacién (5.27) implica que V(z) = 0 y por tanto V(z) — aiU(z) = 0.
Para probar la segunda contencién, razonemos por reduccién al absurdo y
supongamos que existe zop € B(0,r;) que cumple que (V — a;U)(z) = 0
(resp. (V —afU)(z) =0) y U(z) < 0, entonces por la continuidad de U(z),
existe un entorno de zy de forma que:

U(z) <0 z € B(zp,p) C B(0,11).

De acuerdo a la definicién de B, y 3{, y del hecho de que U es no nula en
Bz, p) se tiene que:

V(z)
U(z)
V(z)

U(z)) = arg(U(z)+iV(2)). Al ser la tangente una funcién

creciente, deducimos que:

B, < arctan ( ) < 8, 2 € B(z9,p).

Noétese que arctan (

<

a; < (Z)

= U0 <af, z € B(zo, p).

Por ser U estrictamente negativa en B(z, p), al multiplicar la desigualdad
anterior por U(z), se tiene que:

a;U(z) <V (2) <ayU(2), 2 € B(2,p).

De lo anterior, se sigue que V —a; U < 0 (resp. V —afU > 0) en B(z,p).
De nuevo, por el Principio del médulo maximo para funciones armonicas
(resp. Principio del médulo minimo para funciones arménicas), deducimos
que V —a; U =0 (resp. V — aj U = 0) en B(z, p). Por tltimo, el Principio
de identidad para funciones arménicas permite extender la igualdad anterior
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a todo el disco B(0,1). Al igual que en el paso anterior, esto implicaria que
V(z) = a;U(z) (resp. V(z) = af U(z)) para z € B(0,1), y por tanto, D(R;)
tendria puntos antipodales, llegando asi una contradiccién.

Paso 3: Como se verifica (5.31), teniendo en cuenta la Observacién 5.29,
estamos en condiciones de aplicar el Lema 5.28 a U y V — aj U. Asi, existe
pr>0talquer; >p; >0y

{z€ B(0,p1) :U(2) =0} ={2 € B(0,p1) : V(2) — a7 U(2) = 0}.

Aplicando este mismo Lema a las funciones U y V —a] U, se tiene que existe
pe>0talquer; >p, >0y

{z2€ B(0,p2) : U(z) =0} = {2 € B(0,p2) : V(2) —afU(z) = 0}.
Escogiendo ro = min{p;, po} < r1, es evidente que se va a verificar

{z€ B(0,13) : U(2) =0} ={z € B(0,15) : V(z) =0}
={z€ B(0,r) : V(2) —a; U(2)
={2€ B(0,ry) : V(2) —afU(2)

0}
0},

donde se ha tenido también en cuenta (5.27). Se deduce también, que nece-
sariamente U(z)(V (z) —a;U(2)) y U(2)(V(2) — af U(z)) han de tener signo
constante en B(0,ry). De hecho, necesariamente U(z)(V(z) —a; U(z)) > 0
y U(2)(V(2) — afU(z)) < 0 si z € B(0,ry). Para comprobar esta afir-
macién, veamos que el resto de casos no pueden darse. Si ocurriera que
U(z)(V(z) —a;U(z)) < 0 en B(0,ry), entonces, nos encontramos con dos
posibles escenarios:

Caso 1: Supongamos que U(z) < 0y V(z) —a;U(z) > 0 en B(0,73). Sea
z € B(0,r9) tal que U(z) 4 iV (z) pertenezca al tercer cuadrante. En este
caso, entonces V(z) > a; U(z), lo cual implica que

% < a] = arctan <%) < By

De aqui se deduce que arg(U(z) + iV (2)) < 1, lo cual es imposible por la
definicion de Sy
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Caso 2: Supongamos que U(z) > 0y V(2) —a;U(z) < 0 en B(0,73). Sea
z € B(0,72) tal que el elemento U(z)+ ¢V (z) pertenezca al tercer cuadrante.
En este caso, entonces V' (z) < a; U(z), lo cual implica que

Vi(z)
U(z)

De aqui se deduce que arg(U(z) + iV (z)) < By, lo cual es imposible por la
definicion de ;.

< a; = arctan <%) < By

La demostracion de que U(z)(V(z)—aj; U(z)) > 0 en B(0, r3) no puede darse,
es completamente andloga pero llegando a una contradiccién con 35 .

Por lo tanto, se da la siguiente contencion
F(B(0,r)) C{U+iV : (V —a;U)(V —afU) <0}, (5.32)

+ iV (z) con z € B(0,rq)
2) —a;U(2)) < 0y U(2)
V(o) —ar U(=) (V(z)—af U(2)) <
TU(2) < 0 ya que U(z)* > 0, lo

ya que, si consideramos el elemento U(z)
ces, acabamos de demostrar que U(z)(V(
a;U(z)) > 0. De aqui se deduce que, U(z)?
0 y por tanto, (V(z) —a;U(2))(V(2) — a

que demuestra la contencion.

=
=
S~—

Finalmente, en el paso 1 se demostré que €1 e € D(R;), por lo tanto,
ei(Br —m) ¢ilBY —m) ¢ D(R;), ya que D(R) no contiene puntos antipodales.

Paso 4: Ahora, se procede a realizar la siguiente etapa en el proceso iterativo.
Asi, se definen

By = sup {9 € (0, g) :3R >0, tal que Re ¢ F(B(O,rg))},
By = 1nf{ (O, g) :3R > 0, tal que Re € F(B(O,rg))}.
De forma completamente anéloga, se puede demostrar que e*% | eihs | Ademas,

como B =™ y 8" =™ 1o pertenecen al conjunto cerrado D(Ry), entonces,
se obtienen la segunda y cuarta desigualdad de

O<51‘—7r<62‘<62+<6f—7r<g.
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La primera y quinta desigualdad son consecuencia directa de (5.29) y la
tercera se demuestra de igual manera que en el paso 1. Siguiendo el mismo
procedimiento que en el paso 3, se puede escoger 0 < r3 < r9 tal que

con a, = tan(B;) y ag = tan(B;). De aqui se deduce que
F(B(0,73)) C{U+iV : (V —a, U)(V —aiU) < 0}.
En el siguiente paso iterativo, se obtienen 3; y 34 tales que
T+ By <fBy <B3 <m+By,

y s = D(Ry). Continuando este proceso, se obtienen dos sucesiones

{612, v {8122, tales que, {f5,_1}5%, v {B3, 122, son dos sucesiones cre-
ciente, sin embargo, {85 115, v {5,}5°, son dos sucesiones decrecientes.

Ademas, para cada n natural, ew’;,eﬂ’f € D(Ry) y se cumple que

_ _ ™
O</62n—1_7r<62n<ﬁ;_n<,8;;1_1_ﬂ'<E,

_ _ 3
7T<7T+62n<62n+1<ﬁ;;1+1<7T+ﬁ;n<7'

Como {55,101 v {Ba,_1 5%, son dos sucesiones crecientes y acotadas, tendran
limite. En particular, se tiene que lim,,_,o 535, = SUP,cn Bay, = B~ . Ademas,
si se toman limites en la desigualdad 0 < 3, | < f,, + 7, se tiene que
limy, 00 85,-1 < B~ + m. Si se hace tender n a infinito en la desigualdad
0 < B, +m < Ba,41, entonces se obtiene que, 8~ + 7 < lim,, o0 £, Evi-
dentemente, las sucesiones {5, _1}721, {Fons1 o2, son la misma (salvo quizés
algin término), luego el Criterio del Sandwich asegura que lim,,_,o, B2,—1 =
B~ +m. Andlogamente, se puede demostrar que lim,, o, By, = inf,en o, = BT
y limy, o0 53;1—1 = ﬁ+ +m
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§ LiBont2
° eiﬁzn

ei/BZn—l ]
eP2n+1 8
(3i<ﬁ3+77)

Figura 5.6: Esquema gréafico de la demostracion.

Para concluir la demostracion de este teorema, basta notar que, para cada
n € N, 201 ePon € D(R;) y, por continuidad, lim,, .., e/2n-1 = /7 y
lfm,, o €%2n = €7~ Como D(R;) es cerrado, entonces e’ 7, e~ € D(R;),
luego contiene un par de puntos antipodales, llegando asi a una contradiccion
con la suposicion inicial. O

Teorema 5.31 (Teorema de Lewis). Sean u,v : C — R dos funciones
armonicas tales que

|U+ - U+| < Ca
méax{u,v} > —C,

para alguna constante C' > 0. Entonces u y v son constantes. Nétese que u™
es la parte positiva de u, es decir, ut : C — R, donde u™*(z) = méx{u(z),0}.

Demostracion. Consideramos la transformacién armoénica f = u + v. Si
denotamos a

Rie={u+iv:|u" —v"<C, mix{u,v} > ~C}

entonces, por hipétesis, Ry C Rp.. El corolario 5.6 asegura que D(Ry) C
D(Rre). Si probamos que D(Rpr.) no contiene puntos antipodales, enton-
ces D(Ry) tampoco, y por tanto, el Teorema 5.30 nos permitiria concluir
que f seria constante, y consecuentemente u y v también. Para comprobar
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esto (véase la figura 5.7), sea ¢ € D(Rp.). Por la Proposicién 5.5, exis-
te {w,}2%, C Rre tal que lim, _.o|w,|= 0o y lim, ,oo|w,| 1w, = €¥. Si
llamamos w,, = R,(cos(6,) + isin(d,)), entonces se deduce que cos(f,,) +
isin(f,) — cos(f) +isin(f) y R, — oo cuando n — oo y ademas

|R,, cos™(0,) — R,sin™(6,)]

<C
méax{ R, cos(b,), R,sin(0,)} > —

v=u+C

Figura 5.7: Region Rp..

Desarrollando estas expresiones, se obtiene que

cos(0,,) + |cos(0,,)|—sin(6,) — |sin(6,)] < C
2 ~ R,
cos(0,,) + sin(6,,) + |cos(6,,) — sin(6,,)| S —C
2 ~ R,

Haciendo tender n — oo,

cos(0) + |cos(8)|—sin(0) — |sin(0)| = 0,
cos(6) + sin(f) + |cos(#) — sin(6)| > 0.
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La primera expresion se verifica siy sélo si 6 € {r/4}U[r, 37/2] y la segunda,
si, y solo si, # € [0, 7] U [37/2,27]. Si se hace la interseccién de estos dos
conjuntos, necesariamente § € {mr/4,m, 37/2}. Por consiguiente, D(R¢) no
contienes puntos antipodales. O

Proposicion 5.32. Sea f: C — C una funcion entera, tal que f no toma
los valores 0 y 1. Entonces, las funciones uw = log|f| y v = log|f — 1| son
armonicas y ademds

| log™ |2|—log™|z — 1|| < log(2),
méx { log|z|, log|z — 1|} > —log(2),

para cada z € C\ {0, 1}.

Demostracion. Como f no se anula, el Teorema Homotdpico de Cauchy ase-
gura que f admite logaritmo analitico, es decir, existe ¢ : C — C una
funcién entera tal que f(z) = e?®). Por tanto, u(z) = log|f(z)|= Re(¢(2)).
Al tratarse u de la parte real de una funcién entera, la Proposicién 4.3 ase-
gura que u es armoénica. Andlogamente para v.

Para demostrar la primera desigualdad, teniendo en cuenta que

o
log*|2]= méx{0,loglz} = 40 S =€ B0,

log|z| siz € C\B(0,1),
y que

0 si z € B*(1,1),

log"|z — 1|]= méx{0, log|z — 1|} =
gt | xq{ g| |} {log|2—1| size C\ B(1,1),

distinguimos varios casos:
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Figura 5.8: Geometria del conjunto en funcién de la distincién de casos.

Caso 1: Si z € B*(0,1) N B*(1, 1), entonces se tiene.
Caso 2: Si z € B*(0,1) N (C\ B(1,1)), entonces
| log*|z|—log*|z — 1|| = |0 — log|z — 1|| = log|z — 1].
Como |z — 1|< |z|+1 < 2, ya que |z|< 1, se tiene que log|z — 1|< log(2).
Caso 3: Siz € B*(1,1)n(C\ B(0,1)), entonces
|log*|z|—log*|z — 1| = | log|z|| = log|=].
Como |z|< |z — 1|+1 < 2, ya que |z — 1|< 1, se tiene que log|z|< log(2).
Caso 4: Si z € C\ (B(0,1) U B(1,1)), se tiene que
| log™|z|—log™|z — 1|| = |log|z|—log|z — 1]|.
Se distinguen tres casos:

Caso 4.1: Si |z|> |z — 1], entonces log|z|> log|z — 1|, y por tanto

z
| log™|z|—1log"|z — 1|| = log (|z‘—|1|) .

Ahora, como

|| |z — 1] 1 1
< =1+ —==<2,
|z — 1] |z —1| |z —1] |z — 1]
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ya que 1/|]z — 1|< 1, pues z € C\ B(1,1). Se deduce entonces que
log ( |Z'f‘1|) < log(2).

Caso 4.2: Si |z|= |z — 1], es trivial pues 0 < log(2).

Caso 4.3: Si |z — 1|< |z|, entonces

-1
| log™|z|—1log"|z — 1]| = log (‘Z| | ‘) :
z

Teniendo presente que

|z — 1 < |z]+1 :1+i§2’
|| E E

se deduce lo deseado. La ultima desigualdad viene de que z € C\ B(0, 1).
En suma, |log*|z|—log*|z — 1| < log(2).

Para demostrar la segunda desigualdad, pongamos

log |z| +log |z — 1| + |log|z| — log |z — 1]

méx{log |z|,log |z — 1|} = 5

A continuacién, se distinguen varios casos:

Caso 1: Si z € C\ (B(0,1)UB(1,1)), entonces log|z| >0y log|z—1| >0,
por tanto, se obtiene la desigualdad.

Caso 2: Siz € B*(0,1)N(C\ B(1,1)), entonces log |z| <0y log|z—1| >0,
luego
méax{log |z|,log |z — 1|} = log|z — 1],

y se tendria.

Caso 3: Si z € B*(1,1)N(C\ B(0,1)), entonces log |z| >0y log|z—1| <0,
luego
max{log |z[,log |z — 1[} = log ],

y se tendria.
Caso 4: 5i z € B*(0,1) N B*(1,1), se distinguen tres casos mas:

Caso 4.1: Si |z| < |z — 1], entonces méax{log |z|,log |z — 1|} = log |z — 1].
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En esta zona, se cumple que dist(z, 1) > dist (%, 1), es decir,

1 1
—1>|1-=|==.
ER 5 = 3

Por tanto, log |z — 1| > —log(2).

Caso 4.2: Si |z| = |z — 1], entonces max{log |z|,log |z — 1|} = log |z|.
Andlogo al caso anterior, |z| > 3, por tanto log|z| > —log(2).

Caso 4.3 Si |z| > |z — 1|, entonces max{log|z|,log |z — 1|} = log |z|.
Andlogo al caso anterior, |z| > 3, luego log |z| > —log(2). O

Teorema 5.33 (Pequeno Teorema de Picard). Si f es una funcién entera
que omite dos valores, entonces es constante.

Demostracion. Como en la demostracién dada de este mismo resultado en el
Teorema 2.3, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f omite los
valores 0 y 1. Entonces, las funciones logaritmicas obtenidas de la Proposicion
5.32 cumplen las hipétesis del Teorema de Lewis, lo que nos permite concluir
que log|f| va a ser constante. De esta manera, |f| es constante en C, en
particular, estd acotada, por lo que el Teorema de Liouville nos permite
concluir que f es constante. [
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