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Prefacio

La presente Memoria de Trabajo Fin de Grado se centra en el estudio de
la interpolacion polinémica sobre triangulaciones de un dominio, con enfésis
en la construccién de interpolantes polinémicos a trozos con regularidad C*

y C%

Interpolantes de clase C! son de interés en el método de elementos finitos
para problemas de valores en la frontera de ecuaciones diferenciales elipti-
cas de cuarto orden: ecuacién biarmonica y ecuacién para la deformacion de
placas. En el contexto general de la teoria de la aproximacién estos inter-
polantes se representan de forma muy conveniente por técnicas derivadas de
las utilizadas en la representacién de Bézier de los splines en una variable.
La memoria parte de primeros principios describiendo la extensién de las
técnicas de Bézier a dos variables. Se estudia en el capitulo 1 la B-forma de
un polinomio de dos variables, el algoritmo de Casteljau de evaluacion del
polinomio y sus derivadas, el analisis de las condiciones de regularidad en
términos de los coeficientes de la B-forma, y los algoritmos de subdivision y
elevacién de grado.

En el capitulo 2 se introducen definiciones generales para referirse a una
triangulacién, y sus refinamientos de Powell-Sabin, Clough-Tocher y Wang
que seran necesarios para la definicién de los macroelementos respectivos en
el capitulo 4.

Todos los interpolantes polinémicos a trozos que se construyen en el
capitulo 4 son ejemplos de espacios de splines generalizados, cuya defini-
cion, propiedades de regularidad y problemas de interpolacién asociados son
objeto del capitulo 3.

En el capitulo 4, se construye cada uno de los interpolantes en los ma-
croelementos ya mencionados y el interpolante de Argyris en un triangulo

(de grado 5). Se formulan ademés teoremas para el error de interpolacién de

A%
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cada uno de ellos.

Por 1ltimo, el capitulo 5 ilustra la efectividad de estos interpolantes en
algunos problemas test. Aunque el calculo de los coeficientes de la B-forma
de estos interpolantes, y su evaluacion efectiva con el algoritmo de Casteljau
se han programado en MATLAB partiendo de primeros principios, hemos
aliviado la carga de elaboracién de los programas haciendo uso de software
Splinepack para la generaciéon de triangulaciones y la evaluacion de la funcion
de Franke (problema test).



Capitulo 1

T'écnicas de Bezier en
triangulos

1.1. Coordenadas baricéntricas

Las coordenadas baricéntricas, son un elemento muy importante que uti-
lizaremos a la hora de trabajar con polinomios sobre tridngulos. Sea T" un
tridngulo en R?, que tiene como vértices los puntos

v = (ajiayi)a 1= 17 2a 3.
Supongamos que vy, vy, v3 son no colineales. Vamos a referirnos a dicho

tridngulo como T := (vy, vg, v3).
El drea de este triangulo, sera

AT = %det(M),

siendo M la matriz:

1 1 1
1 To2 I3
Y1 Y2 Y3

Esta claro que el area sera positiva siempre que coloquemos los vértices en
sentido antihorario.

Veamos como podemos referirnos a cualquier punto del plano v := (z,y)
respecto del triangulo 7.

Lema 1.1.1. Cada punto v := (z,y) € R? tiene una representacidn inica de
la forma
v = b1v1 + bQUQ + bg?]g
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con
1="01+0by+ b3

Estos nimeros by, by, bg son las coordenadas baricéntricas del punto v relativas
al triangulo T .

Demostracion. Si representamos el sistema en forma matricial, obtenemos,

1 1 1 by 1
Tr1 To I3 bg = |T (11)
i Y2 Y3 bs Y

donde M es la matriz que acabamos de escibir en (1.1). Ya sabemos que el
area de T es Ar = %det(M ). Este drea es positiva por como hemos definido
T, por lo que serd un sistema compatible determinado y tendremos una tinica
solucién para by, by, bs. O

Utilizando la regla de Cramer para resolver (1.1), obtenemos férmulas
generales para estas coordenadas baricéntricas by, by v bs:

(ays — yox3) — x(ys — y2) + y(as — x2)

by =

det(M)
by — (z1ys — thxs) — 2(ys — y1) + y(as — x1)
2 det(M)
by — (x1y2 — y122) — (Y2 — 11) + y(x2 — 1)

det(M)

donde
det(M) = (22 — 21)(y3 — y2) — (T3 — T2)(y2 — ¥1)-

Podemos observar que cada b;,7 = 1,2,3 es un polinomio lineal b;(z,y).

Estas coordenadas también nos dan informacién sobre dénde se encuentra
un punto respecto a un tridngulo. Dado un tridngulo T', sean {(2;}%_, los
interiores de las 6 regiones que obtenemos si extendemos los lados de T'. Para
todo 0 <7 < 6, el signo de cada una de las coordenadas baricéntricas by, by, b3
es el mismo para todos los puntos v € (2;.

Teorema 1.1.2. /2] Un punto v estd en el interior de T' si y solo si todas
sus coordenadas baricéntricas con respecto de T' son positivas.
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En la siguiente imagen podemos observar cémo va a ser el signo de las
coordenadas baricéntricas segin donde se encuentre el punto respecto al
tridngulo central T' := (v, va, v3).

—++

Figura 1.1: Signo de las coordenadas baricéntricas.

Otras definiciones basicas que utilizaremos mas adelante son las que in-
troduciremos a continuacién.

Definicién 1.1.3. Sea T := (v, vq,v3) un tridngulo, el baricentro de T
es el punto donde se cortan las medianas de un triangulo, es decir, vy =
(1)1 -+ (%) + U3)/3.

Definicién 1.1.4. Sea T := (v, vz, v3) un tridngulo, el incentro de T es el
punto donde se cortan las tres bisectrices de sus angulos internos.

Es interesante notar que dado un punto v € T, si construimos T :=
(v,v9,03), Ty := (v1,v,v3) y T3 := (v1,v9,v), las coordenadas baricéntricas
de v relativas a T', estan dadas por

Ar

~,1=1,2,3
AT’Z ) Sy Dy

bi:
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por lo que es obvio que estas coordenadas seran positivas en estos casos.

Para representar el espacio de polinomios de grado d, utilizamos

— — ig,J
Py = {p(z,y) = E cijx'y’ }.
0<i+j<d
A continuacién, analizaremos como podemos expresar un polinomio en
términos de las coordenadas baricéntricas asociadas a un tridngulo.

1.2. Polinomios de Bernstein

Continuando con la misma notaciéon que en la secciéon anterior, 7' es un
triangulo fijado, y para cada v = (x,y) € R?, by, by, b3 son sus coordenadas
baricéntricas.

Definicién 1.2.1. Dado un entero d > 0, las bases de Bernstein de grado
d relativas a T estan definidas como

d!

Bwk il

——biDLLE it 4k =d, (1.2)

donde 7, 7, k son enteros no negativos.

Como ya vimos que by, by, b3, son polinomios lineales en z e y, se deduce
Y ) ) 9
que Bw x(2,y) también serd un polinomio en x e y de grado d, que siguiendo
la misma notacién, también puede ser escrito como Bw (V).

Siempre que tengamos algin subindice i, j, k negativo, asumiremos por
convenio que Bwk = 0. Estos polinomios tienen propiedades interesantes,
como pueden ser las siguientes:

. Z Bwk =1 para todo (z,y) € R?
i+j+k=d

» 0< Bmk( v) <1 paratodo (z,y) €T

La primera se deduce del desarrollo del trinomio de la suma de las coor-
denadas baricéntricas que ya sabemos que suman 1,

L=(bi+ba+bs)'= Y B
i+j+k=d

La segunda es una consecuencia de la anterior propiedad y de que las coorde-
nadas baricéntricas sean positivas siempre que el punto pertenezca al tridngu-
lo.
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Teorema 1.2.2. Los polinomios {ngk}i+j+k=d son linealmente independien-

tes y forman una base del espacio vectorial de dimension (d;Q), Py, de poli-
nomios de grado d.

Demostracion. El nimero de polinomios de Bernstein en {ijk}iﬂurk:d es

igual a (d'f), la dimension de Py, por lo que solo necesitamos demostrar que

todos los polinomios de la forma ¥y’ con 0 < k41 < d se pueden representar
con elementos de BY. Para comenzar esta demostracion, partiremos de la
definicién de coordenadas baricentricas para cualquier punto del plano. El
sumatorio de todos los polinomios de Bernstein es 1, y para dimension 1 se

tiene que,
{x} " [ml] & [xz] " [IBS]
Y Y1 Y2 Y3

y usando la primera de las propiedades descritas para estos polinomios para
el caso de d — 1, se tiene que,

xr = bll‘l + bQIL‘Q + b3[L‘3

= (b1z1 + baxg + b3x3)( Z B (x,y))

i+jt+k=d—1

1
i+j+k=d

Analogalrnente7 tenemos que para v,
1 . ) d
y= > 7@+ Yz + kys) Bij (2, y)
i+j+k=d

Por lo que podemos afirmar que x e y se pueden representar en funcién
de polinomios de Bernstein.

Ahora vamos a proceder por induccién sobre el grado. Asumimos que se
cumple para d — 1, entonces,

k—1,1 __ d—1
r Yy = E CijkBijk; (z,9)
i+jth=d—1

para unos coeficientes ¢;;;. Pero entonces,

;L'kyl = (bll'l + le’Q + bgl‘g) Z Cijk:Bidj;l (fL‘, y)
i+j+k=d—1
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Multiplicando los términos y reordenando, obtenemos

ztyt = Z dijr Bij (2, y)

i+jrk=d
siendo d;j;, constantes, lo que finaliza la demostracion. O

d

Acabaremos esta seccién viendo que los polinomios de Bernstein By,

tienen un Unico MAaximo.

Teorema 1.2.3. Para todo i +j+k = d, sea v € T = (vy,v9,03), Bfljk
alcanza un dnico mdzimo en el punto &, = (ivy + jvg + kvs)/d, de modo

que
Bz'djk:(v> < ngk(fijk) v# &k veT.

Demostracion. Vamos a ver primero el caso en el que 4,5,k > 0. En este
caso, ya hemos visto que §;;; € T'. Para ver los maximos de ijk debemos ver
las derivadas en dos direcciones independientes, que calculamos utilizando el
Lema 1.5.2., que probaremos mas adelante,

]
Do Bi() = Bllo)(- = )
Dy, 0, BY = B¢ Lk
v1—v3 ijk(v) = z]k(v>(b_1 - E)

Como sabemos que ijk es siempre positivo, las expresiones anteriores se
anularan si y solo si iby — jby = 0y i(1—b; —by) — kby = 0. La tinica solucién

de este sistema es (by, by, b3) = (i/d, j/d, k/d) como querfamos probar.

Todos los demas posibles casos sobre el signo de 7, 7, k se demuestran de
forma andloga. O

Al conjunto de todos los puntos maximos de los polinomios de Bernstein

ijk asociados a un triangulo 7T los vamos a definir de la siguiente manera:

Dyr = {&ji = (tv1 + jvs + kvs) /d} it jik=d

Por ejemplo, en un triangulo equilatero, para d = 2, seran los siguientes
puntos:
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5200

5110 5101

5020 5011 5002

Figura 1.2: Puntos méximos de ijk

En el caso de d = 3, estos puntos seran los siguientes:

6300

5210 ’5201

5120 5102

5030 5021 5012 5003

3

Figura 1.3: Puntos méximos de B},

Y podriamos continuar sucesivamente para grados méas altos.

Dos conceptos que utilizaremos mas adelante son los siguientes. Dado
0 < m < d, nos referiremos al conjunto de puntos dominantes

Rﬁ(%) = {&a-mjm—j}
como el anillo de radio m alrededor del vértice v;. Al conjunto
Dy (01) == Ui Ry (1)

lo llamaremos disco de radio m alrededor de v;. De igual manera seran defi-
nidos para el resto de vértices.
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/\ /\
/ .\

[0\

5030 &]21 5012 5003 5030 5021 6012 5003

(a) Puntos del disco DY (v1) (b) Puntos del disco DI (v;)

Figura 1.4

1.3. B-forma

Como ya hemos visto en la seccién anterior, los polinomios de Bernstein
son una base del espacio de polinomios P,. Por definiciéon de base, para todos
los polinomios p de grado d, existirdn unos coeficientes {c;jx }itjrr=a que
llamaremos B-coeficientes de p tales que

p= Z Cijk:BZ‘dj]g (1.3)

it jthk=d

A esta forma de representar el polinomio la llamamos representacion Berns-
tein Bezier, o mas comunmente, B-forma de p

También podemos escribir el polinomio p de forma tunica utilizando los
puntos Dy r = {&jk := (101 + jug + kvs)/d}iyjik=a de la forma

p= Z cng.

§€Dyg,T

1.3.1. Almacenamiento de la B-forma

Podemos observar que para almacenar un polinomio expresado en su B-
forma, es suficiente almacenar en un vector sus B-coeficientes y en otro los
vértices del triangulo que estamos tomando de referencia.

Como convenio, se establece el orden de almacenaje de los B-coeficientes
en un vector en orden lexicografico. Es decir, si ¢;j; va antes que ¢y, se debe
aquei>|[, 6sit=1[ debeser j >m,6sit =1y j=m, debe ser k > n.
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Por ejemplo, en el caso d = 2, el vector estara ordenado de la siguiente
manera;

€200, €110, €101, €020, Co11, Co02

En el caso d = 3, el vector estard ordenado de la siguiente manera:

€300, €210, €201, C120, C111, C102; C0305 C021; C012; €003

1.4. Algoritmo de Casteljau

Supongamos que tenemos un polinomio p en su B-forma, pero no co-
nocemos el valor de p(v), siendo v := (z,y) un punto con coordenadas ba-
ricéntricas (by, bg, b3). Vamos a explicar un algoritmo que nos permite evaluar
p(v).

Para entender la siguiente demostracion, debemos tener en cuenta que

d!
Bl = - 'k‘b’b]b’“ = b B+ 0BT +bsBL

Los B-coeficientes de la B-forma de P los vamos a denotar de la siguiente
manera:

CE% Cijk, 1+ J+k=d.

Teorema 1.4.1. Para todo | =1, ...,d, sea

O ._
ijk T

(1-1) (1-1) (1-1)

c biciy g+ 026 41k + 03¢ ks

entonces para todo i + 7+ k =d — [ se tiene que

pw)= Y dhBE ). (1.4)

itjtk=d—1

Demostracion. Vamos a demostrarlo por induccién sobre [. Obviamente para
[ =0, (1.4) se cumple. Lo suponemos cierto para [ — 1, es decir, cuando el
grado es d — [+ 1, y veamos que pasa para d — [. Por el resultado que hemos
obtenido anteriormente,
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1-1) yd—
pw)= Y p"BRM ()
itjthk=d—l+1
-1 _ _ _
= Z Cz('jk )(bledfll,j,k(U) + b232j£1,k<v) + bSBZj,llcq(U))
itj+hk=d—l+1
1-1) Hd—1 1-1) yd—1
= Z blcz('jk )Bid—l,j,k(v> + Z b2c§jk )ng_ug(v)
i+j+k=d—I+1,i1 it jtk=d—1+1,j1

D SR

i+j+k=d—I1+1,k1

-1 _
= Z blc§+17y)‘,k33j7ilc(“>

it jthk=d—1
(1-1) d—1 (1-1) d—1
+ E , bac; 1 1 Bik(v) + E bsc; s ki1 Bi ik (V)
it jtk=d—1 i+j+h=d—1
_ () pd-1
= E , CijkBijk (v)
itjth=d—1

]

De este teorema, deducimos a donde queriamos llegar, que es que cuando
[ = d, como By, = 1, de la expresién (1.4) se obtiene que

d
p(v) = cion

1.4.1. Definiciéon del algoritmo

Vamos a definir el algoritmo de Casteljau para, a partir de nuestros b-
coeficientes, llegar a ¢\t = p(v).

Paral=1,...,d
Parat+j+k=d—1

o . (=1 ) I-1)

_ (-1 (
Cighe 7= D1Ci 1y jp 102G 511k 0363 1y

Teorema 1.4.2. Los coeficientes del algoritmo de Casteljau se pueden ez-
presar como

l . .
=3 vk Blav), i+ jrk=d—L
v+p+r=l
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Demostracion. Si escribimos
cz(Jll)c = (b1E1 + b2E2 + b3E3)Cijk7

siendo Ficijr = Ciy1,jk, EoCijk = Cijy1k Y Escijk = Cijrt1, podemos escribir
la férmula del algoritmo como

Cz(é)k = (blEl + bQEQ + ngg)C(l_l).

ijk
Repetimos esto [ — 1 veces y obtenemos que

el = (b1 By + byEy + by 3 ey

_ l vV M K
- E : Byun(v)El E2 ESCijk
v+utrk=l

= Z Ci+y7j+u,k+nBll/,un(/U)'

v+utr=l

que demuestra lo que queriamos probar. O

1.5. Derivadas

En esta seccion veremos cémo podemos escribir los coeficientes de la de-
rivada direccional de un polinomio p escrito en su b-forma relativa a un
triangulo 7', utilizando también el algoritmo de Casteljau visto anteriormen-
te.

Definicién 1.5.1. Dada una funcién diferenciable f, su derivada direccional
respecto un punto v de R? con respecto de un vector director u en R? se
define como

D, f(v) = %f(v + tu) |¢=o.

Como sabemos que todo punto v de R? se puede representar de forma
tnica con sus coordenadas baricéntricas (by, be,b3) que suman 1, es 16gico
pensar que todo vector u = v —v; de R? se podra definir inicamente con unas
coordenadas direccionales baricéntricas de u con respecto de T, (a1, a9, as),
que suman 0 y que cumplan que a; = b;—c¢; parai = 1,2, 3 si (by, be, b3) son las
coordenadas baricéntricas de v y (¢1, ¢2, ¢3) son las coordenadas baricéntricas
de V1.

Primero veremos un lema que vamos a utilizar mas adelante:

Lema 1.5.2. Sea u un vector con coordenadas direccionales baricéntricas
(a1, a9,a3). Para cualquier i+ j+ k =d,

DuBz‘djk(U) = d[ale‘d—_ll,j,k(U) + a2BZ;—11,k(U) + a335f1—1(v)] (1.5)
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Demostracion. Si (b, be, b3) son las coordenadas baricéntricas de un punto
v, las del punto v + tu serdn (by + tay, by + tas, by + tas) y entonces

d!

' ']{3' [(bl + tal) (bz + taz)j (bg + tag)k].

Bik(v + tu) =

Si diferenciamos con respecto de t y evaluamos en t = 0, llegamos por defi-
nicion a
d!

— ‘k'[zbz Lay bk 4 b8 b agbk + bibikbELay),
(2%

D Bz]k( )

y si agrupamos los términos correspondientes, obtenemos la expresién a la
que queriamos llegar. O

Veremos como seria una derivada direccional de un polinomio p escrito
en su B-forma relativa a un tridangulo 7'

Teorema 1.5.3. Sea p un polinomio escrito en su B-forma relativa a un
tridngulo T', y sea u un vector director definido por sus coordenadas direccio-
nales baricéntricas a := (a1, az,a3), a1 + az + az = 0, si llamamos cgjl.,z,(a) a
los coeficientes tras un paso del algoritmo de Casteljau, se tiene que

Dup(v)=d > cl(a)Bi ().

itjt+k=d—1

Demostracion. Aplicando la derivada direccional a p(v), obtenemos

Dyp(v) = Z CijkDu Bzyk( v).

i+j+k=d

Si utilizamos (1.5) como vimos en el lema anterior,

Dup(v) = Y cpdlar B (v) + aeBi L (v) + asBiL (v)],

i+j+k=d
reagrupando correctamente los coeficientes de Bz n Y(v) parai+j+k=d—1,
obtenemos los cgj . v llegamos a la expresion buscada. O

Teorema 1.5.4. Sea 1 < m < d, y suponemos que nos dan un conjunto
U, ..., Uy, de m direcciones descritas por sus coordenadas direccionales ba-
ricéntricas como,

a® = (", a”,a")  conal” +al’ +al =0,
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para 1 = 1,...,m. Entonces, siendo cgﬁ)(a(l), e a(m)) los wvalores obtenidos
tras realizar los m primeros pasos del algoritmo de Casteljau usando aV, ..., a™

sucesivamente en ese orden, tenemos,

d! m m —m
D, - Dy pv) = — Z Cz(jk)(a(l), oy al ))ngk (v). (1.6)
(d —m)! i+j+hk=d—m

Demostracion. Si aplicamos el teorema 1.5.3 m veces, obtenemos la férmula
buscada. ]

Si con T := (vq,v9,v3) tomamos un vector u no paralelo al lado r :=
(v9,v3), vamos a ver la relacién que hay entre los B-coeficientes de un po-
linomio p definido en T y las derivadas evaluadas en los puntos v del lado
e.

Ya sabemos que si a := (ay,ag,a3) son las coordenadas direccionales de
u, se tiene que,

DIpl) = s S0 @B )

Jjt+k=d—m

siendo c(()’;lk) (a) los coeficientes obtenidos de ¢, tras aplicar m veces el algo-

ritmo de Casteljau con el vector a.

Ahora veamos el reciproco. Supongamos que conocemos todos los coefi-
cientes {c¢;jk bo<i<m—1 de p. Estos se encuentran asociados al lado e y a las
primeras m — 1 filas paralelas a e. Veamos cémo podemos calcular los coefi-
cientes {¢mjk }j+k=d—m a partir de los valores de las derivadas D}'p(v) en los
d —m + 1 puntos a lo largo del lado e.

Lema 1.5.5. Supongamos que conocemos los coeficientes {c;ji}o<i<m—1 del
polinomio p. También conocemos v := (D™p(ng), ..., DT0(Na—m))* para unos
puntos distintos no, ..., Ng—m en el interior de e = {vy,v3}. Entonces, los
coeficientes ¢ = (Crm.d—m,0; -, cm707d_m)T se pueden calcular de forma unica a
partir de vy {¢ijk bo<i<m—1-

Demostracion. Si evaluamos la expresion,

" d! m —m
Dyp(v) = m Z C(()jk)(a)ngk (v).
" j+k=d—m
en los puntos 7, ..., 4_m, nos lleva al sistema de ecuaciones,

Mc=r,
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siendo ¢ := (C(()T,Z)_m,w s c(()fg?d_m)T y siendo M la matriz de tamano (d —m +

1) x (d—m+1),

d!

M= M_—W[Bg,ﬁlnmfj,j(m)]g}%-

Esta matriz contiene los valores de las bases de Bernstein y es no singular
para todo 1o, ..., Ng_m distintos. O

Lema 1.5.6. Sea m < p < d/2. Supongamos que conocemos los coeficientes

m—1

C:= U {cijhtjrn=a—i U{ceteen,wn) U{Celeen,(vs)
=0

del polinomio p. También conocemos r = (Dp(Np—m+1)s s DPD(Ma—pi1))"
para unos puntos distintos 1n,_mi1, ..., Nd—p+1 €n el interior de e := {vg, v3}.
Entonces, ¢ := (Cmd—p—1,p—m+1; -+ Cm,p—m+1,d—p—1)T se pueden calcular de for-
ma unica a partir der y C.

Demostracion. Si evaluamos la expresion,

m d! m o
Dy'p(v) = a—m) > e (a) B (v).
jt+k=d—m

en los puntos 7,—m+1, ..., Ni—p+1, nos lleva al sistema de ecuaciones,

Mc=r, (1.7)
siendo ¢™ := (Cis?c)lfpfl,pferl’ ey Cis,l;);fmﬂ,dqu)T y siendo M la matriz,
d! d—m d—p—1
M = m[BO,d—m—j,j(ni)]i,jzp—m—i—l'

Esta matriz, igual que en el teorema anterior, contiene los valores de las bases
de Bernstein y es no singulas para todo 7,_p1, ..., d—p+1 distintos. O

1.5.1. Definiciéon del algoritmo

Vamos a definir un algoritmo para cuando tengamos dos vectores u y 4
con coordenadas direccionales (ay, as, a3) y (a1, as, az) respectivamente. Como
dijimos antes, (b, by, b3) son las coordenadas baricéntricas del punto v. El
algoritmo para computar D™ D%p(v) para un polinomio p € Py 0 < m +
m <d.
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» Paral=1,....m
Paratodoi—l—)j—I—k‘:(d)—l 1)
! -1 -1 -1
cgj)k = alcz&l’j,k + a2C; 11k + asc; ; ki1
» Paral=m+1,...m+m
Paratodoiﬂj+k:(d)—l 1)
! . (-1 . (-1 . (-1
Cz(j)k = alc§+1,j,k + Q26 1 T 36 k4
m Paral=m+m+1,...,d
Paratodoi+j+k=d—1

(=) (1-1) (1-1)
cgj)k = blcz‘+1,j,k + bQCi,j_i_l’k + bgci’j’kJrl

s DMDIp(v) = d(d — 1)(d — m — 1+ 1)l

Aplicando el Teorema 1.5.3., se ve que los coeficientes con superindice [,
en el primer paso, son los coeficientes de D! p, en el segundo paso, son los co-
eficientes de D™ D% ™p y el paso 3 simplemente es el algoritmo de Casteljau
con los coeficientes de D™ DTp.

Por tanto, al igual que en el algoritmo descrito anteriormente para evaluar
p(v), nos basta con conocer c(()g)() para tener el valor de la doble derivada
direccional D™ D%p(v) de un polinomio p € Py.

1.6. Condiciones de regularidad entre triangu-
los

A continuacién, vamos a dar condiciones para la derivabilidad al unir dos
polinomios en tridngulos adyacentes T' = (vy,vq,v3) y T = (v4,v3,09), que
comparten el lado e := (vy, v3).

V2 U1

(W) U3

Figura 1.5
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Si{Bl.}y {Bf;k} son las bases de Bernstein asociadas a Ty a T’ respec-
tivamente, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.6.1. Sean

p(v) == Y Bl (v)

itjtk=d

A . Y
p(v) = Z Cijsz‘jk(U)
i+j+k=d
con la notacion anterior. Si u es un vector director no paralelo a e, se tiene
que
DI'p(v) = Dyp(v) paravE€eyn=0,..r (1.8)

sty solo st

Crjk = Z CotpjinBlu(Vs) jthk=d—n n=0,..,r (1.9)
v+ut+r=n

Demostracion. Si restringimos p y p al lado e, cumplen las condiciones de
continuidad a lo largo de e si y solo si

Coji = Cokj, J+k=d,

que justamente es el caso en el que r = 0. Para probarlo en los casos r > 0,
debemos observar que la prueba es equivalente para cuando diferenciamos
respecto al vector u = v4 — v, ya que las derivadas de p y p correspondientes
a la direccion vz — v9 coinciden en todos los puntos de e, y las derivadas en
todas las demés direcciones serdn combinaciones lineales de D, y Dy, —y,.

Sean b = (by, be, b3) las coordenadas baricéntricas de vy respecto de T
Las coordenadas direccionales de u con respecto a T serdan a = (by, by — 1, b3)
y con respecto a T’ serdn a = (1,0,—1). Para cada 0 < n <r,

n d! (n) d—n
Dyple = m | Z COjk(a)BOjk
Jjt+k=d—n

n A d' A(n) N\ Dd—n
Dyple = m | Z COjk(a)BOjk:
Jjt+k=d—n

Donde cg;,)g(a) y égﬁg(d) son los coeficientes obtenidos tras aplicar n veces el

algoritmo de Casteljau a {c;;x} y a {¢;;x} usando a y @ respectivamente.
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Como sabemos que para todos los puntos v € e, se cumple que Egj_k"(v) =
Bg,;j"(v), para que se cumpla (1.8), debe cumplirse que

é(()?,l(&) :c(()z,;(a), j+k=d—nn=0,..,r (1.10)

Siguiendo el algoritmo de Casteljau, tenemos

n

ON n—m ny . .
@) = S () (m)cm,j,djm jtk—d—n

m=0

Pero también por el algoritmo de Casteljau, si escribimos czjk (0L Ey +
b2E2 + bSEB)CUk’) siendo Elcz]k Cit1,5,k» EQCzjk Cij+1,k Y E3czgk Ci,j,k+15
podemos escribir la férmula del algoritmo como

. = (b1 By + by By + by Byl Y

Z]k)
Con esta notacion vemos que

biEy + (by — 1)Ey + b3 E3)" cor;
blEl + b2E2 ‘l‘ ngg — Eg)nCij

Cozcj( a) =

(
= (

I
M:

n
(= <m) (b1 By + ba By + b3 E3)™Co ftn—m,j

m=0

3

n—m | T m .
(_]‘) <m) C((),d)—j—m,j(b)7 ] +k=d-—n.

m=0

Finalmente, de estas dos definiciones de é(()?,)f(d) y cg,g(a) tenemos que se

cumple (1.10) si y solo si,

A _ (n) - _
Cnjd—j—n = Cog_jn;() J=0,.sm, n=0,..r

lo cual teniendo en cuenta el (teorema 1.4.2) es equivalente a (1.9), lo que
demuestra el teorema. O

1.7. Derivadas en los vértices

En esta seccién vamos a ver la relacion que existe entre las derivadas de
un polinomio p en un vértice, y sus correspondientes B-coeficientes asociados
a los puntos dominantes en un disco de dicho vértice.

Un conjunto M de pares enteros no negativos es un conjunto inferior si
para cada (m,n) € M, todos los pares de la forma (i,5) con 0 < i < my
0 < j < n también pertenecen a M.
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Lema 1.7.1. [2] Sea M un conjunto inferior, y

ZZ( )( ) 1)"*ig(i,5), para todo (m,n) € M.

=0 5=0

Entonces,

=S j (i)(j>(—1)m+”f(m,n), para todo (i, j) € M.

Se demuestra con doble induccion.

Teorema 1.7.2. Sea T' := (vy,va,v3), fijamos 0 < p < d. El conjunto de
derivadas { Dy} _, Dy, p(V1)}min<p, pueden ser calculadas a partir del con-
junto de B-coeficientes de p correspondientes a los puntos dominantes del

. T .
disco D, (v1) y viceversa,

Demostracion. Evaluando (1.6) en vq, obtenemos que,

'm+n i
D, 0, Dby p(v1) = d'ZZ( )( > Viteq i i (111)

=0 7=0

para cualquier 0 < m+n < d. Para ver la relacién contraria, debemos aplicar
el lema 1.7.1 a la expresion (1.11), para obtener:

cdw—zz( () oo )| (a2

m=0 n=0

O

Gracias a este teorema, somos capaces de expresar las derivadas de un
polinomio p en un vértice a partir de sus B-coeficientes asociados a los puntos
dominantes en un disco de dicho vértice y viceversa.

1.8. Superficies de control

Definicién 1.8.1. Dada una funcion f definida en un triangulo 7', la super-
ficie de R?

Gy = {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € T}

se define como el grafo de la funcién.
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Si definimos el grafo anterior para un polinomio p en su B-forma p :=
Z cijkajk, obtenemos su B-parcela G,,.

i+jtk=d

Hay otra superficie que podemos definir asocida a p. Dado un triangulo
T = (v1,v9,v3) v el conjunto de puntos ya definido Dyp = {&jx = (iv1 +
Jua+kvs)/d}itjtk—a, vamos a dividir el tridngulo 7" uniendo todos los puntos
vecinos ;j; pertenecientes a Dgr. Obtenemos de esta manera (d'gl) + (;l)
triangulos congruentes dentro de T" de forma que

Tijk = Civ15k> Gijr s Gijkr1), t+j+k=d—1,

Tij = (Gijrrprts Sivrghrts Sivrgig), i+Jj+k=d—2.
Dado un polinomio p, si tenemos en cuenta

sir(v) para veE Ty i+j+hk=d—1

Sp(v) =
Sir(v) para v € Typ,i+j+k=d—2

donde s;; es el polinomio que interpola los valores en los vértices de Tjjx,
y ik es el polinomio que interpolar los valores en los vértices de ka Bajo
estas condiciones definimos C), := G, el grafo asociado a s,, al cual llamamos
superficie de control asociada a p.

Es importante darse cuenta, que s, es una funcién continua lineal a trozos,
es decir un spline lineal C°.

La unién de los lados de C}, nos da lugar a N, la red de control aso-
ciada a p.

1.9. Subdivisiones

Sea p un polinomio escrito en su B-forma en un tridngulo 7" = (vq, vo, v3).
Cualquier punto interior de 7', lo divide en tres subtriangulos.
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U1 U1

A

(% U3 V2 U3

Figura 1.6: Tridngulo dividido en 3.

Se tiene que
Tl = <w,'U27'U3>, T2 = <w7U3,'U1>, T3 = <w,'U1,'U2>.

Vamos a ver cémo podemos escribir el polinomio p en funcién de cada uno
de estos subtriangulos.

Teorema 1.9.1. Dado un triangulo T y un punto w en su interior con

coordenadas baricéntricas a := (ay,a9,a3). Para cada T) = {(w,v;41, Ui42)
. . . . . T

conl =1,2,3, los polinomios de Bernstein asociados serdn B.4L". Entonces

ijk
para cualquier
d
p= E CijkBijk;v
it+jt+k=d
se tiene que
( (1) pT.d
E : o B (v), vely

i+j+k=d
N 5Th.d
p(v) = Z CE(J)I)fBka (U)7 veTs
i+j+k=d

Z CZ(%BZ";;CI(U), veT;

\ itjt+k=d
donde cg;j,i(a) son los coeficientes tras aplicar v veces el algoritmo de Casteljau
— d I : 0 _ ..
con a := (a1, as, az) y empezando en los coeficientes c;;; = Cijy.

Demostracion. Vamos a realizar la prueba para uno de los tridngulos, T}, por
ejemplo, y se realizard de manera andloga para los demas. Dado un v € T,
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tenemos que by (v), ba(v), b3(v) son las coordenadas baricéntricas de v relativas
al tridangulo T3, por lo que

V= Blw + BQUQ + 531)3.
Si sustituimos w = a1v; + asvy + agvs, tendremos que,
v = biayvy + (brag + ba)vs + (braz + by)vs.
Esto implica que, para todo v + 8 + v =d,

d\(byay)” (brag + by)? (brag + by)?
v!gly!
B v
T 7d N K
=D D Bl (OB ().

pn=0 k=0

BT (v) =

vBy

Si sustituimos en

p)= Y B (v),

v+p+v=d
tendremos que
B v
T ,d :
p(’U) = CV,B’Y Z Z Bl/-ll—u—f—/@,,@’—u,q/—m(U)Bgu7i+u+ﬂ (’LU)
v+B+y=d pn=0 k=0

Si elegimos el casoenel que B =7+ p,y=k+ Ky v+ p+ k=1, vemos que
el coeficiente correspondiente a Bgzd es

Z Cu,j-l-u,k—i—nBZ;fn (w) :

v+pu+r=1

Por el Teorema 1.4.2, esto es igual a c(()?k, lo que demuestra la igualdad que

queriamos demostrar para v € T7. O

Para el caso d = 3, podemos visualizar estos coeficientes de p de la si-
guiente manera:
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C200

€020 Co11 Co02

Figura 1.7: Coeficientes de subdivisién

Lo visto en el teorema anterior, es también valido si el punto v pertenece
a un lado de T'. En este caso, solo se dividird en dos triangulos y sera mas
sencillo operar.

1.10. Elevacion de grado

En esta seccion, partiremos de que cualquier polinomio de grado d se
puede expresar como un polinomio de grado d siendo d > d, y veremos como
encontrar los B-coeficientes de p expresado en un grado mayor.

Veremos como podemos aumentar el grado en una unidad.

Teorema 1.10.1. Sea p un polinomio definido en un triangulo T' escrito en
su B-forma. Entonces si,

. [d+1] [d+1}
p= E, Cijk Bz‘jk )
it jrk=d+1

~ [d ._ - d+1 : ' :
siendo ¢ 1= Cij Sus coeficientes y By~ los polinomios de Bernstein de

grado d + 1 asociados a T se tiene que para i+ j+k=d+ 1,

- ld] :ld] [d]
Catl . Mgk + Gkt kci,j,k—l. (1.13)
K d+1
Demostracion. Sien
p= Z CijkBidjka
i+j+k=d

multiplicamos ambos lados por 1 = b; + by + b3, obtenemos,

d o
p= > cgj}kmbgb;bg(bl + by + by).
i+j+k=d Akl
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Si multiplicamos y reordenamos los términos, obtenemos el término de la

igualdad (1.13). O

En la igualdad (1.13) se debe tener en cuenta que los coeficientes con
subindice negativo, son igual a cero por convenio.

Si queremos elevar el grado en méas de una unidad, repetiremos lo visto
tantas veces como queramos.

1.11. Bases duales para los polinomios de Berns-
tein

Llamaremos base dual de B¢ = {ijk}Hﬁk:d al conjunto de funcionales
lineales {\;jx}itj+r=a definidos en el espacio de polinomios de dimensién d,
P, con la propiedad de que

)\V;,LHBijk: = 52']']{;,,//“1{, para 1 ‘|‘] +k=d YyV+ U+ K= d,

siendo 0;jk s = 1 st (4,7,k) = (Vs 1, K) Y Oijrwun = 0 st (4,7,k) # (v, 1, k).
Vamos a definir explicitamente estos funcionales. Siendo m := (d'gZ) la di-
mensién de B?, vamos a definir los polinomios de Bernstein { B }iyjik=d
como {gi1,...,9m}, y los puntos dominantes asociados {&;jx}itjtkea COMO

{t1, ..., tm}. Sea M la matriz

M = [gj(tz')]ffj:p

dados i + j + k = d, vamos a definir ¥ como el vector de dimensién m con
ceros en todas las posiciones excepto un uno en la posicion

|- (d ;* )+d—z‘—j+1,

tal que t; = &
Si llamamos a”* := (a'7*, ..., aii*

eoy Wy

)T a la solucién del sistema
Ma"* = %,

vamos a definir,

Aijkp = Z a*p(t,)
v=1

Teorema 1.11.1. Los funcionales lineales {\ijk }itjrk—a forman una base
dual de B* = { Bl it jin—a-
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Demostracion. Del sistema
M — itk
deducimos que para todo v + 1 + kK = d se tiene que,

) 0, (v,p, k) #(i,5,k)
AVMHBijk = o
1, (Vaﬁ%/{):(%]?k)

de donde inmediatamente se deduce la dualidad.



Capitulo 2

Triangulaciones

En este capitulo vamos a ver qué es una triangulacion y varias propieda-
des de estas. También veremos algunos tipos de triangulaciones con las que
trabajaremos mas adelante.

2.1. Definiciones

Definicién 2.1.1. Llamamos a un conjunto A := {77, ...,T},,} una triangu-
lacién de (2 = U!",T; si toda intersecciéon entre dos tridngulos de A es un
vértice comun o un lado comun.

Es una definicién un poco genérica, ya que también incluiria un conjunto
de tridngulos completamente separados, o una triangulacién en un dominio
{2 con agujeros en su interior.

Definicién 2.1.2. Llamamos vértices de la triangulacién A := {11, ..., T}, }
a todos los vértices de los tridngulos de A.

Un vértice es vértice frontera, si es un punto frontera de {2. En caso
contrario, es un vértice interior. A todos los vértices frontera los llamaremos
vr y a los interiores v;.

Definicién 2.1.3. Llamamos lados de la triangulaciéon A := {T3,...,T,,} a
todos los lados de los tridngulos de A.

Un lado es lado frontera, si es un lado frontera de (2. En caso contrario,
es un lado interior. A todos los lados frontera los llamaremos er y a los
interiores €.

En la siguiente figura, vemos un ejemplo de una triangulacién sobre un
octogono irregular cualquiera. Podemos observar que tiene 11 vértices, de los

25
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cuales, 8 son vértices frontera y 3 son vértices interiores. También tiene 8
lados frontera, y 14 lados interiores.

Figura 2.1: Triangulacién de un octégono irregular.

2.2. Puntos de dominio en una triangulacion

Al conjunto de todos los puntos maximos de los polinomios de Bernstein
asociados a un triangulo T, los definfamos como

Dyr = {&ji = (tv1 + jus + kvs) /d} it j k=

Ahora suponemos que A = {T;}™, es una triangulacién de un dominio A.
El conjunto de puntos dominantes ahora sera:

DS,A = UTeADd,T- (2.1)

Los puntos de este conjunto que se encuentren en un lado compartido por
dos tridngulos, solo se incluiran una vez.

Por ejemplo, para la triangulacién dibujada en la Figura 2.1, tenemos que
los puntos de dominio para d = 2, seran los siguientes.

Figura 2.2: Puntos dominantes de una triangulacién.
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2.3. Estrellas

Definicién 2.3.1. Sea v un vértice de una triangulacién A. Llamamos es-
trella de v, estrella(v) al conjunto de tridngulos al rededor de v.

Por ejemplo, para la triangulacién dibujada en la Figura 2.1, tenemos que
la estrella de v, siendo v el vértice marcado en la imagen, es la siguiente,

Figura 2.3: Estrella del vértice v.

Usualmente, denotamos estrellat(v) := estrella(v),y parai > 1, estrella’(v)
es el conjunto de tridngulos de A que tienen interseccién no vacia con estrella™!(v).

Podemos observar que en el ejemplo anterior, estrella?(v) = A, es toda
la triangulaciéon, ya que tiene interseccién no vacia con todos los tridngulos
restantes.

A partir de esto podemos también definir estrellas de tridngulos.

Definicién 2.3.2. Sea estrella®(T) := T. Para todo j > 1, definiremos la es-
trella de T de orden j como estrella’ (T) := U{estrella(v) : v € estrella? ' (T)}

Un ejemplo para ver la estrella(T) siendo T uno de los tridngulos de la
triangulacion de la Figura 2.1, es el siguiente.

T

Figura 2.4: Estrella del triangulo 7.
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2.4. Almacenamiento

Los elementos necesarios para determinar una triangulacién son los si-
guientes:

= Numero de vértices n,,.
= Nimero de triangulos ny.

» Vector z y vector y de tamano n, tal que (x;,y;) sean las coordenadas
cartesianas del i-ésimo vértice.

= Matriz de tamano ny X 3 que contiene en cada fila los indices de los
vértices del triangulo correspondiente.

También se pueden utilizar otras técnicas para almacenarlas, como por
ejemplo, en vez de usar una matriz con los vértices de los tridngulos, podemos
usar una matriz con los indices de los lados de la triangulacion, o una lista
con los vértices adyacentes a uno dado, o una lista con los lados saliendo
de cada vértice que encontramos si recorremos cada triangulo, o alguna otra
manera similar. La mas usada e intuitiva es la que primero hemos descrito.

Hay otros parametros adicionales que nos dan informacién sobre una
triangulacién como pueden ser el numero de vértices frontera, el area de
cada triangulo, etc.

2.5. Refinamientos

En esta seccion veremos el concepto de refinamiento de una triangulacion
sobre el mismo dominio (2. Veremos alguna propiedad y los diferentes tipos
de refinamientos que nos seran utiles mas adelante.

Supongamos que tenemos dos triangulaciones A y Ag del mismo dominio
(2. Diremos que Ag es un refinamiento de A si sucede lo siguiente:

= Todo vértice de A es también vértice de Apg.
= Todo triangulo t € Ag es un subtriangulo de algin triangulo 7" en A.

Hay muchos tipos de refinamientos que podemos usar. Uno de los méas
comunes es el refinamiento uniforme, que consiste en dividir cada triangulo
T de una triangulacion A en cuatro tridngulos conectando los puntos medios
de los tres lados de T'.
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Figura 2.5: Refinamiento uniforme

Figura 2.6: Refinamiento uniforme sobre refinamiento uniforme

A continuacién, vamos a ver algunos tipos de refinamientos que nos inte-
resaran mas adelante a la hora de construir macro elementos.

2.5.1. Clough-Tocher

Para cada tridanlo 7' de la triangulacion A:
» Encontramos su baricentro ur := (vy + vy + v3)/3.
s Unimos ur a cada vértice de T.

Como resultado, tendremos cada triangulo 7" de la triangulacién A dividido
en 3 triangulos.
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Figura 2.7: Refinamiento de Clough-Tocher

Esto aplicado a todos los tridngulos T' de la triangulacion A, da lugar al
refinamiento de Clough-Tocher Acr.

2.5.2. Powell-Sabin

Para cada trianlo T" de la triangulacion A:

» Encontramos su incentro urp.
s Unimos up a cada vértice de T'.

» Debemos conectar ur y us siempre que 1"y T tengan un lado comun,
siendo T otro triangulo de la triangulacion A.

= Para los lados frontera de la triangulacion, debemos conectar el punto
medio de estos lados al incentro del tridngulo al que pertenezcan.

Como resultado, tendremos cada triangulo T" de la triangulacion A dividido
en 6 triangulos.

Figura 2.8: Refinamiento de Powell-Sabin

Esto aplicado a todos los triangulos 7' de la triangulacién A, da lugar al
refinamiento de Powell-Sabin Apg.
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2.5.3. Powell-Sabin 12

Para cada trianlo 7' de la triangulacion A:

= Realizamos el refinamiento de Clough-Tocher antes visto, basado en
dividir cada triangulo teniendo en cuenta su baricentro ur.

» Unimos el baricentro uz del tridngulo a los puntos medios de sus lados.
= Unimos los puntos medios de los lados entre si.

Como resultado, tendremos cada triangulo 7" de la triangulacion A dividido
en 12 triangulos.

Figura 2.9: Refinamiento de Powell-Sabin-12

Esto aplicado a todos los tridangulos T' de la triangulacion A, da lugar al
refinamiento de Powell-Sabin-12 Apgqs.

2.5.4. Wang

Para cada tridnlo 7' = (vq, v9, v3) de la triangulacién A:

» Consideramos los siguientes puntos:

T 4v1 + 209 4+ v3

wy = f’

T U1 —|—4’02—|—2’U3

Wy ! = ——(——,
7

T 21)1 +U2+4U3

Wy = —7

» Tomamos 7™ := (w;, we, w3) como triangulo central dentro del tridngu-
loT.
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= Unimos cada vértice w; de T a todos los vértices v; de T' parai = 1,2, 3.

Como resultado, tendremos cada triangulo 7' de la triangulacién A divi-
dido en 7 tridngulos.

Figura 2.10: Refinamiento de Wang

Esto aplicado a todos los tridngulos T de la triangulacion A, da lugar al
refinamiento de Wang Ay .



Capitulo 3

Métodos Bernstein-Bézier para
espacios de Splines

En este capitulo, vamos a ver cémo podemos representar splines en su
B-forma, que ventajas tiene esto, y varias propiedades de estos.

3.1. El espacio S%(A)

Como vimos en el capitulo anterior, el conjunto de puntos de dominio
de una triangulaciéon se representan como en (2.1). Vamos a usarlos para
parametrizar el espacio de splines C° de grado d. Este espacio vectorial lo
definiremos como:

SUA) ={s€C%N):s

7 €Pi=1,., N} (3.1)

Es decir, estos elementos restringidos a cada triangulo de la triangulacion
son polinomios de grado d y son continuos en todo el dominio 2.

Como SY estd formado por elementos de P;, ya vimos que para cada
tridangulo 7' € A y dado s € S(A), existe un tnico conjunto de coeficientes

{ce}een, » tales que
slr = 2 B
£eDg T

Por la definicién de SY, s es continuo, por lo que cuando ¢ se encuentre
en un lado comin de dos triangulos, Ty T por ejemplo, los coeficientes
ce de s|p y s|7 serdn iguales. Por tanto, cada spline s € S)A tiene unos
coeficientes tinicos {c¢ }¢ep, 5, lamados B-coeficientes de s y cada conjunto

33
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de coeficientes {c¢}eep, . tienen un unico spline asociado definido por

s = Z chgT’d

§€Dg,n
Esto da lugar a dos resultados:

Teorema 3.1.1. [2] Todo spline s € SY(A) estd determinado de forma tnica
por su conjunto de B-coeficientes {c¢}eep, »-

Teorema 3.1.2. [2] Si llamamos n,,n. y ng al nimero de vértices, lados y
tridngulos de una triangulacion A, se tiene que

d—1
dimSY(A) = #Dga = ny + (d — 1)n, + ( 5 )nt.

3.2. Almacenamiento, representacion y eva-
luacién

Como hemos visto en la seccién anterior, para almacenar toda la informa-
ci6n de un spline s € S(A), es suficiente con almacenar un vector ¢ con sus
B-coeficientes, suponiendo que tenemos también la informacion de la trian-
gulacion A. Hay que acordar un convenio para guardar los coeficientes en un
determinado orden.

Suponemos que los tridngulos y lados estan orientados, cada tridngulo
T := (v, v9,v3) con los vértices y lados en sentido antihorario. Para almace-
nar los B-coeficientes, listamos primero los puntos de los vértices, luego los
de los lados orientados y finalmente los del interior de cada tridangulo en el
orden lexicografico que describimos para almacenar la B-forma de un poli-
nomio sobre un tridngulo. Por tanto, como vimos en la seccién anterior, el
vector ¢ tendrd un total de n, + (d — 1)n. + (dgl)nt elementos.

Veamos como podemos evaluar un spline s en un punto del plano dado
v. Primero debemos identificar en qué triangulo esta el punto a evaluar, y
a continuacién seguiremos un proceso parecido al que seguiamos para usar
el algoritmo de Casteljau. El algoritmo para evaluar en v = (x,y) el spline
s € SY(A) conociendo el vector ¢, es el siguiente.

1. Debemos encontrar el tridngulo 7" que contiene a v. Una técnica es
calcular las coordenadas baricéntricas del punto relativas a un triangulo
y comprobar sus signos para identificar donde se encuentra respecto al
triangulo T'.
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2. Una vez conocemos el triangulo T" que lo contiene, obtenemos del vector
¢ los B-coeficientes de s|r.

3. Usamos el algoritmo de Casteljau como vimos en la seccion 1.4, es decir,
realizamos la siguiente recurrencia:

Paral=1,...,d
Parai+j+k=d—1

o ._ (-1 (-1) (I-1)
Cijp = b1Ci 41 j g T 026 51 g+ 03¢, 5 14

(@) _
Tras esto, llegaremos al valor de ¢y, = s(v).
Para evaluar las derivadas de s, seguiremos el mismo algoritmo, pero
evaluaremos las derivadas de s|; como ya habiamos visto, en vez de evaluar
simplemente s|r.

3.3. Derivabilidad en S”(A)

Podemos pedir que el espacio de splines no solo sea continuo.

Definicién 3.3.1. Llamaremos espacio de splines de grado d y derivabilidad

r al espacio
S3(A) == C7(2) N SY(A)

parary denteros y 0 < r < d.

Muchas veces, vamos a necesitar trabajar con splines que tienen mas
derivabilidad en ciertos vértices y no en los demas puntos.

Definicién 3.3.2. Un spline s € SY(A) diremos que es C* en un vértice v si
para todos los tridngulos T' que compartan vértice v, se cumple que s|r tienen
derivadas comunes hasta orden p en ese vértice y escribiremos s € C?(v).

Esto nos permite definir un nuevo espacio de supersplines cuando esto
sucede con todos los vértices V' := {vy,...,v,,} de una triangulacién, para
0<r<p<d.

SP(A) :={s € Si(A) : s € C*(v) para todo v € V'}.

Podemos generalizar aiin mas este super espacio si asignamos una deri-
vabilidad diferente a cada vértice de la triangulacién. Para ello, definiremos
p:={pu}vey con 0 <1 < p, < d,y el espacio se definird como,

STP(A) == {s € Sj(A) : s € CP(v) para todo v € V}.
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3.3.1. Derivabilidad en los lados

También podemos definir condiciones para que un spline en dos triangulos
adyacentes tenga regularidad C", como vimos en el Teorema 1.6.1. La no-
tacion utilizada es la siguiente. Estos dos tridngulos son T := (v, vq,v3)
y T := (vy,v3,04), que comparten el lado e := (vy,v3). Sean {Bl} v
{Egk} los polinomios de Bernstein de s asociados a Ty a T, Y {Cijk Vitith=d;
{€ijk }itijtr=a sus coeficientes correspondientes, tenemos que

slr(v) == Z ciji Biji(v)

i+j+k=d
slp(v) == D EpBh(v).
it jt+h=d

Para cualquier spline s € S(A), vamos a definir el funcional diferencial
de orden n,

T;,Les = Cn,d—j,j—n — Z éVJ—n-th—j‘f‘HBZuH(Ul)' (32)

v+pt+r=n

Dado un conjunto I' de funcionales lineales 7}',s, asociados con los lados
de la triangulacién A, definimos el espacio de splines diferenciables como,

Sy(A) :={s € S§(A) : 7',s = 0 para todo 7, € I'}

3.3.2. Derivabilidad en los vértices

Siguiendo la notacion del apartado anterior, como el Teorema 1.6.1 nos
afirmaba que si u es un vector director no paralelo a e, se tiene que

Dlp(v) = Dyp(v) paraveEeyn=0,..r
si y solo si

. n .
Crijk = g CotipjinBru(Va) j+hk=d—n, n=0,.,r
V+pu+K=n

Por c¢6mo hemos definido 7}',, este teorema es equivalente a que un spline
en SY(A) tendra regularidad C™ a lo largo del lado e siempre que I' incluya
todos los funcionales lineales {77, }%_, , paran = 1,...,7. Veamos cémo afecta
esto a los lados.
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Lema 3.3.3. Sea s € SY(A). Sea v un vértice de A y sean ey, ..., e,, los lados
interiores de A unidos a v. Si para todo 1 =1, ...,m, se tiene que

s =0, conn<j<pyl<n<p, (3.3)
entonces

s € C*(v).

Demostracién. Dado s € S9(A), podemos mirar sus B-coeficientes asociados
al dominio de puntos en el disco D,(v) como los coeficientes de un spline g
en SY(A). Entonces s € C*(v) si y solo si g reduce a un tnico polinomio.
Pero g reduce a un polinomio si y solo si se cumple que 7/,.s = 0, conn <
J<pyl<n<p. ]

Teorema 3.3.4. Su pongamos que para algin vértice v, s € SY(A)YNCP(v) y
sean 11, ..., Ty, los tridngulos de A que comparten el vértice v. Podemos fijar
los coeficientes de s correspondientes a los puntos dominantes de D,(v) N
Ty como wvalores arbitrarios, y los coeficientes correspondientes a los demds
puntos de D,(v) serdn determinados por las condiciones de regularidad.

Demostracion. Como vimos en la demostracién del lema anterior, podemos
asociar los coeficientes de s correspondientes a los puntos dominantes del
disco D,(v) como coeficientes de un polinomio g de grado d. Podemos fi-
jar los correspondientes coeficientes correspondientes a puntos dominantes
de D,(v) N1y como valores arbitrarios y esto determinard las derivadas
{DDJs(v) }o<ats<p que a su vez determina los coeficientes de g restrin-
gido a cada uno de los demas triangulos. 75, ..., T},. [

3.4. Conjuntos minimales de determinacion

Sabemos que todo spline s perteneciente a SY(A) estd determinado de
forma tnica por sus B-coeficientes {c¢}een oas Siendo Dga el conjunto de
puntos dominantes de S9(A).

Supongamos que S := S5 (A) es un subespacio vectorial de SJ(A). Para
que un spline s € SY(A) pertenezca a S, tiene que cumplir unas condiciones
de regularidad, no se le pueden asignar valores aleatorios a sus coeficientes.

Definicién 3.4.1. Supongamos M es un subconjunto de Dy a. Entonces M
es un conjunto de determinacion para S si dado un spline s € .S, si todos sus
B-coeficientes c¢¢ son 0 para todo £ € M, entonces s = 0.
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Definicién 3.4.2. Llamamos conjunto minimal de determinaciéon para S, a
un conjunto de determinacién M tal que no haya ninguno mas pequeno que
él.

Teorema 3.4.3. Supongamos que S es un subespacio vectorial de SI(A) de
dimension m y M es un conjunto de determinacion para S. Entonces,

m < #M.

Ademdas, st M es un conjunto de determinacion para S con #M = m, en-
tonces M es un conjunto de determinacion minimal.

Demostracion. Vamos a definir en SY(A) para cada £ € Dy, un funcional
lineal ¢, tal que v¢s es el B-coeficiente de s asociado al punto dominante §.
Vamos a razonar por reduccién al absurdo. Sea By, ..., B,, una base de S,
supondremos que M es un conjunto de determinacién para S con #M < m.
Deberd entonces existir mas de una solucion del sistema homogéneo

m

> 4B =0, (€M

j=1

pero esto es imposible ya que By, ..., B,, son linealmente independientes, por
lo tanto, debe ser m < #M.

De aqui deducimos que si el cardinal de M es m, este debeser un conjunto
minimal de determinacion. n

Dado un conjunto minimal de determinaciéon M de S, suponemos que
asignamos valores a los coeficientes {c¢ }eens. Entonces para todo a € Dga\M,
los demés c,, podemos deducirlos de los coeficientes conocidos ¢, utilizan-
do las condiciones de regularidad. Diremos que ¢, depende de c¢, si cuando
cambiamos el valor c¢, también cambia el valor ¢,, y entonces definiremos
para estos puntos:

P, :={{ € M : ¢, depende de c¢}.

Siendo M un minimo conjunto de determinacién para S, definiremos el
siguiente concepto.

Definicion 3.4.4. Diremos que M es local si existe un entero ¢ no depen-
diente de A tal que

P, C estrella’(T,), para a € Dyga\M

siendo 7T, un tridngulo que contiene a a.
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3.5. Bases locales

Para los métodos de interpolacion que vamos a utilizar, no nos hara falta
conocer bases del espacio, pero hay muchos otros para los cuales es necesario
el uso de bases. Para un espacio de splines arbitrario S, si tenemos un minimo
conjunto de determinacién para él, es facil construir una base.

Sea M un minimo conjunto de determinaciéon para un espacio de splines
S C SY(A) sobre una triangulacién A. Para cada & € M, vamos a considerar
el funcional ¢ que definimos en la seccién anterior y que cumple que para
todo s € 9, v¢s es el B-coeficiente de s correspondiente al punto dominante
€. Con esta notacion, se puede afirmar el siguiente teorema.

Teorema 3.5.1. Sea M wun conjunto minimal de determinacion para un
espacio de splines S C SY(A). Entonces, para cada & € M, hay un tinico
spline e € S tal que

YaWe = Oae, para o € M. (3.4)

Ademds, V := {t¢}een es una base del espacio S.

Demostracion. El cardinal de M es igual a la dimension de S, por ser M
conjunto minimal de determinacion, por lo que se debe cumplir la primera
parte del teorema.

Para ver que W := {¢¢}¢cn es una base, supondremos que

S = ZCélpg =0.

£eM

Entonces, para todo a € M tendremos que ¢, = Y,s = 0, lo que implica que
los splines pertenecientes a ¥ son linealmente independientes.

Como ya sabemos que #V¥ = #M, que a su vez es igual a la dimension
de S, se tiene que ¥ es una base. O



40

CAPITULO 3. METODOS BERNSTEIN-BEZIER



Capitulo 4

Macroelementos

Para ver lo que es un macroelemento, es necesario definir previamente lo
que es un conjunto nodal minimal de determinacion.

4.1. Conjunto nodal minimal de determina-
cién

Hasta ahora, hemos parametrizado los espacios de splines S C S%(A)
usando la forma de Bernstein-Bézier, es decir, mediante los B-coeficientes
asociados a subconjuntos de Dga.

Vamos a parametrizar espacios de splines en terminos de los parametros
nodales, también llamados grados de libertad o condiciones de interpolacién.
Para ello, vamos a considerar funcionales lineales de la forma:

Ni=¢g Y aapDDY, (4.1)

a+B=m

donde ¢; denota el operador evaluacion en t. A ¢ se le llama punto soporte
del funcional X .
A partir de estos funcionales, vamos a dar las siguientes definiciones:

Definicién 4.1.1. Supongamos que N = {)\;}”; es un conjunto de funcio-
nales lineales de la forma (4.1). Diremos que A es un conjunto nodal de
determinacién para S si

As =0 paratodo A\ € N/

implica,

41
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Adems4s, diremos que A es un conjunto nodal minimal de determi-
nacion de S si no existe un conjunto nodal de determinacién para S con
menos elementos.

Teorema 4.1.2. Un conjunto nodal de determinacion N de S es minimal
si y solo si #N = dimSS.

Demostracion. Igual que demostramos el teorema 3.4.3, pero en este caso,
asignaremos valores arbitrarios a {\;} en, v todos los coeficientes de s seran
determinados de forma tnica. m

Vamos a ver un ejemplo de un conjunto nodal de determinaciéon para

SY(A).

Ejemplo 4.1.3. Dada una triangulacién A, sea V' el conjunto de todos los
vértices de A y F el conjunto de todos los lados de A. Para cada lado e € F,
definimos m, el punto medio de e. Entonces N := {&, }ev U{em, }ecr, s un
conjunto nodal minimal de determinacién para S5(A).

Ahora supongamos que tenemos s € S3(A) y nos dan los valores de
{s(v)}vev y {s(m¢)}ecr. Paracadav € V, el valor s(v) determina inicamente
el B-coeficiente asociado al punto dominante en v. Ademas, para cada lado
e := (v, v2), el B-coeficiente asociado al punto dominante £ = m, es facil ver
que es c¢ = 4s(me) — s(vy) — s(va).

]
Los funcionales de un conjunto nodal minimal de determinacién N =
{A\i}?, definen un problema de interpolacién en S unisolvente: existe un
unico s € S tal que dados valores arbitrarios z;, ¢ = 1,...,n, cumple que
ANs=z,1=1,...,n.
Si N = {\}", es un conjunto nodal minimal de determinacién para un
espacio de splines S, para cada 1 < i < n, existe un unico spline ¢; € S tal
que

)\quizéija jzl,,n

Se determina asi una base de S que premite expresar explicitamente el
interpolante en S en términos de los datos de interpolacion:

n

s(x) = Z 2i¢i ().

i=1

A la base de splines ® = {¢;}, la llamaremos N-base de S.
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Por ejemplo, esta base permite dar una soluciéon formal a ciertos proble-
mas de interpolacién de Hermite. Supongamos que f es tantas veces diferen-
ciable como para que los valores de \; f se puedan definir. Definamos

n

Hf =) (\f)ou

i=1
Entonces, se tiene que s := H f satisface,
Ns=MNf, j=1,.,n. (4.2)
Entonces, el operador interpolante de Hermite H cumple que,
Hs =5, paratodo s e S.

Definicién 4.1.4. Supongamos que N es un conjunto nodal minimal de
determinacién de un espacio de splines S C SY(A) y supongamos que el
orden de la derivada més alta involucrada en los funcionales lineales en A es
m. Diremos que N es local si cumple que existe un entero ¢ que no dependa
de A tal que paratodos € §,T € Ay & € Dy, el coeficiente c¢ de s se puede
obtener de los datos nodales en los puntos de Qp := estrella’(T’). Diremos
que N es estable si cumple que existe una constante K que solo depende de
¢y del menor dngulo en A tal que para todo s € S, T € Ay & € Dyr,

m
leel < K TV |sljar,

=0
donde |T'| denota el didmetro de Ty |s|j0, = mazayps—jmazqeq,|DIDIs(x)].

A partir de estas definiciones, daremos una cota de error para el problema
de interpolacién de Hermite en un espacio de splines S con un conjunto nodal
minimal de determinacion local y estable, que més tarde comprobaremos en
la practica.

Teorema 4.1.5. [2] Supongamos que N es un conjunto nodal minimal de
determinacion de un espacio de splines S, y sea | y m las constantes defini-
das en la Definicion 4.1.4. Sea H el operador de Hermite definido también
en la Definicion 4.1.4. Dado un tridngulo T en A, sea Qp := estrellag(T).
Entonces, para todo f € C™(Qr) con m <m <d,

IDEDy(f = HP) |l < KITI™ 7| flisrar, (4.3)

para todo 0 < a+ B < m. St Qr es convero, K solo depende de d, | y del
menor dngulo de los triangulos de Qr. St no es convexo, K también depende
de la constante de Lipschitz de la frontera de Qr.
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4.2. Definiciéon de macroelementos

En este capitulo vamos a ver como podemos resolver el problema de in-
terpolaciéon de Hermite (4.2) (A;s = A; f), sin construir ninguna base.

Vamos a estar interesados en trabajar con espacios de splines definidos en
triangulaciones Ag obtenidas aplicando un refinamiento a todos los triangu-
los T" de una triangulacion dada A. En concreto, estaremos interesados en los
casos en los que Ay es obtenida de A tras aplicar refinamientos tipo Powell-
Sabin, Clough-Tocher o Wang.

Sea N un conjunto nodal minimal de determinacién para un espacio de
splines S C S9(Ag). Para cada tridngulo T' € A, tenemos,

Nr :={X € N : el soporte t de \ estd contenido en T'}

Definicién 4.2.1. Diremos que S es un espacio de macroelementos si existe
un conjunto nodal minimal de determinacién N para S tal que para to-
do tridngulo 7' € A, s|r estd determinado de forma tnica por los valores

{)\S})\GN’T .

Si S es un espacio de macroelementos con conjunto nodal de determina-
cién NV, el spline interpolante de Hermite s que hemos definido anteriormente
puede ser computado tridngulo a tridngulo, y ademés s|r se puede computar
con los datos de interpolacion en los puntos en 7'.

En este capitulo vamos a ver ejemplos de creacion de estos splines.

4.3. Argyris

En esta secciéon vamos a discutir un nuevo interpolante para el cual no
nos va a ser necesario considerar ningun refinamiento sobre la triangulacion.
Sea A una triangulacion en un dominio {2 y sea V su conjunto de vértices,
vamos a ver el espacio de supersplines:

Si?(A) := {s € S}(A) : s € C*(v) para todo v € V}

Para cada lado e de A, sea n, un vector unitario perpendicular al lado e, y
m. serd el punto medio del lado e. Si consideramos E el conjunto de lados
de A, tendremos el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Sea A una triangulacion con vértices {(x;,y;)}ry. Su-
pongamos que tenemos un conjunto de nimeros reales {z;"}o<yyu<e para
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i=1,....,n, y {z.}eer. Entonces erxiste un inico spline s € Sé’z(A) que sa-
tisface:
v _ VR y
DyDYs(zyy) = 2", 0<v+p<2i=1,..,n, (4.4)

7

D, s(m.) = z., para todo e € E. (4.5)

Es posible computar los coeficientes que van a definir este spline interpo-
lante en cada tridngulo. Supongamos que 7' := (vy, v, v3) es un tridngulo en
A,y {c)ji}ivjrr=s serdn los correspondientes B-coeficientes de s|p.

T

C500
C4T10 C4Tm
0:7;20 C3T11 C3To2
0530 02T11 0512 C2To3
01T4o 0{31 Csz2 0{13 C1T04
COT50 CoT41 00T32 COT23 0514 c0T05

Figura 4.1: B-coeficientes de un polinomio quintico

Vamos a comenzar calculando los coeficientes correspondientes a los pun-
tos dominantes localizados en los discos de radio 2 asociados a cada vértice.
Para calcular los coeficientes asociados a los puntos dominantes del disco
DI (v;), siendo i = 1,2,3, vimos en el teorema 1.7.2 que los podemos obte-
ner a partir de los valores de la derivada D} Dls(x;,y;), es decir, 2", que
también los conocemos. Para calcular dichos coeficientes, solo tendremos que
sustituir nuestros valores en la férmula (1.12). Los coeficientes de los puntos
dominantes asociados a los vértices, seran el valor del spline en dicho vértice,
es decir, clyy = 21, k50 = 22 v ¢y = 23. De ahi obtendremos las siguientes
expresiones para el disco de v;:

T
C500 = 213

cho = [hazi” + ho2"]/5 + 21,
Chot [hgz + h3z]/5 + 21,
Lo = [222° 4 2hyho 2t + h229%]/20 + 261, — =1,
[h2h32 + (hahs + haha) 2" + hahs2{?1/20 + ciy, + chig — 21,
(12220 4 2hghgztt 4+ h2292) /20 4+ 2¢L), — 21,

C300 =
T
C311

T
C302 =
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donde hemos considerado h; :=x; — 1 y ﬁl ‘= 9y; — Y1 para i = 2, 3.

Si nos fijamos en la Figura 4.1, hemos definido los B-coeficientes de s|r
que estan en el disco de radio 2 alrededor de v;. Estas mismas féormulas para
vy v v3 definiran los coeficientes de los discos alrededor de ellos.

Nos faltarian los siguientes coeficientes:

T T
Ca11 €212

T
Cl22

Figura 4.2

Para definir los que nos faltan procederemos de la siguiente manera. Con-
sideramos el lado e := (vq, v3). Utilizando el dato que tenemos de la derivada
en el punto medio de e, z., y considerando (a1, as, ag) las coordenadas direc-
cionales con respecto a 1" del vector unitario perpendicular a e con direccién
hacia el interior del tridngulo. Conociendo los coeficientes calculados ante-
riormente, estamos en condiciones de aplicar el Lema 1.5.6, y resolviendo el
sistema (1.7) tendremos determinados de forma tnica los coeficientes ¢129, €921

Yy Co12.

16 1
T T T T T
Clog =——Ze — — 4+ 4ciqy +4ci2 + C
122 =30 6[ 140 131 13 + Clod]
az T T T T
- 6_a1[co50 + 4cpyy + 6¢h30 + 4Choz + Co14)
as . p T T T T
- 6_a1[0041 + 4cyzg + 6z + 4chy + Coos)-

Procedemos de igual manera para los dos coeficientes que quedan. Para cal-
cular cl,,, vamos a considerar el lado e := (vy,vs), y ahora (ay,as,az) son
las coordenadas direccionales con respecto a 1" del nuevo vector unitario per-
pendicular a e con direccion hacia el interior del tridngulo, tenemos,

16 1
Cszl :Walze - 6[ 4Tm + 4C3Tl1 + 46{31 + c0T41]

az . r T T T T
" 6a, [C500 + 4Cy10 + 6390 + degzg + Clyg)
a3

T T T T T
- 6_a1[c410 + 4ezg0 + 630 + 410 + Cos0ls
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y con la misma notacién pero ahora e := (v3, v1),

16 1
0512 :mze - 6[‘%14 + 40{13 + 4an + C4Tlo]
a2
- 6_a1[coTos + 4cfoy + 6c303 + 430y + Choq)

as T T T T
- 6_al[ 104 + 4Cag3 + 6309 + deygy + Cooo)-

Ya tendriamos calculados todos los coeficientes de forma tinica para garanti-
zar que se cumplan las condiciones de regularidad.

Por tanto, para toda funcién f € C?(Q), hay un tnico spline s € S5*(A)
que resuelve el problema de interpolacién de Hermite

D;‘Dgs(v) = D;‘Dgf(v), paratodov e V,0 < a+ <2
Dy, 8(ne) = Dy, f(n.), paratodo e € E.

Esto define una aplicacién lineal Z) entre C*(€2) y el espacio de supersplines
S2(A), el cudl reproduce polinomios de grado 5.

Estamos en condiciones de aplicar el Teorema 4.1.5, que mas tarde com-
probaremos que se cumple en la practica.

Teorema 4.3.2. [2] Para todo f € C"1(Q) con 1 <m <5,
1Dy (f = Zp.f)lle < KITI" | flusio,

para todo 0 < a+ [ < m. Si Q) es convero, la constante K depende solo del
menor dngulo de A. Si Q) no es convero, K también depende la la constante
de Lipschitz de la frontera de ).

4.4. Clough-Tocher

Dada una triangulacién A en un dominio {2, Aoy sera su refinamiento
de Clough-Tocher, descrito tal y como vimos en la subsecciéon 2.5.1. A los
tridngulos originales de A vamos a llamarlos macro-triangulos, y a los de
Acr que han surgido tras realizar el refinamiento como micro-triangulos.

Llamaremos V' al conjunto de vértices de A y L sera el conjunto de lados
de A. Para cada lado e := (u,v) € L, seam, := (u+wv)/2 el punto medio de e
y sea D, la derivada direccional asociada al vector correspondiente a rotar e
90 grados en sentido contrario a las agujas del reloj. La llamaremos derivada
cruzada. Vamos a considerar el espacio de macroelementos: S3(Acr).
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Figura 4.3: Triangulacion y su refinamiento de Clough-Tocher

Teorema 4.4.1. Dada una triangulacion A con vértices {(x;, y:) iy v un
conjunto de nimeros reales {z;, 27, 2/} 1 y {2e}eer, existe un tnico spline

s € Sy (Acr) que cumple

S(.’Ei,yi) = Zi,
Dzs(l‘ia yz) = Zixa
Y

Dy8<xivyi> = Zi7

1=1,..,n.

D, s(m.) = z.,
para todos los vértices y lados de A.

Vamos a ver cémo va a ser este unico spline s. Supongamos que T :=
(v1,v9,v3) es uno de los macro-tridngulos de A que ha sido dividido en tres
tridngulos para formar Acp. La restricciéon s|z va a ser un spline cibico
que consiste en la unién de tres polinomios ctibicos con regularidad C*. Los
B-coeficientes para cada triangulo seran los siguientes:

1 Cq Cy C2

Figura 4.4: B-coeficientes en un triangulo de la triangulacién.
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El superspline esté definido por esos 19 B-coeficientes en su restriccion s|r.
Los B-coeficientes asociados a los puntos dominantes de los vértices de cada
macrotriangulo, corresponderan con el valor z; del spline en cada vértice, que
es conocido. Para calcular los coeficientes asociados a los puntos dominantes
del disco DI (v;), siendo i = 1,2, 3, vimos en el teorema 1.7.2 que los podemos
obtener a partir de los valores de la derivada D,s(z;,v;), es decir, z¥ y 27,
que también los conocemos. Para calcular dichos coeficientes, solo tendremos
que sustituir nuestros valores en la formula (1.12) y de ahi obtendremos las
siguientes expresiones:

ey = [(wg —x1)20 + (y2 — 11)2Y]/3+ =
s = [(ze — m1)2] + (ye — y1)27]/3 + 21
o = [(x3 —x1)2] + (Y3 — y1)21]/3 + =1
cr = (w3 — x9)25 + (y3 — y2)23] /3 + 22
cs = [(Tc — T2)25 + (Yo — y2)23]/3 + 22
co = [(x1 — @2)25 + (y1 — y2)23]/3 + 22
cio = [(z1 — 23)25 + (Y1 — y3)23]/3 + 23
e = (2 — 23)25 + (ye — y3)23]/3 + 23
c1o = [(w2 — w3)25 + (Y2 — y3)25]/3 + 23
Consideramos el lado e := (v1,v9) y suponemos que (ag,as,ag) son las

coordenadas direccionales de n. con respecto a T. Conociendo los coeficientes
calculados anteriormente, estamos en condiciones de aplicar el Lema 1.5.6,
y resolviendo el sistema (1.7) tendremos determinados de forma tnica los
coeficientes cy3, c14 y ¢15. Entonces tenemos que:

4 1 aq a2
=z — = - 2 -2 2 .
C13 6&32 5 (C5 + Cg) 2@3 (C1 + 2¢4 + Cg) 2a3 (C4 + 2¢9 + CQ)

Ahora vamos a considerar el lado e := (vy,v3) y suponemos que (ay, as, ag)
son las coordenadas direccionales de n, con respecto a T Entonces tenemos
que:

4 1 ay

iy =—2 — =(cs+c11) —

a
6@6 9 (CQ + 267 + (312) — 2—5(67 -+ 2012 -+ Cg).

2@6 Qg
De igual manera con el lado e := (v, v1) y suponemos que (ar, ag, ag) son las
coordenadas direccionales de n, con respecto a T Entonces tenemos que:

4 1

C15 = 6_a9Ze — 5(611 + 05) — %(03 + 2610 -+ CG) — %(Clo —+ 2C6 -+ Cl).
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Los coeficientes restantes de s|r serdn calculados para cumplir las condi-
ciones de regularidad pedidas segin vimos en el Teorema 3.3.4 para que se
cumpla (3.3):

c16 = (15 + ¢5 + c13) /3,
cir = (c13 + cg + c1a)/3,
c18 = (c14 + c11 + c15) /3,
c19 = (c16 + c17 + c18) /3.

Ya tendriamos definidos los 19 B-coeficientes que determinan s|7. Construido
de esta manera, hemos visto que es la forma tnica que cumple las condiciones
pedidas en el teorema de existencia y unicidad.

Por tanto, para toda funcién f € C(2), hay un tnico spline s € S3(Acr)
que resuelve el problema de interpolaciéon de Hermite

Dngs(U) = Dg‘Dgf(v), para todov e V,0<a+ <1
Dy, $(ne) = Dy, f(n.), para todo e € E.

Esto define una aplicacién lineal Z, entre C''(Q) y el espacio de supers-
plines S3(Acr), la cudl reproduce polinomios de grado 3.

Estamos en condiciones de aplicar el Teorema 4.1.5, que mas tarde com-
probaremos que se cumple en la practica.

Teorema 4.4.2. [2] Para todo f € C"1(Q) con 1 <m < 3,
IDSDY(f = ZerHlla < K|T™ 77| flnsro,

para todo 0 < a+ S < m. Si Q es convexo, la constante K depende solo del
menor dngulo de A. Si €2 no es convero, K también depende la la constante
de Lipschitz de la frontera de ().

4.5. Powell-Sabin

Dada una triangulacion A en un dominio {2, Apg serd su refinamiento de
Powell-Sabin, siguiendo los pasos que vimos en la subseccién 2.5.2.

Cada triangulo de A (macro-triangulo) es dividido en 6 subtridngulos
(micro-tridngulos). Utilizando la misma notacién que en el apartado anterior,
en este caso vamos a trabajar en el espacio de macroelementos S3(Aps).
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Figura 4.5: Triangulacién y su refinamiento de Powell-Sabin

Teorema 4.5.1. Dada una triangulacion A con vértices {(z;,y;)}ly y un

congunto de nimeros reales {z;, 2, 2/}, existe un unico spline s € S3(Aps)
que cumple
(@i, yi) = 2,
D, s(xi,y;) = 27, i=1,..,n. (4.7)
y

DyS(Im Yi) = 2

para todos los vértices de A.

Vamos a ver como podemos computar el spline descrito en el teorema
anterior. Supongamos que T := (vy, vg,v3) es uno de los macro-tridngulos
de A que ha sido dividido en 6 subtriangulos para formar Apg. Ahora con-
sideramos la restriccién s|r al macro-tridngulo 7. Es un spline cuadrético
que consiste en 6 polinomios cuadraticos unidos entre ellos con regularidad
C'. Este subspline est4 determinado por 19 coeficientes donde ¢, ¢y, ¢35 estan
asociados con los vértices vy, vg, v3, respectivamente. Vamos a dar férmulas
explicitas para estos coeficientes en términos de los datos que tenemos sobre
los tres vértices.

C3

&1 Cq C13 Co C2

Figura 4.6: B-coeficientes en un tridngulo de la triangulacién.
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Vamos a llamar ur = (z.,7.) al incentro de T, y suponemos que las
coordenadas baricéntricas de ur con respecto de T' son (ay, as, az). Sean los
lados de T'; €1 := (v1,v9), €9 := (v, v3), v €3 := (v3,v1). Para cada i = 1,2, 3,
vamos a considerar el vértice de Apg en el lado e; como w; = (Z;,9;) =
r;V; + S;v;11, considerando vy = v;. Los B-coeficientes estaran determinados
al igual que vimos en el caso de Clough-Tocher. Para calcular los coeficientes
asociados a los puntos dominantes del disco DT (v;), siendo i = 1,2, 3, vimos
en el Teorema 1.7.2 que los podemos obtener a partir de los valores de la
derivada D, s(z;,y;), es decir, 2z y z/, que también los conocemos. Para
calcular dichos coeficientes, solo tendremos que sustituir nuestros valores en
la férmula (1.12). De igual manera que antes, los coeficientes de los puntos
dominantes asociados a los vértices, sera el valor del spline en dicho vértice, es
decir, ¢; = z; para ¢ = 1,2, 3. De ahi obtendremos las siguientes expresiones:

Los restantes coeficientes de s|; pueden definirse de la siguiente manera.
Seran calculados para cumplir las condiciones de regularidad pedidas segin
vimos en el Teorema 3.3.4 para que se cumpla (3.3)

C13 = I'1C4 + S1C9,
Cl4 = T2C7 + S2C12,
C15 = T3C10 1+ S3Cs,
C16 = T'1C5 + S1Cs,
Ci7 = T2C8 + S2C11,

€18 = T3C11 + S3Cs,

y por ultimo,

Cl9g = 1C5 + A9Cg + A3Cq1.
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Ya tendriamos definidos los tinicos 19 B-coeficientes que determinan s|r y
cumplen las ccondiciones del teorema de existencia y unicidad.

Por tanto, para toda funcién f € C'(Q), hay un tinico spline s € S3(Aps)
que resuelve el problema de interpolaciéon de Hermite

ans — nanb
DyD,/s(v) = Dy D, f(v), paratodoveV,0<a+ <1

Esto define una aplicacién lineal Zp4 entre C* () y el espacio de supersplines
S3(Apg), la cudl reproduce polinomios de grado 2.

Estamos en condiciones de aplicar el Teorema 4.1.5, que méas tarde com-
probaremos que se cumple en la practica.

Teorema 4.5.2. [2] Para todo f € C™(Q) con 1 <m <2,
||D?D5(f —Thsf)lla < K|T" 7P| flmsro;

para todo 0 < a+ 5 < m. St Q es convexo, la constante K depende solo del
menor dngulo de A. Si Q) no es convexo, K también depende la la constante
de Lipschitz de la frontera de ).

4.6. Powell-Sabin 12

En este caso, vamos a ver otro método para encontrar un spline cuadratico
con regularidad C!'. Ahora, dada una triangulacién A, Apgis serd su refina-
miento de Powell-Sabin12, siguiendo los pasos que vimos en la subseccion
2.5.3. Cada tridngulo de A (macro-tridngulo), es dividido en 12 subtridngu-
los (micro-tridngulos). La divisién en 12 tridngulos parece una complicacién
innecesaria, pero da muchas ventajas con respecto del refinamiento Powell-
Sabin.

En este caso vamos a trabahar sobre el espacio de macroelementos S3 (A pg12).
El espacio S3(Apgi2) tiene dimensién 3n + n,, siendo n y n. el ntimero de
vértices y lados de A respectivamente. Vamos a proporcionar una derivada
en los puntos medios de cada lado de A. Obtendremos el siguiente subespacio
mas pequeno.

SY(Apsia) == {s € S:(Aps) : Dy, s|. € P! para cada lado e de A},

donde D, es la derivada direccional asociada al vector unitario n. corres-
pondiente con rotar e 90 grados en sentido antihorario. La dimension de este
nuevo espacio es 3n.
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Figura 4.7: Refinamiento de Powell-Sabin12 de una triangulacion

Teorema 4.6.1. Dada una triangulacion A con vértices {(x;,y:) iy y un
conjunto de nimeros reales {z;, 2¥, 2/}, existe un inico spline s € S3(Apgi12)
que cumple

5(17i7 yz) = Zi,

D,s(x;,y;) = 27, i=1,..,n. (4.8)
Dys(xi,yi) = z{,
para todos los vértices de A.
Para computar este interpolante, supongamos que T := (vy,vq,v3) €8s

uno de los tridngulos de A (macro-tridngulo) que ha sido dividido en 12
tridngulos (micro-tridngulos) para formar Apgis. Ahora consideraremos la
restriccién s|7 al macro tridngulo T'. Sera un spline cuadréatico formado por
12 polinomios cuadréticos unidos con regularidad C'. Este subspline estd
determinado por 28 coeficientes.

4.7. Wang

Por ultimo, dada una triangulaciéon A, vamos a considerar su refinamiendo
de Wang, Ay, que vimos en la subseccién 2.5.4. Cada tridngulo de A (macro-
triangulo), es dividido en 7 subtridngulos (micro-tridngulos).

Vamos a hacer uso del espacio de macro-elementos C? siguiente,

So(Aw) == {s € S2(Aw) : s es C* alo largo de los lados de T' € A}

Es un espacio de splines de grado 5. Para cada lado e := (u,v) de A, n, va a
ser un vector unitario perpendicular al lado e. Si definimos m, como el punto
medio de cada lado e, y m! := (2u +v)/3 y m? := (u + 2v)/3, tendremos el
siguiente teorema.
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Figura 4.8: Triangulacion y su refinamiento de Wang.

Teorema 4.7.1. Sea A una triangulacion con vértices {(x;,y;) Y1, y supo-
nemos que tenemos un conjunto de numeros reales {z"}o<yiu<o para i =
1,...,n, y {2}, 22, 23}eep. Entonces existe un tnico spline s € So(Aw) que
satisface:

DyDls(ws,y) = 2", 0<v+pu<2i=1,.,n (4.9)
y
Dy, s(me) = 257
D2 s(m})==z?, paratodoe € E. (4.10)
Dy s(mg) = 2,

Como con los otro espacios de macro-elementos vistos en las secciones
anteriores, para cada triangulo T de A, es posible definir los B-coeficientes
del spline interpolante s asociado con el dominio de puntos en T utilizando
los datos dados de derivadas en vértices y en los puntos de los lados de T,
{2/ Yo<vu<o para i = 1,...,n, y {2}, 22, 23} ccp. Para cada s|r necesitaremos
un total de 96 B-coeficientes.

En la siguiente figura, veremos los puntos asociados a los B-coeficientes
solo pertenecientes a los lados de un triangulo 7" de la triangulacion.

Figura 4.9: B-coeficientes en los lados de un triangulo de la triangulacion.
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Capitulo 5

Implementacion en MATLAB

Vamos a hacer uso de los métodos que hemos descrito en la teoria. Crea-
remos funciones que nos devuelvan los B-coeficientes de los interpolantes,
crearemos programas que evaluen en un punto utilizando estos interpolantes
y por ultimo, programas que evaluen el error del interpolante en una ma-
lla de puntos. Todo ello para los métodos de Powell-Sabin, Clough-Tocher y
Argyris vistos en la teoria. Para las funciones que evaluan estos interpolantes,
deberemos pasarle a la funcién la informacién donde queremos interpolar, es
decir, la triangulacion, el punto que queremos evaluar, y una vez que sepamos
en qué triangulo de dicha triangulacion estamos, los valores correspondientes
de la funcién en los vértices del macro triangulo.

Estas funciones, nos proporcionaran los coeficientes ¢ del polinomio in-
terpolador en su B-forma, con los que, a través de un coédigo en Matlab se
aplicara el algoritmo de Casteljau para obtener el valor pedido. Veremos qué
herramientas tiene Matlab para ejecutar este proceso y qué valores obtene-
mos, teniendo en cuenta que cada interpolante tiene una precision.

Utilizaremos el paquete splinepack [4] de Matlab, del cuédl podemos obte-
ner ejemplos de triangulaciones o ejemplos de scripts que interpolan usando
los B-coeficientes de la representacién Bernstein-Bézier, entre otros recursos.
El paquete splinepack de Matlab también tiene funciones propias definidas
como es la funcién franke2 que utilizaremos para interpolarla con nuestra
implementacion de los métodos presentados en esta memoria, como por ejem-
plo, las funciones que calculan los B-coeficientes de los interpolantes.

Nuestro objetivo es usar en MATLAB los métodos vistos para interpolar
en una triangulacion.

57
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5.1. Triangulaciones en MATLAB

Primero veremos como se define y se representa la triangulacion. MATLAB
tiene una estructura especifica que veremos a continuacion llamada triangu-
lation, la cual almacena vértices, lados y tridngulos de la triangulacién, y las
relaciones entre ellos. Para almacenar en MATLAB una triangulaciéon tam-
bién se puede usar la funcién de splinepack[4] readtri, y para representarla
triplot, propia de MATLAB.

[nv,x,y,nt, TRI|=readtri;
triplot(TRIx,y);

Aqui nv es el niimero de vértices con coordenadas almacenadas en x e y, nt
el nimero de triangulos y TRI la estructura que almacena las relaciones de
la triangulacion.

Se podrian anadir otros datos como el drea de cada triangulo, los vértices
hilados frontera, el nimero de lados, los indices de lados y vértices, etc. con
la funcién trilists de splinepack|4].

[mb, ne, nt, v1, v2, v3, el, €2, e3, iel, ie2, tril, trir, bay, vadj,
eadj, adjstart, tadj, tstart, area, TRI] =
trilists (x, y, TRI)

En la funcion MATLAB anterior tendriamos los siguientes datos:
nb = numero de vértices exteriores,
nv = numero de vértices,
ne = numero de lados,
nt = nimero de tridngulos,
bdy = lista de vértices exteriores,
vl, v2, v3 = lista de los indices de los vértices de cada triangulo,
el, €2, e3 = lista de los indices de los lados de cada tridngulo,
area = lista con el area de cada tridngulo,
iel, ie2 =