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Resumen:

A partir del estudio de los desarrollos asintéticos del error global
cuando se integran ecuaciones diferenciales ordinarias con métodos
de un paso, se propondran y se justificaran técnicas de extrapolacion
para incrementar el orden de cualquier método. En particular, se
considerara el algoritmo de Aitken-Neville para realizar efectivamente
dicha extrapolacion, que se aplicara tomando como base varios
métodos de orden bajo, y haciendo énfasis en el método de Gragg.
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Abstract:

Based on the study of asymptotic expansions of the global error when
integrating ordinary differential equations with one-step methods,
extrapolation techniques will be proposed and justified to increase the
order of any method. In particular, the Aitken-Neville algorithm will be
considered to effectively perform such extrapolation, which will be
applied based on several low-order methods, with emphasis on Gragg's
method.
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INTRODUCCION

Introduccion

Este Trabajo de Fin de Grado tiene como principal objetivo el estudio de los desarrollos
asintéticos del error global al integrar ecuaciones diferenciales ordinarias con métodos de
un paso para justificar técnicas de extrapolacién y obtener asi aproximaciones de diferentes
ordenes en cada paso que permitan hacer estimaciones del error local e implementaciones
con paso y orden variable. El libro de Ernst Hairer, Gerhard Wanner y Syvert P. Negrsett [4]
ha sido nuestra principal fuente bibliografica.

En el primer capitulo, tras una introduccion a los métodos de un paso, que incluyen en
particular a los métodos Runge-Kutta, justificamos los desarrollos asintéticos en la longitud
de paso de sus errores locales y globales. Definimos también los métodos adjuntos y vemos qué
propiedades cumplen. A continuacién, definimos y trabajamos con los métodos simétricos,
que son adecuados para el diseno de los métodos de extrapolacién mas eficientes.

En el segundo capitulo explicamos detalladamente cémo se construyen los métodos de
extrapolacién. En primer lugar, cuando el método base tiene orden 1, se justifica que el
algoritmo de Aitken-Neville proporciona las aproximaciones de diferentes érdenes de manera
muy econdmica. Se consideran ademds distintas sucesiones de pasos para conseguir dichas
aproximaciones, como son la sucesién de Romberg, Bulirsch y la arménica [2, 7]. Tomando
como base un método de orden 2 simétrico, se justifica que el algoritmo de Aitken-Neville
también puede aplicarse y se recomienda en particular el método de Gragg (también llamado
método de Gragg-Bulirsch-Stoer [1, 3]) por ser completamente explicito.

En el tercer capitulo proponemos y justificamos un algoritmo para ajustar el orden y
tamano de paso del método de extrapolacién utilizado en cada paso para integrar ecuaciones
diferenciales ordinarias con el método de Gragg o GBS. Los primeros codigos de este tipo
fueron desarrollados por Bulirsch, Stoer y sus estudiantes [1]. Mds adelante se perfeccionaron
otros enormemente utilizados [2], denominados DIFEX1. El propuesto en este trabajo se ha
realizado de manera independiente atendiendo a las cotas de error en [4], pero con propuestas
ligeramente diferentes.

A lo largo del trabajo se han ido resolviendo ejemplos de uso de los diferentes algoritmos
para mostrar que, efectivamente, los resultados tedricos se reproducen en los ejemplos practi-
cos. Para ello han sido utilizados varios programas de Matlab cuyo cédigo estd incluido en el
apéndice A.
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CA/PI/TULO 1. DESARROLLO ASINTOTICO DEL ERROR GLOBAL PARA
METODOS DE UN PASO

Capitulo 1

Desarrollo asintotico del error
global para métodos de un paso

Queremos resolver numéricamente un problema de valores iniciales de la forma

y/(SC) = f(x,y(x)), T e [‘IOVTF]’
y(zo) = yo €R™, (1.1)

donde f: Q C I x R™ es una funcién de clase C1(£2). Supongamos que tenemos un método
de un paso,

Yn+1 = Yn + hq)(x’myna h)v (1'2)

con x, = xg + nh, siendo h un pardmetro llamado longitud de paso y siendo ®(x,,, yn, h)
una funcién que depende de f y se llama funcién incremento del método. De esta manera, y,
aproxima a y(x,). Para aclarar esto, se puede pensar en esta funcién como la aproximacién
del incremento por unidad de paso. Por ejemplificar, vamos a ver ctal es esta funcién en los
métodos de Euler:

Ejemplo 1.1. Para el método de Fuler explicito, la funcidn incremento es

Q(2p, Yn, h) = f(Tn, Yn). (1.3)

Ejemplo 1.2. Para el método de Euler implicito, hay que definir la funcion de forma implici-
ta,
O(xp, Yn, h) = f(@n + hyn + hO(20, Yn, h)).

La solucién exacta de la ecuacién diferencial tras dar un paso de longitud h es y(z + h).
Vamos a introducir ahora la definicién de error local.

Definicién 1.1. Se denomina error local al residuo existente cuando en la ecuacion que
define el método se sustituye la solucion numérica por la exacta. Si el método tiene orden
p, la solucién considerada es suficientemente reqular y ® también, dicha expresion tiene un
desarrollo asintdtico en h =0 de la forma:



1.1. EL ERROR GLOBAL

y(@ +h) —y(@) = h(z,y(2), h) = dpsr (@)W + -+ dyya ()R + O(RNF2). (1.4)

1.1. El error global

Es bien conocido que, cuando el error local se comporta como O(hP*1), el error global se
comporta como O(hP). Nuestro objetivo ahora es encontrar una funcién e,(x) tal que

Y(@n) — Yn = ep(xn)hp =+ O(hp+1)- (1.5)
Para ello consideramos
Un = UYn + ep(xn) P, (1.6a)

como la solucién numérica de un nuevo método, que comparandolo con (1.2), podemos escribir
de la forma

Uni1 = Un + h® (2, G, h). (1.6b)
Observamos que entonces

~ A'n, - A’n n n hp — Yy — n hp
q)(l'n,gn,h) = Y +1h Y = Ynt1 +€p(l' +1) - Y ep(;v )

= Q(zn, Yn, h) + (ep(Tnt1) — ep(xn))hp_l
= ®(2p, Yn — ep(xn)hp, h) + (ep(mn-&-l) - ep(xn))hp717

por lo que &)(a:, y, h) se puede expresar como

~

Oz, y,h) = B(z,y — ep(x)h?, h) + (ep(x + h) — ep(x))hP . (L.7)

La idea clave es ver cémo debe ser e, para que el nuevo método tenga orden p + 1. Notamos
en primer lugar que debe ocurrir que e,(z¢) = 0, puesto que, segun (1.1), y(zo) = Yo, y €s
necesario que esto ocurra para que (1.5) sea cierto para n = 0 independientemente del h
escogido.

Para ver qué ecuacién diferencial debe cumplir la funcién e,, notemos en primer lugar lo
siguiente:

Nota 1.1. Si el método (1.2) tiene al menos orden 1 de consistencia, ocurre que

f(z,y) = @(2,y,0), (1.8)
y, por tanto,
0P g
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Demostracion. Recordemos en primer lugar que la consistencia es equivalente a que
y(@ +h) —y(z) — hd(z,y(x),h) = O(h?),

para cualquier funcién y(z) solucién de un problema de la forma (1.1). Haciendo desarrollos
de Taylor en torno a h = 0, se tiene entonces que

/(@) + O(H) — h (9(a.0(2).0) + WGy (o, 3().0) + OU2) ) = O),

de donde anulando el coeficiente de h se obtiene

[z, y(2)) = @(2,y(x),0).

Como yg en (1.1) puede ser cualquiera, y(x) también, de donde se deduce (1.8) y, derivando
respecto de y, (1.9). O

Desarrollando el error local del nuevo método (1.6) en potencias de h y utilizando (1.8)
obtenemos:

y(z +h) —y(z) — h®(z,y(x), h)
=y(z + h) —y(x) — h(®(z,y(x) — ep(x)BP, h) + (ey(x + h) — ep(x))hP~1)
=y(z+h) —ylx) — h®(z,y(x),h) + h (ep(x)h”gj(x, y(x), h) + O(h?P)
—hp_l(he;(a?) + (’)(hQ)))
0P

= dpa ()W 4 ey (@)h T S, y(2), 0) — e (@)h T+ O(RP)
y

— pptl (dp+1(x) + ep(x)g—;c(a:,y(x)) - e%(x)) + O(hPT2),

Observamos, por tanto, que el término en h?T! desaparece si lo hace el paréntesis, por lo que
para lograr esto ep(x) debe ser solucién de la ecuacién diferencial

e(z) = g—zu,y(x))ep(m)mw(x),
ep(zo) = 0. (1.10)

Este proceso puede repetirse con el método con funcién incremento &)(:c, y(z), h), puesto
que es de orden p + 1 y satisface (1.8). Procediendo recursivamente, queda demostrado el
siguiente teorema [3]:

Teorema 1.1. Consideremos un método de la forma (1.2) con funcidn incremento ® sufi-
cientemente regular y consistente y cuyo error local admite un desarrollo de la forma (1.4)
con p > 1. Entonces el error global tiene un desarrollo asintdtico de la forma

y(x) —yn = ep(x)hP + ... + eN(x)hN + Eh(a:)hN+1, (1.11)

3
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donde las funciones e; son soluciones de ecuaciones diferenciales no homogéneas del tipo
(1.10) y el residuo Ey(x) queda acotado para o < x < xzp y 0 < h < hg, para cierto hg > 0.

Las propiedades de diferenciabilidad de e;(x) dependen, como hemos visto antes, de las
de f y ®. El desarrollo (1.11) serd la base tedrica para los métodos de extrapolacion.

Nota 1.2. Cuando el método de partida (1.2) tiene orden p > 2 y ® es lo suficientemente

reqular,
0P 0 0

Demostracion. Puesto que
y(z +h) —y(z) — he(z,y(x),h) = O(h?),
haciendo desarrollos de Taylor entorno a h = 0, se tiene que

0 200

hy'(z) + 54" (z) = h(z,y(2),0) (z,y(2),0) = O(h?),

oh
que usando (1.8) puede escribirse como
h? (Of of 5 0D B
T (S + Fw v ) - g0 o

de donde se obtiene el resultado teniendo en cuenta que el coeficiente de h? debe anularse. [

Nota 1.3. Cuando el método de partida (1.2) tiene orden p > 2 y ®(x,y(x),h) es lo sufi-
cientemente regular, el término principal del error local del método (1.6) viene dado por:

19f 1,

Qi) = dpia(w) = 5 (2, (@))dpa (2) = 5y (2),

~ 33y
con lo que el coeficiente epi1(x) debe satisfacer
of 10f 1
epralx) = afy(x,y(w))epﬂ(x) + dpyo(z) — 5@(x,y(x))dp+1($) = 54y (@),
€p+1($0) = 0. (1.13)

Demostracion. Si avanzamos un poco mas en el desarrollo asintético del error local del méto-
do (1.6) tenemos que

y(z +h) —y(x) — he(x, y(x), h)
=ylx+h) —y(z) — h(P(z,y(x) — ep(z)hP, h) + (ep(x + h) — ep(x))hp_l)

= y(a+ h) — y(x) — hD(wy(z),h) + h (ep<x>hp§fj’<x,y<x>, h) + O(h*)

2

0P 0%*®
= a4 a2 e (G200, 0) + ), 0 )

hPT2

— el (z)hPH! — ey (x) + O(hP?).
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Como el método (1.6) tiene orden p + 1, el coeficiente de h?™! se va a anular. Asf pues,
= (dya(o) + ey o) (), 0) — Aele)) W2+ O( )
2 P Dyon N 2P '

Desarrollamos ahora e; () y %(m, y(x),0), teniendo en cuenta (1.10) y (1.12)

2 2
e5(0) = (e (o) + Gyt <Q o)+ 5L vt @)+ 4, )
Of >’f f
(@a( o)+ Sh s o) + (P ))%w>
of

+ 5y @)y () + diy (),

2 5 ) ,
%(%y(fn)ﬂ) = % (aayafx (z,y) + g—ng(:c,y)f(x,y) + (gj(x’y(m))> ) .

Por lo tanto llegamos a que

y(a +h) —y(x) = hd(w,y(2), h)

— (120 = § 3L @ eDy) = Gpa(a) ) 12 4 O,

que es lo que queriamos probar. O

1.2. Meétodo adjunto y propiedades

Los algoritmos de extrapolacién mas importantes utilizan expresiones asintéticas con
potencias pares de h. Para dar una base tedrica para estos métodos, necesitamos explicar el
significado de y,, para h negativo. Vamos a escribir (1.2) pero cambiando h por —h,

Yn—1 = Yn — hq)(xruynu _h)7
y ahora cambiamos x,, por x, + h,
Yn = Yn+1 — hq)(l‘n + h, Yn+1, _h)

Hemos llegado a una ecuacién implicita para y,4+1 que, por el teorema de las funciones
implicitas, posee una unica solucién para h suficientemente pequenio, expresado como,

Yn+1 = Yn + h‘b*(l‘n, Yns h) (114)

Llamando A a y,41 y B a y, estamos en condiciones de presentar la siguiente definicion.
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Definicién 1.2. Sea ®(z,y,h) la funcidn incremento de un método. Definimos la funcion
incremento del método adjunto, ®*(z,y,h) a traves del par de formulas

B = A—h®(x+h,A —h),
A = B+ h®*(z,B,h). (1.15)

Ejemplo 1.3. El método adjunto del método explicito de Euler es el método implicito de
Euler, ya que de B=A — hf(x + h, A), se obtiene A= B+ hf(x + h, A).

Definicién 1.3. Sean b;, a;; y ¢; (1,5 =1,...,s) numeros reales, el método
ki = f(xn+cihyyn +hZaijkj), i=1,---,s,
j=1
Ynt+1 = Yn + thlk“ (116)
i=1

se llama método Runge-Kutta de s etapas.

Teorema 1.2. Sea un método Runge-Kutta con coeficientes a;;, bj, ¢; (i,7 = 1,...,s).
Entonces el método adjunto es equivalente a un método Runge-Kutta con s etapas y con
coeficientes,

%

i = l1—csp1-4,

*

Q;; = bs+1—j — OQs41—i,s4+1—3;
* — .

b] — bs+1_].

Demostracion. Partiendo de (1.16) y sustituyendo h por —h,

ki = f(xn_czhayn_hzawkj)a
j=1
Yn—1 = Yn — hzbzkz
i=1

Cambiando z,, por z, + h

ki = flon+ (L= c)hyn +h Y (b — aij)k;),

i=1
S

Uni1 = Yn+hY biki.
i=1

Para preservar el orden natural de cq,--- ,cs vamos a permutar los valores k; y a cambiar
los indices iy j por s+1—1iy s+ 1—j. Asi tenemos que

S
ksyi—i =k = flan+ 1 —csy1-i)h,yn + hZ(bs—i-l—j — Qst1—i,s+1—5) ki),
=1
S
Ynt1 = Yn+ hz botr1—iki-,
i=1
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que es lo que queriamos probar. O

Otras propiedades del método adjunto son las siguientes:

Teorema 1.3. &** = .
Demostracion. Si sustituimos h por —h, x por  + h, B por Ay A por B en (1.15) llegamos
al método original. O
Teorema 1.4. El adjunto de un método tiene el mismo orden que el método original y el
término principal del error local es el del método inicial multiplicado por (—1)P.
Demostracion. Si cambiamos h por —h en (1.4),

y(@ —h) —y(@) + he(z,y(z), —h) = dpr1 (@) (1) + O(RP*?).
Sustituyendo x por = + h tenemos

y(x) — y(x +h) + h®(z + h,y(x + ), —h) = dp1 (x + h)RPTH(=1)PT 4 O(hPH2),
y teniendo en cuenta que dpy1(z + h) = dpt1(x) + O(h),
y(@) + dpia (@) P (=1)P + O(hP?) = y(a + h) — h®(x + h,y(a + h), —h).
Tomando A = y(x + h) y B = y(z) + dpi1(x)hPTH(—1)P + O(hP+?), llegamos a que
B=A—-h®(x+h,A, —h),

y utilizando (1.15) tenemos

y(@ +h) = y(2) + dps1 ()R (=1)P + he* (z, y(2), h) + O(RP*?),
que es lo buscado. O
Teorema 1.5. El método adjunto tiene el mismo desarrollo asintético del error global (1.11)

que el original, pero con —h en lugar de h.

Demostracion. Teniendo en cuenta el teorema anterior sobre el error local del método ad-
junto,
Y(@n) — yn = ep(xn)(—h)P + (’)(hp+1), (1.17)

donde y,, es la solucién numérica que proporciona el método adjunto. Esto es cierto porque
el cambio de signo de e,(x), es decir de la solucién de (1.10), cambia con d,41, teniendo en
cuenta que e,(xo) = 0 y la férmula de variacién de las constantes. Mds concretamente,

cole) = [ Mo 5)dya ().



1.2. METODO ADJUNTO Y PROPIEDADES

siendo M (z, s) la matriz de transicién asociada al problema variacional

5 (x) = %<x, y(2))8(x),
5(0) = 1.

Asi pues, tenemos el primer término que queriamos. Para finalizar, habria que repetir el
procedimiento iterativo de la seccién 1.1 teniendo en cuenta que la transformacion de la
funcién incremento de un método presentada en (1.6b) conmuta con la transformacién del
adjunto presentada en (1.15), es decir,

" = . (1.18)
Probémoslo. Partiendo de (1.6a) y (1.6b), para el método de incremento P,
Ynsr + ep(tn + WA = Gogr = G+ h(2n, G, 1)
= yYn + ep(zn)hP + ht/I;(:rn,yn +ep(xn)hP, R).
Sustituyendo h por —h
n-1 + ep(n = R)(=h)” = Yo + ep(an) (=h)” = hB (i, yn + ep(an) (=h)P, =h),
y sustituyendo x,, por =, + h
n + €p(n) (=h)” = Y+ ep(n + h)(=h)? = hB(wn + by + e (2n + h) (=h)7, =h).

Tomando A = y,11 + ep(Ts + h)(—h)P y B =y, +ep(xy)(—h)P y aplicando (1.15) tenemos,

Ynt1 + (@ + 1) (=) = g + ep(@n) (—h)? + h®* (@, yn + €p(20) (=), ). (1.19)

Ahora bien, si utilizamos (1.6), teniendo en cuenta el error global del método adjunto probado

n (1.17), obtenemos (1.19) de nuevo pero con ®* en lugar de ®*, por lo que el resultado
queda demostrado. Vamos a verlo de otra manera. El teorema 1.5 nos dice que si

Yn+1 = Yn + h(b*(l'n, Yn, h)a

entonces
Yn = Yn + ep(zn)(—h)",
por lo que
(i)\*(xm G h) _ ﬁ/U\nJrlh_ Un _ Ynt+1 + ep($n+1)(_h>p — Yn — ep(xn)(_h)p
: (=h)?
= ®" (2, Yn, h) + (ep(anrl) - ep(xn)) h
* -~ p (7h)p
= O (2p, Yn — 6p(mn)(_h) h) + (ep(xn-&-l) - 6p(xn))T~
Luego

Ynt+1 = Yn +h® (T, Un — ep(20)(—h)", h) = yp — (ep(Tnt1) — €p(n))(—h)" + h(i)\*(xm Yn, h).
Asi llegamos a

Ynt1+ €p(@n + B)(=h)P = Yo + €p(n)(—h)? + B(D7) (2, yn + €p(wn)(—h), h),
y por comparacién con (1.19), (1.18) queda probado. O
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1.3. Métodos simétricos

Definicién 1.4. Un método se llama simétrico si & = ®*

Definicién 1.5. El método niumerico definido por

h
Yn+1 = Yn + 5 (f(xnyyn) + f(zn-‘rlayn—i-l)) ) (120)

se llama regla de los trapecios.

Definicién 1.6. Al método

h 1
Yn+1 = Yn + h‘f (xn + 53 i(yn + yn+1)> ’ (121)

se le denomina regla del punto medio implicita.

Ejemplo 1.4. Los métodos (1.20) y (1.21) son simétricos, pues haciendo sus adjuntos (es
decir, cambiando Yn41 POT Yn, h por —h y x, por x, + h) los métodos quedan invariantes.

Ahora vamos a ver un par de teoremas para caracterizar los métodos simétricos Runge-
Kutta. Los métodos Runge-Kutta que se utilizan son todos ellos consistentes y satisfacen la
condicién de simplificacién

Zaij = G4, (122)
j=1

por lo que supondremos a partir de ahora ambas propiedades en el método Runge-Kutta.

Teorema 1.6. Si
As41—i,54+1—j + Q5 = bs+17j = bja Zaj = 1; S, (123)

entonces el método Runge-Kutta correspondiente es simétrico. Ademds, si b; # 0 para todo i
y los ¢; son distintos y estdn ordenados de la forma ¢; < ca < --- < ¢5, entonces (1.23) es
también una condicion necesaria para la simetria.

Demostracion. La demostracion de que (1.23) es condicién suficiente es trivial a partir del
teorema 1.2, puesto que la condicién ¢; = 1 — ¢541-; se cumple sumando (1.23) para j =
1,---,s, teniendo en cuenta que los métodos Runge-Kutta se construyen con la condicién
de simplificacién (1.22) y con la condicién de consistencia Y ;_; b; = 1. Que el método sea
simétrico implica que tanto el método original (de coeficientes ¢;, a;j, b;) como el adjunto (¢},
a;;, bj) dan los mismos resultados numéricos. Si aplicamos ambos métodos a y'(z) = f()
con h=1c¢ey, =z, =0, entonces obtenemos

S bif(e) = SHAE),
=1 =1



1.3. METODOS SIMETRICOS

para cualquier f(x). Tomando, para cada i, f tal que valga 1 en ¢; y 0 en el resto de valores
¢j y ¢ distintos de ¢; y ordenando los indices de {c;‘} para que ¢} coincida con ¢; (si ningin
¢} coincide con ¢;, se llegaria a b; = 0, que es absurdo) se llega a que

bf = bi, cl

K2 K3

=¢; para todo i. (1.24)

Ahora aplicamos ambos métodos a y;(z) = f(z), y4(z) = 2%y, con h =1¢e yp1 = Yno2 =

Tp,1 = Tn,2 = 0 y obtenemos que

S

> biclaiif(e;) = Y bieital;f(c)),

ij=1 ij=1

puesto que en este caso
S
Ynt1,1 = Yna1 T Zbiki,la kix = f(ci),
i=1
S S
Uni12 = Unzt+ D bikiz, kiz = ()Y aikji.
i=1 j=1
Esto implica, teniendo en cuenta (1.24) y el mismo razonamiento que antes, que

S S

R q,% ;
g bicla;; = E bicja;;, para todo j.
i=1

i=1
De aqui, teniendo en cuenta que podemos tomar ¢ = 0,1,--- ,s — 1, tenemos para cada j
un sistema homogéneo de Vandermonde con las incdgnitas b;(a;; — a}‘j) para cadai=1,..,s.
Teniendo en cuenta que b; # 0 se llega a que a;; = aj;. U

La siguiente propiedad de los métodos simétricos se desprende de los resultados previos.

Teorema 1.7. Si ademds de cumplir las hipdtesis del teorema 1.1, el método de un paso
es simétrico entonces el desarrollo asintdtico del error global (1.11) contiene sélo potencias
pares de h:

y(x) — yn = egq(x)h2q + 62q+2(a:)h2q+2 +oee (1.25)

con egj(xo) = 0.

Demostracion. Por ser ® = ®*, el desarrollo asintético del error global de ambos métodos es
el mismo, por lo que utilizando el teorema 1.5,

Y(&) = o = @+ epia @A 4o = @) (—h)P + epia (@)(<h) 4

Necesariamente los e;(z) tales que j es impar son 0, por lo que el resultado queda demostrado.
O
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CAPfTULO 1. DESARROLLO ASINTOTICO DEL ERROR GLOBAL PARA
METODOS DE UN PASO

1.4. Métodos de colocacion

Vamos a presentar ahora los métodos de colocacién y la propiedad que permite garantizar
que son simétricos.

Definicién 1.7. Para s entero positivo y c1,--- ,cs numeros reales distintos (usualmente
entre 0 y 1), el correspondiente polinomio de colocacion u(x) de grado s se define, imponiendo

w(xy) = yn (valor inicial)
w(zy +cih) = f(xn+cihyu(z, +ch), i=1,--s, (1.26)

que determina un método de la forma
Ynt+1 = U(I‘n + h) (127)

Teorema 1.8. El método de colocacion (1.27) es equivalente al método Runge-Kutta (1.16)
de s etapas con coeficientes

c; 1
Q55 = / Ej(t)dt, bj = / ej(t)dt, i,j=1,--- s,
0 0
donde las funciones £;(t) son los polinomios de Lagrange,

] - (t,ck)
E](t) - kl;[] (Cj _ Ck)'

Demostracion. Tomamos k; = u'(z, + ¢;h) y como u/(z, + th) serd un polinomio de grado
s — 1, utilizando la forma de Lagrange,

S
(@ +th) =Y kil;(t).
j=1
Integramos entonces u'(z,, + th), entre t = 0 y t = ¢; y obtenemos

w(xy + cih) = yn + h/ W (xy, + th)dt =y, + h/ | Z kil (t)dt
0 0 =1

=yn+thj/ ej(t)dt:yn+hz</ @-(t)dt)/cj.
j=1 70 j=1 0

Ahora bien, usando (1.26),

ki = F(@n + cihyulwn + i) = F | 2o+ cihoya + 5> (/ léj(t)dt> k|
0

j=1

11



1.4. METODOS DE COLOCACION

con lo que hemos demostrado que a;; = [ ¢;(t)dt. Utilizando (1.27),

1 1 s
Ynt1 = u(xn+h)=yn+ h/ u/(mn +th)dt =y, + h/ Z kjgj (t)dt
0 0 i

Yn +hzi:1 </01€j(t)dt> kj,

demostrando asi que b; = fol £;(t)dt, por lo que hemos llegado al método buscado. O
Teorema 1.9. Un método de colocacion basado en puntos de colocacion distribuidos simétri-

camente es simétrico.

Demostracion. Que los puntos de colocacion estén distribuidos simétricamente significa que
¢; = 1—cs41—. Por este motivo, los polinomios de Lagrange cumplen que £;(t) = fs11-;(1—t),
ya que en ese caso ls11-;(1 — ¢;) = d;5, con

s o[ 1 sii=j,
WTV 0 sii#y,

y s+1-i(1 — t) sigue siendo un polinomio de grado < s — 1.

Tenemos ahora que ver que se cumple la condicién (1.23), que se verifica facilmente con
lo anterior y un cambio de variable u =1 — ¢:

Cs4+1—i Ci
a5+1,7;55+1,j + aij = / €s+1fj (t)dt + / g](t)dt
0 0

Cs+1—i Ci
= / €S+1_j(t)dt+/ Cop1_j(1 = t)dt
0 0

Cst1—i 1
[ s [t
0 1

—c;

Cst1—i 1
/ €S+1,j(t)dt+/ €s+1,j(u)du
0

Cs1—i

1
= / Esﬂ,j(u)du = b5+1,j.
0

12



CAPITULO 2. DESCRIPCION DE LOS METODOS DE EXTRAPOLACION

Capitulo 2

Descripcion de los métodos de
extrapolacion

2.1. Procedimiento general de extrapolacién

Vamos ahora a presentar un nuevo método de aproximacion. Tenemos otro problema de
la forma (1.1) y sea H > 0 una longitud de paso base. Elegimos una sucesién de enteros
positivos tales que

ny<ng <ng<---,

y definimos sus correspondientes longitudes de paso hy > hg > hy > ---, como h; = H/n,.
Elegimos ahora un método de orden p y calculamos el resultado numérico con n; pasos de
longitud h;, obteniendo

Ti,l = Yn;,his

donde yp, », aproxima y(zxo + H).

La idea consiste en eliminar tantos términos como podamos del desarrollo asintético del
error global, calculando el polinomio interpolador

p(h) =7 — eph? — ey hPT — oo — e g ohPTRT2, (2.1)

de forma que

Notemos que g hard las veces de la solucién exacta en el desarrollo asintético despreciando
los términos de orden mayor. Por ello, consideramos como mejor aproximacién a la misma,

Tjx =p(0) = 7.

Las condiciones (2.2) corresponden a k ecuaciones lineales para las k incdgnitas 7, e, -,
€pt+k—2. Veamos un ejemplo.

13



2.1. PROCEDIMIENTO GENERAL DE EXTRAPOLACION

Ejemplo 2.1. Para k =2, ny =1, ny = 2, aparece la llamada extrapolacion de Richardson,
que consiste en lo siguiente:

plhi)=Tin = y—e,H?
ph)=Ton = G-ep(5 ),
por lo que
e, HP = y—Ti,
epHP = 2P(y —Th,).

Asi pues tenemos que
y—Tg =2y —Tza),

y, despejando y, llegamos a la extrapolacion de Richardson:

~ T 1 —T
Tz,ziyiizl’)_l : :Tz,14r72’21p_11’1

Vamos a ver ahora un lema previo que necesitaremos mas adelante.

Lema 2.1. Siaq,as, - ,a, son distintos numeros reales positivos y r1,72, -+ ,Tn SON nime-
ros reales distintos, entonces

a'{l a'{Q . a'{n
T1 T2 Tn
as aq . aq
A= | (2.3)
a’t a’? e a’n

n n

es invertible.

Demostracion. Como A es invertible si y sélo si ker A = 0, el resultado es equivalente a
probar que si

g(t) =D ait”, (2.4)

tiene n ceros positivos distintos, entonces g(t) = 0. Para probar esto vamos a razonar por
induccién sobre n. Sin = 1, el hecho de que g(t) = a;¢™ tenga un cero positivo, por ejemplo
t = ¢, implica ay¢™ = 0 con ¢ # 0, por lo que a; = 0. En otras palabras, g(t) = 0.
Supongamos cierto para n — 1 el resultado y veamos ahora si es cierto para n. Suponiendo
que g(t) en (2.4) tiene n ceros positivos distintos, lo mismo serd cierto para t~"¢g(t). Por el
teorema de Rolle, entonces

g n

tendrd n — 1 ceros positivos ditintos. Podemos por tanto aplicar la hipétesis de induccién
pues hay n — 1 sumandos. Llegamos a que %(t’”g(t)) = 0, en otras palabras, t " g(t) = C
con C una constante. Sea x un cero positivo, de g, se tiene g(z) = Cz™ = 0. Por lo tanto,
C =0 con lo que g(t) = 0, finalizando asi nuestro razonamiento de induccién. O

14



CAPITULO 2. DESCRIPCION DE LOS METODOS DE EXTRAPOLACION

Teorema 2.1. El valor T representa un método numérico de orden p +k — 1.

Demostracion. Comparando (2.1) y (2.2) con (1.11), tomando N =p+k — 1,
Ti,l = y(mo + H) — €p(l‘0 + H)hf — = €p+k,2(.€(:0 + H)hf+k_2 — A, (25)

donde
Ai = eppii(zo + H)W 4 By (20 + H)WTE = O(HPTF),

porque epik—1(z0) =0y hi < H.

Notemos que (2.5) puede verse como un sistema de ecuaciones lineales, siendo las incégni-

tas y(wo + H), HPep(xo + H), -+, HP**=2¢, ;. _o(xo + H), donde la matriz de coeficientes
es .
-1 wr e
A= : : )
-1 — 1 . ﬁ
j—k+1 Ny kg1

que, por el lema 2.1 es regular, ya que coincide salvo el signo de la primera columna con
una matriz de la forma (2.3), con n =k, a1 = 1/nj,--- ,ar = 1/nj_py1, 1 =0y rg =
p,--+,rr = p—+ k — 2. Dicho sistema coincide con (2.2) pero en el lado derecho perturbado
por A; = O(HP**). Como la matriz de coeficientes es invertible, restando de (2.5) (2.2)
obtenemos

ylxo+h)—7
0 A
=A1L :
0 Aj-kt1
Por lo que,
[y(zo + H) — 3| < A7 - méx|A| = O(HPTF),
que es una cota para el error local, que se comporta como O(HPF). O

Una gran ventaja de este método es que nos proporciona una tabla de resultados numéri-
cos de la forma,

Ty
Ty T2
Ts1 T3 Tas (2.6)

Ty Tup Taz Taa

que forma una sucesiéon de métodos encajados que permite estimar el error local facilmente
y desarrollar estrategias de orden variable. A modo de ejemplo vamos a presentar varias
sucesiones de ndmeros de pasos {n;} utilizadas comdinmente:

Ejemplo 2.2. La sucesion de Romberg: (Romberg 1955 [7])
1,2,4,8,16,32, 64,128,256, 512, - - - (2.7)

Esta sucesion estd formada por potencias de 2.
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2.2. EL ALGORITMO DE AITKEN-NEVILLE

Ejemplo 2.3. La sucesién de Bulirsch: (Romberg 1955 [7])
1,2,3,4,6,8,12,16, 24,32, - -- (2.8)

Para construir esta sucesion hay que alternar potencias de 2 junto con 1,5 - 2F. Una ventaja
respecto a la anterior es que, para un método base dado, realiza menos pasos y, por tanto,
necesita menos evaluaciones de funcion para llegar al mismo orden.

Ejemplo 2.4. La sucesion armdnica: (Deufihard 1983 [2])
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, - - (2.9)

Es la sucesion mds “economica” en el sentido de que es la que menos pasos debe dar para
llegar a un orden dado.

Cuando el método es simétrico una demostraciéon andloga a la del teorema 2.1 permite
probar el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Cuando el método base es un método simétrico de orden p, T} representa
un método numérico de orden p + 2k — 2.

Demostracion. Igual que en el teorema 2.1, teniendo en cuenta el desarrollo en potencias
pares del error y tomando N = p 4 2(k — 1), con lo que A; = O(HPT2*=1) que indica el
comportamiento del error. Como antes, puede volver a aplicarse el lema 2.1. De aqui, el error
global se comporta como O(HP+2k=2), O

2.2. El algoritmo de Aitken-Neville

En el caso p = 1, (2.1) y (2.2) se convierten en un problema de interpolacién clésico y
podemos calcular los valores de Tj ) econémicamente mediante el uso de métodos clasicos.
Como sélo necesitamos los valores de los polinomios de interpolacién en el punto h = 0,
el algoritmo mas econémico es el de “Aitken-Neville”. Vamos a presentar antes de ver este
algoritmo un lema previo.

Lema 2.2. En el problema de interpolacion polindmica de Lagrange, denotemos por W al
conjunto de los nodos y, para cada subconjunto S no vacio de W, llamemos Ps al polinomio
interpolador de Lagrange de f en S. Si S y T son dos subconjuntos no vacios de W que
tienen todos sus puntos en comun salvo el x;, que estd en S y no en T, y el x; que estd en
T y no en S, entonces

(zi —2)Pr(z) - (z; —2)Ps(z)

Psur(z) = (2.10)

Demostracion. Para demostrar que (2.10) es el polinomio interpolador de Lagrange de f en
S UT tenemos que ver que es un polinomio de grado < m, siendo m + 1 el nimero de nodos
de SUT, y que coincide con f en los nodos pues, de existir, es unico. Esto ultimo es trivial
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CAPITULO 2. DESCRIPCION DE LOS METODOS DE EXTRAPOLACION

para x; y para x;, pues lo cumplen Ps y Pr respectivamente. Para x;, € § distinto de x;
tenemos que Ps(xy) = Pr(zy) = f(zk), por lo que

Pour(an) = (@i — xk)f(wi), :ixg —zx)f(xr) _ xif(fﬂ;) :zjf(xk) = fan).

Ahora bien, tanto Ps como Pr tienen grado < m — 1 y, como estdn multiplicados por
polinomios de primer grado, Psyr tiene grado < m. O

Basandonos en el lema 2.2 podemos construir P = Py, a partir de dos polinomios que
interpolen en N puntos. Cada uno de estos se puede construir a su vez a partir de dos que
interpolen en N — 1 puntos y asi hasta llegar a polinomios constantes. Vedmoslo.

Teorema 2.3. Sea para j =0,1,--- /N

) J

Pjo = f(z;),
yparag=0,1,--- N—1,j=9g+1,---,N,

(2 = 2)Py19(2) = (25 y1 — 2) P, g (0)
Pygia(e) = B Dho1a®) = imams = D)a(w) (211)
Tj—Tj—g-1

Entonces P; 4 es el polinomio de grado < g que interpola en los g +1 nodos xj_g,--- ,x;.

Demostracion. Sean P; 4(x) el polinomio de interpolacién de Lagrange de f en los pun-
tos Tj_g, -+, x5, Pj_1,4(x) el polinomio de interpolacién en los puntos x;_1_g, - ,2j-1
¥ Pjg+1(x) el polinomio de interpolacién en los puntos x;_4—1,---,2;. Entonces los poli-
nomios Pjgi1(x) y Pjg4(z) coinciden en los puntos xj_g4,---,z;. Por tanto, las raices de
P; g41(x) — Pj 4(x), que es un polinomio de grado < g+ 1, son z;_g4,--- ,z;, es decir,

Pjgi1(x) = Pjg(x) = fjg11(x —xjg) -+ (2 — 7)),

siendo f; g4+1 el coeficiente del término de grado g + 1. De manera andloga también tenemos
que
Pjgi1(x) = Pi14(z) = figr(@ —xzj_g-1) - (. — z5-1).

Dividiendo ambas expresiones tenemos

Pigri(x) —Piglz) — x—ux;

Pj’ngl((,U) — ijl,g(x) xr — {Ej,g,1 '

Despejando Pj 441(z) llegamos a

(@5 = 2)Pj1,4(2) = (2j-g-1 —2) Pj4(2)
Tj = Tj—g-1

Pjgy1(x) =

17
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Vamos ahora a simplificar (2.11) para que nos sea mas cémodo utilizarlo:

2P (s — . P
Pig(z) = Pj,(z)+ (zj —2)Pj19(x) — (#j—g1 —x+ 25 —2j_g1)F;4(2)
Lj—Xj—g—1
r — Ty
= Pjg(r) + ———L—(Pjy(x) — Pj_14(x))
Lj—Tj—g-1
Si aplicamos el resultado previocon x =0y z; = nj%, que son los valores que nos interesan,
llegamos a
H
Pjg+1(0) = Pjg(0) = — 5 (Pj4(0) — Pj_1,4(0))
nj+1 Mj—g
1
= Pj4(0) - 1_w(ﬂkg(o) — Pj_1,4(0))
1
= Pjq(0)+ W(Pj’g(o) — Pj_1,4(0)).

Utilizaremos ahora la notacién presentada en este capitulo, ya que al ser p = 1, Tj 1, es la
evaluacién en 0 de un polinomio de grado g = k — 1. Mdas concretamente, T} , = P;_1 x—1(0),
donde los nodos de interpolacién son z;_1,--- ,x;_x. Por tanto, tomando en la férmula de
arriba ¢ = k — 1 y cambiando j por j — 1 tenemos

Tikp —Tj—1,k

Tjppr =Tjp+ —F—~—~-
! " (ng/njok) — 1

(2.12)

Si el método utilizado es simétrico sabemos, segin comentamos en la demostracion del
teorema 2.2, que cada extrapolacién elimina dos potencias de h. Por lo tanto, para p = 2
(es decir, cuando ¢ = 1 en (1.25)) también utilizamos el algoritmo de Aitken-Neville (con
2 = (H/nk+1)?) llegando asi a

Tikp —Tj—1,k

Tjpir =Ty + ~2h——L2bh
J,k+1 J» (nj/nj—k)2 1

(2.13)

en lugar de (2.12). Gracias a esto podemos calcular los elementos de (2.6) a partir de los 2
elementos a la izquierda y arriba, como en una tabla de diferencias divididas, lo cual es muy
eficiente.

Vamos a presentar ahora un ejemplo numérico para esclarecer esto.

Ejemplo 2.5. Vamos a resolver el problema

Y (x) = (—y(z)sinz + 2tanx)y(z)

y(n/6) = 2/V3,

con la solucidn y(x) = 1/cosx y longitud de paso base H = 0,2 con el método de Euler
explicito (1.3), para lo que wutilizaremos (2.12), y con la regla del punto medio implicita
(1.21), que es un método simétrico, para lo que utilizaremos (2.13). Las figuras 2.1, 2.2 y
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CAPITULO 2. DESCRIPCION DE LOS METODOS DE EXTRAPOLACION

2.8 representan, para cada uno de los T} ;. de la tabla de extrapolacion, el trabajo numérico
1+n;—14+n;_1—14+---+n;_p41—1 (entendido como el nimero de evaluaciones de funcion
realizadas), comparado con la precision |1, — y(xo + H)| en escala doblemente logaritmica
y tomando como base el método de Fuler explicito. Notemos que la evaluacion de la funcion
en la condicion inicial se hace una vez por todas para todas las longitudes de paso necesarias.
La primera grdfica corresponde a la sucesion (2.7), la seqgunda a (2.8) y la dltima a (2.9).

Romber
10° . J
105+
o
©
(7]
)
g
o
10710
10715 . ‘
10° 10! 102
Trabajo

Figura 2.1: T} ;, para el método de Euler explicito con la sucesién de Romberg.

0 Bulirsch

10

T3, 8.2

=
o
n
T
w
w

Precision

=

O|
AN
[S]

10° 10!
Trabajo

Figura 2.2: T} ;, para el método de Euler explicito con la sucesién de Bulirsch.
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Armoénica

10°
102
10
oy
'S —
S 100} R
L .H=2
o TJ’S
108} < W
= TJ 5
6
1010} —e—‘ﬂ?
—e—ﬁ .
10—12
10°

10t

Trabajo

Figura 2.3: Tj j para el método de Euler explicito con la sucesién Armonica.

Romber
10° nerg
10° o1 ,
c
S
[72]
: Tya
o 52
10—10 L i
= T 1 N TE 3
DN N ’
e 5.4
——T Tsg
10—15 L
10° 10t 10°
Trabajo

Figura 2.4: T} para la regla del punto medio implicita con la sucesién de Romberg.
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0 Bulirsch
10 :
%\M\JSJ
10° 1 1
c
© T
[72]
8 33 b2
<
a
T
1020 - 453 _
+;,1
T, 54
Tgs
—o—T,
= 5
10715 ‘
10° 10t 10
Trabajo

Figura 2.5: T} . para la regla del punto medio implicita con la sucesién de Bulirsch.

Arménica
|

10°

07 N |

&
‘n 5.2
‘C 33
o
o
0 3
1010+ g 1
—o— ;,1 54
— s T
3
< 4
= 1.5
10—15 L
10° 10t 10

Trabajo

Figura 2.6: T j para la regla del punto medio implicita con la sucesién Arménica.

Observamos que el mejor método es el que viene dado por la sucesion armdnica (2.9), en
el sentido de que para obtener un cierto error es el que menos coste computacional requiere.

Las figuras 2.4, 2.5 y 2.6 representan de nuevo el error cometido frente al coste compu-
tacional, pero tomando ahora como base la regla del punto medio implicita. Ademds ahora
medimos el coste computacional como el numero de etapas implicitas que hay que calcular,
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que sonnj+nj;_1+---+nj_rt1. Tal y como se mide el trabajo computacional no son compa-
rables las grdficas correspondientes al método de Euler explicito y a la regla del punto medio
implicita, porque cada paso de la regla del punto medio implicita conlleva mucho mds coste
computacional al tener que resolver implicitamente una ecuacion no lineal. No obstante, si se
obtiene que para unos mismos valores de j y k, T} ;. es bastante mds precisa. Esto es esperable
al tratarse de un método de orden p = 2, frente a p =1 en el método de Fuler explicito.

Procedemos ahora a corroborar los teoremas 2.1 y 2.2. Mds concretamente, el orden de
los métodos Ty, cuando se toma como base el método de Euler explicito o la regla del punto
medio implicita. Notemos que, en el primer caso, como p = 1, el orden de T} debe ser
k. En el seqgundo caso, como p = 2, el orden de Ty i debe ser 2k. Esto puede comprobarse
en las figuras 2.7, 2.8, 2.9 y en las figuras 2.10, 2.11, 2.12, donde se representa el error
en tiempo t = 1 frente a la longitud de paso H. Puede observarse que la pendiente de las
rectas obtenidas para cada k uniendo los puntos correspondientes a las diferentes H ’s coincide
de manera bastante aprorimada con el orden esperado de todos los métodos, para tanto la
sucesion de Romberg, como la de Bulirsch y como la armdnica.

Romberg
10 1
102} 1
by 4
;c) 107 ¢ —e&—T, ,odenl |7
) —a— T2 o orden 2
6 6 : T, . orden3
2 108t 33 1
o —— Td o orden 4
w —a— T5 5 orden 5
10—8 L TG.G‘ orden6 | ]
***** Pendiente 1
77777 Pendiente 2
10 Pendiente 3
wre e Pendiente 4 | 3
***** Pendiente 5
Pendiente 6
10—12 L ; L - .
10 10 10

Longitudes de paso (H=0.05, 0.025, 0.0125 y 0.00625)

Figura 2.7: Orden de los métodos T} ; para el método de Euler explicito con la sucesién de
Romberg.
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CAPITULO 2. DESCRIPCION DE LOS METODOS DE EXTRAPOLACION

Figura 2.8: Orden de los

Bulirsch.

Error en I:XO+1

Error en [:XO+1

10—12

Bulirsch
T

— Tl I orden 1
— o Tz » orden 2

Ts,a’ orden 3

— o T4 ” orden 4
—a— T5 5 orden 5

Ts,s' orden 6

***** Pendiente 1
fffff Pendiente 2
Pendiente 3
————— Pendiente 4
***** Pendiente 5
Pendiente 6

10? 107

Longitudes de paso (H=0.05, 0.025, 0.0125 y 0.00625)

10°

métodos T}, para el método de Euler explicito con la sucesién de

Armonica

— o Tl It orden 1
—a— Tz > orden 2

T3.3, orden 3

— TA o orden 4
— T5 5 orden 5

Ts.a’ orden 6

***** Pendiente 1
77777 Pendiente 2
Pendiente 3
————— Pendiente 4
***** Pendiente 5
Pendiente 6

107 107

Longitudes de paso (H=0.05, 0.025, 0.0125 y 0.00625)

10

Figura 2.9: Orden de los métodos T}, para el método de Euler explicito con la sucesién

Arménica.
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Romberg

XO+1

—o— T, orden2
— T2 o orden 4

Ta,s' orden 6

— T4 o orden 8
< T, orden10
77777 Pendiente 2
————— Pendiente 4
Pendiente 6
***** Pendiente 8
77777 Pendiente 10

=

<
]
T

Error en t

10° 10™ 10°
Longitudes de paso (H=0.05, 0.025 y 0.0125)

Figura 2.10: Orden de los métodos T, ;. para la regla del punto medio implicita con la sucesién
de Romberg.

Bulirsch

—— T1 It orden 2
JR S— T2 o orden 4

T3'3, orden 6

—o—T,,orden8
—— T5 5 orden 10
————— Pendiente 2
***** Pendiente 4
Pendiente &

***** Pendiente 8
77777 Pendiente 10

Error en I=XO+1
=
<
[42]

10—10 L

102 101 10°
Longitudes de paso (H=0.05, 0.025 y 0.0125)

Figura 2.11: Orden de los métodos T} ;, para la regla del punto medio implicita con la sucesién
de Bulirsch.
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Armonica

107 1

XO+1

—&— T, orden2
— T2 o orden 4
Ts.s' orden 6
— T4 o orden 8
< T, orden 10
77777 Pendiente 2
————— Pendiente 4
Pendiente 6

***** Pendiente 8
77777 Pendiente 10

=
<,
]

Error en t

10t 10
Longitudes de paso (H=0.05, 0.025 y 0.0125)

Figura 2.12: Orden de los métodos T}, i, para la regla del punto medio implicita con la sucesién
Arménica.

2.3. El método de Gragg o GBS

El desarrollo asintético en potencias de h? es muy importante para una aplicacién eficiente
de la extrapolacién de Richardson. Gragg demostré [3] que Si,(x), el método descrito mediante
el algoritmo (z = xg + 2nh, x; = xo + ih):

y1 = Yo+ hf(xo,y0)
Yir1 = Yi—1 +2hf(xi,y) i=1,2,---,2n (2.14)

1
Sh(z) —(yan—1 + 2y2n + Y2n+1),

4

posee un desarrollo asintético en potencias pares de h y tiene buenas propiedades de estabi-
lidad. Esto condujo a la construccién del poderoso algoritmo de extrapolacién de G(ragg)-
B(ulirsh)-S(toer).

La prueba de Gragg es muy larga y complicada, pero Stetter [8] tuvo la elegante idea de
interpretar (2.14) como un método de un paso, reescribiéndolo en términos de indices pares
e impares. Para ver esto vamos a definir

h* = 2h, zp=uz0+kh", wuy=vy=yo,
1
Up = Yok, Uk =Yokt1 — hf(Tor,Yor) = §(y2k+1 + Yor—1). (2.15)
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2.3. EL METODO DE GRAGG O GBS

Entonces, utilizando lo anterior, el método (2.14) se puede reescribir de la siguiente manera:

Up+1 = Yok+2 = Yok + 20 f (Tokt1, Y2r+1) = wk + BT f(zo + (2K + D)h, v + b f (22r, Y2r))
— uk—i—h*f(xo—i—kh*-i-h;,vk—kgf(xo—kkhﬁuk))
= uk+h*f(xz+§,vk+§f(x,’;,uk)).
Ahora,
Vkt1 = Yok+s — hf(Toky2, Yort2) = Yok1 + Af (T2r42, Yort2)

Yok+1 + hf (Takr2, Yort2) + (Af (X2k, yor) — hf (Tak, Yor))

*

h
v + ?(f(xo + kR ug) + f(xzo + (K + 1)h" + " ug 1))

*

o (o ) S W k)

Juntando ambas cosas tenemos que

Uk+1) _ [ Uk o B o+ B f () )
<Uk+1> - (vk) o (é(f(olcc;;,uf) fap+ ) (2.16)

Teorema 2.4. El método (2.16) es un método simétrico.

Demostracion. Hay que ver que ® = ®*, es decir, que intercambiando ug11 <> ug, Vg1 <> Uk,
h* < —h* y oz} <> x5 + h* en (2.16) queda igual. Asi pues, haciéndolo,

<Uk> _ <uk+1) o (f(:c;; R =B vy — B (g + h*,ukﬂ)))
- 1 * * * )
Uk Uk+1 3 (f (@ + B upsr) + f (25, up))
y, despejando,
<Uk+1> _ (W) e (f(x]} + v — B f(ap + h*7uk+1))> '
Uk+1 5 (f(zg + R upgr) + f(xg, u))

Vemos que la tnica diferencia con (2.16) estd en la primera entrada de la matriz, pero
* *

h * * * * *
Vg1 — ?f(xk +h" up1) = v+ ?(f(zkvuk) + f(of + " ug 1))

h* * *
*?f(xk + ", upg1)

h *
Vi + ?f(LE]mUk),

quedando asi demostrado el resultado. O
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CAPITULO 2. DESCRIPCION DE LOS METODOS DE EXTRAPOLACION

El método (2.16) es también consistente para la ecuacién diferencial

o= flz,v) u(zo) =10
o' = f(z,u) v(zo) = yo,

cuya solucién es u(x) = v(z) = y(x). Por ser un método simétrico podemos aplicar el teorema
1.7 y, entonces, el desarrollo asintético del error global viene dado por

y(z) —up, = Z ag;(x)(h*)% + (h*) 22 Az, h*) (2.17)
y(z) —v, = szj V()P + (W) 22 B(x, h*), (2.18)
donde ag; (1) = byj(xo) = 0. De (2.15) y de (2.17) vemos que
—Yon = Z@g Y(R*) + (B2 A, h7),

por lo cual siempre que el nimero de pasos sea par, esto es * = xg + 2nh, y, tendra un
desarrollo asintético del error global en potencias pares de h. Es decir,

l
= Y @) () + (WA ),

donde Gy () = 2% ag;(z) y Az, h) = 2242 A(x, 2h).

De la misma manera tenemos que

1 1
Sh(zo + 2nh) = i(y2n—1 + 2Y2n + Yon41) = §(Un +vp), (2.19)

que es el llamado paso suavizador, que tiene en cuenta la evaluaciéon de f al final del ultimo
paso. Al incluir el paso suavizador la regiéon de estabilidad del método de extrapolacién
aumenta (ver figura IV.2.3 de [5]). Sin embargo, la ganancia que se obtiene gracias a ello
se equilibra con el aumento del coste del método, por lo que este paso no es de mucha
importancia. En cualquier caso el desarrollo asintético del error global que se obtiene es el
siguiente.

Teorema 2.5. Sea f € C?'*2, entonces la solucion numérica definida por (2.14) posee para
T = x9 + 2nh un desarrollo asintotico del error global de la forma

l
y(z) = ea;(x)h¥ + h*T2C(x, h), (2.20)

j=1
donde ezj(xg) =0 y C(x, h) estd acotada para xo < x <T y 0 < h < hy.
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2.3. EL METODO DE GRAGG O GBS

Demostracion. Basta sumar las expresiones (2.17) y (2.18),

!
2y(@) —un —vn = _(aj(@) +b;(@)(B)* + ()2 (A(x, ") + B(x, h")),
j=1

que es lo mismo que decir que

l
1
y(@) = 5 (un +vn) => (a; (2))2%9 % 4 22242 (A(x, 2h) + B(x, 2h)).

Jj=1

Usando (2.19) queda probado el teorema tomando ex;(x) = (a;(z) +b;(2))2% ! y C(z,h)
2241 (A(x, 2h) + B(x,2h)), ya que (aj(zo) + bj(20))2% "1 =0y 22l+1( (x,2h) + B(z,2h
estd acotada para g <z <Ty 0 < h < hy.

o= |

El método de Gragg puede utilizarse como base de un método de extrapolacion, igual que
los métodos del ejemplo 2.5, con la condicién de que la sucesién de ntmero de pasos {n;}
elegida tenga los n; pares. Asi pues, las sucesiones (2.7), (2.8) y (2.9) quedan como

2,4,8,16,32,64,128, 256, - - - (2.21)
2,4,6,8,12,16,24,32,48, - - - (2.22)
2,4,6,8,10,12,14,16,18, - - - (2.23)
respectivamente, con
H

Ti71 = Shl (xo + n1h1)7 hz = 7

Se puede por tanto calcular las expresiones de extrapolacién T; ; con la expresién del algo-
ritmo de Aitken-Neville para métodos simétricos (2.13). Vamos a ver un ejemplo de ello.

Ejemplo 2.6. Vamos a aplicar el algoritmo (2.14) al problema del ejemplo 2.5, con las
nuevas sucesiones (2.21), (2.22) y (2.23). Las tres primeras grdficas corresponden al algoritmo
sin paso suavizador (2.19) (cuyo trabajo numérico en términos de evaluaciones de funcion
vendrd dado, igual que con el método de Euler explicito, por 1 +n; —1+nj_; —1+---+
Nj—p+1 — 1) y, las tres dltimas, al algoritmo con paso suavizador (cuyo trabajo numérico
vendrd dado por 1 +mnj; +nj_1 4+ -+ +nj_p41).
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0 Rorqberg

10

S
7] Tas
(&)
1] 52
& 1
101 i
—a—T, Te3
o
. 5.4
3 :
—— j . Tgg
w2 s
10° 10t 10
Trabajo

Figura 2.13: T} ;. para el método de Gragg sin paso suavizador con la sucesién de Romberg.

0 Bulirsch
10 T
gﬂ\&\@\@\gs‘l
107 Cigéifﬁxxf*ﬁ*‘§f
3 5.2

Precision

T

53

1010+ é£§i¥T
—— T,

54
dL5,5

=7
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-
1018 [ s
10° 10!
Trabajo

10

Figura 2.14: T ), para el método de Gragg sin paso suavizador con la sucesién de Bulirsch.
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Armonica

10
&”\ﬁ\g\wssl
105+
\C
2 3,82
2
2 T
o 53
1010} N
— =T 1 54
e jz Teg
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.
w0 s
10° 10t
Trabajo

10

Figura 2.15: T}, para el método de Gragg sin paso suavizador con la sucesién Armonica.

Romber
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ol I Ts Teg |
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Figura 2.16: T} ;, para el método de Gragg con paso suavizador con la sucesiéon de Romberg.
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0 Bulirsch
10 T
105) 51 i
%&\S\J
c
h=]
0
5 TyH2
& 10
10 r Tgrs 1
7]
B C\@T
72 54
i3 Tss
R |
10*15 L= lis 4
10° 10 10°
Trabajo

Figura 2.17: T} ;, para el método de Gragg con paso suavizador con la sucesién de Bulirsch.
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A 3 ‘
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TJ,2 54
TJS d-5,5
10*15 L% i5 4
10° 10 10°
Trabajo

Figura 2.18: T} ;, para el método de Gragg con paso suavizador con la sucesién Arménica.

Los errores obtenidos son del mismo orden de los de las grificas de la regla implicita del
punto medio; pero, con la gran ventaja de que este método es explicito, con lo que el coste
computacional por paso es mucho menor. Observamos también que los resultados con paso
suavizador son un poco mds precisos que los resultados sin paso suavizador, pero también
tienen un coste un poco mayor.
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2.3. EL METODO DE GRAGG O GBS

Al igual que antes procedemos a corroborar el teorema 2.2 con las figuras 2.19, 2.20 y
2.21, donde se representa el error en t = 1 frente a la longitud de paso H. Y esto para las
nuevas sucesiones (2.21), (2.22) y (2.23).

Romberg

=

S
&
T

— T1 It orden 2 ]
— o T2 o orden 4

T, orden6

— T4 2 orden 8
— T5 5 orden 10
————— Pendiente 2
***** Pendiente 4 R
Pendiente 6
————— Pendiente 8
————— Pendiente 10

Errar en '[=XO+1

10° 10t 10°
Longitudes de paso (H=0.05, 0.025 y 0.0125)

Figura 2.19: Orden de los métodos T}, ;; para el método de Gragg con paso suavizador con la
sucesién de Romberg.
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—_— T1 2 orden 2 4
JR S— T2 o orden 4

T3.3' orden 6

—o—T,,orden8
—— T5 5 orden 10
————— Pendiente 2
***** Pendiente 4 E
Pendiente &

***** Pendiente 8
77777 Pendiente 10

Error en I=XO+1

=

<
—
o
T

102 101 10°
Longitudes de paso (H=0.05, 0.025 y 0.0125)

Figura 2.20: Orden de los métodos T}, ; para el método de Gragg con paso suavizador con la
sucesién de Bulirsch.
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Armonica
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— T4 o orden 8
< T, orden 10
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Error en t
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Figura 2.21: Orden de los métodos T}, ;, para el método de Gragg con paso suavizador con la
sucesiéon Armonica.
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CA/PI/TULO 3. CONTROL DEL ORDEN Y DEL TAMANO DE PASO CON EL
METODO GBS

Capitulo 3

Control del orden y del tamano
de paso con el método GBS

Los métodos de extrapolaciéon permiten la libertad no sélo de cambiar el tamano de paso
sino también de cambiar el orden en cada paso, es decir, el nimero de columnas de (2.6).
Tomando como método de base el método de Gragg, si calculamos las primeras k filas de
(2.6), tenemos (por el teorema 2.2) T}, ;, como la aproximacién de mayor orden, 2k, y T x—1
como una aproximacién de orden 2k —2. Puesto que los errores locales serian respectivamente
O(H?**1) y O(H?*~1), resulta natural utilizar

erry = |Ter—1— Trrll = |(Tep—1 — y(wo + H)) + (y(xo + H) — Tir) |l

S O(HQk—l) + O(H2k+1) ~C- HQk_l,
como estimacién del error local cometido con T} 1 para controlar el tamano del paso. La
norma elegida no es de mucha importancia. Si queremos que el error local en cada paso se
mantenga por debajo de una tolerancia fija, TOL, tendriamos que elegir la longitud de paso
de forma que C - H,fkil =TOL, por lo que

(3.1)

TOL)1/(2JC—1)

ETrTE

szH-o,94-<

puede ser una opcion, siendo 0,94 un factor de seguridad que hemos anadido.

En cuanto al orden éptimo, tenemos que medir el trabajo realizado con diferentes 6rdenes
para intentar minimizar el coste computacional. El trabajo de T} x, al que denotaremos por
Aj, se puede medir como hemos hecho antes, es decir, midiendo el nimero de evaluaciones
de funcion. Para el algoritmo GBS con paso suavizador tenemos una forma recursiva de
calcularlo, que es

A1 = ni+ 1
Ay = Ap_1+ng.
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Sin embargo, un gran trabajo Ay se puede compensar con un gran tamano de paso Hy, por
lo que vamos a considerar como una mejor medida del trabajo al trabajo por unidad de
longitud de paso dada, es decir,

Ay
= a.

El objetivo es encontrar un orden que minimice Wi.

Wy

Vamos a describir el algoritmo para encontrar el tamano de paso y el orden éptimos. Para
ello, en primer lugar, veamos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.

(71)k+1
ylwo+H) =T, = ﬁeék(xo)H%H + (’)(H2k+2), (3.2)

(R -

donde ez, son las funciones en (2.20).

Demostracion. Basta tener en cuenta que, por la cldsica férmula sobre el error de interpola-
cién, si p interpola a f en los nodos h?, e ,h?_kH y f es de clase C*,

—h2).. (t—h2 (k)
o) -ty = LD M) (DO

para cierto valor ¢ entre t, h?, e ,h?_k_l. Tomando t = 0 y teniendo en cuenta que p(0) =
T} 1, para el polinomio p tal que p(h?) =T; 1 = Sp,(x+ H) parai = j,--- ,j —k+1, se tiene

que

1 kHZk
ﬂmnkﬁffmzmng>
J J—

para toda funcién f suficientemente regular tal que
F(h?) = Sp,(z + H).

Por tanto basta tomar f(u) = S z(z + H), que teniendo en cuenta (2.20) puedo escribir
como

k
fu) =y(z+H) =Y egj(x+ H)wd + O@uF).
j=1

Por tanto, f(0)

=ylz+H)y f®(€) = —klegr(x 4+ H) + O(H?). Usando que eg(z) = 0, se
obtiene que f*)(€)

= —kleb, (z)H + O(H?), de donde se obtiene el resultado. O

Partimos de un tamano de paso H y un indice k > 2 dados. Ahora calculamos las k — 1
primeras filas de (2.6) y también los valores erry_o, Hi_o, Wi_o (si k > 3), errg—1, Hp—1 y
Wi_1. Veamos los distintos pasos con detalle:
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METODO GBS

Paso 1. Convergencia en la fila k—1. Sierry_1 < TOL aceptamos Ty,_1 y—1 como la solucion
numérica y continuamos con los nuevos valores de la siguiente forma (nos quedamos con el
mismo orden si la tendencia sobre el k anterior ha sido a mejorar el coste. Sino, lo bajamos):

k o { k st Wip_1<0,94 - Wi_o,
new k=1 siWi_1 2094 Wy_o,
(3.3)
b { Hy,.. i knew = k — 1,
new kal(Ak/Akfl) S7 knew = ]ﬂ

En (3.3) la eleccion de Hye no es trivial si kpew = k. Nos interesa evitar el cdlculo de erry.

De esta manera, Hi, y Wy permanecen desconocidos. Sin embargo, como se supone que k
. ey . Aj_

estd cerca del valor dptimo tenemos que Wy ~ Wy_1, con lo que de la formula g—i = ﬁ

despejamos Hy, que es menos costoso que calcularlo a través de (3.1).

Paso 2. Monitor de convergencia. Si errp_1 > TOL tenemos que ver si podemos esperar
convergencia en la fila k. Observamos por el teorema 3.1, que

€hpp_y (o) H? 3

Tty —Thpqll ~ 2K L o(H22
| T k-2 — Tk k—1]| 2.l +O( )
2 2k—3 2
e xo)H
~ (m) %_FO(H%_Q)z <n2> errg—1. (3.4)
nk Ni_q°-.-" N5 Nk

Desgraciadamente de (3.2) vemos que erry no se puede comparar facilmente con (3.4) debido
a que en lugar de eb_,(xo) tendriamos ey, _,(zo), pero si asumimos que erry es (H/ng)?
veces (3.4), entonces erry ~ (H/ny)?erry_1. Si

A 2
errp_q1 > (ﬁ) TOL,

reiniciamos el proceso con kpew =k — 1 y calculamos Hy, segin (3.1). Sino continuamos.

new

Paso 3. Convergencia en la fila k. Si err, < TOL, aceptamos Ty, j; y procedemos como sigue

k—1 siWi_1 <094 Wy,

knew = k+1 siW, <094 -Wi_q,
k en el resto de casos,
(3.5)
H _ Hknew 5t kpew < k,
new. Hk(Ak+1/Ak) St kpew = k + 1.
Paso 4. Segundo monitor de convergencia. Si erry > TOL y
erry > (nkﬂ )2 TOL
k H )
rechazamos el paso y reiniciamos el proceso con kpew = k — 1 y calculamos Hy, ., segin

(3.1). Sino continuamos.
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Paso 5. Esperanza de convergencia en la fila k + 1. Calculamos Tyq1 kv1, €rri+1, Hig1 y
Wit1. Sierrpp1 <TOL aceptamos Tiy1 k41 Y hacemos la siguiente propuesta para el paso
stguiente.

k—1 siWe< O,94'Wk+1,

knew = k+1 st Wiy <094 Wy,
k en el resto de casos,
(3.6)
Hnew = Kknew

Paso 6. Tercer monitor de convergencia. St erryy1 > TOL el paso es rechazado y repetimos

con kpew =k y el Hyew de (3.1).

Para utilizar correctamente el algoritmo hay que tener en cuenta primero que, por razones
de capacidad, es interesante fijar un k4, para limitar el nimero de columnas de la tabla de
extrapolacién que se calculardn como méaximo, de forma que 2 < kpew < kmaz — 1.

Veamos ahora en un par de ejemplos como es el estudio numérico para el algoritmo previo.

Ejemplo 3.1. Consideramos el modelo matemdtico presentado por Lefever y Nicolis [6] para
estudiar e interpretar fendmenos bioldgicos producidos por reacciones multimoleculares. Este
viene dado por:

yi = A+yiy— (B+ 1)y,
vy = By +yive,

donde A y B son constantes positivas referidas a las concentraciones de dos sustancias. Si
B > A% 4+ 1 (como es el caso tomado posteriormente) se sabe que existe un ciclo limite.
Mostraremos la solucion, el orden y el tamano de paso segun el algoritmo de paso y orden
variable descrito para valores de los pardmetros A =1y B = 3. Mds concretamente:

yi = l+yiye —4u,

¥y = 3y +yiye,
y1(0) = 3/2, 0<ax<20,
y2(0) = 3, 0<z<20.
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METODO GBS

Solucion

0 5 10 15 20

Figura 3.1: Solucién aproximada del ejemplo 3.1, con TOL=1075.

Tamaiios de paso aceptados

Tamaiio del paso (H)

10-2 I 1 1

Figura 3.2: Longitudes de paso utilizadas para el ejemplo 3.1, con TOL=10"°.
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12 Ordenes aceptados

11

10

Orden
[(s]

0 5 10 15 20
X

Figura 3.3: Ordenes utilizados para el ejemplo 3.1, con TOL=1075.

La imagen 3.1 muestra las dos componentes de la solucién (obtenida con TOL = 107°).
Las imdgenes 3.2 y 3.3 muestran los tamanos de paso y los ordenes aceptados para TOL =
1075. Observamos que nuestro algoritmo elige automdticamente un tamanio de paso y un
orden adecuado segun la situacion. En particular, en los puntos de mayor variabilidad de la
solucion, las longitudes de paso tomadas son mds pequenas y los ordenes mds grandes.

Ejemplo 3.2. También hemos considerado el siguiente problema, con una discontinuidad de
la primera derivada en x = 0 y dos de la seqgunda derivada en x = +£1.

/

y = —sign(x)|l - |z|ly?,
y(=2) = 2/3, —2<zx<2

En este caso podemos calcular facilmente la solucion eracta. Si —2 < x < —1,

/ 2
/ 2 Y -1 —(1+2)
y =-0+a)y’, ==-(0+z), —=—7—+0C
(o) L=—(ra), — ==
Como y(—2) = 2/3, entonces
2
Si—1<xz<0,
! -1 1+ x)?
y =0+’ L=l+sz, SR e
y Y 2

Como y(—1) =1 (por continuidad), entonces

-2
y(r) = m
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METODO GBS

Si0<zx<l,

Sil<x<2,

/ 1 —(1 = 2
y/:_(x_Dyz’ ?yiz:l_% y:( x) +C.

Como y(1) =1 (por continuidad), entonces

2
y(z) = m

Con esta informacion podemos calcular los errores cometidos.

Solucion

2 T T
181 1
16T E
141

=N

121

1r o 1

- \e_‘_e&
0.8 / \
06 L L L . L L L
-2 -1.5 -1 0.5 1] 0.5 1 15 2

X

Figura 3.4: Solucién aproximada del ejemplo 3.2, con TOL=1075.
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Tamafio del paso (H)

103k _
—&— tal=10
—&— tal=10"
tol=107%
10 : ) : : : ) ;
2 15 -1 05 0 05 1 15 2

Figura 3.5: Longitudes de paso utilizadas para el ejemplo 3.2, con TOL=10"2,107%,107°.

Ordenes aceptados
10 T T T + T T T
—&— tal=10?
0 E— tol=10"
tol=10""
sl p A
j
['F]
27T 1
]
G 4
5r J
4 y————
2 1 15 2

Figura 3.6: Ordenes utilizados para el ejemplo 3.2, con TOL=10"2,104,1072.
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Errores
10° ;
o2 @@j\ﬂ—e\&\‘
- S N
Ba—
1074
&
iy
108
-8 =]
10 —&— tal=10
—&— tol=10"
tol=10"*
10.10 L L L ! L L L
2 15 -1 05 0 0.5 1 15 2

X

Figura 3.7: Errores producidos en el ejemplo 3.2, con TOL=10"3,10"%,107°.

En las figuras 3.4, 3.5, 3.6 y 3.7 mostramos la solucion, el orden, el tamano de paso y
los errores segun el algoritmo previo.

Vemos como se comporta el algoritmo cerca de las discontinuidades. Cuando el algoritmo
detecta las discontinuidades, el orden aumenta y el tamano de paso disminuye, de modo que
la integracion salva esos puntos de manera bastante eficiente. Observamos también como se
adapta el algoritmo segin la tolerancia, disminuyendo los errores conforme disminuye esta.
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APENDICE A. PROGRAMAS DE MATLAB

Apéndice A
Programas de Matlab

En este apéndice se incluyen los cédigos de los distintos programas de Matlab que hemos
ido utilizando a lo largo del trabajo para generar las figuras incluidas en este.

A.1. Primer programa

He utilizado el siguiente programa para generar las figuras 2.1, 2.2 2.3.

4 Datos iniciales

x0 = pi/6;

yO = 2/sqrt (3);

H= 0.2;

N =28; /6
n=[1,2,4,8,16,32,64,128]; /JRomberg
m=[1,2,3,4,6,8,12,16]1; J/Bulirsch
w=[1,2,3,4,5,6,7,8]; JArm nica

Z Inicializaci n de wvariables
Tn = zeros(N, N);

trabajon = zeros(N, N);

errorn =

zeros (N, N)

Tm = zeros (N, N);

trabajom
errorm =

= zeros (N,
zeros (N, N)

Tw = zeros(N, N);

trabajow
errorw =

= zeros (N,
zeros (N, N)

>

N);

>

N);

)

45




A.1. PRIMER PROGRAMA

ZEuler para T(j,1)

for

end

for

end

for

end

i=1:N

h=H/n (i) ;

x=%x0;

y=yO0;

for j=1:n(i)
y=y+h*x((-y*sin(x)+2*xtan(x))*y);
Xx=x+h;

end

Tn(i,1)=y;

i=1:N

h=H/m(i);

x=%x0;

y=y0;

for j=1:m(i)
y=y+h*((-y*sin(x)+2*xtan(x))*y) ;
Xx=x+h;

end

™Tm(i,1)=y;

i=1:N

h=H/w(i);

x=x0;

y=y0;

for j=1:w(i)
y=y+h*((-y*sin(x)+2*tan(x))*y);
x=x+h;

end

Tw(i,1)=y;

4 Intcializa la primera columna con los wvalores num 7Ticos
errorn(:,1) = abs(Tn(:, 1) - 1./cos(x0+H));
trabajon(:,1) = n(:);

errorm(:,1) = abs(Tm(:, 1) - 1./cos(x0+H));
trabajom(:,1) = m(:);

errorw(:,1) = abs(Tw(:, 1) - 1./cos(x0+H));
trabajow (:,1) = w(:);
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% Construyo la tabla de exztrapolaci n con el algortimo de
Attken-Neville,

4 calculo el error y el trabajo

for k = 1:N-1
for j = k+1:N

Tn(j, k+1) = Tn(j, k) + (Tn(j, k) - Tn(j-1, k)) / (n(j)

/ n(j-k) - 1);
errorn(j,k+1) = abs(Tn(j, k+1) - 1./cos(x0+H));
trabajon(j,k+1)=sum(n(j-k+1:3))-(k-1);

end
end

for k = 1:N-1
for j = k+1:N

Tm(j, k+1) = Tm(j, k) + (Tm(j, k) - Tm(j-1, k)) / (m(j)

/ m(j-k) - 1);
errorm(j,k+1) = abs(Tm(j, k+1) - 1./cos(x0+H));
trabajom(j,k+1)=sum(m(j-k+1:j))-(k-1);

end
end

for k = 1:N-1
for j = k+1:N

Tw(j, k+1) = Tw(j, k) + (Tw(j, k) - Tw(j-1, k)) / (w(j)

/ w(j-k) - 1);
errorw(j,k+1) = abs(Tw(j, k+1) - 1./cos(x0+H));
trabajow (j,k+1)=sum(w(j-k+1:j))-(k-1);

end
end

# Gr fica en escala doble logar tmica

figure (1)

clf

loglog(trabajon, errorn,

xlabel ('Trabajo');

ylabel('Precisi n');

title ('Romberg');

for i=1:N
txt=['T_{',num2str(i) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajon(i,i) ,errorn(i,i),txt)
txt=['T_{',num2str(N) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajon(N,i) ,errorn(N,i),txt)

l_ol);
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end

axis ([1 400 10.°-15 11);

legend ({'T_{j,13','T_{j,23','T_{j,33','T_{j,4}','T_{j,5}", 'T_4j
,63 ', 'T_{j,7r",'T_{j,8}'}, " 'Location', 'southwest',"'
Orientation', 'vertical')

figure (2)

clf

loglog(trabajom, errorm, '-o');

xlabel ('Trabajo');

ylabel('Precisi n');

title('Bulirsch');

for i=1:N
txt=['T_{',num2str (i) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajom(i,i),errorm(i,i),txt)
txt=['T_{',num2str(N) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajom(N,i) ,errorm(N,i),txt)

end

axis ([1 75 10.°-13 11);

legend ({'T_{j,13','T_{j,2}','T_{j,3}','T_{j,4}', 'T_{j,5}", 'T_4j
,6¥','T_{j,7}','T_{j,8}'}, 'Location', 'southwest"',"
Orientation', 'vertical')

figure (3)

clf

loglog(trabajow, errorw, '-o');

xlabel ('Trabajo');

ylabel('Precisi n');

title('Arm nica');

for i=1:N
txt=['T_{',num2str(i) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajow(i,i) ,errorw(i,i),txt)
txt=['T_{',num2str(N) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajow(N,i) ,errorw(N,i),txt)

end

axis ([1 40 10.°-12 1]);

legend ({'T_{j,1}"','T_{j,2%",'T_{j,3%",'T_{j,4r"','T_{j,5F"', ' T_{j
,6+','T_{j,7+",'T_{j,8}'},'Location', 'southwest',"
Orientation', 'vertical')

A.2. Segundo programa

He utilizado el siguiente programa para generar las figuras 2.4, 2.5 2.3.
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ZEmpiezo cambiando la tolerancia de fsolve para no tener
problemas

options = optimoptions('fsolve', 'OptimalityTolerance', 1e-100
'StepTolerance', 1e-100, 'FunctionTolerance', 1e-100, '
MaxIterations', 1e100, 'MaxFunctionEvaluations', 1e100);

/ Datos iniciales
f = e(x, y) (-y*sin(x) + 2%tan(x))=*y;

x0 = pi/6;

yo = 2/sqrt(3);

H = 0.2;

N =5; /5
n=[1,2,4,8,16]; JRomberg
m=[1,2,3,4,8]; J/Bulirsch
w=[1,2,3,4,5]1; JArm nica

/4 Inicializacti n de wvariables
Tn = zeros (N, N);

trabajon = zeros(N, N);

errorn = zeros (N, N);

Tm = zeros(N, N);
trabajom = zeros(N, N);
errorm = zeros (N, N);

Tw = zeros(N, N);
trabajow = zeros(N, N);
errorw = zeros (N, N);

/Regla punto medio impl ctta para T(j,1)
for i=1:N

h=H/n(i);

x=x0;

y=y0;

for j=1:n(i)

yfinal=fsolve (@(yfinal) yfinal-y-hx*f(x+h/2, (y+yfinal)/2),

0, options);

y=yfinal;

X=x+h;

end

Tn(i,1)=y;

end
for i=1:N

h=H/m(i);
x=x0;

B
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y=y0;
for j=1:m(i)

yfinal=fsolve (@(yfinal)

0, options);
y=yfinal;
X=x+h;
end
Tm(i,1)=y;

end

i=1:N
h=H/w(i);
x=x0;

y=yO0;

for j=1:w(i)

for

yfinal=fsolve (@(yfinal)

0, optiomns);
y=yfinal;
Xx=x+h;
end
Tw(i,1)=y;

end
% Inicializa la primera
errorn(:,1) = abs(Tn(:,

trabajon(:,1) = n(:);

abs(Tm(:,
m(:);

errorm(:,1) =
trabajom(:,1) =

abs(Tw(:,
w(:);

errorw(:,1) =
trabajow(:,1) =

% Construyo la tabla de
Aitken-Neville,
% calculo el error y el

for k = 1:N-1
for j = k+1:N
Tn(j, k+1) =

Tn(j, k) + (Tn(j, k)

yfinal-y-h*f (x+h/2, (y+yfinal)/2),

yfinal-y-h*f(x+h/2, (y+yfinal)/2),

columna con los wvalores mum T7%1CO0S

1) - 1./cos(x0+H));
1) - 1./cos(x0+H));
1) - 1./cos(x0+H));

extrapolact n con el algortimo de

trabajo

- Ta(j-1, k) / ((n(]

) / n(j-k))"2 - 1)

errorn(j,k+1) =

trabajon(j,k+1)=

end
end

abs(Tn(j, k+1) - 1./cos(x0+H));

sum(n(j-k+1:3));
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for k = 1:N-1
for j = k+1:N

Tm(j, k+1) = Tm(j, k) + (Tm(j, k) - Tm(j-1, k)) / ((m(j

) / m(j-k))"2 - 1);
errorm(j,k+1) = abs(Tm(j, k+1) - 1./cos(x0+H));
trabajom(j,k+1)=sum(m(j-k+1:3j));

end
end

b
]

1:N-1
for j = k+1:N

for

Tw(j, k+1) = Tw(j, k) + (Tw(j, k) - Tw(j-1, k)) / ((w(j

) / w(j-k))"2 - 1);
errorw(j,k+1) = abs(Tw(j, k+1) - 1./cos(x0+H));
trabajow (j,k+1)=sum(w(j-k+1:3j));

end
end

%4 Gr fica en escala doble logar tmica

figure (1)

clf

loglog(trabajon, errorn, '-o');

xlabel ('Trabajo');

ylabel('Precisi n');

title ('Romberg');

for i=1:N
txt=['T_{',num2str(i) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajon(i,i),errorn(i,i),txt)
txt=['T_{',num2str(N) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajon(N,i) ,errorn(N,i),txt)

end

axis ([1 100 10.°-15 11);

legend ({'T_{j,1}','T_{j,2>"','T_{j,3+",'T_{j,4%",'T_{j,56}'},"
Location', 'southwest','Orientation', 'vertical')

figure (2)
clf
loglog(trabajom, errorm, '-o');
xlabel ('Trabajo');
ylabel('Precisi n');
title('Bulirsch');
for i=1:N
txt=['T_{',num2str(i) ',' num2str(i),'}'];
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text (trabajom(i,i) ,errorm(i,i),txt)
txt=['T_{',num2str(N) ',' num2str(i),'}'l;
text (trabajom(N,i) ,errorm(N,i),txt)

end

axis ([1 100 10.°-15 11);

legend ({'T_{j,1}','T_{j,2%",'T_{3,3}','T_{j,4%",'T_{j,5}'},"
Location', 'southwest','Orientation', 'vertical')

figure (3)

clf

loglog(trabajow, errorw, '-o');

xlabel ('Trabajo');

ylabel('Precisi n');

title('Arm nica');

for i=1:N
txt=['T_{',num2str(i) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajow(i,i) ,errorw(i,i),txt)
txt=['T_{',num2str(N) ',' num2str(i),'}'l;
text (trabajow(N,i) ,errorw(N,i),txt)

end

axis ([1 100 10.°-15 11);
legend ({'T_{j,1}','T_{j,2}','T_{j,3}%",'T_{j,4}','T_{j,5}'},"
Location', 'southwest','Orientation', 'vertical')

A.3. Tercer programa

He utilizado el siguiente programa para generar las figuras 2.7, 2.8 2.9.

/4 Datos imiciales
H = zeros(1, 4);
H(1) = 0.05;

H(2) = 0.025;

H(3) = 0.0125;

H(4) = 0.00625;
n=[1,2,4,8,16,32]; JRomberg
m=[1,2,3,4,6,8]; /Bulirsch
w=[1,2,3,4,5,6]1; /JArm nica
errorn = zeros (4, 6);

errorm = zeros (4, 6);
errorw zeros (4, 6);

BRKBIRRRIRIBIRIRIRIBIRIRITL
for 1=1:4
df=1/H(1); J calculo el n mero de pasos
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for N=1:6 J calculo el error global de T_{N,N}
Tn = zeros(N, N);
x0 = pi/6;
yO = 2/sqrt(3);
for d=1:4df / avanzo hasta z=z_0+1
Z%Euler para T(j,1)
for i=1:N
h=H(1)/n(i);
x=x0;
y=y0;
for j=1:n(i)
y=y+h*x((-y*sin(x)+2*xtan(x))*y);
X=xX+h;
end
Tn(i,1)=y;

end

% Construyo la tabla de extrapolaci n con el algortimo de
Aitken-Neville,

% calculo la soluci n

for k = 1:N-1
for j = k+1:N

Tn(j, k+1) = Tn(j, k) + (Tn(j, k) - Tn(j-1, k)) / (n(j)

/ n(j-k) - 1);
end
end
yO=Tn(N,N) ;
x0=x0+H (1) ;

end
errorn(l,N) = abs(Tn(N,N) - 1./cos((pi/6)+1));
end
end

# Gr fica en escala doble logar tmica

figure (1)

clf

colororder (["#0072BD";"#D95319"; "#EDB120" ;"#7E2F8E"; "#77AC30
";"#4DBEEE"])

loglog(H, errorn, '-o');

xlabel ('Longitudes de paso (H=0.05, 0.025, 0.0125 y 0.00625) ');

ylabel ('Error en t=x_{0}+1"');
title ('Romberg');

axis ([10.7-2.3 1 10.7-12 20]);
hold on

loglog (H,100%H,'--")

loglog (H,300%xH."2,"'--")
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loglog (H,200%H. 3, '--')
loglog (H,1500%H.~4, '--")
loglog (H,1000%H. 5, '--")
loglog (H,700%H. 6, ' --"')

legend ({'T_{1,1}, orden 1', 'T_{2,2}, orden 2', 'T_{

3,3}, orden

3', 'T_{4,4}, ordemn 4', 'T_{5,5}, orden 5', 'T_{6,6}, orden

6', 'Pendiente 1', 'Pendiente 2', 'Pendiente 3',

'Pendiente

4', 'Pendiente 5', 'Pendiente 6'},'Location', 'southeast','

Orientation', 'vertical')

RRRBEREERRTERRLEEIREIRTEIL Y
for 1=1:4
df=1/H(1); / calculo el n mero de pasos
for N=1:6 / calculo el error global de T_{N,N}
Tm = zeros(N, N);
x0 pi/6;
yoO = 2/sqrt(3);
for d=1:df / avanzo hasta z=z_0+1
Z%Euler para T(j,1)
for i=1:N
h=H(1) /m(i);
x=x0;
y=y0;
for j=1:m(i)
y=y+h*((-y*sin(x)+2*xtan(x))*y) ;
X=x+h;
end
Tm(i,1)=y;

end
% Construyo la tabla de exztrapolaci n con el algort
Aitken-Neville,
% calculo la soluci n
for k = 1:N-1
for j = k+1:N
Tm(j, k+1) = Tm(j, k) + (Tm(j, k) - Tm(j-1,
/ m(j-k) - 1);
end
end
yO=Tm(N,N) ;
x0=x0+H(1) ;

end
errorm(1l,N) = abs(Tm(N,N) - 1./cos((pi/6)+1));
end

Tmo de

k)) / (m(j)
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end

# Gr fica en escala doble logar tmica

figure (2)

clf

colororder (["#0072BD";"#D95319"; "#EDB120" ;"#7E2F8E"; "#77AC30
";"#4DBEEE"])

loglog(H, errorm, '-o');

xlabel ('Longitudes de paso (H=0.05, 0.025, 0.0125 y 0.00625) ');

ylabel ('Error en t=x_{0}+1');

title('Bulirsch');

axis([10.7-2.3 1 10.°-12 20]1);

hold on

loglog (H,100*H,'--")

loglog(H,300%H."2,'--")

loglog (H,300*%H."3,'--")

loglog (H,3000%H.~4, ' --')

loglog (H,9000%H."5, ' --')

loglog(H,10000*H. 6, '--")

legend ({'T_{1,1}, orden 1', 'T_{2,2}, orden 2', 'T_{3,3}, orden
3', 'T_{4,4}, orden 4', 'T_{5,5}, orden 5', 'T_{6,6}, orden
6', 'Pendiente 1', 'Pendiente 2', 'Pendiente 3', 'Pendiente
4', 'Pendiente 5', 'Pendiente 6'},'Location', 'southeast','
Orientation', 'vertical')

RAERRIBIILBIRTIIILIITIRTL T
for 1=1:4
df=1/H(1); 7 calculo el n mero de pasos
for N=1:6 / calculo el error global de T_{N,N}
Tw = zeros(N, N);
x0 pi/6;
yo 2/sqrt (3);
for d=1:df / avanzo hasta xz=z_0+1
%Euler para T(j,1)
for i=1:N
h=H(1)/w(i);
x=%x0;
y=yO0;
for j=1:w(i)
y=y+h*((-y*sin(x)+2*xtan(x))*y) ;
X=x+h;

end
Tw(i,1)=y;

end
/4 Construyo la tabla de extrapolacti n con el algortimo de
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Aitken-Neville,
4 calculo la soluci n
for k = 1:N-1

for j = k+1:N

Tw(j, k+1) = Tw(j, k) + (Tw(j, k) - Tw(j-1, k)) / (w(j)

/ w(j-k) - 1);
end
end
yOo=Tw(N,N);
x0=x0+H(1) ;

end
errorw(l,N) = abs(Tw(N,N) - 1./cos((pi/6)+1));
end
end

%4 Gr fica en escala doble logar tmica

figure (3)

clf

colororder (["#0072BD";"#D95319"; "#EDB120"; "#7E2F8E"; "#77AC30
";"#4DBEEE"])

loglog(H, errorw, '-o');

xlabel ('Longitudes de paso (H=0.05, 0.025, 0.0125 y 0.00625) ');

ylabel ('Error en t=x_{0}+1');
title('Arm nica');
axis([10.7-2.3 1 10."-12 20]1);
hold on

loglog (H,100%H,'--")

loglog (H,300%H."2, ' --')

loglog (H,300%H."3,'--")
loglog(H,3000%H."4,'--")
loglog (H,9000*%H."5,"'--")
loglog (H,10000%H. 6, ' --')

legend ({'T_{1,1}, orden 1', 'T_{2,2}, orden 2', 'T_{3,3}, orden
3', 'T_{4,4}, orden 4', 'T_{5,5}, orden 5', 'T_{6,6}, orden
6', 'Pendiente 1', 'Pendiente 2', 'Pendiente 3', 'Pendiente

4', 'Pendiente 5', 'Pendiente 6'},'Location', 'southeast',
Orientation', 'vertical')

A.4. Cuarto programa

He utilizado el siguiente programa para generar las figuras 2.10, 2.11 2.12.

ZEmpiezo cambiando la tolerancia de fsolve para no tener
problemas
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options = optimoptions('fsolve', 'OptimalityTolerance', 1e-100
'StepTolerance', 1e-100, 'FunctionTolerance', 1le-100, '
MaxIterations', 1e100, 'MaxFunctionEvaluations', 1e100);
/4 Datos iniciales
f = 0(x, y) (-y*sin(x) + 2xtan(x))*y;
H = zeros (1, 3);
H(1) = 0.05;

H(2) = 0.025;

H(3) = 0.0125;
n=[1,2,4,8,16]; JRomberg
m=[1,2,3,4,8]; J/Bulirsch
w=[1,2,3,4,5]1; JArm nica
errorn = zeros (3, 5);
errorm = zeros (3, 5);
errorw = zeros (3, 5);

RRRBERRERRTRRTERRLEIRTEIL Y
for 1=1:3
df=1/H(1); J calculo el n mero de pasos
for N=1:5 J calculo el error global de T_{N,N}
Tn = zeros(N, N);
x0 pi/6;
yoO = 2/sqrt(3);
for d=1:df / avanzo hasta z=z_0+1
%Euler para T(j,1)
for i=1:N
h=H(1)/n(i);
x=x0;
y=y0;
for j=1:n(i)
yfinal=fsolve (@(yfinal) yfinal-y-h*f(x+h/2, (y+yfinal)/2),
0, optiomns);
y=yfinal;
X=x+h;

end
Tn(i,1)=y;

end

% Construyo la tabla de extrapolaci n con el algortimo de
Aitken-Neville,

% calculo la soluci n

for k = 1:N-1
for j = k+1:N

B

Tn(j, k+1) = Tn(j, k) + (Tn(j, k) - Tn(j-1, k)) / ((n(]

) / n(j-k))"2 - 1)

end
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end
y0=Tn(N,N) ;
x0=x0+H(1) ;

end
errorn(l,N) = abs(Tn(N,N) - 1./cos((pi/6)+1));
end
end

%4 Gr fica en escala doble logar tmica

figure (1)

clf

colororder (["#0072BD";"#D95319" ;"#EDB120" ;"#7E2F8E" ;"#77AC30"])
loglog(H, errorn, '-o');

xlabel ('Longitudes de paso (H=0.05, 0.025 y 0.0125) ');

ylabel ('Error en t=x_{0}+1"');

title ('Romberg');

axis([10.7-2 1 10.°-12 201);

hold on

loglog(H,200*%H."2,'--")

loglog (H,7000%H. 4, '--")

loglog (H,50000%H. 6, ' —-')

loglog (H,200000%H.~8, ' —-"')

loglog (H,500000%H.~10, '--')

legend ({'T_{1,1}, orden 2', 'T_{2,2}, orden 4', 'T_{3,3}, orden
6', 'T_{4,4}, orden 8', 'T_{5,5}, orden 10', 'Pendiente 2',
'Pendiente 4', 'Pendiente 6', 'Pendiente 8', 'Pendiente 10'
},'Location', 'southeast', 'Orientation', 'vertical')

ARRBRTRELILRLERTRIRILERTL T
for 1=1:3
df=1/H(1); J calculo el n mero de pasos
for N=1:5 J calculo el error global de T_{N,N}
Tm = zeros(N, N);
x0 = pi/6;
yo 2/sqrt (3);
for d=1:df / avanzo hasta z=z_0+1
#Euler para T(j,1)
for i=1:N
h=H(1)/m(i);
x=x0;
y=y0;
for j=1:m(i)
yfinal=fsolve (@(yfinal) yfinal-y-hxf(x+h/2, (y+yfinal)/2),
0, optiomns);
y=yfinal;
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X=x+h;
end
Tm(i,1)=y;

end
% Construyo la tabla de exztrapolaci n con el algortimo de
Aitken-Neville,
% calculo la soluci n
for k = 1:N-1
for j = k+1:N
Tm(j, k+1) = Tm(j, k) + (Tm(j, k) - Tm(j-1, k)) / ((m(j
) / m(j-k))"2 - 1);
end
end
yO=Tm(N,N) ;
x0=x0+H(1) ;

end
errorm(1l,N) = abs(Tm(N,N) - 1./cos((pi/6)+1));
end
end

%4 Gr fica en escala doble logar tmica

figure (2)

clf

colororder (["#0072BD";"#D95319"; "#EDB120" ; "#7E2F8E" ; "#77AC30"])

loglog(H, errorm, '-o');

xlabel ('Longitudes de paso (H=0.05, 0.025 y 0.0125) ');

ylabel ('Error en t=x_{0}+1"');

title('Bulirsch');

axis ([10.7-2 1 10."-12 20]1);

hold on

loglog (H,200%H."2, ' —-')

loglog (H,8000%H.~4, ' --')

loglog (H,100000%H."6, ' —-"')

loglog(H,2000000%H."8,"'--")

loglog(H,20000000%H.~10, '--")

legend ({'T_{1,1}, orden 2', 'T_{2,2}, orden 4', 'T_{3,3}, orden
6', 'T_{4,4}, ordem 8', 'T_{5,5}, ordemn 10', 'Pendiente 2',
'Pendiente 4', 'Pendiente 6', 'Pendiente 8', 'Pendiente 10'
},'Location', 'southeast','Orientation','vertical')

RERRIBRILRRTIRILRRILIETL T

for 1=1:3

df=1/H(1); 7 calculo el n mero de pasos

for N=1:5 7/ calculo el error global de T_{N,N}
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Tw = zeros(N, N);
x0 pi/6;
yo = 2/sqrt(3);
for d=1:df / avanzo hasta xz=x_0+1
Z%Euler para T(j,1)
for i=1:N
h=H(1) /w(i);
x=x0;
y=y0;
for j=1:w(i)
yfinal=fsolve (@(yfinal) yfinal-y-hx*f(x+h/2, (y+yfinal)/2),
0, optiomns);
y=yfinal;
Xx=x+h;

end
Tw(i,1)=y;

end
/4 Construyo la tabla de exztrapolaci mn con el algortimo de
Aitken-Neville,
4 calculo la soluci n
for k = 1:N-1
for j = k+1:N
Tw(j, k+1) = Tw(j, k) + (Tw(j, k) - Tw(j-1, k)) / ((w(j
) / w(j-k))"2 - 1);
end
end
yOo=Tw (N,N) ;
x0=x0+H(1) ;

end
errorw(l,N) = abs(Tw(N,N) - 1./cos((pi/6)+1));
end
end

# Gr fica en escala doble logar tmica

figure (3)

clf

colororder (["#0072BD";"#D95319"; "#EDB120" ;"#7E2F8E"; "#77AC30"])
loglog(H, errorw, '-o');

xlabel ('Longitudes de paso (H=0.05, 0.025 y 0.0125)');
ylabel ('Error en t=x_{0}+1"');

title('Arm nica');

axis ([10.7-2 1 10.7-12 20]1);

hold on
loglog (H,200%H."2, '—-"')
loglog (H,8000*«H. 4, "'--")
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loglog (H,100000%H."6, ' —-"')
loglog (H,2000000%H.~8, ' --')
loglog (H,20000000%H.~10, '--"')
legend ({'T_{1,1}, orden 2', 'T_{2,2}, orden 4', 'T_{3,3}, orden
6', 'T_{4,4}, ordemn 8', 'T_{5,5}, orden 10', 'Pendiente 2',
'Pendiente 4', 'Pendiente 6', 'Pendiente 8', 'Pendiente 10'
}, 'Location', 'southeast','Orientation', 'vertical')

A.5. Quinto programa

He utilizado el siguiente programa para generar las figuras 2.13, 2.14 2.15.

/4 Datos imiciales

x0 = pi/6;

y00 = 2/sqrt (3);

H = 0.2;

N =5; /5
n=[2,4,8,16,32]; JRomberg
m=[2,4,6,8,12]; /JBulirsch
w=[2,4,6,8,10]1; /JArm nica

/4 Inicializacti n de wvariables
Tn = zeros (N, N);

trabajon = zeros(N, N);

errorn = zeros (N, N);

Tm = zeros(N, N);
trabajom = zeros(N, N);
errorm = zeros (N, N);

Tw = zeros(N, N);
trabajow = zeros(N, N);
errorw = zeros (N, N);

#Gragg sin paso suavtizador para T(j,1)
for i=1:N
h=H/n (i) ;
x=%x0;
yO0=y00;
y1=y0+h*((-yO*xsin(x)+2*xtan(x))*y0);
h2=2%h;
for j=1:n(i)
X=x+h;
y2=y0+h2*((-yl*sin(x)+2*xtan(x))*yl);
yo=y1;
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yl=y2;
end
Tn(i,1)=y0;

end

for i=1:N
h=H/m (i) ;
x=x0;
y0=y00;
y1=y0+h*((-yO*sin (x)+2xtan(x))*y0) ;
h2=2x%h;
for j=1:m(i)
Xx=x+h;
y2=y0+h2* ((-yl*sin(x)+2*tan(x))*yl);
yo=y1;
yl=y2;
end
Tm(i,1)=y0;

end

for i=1:N
h=H/w(i);
x=x0;
y0=y00;
y1=y0+h*((-yO*sin (x)+2xtan(x))*y0) ;
h2=2x%h;
for j=1:w(i)
Xx=x+h;
y2=y0+h2* ((-yl*sin(x)+2*tan(x))*yl);
yo=y1;
yl=y2;
end
Tw(i,1)=y0;

end
4 Intcializa la primera columna con los wvalores num 7Ticos
errorn(:,1) = abs(Tn(:, 1) - 1./cos(x0+H));

trabajon(:,1) = n(:);

errorm(:,1) = abs(Tm(:, 1) - 1./cos(x0+H));
trabajom(:,1) = m(:);

errorw(:,1) = abs(Tw(:, 1) - 1./cos(x0+H));
trabajow (:,1) = w(:);
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% Construyo la tabla de exztrapolaci n con el algortimo de

Attken-Neville,
4 calculo el error y el trabajo
for k = 1:N-1

for j = k+1:N

Tn(j, k+1) = Tn(j, k) + (Tn(j, k) - Tn(j-1, k)) / ((n(j

) / n(j-k))"2 - 1);
errorn(j,k+1) = abs(Tn(j, k+1) - 1./cos(x0+H));
trabajon(j,k+1)=sum(n(j-k+1:3))-(k-1);

end
end

for k = 1:N-1
for j = k+1:N

Tm(j, k+1) = Tm(j, k) + (Tm(j, k) - Tm(j-1, k)) / ((m(j

) / m(j-k))"2 - 1);
errorm(j,k+1) = abs(Tm(j, k+1) - 1./cos(x0+H));
trabajom(j,k+1)=sum(m(j-k+1:j))-(k-1);

end
end

for k = 1:N-1
for j = k+1:N

Tw(j, k+1) = Tw(j, k) + (Tw(j, k) - Tw(j-1, k)) / ((w(j

) / w(j-k))"2 - 1);
errorw(j,k+1) = abs(Tw(j, k+1) - 1./cos(x0+H));
trabajow(j,k+1)=sum(w(j-k+1:j))-(k-1);

end
end

# Gr fica en escala doble logar tmica

figure (1)

clf

loglog(trabajon, errorn,

xlabel ('Trabajo');

ylabel('Precisi n');

title ('Romberg');

for i=1:N
txt=['T_{',num2str(i) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajon(i,i) ,errorn(i,i),txt)
txt=['T_{',num2str(N) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajon(N,i) ,errorn(N,i),txt)

l_ol);
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end

axis ([1 100 10.°-16 11);

legend ({'T_{j,1}",'T_{j,2%",'T_{3,3r"','T_{j,4%",'T_{j,56}'},"'
Location', 'southwest','Orientation', 'vertical')

figure (2)

clf

loglog(trabajom, errorm, '-o');
xlabel ('Trabajo');
ylabel('Precisi n');
title('Bulirsch');

for i=1:N
txt=['T_{',num2str (i) ',' num2str(i),'}'l;
text (trabajom(i,i),errorm(i,i),txt)
txt=["'T_{',num2str(N) ',' num2str(i),'}'];

text (trabajom(N,i) ,errorm(N,i),txt)

end

axis ([1 100 10.°-16 11);

legend ({'T_{j,1}r",'T_{j,2%",'T_{3,3r"','T_{j,4%",'T_{j,56}+'},"'
Location', 'southwest','Orientation', 'vertical')

figure (3)

clf

loglog(trabajow, errorw, '-o');
xlabel ('Trabajo');
ylabel('Precisi n');
title('Arm nica');

for i=1:N
txt=['T_{',num2str (i) ',' num2str(i),'}'l;
text (trabajow(i,i) ,errorw(i,i),txt)
txt=['T_{',num2str(N) ',' num2str(i),'}'];

text (trabajow(N,i) ,errorw(N,i),txt)

end

axis ([1 100 10.°-16 11);

legend ({'T_{j,1}",'T_{j,2%",'T_{3,3"','T_{j,4%",'T_{j,6}'},"'
Location', 'southwest','Orientation', 'vertical')

A.6. Sexto programa

He utilizado el siguiente programa para generar las figuras 2.16, 2.17 2.18.

/ Datos iniciales

x0 = pi/6;
y00 = 2/sqrt(3);
H=0.2;
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N =5; /5

n=[2,4,8,16,32]; JRomberg
m=[2,4,6,8,12]; /Bulirsch
w=[2,4,6,8,10]1; JArm nica

/4 Inicializacti n de wvariables
Tn = zeros (N, N);

trabajon = zeros (N, N);

errorn = zeros (N, N);

Tm = zeros(N, N);
trabajom = zeros(N, N);
errorm = zeros (N, N);

Tw = zeros(N, N);
trabajow = zeros(N, N);
errorw = zeros (N, N);

#Gragg con paso suavtizador para T(j,1)
for i=1:N
h=H/n(i);
x=%x0;
yO0=y00;
y1=y0+h*((-yO*sin(x)+2xtan(x))*y0);
h2=2%h;
for j=1:n(i)
Xx=x+h;
y2=y0+h2*((-yl*sin(x)+2xtan(x))*yl);
aux=y0;
yO=y1;
yl=y2;
end
S=(aux+2*y0+y1l)/4;
Tn(i,1)=S;

end

for i=1:N
h=H/m(i);
x=x0;
y0=y00;
y1=y0+h*((-yOxsin(x)+2*xtan(x))*y0);
h2=2xh;
for j=1:m(i)
X=x+h;
y2=y0+h2*((-yl*sin(x)+2xtan(x))*yl);
aux=yo0;
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yo=y1;

yl=y2;

end
S=(aux+2*y0+yl) /4;
Tm(i,1)=S;

end

for i=1:N
h=H/w(i);
x=%x0;
y0=y00;
y1=y0+h*((-yO*sin(x)+2xtan(x))*y0) ;
h2=2%h;
for j=1:w(i)
Xx=x+h;
y2=y0+h2*((-yl*sin(x)+2xtan(x))*yl);
aux=y0;
yOo=y1;
yl=y2;
end
S=(aux+2*xy0+yl)/4;
Tw(i,1)=S;

end

% Intcializa la primera columna con los walores mnum 7Ticos
errorn(:,1) = abs(Tn(:, 1) - 1./cos(x0+H));
trabajon(:,1) = n(:)+1;

errorm(:,1) = abs(Tm(:, 1) - 1./cos(x0+H));
trabajom(:,1) = m(:)+1;

errorw(:,1) = abs(Tw(:, 1) - 1./cos(x0+H));
trabajow (:,1) = w(:)+1;

% Construyo la tabla de exztrapolaci n con el algortimo de
Aitken-Neville,

% calculo el error y el trabajo

for k = 1:N-1
for j = k+1:N

Tn(j, k+1) = Tn(j, k) + (Tn(j, k) - Tn(j-1, k)) / ((n(j

) / n(j-k))"2 - 1);
errorn(j,k+1) = abs(Tn(j, k+1) - 1./cos(x0+H));
trabajon(j,k+1)=sum(n(j-k+1:j))+1;

end
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end

for k = 1:N-1
for j = k+1:N

Tm(j, k+1) = Tm(j, k) + (Tm(j, k) - Tm(j-1, k)) / ((m(j

) / m(j-k))"2 - 1);
errorm(j,k+1) = abs(Tm(j, k+1) - 1./cos(x0+H));
trabajom(j,k+1)=sum(m(j-k+1:j))+1;

end
end

for k = 1:N-1
for j = k+1:N

Tw(j, k+1) = Tw(j, k) + (Tw(j, k) - Tw(j-1, k)) / ((w(j

) / w(j-k))"2 - 1);
errorw(j,k+1) = abs(Tw(j, k+1) - 1./cos(x0+H));
trabajow (j,k+1)=sum(w(j-k+1:j))+1;

end
end

%4 Gr fica en escala doble logar tmica

figure (1)

clf

loglog(trabajon, errorn, '-o');
xlabel ('Trabajo');
ylabel('Precisi n');

title ('Romberg');

for i=1:N
txt=['T_{',num2str(i) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajon(i,i) ,errorn(i,i),txt)
txt=['T_{',num2str(N) ',' num2str(i),'}'];

text (trabajon(N,i),errorn(N,i),txt)

end

axis ([1 100 10.°-16 11);

legend ({'T_{j,1}','T_{j,2> " ,'T_{j,3+",'T_{j,4}",'T_{j,56}'},"
Location', 'southwest','Orientation', 'vertical')

figure (2)

clf

loglog(trabajom, errorm,
xlabel ('Trabajo');
ylabel('Precisi n');
title('Bulirsch');

for i=1:N

I_Ol);
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txt=['T_{',num2str(i) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajom(i,i) ,errorm(i,i),txt)
txt=['T_{',num2str(N) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajom(N,i) ,,errorm(N,i),txt)

end

axis ([1 100 10.°-16 1]1);

legend ({'T_{j,1}",'T_{j,2%",'T_{3,3"','T_{j,4%",'"T_{j,5}'},"'
Location', 'southwest','Orientation', 'vertical')

figure (3)

clf

loglog(trabajow, errorw, '-o');

xlabel ('Trabajo');

ylabel('Precisi n');

title('Arm nica');

for i=1:N
txt=['T_{',num2str(i) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajow(i,i) ,errorw(i,i),txt)
txt=['T_{',num2str(N) ',' num2str(i),'}'];
text (trabajow(N,i) ,errorw(N,i),txt)

end

axis ([1 100 10.°-16 11);

legend ({'T_{j,1}",'T_{j,2%",'T_{3,3%"','T_{j,4%",'T_{j,5}'},"'
Location', 'southwest','Orientation', 'vertical')

A.7. Séptimo programa

He utilizado el siguiente programa para generar las figuras 2.19, 2.20 2.21.

/4 Datos iniciales

H = zeros(1, 3);

H(1) = 0.05;

H(2) = 0.025;

H(3) = 0.0125;
n=[2,4,8,16,32]; /Romberg

m=[2,4,6,8,16]; /Bulirsch
w=[2,4,6,8,10]1; JArm nica
errorn = zeros (3, 5);

errorm = zeros (3, 5);
errorw zeros (3, 5);

BRKBIRRRIRIBIRIRIRIBIRIRITL
for 1=1:3
df=1/H(1); J calculo el n mero de pasos
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for N=1:5 J calculo el error global de T_{N,N}
Tn = zeros(N, N);
x0 = pi/6;
y00 = 2/sqrt(3);
for d=1:4df / avanzo hasta z=z_0+1
%GBS para T(j,1)
for i=1:N
h=H(1)/n(i);
x=x0;
y0=y00;
y1=y0+h*((-yO*sin(x)+2xtan(x))*y0) ;
h2=2%h;
for j=1:n(i)
X=x+h;
y2=y0+h2* ((-yl*sin(x)+2*tan(x))*yl);
aux=y0;
yo=y1;
yl=y2;
end
S=(aux+2*y0+yl) /4;
Tn(i,1)=S;

end
4 Construyo la tabla de extrapolaci n con el algortimo de
Aitken-Neville,
% calculo la soluci n
for k = 1:N-1
for j = k+1:N
Tn(j, k+1) = Tn(j, k) + (Tn(j, k) - Tn(j-1, k)) / ((n(j
) / n(j-k))"2 - 1)
end
end
y00=Tn (N,N) ;
x0=x0+H(1) ;

end
errorn(l,N) = abs(Tn(N,N) - 1./cos((pi/6)+1));
end
end

4 Gr fica en escala doble logar tmica

figure (1)

clf

colororder (["#0072BD";"#D95319";"#EDB120";"#7E2F8E";"#77AC30"])
loglog(H, errorn, '-o');

xlabel ('Longitudes de paso (H=0.05, 0.025 y 0.0125) ') ;

ylabel ('Error en t=x_{0}+1');
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title ('Romberg');

axis([10.7-2 1 10.°-13 201);

hold on

loglog(H,100*H."2,'--")

loglog (H,1000%H. 4, '--")

loglog(H,5000%H."6,'--")

loglog (H,50000%H. 8, ' -~ ')

loglog (H,60000%H. 10, '-~"')

legend ({'T_{1,1}, orden 2', 'T_{2,2}, orden 4', 'T_{3,3}, orden
6', 'T_{4,4}, orden 8', 'T_{5,5}, orden 10', 'Pendiente 2',
'Pendiente 4', 'Pendiente 6', 'Pendiente 8', 'Pendiente 10'
},'Location', 'southeast', 'Orientation', 'vertical')

RAERRIIBIILBIRTIIILIITIETL T
for 1=1:3
df=1/H(1); J calculo el n mero de pasos
for N=1:5 ) calculo el error global de T_{N,N}
Tm = zeros(N, N);
x0 = pi/6;
y00 = 2/sqrt(3);
for d=1:df / avanzo hasta z=z_0+1
%GBS para T(j,1)
for i=1:N
h=H(1) /m(i);
x=%x0;
y0=y00;
y1=y0+h*((-yO*sin(x)+2xtan(x))*y0) ;
h2=2xh;
for j=1:m(i)
X=x+h;
y2=y0+h2*((-yl*sin(x)+2xtan(x))*yl);
aux=y0;
yO=y1;
yl=y2;
end
S=(aux+2*y0+y1l)/4;
Tm(i,1)=S;

end
4 Construyo la tabla de extrapolacti n con el algortimo de
Aitken-Neville,
% calculo la soluci n
for k = 1:N-1
for j = k+1:N
Tm(j, k+1) = Tm(j, k) + (Tm(j, k) - Tm(j-1, k)) / ((m(j
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) / m(j-k))"2 - 1);
end
end
y00=Tm(N,N) ;
x0=x0+H(1);

end
errorm(1l,N) = abs(Tm(N,N) - 1./cos((pi/6)+1));
end
end

%4 Gr fica en escala doble logar tmica

figure (2)

clf

colororder (["#0072BD";"#D95319"; "#EDB120" ;"#7E2F8E" ; "#77AC30"])
loglog(H, errorm, '-o');

xlabel ('Longitudes de paso (H=0.05, 0.025 y 0.0125) "');

ylabel ('Error en t=x_{0}+1');

title('Bulirsch');

axis ([10.7-2 1 10.7-13 20]);

hold on

loglog (H,100%H."2, ' --"')

loglog (H,1000%H. 4, '--")

loglog (H,10000%H."6, ' --')

loglog(H,200000*%H."8,'--")

loglog(H,1000000%H."10,"'--")

legend ({'T_{1,1}, orden 2', 'T_{2,2}, orden 4', 'T_{3,3}, orden
6', 'T_{4,4}, ordemn 8', 'T_{5,5}, orden 10', 'Pendiente 2',
'Pendiente 4', 'Pendiente 6', 'Pendiente 8', 'Pendiente 10'
},'Location', 'southeast', 'Orientation', 'vertical')

RERRERTIRIRLETERRIRTTERRLL K,
for 1=1:3
df=1/H(1); 7 calculo el n mero de pasos
for N=1:5 ) calculo el error global de T_{N,N}
Tw = zeros(N, N);
x0 = pi/6;
y00 = 2/sqrt (3);
for d=1:df / avanzo hasta z=z_0+1
#GBS para T(j,1)
for i=1:N
h=H(1) /w(i);
x=x0;
yO0=y00;
y1=y0+h*((-yO*xsin(x)+2xtan(x))*y0) ;
h2=2%h;
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for j=1:w(i)

Xx=x+h;
y2=y0+h2*((-yl*sin(x)+2xtan(x))*yl);
aux=y0;

yo=y1;

yl=y2;

end

S=(aux+2*y0+yl)/4;

Tw(i,1)=S;

end
% Construyo la tabla de exztrapolaci n con el algortimo de
Aitken-Neville,
% calculo la solucti n
for k = 1:N-1
for j = k+1:N
Tw(j, k+1) = Tw(j, k) + (Tw(j, k) - Tw(j-1, k)) / ((w(j
) / w(j-k))"2 - 1);
end
end
y00=Tw(N,N);
x0=x0+H(1);

end
errorw(l,N) = abs(Tw(N,N) - 1./cos((pi/6)+1));
end
end

# Gr fica en escala doble logar tmica

figure (3)

clf

colororder (["#0072BD";"#D95319"; "#EDB120" ;"#7E2F8E"; "#77AC30"])

loglog(H, errorw, '-o');

xlabel ('Longitudes de paso (H=0.05, 0.025 y 0.0125) ');

ylabel ('Error en t=x_{0}+1');

title('Arm nica');

axis([10.7-2 1 10.°-13 20]1);

hold on

loglog (H,100%H."2, '--"')

loglog (H,1000%H. 4, '--")

loglog(H,10000%xH."6,"'--")

loglog(H,200000*%H."8,'--")

loglog (H,3000000%H.~10, '--"')

legend ({'T_{1,1}, orden 2', 'T_{2,2}, orden 4', 'T_{3,3}, orden
6', 'T_{4,4}, ordemn 8', 'T_{5,5}, orden 10', 'Pendiente 2',
'Pendiente 4', 'Pendiente 6', 'Pendiente 8', 'Pendiente 10'
},'Location', 'southeast','Orientation','vertical')
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A.8. Octavo programa

He utilizado el siguiente programa para generar las figuras 3.1, 3.2 3.3.

/4 Datos imiciales

x0 = 0; Zinicial

xf=20; /final

y00 = 3/2;

z00 = 3;

w=[2,4,6,8,10,12,14,16,18]1; JZArm nica
TOL=10"-5;

Hv = TOL"0.14; Jtama o de paso intictial
%4 Intcializaci n de wvariables

yy (1) = y00;

zz (1) z00 ;

xx (1) x0;

1=3; /el orden inicial

s=1; Jlos pasos aceptados +1
A(1)=w(l)+1;

W(1)=A(1)/Hv;

while xx(end) < xf-1e-13 // si ocurre paramos

if 1<9 JJ sino bajamos el orden
if 1>2 JJ sino signtifica que hemos bajado mucho el orden
for i=1:1-1 Jcomputo las l-1 primeras lineas de la tabla y los
datos mecesarios
h=min ([Hv, (xf-xx(s))])/w(i);
x=xx (end) ;
yO=yy (end) ;
z0=zz (end) ;
y1=y0+h*(1+y0 " 2%xz0-4*y0) ;
z1=2z0+h*(3*xy0-y0~2%z0) ;
h2=2%h;
for j=1:w(i)
X=x+h;
y2=y0+h2* (1+y1~2%z1-4xy1);
z2=20+h2* (3*xyl-y1~2%z1);
auxy=y0;
auxz=z0;
yO=y1;
yl=y2;
z0=z1;
z1=z2;
end
Sy=(auxy+2*y0+yl) /4;
Sz=(auxz+2%z0+z1) /4;
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Twy (i,1)=Sy;
Twz (i,1)=Sz;

end
for k = 1:1-2
for j = k+1:1-1
Twy(j, k+1) = Twy(j, k) + (Twy(j, k) - Twy(j-1, k)) /
(w(j) / w(j-k))"2 - 1);
Twz (j, k+1) = Twz(j, k) + (Twz(j, k) - Twz(j-1, k)) /
(w(j) / w(j-k))"2 - 1);
end
end

errorw(l-1)=norm(Twy(1-1,1-2)-Twy(1-1,1-1))+norm(Twz(1l-1,1-2)~-
Twz(1-1,1-1));

H(1-1)=0.94%Hv*(TOL/errorw(1-1)) .7 (1/(2%1-3));

for t=2:1-1

ACt)=ACt-1)+w(t);

end

W(l-1)=A(1-1)/H(1-1);

A(L)=AC1-1)+w(l);

if 1>3

errorw(l-2)=norm(Twy(1-2,1-3)-Twy(1-2,1-2))+norm(Twz(1-2,1-3) -
Twz (1-2,1-2));

H(1-2)=0.94*xHv*(TOL/errorw(1-2)) .~ (1/(2%x1-5));

W(1-2)=A(1-2)/H(1-2);

end

if errorw(l-1) <=TOL, Jaceptamos vy hacemos cambios
Hdef (s)=min ([Hv, (xf-xx(s))1);
L(s)=1-1;

s=s+1;

yy(s)=Twy(1-1,1-1);
zz(s)=Twz(1-1,1-1);
xx(s)=xx(s-1)+Hdef (s-1);

if W(l-1) < 0.94*W(1-2),
Hv=H(1-1)*A(1)/A(1-1);

else

1=1-1;

Hv=H(1);

end

else Jrechazamos, seguimos buscando
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if errorw(l-1) > (w(l)/Hv) "2*TOL, J/bajamos el orden y hacemos
el paso m s peque o

1=1-1;

Hv=H(1);

else Jcontinuamos, calculando la fila 1l y los siguientes datos

h=min ([Hv, (xf-xx(s))1)/w(l);

x=xx (end) ;

yO0=yy (end) ;

z0=zz (end) ;

y1=y0+h*(1+y0~2%xz0-4%y0) ;

z1=2z0+h* (3*xy0-y0~2%*z0) ;

h2=2xh;

for j=1:w(l)

x=x+h;

y2=y0+h2* (1+y1~2xz1-4xy1);

z2=z0+h2* (3*xyl-y1~2%xz1);

auxy=yO0;

auxz=2z0;

yo=y1;

yl=y2;

z0=2z1;

zl1=z2;

end

Sy=(auxy+2*y0+yl) /4;

Sz=(auxz+2*z0+z1) /4;

Twy(1,1)=8y;

Twz (1,1)=8z;

for k = 1:1-1

Twy (1, k+1) = Twy(l, k) + (Twy(l, k) - Twy(l-1, k)) / ((w(l) /
w(l-k)) 2 - 1);

Twz (1, k+1) = Twz(l, k) + (Twz(l, k) - Twz(l-1, k)) / ((w(l) /
w(l-k))"2 - 1);

end

errorw(l)=norm(Twy(1,1-1)-Twy(1l,1))+norm(Twz(1,1-1)-Twz(1,1));
H(1)=0.94*xHv*(TOL/errorw(1l)) .~ (1/(2%x1-1));
A(l)=AC1-1)+w(1l);

A(l+1)=A(1)+w(1l+1);

W(1)=A(1)/H(1);

if errorw(l) <=TOL, /aceptamos y hacemos cambios
Hdef (s)=min ([Hv, (xf-xx(s))]1);

L(s)=1;

s=s+1;

yy (8)=Twy(1,1);

zz(s8)=Twz(1,1);

xx(s)=xx(s-1)+Hdef (s-1);
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if W(l-1) < 0.94*W(l),

1=1-1;

Hv=H(1);

elseif W(1l) < 0.94xW(1-1),

1=1+1;

Hv=H(1-1)*A(1)/A(1-1);

else

Hv=H(1);

end

else Jveamos st rechazamos o seguimos
if errorw(l) > (w(l+1)/Hv) "2*TOL, /rechazamos y bajo el orden y

el paso
1=1-1;
Hv=H(1) ;

else J continuamos, calculando T_{1+1,1+1} y el resto de datos
h=min ([Hv, (xf-xx(s))])/w(l+1);
x=xx (end) ;

yO=yy (end) ;

z0=zz (end) ;
y1=y0+h*(1+y0 " 2%xz0-4%y0) ;
z1=2z0+h*(3*xy0-y0~2%z0) ;
h2=2xh;

for j=1:w(l+1)

X=xX+h;
y2=y0+h2*(1+y1~2*%xz1-4%y1l);
z2=2z0+h2* (3*xyl-y1~2%z1) ;
auxy=yO0;

auxz=z0;

yO=y1;

yl=y2;

z0=2z1;

z1=z2;

end

Sy=(auxy+2*y0+yl) /4;
Sz=(auxz+2*xz0+z1) /4;

Twy (1+1,1)=Sy;

Twz (1+1,1)=8z;

for k = 1:1

Twy (1+1, k+1) = Twy(l+1l, k) + (Twy(l+1l, k) - Twy(l, k)) / ((w(1
+1) / w(l+1-k))"2 - 1);

Twz (1+1, k+1) = Twz(1l+1, k) + (Twz(l+1, k) - Twz(l, k)) / ((w(l
+1) / w(l+1-k))"2 - 1);

end

errorw(l+1)=norm(Twy (1+1,1)-Twy(l+1,1+1))+norm(Twz(1+1,1)-Twz (1
+1,1+1));
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if errorw(l+1) <=TOL, Jaceptamos y hacemos cambios
H(1+1)=0.94*xHv*x(TOL/errorw(1+1)) .~ (1/(2*x1+1));
A(L+1)=A(1)+w(1l+1);

W(l+1)=A(1+1)/H(1+1);

Hdef (s)=min ([Hv, (xf-xx(s))1);

L(s)=1+1;

s=s+1;

yy(s)=Tuwy (1+1,1+1);

zz(s)=Twz (1+1,1+1) ;

xx(s)=xx(s-1)+Hdef (s-1);

if W(1l) < 0.94*W(1l+1),

1=1-1;

Hv=H(1l);

elseif W(1l+1) < 0.94x*W(1l),

1=1+1;

Hv=H(1);

else

Hv=H(1l);

end

else Jrechazamos y cambiamos el tama o del paso y wvolvemos a
empezar el bucle

Hv=H(1);

end

end
end

end
end

figure (1)
clf
plot (xx,yy, 'o-")
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xlabel ('x"')

ylabel ('y')
title('Soluci n')
hold on
plot(xx,zz, 'o-"')

figure (2)

clf

semilogy (xx(1:end-1) ,Hdef, 'o-")
xlabel('x")

ylabel('Tama o del paso (H)')
title('Tama os de paso aceptados')

figure (3)

clf

plot(xx(l:end-1) ,2%xL,"'o-") JElL orden siempre es par y el doble
del L

xlabel('x"')
ylabel ('Orden')
title('Ordenes aceptados')

A.9. Noveno programa

He utilizado el siguiente programa (cambiando la tolerancia y guardando los datos para
hacer las grificas) para generar las figuras 3.4, 3.5 3.6.

/ Datos iniciales

x0 = -2; Jinicial

xf=2; Jfinal

yo0o = 2/3;

w=[2,4,6,8,10,12,14,16,18]; JArm nica
TOL=1e-5;

Hv = TOL"0.14; Jtama o de paso inticial
/ Inicializaci n de wvariables

yy (1) = y00;

xx (1) = x0;

1=3; /el orden inicial

s=1; Jlos pasos aceptados +1
A(1)=w(1l)+1;

W(1)=A(1)/Hv;

while xx(end) < xf-1e-13 /) si ocurre paramos
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if 1<9 JJ sino bajamos el orden
if 1>2 JJ sino signtifica que hemos bajado mucho el orden
for i=1:1-1 Jcomputo las l-1 primeras lineas de la tabla y los
datos mecesarios
h=min ([Hv, (xf-1e-13-xx(s))])/w(i);
x=xx (end) ;
yO=yy (end) ;
yl1=y0+h*((-sign(x)*abs(l-abs(x)))*y0~2);
h2=2%h;
for j=1:w(i)
X=x+h;
y2=y0+h2*x((-sign(x)*abs (1-abs(x)))*yl1~2);
aux=y0;
yOo=y1;
yl=y2;
end
S=(aux+2*xy0+yl)/4;
Tw(i,1)=S;

end
for k = 1:1-2
for j = k+1:1-1
Tw(j, k+1) = Tw(j, k) + (Tw(j, k) - Tw(j-1, k)) / ((u(
) / w(j-k))"2 - 1);

end
end

errorw(l-1)=norm(Tw(l-1,1-2)-Tw(l-1,1-1));
H(1-1)=0.94*xHv*(TOL/errorw(1l-1)) .~ (1/(2%1-3));
for t=2:1-1

ACt)=A(t-1)+w(t);

end

W(l-1)=A(C1-1)/H(1-1);

A(l)=AC1-1)+w(1l);

if 1>3
errorw(1-2)=norm(Tw(1l-2,1-3)-Tw(1l-2,1-2));
H(1-2)=0.94*Hv*(TOL/errorw(1-2)) . (1/(2%1-5));
W(1-2)=A(1-2)/H(1-2);

end

if errorw(l-1) <=TOL, Jaceptamos y hacemos cambios
Hdef (s)=min ([Hv, (xf-1e-13-xx(s))]1);
L(s)=1-1;

J
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s=s+1;
yy(s)=Tw(l-1,1-1);
xx(s)=xx(s-1)+Hdef (s-1);

if xx(s) > -2 && xx(s) <= -1,

err(s)= abs(yy(s) - 2./((1+xx(s))"2+2));
elseif xx(s) > -1 && xx(s) <= 0,

err(s)= abs(yy(s) + 2./((1+xx(s))"2-2));
elseif xx(s) > 0 && xx(s) <=1,

err(s)= abs(yy(s) + 2./((-1+xx(s))"2-2));
elseif xx(s) > 1 && xx(s) < 2,

err(s)= abs(yy(s) - 2./((1-xx(s))"2+2));
end

if W(l1-1) < 0.94*W(1-2),
Hv=H(1-1)*A(1)/A(1-1);
else

1=1-1;

Hv=H(1l);

end

else Jirechazamos, seguimos buscando

if errorw(l-1) > (w(l)/Hv) "2*TOL, /bajamos el orden y hacemos
el paso m s peque o

1=1-1;

Hv=H(1l);

else Jcontinuamos, calculando la fila 1l y los siguientes datos

h=min ([Hv, (xf-1e-13-xx(s))1)/w(1l);

x=xx (end) ;

yO=yy (end) ;

y1=y0+h*((-sign(x)*abs(1-abs(x)))*y0~2);

h2=2x%h;

for j=1:w(l)

X=xX+h;

y2=y0+h2*((-sign(x)*abs(1-abs(x)))*yl1~2);

aux=y0;

yOo=y1;

yl=y2;

end

S=(aux+2*y0+y1)/4;

Tw(l,1)=S;

for k = 1:1-1

Tw(l, k+1) = Tw(l, k) + (Tw(l, k) - Tw(l-1, k)) / ((w(l) / w(l-
k))"2 - 1);

end
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errorw(l)=norm(Tw(l,1-1)-Tw(l,1));
H(1)=0.94*Hv*(TOL/errorw(1l)) .~ (1/(2x1-1));
A(1)=AC1-1)+w(l);

ACL+1)=A(1)+w(1+1);

W(l)=A(1l)/H(1);

if errorw(l) <=TOL, Jaceptamos y hacemos cambios
Hdef (s)=min ([Hv, (xf-1e-13-xx(s))]);
L(s)=1;

s=s+1;

yy(s)=Tw(l,1);

xx(s)=xx(s-1)+Hdef (s-1);

if xx(s) > -2 && xx(s) <= -1,

err(s)= abs(yy(s) - 2./((1+xx(s))"2+2));
elseif xx(s) > -1 && xx(s) <= 0,

err(s)= abs(yy(s) + 2./((1+xx(s))"2-2));
elseif xx(s) > 0 && xx(s) <= 1,

err(s)= abs(yy(s) + 2./((-1+xx(s))"2-2));
elseif xx(s) > 1 && xx(s) < 2,

err(s)= abs(yy(s) - 2./((1-xx(s))"2+2));
end

if W(l-1) < 0.94*W(1l),

1=1-1;

Hv=H(1);

elseif W(1l) < 0.94xW(1-1),

1=1+1;

Hv=H(1-1)*A(1)/A(1-1);

else

Hv=H(1);

end

else Jveamos si rechazamos o sSeguimos

if errorw(l) > (w(l+1)/Hv) "2*TOL, Jrechazamos y bajo el orden
el paso

1=1-1;

Hv=H(1l);

else J continuamos, calculando T_{1+1,1+1} y el resto de datos
h=min ([Hv, (xf-1e-13-xx(s))]1)/w(l+1);
x=xx (end) ;

yO=yy (end) ;
y1=y0+h*((-sign(x)*abs(1-abs(x)))*y0~2);
h2=2xh;

for j=1:w(l+1)

X=X+h;
y2=y0+h2*((-sign(x)*abs(1-abs(x)))*yl1~2);
aux=y0;

yOo=y1;

Y
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yl=y2;

end
S=(aux+2*xy0+yl)/4;
Tw(l+1,1)=S;

for k = 1:1

Tw(l+1, k+1) = Tw(l+1, k) + (Tw(l+1, k) - Tw(l, k)) / ((w(l+1)
/ w(l+1-k))"2 - 1);

end

errorw(1l+1)=norm(Tw(l+1,1)-Tw(l+1,1+1));

if errorw(l+1) <=TOL, /aceptamos y hacemos cambios
Hdef (s)=min ([Hv, (xf-1e-13-xx(s))]1);

L(s)=1+1;

s=s+1;

yy(s)=Tw(l+1,1+1);

xx(s)=xx(s-1)+Hdef (s-1);

if xx(s) > -2 && xx(s) <= -1,

err(s)= abs(yy(s) - 2./((1+xx(s))"2+2));
elseif xx(s) > -1 && zxx(s) <= 0,

err(s)= abs(yy(s) + 2./((1+xx(s))"2-2));
elseif xx(s) > 0 && xx(s) <=1,

err(s)= abs(yy(s) + 2./((-1+xx(s))"2-2));
elseif xx(s) > 1 && xx(s) < 2,

err(s)= abs(yy(s) - 2./((1-xx(s))"2+2));
end

H(1+1)=0.94%xHv*(TOL/errorw(1+1)) .~ (1/(2x1+1));
A(1+1)=A(1)+w(1l+1);
W(1+1)=A(1+1)/H(1+1);

if W(1) < 0.94%xW(1+1),

1=1-1;

Hv=H(1);

elseif W(1+1) < 0.94*xW(1),

1=1+1;

Hv=H(1);

else

Hv=H(1);

end

else Jrechazamos y cambiamos el tama o del paso y volvemos a
empezar el bucle

Hv=H(1l);
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end
end
end

end
end

figure (1)

clf

plot(xx,yy, 'o-")
xlabel('x"')
ylabel('y")
title('Soluci n')

figure (2)

clf

semilogy (xx(1l:end-1) ,Hdef, 'o-")
xlabel ('x")

ylabel (' Tama o del paso (H)')
title('Tama os de paso aceptados')

figure (3)

clf

plot(xx(l:end-1) ,2%xL,"'o-") JElL orden siempre es par y el doble
del L

xlabel('x")

ylabel ('Orden')

title('Ordenes aceptados')

figure (4)

clf

semilogy (xx,err, 'o-")
xlabel ('x")

ylabel ('Error"')
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title('Errores')
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