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Resumen

Uno de los problemas mas clésicos en la teoria de decision es conocido por
una de sus versiones como el Problema de la Secretaria. En este trabajo se
desarrollan los conceptos matematicos relacionados con los tiempos de parada
y la optimizacién de estrategias subyacentes en el problema, incluyendo una
visién critica de las distintas variaciones y algunas de sus aplicaciones. En
pocas palabras, la version mas clasica del Problema de la Secretaria plantea
una situacion en la que un empleador necesita cubrir un puesto de trabajo
vacante, pero solo puede entrevistar a un numero limitado de candidatos.
El objetivo es seleccionar al mejor candidato posible, sabiendo que después
de cada entrevista, se debe tomar una decisiéon inmediata sobre si contratar
o rechazar al candidato, y una vez rechazado, no se puede reconsiderar. El
desafio radica en decidir cuantos candidatos se deben entrevistar y en qué
punto se debe tomar la decisiéon de contratar a un candidato para maximizar
la probabilidad de contratar al mejor posible.

Abstract: One of the most classic problems in decision theory is known
by one of its versions as the Secretary Problem. This work develops the
mathematical concepts related to stopping times and underlying optimization
in the problem, including a critical view of the various problem variations and
some of its applications. In short, the Secretary Problem poses a situation
in which an employer needs to fill a vacant position, but can only interview
a limited number of candidates. The objective is to select the best possible
candidate, knowing that after each interview, an immediate decision must be
made on whether to hire or reject the candidate, and once rejected, it cannot
be reconsidered. The challenge lies in deciding how many candidates should
be interviewed and at what point the decision to hire a candidate should be
made to maximize the probability of hiring the best possible candidate.






Introduccion

A finales de la década de los 50, surge el Problema de la Secretaria
(SP, por sus siglas en inglés, Secretary Problem) como un dilema crucial
que pone a prueba la capacidad de los empleadores para tomar decisiones
optimas bajo condiciones de incertidumbre. Este enigma ha cautivado a la
comunidad matematica no solo por su aparente simplicidad, sino también
por su profundidad conceptual y sus multiples aplicaciones practicas. Es por
esta razon que la bibliografia sobre estas variantes es muy extensa y sigue
siendo objeto de estudio en la actualidad, tal como se evidencia en trabajos
recientes como [I] o [17].

El escenario de la versién tradicional del problema es el siguiente: un
empleador busca cubrir un puesto vacante con el candidato mas competen-
te entre una serie de individuos. El nimero de postulantes es conocido de
antemano y se asume que pueden ser ordenados de manera estricta en térmi-
nos de competencia: uno es el mejor de todos, otro es el segundo mejor, y
asi sucesivamente. Sin embargo, este orden es desconocido para el emplea-
dor. Las entrevistas se realizan en un orden aleatorio, y el empleador debe
tomar una decisién irrevocable inmediatamente después de cada entrevista.
Una vez rechazado un candidato, no se le puede reconsiderar, y una vez con-
tratado, no se pueden entrevistar méas candidatos. La decision debe basarse
Unicamente en los rangos relativos de los candidatos entrevistados hasta el
momento. El objetivo del empleador es maximizar la probabilidad de selec-
cionar al candidato més idéneo, es decir, encontrar la estrategia éptima de
parada.

Este trabajo se estructura en cinco capitulos. En el primero de ellos,
siguiendo principalmente el libro de Thomas S. Ferguson [I4], se ofrece una
introduccién a los conceptos mas fundamentales de la teoria de la decision,



10 INDICE GENERAL

un marco en el que se inscribe de forma natural este problema.

El segundo capitulo presenta el SP en su formulacién mas clasica, inclu-
yendo la definiciéon de una estrategia éptima utilizando una regla de corte.
Asimismo, unos primeros resultados muestran la légica detras de la recono-
cida “regla del 37 %”, que proporciona una solucién elegante y sorprendente-
mente efectiva a este problema. Por ultimo, se presenta una seccién con una
notacion general para abordar el SP con diversos tipos de recompensa, junto
con un lema que asegura que la regla 6ptima de parada en estos problemas
es una regla de corte.

El tercer capitulo examina ocho variantes del SP, cada una con su enun-
ciado especifico y su correspondiente estrategia éptima con la probabilidad
asintética de éxito asociada. Las variantes analizadas incluyen el empleo in-
cierto, el juego de Googol, ganar, perder o empatar, seleccionar uno de los
dos mejores, numero aleatorio de candidatos, SP con recompensa asociada
a la duracion, al valor del rango del candidato y el juego contra un opo-
nente. Cada variante presenta desafios Unicos y requiere técnicas analiticas
especificas para derivar las soluciones 6ptimas. La mayor dificultad al abordar
estas versiones ha sido unificar la notacion y los argumentos, procurando que
las técnicas empleadas para obtener las reglas 6éptimas y las probabilidades
asintéticas sigan un mismo patrén.

En el cuarto capitulo, se aborda detalladamente una variante del Proble-
ma de la Secretaria Clasico en la que se busca seleccionar al segundo mejor
candidato, bajo la premisa de que el mejor candidato aceptard una oferta
mas llamativa y rechazara la nuestra. Se demuestra que la probabilidad 6pti-
ma de éxito en este escenario es del 25 %, lo cual subraya la mayor dificultad
de esta tarea en comparacién con la seleccion del mejor candidato. Ademas,
se analiza el caso en el que el objetivo es seleccionar al m-ésimo mejor can-
didato. Para desarrollar estos resultados, se ha consultado principalmente el

trabajo de L. Bayén et al. [I] y el de R. J. Vanderbei [26].

El quinto capitulo trata el Problema de la Secretaria con informacion
completa. Se presenta una familia de estrategias basadas en niimeros de de-
cision, la estrategia Optima y la probabilidad de éxito asociada. Ademaés,
se incluyen resultados numéricos obtenidos mediante el uso de cddigo en
MATLAB, que aparece en el Apéndice [A] y ejemplos de estrategias més
simples que ofrecen una probabilidad de éxito cercana a la éptima.
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En definitiva, a lo largo de este trabajo, se destaca que, més alla de su
interés histérico y académico, el Problema de la Secretaria tiene aplicaciones
practicas significativas en aquellos campos en los que la toma de decisiones a
partir de la observacion secuencial esté presente, reflejando asi su relevancia
y versatilidad en la teoria de la decision.

0.1. Historia y motivacion

El célebre Problema de la Secretaria emergio en el ambito matemaético en
una columna de la revista Scientific American escrita por Martin Gardner
[18] en el ano 1960, atribuido inicialmente a los nombres de J.H. Fox y L.G.
Marnie, quienes enunciaron un problema matemaéaticamente equivalente con
el nombre de Game of Googol. Sin embargo, la historia de su origen tiene
sus matices, ya que algunas fuentes sugieren que el matematico Mosteller ya
habia oido hablar de este problema en circulos académicos en 1955 [19]. Sea
como fuere, fue en febrero de 1960 cuando este dilema se presenté de manera
formal, suscitando un interés inmediato en la comunidad matematica.

La primera solucién formal fue ofrecida por L. Moser y J. R. Pounder en
marzo del mismo ano en la misma revista, lo que marcé el inicio de una serie
de estudios y andlisis por parte de estadisticos y matematicos. Entre estos
pioneros se destacan Bissenger y Siegel [4], a quienes se atribuye una formu-
lacién del problema en 1963 con un caso particular de n = 1000 candidatos,
seguida por la propuesta de solucién de Bosch un ano después.

Sin embargo, como recopila T. Ferguson [12] en sus trabajos, el proble-
ma atrajo una atenciéon aun mayor cuando el matematico D. V. Lindley lo
abord6 en una revista cientifica en 1961 [20], proponiendo una solucién que
consideraba el rango del candidato seleccionado, buscando minimizar dicho
rango, siendo 1 el mejor. No obstante, la resolucion de estrategias asintéticas
Optimas para un numero elevado de candidatos fue lograda posteriormente
por Chow, Moriguti, Robbins y Samuels en 1964 [§].

La diversidad de enfoques para abordar el problema es notable. Lindley y
Beckmann [3] lo estudiaron desde la perspectiva de la programacién dindmi-
ca, mientras que Dynkin lo consideré como una aplicacién de la teoria de los
tiempos de parada de la teoria de Markov, demostrando que el problema es
mondtono y que la estrategia de mirar un paso adelante es éptima. Asimismo,
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las variantes del problema que analizaron Gilbert y Mosteller [19] en 1966,
ampliaron aiin mas su relevancia y complejidad.

Con el tiempo, el dilema de la secretaria se ha convertido en un tema de
investigacion y aplicacién en diversos campos. En particular, cuando se con-
sideran variantes de este problema, algunas tienen parentesco con problemas
practicos de la vida real, como los procedimientos de seleccion de personal,
optimizacién de algoritmos, inversion bursatil o los programas de inspeccion
de bombas atémicas. No obstante, las variantes que tratamos estan suficien-
temente simplificadas como para abordar rigurosamente tales aplicaciones.

0.2. Variaciones del Problema de la Secreta-
ria

El Problema de la Secretaria, con su enunciado intrigante y su solucién
sorprendente, ha cautivado la atenciéon de matematicos y tedricos de la deci-
sion a lo largo de los anos. Conocido por diversos nombres, como el problema
del matrimonio (donde se busca la mejor esposa); el problema de la dote del
sultdn o el juego de Googol (donde se busca elegir el mayor de un conjunto
desconocido de niimeros), este problema presenta una diversidad de variantes
que lo convierten en un area de estudio fascinante y en constante evolucion.

En la literatura, aparecen distintas variaciones del Problema de la Secre-
taria clasico, extendiéndose este en varias direcciones. Por ejemplo, a partir
de una secuencia de candidatos aleatoria de longitud fija, se pueden elegir
uno o varios, conocer la distribucion de candidatos o no tener informacién
sobre ellos, puede existir un oponente que altera las propiedades de la secuen-
cia... También, la funcién de recompensa puede ser 0 o 1 o puede ser el valor
numérico asociado a la eleccion, como por ejemplo en problemas de inversion.
De este modo, podemos definir algunas de las variantes més relevantes que
han surgido a lo largo del tiempo:

1. Problema de la Secretaria con Informacion Completa (FISP):

El Problema de la Secretaria con informacién completa tiene las mismas
hipdtesis que el SP y, ademas, se conoce la distribucion de probabili-
dad que siguen los enteros positivos asociados a los candidatos y los
parametros de dicha distribucién. Gilbert y Mosteller [19] resolvieron
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este caso y encontraron un resultado del juego que tiende a un valor
cercano a 0, 5802 para n suficientemente grande.

2. Problema de la Secretaria con Informacion Parcial (PISP):

Se trata de una variante intermedia entre el SP y el FISP. Se consideran
las mismas hipétesis que el SP y, ademas, se conoce la distribuciéon de
probabilidad que siguen los enteros aleatorios, pero no se conocen todos
los parametros de la distribucién. Esta variacion ha sido estudiada por
Petruccelli [23].

3. Problema de la Secretaria con Memoria Finita (FMSP):

A las hipoétesis del SP se anade que el empleador no puede acordar-
se de todos los candidatos que ya entrevistd, sino que solo recuerda
un numero finito. Tras entrevistar a un candidato el empleador debe
elegir entre contratar al candidato, rechazarlo olviddandolo o rechazarlo
guardandolo en su memoria. Smith y Deely [9] abordaron esta variante.

4. Problema de la Secretaria con Multiple eleccion (MCSP):

En lugar de escoger un tnico candidato, el empleador puede elegir un
conjunto de varios candidatos. En las ultimas décadas el MCSP ha
sido objeto de estudio, en el articulo de Dinitz [10] se proporciona una
amplia vision de los ltimos avances en este problema.

Las variantes expuestas tienen todas la misma funcién objetivo: maximi-
zar la probabilidad de encontrar al mejor candidato. Sin embargo, también
es posible plantear el problema cambiando la funcién objetivo:

1. Variante del investigador posdoctoral:

Se busca maximizar la probabilidad de elegir al segundo mejor candi-
dato [26].

2. Problema de la Secretaria con costos de entrevista (SPIC):

Con las hipotesis del problema clasico SP, se supone que cada candidato
tiene un valor (positivo) y que cada entrevista tiene un costo (negativo)
fijo. La funcién objetivo es entonces minimizar el costo total de la serie
de entrevistas, es decir, se busca minimizar el valor del candidato con-
tratado quitando los costos de las entrevistas realizadas. Bartoszynski
y Govindarajulu [5] estudiaron esta variante.
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3. Optimizacion multiobjetivo:

Se plantea el SP de manera que existan varias funciones objetivo. Por
ejemplo, si consideramos el SPIC teniendo en cuenta el potencial del
candidato y los costes de entrevista, la funcién objetivo seria minimizar
orden del candidato y también los costes de entrevista.

4. Otros ejemplos:

Maximizar la probabilidad de elegir uno de los k& mejores candidatos [7]
o minimizar el rango global esperado del candidato son otras opciones.



Capitulo 1

Elementos de la teoria de
decision

Una rama de la teoria de decision la constituyen los problemas de parada
optima. Estos problemas buscan elegir el momento adecuado para tomar
una accién basada en variables aleatorias observadas secuencialmente, con
el objetivo de maximizar una recompensa esperada o minimizar un costo
esperado, y se encuentran en areas como la estadistica, la economia y las
finanzas matematicas.

En particular, el Problema de la Secretaria y sus variantes constituyen
un ejemplo clave de problemas de parada con horizonte finito. Por esta razon,
dedicamos este primer capitulo a la construccion de los conceptos fundamen-
tales de esta teoria de las mateméticas con la que trabajaremos a lo largo de
esta memoria.

1.1. Elementos basicos de los problemas de
decisién

Los elementos de la teoria de decisién son similares a los de la teoria

de juegos. En concreto, los problemas de la teoria de decisién se pueden

considerar como juegos de dos personas, en los que la naturaleza actiia como
uno de los jugadores. La naturaleza representa todo aquello que no esta bajo

15
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el control de la persona encargada de tomar la decision, introduciendo asi
incertidumbre y aleatoriedad en el proceso de toma de decisiones.

Los problemas de este tipo se componen de tres elementos:

1. Un conjunto no vacio, ©, de posibles estados de la naturaleza que se
denomina espacio de parametros.

2. Un conjunto no vacio, A, de acciones disponibles para el decisor.

3. Una funcién de ganancia, L(6,a), que es una funcién real definida en

O x A.

En matemadticas, un juego consiste en un triplete (©,.4, L). Cualquier
triplete de ese tipo define el juego y la manera de interpretarlo es la siguiente.
La naturaleza elige un punto ¢ € O, el decisor, sin saber la elecciéon que la
naturaleza ha hecho, elige una accién a € A. Como consecuencia de estas dos
elecciones, el jugador gana una cantidad L(#,a). Esta funcién podria tomar
valores negativos, en cuyo caso se interpretaria como una pérdida.

Ejemplo 1.1. (Pares o nones). En el juego de pares o nones, dos jugadores
ensenian uno o dos dedos. El jugador I gana si la suma de los digitos es par,
y el otro jugador, el nimero II, gana si la suma es impar. El perdedor paga
en euros la suma de los nimeros sacados.

Para crear el triplete (©,.4, L) podemos denominar al jugador I como
la “naturaleza” y al jugador II como el “decisor”. Cada jugador tiene dos
posibles elecciones, de manera que © = {1,2} = A, en el que “1” y “2”
corresponden a las decisiones de sacar uno o dos dedos, respectivamente. La
funcién de ganancia esta dada por la Tabla Por lo tanto, L(1,1) = =2,
L(1,2) =3, L(2,1) =3 y L(2,2) = —4.

A
o 1 2
1 -2 3
3 | —4

Tabla 1.1: Funcién de ganancia L(6,a) en el juego de pares o nones.

En un juego con dos jugadores ambos tratan de maximizar sus ganancias
(o minimizar sus pérdidas), mientras que en un problema de la teoria de
decision, la naturaleza no tiene esto en cuenta. Esto tiene una consecuencia a
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la hora de interpretar qué es una buena decision. La naturaleza es totalmente
aleatoria, no es racional, y en el caso en el que lo sea, el jugador no dispone
de esa informacién. Asimismo, se asume que una vez la naturaleza ha elegido
el estado verdadero del sistema, 6 € O, el jugador tiene a su disposicién la
posibilidad de recopilar informacion sobre esta eleccion mediante muestreo o
realizando un experimento.

Para dar un sentido matematico a este proceso de recopilacién de in-
formacién, supongamos que el jugador, antes de tomar una decision, puede
observar una variable aleatoria, X, cuya distribuciéon depende del verdadero
estado de la naturaleza, 6.

El espacio de muestras, X, es un subconjunto de Borel de un espacio
euclideo finito y las distribuciones de probabilidad de X estan definidas en
los subconjuntos de Borel, B de X'. Por lo tanto, para cada # € © existe una
probabilidad Py definida en B, y una funcién de distribucién Fx(x|6), que
representa la distribuciéon de X cuando 6 es el verdadero valor del parametro.

Un problema de decisién estadistico o un juego estadistico es un juego
(©,A, L) junto con un experimento que consiste en observar una variable
aleatoria o un vector aleatorio cuya distribucion P, depende del estado 6 € ©
elegido por la naturaleza.

Una vez el jugador ha realizado la observacion X = z, toma una accion
d(z) € A. Esta funcién d que relaciona el conjunto X con A es una estrate-
gia para el jugador. Por lo que la ganancia es ahora una variable aleatoria
L(6,d(X)). El valor esperado de L(6,d(X)) cuando 6 es el verdadero estado
de la naturaleza se llama funcidn de riesgo, R(0,d) = E¢(L(0,d(X))), y re-
presenta la ganancia media que se obtiene cuando el jugador usa la funcion d
como estrategia. Esto se puede entender como una integral respecto de una
probabilidad

R(6,d) = Eg(L (0, d(X))) = / L(8, d(x))dPs(x).

1.2. Problemas con regla de parada

Los problemas de decision secuencial difieren de los problemas de decisién
comunes en que ahora el jugador observa una sucesion de variables aleatorias
y en cada etapa decide, después de cada observacion, si parar y llevar a
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cabo una accién inmediatamente después, o continuar observando y tomar
la accién posteriormente. Una definicion formal para este tipo de problemas
es la siguiente.

Definicién 1.2. Los problemas con regla de parada se definen a partir de
dos elementos:

(I) Una sucesién de variables aleatorias X = (X1, Xs,...) = (X,)n>1, cuya
distribucién conjunta se supone conocida.

(IT) Una sucesién de funciones recompensa o pérdida,

Yo, y1(21), y2(z1, 22), - - ., Yoo (21, T2, . . ),

que dependen tnicamente de los valores observados de las variables
aleatorias.

Teniendo en cuenta estos elementos, el problema se plantea de la siguiente
manera: se observa la sucesion de variables aleatorias, y en cada paso n, des-

pués de observar X; = z1, X9 = 29,...,X,, = x,, se puede optar por detener

la observacién o continuar observando X, ;1. Si se deja de observar en el ins-

tante n, se recibe una recompensa vy, (z1,..., Ty ue podria ser negativa).
) ) )

Si se decide no observar ninguna variable aleatoria, se recibe la recompensa
constante 7. Y si nunca se para de observar, se recibe Yy (1, z2,...). Per-
mitiremos que las recompensas tomen el valor —oo; pero asumiremos que las
recompensas estan uniformemente acotadas superiormente por una variable
aleatoria con esperanza finita para que todas las esperanzas mencionadas a
continuacion tengan sentido.

Observacion 1. En algunos problemas, la sucesién de recompensas se puede
describir de manera mas realista como una sucesién de variables aleatorias
(Yo, Y1, ..., Yy) cuya distribucién conjunta con las observaciones Xy, X, . ..
es conocida. Es posible que el valor real de Y,, no se conozca exactamente en
el instante n cuando la decisiéon de parar o continuar tenga que ser tomada.
Sin embargo, dejar que las recompensas sean aleatorias no es una ventaja en
general por lo que, como la decisiéon de parar en el paso n puede depender
de Xy,...,X,, podemos reemplazar la sucesién de recompensas aleatorias
(Y,)n>o0 por la sucesién de funciones recompensa y,(z1,...,x,) para n =
0,1,...,00, donde

Yn(T1, .. xn) = E(YL| Xy =21,..., X, = ).
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Cualquier regla de parada donde las recompensas sean Y,, daria la misma
recompensa que la sucesion y,,.

Reglas de parada. El objetivo es elegir una regla de parada que maximice
la recompensa esperada (o equivalentemente, minimice la pérdida esperada).
Las reglas de parada pueden ser aleatorias, es decir, una vez observadas
las primeras n variables aleatorias, se busca una probabilidad de parada que
puede depender de las observaciones y que denotaremos por ¢, (x1,...,Z,).
Una regla de parada aleatoria, consiste en una sucesion de estas funciones
¢ = (¢o, P1(1), P2(x1,x2), .. .), donde para todo n y xy,...,x,, se cumple
que 0 < ¢ (z1,...,2,) < 1. Se dice que una regla de parada es no aleatoria
si solo toma los valores 0 o 1.

Por lo tanto, ¢g representa la probabilidad de no observar ninguna varia-
ble; una vez observada X; = x, ¢1(x1) representa la probabilidad de parar
después de hacer la primera observacién, etc. La regla de parada ¢ y la
sucesiéon X, determinan el tiempo aleatorio N para el cual se debe parar,
0 < N < o0, donde N = oo indica que nunca se deja de observar. Dado
X =x = (x1,29,...), la funcién de masa de probabilidad de N se denota

por @ = (o, 1, - - -, P ), donde

P(N =n|X =x) paran=0,1,2,...,
P(N = 0| X = x).

On(T1, .., Ty)

Poo(T1, X2, . . .)

Y se relaciona con la regla de parada ¢ como sigue:

Yo = o
1(r1) = (1 — ¢o) 1 (1)

n—1

On(x1, 29, ..., Tp) = H(1—¢j(x1,...,xj)) On(x1,. .. 2p)
j=1

Poo(T1,T0,...) =1— ngj(xl, Ce, T
=0

El problema consiste en elegir una regla de parada ¢ que maximice la



20 1.2. PROBLEMAS CON REGLA DE PARADA

recompensa esperada, V(¢), definida como

V(g) =E(yn(X1,...,Xn)) =E (i 0;( Xy, ..., X))y (X, ... ,Xj)> .

Donde “= o0” en el sumatorio significa que se suma sobre todos los valores
de j desde 0 hasta oo, incluyendo co. En términos del tiempo aleatorio de
parada N, la regla de parada ¢ se puede expresar como

On( X1, ..., X)) =P(N=n|N>nX =) paran=0,1,...

Observaciéon 2. A menudo, la estructura de un problema hace que sea
mas conveniente considerar la recompensa como una pérdida en lugar de
una ganancia. Sin embargo, bastaria con considerar la estructura definida
anteriormente denotando por ¥, a la pérdida (negativa) si se para en n y
considerar una regla de parada que minimice la pérdida esperada V().

Observacién 3. Es posible modelar una regla de parada como una sucesion
creciente de o-algebras. Sea (2, B,P), el espacio probabilistico en el que se
definen todas nuestras variables aleatorias, y sea F, la sub-c-algebra de B
generada por Xi,..., X, (es decir, la o-dlgebra mas pequena que contenga a
los conjuntos {X; < z1,..., X, < x,} paratodo z1, ..., 2,). Con Fy = (Q,0)
y Fx €s la o-dlgebra generada por UF,,. Nétese que

FoCHC...CF,C...]CB (1.1)

representa una sucesion creciente de o-dlgebras. Para una variable aleatoria
Z, la esperanza condicionada de Z dados Xy, ..., X, se denota por

E(Z|F,) = E(Z|X1, ..., X,).

Con esta notacién, el problema de parada se puede enunciar en térmi-
nos de la sucesion [I.1], sin necesidad de mencionar las variables X, X, ...,
usando los dos siguientes elementos:

(I)” La sucesién creciente de o-algebras [L.1]

(IT)” Una sucesién de variables recompensa Yy, Y1,...,Y,, ..., Y.
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Observacién 4. La observacién [1| implica que podemos asumir sin pérdida
de generalidad que Y,, es F,-medible (ser funcién de Xi, ..., X, es esencial-
mente equivalente a ser F,-medible). En particular, se supone que Y, es
Foo-medible. Una regla de parada se define como una variable aleatoria N

que toma valores en 0,1 ..., 00 de manera que el suceso { N = n} estd en F,.
Esto es equivalente a decir que la decision de parar en el instante n solamente
puede depender de X1, ..., X,, y no de observaciones futuras X, 1, X,,12,...

El objetivo es encontrar una regla de parada N que maximice la recompensa
esperada, E(Yy).

Esta manera de estudiar el problema es de alguna forma ma&s general
que usando (I) y (II) porque existen o-algebras que no estan generadas por
ninguna sucesion de variables aleatorias. Nos centraremos en el estudio de
este tipo de reglas de parada no aleatorias definidas con este método sin
perder generalidad. Nétese que siempre se podria asociar a cada X, una
variable aleatoria independiente con distribucién uniforme (0, 1), U;, de modo
que dada ¢, una regla de parada, se puede definir una regla de parada no
aleatoria que pare en el instante j cuando U; < ¢;(X7, ..., X}).

1.3. Problemas de horizonte finito

Un problema con regla de parada se dice que tiene horizonte finito si
existe un limite superior en el conjunto de etapas en las que se puede parar. Si
se debe parar tras observar las variables X1, ..., X,,, decimos que el problema
tiene horizonte n.

Se pueden definir los problemas de horizonte finito como un caso par-
ticular del problema general presentado en la secciéon anterior estableciendo
que las recompensas ¥,11 = ... = Yoo = —00. En general, este tipo de pro-
blemas se pueden resolver mediante induccién inversa: como hay que parar
en el instante n, primero debemos encontrar la regla 6ptima en el instante
n — 1. Después, conociendo la regla 6ptima en el instante n — 1, podemos
definir la regla 6ptima de parada para n — 2, y asi sucesivamente hasta llegar
al instante inicial 0. Definimos entonces V™ (X1, ..y Tp) = Yn(21,...,2,) €
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inductivamente, para j = n — 1, hasta 7 = 0,

‘/J(n)<l’1,,$j> =
HléX{yj(Ih ce ,l’j),E(foi(Il, “o ,IL’j,Xj+1)|X1 = T1,... ,Xj = Ij)}

Por induccion, Vj(n)(xl, ..., ;) representa la méxima recompensa que se
puede obtener empezando desde el instante j habiendo observado X; =
x1,...,X; = x;. En la etapa j, se compara la recompensa si paramos, es
decir, y;(x1,...,x;), con la recompensa que se espera conseguir si se con-
Y J bl y )
tinta y usando la regla 6ptima para las etapas 7+1,...,n, que en el instante
j es
(n) _ _
E(V 1(ZE1, e 7Ij,Xj+1)|X1 = T1,... ,Xj = ZL’j) .

J

Por lo tanto, la recompensa 6ptima sera el maximo entre esas dos cantidades,
y serd Optimo parar en j si Vj(")(arl, oy xj) = yi(z1,...,x;), y sino se con-
tinta observando en j 4 1. La recompensa del problema con regla de parada
es por lo tanto V™.



Capitulo 2

El Problema de la Secretaria
Clasico

En la version clasica del Problema de la Secretaria (CSP), y en la mayoria
de sus variantes, la sucesion de variables aleatorias es finita, es decir, se
trata de un problema de decisién con horizonte finito. En este capitulo, se
presenta la formulacién del CSP, la regla de parada éptima que maximiza la
probabilidad de seleccionar al mejor candidato y la probabilidad asintética
de ganar con esta estrategia. Asimismo, se incluye una seccién destinada
a establecer una notacién mas general que facilita el tratamiento del SP
en situaciones con otros tipos de recompensa, y se presenta un lema para
garantizar que la estrategia éptima en este tipo de problemas consiste en
una regla de corte.

En la literatura, se encuentran diversas demostraciones para probar cual
es la estrategia 6ptima del CSP y calcular el nimero de candidatos iniciales
que deben ser pasados por alto. Lindley [20], quien llama a esto el problema
del matrimonio, fue el primero en introducir una demostracion por progra-
macion dindmica en 1961. En particular, Lindley aborda un problema mas
general en el que se maximiza la utilidad esperada y esta utilidad no ne-
cesariamente debe ser cero/uno como en la formulaciéon del CSP. Dos afios
después, Dynkin demostré el mismo resultado mediante una formulacién por
procesos de Markov que no abordaremos en este trabajo. Aqui, nos basamos
en la simplificacién de la demostracion via programacion dinamica de Lindley
que fue publicada por Beckmann [3] en 1990.

23
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2.1. Enunciado del CSP

Las hipdtesis clave de la formulacién mas clasica del Problema de la
Secretaria se pueden enunciar de la siguiente manera:

1. Hay una unica posicién vacante disponible.

2. El nimero de candidatos, n, que van a acudir a la entrevista, es cono-
cido.

3. Los candidatos pueden ser clasificados estrictamente de mejor a peor
de manera univoca.

4. Los candidatos son entrevistados secuencialmente en orden aleatorio,
con cada orden de los n! posibles siendo igualmente probable.

5. Inmediatamente después de una entrevista, el candidato entrevistado
es aceptado y el problema de decision finaliza, o es rechazado y se
entrevista al siguiente candidato, si lo hay.

6. La decision de aceptar o rechazar a un candidato solo puede basarse en
los rangos relativos de los candidatos entrevistados anteriormente.

7. La decision es irrevocable: un candidato rechazado no puede ser acep-
tado posteriormente.

8. El objetivo es maximizar la probabilidad de seleccionar al mejor de los
n candidatos y evaluar la probabilidad. Esto es equivalente a maximizar
la recompensa, siendo esta definida como 1 para el mejor solicitante y
0 en caso contrario.

Esta versién clésica del SP es un problema de observacién y seleccién
secuencial en el que la recompensa depende de las observaciones, pero solo a
través de sus rangos relativos y no de sus valores reales. Ademas, el empleador
no tiene informacién sobre la distribucion de los candidatos y no tiene ningin
problema para memorizar los rangos de los candidatos que ya ha entrevistado.

A partir del formalismo establecido en el Capitulo [T} podemos presen-
tar las siguientes definiciones y notaciones que nos seran de utilidad para
estudiar el SP. A la hora de definir un problema de parada con horizonte
finito, debemos especificar las observaciones X1, X5, ..., X, su distribucién
conjunta y la funcién recompensa (o pérdida) y;(x1,...,z;) si se para en el
instante 7.
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Definicién 2.1. Las observaciones X1, ..., X, seran los rangos relativos o
rangos parciales de los candidatos. Es decir, para cada 1 < j < n, X es el
rango del candidato j-ésimo dentro de las primeras j entrevistas realizadas,
siendo 1 el mejor. Diremos que el candidato j-ésimo es el x;-ésimo mejor de
las primeras j entrevistas. En particular, si tiene el mayor rango de los n
entrevistados, diremos que es el mejor.

Por la hipétesis 4 del CSP, estas variables aleatorias son independientes
y cada X; sigue una distribucién uniforme en los enteros {1,...,j}. Por lo
tanto, X1 =1, P(Xo =1) =P(Xy; =2) =1/2y, en general, P(X; = k) =1/j
para k=1,2,...,7.

Definicién 2.2. Se define a un candidato viable como un candidato que,
cuando es entrevistado, es mejor que todos los candidatos entrevistados an-
teriormente, es decir, X; = 1. También nos referiremos a un candidato viable
diciendo que es récord parcial en {1,2,...,7}. En particular, si el candidato
es el mejor de los n postulantes, diremos que es el récord global.

Dado que el objetivo en el problema es seleccionar al tinico mejor indivi-
duo, solo se consideraran candidatos viables para su aceptacion.

Definicién 2.3. Nos referimos a ganar como el evento “contratar al mejor
candidato de {1,2,...,n}”, es decir, contratar al candidato que sea récord
global. Se define el resultado del juego como la probabilidad del evento ganar.
Utilizamos la accion de rechazar para significar “rechazar inmediatamente
después de la entrevista y continuar entrevistando”. Y la acciéon aceptar para
significar “parar el problema de decision seleccionando a ese candidato”.

Observacién 5. Si se acepta un candidato viable en la entrevista j, la pro-
babilidad de ganar es la misma que la probabilidad de que el récord parcial
en {1,2,...,j} sea récord global. Esto es la probabilidad de que el récord
global aparezca en las primeras j entrevistas, es decir, j/n. Por lo tanto, las
funciones recompensa

j/n  siel candidato j es viable,
’yj(]}l,.. ,.Cl]j): .
0 si no lo es.

Obsérvese que yo = 0 y que para j > 1, y; depende solo de z;.

Notese que la informacion que recibe el empleador después de cada entre-
vista (es decir, el rango relativo del individuo en relacién con los ya entrevis-
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tados) no afecta a la probabilidad de que el siguiente individuo entrevistado
sea el mejor. Esto se debe a que la informacién que posee el empleador sobre
las 7 entrevistas solo depende de los rangos relativos de esos j individuos.

2.2. Estrategia 6ptima en el CSP

Si se denota por W; a la probabilidad de ganar usando una regla 6ptima
que rechaza los primeros j candidatos, entonces W; > W, ;. Esto es porque
la mejor regla entre aquellas que rechazan los primeros j 4+ 1 candidatos esté
incluida en el conjunto de reglas que rechazan los primeros j. Por lo tanto,
es Optimo aceptar un candidato viable en la entrevista j si j/n > W;. Esto
significa que si es Optimo aceptar un candidato viable en la entrevista j,
entonces también es Optimo hacerlo en la entrevista j + 1, puesto que se
tiene (j +1)/n > j/n > W; > W;,;. En consecuencia, damos la siguiente
definicion.

Definicién 2.4. Dado r > 1, decimos que una regla de parada N, es una
regla de corte con corte r, si se puede enunciar de la siguiente manera:

1. Rechazar los r — 1 primeros candidatos entrevistados,

2. Contratar al primer candidato viable que aparezca, si lo hay, es decir,
al primero que sea mejor que el mejor de los » — 1 rechazados.

Ejemplo 2.5. Para fijar las ideas, analicemos el caso con n = 4 candidatos.
Consideramos estrategias que entrevistan a los primeros r — 1 candidatos y
eligen el primer candidato viable posteriormente, si lo hay. El rango de los
individuos esta clasificado de menor a mayor, de modo que 1 sea el rango del
mejor individuo.

Recordemos que todas las permutaciones de los rangos son igualmente
probables; en la Tabla se muestran los 24 érdenes de llegada posibles.
Aquellos ordenes en la columna r = 2 conducen a una victoria mediante la
estrategia que rechaza el primer candidato y luego elige el primer candidato
viable, si lo hay. Aquellas marcadas con r = 3 llevan a una victoria mediante
la estrategia que pasa los primeros dos individuos y luego elige el primer can-
didato mas adelante, si lo hay. De ahora en adelante, omitiremos la expresion
“si lo hay” al hablar de estrategias de este tipo; se entendera implicitamente.
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Problema de la Secretaria con n =4

r=1 r=2 r=3 r=4
1234 2134 2314 2341
1243 2143 2341 2431
1324 2314 2413 3241
1342 2341 2431 3421
1423 2413 3214 4231
1432 2431 3241 4321

3124 3412

3142 4213

3412 4231

4123 4312

4132

P(ganar)=6/24 | P(ganar)=11/24 | P(ganar)=10/24 | P(ganar)=6/24

Tabla 2.1: Probabilidad de ganar en el Problema de la Secretaria con n = 4
candidatos usando la estrategia que consiste en rechazar los primeros r — 1
candidatos y contratar al siguiente candidato viable.

En la Tabla se observan las 11 formas distintas de ganar pasando el
primer candidato (r = 2) y las 10 formas de ganar pasando los dos prime-
ros numeros (r = 3). Por supuesto, dado que el primer individuo siempre
es un candidato viable, encontramos 6 formas de ganar eligiendo el primer
individuo (r = 1). Andlogamente, encontramos otros 6 érdenes de llegada
ganadores habiendo rechazado los tres primeros (r = 4).

Entre estas cuatro estrategias, la mejor consiste en pasar el primer indi-
viduo y elegir el primer candidato después de eso, y su probabilidad de ganar
es 11/24 ~ 0,4583. Esta estrategia mejora considerablemente la estrategia
de una eleccién aleatoria, que da 1/4 = 0,25 como probabilidad de ganar.

El problema clésico tiene una solucion bastante simple y elegante que po-
demos encontrar utilizando técnicas de programacion dinamica y razonando
por induccién inversa usando la funcién [I.2]
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Teorema 2.6. Eziste r € {1,...,n} tal que la estrategia que utiliza la regla
de corte N, es optima para resolver el CSP.

Demostracion. Parar € {1,...,n} se define el evento R, :=“los r — 1 prime-
ros candidatos han sido rechazados” y se definen las siguientes probabilidades
para todo r € {1,2,...,n— 1}.

v, := P(ganar|R,, se rechaza el candidato r),

u, := P(ganar|R,, el candidato r es un candidato viable).

De este modo, v, es la probabilidad de ganar cuando se han observado r
candidatos y el r-ésimo es rechazado; y u, es la probabilidad de ganar cuando
se han observado r candidatos y el r-ésimo es récord parcial. Cuando el iltimo
candidato observado no es viable, entonces una regla 6ptima requiere que la
busqueda se continte asi que se aplica v,. Ademas, se necesita una regla de
decision para el caso en que el iltimo candidato sea viable, y esta regla de
decision puede depender solo de la variable r y del nimero total n. Por tanto,
se tienen las siguientes opciones:

1. Si el candidato r es rechazado, el candidato siguiente r + 1 puede ser o
no récord parcial:

» La probabilidad de que r+1 sea récord parcial en {1,2,...,r+1} es
ﬁ, y la probabilidad de ganar dado este evento es por definicion
ur+1 (la probabilidad de ganar si se toma una decisién 6ptima en
la entrevista r + 1).

» La probabilidad de que 7+ 1 no sea récord parcial en {1,2,...,r+
1} se calcula como 1 — :11 = ;7. Como no es récord parcial,
ganamos con probabilidad 0 si lo aceptamos, por lo que se debe
rechazar el candidato r 4+ 1 y la probabilidad de ganar después de
haberlo rechazado es por definicién v, .

A partir de aqui obtenemos la siguiente ecuaciéon de recurrencia para
todor € {1,2,...,n—1}:

: + (2.1)
v = Uy — Upy - )
r+1 T +1 i
2. Si el candidato r es récord parcial en {1,2,...,r}, hay que decidir si

aceptarlo o no:



CAPITULO 2. EL PROBLEMA DE LA SECRETARIA CLASICO 29

= Si se acepta, solo se gana si r es el récord global en {1,2,...,n}.
Es decir, el mejor de los n candidatos se encuentra entre los r
primeros (de hecho, que sea el niimero r) que corresponde a una

probabilidad de .

= Si se rechaza, ganamos con probabilidad v, por definicién.

Por lo tanto, el valor de u, para cada r € {1,2,...,n — 1} es

r
c=méx{l v . 2.2
u max{n v} (2.2)

Razonemos ahora por induccién inversa sobre r para obtener una expre-
sion de v,.. A partir de la definicién de u, y v, se deduce que u,, = 1y v, = 0.

Ahora, utilizando las ecuaciones (2.1)) y (2.2):

n—1 1
Upn—1 = Up + —Up = —
n n
y
, {n—l } , {n—l 1} n—1
Up_1 = MAX , Up—1 ¢ = MAax L, — = )
n n n n

Ademas,

En vista del patrén anterior, deducimos la siguiente expresion para v,.:

n—1
r (1 1 1 T 1
r=—| - = — —. 2.3
v ( + +...+ ) nEZ (2.3)

r r+1 n—1
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Y para u,:
r 11 1 r —1
U, = —max<s 1, — + +...+ = —max < 1, -7
" on { roor+1 n—l} n { ZZ_;Z}
En consecuencia, ningin candidato viable sera seleccionado mientras que

n—1 1

Z -<1

—

=T

Definamos r* como el valor critico de r a partir del cual la anterior
desigualdad no se verifica. Entonces, el valor critico r = r* se obtiene como
solucion de las siguientes desigualdades:

Z%g1< > % (2.4)

Por lo tanto, se seleccionara el primer candidato viable a partir de la

entrevista r* — 1. Por lo que para todo r € {1,2,...,n}, podemos escribir
v, sir<r*—1,
Ur = r . *
L sir>rt.
n

De este modo, la regla 6ptima recomienda rechazar todos los candidatos
hasta el (r* — 1)-ésimo, y luego contratar el primer candidato viable que
aparezca. ]

Notacién 2.7. Se denotard por ¢(r,n) a la probabilidad de ganar con la
estrategia que rechaza r — 1 candidatos y después escoge el primer candidato
viable.

Veamos con el siguiente corolario que, efectivamente, esta probabilidad
se puede expresar simplemente en términos de r y n.

Corolario 2.8. En las condiciones del Teorema|2.6, se tiene que

(2.5)
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Demostracion. A partir de la demostracién del teorema es inmediato que
ug = vg = vU,+_1 €s la probabilidad de encontrar el mejor candidato entre los
n candidatos usando la estrategia éptima.

Usando las ecuaciones ([2.1]) y (2.2) se tiene que
r*—1 1, (rF
Vg = Upx_1 = vr*—l——*max y Upx ¢
r
y usando las expresiones (2.3]) y (2.4), resulta que

r*—1 r* 1+ n 1 +1r*
vy = e =+ —_—
0 r* n \r* n—1 r*n

Teniendo en cuenta que el valor critico r* =k + 1,

1
r*—1 1 1 1 1 r*
=Ty <7°*—1+F+r*+1+“'+n—1) Z

i=r*—1

@l)—‘

(2.6)
O

Por 1ltimo, un corolario que explica el porqué es comun referirse a la
solucién del Problema de la Secretaria Clasico como la Regla del 37 %.

Corolario 2.9. En las condiciones del Teorema|2.6, se tienen los siguientes
resultados asintoticos:

n—o0
L r/n——1/e.
II. ¢(r*,n) T, 1/e .

Demostracion. Para encontrar una aproximacién asintotica a r* obsérvese
que, con n suficientemente grande, se puede utilizar la aprozimacion de Euler,

Z / = logn — logr* = log (%) ,

i=r*—1

e imponiendo que se cumpla la igualdad en

*

1
1og(ﬁ) M1 o= = ~0,368.
r* n e
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Anélogamente, se puede aproximar la probabilidad de ganar vy a partir
de la ecuacion ([2.6|)

n—1

r*—1 1 ™ [Tde r* n

= E -~ — —=—"1 (—)
v n 1 n ©8

. *
i=r*—1 r

Tomando el limite cuando n — oo,

*

1
lim vy = lim r. log <ﬁ> = lim — -log(e) =

n— 00 n—oo N r n—oo €

[

~ 0, 368.

]

En resumen, para valores grandes de n, la estrategia 6ptima asintotica
consiste en rechazar alrededor del 37% de los candidatos y seleccionar al
siguiente candidato viable que aparezca. Con esta estrategia, la probabilidad
de éxito también es de aproximadamente el 37 %. Esto se refleja en la Figura

o1k

0.40 Max: (0.368, 0.368)

0.35

T
|

0.30

T
|

T
|

0.25

T
|

0.20

¢(r,n)

0.15

T
|

0.10

T
|

0.05 .

Figura 2.1: Probabilidad asintética de ganar en el CSP con n candidatos para
diferentes valores de 7.
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2.3. Generalizacion del CSP

Antes de concluir este capitulo, introduciremos una notacion general del
Problema de la Secretaria que sera util para abordar sus variantes en los
proximos capitulos.

Los problemas en los que el objetivo es seleccionar el mejor de los candi-
datos, como indica la hipétesis 8 del CSP, se denominan problemas de mejor
eleccion, es decir, solo estaremos satisfechos si elegimos el mejor. Sin em-
bargo, los resultados que se enuncian en esta seccion se extienden a unas
funciones recompensa arbitrarias U(j) que utilizamos con el objetivo de no
restringirnos inicamente a problemas de mejor eleccion.

Definicién 2.10. Definimos U(j) como la recompensa obtenida si el candi-
dato seleccionado tiene rango global j.

Se asume que U(1) > U(2) > ... > U(n), es decir, cuanto peor sea el
candidato, menor recompensa se obtendra. Si no se contrata ningin candi-
dato, la recompensa es un numero fijo Z,, (que puede ser incluso mayor que

U(n)). Por ejemplo, en el CSP, U(1) =1, U(2)=...=U(n) =0y Zo =0.

Observacién 6. Sea X el rango relativo del candidato j entre los primeros j
entrevistados. Entonces, las variables X; son independientes y uniformemente
distribuidas en los enteros {1,2, ..., j}. La funcién recompensa y;(z1, . . ., z;)
es la recompensa esperada si se selecciona el candidato j-ésimo y tiene rango
relativo x;. La probabilidad de que un candidato con rango parcial = en las
primeras j entrevistas tenga rango global m es la misma que la probabilidad
de encontrar el candidato con rango global m en un conjunto de cardinal j
y tenga rango parcial x, es decir,

(o) ()
()

(distribucién hipergeométrica negativa). Entonces, para 1 < j < n,

f(mlj,x) =

conm==x«,...,n—j+x,

n—j+x
yj(xla s 7xj> - Z U(m)f(m|],x)
donde z = z;. Con el objetivo de que al menos se realice una entrevista,
tomaremos la recompensa y, = —oo. Nétese como y; solo depende de z;,
luego, se puede escribir y;(x;).
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Es posible dar una férmula recursiva para f y es que, una vez realizadas
j entrevistas, la probabilidad de que el candidato (j + 1)-ésimo continte
siendo el z-ésimo mejor es (j —x + 1)/(j + 1) y la probabilidad de que el
nuevo candidato sea mejor y haga descender a la posicién a nuestro candidato
seleccionado es x/(j + 1). Por lo tanto, podemos escribir

J—x+1

Fmlj, ) = ——f(mlj + Lo + 1) + 1

; m|j+1,x),
T f(mlj )

lo que implica que para las funciones recompensa se tiene que,

Jj—xz+1

() = Sypale + 1)+ P () (27)

para j > 1, con condiciones iniciales, y,(z) = U(x) para 1 < z < n.

El horizonte en el Problema de la Secretaria es n. Si no contratamos
a ningin candidato, se recibe Z., asi que la condicién inicial para V(™
es Vi = max{U(z,), X« }. Como los X; son independientes, la esperanza
condicionada se reduce a una esperanza no condicionada. Puesto que y;
depende solo de z1,...,x; solamente a través de los valores de z;, lo mismo

ocurre para Vj(n). Por lo tanto, para j =n—1,...,1,

S I

r=1

Sera optimo parar en j si

1 (n)
yi(r;) = —= > V(@)
y continuar en caso contrario. La generalizacion de que la regla éptima de

parada es una regla de corte se ve reflejada en el siguiente lema.

Lema 2.11. Si es dptimo seleccionar un candidato de rango parcial x en la
entrevista j, entonces

a) Es dptimo seleccionar un candidato de rango parcial x — 1 en la entre-
vista j.

b) Es optimo seleccionar un candidato de rango parcial x en la entrevista
Jj+1.



CAPITULO 2. EL PROBLEMA DE LA SECRETARIA CLASICO 35

Demostracion. Sea A(j) = (1/5) 321, V;(n)(z) La hipétesis del lema implica

que y;(z) > A(j + 1). Podemos reescribir a) y b) como

) yi(x—1) = A+ 1),

b’) yiri(z) = A +2).
Puesto que y;(z — 1) > y;(z), se tiene que a) es cierto. Para comprobar
b), nétese que A(j + 1) > A(j + 2) porque A(j + 1) es un promedio de las
funciones Vj(ﬂ (1), y cada una de ellas es por lo menos igual de grande que

A(j +2). Por lo tanto, basta probar que y;.1(z) > y;(x). Usando la férmula
recursiva [2.7]

j—z+1
J+1

J—x+1
J+1

yi(z) Yir(r+1) + Yi1(w)

. X
41

x
< ——yjn(r) + Yj1(x)

—7+1
= yj1(T).

O

A partir de este lema, se deduce que la regla éptima tiene la siguiente
forma. Sea r, la primera entrevista en la que es éptimo seleccionar un can-
didato de rango parcial . Entonces, 1 < r; <ry, < ... <r, <nysienla
entrevista j observamos un candidato de rango relativo x, se para solamente
si] > 7g.






Capitulo 3

Algunas variantes y
aplicaciones del SP

En el capitulo anterior se analizé el Problema de la Secretaria Clasico,
proporcionando una base solida para entender la solucién fundamental de este
problema. Sin embargo, en la vida real, las situaciones rara vez se ajustan
perfectamente a las hipdtesis simplificadas del CSP. Este capitulo modifica
las condiciones del problema tradicional para estudiar variantes més realistas
y complejas, respondiendo a preguntas que pueden reflejar escenarios més
cotidianos.

Por ejemplo, ;qué sucede si, a pesar de querer seleccionar un candidato,
existe la posibilidad de que este rechace la oferta? ; Como cambia la estrategia
si, ademas de la clasificacion del candidato, también nos importa el verdadero
valor de su rango? ;Y qué ocurre si no somos tan exigentes y nos conforma-
mos simplemente con seleccionar uno de los dos mejores candidatos? U otra
situacion bastante comun, ;cémo debemos actuar si existe la posibilidad de
que, después de rechazar un nimero de candidatos, ya no queden mas porque
el nimero total de postulantes era desconocido?

Estas y otras variantes del SP se abordaran en detalle en este capitulo, de-
finiendo las estrategias 6ptimas correspondientes y la probabilidad asintdtica
de éxito asociada a cada una de ellas. De esta manera, se pone de manifies-
to como los problemas de este tipo tienen aplicaciones practicas en todos los
ambitos donde la toma de decisiones esta basada en la observacion secuencial.

37
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3.1. Empleo incierto

En una situaciéon real, no seria raro enfrentarse a la dificultad de querer
contratar a un candidato, pero que este rechace nuestra oferta. Este escenario
es conocido como la variante de empleo incierto del Problema de la Secretaria,
o UESP por sus siglas en inglés (Uncertain Employment Secretary Problem).
M. H. Smith exploré esta fascinante variante en 1975 [25].

Enunciado del UESP. Considerando las hipétesis del Problema de la Se-
cretaria Clésico, supongamos que existe una probabilidad p, 0 < p < 1, de
que un candidato acepte una oferta de trabajo, sin importar su posicién en
el ranking ni la colocacion de los demés candidatos. Asumiremos que el em-
pleador comprueba la disponibilidad del candidato en cada entrevista. De
esta manera, anadimos la posibilidad de que, aun cuando identifiquemos a
un candidato viable, este podria no estar disponible si decide rechazar nues-
tra oferta. En tal caso, no podriamos seleccionar a ese candidato y el proceso
de entrevistas debe continuar.

Teorema 3.1. Sea 0 < p < 1, la estrategia optima para resolver el UESP
utiliza una regla de corte N, y la probabilidad de ganar usando esta estrategia
es
P = QZ (f) (J P).
n =TT —p)
Demostracion. En primer lugar, por el Lema [2.11] se tiene que la estrategia

optima es aquella que utiliza una regla de corte N,. Calculemos ahora la
probabilidad de ganar usando esta regla.

Para calcular la recompensa y;, definamos €; como el indicador del evento
{el candidato j-ésimo esta disponible}. Se supone que los €; son independien-
tes entre ellos e independientes de las variables X; siendo P(e; = 1) = 1—¢q =
pparatodo j = 1,...,n. Lainformacién sobre la disponibilidad del candidato
se conoce a la hora de realizar la entrevista. Entonces, se tiene que
PX;,=k)=1/r, k=1,2,...,r

J
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Si el candidato j-ésimo es un candidato viable (X; = 1) y estd disponible
(e; = 1), la probabilidad de ganar es la misma que la del CSP, por lo tanto,
la recompensa sera ‘
J
yj = EH(X] = 1,6j = 1)
Ahora, la probabilidad de ganar usando esta estrategia se puede expresar
como

P = ZIP’(seleccionar J v ganar|N,)

j=r

= Z]P’(llegar a jIN,)P(X; =1,¢; =1, y ganar).

j=r

Por un lado, teniendo en cuenta que la probabilidad de aceptacién de un
candidato es p, la probabilidad de llegar a la entrevista j habiendo rechazado
r — 1 candidatos es

J-1 . ; '

P(1l N,) = = N ’

(llegar a j|N,.) ]:[ Z. R — j—1  TGI( - p)
(3.1)

I .
P(X; =1,¢; =1, y ganar) = (—) P (l> - (3.2)
j n
Por lo tanto, usando [3.1] y se deduce que

_p <TG~ p)
P T

]

Corolario 3.2. En las condiciones del Teorema[3.1], para el corte dptimo r*
se tienen los siguientes resultados asintoticos:

II. P TH_OO)pl/(l—p) ]
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Demostracion. Para obtener el corte éptimo r*, buscamos el maximo r que
cumpla P.,; > P,. A partir del teorema anterior y usando la propiedad de
la funcién gamma I'(z + 1) = 2T'(2), resulta que

P [ & (r+1I L(r)(j—p)
Fn-b=14 |52, TG + 1 — Z T(j)T(r p)]
o 1 KRIWIG-p) = TOIG-p) DO —p)
o _r—pj;1 PG —p) J:ZT; @I =p) T —p)
[ &S TOTG-p) ()
n JZ; L) (r = p) (r—p 1) 1]
| p NS TOTG-p)
n|r—p 5=, T —p)

Imponiendo que P, — P, > 0, la regla 6ptima N,« es aquella en la que
r* satisface

r* = min {T > 1 ’ I pr(r) z": F(j—‘p) < 1}. (3.3)

r+l-p & T0U)

n—oo
Usando la aproximacion jPT'(j — p)/I'(j) —— 1, se tiene que

n

~T(j—p 1 o " gy
2 I'(j) _Z(j—p)(j—erl)"'(j—l)N/r = q

j=r+1 Jj=r+1
(3.4)

donde ¢ = 1 — p. Asimismo,

I'(r) (=1 1 1
T(r+1—p) (r+qg—1! r@r+1)---(r+q—1)" ra

Por lo tanto, como debe cumplirse la ecuacién |3.3]

pr(r) < TU-p) _ pnt—rt
P =

Fr+1-p j=r+1 rt  q

nq

— rix
q/p+1

= pn?.
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Y, finalmente, teniendo en cuenta que ¢ = 1 — p,

n—oo

También podemos evaluar la probabilidad éptima de elegir al mejor can-
didato siguiendo la regla N,- a partir de la férmula del Teorema [3.1}

n

_» T0Y) §~TG-p

B =t —p) & T0)

J=r*
teniendo en cuenta que
L(r)
I(r—p)
y usando [3.4] se tiene que

=(r—p+1)---(r—=1r=rP

P~ p(r)Pn? — (r)? pr?p?/ P n7P (1 — p) _ /D)
n q n (1-p)
O]

Observacién 7. Una variante razonable seria permitir que la probabilidad
de aceptacion, p, sea una funcion que decrezca con el rango global del can-
didato, siendo més probable que rechace nuestra oferta cuanto mejor sea el
candidato. Sin embargo, esto implicarfa que (Xj,¢€;) es dependiente de las
observaciones previas con la consecuente complicacion en la forma de definir
una regla de parada 6ptima.

También, otra clase de problema de la secretaria que tiene relacién con
esta es aquella en la que se permite aceptar un candidato que fue rechazado
anteriormente, pero con una probabilidad de aceptacién que decrece al ir
realizando mas entrevistas.

Ejemplo 3.3. En las condiciones del UESP; si se utiliza la regla de corte N,
y fijamos una probabilidad p de disponibilidad de los candidatos, podemos

n—oo
definir = € [0, 1] como el limite de r/n —— x. De esta manera, a partir del
Teorema [3.1] la probabilidad asintética de ganar para diferentes valores de r

es

Po(a) = fp(xp — ).
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Con esta expresién de P, representamos en la Figura las probabilidades
asintoticas de ganar en el UESP en funcion de r para diferentes valores de p.

4
0-40 —p=1,00
0.35 | =000

=050
0.30 D =025
0.25 | —p=010

At 020 |
0.15] |
0.10 ! |
0.05 |

0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.1: Probabilidades asintdticas de ganar, P,, en el UESP con n can-
didatos en funcién de r/n para diferentes valores de la probabilidad de acep-
tacion p.

*

4 r P,

0.10 0.077 0.077
0.25 0.157 0.157
0.50 0.250 0.250
0.90 0.349 0.349
1.00 0.368 0.368

Tabla 3.1: Valores de r* v P, en el UESP para diferentes probabilidades de
aceptacion p.

Por 1ltimo, en la Tabla[3.T]se observa que cuanto menor es la probabilidad
de aceptaciéon, p, menor es la probabilidad de ganar y menor es el corte



CAPITULO 3. ALGUNAS VARIANTES Y APLICACIONES DEL SP 43

optimo, r*. Es decir, cuanto mayor sea la probabilidad de rechazo, mas dificil
sera seleccionar al mejor candidato y ademas, el nimero de corte sera menor.
El caso mas favorable es aquel en el que p = 1, es decir, estariamos en las
condiciones del CSP en el que los candidatos siempre estan disponibles a la
hora de contratarlos.

Cabe destacar el caso en el que la probabilidad de aceptacion es del 50 %,
p = 0,50. En estas condiciones, la regla éptima consiste en rechazar aproxi-
madamente el 25 % de los candidatos y seleccionar al primer candidato viable
que aparezca (si lo hay y si esta disponible). De esta manera, la probabilidad
6ptima asintdtica de seleccionar al mejor candidato es del 25 %.

3.2. Juego de Googol

En febrero de 1960, Martin Gardner enuncié un nuevo problema en una
columna de la revista Scientific American similar al CSP, una versién que
recibe el nombre de juego de Googol. En este problema, el jugador I escoge n
numeros distintos, X,..., X, los escribe en pequenos trozos de papel y los
mete en una urna. El jugador II, que no conoce los niimeros que hay escritos,
puede ir sacando estos papeles y parar cuando quiera, pero solo ganara si el
nimero seleccionado es el mayor de los n nimeros. Por supuesto, el jugador
IT estaria en las mismas condiciones que el empleador en el CSP y tendria
la misma probabilidad de ganar si utiliza la estrategia éptima. Sin embargo,
.puede hacerlo mejor conociendo la distribucion de los valores reales de los
X7 Berezovsky y Gnedin [6] estudiaron en 1984 la variante que proponemos
en esta seccién.

Enunciado del juego de Googol. Sean Xi,..., X, variables aleatorias
i.i.d. con distribucién uniforme en (0,6) donde 6 tiene una distribucién de
Pareto, Pa(a, 1), con a > 0. La funcién de densidad de una distribucién de
Pareto, Pa(a, x), es

fla, z) = az®0~ 110 > )

donde z es un nimero real arbitrario. Sea My = Xg =1,y paraj=1,...,n
sea M; = max{Xo, X1,...,X;} = max{M,_1, X;}. Se van observando los
X, uno a uno y se puede parar cuando se prefiera. Si se decide parar en la
observacién de X y esa extraccién es la mas grande los n niimeros existentes,
incluyendo X, se gana.
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Veamos un primer resultado que muestra la dependencia de la distribu-
cién de 6 con las variables X, ..., X;.

Proposicién 3.4. En las condiciones del enunciado del juego de Googol, la
distribucion de 0 dados X, ...,X; es Pa(a+ j, M;).

Demostracion. En primer lugar, § ~ Pa(a, 1), con a > 0, luego la funcién
de densidad de 6 es

Q
Puesto que cada X; ~ U(0, 6), la distribucién conjunta de 6, Xy, ..., X; es

J
1
16 > 1) JJ 100 < z; < 05
=1

a
g0, xq,...,2;) = pr

Q ‘
= Wﬂ(é’ > max{l,xy,...,x;}).
Por lo tanto, g(f|z1,...,x;) es proporcional a 6~V > m;) y, en con-
secuencia, sigue una distribucién Pa(a + j, m;). O

Teorema 3.5. La estrategia optima para resolver el Juego de Googol utiliza
una regla de corte N, y la probabilidad de ganar usando esta estrategia es

n

PT:CY“‘T—lZ 1 .
a+n a+j—1

j=r

Demostracion. En primer lugar, el lema|2.11|garantiza que la estrategia opti-
ma sigue una regla de corte NN,. Ahora, obtengamos una expresion para la
recompensa

yj = P{X] = Manl, Ce ,Xj}.

Una vez observados z1, ..., x;, se tiene que
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donde, independientemente de las variables X, ..., X,
]P)(Mn - Mlel, v ,Xj) = E []P)(Mn = Mj\G,Xl, oo ,Xj)‘Xl, .o ,Xj]

(Y s
0

<M\ M
:/0 (#) (oz—i—])ﬁ]l(ﬁ > Mj)d(g

, > df
:(a—i—j)Mf*“/Mj prisa,
B a—i—ijma

n+aM;L+a
a+j
R

Ademds, si es 6ptimo parar en el instante j con X; = M;, entonces serd
éptimo parar en el instante j+1 si X;; = M;;4. Si aparece un candidato via-
ble en la entrevista j-ésima, significa que X; = M; = 1, luego la recompensa
se puede expresar como

a+j
’yj(l'l, Ce ,Ij) = 04—|—nH(X] = Mj)

y serd 6ptimo parar si, y solo si,
a+j
a-+n

> P(ganar con mejor estrategia a partir de j + 1).

La probabilidad de la derecha en la desigualdad anterior es una funcién
no creciente con j, porque cualquier estrategia que se pueda aplicar en la
etapa 7 + 2, también se podra aplicar en la etapa j + 1. Sin embargo, la
parte de la izquierda si que es una funcion creciente con j, entonces una
regla éptima serd del estilo N, para algun r* > 1 que rechaza los primeros
r* — 1 candidatos y acepta el siguiente candidato tal que X; = mj, si lo hay.

Ademas, el r éptimo que maximiza la probabilidad de ganar, P,, se cal-
cula como sigue:

P, = P(ganar|N,)

= Z P(seleccionar j|N,)P(j es el mejor|seleccionar j),

j=r
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ahora,
a+j

a+n

P(j es el mejor|seleccionar j) =

P(seleccionar j|N,) = P(M;_y = M,_y, M; > M;_4)

at+r—1 ] a+j—1
Cat+j—1 a+j
a+r—1
(@ +j—Dla+j)

Por lo tanto,
n

PT:Oz—i-T—lZ 1 ‘
a+n a+j—1

j=r
Para encontrar el valor de » que maximiza P,, observemos que

a+r 1 atr—1g 1
Pr—i—l_Pr: Z : - Z :
a+nj:r+104+j—1 a+n j:r&+j_1

S a+n | a+j—1

=r+1

Como se trata de una expresion que decrece al aumentar r, el r éptimo
serd el primero para el que el término entre corchetes sea menor o igual que

0. Es decir,
* s
r* = min {r

3.3. (Ganar, perder o empatar

n

1
e

Jj=r+1

El Problema de la Secretaria se puede considerar desde el punto de vista
del matrimonio, una situacién en la cual es mejor quedarse soltero a casarse
con una persona que no sea la adecuada.
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Enunciado del problema del matrimonio. Bajo las mismas hipotesis
que en el CSP, en esta variante la recompensa sera 1 si se selecciona al mejor
candidato, 0 si no se selecciona y —1 si se selecciona un candidato que no
es el mejor. De esta manera, se obtiene una mejor recompensa si se llega al
final sin haber elegido a un candidato que eligiendo un candidato que no sea
el mejor, en cuyo caso la recompensa es negativa.

Teorema 3.6. En las condiciones del problema del matrimonio, la estrategia
optima utiliza una regla de corte N, y la recompensa esperada usando esta

estrategia es
n

ETZQ(T—l)Zl _n—r‘i‘l
n 7—1 n

J=r

Demostracion. Por el Lema [2.11] existe una regla de corte éptima, N,. Po-
demos calcular F, como la probabilidad de seleccionar al mejor usando N,
menos la probabilidad de que no se seleccione al mejor usando la misma estra-
tegia. Sin embargo, la probabilidad de que no se seleccione al mejor coincide
con la probabilidad de seleccionar uno cualquiera menos la probabilidad de
seleccionar al mejor, por lo tanto,

E, = P(seleccionar al mejor|N,.) — P(no seleccionar al mejor|V,.)

= 2P(seleccionar al mejor|N,) — P(seleccionar cualquiera|NV,.).

Ahora, una vez rechazados los r — 1 primeros, la probabilidad de seleccionar
uno cualquiera es la probabilidad de que el mejor aparezca después de los
r — 1 y la probabilidad de seleccionar al mejor es la misma que la del CSP,
luego,

E, = 2P(seleccionar al mejor|N,.) — P(seleccionar cualquiera|N,.)

2r —1) < 1 n—r+1
n Zj—l_ n

J=r

]

Corolario 3.7. En las condiciones del Teorema[3.0, para el corte dptimo r*,
se tienen los siguientes resultados asintoticos:

n—o0
L r*/n——1/y/e.
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n—oo

I B — 5 (2— /&) Ve .

Demostracion. El r 6ptimo serd aquel para el cual .,y < F,, es decir, el

primer r que satisfaga
n

1 1
2. %%
j:T—l—lj_l 2

Usando la aproximacion de Euler, Y77 3%1 ~ log(n/r), luego el r 6ptimo
es tal que

*

log(n/r*) & 1/2 <= — ~ — ~0,607.
n

Sl

Y la recompensa asintética esperada sera

Er*%zn{l\/élog(n;i/ﬁ—n_z/ﬁ:%_H%:Q?/é\@%O’QM'

0,4 ‘ ‘
~ Méx: (0.607, 0.214)

0,2]

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 3.2: Recompensa asintética esperada en el juego de ganar, perder o
empatar en funcién del nimero de corte, r.
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En resumen, rechazando aproximadamente el 60 % de los candidatos y
aceptando al siguiente candidato viable que aparezca, la recompensa esperada
es de 0,214, que sorprendentemente es mayor que 0. Como era de esperar,
el nimero de corte es mayor que en el CSP, esto se debe a que, en esta
variante, nos conviene més llegar al final de las entrevistas sin elegir ningiin
candidato a elegir uno que no sea el mejor. Nétese que si llegamos al final
de las entrevistas y no se ha seleccionado ningin candidato, la recompensa
esperada tiende a 0. Y, por otro lado, si se observan pocos candidatos antes
de empezar a contratar, serd mas probable que no seleccionemos al mejor
candidato y la recompensa esperada sera negativa.

3.4. Seleccionar uno de los dos mejores

Supongamos que no somos tan restrictivos y no solo nos conformamos
con seleccionar al mejor candidato sino que también estaremos contentos
si seleccionamos al segundo mejor. En este caso, enunciamos la siguiente

variante del CSP.

Enunciado del problema de seleccionar uno de los dos mejores.
Bajo las hipédtesis del Problema de la Secretaria se definen U(1) = a > 0,
U2 =b>0yU@B) =... =U(n) = Zy = 0, donde U(j) denota la
recompensa obtenida si el candidato seleccionado tiene rango global j, como
se definié en [2.10] Es decir, se obtendrd una recompensa positiva solamente
si se elige al mejor o al segundo mejor candidato.

Observaciéon 8. Si r < s, a partir del Lema [2.11] se deduce que una regla
Optima para este problema es de la forma:

N, s: rechazar los primeros r — 1 candidatos; entre las etapas ry s — 1,
seleccionar un candidato viable; desde la etapa s hasta la n, seleccionar un
candidato de rango relativo 1 o 2.

Definicién 3.8. Definimos por P4 y Ppg a la probabilidad de seleccionar al
mejor y al segundo mejor siguiendo la regla [V, ;, respectivamente, es decir:

P, = P(selecionar al mejor|N,. ;) y Pp = P(selecionar al 2° mejor|N, ;).

Y, también, denotamos por V (r, s) a la recompensa esperada usando la regla
de parada N, .
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Teorema 3.9. En el problema de seleccionar al mejor o al sequndo mejor,
str < s, se tiene que

r—1{< 1 . 1
== [;j—l“s‘”;u—m(j—z)]'

Demostracion. Denotemos por P; a la probabilidad del evento {el mejor de
los j — 1 primeros aparece antes de s} y por @); a la del evento {el 22 mejor
de los j — 1 primeros aparece antes de s}. Entonces, las probabilidades son

r—1 s—2

P = ==
i Ty Y YT

Luego,

Py = Z P(el mejor en j y es seleccionado)

j=r
n 1 1 s—1 n

= Y —P(entrevistar j) = — P; P;Q;
; - (entrevistar 7) - ; 5+ ]2 5 Q;

LSl e D5 —2)
‘n[;j—ﬁ( D2 G00-2
=1 1 = 1

= 121—1“3‘2);(]'—1)(]'—2)]'

Para calcular Pg, definamos Z; como la probabilidad del evento {el mejor
aparece después de j| el 22 mejor aparece en k}. Entonces, esta probabilidad
se puede calcular como
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A partir de aqui,

Pg = Z P(el 2° mejor en j y es seleccionado)

= En: %]P)(entrevistar j) = % SE_:P]-Z]* + z”: P;Q;
L[ == < =1(s=2)
o LZ:: (G—Dnr-1) +;(]—1)(]—2)

]

Corolario 3.10. En el SP con funciones de recompensa U(l) = a > 0,
U2)=b>0yU@B)=...=Un) =Z=0, sir>s,y se definen x ey
como los limites

n—oo n—o0

r/n ——x y s/n —— vy,

entonces la recompensa asintotica esperada es
n—oo

V(r,s) —— (a+b)z(log(y/z) + 1 —y) + ba(z — y).

Demostracion. A partir de las formulas de P, y Pp obtenidas en el teorema
3.9y aproximando sumas por integrales, resulta que

r—1 31 " 1
== [;j—1+(5_2);(j—1)(]—2)]

o 2) s (2 1) oo (9) 414
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Y, por otro lado,

zz[log@)—g—l—s(l—l)} M—w>x[log<%>—y+x+l—y .

En consecuencia, puesto que la recompensa esperada se calcula como
V(r,s) = E(recompensa|N, s),
se tiene que
V(r,s) = aPs + bPg,
luego,

n—oo

V(r,s) —— ax [log (%) +1- y} + bz [log (%) —2y+ax+ 1]
= (a+b)z(log(y/z) + 1 —y) + bx(z — y).

]

Ejemplo 3.11. En el problema de seleccionar a uno de los dos mejores can-
didatos, para valores de n suficientemente grandes, podemos obtener la re-
compensa esperada asintética calculando la derivada de la férmula de V (1, s)
obtenida en el Corolario [3.10, Denotaremos por W a la funcién limite que

n—oo
cumple V(r,s) —— W(z,y). Diferenciando W (z,y) con respecto de y,

oW(x,y) (a+b)x a+b
- — az — 2bz = 0 =27
9 , ax T = Y=o

y con respecto de x se tiene que

—awa(i’ y) =(a+0) (log (%) — y) +2bx — by =0

2bx — by
< log(x) = b y + log(y).
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Teniendo en cuenta que y = (a + b)/(a + 2b), debe cumplirse

2bx
log(x) = a+b

— 1+ log(y).

En el caso particular en el que nos sea indiferente seleccionar al mejor o
al segundo mejor, se tiene que a =1y b =1, y las soluciones éptimas son

y=2/3 y log(x)=1log(2/3) —1+x. (3.5)

Resolviendo la ecuacién en x numéricamente mediante el método de New-
ton como se muestra en el Apéndice [A] se obtiene z & 0, 34698 . Por tltimo,
evaluando en estos puntos la probabilidad asintética de seleccionar el mejor
o el segundo mejor se obtiene aproximadamente 0, 57367.

X 0.34698
Y 0.666667
Z 0573567

06— .

Figura 3.3: Recompensa asintética esperada en funcién de x e y, W(z,y), en
el problema de seleccionar al mejor o al segundo mejor con a = b = 1.

En resumen, la estrategia 6ptima para a = b = 1 consiste en rechazar
aproximadamente el 35 % de los candidatos y seleccionar un candidato viable
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(si lo hay) antes de entrevistar el 67 % de los candidatos. Si, una vez entre-
vistados aproximadamente el 67 % de postulantes no lo hemos encontrado,
seleccionaremos el primer candidato de rango relativo 1 o 2 que aparezca.
Siguiendo la estrategia que utiliza esta regla conseguiremos contratar uno de
los dos mejores candidatos aproximadamente el 57 % de las veces.

3.5. Numero aleatorio de candidatos

En muchas situaciones de la vida real, el nimero exacto de candidatos
es desconocido, aunque se sabe que el total de candidatos a entrevistar es
finito. Al introducir esta incertidumbre sobre la cantidad total de candidatos,
la probabilidad asintética de éxito siguiendo la estrategia éptima disminuye
en comparacion con el CSP. Esta variante fue estudiada en 1972 por Presman
y Sonin [24].

Enunciado del SP con un niimero aleatorio de candidatos. Bajo las
mismas hipotesis que en el CSP, supongamos que el nimero de candidatos
N es desconocido y lo definimos como una variable aleatoria con distribucién
uniforme en {1,...,n}, donde n es fijo. Si decidimos rechazar un candidato
y resulta que no hay mas, habremos perdido. El objetivo es seleccionar el
mejor de los N candidatos que haya disponibles.

Teorema 3.12. En el SP con un numero aleatorio de candidatos existe una
regla de corte N,, r > 1, que es optima. Y, ademds, la recompensa esperada
sigutendo la regla de corte N, es

Demostracion. Primero obtengamos un valor de y; para j = 1,...,n. Su-
pongamos que al llegar a la entrevista j-ésima se encuentra un candidato
viable y lo aceptamos. En este caso, se gana solo si ninguno de los candi-
datos restantes es viable. Dado que la distribucion de N para N > j es
uniforme en el conjunto {j,...,n}, para cada k € {j,...,n}, la probabilidad
P(N = k) = n_; —7 v la probabilidad de que un candidato no sea viable es
P(X} > 1). Por tanto, la probabilidad P; de que no exista ningin candidato
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viable a partir de la entrevista j-ésima es

1 n
PP=— PX: i 1>1,X,0.>1,....X;,>1
J n—j—i—l% <]+1 y A 542 ’ ) )

SR R R A R ES P

Sin embargo, solo se ganard si el candidato j-ésimo es viable (X; = 1),y
si existen candidatos suficientes para entrevistar, es decir, N > j. Luego, la

recompensa sera
yj =P, I(N > 7 X;=1).

Para comprobar que existe una regla de corte que es éptima, considere-
mos que si es Optimo parar en j con un candidato viable, entonces también
es 6ptimo parar en j + 1 con otro candidato viable. Sea W; la recompensa
esperada si continuamos entrevistando al llegar a la entrevista j. Esta suce-
sién de constantes es no creciente porque continuar entrevistando a partir de
la j + 1 es una accién que estd contenida en continuar entrevistando a partir
de la etapa j. Ademas, es 6ptimo seleccionar en j a un candidato viable si
P, > W;.

+1 &
PJ+1_P_;1_j Z__n_j+1z_

i=j+1
(- )z———
n—7j n—j+ z]+1 n—j+1

(n—j+1) n—jZJH n—j+1

Esta diferencia es positiva si, y solo si,

1 K1 1
DD
n—j.Sht on +1
La desigualdad anterior siempre se cumple, pues el término de la derecha es

una media de términos que son siempre mayores que 1/(n+1). Luego, existe
una regla de corte que es 6ptima.
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Sea N, una regla de corte cualquiera, la probabilidad condicionada de
ganar si N = k es cero si k < r porque llegaremos al final de las entrevistas
sin haber seleccionado un candidato. Si k > r, la probabilidad es

r—1<~ 1
k i—1

i=r

P(ganar|N =k, k > r) =

Finalmente, puesto que N es uniforme en {1,...,n}, la recompensa esperada
siguiendo la regla N, serd

T —1<~ 1
E(YNT):EkZ k Zz’—l'

O

Corolario 3.13. En las condiciones del Teorema[3.13, se tienen los siguien-
tes resultados asintoticos:
n—oo
L r/n——1/e.

n—oo
II E(Yy,.) — 2/e? .

n—oo
Demostracion. Definimos = € [0, 1] como el limite de r/n —— z, que su-

ponemos que existe. Entonces, aproximando sumas por integrales, la recom-
pensa esperada asintotica es

n k 1
r—1 1 1 1 (Y1
E(Yy,) = - ~ z -
)= e [ [ ey

k=r i=r

il Yy z(log z)?

Calculando la derivada e igualando a cero,

OE(Yy,)  (logz)? _
T + (logz) = 0.

Cuya solucién es = e 2 ~ 0,135 y la esperanza asintética de ganar es
E(Yy,.) ~ 2e 2~ 0,271. m
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0.40 T T T

— N =n fijo
0.35 —— N aleatorio ||

0.30 [ Méx: (0.135, 0.271)
0.25

5 0.20
0.15
0.10
0.05

00 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.4: Probabilidad asintética de ganar en el SP con un ntimero aleatorio
de candidatos para diferentes valores de corte r en comparaciéon con el CSP.

En resumen, para resolver esta variante en la que el nimero total de
candidatos disponibles para las entrevistas es desconocido, la regla éptima
consiste en rechazar aproximadamente el 13,5 % de los candidatos y selec-
cionar el primer candidato viable que aparezca. Siguiendo esta estrategia la
probabilidad asintdtica de ganar es aproximadamente del 27,1 %.

En comparacién con el Problema de Secretaria, en el que el corte se hacia
en el 36,8 % de los candidatos, el corte ahora es menor porque al no conocer
el nimero exacto de candidatos, no es 6ptimo entrevistar muchos, ya que
nos arriesgamos a que se terminen los candidatos. También, debido a esta
aleatoriedad, la probabilidad de ganar es menor que en el CSP, donde era del
36,8 %. Estos resultados se ven reflejados en la Figura [3.4]

3.6. SP con duracion
En 1992, Ferguson, Hardwick y Tamaki [I5] estudiaron una variante del

CSP en la que la recompensa para el empleador esta asociada al tiempo que
permanece en posesion de un candidato viable. Nos referiremos a esta varian-
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te como el SP con duracion. En esta variacion del problema, el empleador
seleccionara solo un candidato viable, recibiendo una recompensa inicial al
hacerlo y una adicional por cada nueva observacién que realice mientras el
candidato seleccionado siga siendo el mejor relativamente.

Enunciado del SP con duraciéon. En este problema se cumplen todas las
hipétesis del CSP, excepto la tltima. Ahora, la recompensa serd proporcional
a la cantidad de entrevistas en las que se posee un récord parcial. Es decir,
si el candidato j-ésimo es un candidato viable y lo seleccionamos, se recibe
(k—j)/n si el siguiente candidato viable es el k-ésimo y se recibe (n+1—j)/n
si el j-ésimo es el récord global.

Teorema 3.14. En el SP con duracion, existe una regla de corte N,., con
r > 1, que es optima. Y, ademas, la recompensa esperada siguiendo esta regla

de corte es
1
E(Yy,) = Z - Z i—1

Demostracion. Denotemos por T al tiempo del primer candidato viable des-
pués de j, y escribamos 7 = n + 1 si no hay ninguno més. Entonces, si el
candidato j-ésimo es candidato viable y se selecciona, el tiempo esperado en
el que este candidato sigue siendo candidato sera

1 J
PE( )Z]P>T>/.c—E E

En cuanto a la regla de parada 6ptima, supongamos que W; representa
la recompensa esperada 6ptima si continuamos entrevistando a partir de
J, entonces la sucesiéon de constantes W, no es creciente al igual que en el
problema con un numero de candidatos aleatorio. Sin embargo, la sucesion
de P; no es monotona:

. n . n
J+1 1 g 1 1
Py — P=—— - —= - ——.
i+ J
n n

—~ k n —~ k
k:j—‘,—l k:]-‘rl

Esta diferencia serd positiva si, y solo si, 377, (1/k) > 1, que solo es
valido para valores de j pequenos, pero no grandes, veamoslo. Para n sufi-
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cientemente grande podemos escribir

n

3 (1/k) ~ R (”) >1 < j<nfe
i v J

Jj+1

Por lo tanto, existe j,, = n/e tal que la sucesién P; es mondtona creciente
para j < j, y monotona decreciente para j > 7j,.

Luego, serd 6ptimo seleccionar un candidato viable en la entrevista j-
ésima si j > j, porque si continuamos entrevistando la recompensa esperada
decrece. No obstante, si j < j,, si es 6ptimo aceptar un candidato viable en
la posicién j-ésima (porque y; > W;), entones también serd éptimo aceptar
un candidato viable en la entrevista j + 1, pues y;11 > y; > W; > W;i4. De
esta manera, sabemos que existe una regla de parada éptima.

La recompensa esperada siguiendo una estrategia éptima cualquiera N,
es

n

YNT Z]P) = Z r—1 12j T—lz ZZ_l

]"" ]_1

que coincide con la recompensa esperada de la variante con un ntimero alea-
torio de candidatos de la seccién anterior. O

Corolario 3.15. En las condiciones del Teorema[3.14), se tienen los siguien-
tes resultados asintoticos:

n—oo
L r*/n —— 1/

n—0o0
I E(Yy,.) — 2/e?

Demostracion. Puesto que la recompensa esperada en el SP con duracién
coincide con la recompensa esperada en el SP con un nimero aleatorio de
candidatos. Los resultados asintéticos coinciden con los del Corolario B.13l

Por lo tanto, de la misma manera que en la seccién anterior, se ganard
con una probabilidad del 27,1 % si se sigue la regla éptima que consiste en
rechazar aproximadamente el 13,5 % de los candidatos y seleccionar el primer
candidato viable que aparezca. Esto se refleja en la Figura (3.4l ]
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3.7. SP con recompensa

Con el objetivo de enunciar un problema de toma de decisiones mas rea-
lista, en esta seccion se aborda una variacion del Problema Cléasico de la
Secretaria en la que, a diferencia del CSP donde la recompensa es 1 si el
candidato es el mejor y 0 en otro caso, el empleador recibe una recompensa
proporcional al valor verdadero del rango del candidato seleccionado. Es-
ta variacion del problema se basa en el trabajo de J.N. Bearden [2] y nos
referiremos a ella como el SP con recompensa.

En esta situacion, la estrategia optima utiliza una regla de corte que
consiste en rechazar a los primeros y/n — 1 candidatos, y después seleccionar
al siguiente candidato con mayor valor.

Enunciado del SP con recompensa. Supongamos que un empleador ob-
serva una secuencia de n candidatos cuyos valores son variables aleatorias
X1, Xo, ..., X, iid. de distribucién uniforme en [0, 1]. Como en el CSP, se
puede aceptar o rechazar a cada uno de los candidatos, pero ahora se otorga
una recompensa (payoff ) por elegir un candidato con X; = x;, que es el valor
zj. Una vez que un candidato es contratado, el juego termina. Si se alcanza el
n-ésimo candidato, debe ser contratado; y, una vez rechazado un candidato,
la decisién es irrevocable.

Es importante destacar, que en cada entrevista j, el empleador sola-
mente observa un indicador asociado a Xj;, donde I; = 1 si, y solo si,
r; = max{zy,Ts,...,2;}; y I; = 0 en caso contrario. En otras palabras,
solo obtiene informacion sobre el rango relativo del candidato. El objetivo es
maximizar la recompensa.

Por lo tanto, esta variante es muy parecida al problema clasico, pero la
recompensa ahora es igual al valor del candidato seleccionado, es decir, un
valor verdadero, mientras que en el problema clasico la recompensa es 1 si se
escoge al mejor candidato y no se gana nada si se selecciona a otro.

Ejemplo 3.16. (Inversion financiera). La motivacién detrds de este pro-
blema radica en la intuiciéon de que, en algunas situaciones de busqueda
secuencial, la persona que toma la decisién puede prestar atencién a la infor-
macién basada en el rango. Sin embargo, en ultima instancia, obtiene utilidad
del valor cardinal (verdadero) de la observacién seleccionada, no de su po-
sicion en el rango. Aunque el empleador puede considerar el orden relativo
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de las opciones, su eleccién final se basa en el valor absoluto de la opcién
seleccionada.

Por ejemplo, consideremos un inversor (empleador) que quiere vender
una accién cuando su precio (candidato) es maximo durante un periodo de
tiempo [tmin, tmax)- Aunque los rangos de precios son relevantes para decidir
cuando vender, presumiblemente el inversor obtendra una recompensa que
aumenta estrictamente con el precio de venta cardinal. El esquema de pago
“seleccionar nada mas que al mejor”del CSP no considera esto.

Supongamos que nuestro inversor toma sus decisiones de venta en cada
momento ¢ Unicamente en funcién del rango del precio actual de la accién
con respecto a precios anteriores. ;| Cémo puede maximizar su precio de venta
esperado? Y, ;qué tan bien podria hacerlo considerando que sus ganancias
se basaran en el precio al que se venda el activo, no en el rango del precio de
la accion?

Teorema 3.17. En el SP con recompensa, existe una regla de corte N,., con
r > 1, que es optima y la recompensa esperada siguiendo esta regla de corte
es

2rn —r¥4r—n

En(m =

2rn

Ademds, el corte de la estrategia dptima satisface v € {|v/n] [v/n]}.

Demostracion. Puesto que las variables de los candidatos son i.i.d y siguen
una distribucién uniforme en [0, 1], el valor esperado del j-ésimo candidato

suponiendo que sea récord parcial, es decir, x; = max{zy,s,...,x;}, estd
dado por
J
E(X;|l,=1)=—"—.
ol =1 =2

Por el principio de optimalidad, como dE;/dj > 0, si es 6ptimo seleccionar
a un candidato con I; = 1 (candidato viable), entonces también lo serd
seleccionar a un candidato con [;;, = 1, para todo r > 0. Evidentemente,
para 1 < j < n, nunca es 6ptimo seleccionar a un candidato con I; = 0.
Definamos por 7* = r*(n) al nimero de corte de la regla 6ptima de parada,
es decir, el nimero de entrevista a partir del cual resulta 6ptimo seleccionar
a un candidato viable.
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La probabilidad de que el candidato de la entrevista j-ésima sea un can-

didato viable habiendo rechazado los r primeros es ]ﬁ La probabilidad de

no haber seleccionado a ninguno de los candidatos desde r hasta 7 — 1 es
J=1i-1
i=r 4 -

Combinando estas probabilidades, la recompensa esperada al usar una
regla de corte NV, se calcula como la suma de las recompensas esperadas por
seleccionar un candidato viable desde r hasta n — 1, mas la recompensa espe-
rada si se selecciona el ultimo candidato, n. Tengamos en cuenta que el valor
esperado de este tltimo candidato serd 1/2 porque las variables aleatorias

siguen una distribucién uniforme en [0, 1]. Entonces,
— | i-1) 1 i1

En(r) = —
=S s I

-3 (571) () 2 (=)

i (gt ()

2rn—r2+r—n

1
2

j=r
n—1

2rn

Derivando la expresién de F,(r) obtenida con respecto de r obtenemos

OFE,(r) —r*4+n 0*E —0
or  2rp Y or?

para todos los valores de 1 < r < n—1, y encontramos que F,(r) alcanza su
maximo en 7* = /n. O

En conclusién, la estrategia que proporciona la solucién a esta variante
del problema consiste en rechazar aproximadamente a los primeros y/n can-
didatos y después seleccionar aquel candidato con valor maximo. En compa-
racion con el problema clésico, esta manera de enfrentar el problema resulta
mas natural puesto que el esquema de pago en el que solo se devuelve una
recompensa positiva si se selecciona el mejor de los n solicitantes es bastante
inusual. De esta manera, en el Ejemplo |3.16] nuestro inversor podria intentar
vender su acciéon cuando su precio sea el maximo durante algin intervalo,
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pero es poco probable que decida no vender a algunos precios ligeramente
inferiores al maximo.

Ejemplo 3.18. Para los valores de n = 5,10, 30,50 y 100, en la Figura [3.5
aparecen representadas las recompensas esperadas para diferentes valores del
corte r asi como los puntos éptimos de corte. Y en la Tabla los valores
6ptimos de r y de E,(r), asi como el porcentaje de candidatos a rechazar,
r*/n, para distintos valores de n.

1
—_—n =
—n=10
0,8 n =30
— n=2>50
—n =100
/50,6
~
=
g 04|
0,2 |}

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

r/n

Figura 3.5: Gréfica de E,(r/n) para diferentes valores de n con puntos épti-
mos marcados para el SP con recompensa.

Por ejemplo, cuando n = 100, la regla éptima consistiria en rechazar
aproximadamente el 10 % de los candidatos y luego seleccionar al siguiente
candidato viable. La recompensa obtenida siguiendo esta estrategia seria de
aproximadamente 0,905, lo que indica un valor considerablemente alto. Es
importante destacar que a medida que aumenta el nimero de candidatos, n,
también aumenta la recompensa esperada, tendiendo a 1 en el caso asintético.
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n  r=4n % E,(r*)
5 2.236 0.447 0.653
10 3.162 0.316 0.734
30 5.477 0.183 0.834
50 7.071 0.141 0.869
100  10.000 0.100 0.905

Tabla 3.2: Valores 6ptimos del corte r y E,(r*) para diferentes n en el SP
con recompensa.

3.8. Jugar contra un oponente

Recordemos el problema del juego de Googol de una sola eleccion en el
que se van observando papeles que contienen niimeros escritos. Supongamos
que un oponente puede elegir el orden en que salen los ntimeros en la suce-
sion y que el jugador estd limitado a la informacion sobre el rango relativo.
Entonces, ;cual es la mayor probabilidad de elegir el nimero més grande
que puede lograr el jugador? ;De qué manera puede el oponente complicar
el juego al jugador?

De ahora en adelante, llamaremos “jugador” a la persona que busca el
nimero mas grande y “oponente” a la persona, recién introducida en este
capitulo, que altera la secuencia aleatoria. Para desarrollar esta seccién, nos
hemos basado en el trabajo de [I9] como referencia.

Ejemplo 3.19. (El oponente ordena la sucesion). En este caso el oponente
impone ciertas condiciones, de manera que el jugador solo puede tener una
probabilidad de 1/n de elegir el nimero més grande del conjunto, n es el
nimero total de papeles. En otras palabras, el oponente puede configurar el
juego de tal manera que la mejor oportunidad que tiene el jugador de ganar
es solo de 1/n.

Se van presentando los niimeros al jugador que busca el méas grande en un
orden que ha sido determinado por un oponente cuyo objetivo es minimizar
la probabilidad del jugador de encontrar el mejor entre los n nimeros. Al
igual que en el juego de Googol, la tnica informaciéon de la que dispone el
jugador es de los rangos relativos de los nuimeros observados. El oponente
puede reducir la probabilidad de ganar del jugador a 1/n usando las filas de
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un cuadrado latino ciclico con probabilidades iguales.

Por ejemplo, para n = 5 escogera con probabilidad 1/5 una de las si-
guientes sucesiones de nimeros:

1 23 45
23 451
3451 2
4 51 2 3
51 2 3 4

Evidentemente, el oponente no puede conseguir que las probabilidades de
ganar del jugador estén por debajo de 1/n porque este siempre puede elegir
una posicién aleatoriamente para seleccionar al nimero mas grande.

3.8.1. El oponente posiciona el mejor

Si el oponente tiene mas restringidos sus movimientos, el jugador tiene
una mayor probabilidad de ganar. Supongamos que el oponente solo puede
elegir de antemano una posicion del 1 al n y asignarle el rango més alto sin
alterar la aleatoriedad de las extracciones. Entonces, jcémo debe actuar el
jugador para intentar encontrar el rango més alto? ;Y cémo debe el oponente
elegir la posicién para el nimero mas grande?

Ejemplo 3.20. (Programa de inspeccion de bombas atémicas). Este juego
particular se sugirié como un andlogo no paramétrico para un programa de
inspeccion de bombas atomicas con una sola inspeccion. Imaginemos que se
tiene un sistema de inspeccién de bombas atomicas que funciona de la si-
guiente manera: cada cierto intervalo de tiempo, se realiza una inspeccion
para detectar si alguna bomba ha sido detonada. Durante cada inspeccion,
se observa un valor que podria indicar si una bomba ha sido detonada o no.
El objetivo es encontrar el momento en el que una bomba, de haber sido
detonada, habria producido la mayor senal detectable.

Aqui es donde entra en juego el SP con oponente: el “jugador” es el
sistema de inspeccion, que intenta encontrar el momento 6ptimo para detec-
tar una bomba. El “oponente” es aquel que decide como se distribuyen las
senales en el tiempo, con el objetivo de dificultar al maximo la deteccion de
la bomba por parte del sistema de inspeccion.

La idea es que el tiempo se cuantifica en n instantes discretos. En cada
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instante, se observa una variable que da un valor. Supongamos que cuando
una gran bomba se detona en algin instante, produce para ese momento la
mayor medicion de las n. Y supongamos ademés que esta explosion no altera
el curso aleatorio de las otras mediciones.

En este contexto, el sistema de inspeccién utiliza la informacion relativa
de las senales observadas para intentar determinar el momento en el que se
produciria la senal mas alta, lo que indicaria la detonacion de una bomba
importante. Por otro lado, el oponente intenta distribuir las senales de ma-
nera que sea mas dificil para el sistema de inspeccién identificar cuando se
produce la senal mas alta, dificultando asi la deteccién de la bomba, es decir,
el oponente desea minimizar la probabilidad de que el jugador inspeccione
durante este periodo de tiempo.

A pesar de todo, las irrealidades en la analogia seran obvias para el lector.
Por ejemplo, si no sabemos nada sobre la distribucion, jcémo podemos estar
seguros de que la bomba produce la mayor medicion? ;Qué sucede con las
bombas pequenas? ;Qué ocurre si se aumenta el nimero de inspecciones?

Enunciado del juego con oponente. Las mediciones se realizan al
azar sin reemplazamiento entre n ntimeros, como en el juego de Googol.
El jugador, que tiene una sola opcién, debe elegir o rechazar cada nimero
cuando aparece, y gana si y solo si elige el mas grande. Antes de que comience
el sorteo, el oponente, que no tiene conocimiento de la sucesién de ntimeros,
debe elegir una posicién y reemplazar el nimero que haya alli por un ntimero
mas grande que cualquier otro de la sucesién. El jugador desea maximizar su
probabilidad de elegir el mas grande y el oponente minimizarla. Por lo tanto,
el criterio minimaz es apropiado.

Ejemplo 3.21. Como ejemplo, supongamos que el oponente eligié la posicion
2 y que el sorteo aleatorio para n = 4 produjo los rangos [1 32 4] en ese orden;
entonces los nuevos rangos de los cuatro nimeros, ajustados por la eleccion
del oponente, serfan [1423].

Al abordar este problema, hemos limitado las estrategias del oponente,
encargado de seleccionar la ubicacién del ntimero més grande, a una com-
binacién ponderada de las n estrategias bésicas que asignan la posicién ¢ al
nimero mas grande con una probabilidad p;. Del mismo modo, restringimos
al jugador a una combinacion ponderada de las estrategias que comienzan
desde la posiciéon ¢ y seleccionan al primer candidato viable disponible.
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Estudiemos primero lo que sucede con las sucesiones aleatorias cuando el
oponente reemplaza el rango de la primera posicién por n, porque el anélisis
es el mismo para todas las demads posiciones.

En un principio, habia n! posibles arreglos, con (n — 1)! comenzando con
cada uno de los rangos 1,2,...,n. Es decir, aquellos que comienzan con el
rango 1 son seguidos por todas las permutaciones posibles de los nimeros
2,3,...,n. Cuando el rango 1 es reemplazado por el rango n, cada rango
siguiente se reduce en 1 y nos quedamos con las (n — 1)! permutaciones
de los nimeros 1,2,3,...,n — 1. Ocurre de manera analoga para los otros
rangos iniciales posibles, de modo que en total, después del ajuste, tenemos
n conjuntos de (n — 1)! permutaciones siguiendo al primer nimero n. Un
conjunto de (n—1)! permutaciones es indistinguible de otro, y desde el punto
de vista del jugador, solo hay un conjunto de (n — 1)! permutaciones.

Un argumento similar se aplica a las elecciones de cada una de las posi-
ciones por parte del oponente. En consecuencia, el jugador puede considerar
que cada permutaciéon con el nimero mas grande en la posicion ¢ tiene una
probabilidad p;/(n — 1)!, donde, como antes, p; es la probabilidad de que el
oponente coloque el nimero mas grande en la posicion i. El jugador tiene
estrategias S;, con i = 1,2,...,n, donde S; significa elegir el elemento 7 si es
un candidato viable, de lo contrario elegir el primer candidato viable después
de eso.

El objetivo es encontrar una estrategia para el oponente y encontrar la
probabilidad 6ptima de ganar para el jugador contra esta estrategia. Eso da
una probabilidad que el oponente puede imponer. Después veremos que el
jugador también puede imponer esta misma probabilidad, y asi obtenemos
una solucién para el juego.

La Tabla muestra, para cada estrategia S;, la probabilidad de que
el jugador elija el méas grande, cuando el mayor estd en la posicién r. Una
forma de ubicar una buena estrategia para el oponente es encontrar una que
produzca la misma probabilidad de ganar contra cada estrategia del jugador.
Asi que podemos aprovechar el tridngulo de ceros en la Tabla [3.3]

Inicialmente asignemos nimeros proporcionales a p; y normalicemos lue-
go. Supongamos que W, representa la recompensa esperada optima si con-
tinuamos observando a partir del nimero j-ésimo. Sea p; < W; y tomemos
W, = 1. Entonces, si se usa S, la probabilidad de que el jugador gane es
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Estrategia Posicién del nimero mas grande (r)
del jugador | 1 2 3 4 [ T3 Ti+1 n—11 n
Sy 1 0 0 0 0 0 0 0
S 0 1 % % é z é %
53 010113 i =2 | n-1
Si 0 0 0 0 |--- 1] 1 % . :;12 :;11
Sit1 0 0 0 0 0 1 ni2 nil
n 0 0 0 0 |--- 0 0 0 1

Tabla 3.3: Probabilidad de que el jugador elija el nimero més grande, cuando
el mayor estd en la posicion r si sigue la estrategia S;.

proporcional a 1-1 = 1. Si se usa .S,,_1, entonces queremos que la probabilidad
de que el jugador gane sea proporcional a

nf Wi(0) + Wy (1) + (” B 2) =1, (3.6)

, n—1
=1

por lo que W,_; = 1/(n —1). En[3.6] el primer sumando corresponde a la
suma de las recompensas esperadas W;(0) para las estrategias del jugador
desde la posicién 1 hasta la posicion n — 2, donde el jugador elige el primer
nimero que ve. Aqui, W;(0) representa la probabilidad de que el jugador
gane si elige la estrategia S; y el nimero més grande estd en la posicion i,
mientras que los nimeros anteriores son rechazados. El sumando W,,_1(1)
representa la recompensa esperada para la estrategia del jugador desde la
posicion n — 1, donde el jugador elige el nimero en la posicion n — 1 si es
el méas grande, y elige el primer nimero viable después de eso si no lo es.
El término (Z:f) representa el nimero de combinaciones de estrategias en
las que el jugador no gana hasta la posicion n — 2 pero gana en la posicién
n — 1. En otras palabras, el jugador elige el primer niimero viable en todas
las posiciones desde la 1 hasta la n — 2, pero no gana hasta lan — 1. Y la
suma de todas estas probabilidades debe ser igual a 1, ya que una de las
estrategias del jugador debe resultar en una victoria.
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En esta misma linea, encontramos que W; = 1/i, parai=1,2,...,n—1,
W, = 1. Por lo que el oponente debera usar la estrategia con

B 1
i1+ 555 1/]

Di

Esto significa que la probabilidad de que el jugador elija el nimero mas
grande cuando el oponente usa la estrategia anterior es

1
1+







Capitulo 4

En busca del segundo mejor
candidato

En 1980, E.B. Dynkin introdujo una interesante variante del Problema
de la Secretaria que consiste en seleccionar al segundo mejor candidato. Con
las mismas hipétesis del CSP, en este capitulo presentamos esta variante
con el siguiente enunciado: estamos intentando contratar a un investigador
posdoctoral, pero tenemos la certeza de que el mejor solicitante recibira y
aceptara una oferta de Harvard mas llamativa que la nuestra. Por lo tanto,
nuestro objetivo es contratar al segundo mejor investigador porque el primero
no estara disponible. Nos referiremos a esta variante por sus siglas en inglés
PVSP (Postdoc Variant of the Secretary Problem).

En este contexto, es posible determinar una solucién 6ptima para la es-
trategia y la probabilidad de éxito, la cual es ko(n — ko)/(n(n — 1)), donde
ko = |n/2]. Es notable cémo, cuando n — oo, la probabilidad asintética de
éxito tiende hacia i = 0,25. Esto sugiere que, aparentemente, es mas senci-
llo seleccionar al mejor candidato que al segundo mejor, cuya probabilidad
6ptima era del 37 %.

4.1. Estrategia 6ptima en el PVSP

Dentro del mismo marco y alineados con las directrices establecidas en la
teorfa presentada en el Capitulo[2] ahora incorporamos definiciones y notacio-
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nes adicionales que serviran como herramientas fundamentales en el estudio

del PVSP.

Definicién 4.1. Sea X; la variable aleatoria asociada a un candidato que
es entrevistado en el instante j. Se dice que el candidato j-ésimo es sub-
récord parcial si X; = 2. En particular, si es el segundo mejor de todos los
candidatos, se le denominara sub-récord global.

En este capitulo nos referimos a ganar como el evento “contratar al
segundo mejor candidato de X7, es decir, contratar al candidato X; que sea
sub-récord global.

Notacién 4.2. Para k =0, 1,...,n, denotamos por v a la probabilidad de
ganar usando la estrategia éptima en la que k candidatos han sido entrevis-
tados y todos han sido rechazados.

Para analizar esta variante, supongamos que después de cada entrevista
tomamos la decisién de contratar o rechazar, pero aunque hayamos acepta-
do, continuamos entrevistando los candidatos restantes para comprobar si
realmente hemos tomado la decision ganadora. Definamos previamente dos
probabilidades que nos seran de utilidad.

Supongamos que después de realizar k entrevistas, uno de esos k candi-
datos ha sido seleccionado y ademds es sub-récord parcial en {1,2,...,k}.
Denotamos por g; a la probabilidad de que este sub-récord parcial sea sub-
récord global.

Por otro lado, supongamos que el candidato seleccionado dentro de las k
primeras entrevistas es récord parcial en {1,2,...,k} y tenemos la esperanza
de que haya un candidato mejor en los que no se han entrevistado. Denotamos
por fr a la probabilidad de que este récord parcial sea sub-récord global.

Proposicion 4.3. Para k= 0,1,...,n, las probabilidades gy y fi se pueden
expresar como

Yy fe=

Demostracion. Consideremos que el candidato seleccionado en las primeras
k entrevistas es sub-récord parcial. Cuando se entreviste al candidato k + 1,
existe la posibilidad de que sea un nuevo récord parcial, o un nuevo sub-
récord parcial, o el tercer mejor hasta el momento, ..., o el peor. Existen
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k + 1 rangos relativos posibles. Como no disponemos de informacién sobre
este candidato, todos estos rangos posibles son igualmente probables. Por lo
tanto, con probabilidad 2/(k + 1), este nuevo candidato serd el nuevo récord
parcial o el nuevo sub-récord parcial. Si esto ocurre, el candidato que habia
sido contratado y que era sub-récord parcial pasard a ser el tercer mejor
candidato hasta el momento y habremos perdido.

Por otro lado, la probabilidad de que el candidato (k + 1)-ésimo sea peor
que el que ya hemos contratado es (k — 1)/(k + 1) y, por lo tanto, nuestro
candidato seleccionado seguird siendo sub-récord parcial. Entonces,

E—1
gr=9q k+1
L,

Jkr1, si2<k<n,

sik=n.
Y resolvemos esta ecuacion:

k=1 k k+1 n—-3n-2  k(k—1)
S k+1k+2k+3 n—1 n gn_n(n—l)'

gk

Por otro lado, si consideramos que el candidato que hemos seleccionado
en las primeras k entrevistas es récord parcial, el candidato k£ 4+ 1 podria
ser un nuevo récord parcial, en cuyo caso el que ya habiamos seleccionado
pasaria a ser sub-récord parcial y aplicariamos g1, 0 no serlo, en cuyo caso
seguiria siendo récord parcial el primer candidato contratado y volveriamos
a aplicar fr.1. Entonces,

k

1 .
f = /{;——i—lfkﬂ + k—Hgk+17 sil<k<mn,

0, sik=mn.

Definamos hy = fi/k. Usando la férmula explicita obtenida para gy, la
ecuacion para hy es

hy =h _—
k k+1+n<n_1)

Usando que h,, = 0, obtenemos que
n—=k

. = n(n —1)
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y, por lo tanto,

]

Supongamos ahora que hemos entrevistado k candidatos y que los hemos
rechazado a todos. La funcién objetivo que hay que maximizar es v, con
k=0,1,...,n,y se define como la probabilidad de contratar a un candidato
que sea sub-récord global usando la mejor estrategia éptima. El objetivo es
escribir y resolver la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellmann (HJB) para wv.

Proposicién 4.4. Para k = 0,1,...,n la probabilidad vy, se puede expresar
como
mé“X{Uk-f-l: fk+1}7 stk = 07
k—1 max{ Vg1, fry1} | mAX{UE 1, Gry1 )
- 1<k<
S N s k+ 1 k+1 o o =Es
0, sik=mn.

Demostracion. El principio de la programacion dinamica establece que, in-
dependientemente del estado inicial del sistema y de la decision inicial, las
decisiones restantes que tomemos deben ser siempre éptimas en cada etapa.
Asi que, supongamos que se han entrevistado k candidatos y todos han sido
rechazados. Existen varias posibilidades para el candidato k + 1-ésimo:

= Que sea peor que el récord parcial y el sub-récord parcial hasta el
momento. Esto ocurre con probabilidad (k—1)/(k+1), en este caso, no
hay razén por la que contratar a este nuevo candidato y continuariamos
entrevistando.

= Que sea nuevo récord parcial, entonces tenemos dos opciones: contratar
este candidato con la esperanza de que haya otro mejor mas adelante o
rechazarlo y continuar entrevistando. Si lo contratamos, la probabilidad
de ganar es fii1, si lo rechazamos, la probabilidad de ganar es vj1.
Hay que seleccionar aquella que sea maxima.

= Que sea sub-récord parcial, de nuevo, tenemos dos opciones: contratar el
candidato con la esperanza de que sea el sub-récord global o rechazarlo.
Si lo contratamos la probabilidad de ganar es g1 y si lo rechazamos
Sera Vg.y1.
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Juntando todo lo anterior, obtenemos la ecuacién de Hamilton-Jacobi-
Bellman para vy que aparece en el enunciado de la proposicién. O

Notacién 4.5. Denotamos por ko = min{k |2k > n—1}. Es fécil comprobar
que

{n/Q sin es par,
ko =

(n—1)/2, sin esimpar.

O lo que es lo mismo, kg = |n/2].

Teorema 4.6. La probabilidad v;, se puede escribir como

% siko <k<n,

n(n —

o 41

C el k) gy .
nn—1) " ~— 0

Demostracion. Para n = 0, la ecuacion |4.1] es correcta pues v, = 0. Razo-
nemos por induccion inversa, supongamos que la férmula es correcta para
k > ko y probemos que es correcta para k — 1. En primer lugar, a partir de
la hipétesis de induccién, se tiene que vy = f, y también v, < g porque
k > ky. Por tanto,

k—2 1 I,
Vg1 = 2 v + A max{v, fr} + 7 mAax (v, gr,)

k=2 +1 L1

T Vg kvk kgk

_(k’—l)(n—k) k—1

 n(n—1) n(n —1)

(k= (n— (k1)

n(n —1)

Ahora, supongamos que se cumple para 2 < k < k. Por induccién,
verifiquemos que se cumple para k — 1.

Para ello, comprobemos que vy > fi y que v > gp. En primer lugar,
vk > fr es equivalente a

ko(n — ko) > k(n — k). (4.2)
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Denotemos por p al polinomio p(x) = x(n — x). Este polinomio cuadrético
alcanza su méximo en z = n/2. Ahora, como k < ky < n/2, se sigue que

p(k) < p(ko) y se tiene [£.2]

Por otro lado, v, > g, es equivalente a
o — ko) > k(k — 1),

Ya hemos probado que ko(n — ko) > k(n — k). Por lo tanto, basta con probar
que
k(n —k) > k(k—1).

Para k # 0, esta inecuacion es equivalente a k < (n + 1)/2, luego, es valida
para todo k£ < ky. Por tultimo, falta por comprobar el caso kK = 0, como
v1 > f1, se tiene que vy = vy.

A partir de estas dos inecuaciones,

k—2 1 1
Vg1 = 2 Uk + T max{vg, fi} + T max (v, gr)
i vk+kvk+kvk—vk— n(n—l)

]

En consecuencia, la funcion v no solamente nos proporciona la probabi-
)
lidad de ganar, vy, sino que también nos indica la estrategia 6ptima con la
» Y0
que conseguir esta probabilidad. En particular, la estrategia estd determina-
da por el nimero que alcance el maximo en los dos ultimos términos de la
ecuacion de HJB.

Corolario 4.7. La funcion objetivo v, 0 < k < n, satisface las siguientes
wgualdades y desigualdades:

v > fk; si k< ko,

Uk = fr, en otro caso.
Y, para m par,

Vg > 9k, st k S kOa

Vg = Gk, en otro caso.
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mientras que para n impar,

Uk > G, si k< ko,
Uk = Gk, Sik:ko_{_lv
Vg < Gk, en otro caso.

Ademds, la probabilidad asintdtica de ganar en el PVSP siguiendo la estra-
n—oo

tegia optima es vg — 1/4.
Demostracion. La demostracion es inmediata a partir de las férmulas obte-

nidas para vk, fr V G-

Este corolario determina la estrategia 6ptima y en vista de las igualdades
que aparecen, existen muchas situaciones de indiferencia. Por ejemplo, para
k > ko, podemos aceptar o rechazar un récord parcial indistintamente.

0.40

0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
k/n

Figura 4.1: Representacion de fx, gr v vx. Probabilidad asintética de selec-
cionar al segundo mejor candidato para diferentes valores de k.
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Finalmente, podemos establecer una estrategia éptima que maximiza la
probabilidad de contratar al segundo mejor candidato y que es facil de re-
cordar: rechazar los primeros ko candidatos y contratar al primer sub-récord
parcial que aparezca.

Usando esta estrategia éptima, la probabilidad de ganar es

. ko(’l’b — ko)

= ~1/4.
v n(n—1) /

4.2. Seleccionar al m-ésimo mejor

Supongamos que, en vez de el segundo mejor, queremos seleccionar el
m-~ésimo mejor de un total de n candidatos y solo nos conformamos con ese
rango. Podemos resolver este problema de manera similar a la de la seccién
anterior. En efecto, sea f; la probabilidad de que el candidato seleccionado
sea el m-ésimo mejor candidato sabiendo que hasta el momento es el j-ésimo
mejor de un total de k entrevistas realizadas. Entonces, razonando como
antes, hay un total de k£ 4+ 1 posibles rangos para el proximo candidato. La
probabilidad de que el candidato seleccionado siga siendo el j-ésimo mejor
serd (k —j+ 1)/(k 4+ 1) y la probabilidad de que el nuevo candidato sea
mejor y haga descender a la poscion j + 1 a nuestro candidato seleccionado
es j/(k +1). Por lo tanto, podemos escribir

k—j+1 j .
B k—_Hfj,k+1 + k—_Hfj+1,k+la sij<k<n,
fir = 1, sij=m,k=n,
0, sij£Em,k=n.

Ademds, es evidente que f,,41 = 0 para todo k, porque si es el (m +1)-
ésimo mejor candidato, no puede ser el m-ésimo mejor.

Teorema 4.8. Para j < m,
G T
| (m) ™

m
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Demostracion. Razonando por induccién inversa en los indices j y k, se de-
muestra que f;; es Unica. Por tanto, es suficiente comprobar que la férmula
dada para f; satisface la férmula del teorema.

k—j54+1 Ji
k—_l_lfg,kﬂ + k—_|_1f3+1,k+1

k=1 GO G, g GG+
kE+1 () m  k+1 () m

RO PO

oy m

GG
HON

:fj,k:

J
m

[

Como se hizo anteriormente, denotemos por v, a la probabilidad éptima
de ganar habiendo rechazado las primeras k entrevistas. La ecuacién de HJB
para vy es

Sin embargo, salvo para los casos m = 1 (el Problema de la Secretaria
Clasico), m = 2 (elegir al segundo mejor candidato) y, por simetria, m = n
y m =n—1 (elegir al peor y al pentiltimo mejor candidato), los demds casos
no tienen solucién explicita.

En resumidas cuentas, hemos dado una solucién explicita al problema de
encontrar al segundo mejor candidato. En particular, la estrategia 6ptima
consiste en rechazar la primera mitad de los candidatos y después aceptar al
segundo mejor candidato que aparezca primero. La probabilidad asintdtica
de ganar es de 1/4 ~ 0,25 por lo que, aparentemente, es mas complicado
seleccionar el segundo mejor candidato que contratar al mejor.






Capitulo 5

SP con informacion completa

En el CSP o en el juego de Googol, el jugador no dispone de informacién
sobre la distribucién de los candidatos o de los niimeros que hay en los papeles
de la urna, ni antes de comenzar a observar ni durante el proceso. Unicamente
conoce el rango relativo de los candidatos entrevistados o de los nimeros
extraidos hasta el momento.

En el otro extremo, el jugador podria conocer exactamente la distribu-
cion de la cual provienen los niimeros asociados a cada papel. A veces se usa
la expresion “conocer la distribuciéon” de manera laxa para referirse a “co-
nocer la familia de la distribuciéon”. Aqui nos referimos a conocer todos los
detalles de la distribucion. Por ejemplo, saber que la distribucion es normal
no seria suficiente, también se necesitaria conocer su media y varianza. Nos
referiremos a la variante del SP como FISP, por sus siglas en inglés (Full
Information Secretary Problem).

Si el juego de Googol se jugara con estos candidatos segin las reglas
establecidas anteriormente, pero informando al jugador del niimero exacto
asociado a cada papel en cada observacién, y no solamente el rango rela-
tivo, el empleador deberia ser capaz de desarrollar una estrategia que pro-
duzca una mayor probabilidad de éxito que la obtenida en el CSP. En este
capitulo mostramos que la probabilidad éptima asintética de éxito aumen-
ta de 1/e &~ 0,368 (cuando no se tiene informacién sobre la distribucién) a
aproximadamente 0,58, cuando se tiene informacién completa de esta. Nos
limitaremos principalmente a enunciar e interpretar los resultados, sin demos-
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traciones, el lector interesado en las mismas, pueden encontrarlas en [19)].

5.1. Estrategia 6ptima en el FISP

En muchos problemas estadisticos, se asume que se conoce alguna in-
formacién sobre la distribucién, pero no toda. Con dicha informacién par-
cial, pero pudiendo observar el nimero verdadero asociado a cada papel, el
jugador generalmente va recopilando informacién adicional sobre la distri-
buciéon a medida que se observan los nimeros. Esta informacién, junto con
la inferencia estadistica, podria ayudarle a tomar una mejor decisién que la
ofrecida por la estrategia de “rechazar r y elegir al primer candidato viable
que aparezca”. Ademads del propio interés de esta versién, cuando se conoce
la distribucién, el problema proporciona un limite superior a la probabilidad
que podria obtenerse a partir de inferencia estadistica.

Como hemos venido haciendo hasta ahora, las preguntas que cabe plan-
tearse son: ;qué estrategia maximiza la probabilidad de éxito? ;Cudl es la
probabilidad éptima de ganar? ;Cudal es la probabilidad asintdtica de ga-
nar cuando n tiende a infinito? Para resolver estas cuestiones, comencemos
enunciando el problema de manera mas formal.

Enunciado del FISP. Uno a uno, se extrae una muestra de n observaciones
de una poblacién con una funcién de distribucién continua F'. La continui-
dad asegura que la probabilidad de que haya empates es cero. Después de
cada extraccién, el jugador, que conoce F' y n, es informado del valor de la
observacion, tras lo cual debe decidir si selecciona o no esa extracciéon. Su
objetivo es maximizar la probabilidad de elegir el nimero méas grande de la
muestra.

Observacion 9. Dado que la distribuciéon es conocida exactamente, y dado
que la medicién mas grande en una muestra sigue siendo la més grande bajo
todas las transformaciones mondtonas de su variable, no perdemos genera-
lidad al suponer que F es la distribucién uniforme estandar: F(z) = z y la
densidad f(z) =1 en 0 <z < 1. Puesto que si hacemos esta transformacién
ganamos cierta simplicidad en el trabajo a desarrollar, de ahora en adelante,
trataremos con la distribucion uniforme estandar.

Ejemplo 5.1. Si n es relativamente pequeno, por ejemplo n = 10, y la pri-
mera observacion es alta, digamos 0,9998, la seleccionariamos porque la pro-
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babilidad de que las otras nueve observaciones sean menores es (0,9998)? ~
0,9982. Asi, en el FISP, a diferencia del problema clasico, no es necesario
acumular experiencia para establecer un estandar de referencia, y a veces es
posible tomar una decisién beneficiosa de inmediato en observaciones tem-
pranas.

Una familia de estrategias. Antes de presentar la estrategia 6ptima, des-
cribimos una familia de estrategias dentro de la cual se incluye la éptima.
Para cada observacién, asignamos un numero de decision. A medida que se
realiza cada extraccion, elegimos como el mayor valor al primer candidato
cuyo valor exceda su numero de decisién. Veremos que los niimeros de deci-
sién 6ptimos dependen tnicamente del ntimero de observaciones restantes.

Para obtener la estrategia optima, deducimos los nimeros de decision
6ptimos avanzando regresivamente desde la tltima observacién. Si llegamos a
la dltima extraccion sin haber elegido, ganamos o perdemos automéaticamente
segun si es el mayor valor o no. De esta forma, el niimero de decision para la
ultima observacion es cero.

Ejemplo 5.2. Supongamos que nos queda una observacion por realizar y
tenemos un valor z en mano. Para este candidato, independientemente del
valor de x, la probabilidad de que la 1ltima observacion sea la mayor es 1 — .

Entonces, si > 1. deberfamos elegirlo; si z < %, rechazarlo; y estaremos

)
indiferentes si :2%. Por conveniencia, digamos que elegimos la observacion
six > % Por lo tanto, el nimero de decisién éptimo para la pentltima
observacion es % Exceptuando el nimero de decisiéon 0 asociado a la tdltima
observacion, todos nuestros nimeros de decision 6ptimos son nimeros de
indiferencia, es decir, valores tales que no nos importa elegir un candidato

con ese valor o seguir haciendo mas extracciones.

Numeros de decision optimos. Sea b,, el nimero de decision 6ptimo para
la primera observacién (la n-ésima desde el final), b; el correspondiente a
la (n — i + 1)-ésima observacién, y by = 0 el de la n-ésima observacion.
Supongamos que atn no hemos elegido y que la (n — i)-ésima observacion es
un candidato viable. Quedan i observaciones. Queremos encontrar un nimero
de decisiéon o numero de indiferencia x = b,y tal que si x fuera el valor de
la (n — 7)-ésima observacion, la probabilidad de ganar con ella sea igual a
la probabilidad de ganar después si se usa la mejor estrategia. Para ganar
después, el nimero mayor debe ser extraido mas tarde y ademas debemos
elegirlo.
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Entonces, si el valor medido excede el niimero de decisién x, tenemos una
mayor probabilidad de ganar con él que si lo dejamos pasar. Los niimeros de
decision obviamente disminuyen a medida que avanzamos en las observacio-
nes, porque con menos extracciones restantes, tenemos menos probabilidades
de obtener un nimero alto.

Supongamos que tenemos una observacién con valor z, la probabilidad
de que los siguientes i ntimeros sean todos menores que z es z°. Aunque ahora
seamos indiferentes a x, no lo seriamos en una observacion posterior, porque
el nimero de decision seria menor que x. En consecuencia, en una observacion
posterior, elegiriamos al primer candidato cuyo valor sea al menos tan grande
como .

Supongamos que continuamos: si aparece un nimero mayor que r mas
adelante, lo elegimos; si aparecen dos niimeros mayores que x, la probabilidad
de que elijamos el mayor cuando seleccionamos el primero es %; si aparecen
tres, la probabilidad de elegir el mayor es %; y asi sucesivamente. Asi, la
probabilidad de ganar, si continuamos, es

(i) 2Nl —x) + %(;) 21 —x)? + .+ %C) (1—2).

Por lo tanto, para encontrar el valor x del nimero de decisién en la
observacién n — i, debemos resolver

Tt = Zl(l)x—ﬂ(l — )l (5.1)

=i\

o, tomando z = (1 — z)/x, es equivalente a resolver
i

=x50)

Jj=1

Para i = 1, se tiene x = 1 — x, es decir, x = 1/2, como se habia indicado
antes; por lo tanto, by = 1/2. Para i = 2, se obtiene la ecuacién de segundo
grado 5% — 22 — 1 = 0, luego,

146
5

z = by ~ 0, 6899.



CAPITULO 5. SP CON INFORMACION COMPLETA 85

Para valores no muy grandes de 7 es posible resolver la ecuacion y
encontrar las aproximaciones numéricas de x presentadas en la Tabla[5.1] que

han sido obtenidas mediante computaciéon numérica en MATLAB (consultar
el Apéndice |A]).

i+ 1] b | [i4+1] bia | [i+1] by |
1 0 11 10,9240 21 [0,9609
2 | 0,5000 12| 0,9305 22 | 0,9627
30,6899 13 | 0,9361 23 | 0,9644
4 10,7758 14 | 0,9408 24 | 0,9659
5 | 0,8246 15 | 0,9448 25 |0,9673
6 |0,8559 16 | 0,9484 26 | 0,9686
7 | 08778 17 | 0,9515 27 | 0,9697
8 |0,8939 18 | 0,9542 28 |0,9708
9 | 0,9063 19 | 0,9567 29 |0,9719
10 | 0,9160 20 | 0,9589 30 |0,9728

i+ 1] by | [i+1] bigr |

31 10,9737 41 10,9802

32 | 0,9745 42 | 0,9807

33 | 0,9753 43 10,9811

34 | 0,9760 44 10,9815

35 | 0,9767 45 10,9820

36 | 0,9774 46 | 0,9824

37 10,9780 47 10,9827

38 | 0,9786 48 | 0,9831

39 |0,9791 49 10,9834

40 | 0,9797 50 |0,9838

Tabla 5.1: Numeros 6ptimos de decisién o de indiferencia b;,; soluciones de
la ecuacién para distintos valores de 1.

No obstante, es posible dar una solucion aproximada de segundo y de
primer orden para los valores de b; a partir de los desarrollos en series de
potencias en [5.1]

1 1
x:bﬂ‘l% c CL1z c

(2
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donde

2 C3

1= —_—t+ — 4 ... 2
c+2!2+3!3+ ) (5.2)

con los valores numéricos de ¢ ~ 0,80435 y a; ~ 0,18319. Para un anélisis
més detallado de estas aproximaciones y su efectividad, consultar [19)].

5.2. Probabilidad de ganar en el FISP

Ahora que ya estamos familiarizados con las estrategias para resolver el
FISP, tratamos de calcular la probabilidad de seleccionar el nimero mas alto
usando estrategias con niimeros de decision mondtonos decrecientes. Es decir,
en el FISP estos nimeros de decision no se van haciendo mayores segiin se
van realizando las observaciones.

Observacion 10. En la seccion anterior, se enumeraban los niimeros 6ptimos
de decision b; 1 en relacién al ntimero de observacién empezando desde el
final, siendo el primer nimero de decisiéon b, y el dltimo b;. En esta seccién
resulta més conveniente indexar los niimeros de decisién con el nimero de la
observaciéon empezando desde el principio. Usaremos la notacion dy, ds, . . ., d,
para referirnos a estos nimeros, sin que sean necesariamente los Optimos.
Ademas,
di>dy>...d,, donde0<d;<1.

De esta manera, d; es el nimero de decisién para la primera observacién.
Como estamos trabajando con una distribucién uniforme, d; representa la
probabilidad de que el ntimero de la observacion i-ésima sea menor que su
nimero de decision. Para una distribucién F' cualquiera, d; tiene la misma

interpretacion probabilistica, pero el nimero de decisién seria un k; tal que

Teorema 5.3. Siguiendo cualquier estrategia con numeros de decision monoto-
namente decrecientes d;, i = 1,2...,n, la probabilidad P(r+ 1) de ganar en
la observacion r + 1 es

_1-dp
N n

P(1)

T n n

Pro1) = —t Exﬁ_ﬁﬂ_%%lg“"”'(w)
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Demostracion. Primero calculemos la probabilidad de que la i-ésima obser-
vacion sea el niumero més grande de los primeros r nimeros y lleguemos a la
observacion r + 1 sin haber elegido ningin ntimero.

Consideremos el niimero de decisién d;, 1 < ¢ < r. La probabilidad de que
las primeras r observaciones sean menores que d; es d;. La probabilidad de
que la i-ésima observacién sea la mayor entre las primeras r observaciones y
que estas sean menores de d; es d!" /r. Posiblemente, nunca habré una eleccién
si la i-ésima observacion es la mayor y ningin numero anterior entre los n
fue tan grande. La probabilidad de no eleccién es d*/n.

La diferencia d] /r —d]*/n es la probabilidad de que la i-ésima extraccién
sea menor que su numero de decision, el mayor en las primeras r, pero no
el mayor en la muestra de n nimeros. Dado que los d; son mondétonamente
decrecientes, esta condicion asegura que ningin candidato antes del 7-ésimo
sorteo podria haber sido mayor que su nimero de decisiéon. Sumar la diferen-
cia sobre los primeros r sorteos da la probabilidad de que no se haga ningin
sorteo entre los primeros r y de que el mayor sorteo esté entre los ultimos
n—r.

Dada esta informacion, la probabilidad de que el (r 4 1)-ésimo sorteo sea
el mayor es 1/(n — r). Por lo tanto, podemos escribir la probabilidad de que
no se elija ningin sorteo entre los primeros r y de que el mayor esté en el

sorteo r + 1 como
1 Z dy dr
n—r |4 r n ’

=1

Si elegimos el nimero de la observacion r 4+ 1 cuando sea el mayor, ga-
namos. La probabilidad de que no elijamos el (r + 1)-ésimo y sea el mayor
de todos es d";/n. Por lo tanto, la probabilidad de ganar es

1| (dl dr d
P(r+1) = L) - 1<r<n-1
(r+1) n—r[z<r n)] no o= ="

i=1

El caso de la primera extraccion es especial pues la probabilidad de que
el primero sea el mayor de los n niimeros y que todos las demas observaciones
sean menor que di es dj'/n. La probabilidad de que el primero sea el mas
grande es 1/n. La resta de ambas probabilidades (1—d]")/n es la probabilidad
de ganar con la primera observacion. ]
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Corolario 5.4. La probabilidad de ganar con una estrategia cuyos nimeros
de decision son mondtonos decrecientes es

1—dr & " /dT dn an
P B T Y e
(ganar) — En_r lz( n)] :

i=1

Demostracion. La probabilidad de ganar se calcula como la suma de las
probabilidades del Teorema para los valores de r desde 0 hastan—1. [

Ejemplo 5.5. Para n = 3, sean d; = dy = d, d3 = 0. Entonces,

L—d® 1fd) AP\ 4L fd2 4P\ A2 4P d

P _ Lidi 4P\ _dy L/df dy\_ dy dy 4§

(ganar) = —3 +2(1 3> 3+1(2 3)+2 33
d

Derivando con respecto a d e igualando a cero, se obtiene que el valor
de d que maximiza la probabilidad de ganar es d* = %ﬁ ~ 0,6228, y
para este nimero de decisién d*, P(ganar) ~ 0,6703. En otras palabras, para
n = 3, la estrategia 6ptima consiste en observar el primer nimero y, si este
es mayor que d*, seleccionarlo. Si la observacién es menor, se continia con
el segundo sorteo. Se procede de manera andloga con este nuevo niimero, ya
que d; = dy = d*. Finalmente, si el segundo ntimero es menor que d*, se
escoge el tercer nimero. Siguiendo esta estrategia, la probabilidad de elegir
el nimero m4ds alto es aproximadamente del 67 % si n = 3.

5.3. Resultados numéricos del FISP

Para la estrategia éptima descrita en la primera seccién de este capitulo,
d; = b,_;+1. Estos valores de b se encuentran en la Tabla y mediante
computacién numérica es posible calcular las probabilidad de ganar para
diferentes valores de n, estos resultados se muestran en la Tabla y han
sido obtenidos del articulo de John P. Gilbert y Frederick Mosteller|[19].

Cuando n = 1, estamos seguros de que vamos a ganar. Para n = 2, la
probabilidad de ganar es 0.75. En efecto, la probabilidad de ganar decrece de
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’ n \ P(ganar) ‘ ’ n \P(ganar) ‘
1 1,000 15 0,599
2 0,750 20 0,594
3 0,684 30 0,589
4 0,695 40 0,587
5 0,639 50 0,586
10 0,609 00 0,580

Tabla 5.2: Probabilidades de ganar en el juego con informaciéon completa con
n numeros usando la estrategia éptima.

manera monétona a medida que n aumenta. Para n — oo, la probabilidad
asintética de ganar se puede determinar tomando el limite de la ecuacién
y reemplazando las sumas por integrales, obteniendo asi una probabili-
dad de ganar del 58 %. Este valor ha sido obtenido por [19] realizando las
aproximaciones numéricas anteriores.

0.65 T T T T -
0.64 - 2
0.63 |- - 2
0.62| —
0.61 |- . 8
0.60 |- o 2
0.59 |- o 2
0.58¢~ 2
0.57

P(ganar)

| | | |
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
1/n

Figura 5.1: Regresion lineal de P(ganar) en el juego con informacién completa
en funcion de 1/n.

Otra manera de obtener la probabilidad asintética de ganar es a partir
de las probabilidades éptimas para n = 40 y n = 50. En la Figura [5.1
se muestra un comportamiento lineal de P(ganar) con 1/n. Por lo tanto,
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podemos extrapolar al origen mediante una regresion lineal obteniendo un
valor aproximado de la probabilidad para n — oo de 0.580, que coincide con
el valor de la Tabla (5.2

5.4. Estrategias simples

Un tnico nimero de decision, d. Un tipo de estrategias més simple que
la 6ptima para resolver el FISP son aquellas que tienen el mismo nimero de
decision d para todas las observaciones y elige el primer candidato viable que
supere d, como en el ejemplo [5.5

Sin desarrollar la teoria en detalle, podemos esbozar las ideas asintéticas
para la mejor en esta clase de estrategias [19]. A medida que el nimero de
observaciones n crece, el valor 6ptimo de d tiende a 1, pero de tal manera
que n(1 — d) tiende a una constante p. Esto implica que el ntimero esperado
de valores que exceden d tiende a p, independientemente de n.

Para entender la probabilidad asintética de ganar usando esta estrate-
gia, se aplica la distribucién de Poisson con parametro p. Se trata de una
distribuciéon de probabilidad discreta que describe la probabilidad de que
un numero dado de eventos ocurra en un intervalo fijo de tiempo, siempre
y cuando estos eventos ocurran con una tasa promedio constante, u, y de
manera independiente uno del otro. Esta probabilidad se define por

e‘“uk
P(X =k) = o

k=0,1,2,...

En este contexto, X es el nimero de observaciones que exceden d. Para

k =1, la probabilidad de que exactamente una observacién exceda d es 6_1':“ .

Si hay una sola observacion que excede d, es automaticamente la mas grande.
Por lo tanto, la probabilidad de ganar es e #u. Para k = 2, la probabilidad

. —py,2 oy
de que exactamente dos observaciones excedan d es “5/~. La probabilidad

de seleccionar la méas grande de dos es 1/2. Por lo tanto, la contribucién a la
8_“;L2
212

probabilidad de ganar es . Y asf sucesivamente para valores mayores de

k.

A partir de lo anterior, se puede aplicar la distribucién de Poisson para
calcular la probabilidad asintética de ganar como

2

3
lim P(ganar) = e *u+ el el

n—00 212 313 e
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Teniendo en cuenta los resultados de [19] el valor éptimo asintético es

i1~ 1,503, que proporciona una probabilidad asintética aproximada de ganar
de 0,517.

Ejemplo 5.6. Cuando esta teoria asintotica se aplica al caso extremada-
mente desfavorable de n = 2, se obtiene d ~ 0,25. La probabilidad de ganar
con d = 1/4 es aproximadamente 0,666, mientras que el d éptimo para esta
estrategia es d = 1/3 con una probabilidad de ganar de 2/3 ~ 0,667.

Numeros de decisiéon d y 0. También son ttiles las estrategias que utilizan
los niimeros de decision dy = dy = --- =dy =dy dyy1 = dpyo = -~ =d, = 0.
Para grandes valores de n, la eleccién de ¢t = n/2 da una probabilidad de
ganar de 0,551. Usando una teorfa que omitimos, en [19] se maximiza la
probabilidad de ganar optimizando tanto d como t, encontrando que el ¢
optimo es t* ~ 0,6489n y d* ~ m, siendo la probabilidad asintética
de ganar con esto valores de aproximadamente 0,56386, un valor bastante
cercano a 0,580, que es el 6ptimo.

Lo mas interesante de este resultado es que una estrategia tan simple
puede producir resultados casi tan buenos como los de la estrategia éptima,
con una pérdida en la probabilidad de solo alrededor de 0,015. Esto se debe
en gran parte a que, para valores grandes de n, el tamano de las observa-
ciones tempranas generalmente establece el estdndar para las extracciones
posteriores.
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Apéndice A

Cédigo de MATLAB

A.1. Cébdigo para la Seccién 3.4

En esta seccién del apéndice se recompilan los cédigos de MATLAB uti-
lizados para hacer la representacion en tres dimensiones de la Figura y
la obtencién de la solucién numérica de la ecuacién 3.5

)
1]

1; % Ajusta el valor de ’a’ segun sea necesario
1; % Ajusta el valor de ’b’ segun sea necesario

o’
1]

% Crear una malla para x e y en el rango [0, 1]
[x, y] = meshgrid(linspace(0, 1, 100), linspace(0, 1,
100)) ;

% Asegurar que x < y
mask = (x < y);

% Evaluar la funcion W(x,y) solamente donde x > y

W = zeros(size(x));

W(mask) = (a + b) .* x(mask) .* (log(y(mask) ./ x(mask))
+ 1 - y(mask)) + b .* x(mask) .* (x(mask) - y(mask))

3
% Maximo

93
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x_max = 0.34698;

y_max = 2/3;

W_max = (a + b) * x_max .* (log(y_max ./ x_max) + 1 -
y_max) + b .* x_max .* (x_max - y_max);

% Graficar la funcion en 3D

figure;

surf(x, y, W, ’EdgeColor’, ’none’);

xlabel(’x’);

ylabel(’y’);

zlabel (’W(x,y)’);

title(’3D plot of W(x,y) = (a+b)x(log(y/x) + 1 - y) + bx
(x - y)7);

colorbar;

view (3);

% Marcar el maximo con un punto rojo

hold on;

plot3(x_max, y_max, W_max, ’ro’, ’MarkerSize’, 10, ~’
MarkerFaceColor’, ’r’);

hold off;

Codigo A.1: Representacion de la Figura

% Definir la funcion y su derivada
f = @(x) log(x) - log(2/3) + 1 - x;
fp = 6(x) 1./x - 1;

% Parametros del metodo de Newton

x0 = 0.3; % valor inicial ajustado
tol = 1le-12; % tolerancia
max_iter = 100; 7% numero maximo de iteraciones

% Metodo de Newton
x = x0;
for k = 1:max_iter
% Comprobar que x es positivo para evitar logaritmos
de numeros no positivos
if x <= 0
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error (’Valor de x no valido (no positivo)
durante las iteraciones.’);
end

% Calcular el siguiente valor usando el metodo de
Newton
x_new = x - f(x)/fp(x);

% Comprobar si la diferencia es menor que la
tolerancia
if abs(x_new - x) < tol
break;
end

% Actualizar x
X = X_new;
end

% Mostrar el resultado
fprintf(’La raiz encontrada es x = %.6f\n’, x);
fprintf (’Numero de iteraciones: %d\n’, k);

% Verificacion
fprintf (’£f(x) = %.6f\n’, f(x));

Cédigo A.2: Método de Newton para resolver la ecuacion .

A.2. Cébdigo para la Seccion 5.1

A continuacién se presenta el codigo utilizado para obtener los valores
numéricos de los niimeros 6ptimos de decision o de indiferencia b;,; soluciones
de la ecuacion [5.1| para distintos valores de 7 en el Problema de la Secretaria
con Informacion Completa.

function x_values = ecuacionbinomica()

% Definir la funcion para la ecuacion
function F = equation(x, i)
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96 A.2. CODIGO PARA LA SECCION [5.1]
z = (1 - x) / x;
F = 0;
for j = 1:1i
F =F + (1/j) * nchoosek(i, j) *x z7j;
end
F =F - 1; % Queremos que la suma sea igual a 1
end
% Inicializar un vector para almacenar los valores
de x
x_values = zeros (50, 1);
%» Crear una tabla para diferentes valores de x en
funcion de 1
fprintf (’Tabla de valores de x en funcion de i:\n’);
RPEimes ( ? cocccoooooooooooooooooooooooooocoooos \n’) ;
fprintf (’i\t x\n’);
fprintf (?’------------"------ - \n’);
for i = 1:50
% Definir una funcion anonima que fija el valor
de i
eq = @(x) equation(x, 1i);
% Usar fsolve para encontrar la solucion inicial
x = 0.5
x0 = 0.5; % Valor inicial para fsolve
x_solution = fsolve(eq, x0);
% Almacenar el valor de x en el vector
x_values (i) = x_solution;
% Imprimir el valor de i y x
fprintf (’%d\t %.6f\n’, i, x_solution);
end
% Llama a la funcion para obtener los valores de x
end

Cédigo A.3: Obtencién de valores numéricos para los nimeros éptimos de
decisién b;4q soluciones de la ecuacién para distintos valores de i.
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