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Introduccion

La teoria de operadores no acotados aparece en los anos 20 como parte del esfuerzo por erguir
la mecénica cudntica, una disciplina joven, sobre unos fundamentos matemadticos rigurosos [11].
Muchos de los operadores bésicos, como aquellos que describen la posiciéon y el momento, no
son acotados y tampoco estan definidos en todo el espacio. Son de particular importancia los
operadores sobre espacios de Hilbert, ya que proporcionan una teoria fisica satisfactoria. El
desarollo sistemédtico de esta teorfa se debe a John von Neumann y Marshall Stone [7]. Aparte
de la importancia para la mecdnica cudntica, los operadores no acotados también aparecen en
el estudio de ecuaciones diferenciales [16].

Los operadores no acotados presentan dificultades y particularidades que surgen al eliminar
la condicion de acotacién. Este trabajo busca ofrecer una introduccién a la teoria de operadores
no acotados en espacios de Hilbert, remarcando estas dificultades con diversos ejemplos, asi
como demostrar, en este contexto, el principio de incertidumbre de Heisenberg, un conocido y
sorprendente resultado.

El primer capitulo proporciona definiciones y propiedades fundamentales para la teoria.
Comenzando con el teorema de Hellinger-Toeplitz como motivacién, se generalizan los conceptos
de operador adjunto y operador autoadjunto para el caso no acotado. También se introducen los
conceptos de simetria y clausura de operadores, y se estudia el comportamiento de operadores
con estas propiedades. En la dltima seccion se trata la transformada de Cayley, que relaciona
operadores autoadjuntos no acotados con operadores unitarios.

El segundo capitulo esta dedicado a teoria espectral. En el comienzo, se estudian las pro-
piedades espectrales de operadores no acotados. Tras probar el teorema espectral de operadores
unitarios, a partir de él se demuestra el teorema espectral de operadores autoadjuntos no acota-
dos mediante la transformada de Cayley. También se incluye un ejemplo importante, el operador
multiplicacién, al que aplicamos el teorema espectral.

El tercer capitulo consiste en una breve introduccién a los conceptos basicos de la formulacion
matematica de la mecanica cudntica, incluyendo una demostracién del principio de incertidum-
bre.

Finalmente, los apéndices contienen material relevante empleado en el trabajo. En los apéndi-
ces A y B se encuentran resultados basicos de analisis funcional, incluyendo algunas demostra-
ciones que no se han visto en el grado. En el apéndice C se exponen algunos resultados vistos
en la asignatura de Anélisis Real, y en el apéndice D aparece un desarrollo que desemboca en
el teorema de Herglotz, que se utiliza en un paso fundamental en la demostracién del teorema
espectral de operadores unitarios.

Se han empleado como referencias principales los libros de andlisis funcional de Kreyszig [7],
Vera-Alegria [16] y Rudin [13]. Los libros de Conway [2], Limaye [8] y Moretti [9] aportan algunos
ejemplos, resultados y demostraciones adicionales, asi como el libro de Schmiidgen [14], dedicado
plenamente a los operadores no acotados, y el de Reed-Simon [11], dedicado a los métodos ma-
tematicos de la fisica. Para el tercer capitulo aparecen también las obras de Cohen-Tannoudji [1],
un texto de mecdnica cudntica, y Hall [5], que pretende plantear de forma consistente aquello
que en algunos escritos de fisica se menciona sin mayor rigor. Por iltimo, ademas de los libros ya
mencionados, los anexos beben de textos especificos para cada uno, como Rudin [12] y Folland [3]



para andlisis real, y Schmiidgen [15] para el teorema de Herglotz.
A lo largo del trabajo se utilizan de forma intercambiable los términos operador y operador
lineal.



Capitulo 1

Operadores no acotados

En este apartado, seguimos el planteamiento de [7], con resultados adicionales de [16, 13].

Sea T un operador lineal en un espacio de Hilbert complejo H. Denotamos el espacio de los
operadores acotados T': H — H por L(H) (ver definicién A.7). Para esta clase de operadores,
tenemos una propiedad importante:

(Tz,y) = (x,Ty) Vx,y € H. (1.1)

Esta propiedad caracteriza cudndo un operador acotado es autoadjunto (definicién B.24). Este
tipo de operadores son de gran interés por su buen comportamiento y son fundamentales en
aplicaciones como la mecanica cuantica. Sin embargo, no podemos esperar que todos los ope-
radores de interés sean acotados. El primer resultado que veremos establece una relacién entre
acotaciéon y dominio para operadores que cumplen (1.1).

Teorema 1.1 (Hellinger-Toeplitz). Sea H un espacio de Hilbert y sea T: H — H un operador
lineal definido en todo H tal que (Tx,y) = (x, T'y) para todo x,y € H. Entonces T es un operador
acotado.

Demostracion. Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos que 1" no esta acotado. Enton-
ces, por la proposicién A.8, existe una sucesion (y,,),cy que verifica que ||y, || = 1y || Ty, || — oo.
Consideramos la sucesién de funcionales lineales (f,,),cn dada por

fulx) = Tx,y,) = (z,Ty,) VYneN.
Cada f,, estd acotado, pues por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

[fu(@)| = [z, Ty, )| < 1Tyl ]

Por otro lado, si fijamos un 2 € H cualquiera, la sucesion (f,(z)),cy estd acotada, pues de
nuevo usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y teniendo en cuenta que ||y, || = 1 obtenemos
que

(@) = (T2, y,)| = [ T]).

Por el teorema de Banach-Steinhaus A.19, resulta que la sucesién (|| f,[]),,cy estd acotada, pon-
gamos || f,,|| < k para cada n. Entonces, para todo = € H,

[fu(@)] = [l 2] = Ell]].
En particular, tomando « = T'y,, llegamos a que
ITynl® = (Tyns Tyn) = |fn (Tyn)| S k| Tyl -

Asi, | T'y,|| £ k, lo cual es absurdo pues partiamos de que ||Ty,, || — oco. Concluimos que T estd
acotado. O



Este teorema muestra que un operador no acotado que satisfaga (1.1) no puede estar definido
en todo H. Asi, surge la necesidad de tratar operadores no definidos en todo H y obtener
extensiones suyas.

De aqui en adelante, consideramos entonces operadores 1T': Dy — H cuyo dominio D es
un subespacio vectorial de H. Veamos un ejemplo de un operador no acotado, obtenido de [§].

Ejemplo 1.2. Consideramos el espacio de Hilbert L?([0,1]) dado por las funciones complejas
medibles en [0, 1] de cuadrado integrable. Un subespacio vectorial suyo es C*([0,1]), el espacio
de funciones definidas en [0, 1] derivables y con derivada continua. Sea T : C*(]0,1]) — L?([0,1])
el operador definido por Tx = z’. Entonces, este operador lineal no es acotado: si tomamos
z,(t) =t", t €[0,1], n € N, tenemos que

77,2

1 1
1
2 2n 2 2,2n—-2

Mientras que el conjunto de las funciones z,, esta acotado, su imagen no lo estd, luego T es un
operador no acotado.

También es fundamental el concepto de extensién, pues un operador puede carecer de ciertas
propiedades deseables pero una extensién suya puede si presentarlas.

Definicion 1.3. Diremos que el operador 1" es una extension del operador S cuando
DsCDp y §=Tp,

y escribiremos S C T'. Ademas, hablaremos de una extension propia cuando Dg sea un subcon-
junto propio de Dr.

Observacion 1.4. Si un operador lineal es acotado, es decir,
[ Tx]] < k||

para todo € Dy y algtin k € R, se puede extender a Dy por continuidad (teorema A.16). Si
Dy fuera distinto de H, se puede extender T a todo H: definimos Tz = 0 si & € Dyt y por
linealidad se define en todo H. Esta extension también serd acotada con la misma norma que
T. Por tanto, podemos suponer que los operadores lineales acotados estan definidos en todo H.

Dado que cada operador puede tener un dominio distinto, es preciso detallar como tratar
operaciones entre operadores. Dados S: Dg — H yT: Dy — H, la suma S+7T es el operador
con dominio

Dgir=DsN Dy (1.2)
y definido por (S + 1)z = Sx + Tx. Observamos que Dg 1 es un subespacio vectorial de H y

siempre es no vacio, pues 0 € Dg, 1, y evidentemente S + 7T es lineal.
El operador producto T'S tiene como dominio

DTS = {fl? S DS . SLU S DT} (13)

y viene dado por (T'S)x = T(Sz). Este dominio es un subespacio vectorial: si z,y € Dpg,
entonces (ax + fy) € Dg. También, Sx, Sy € Dy y por tanto S(ax + fy) = aSx + Sy € Dy.
Asi. (ax + By) € Dpg. Es inmediato ver que T'S es lineal: si z,y € H, o, 8 € C,

(T'S)(ax + By) = T(S(ax + By)) = T(aSz + BSy) = TSz + BT Sy.

Por dltimo, tenemos el producto por un escalar definido de la siguiente manera: sea o € C.
Si o = 0, entonces D, = H y aT es idénticamente nulo. Si a # 0, tenemos D,y = Dp y
(o) x = a(Tx) para todo x € Dyp.

Veamos qué propiedades tienen las operaciones asi definidas.



Proposiciéon 1.5. Sean R, S, T operadores no acotados en un espacio de Hilbert. Se verifican:

a) Propiedades asociativas:

(R+S)+T=R+(S+T) y (RS)T = R(ST).

b) Una version restringida de la propiedad distributiva:

(R+S)T=RT+ST y R(S+T)> RS+ RT.

c) SiSCT:

RSCRT y SRCTR.

Demostracion.  a) En el caso de la suma, por (1.2), basta notar que el dominio de los opera-

dores a ambos lados de la igualdad es Dr N Dg N Dy y la igualdad de los operadores se
deduce de la propiedad asociativa de la suma en H.

Para el producto, veamos que los dominios son los mismos, utilizando (1.3):

xED(RS)T < IL'EDTyT.TEDRS
< x €Dy, Te € Dgy S(Tx) € Dp
< 2 € Dgpy STz € Dp <= x € Dp(s1)-

Por 1ltimo, es inmediato que (RS)Tx = R(S(Tz)) = R(ST)x.
Veamos primero que los dominios coinciden en el primer caso.

Dpysyr ={z € Dy : Tz € Dg, s}
:{xGDTTl’GDRmDs}
:{$EDT3T$€DR}Q{$€DT3T5L'€DS}:DRTQDST:DRT+ST-

Entonces, tenemos que (R + S)T'= RT + ST.

Veamos que en el otro caso, solo se tiene una contencion:

DRS+RT:DRSQDRT:{$€DS:SweDR}m{$€DT:Tx€DR}
={r € DgNDyp:Sx,Tx € Dg}.

Dado que Sz, Tz € Dy implica (S+T)x € Dp por ser Dy un espacio vectorial, tenemos que
Dg(s4+1) O Dgs4pr- Una simple comprobacion demuestra que en el subespacio Dggy pr
ambos operadores coinciden, luego R(S +T) D RS + RT.

Siz € Dgrg, entonces x € Dg C Dy y Tx = Sz € Dp, con lo que v € Dpp. Ademas,
(RS)r = R(Sz) = R(Txz) = (RT)z, y queda probada la primera propiedad. Por otro
lado, si € Dgp, entonces v € Dp y Rx € Dg C Dy, con lo que x € Dpp. Ademss,
(SR)x = S(Rz) = T(Rz) = (RT)z, con lo que se tiene la segunda propiedad.

U

Ejemplo 1.6. En la proposicién anterior, la extension en 1.5(b) puede ser estricta. Veamos un
ejemplo que lo demuestra, obtenido de [2].



Consideramos el espacio de Hilbert £2, con base canénica {e(n) :n € N} Siz = (2, 29,...),
consideramos los dominios y los operadores dados por

o0

D, = {x €. Z x| < oo}; Az = (o, z,)peny Para cada x € D y;
n=1
o

Dg = {l‘ e Z 18,3, > < oo}; Bz = (8,x,),en Para cada x € Dp;
n=1

o0
Dq = {x e’ Z Izl < oo}; Cz = (7,2, )nen Para cada x € Dg.
n=1

Estos dominios son subespacios vectoriales de ¢2 no vacios y los operadores definidos en ellos
son lineales.
Ahora, tomamos

a, =n, B, =—vn, v, =+vn+1/n paracadan € N.

Los operadores A, B y C asi definidos no estédn acotados: si {e(,y : n € N} es la base canénica,
tenemos que [le(,[| = 1 pero [|Ae, || = n para todo n € N, luego A no estd acotado. Ocurre lo
mismo para By C.

Veamos que la extensiéon AB+AC C A(B+C) es propia. Sea z € £? dado por x = (1/n?),,cx-
Afirmamos que z € D y(p;¢) pero © ¢ Dapyac- Veamoslo.

En primer lugar, tenemos que x pertenece a los dominios de A, By C:

0 00 1
2
;kynxn = Zﬁ < Q5

n=1

[e%S) [e%S) o0
Sl = || = 3 <o
n=1 n=1 n=

o] 00 00 _1

1/n )2 2n"2 +n2
I e M e
n=1 n=1

n=1

Veamos también que (B + C)z € D 4. Tenemos que

(B + C)I = Bx+Cz = (ﬁnxn)nEN + (’Ynmn)nGN = ((Bn + ’Yn)xn)nGN'

De esta manera,

o) > q
Z ’O‘n«ﬁn +’Yn)xn)’2 = Z ﬁ < 00,
n=1 n=1

y comprobamos que (B + C)x € D . Por tanto, z € D g(p4¢-
Veamos ahora que Bx ¢ D 4. Tenemos que

Sl (B ="
n=1 n=1

Esta serie no converge, por lo que Bx ¢ D 4. Entonces, x ¢ D 4y, en consecuencia, ¢ D 45, ac-

A continuacién definimos el inverso de un operador.



Definiciéon 1.7. Sea T un operador lineal con dominio Dy C H. Decimos que T es invertible
si T es inyectivo y se define su inverso como

T7': ImT — Dy
Yy,

que envia cada y € ImT' al dnico x € Dy que verifica que Tz = y.

El operador inverso es lineal. Tomamos y;,y, € Im7T. Por ser T inyectivo, existen tinicos
x1, Ty € Dy tales que y; = Tz, yo = Txy. Entonces, x; = Ty, y 5 = T~ 'yy. Para todo par
de escalares «, 8 tenemos que ax; + Sxy € Dy y

T(axy + Bry) = al'xy + fTxy = ayy + Bys.

Por tanto,
T ay, + Bya) = axy + Bry = oT 'y + ST 'y,.

1.1. Operador adjunto.

Veamos como se define el operador adjunto en el caso no acotado.

Definiciéon 1.8. Sea T : Dy — H un operador lineal. El operador adjunto de T, escrito T*,
se define como aquel con dominio

Dr. ={y € H: existe y* € H tal que (T'z,y) = (v,y") para cada x € Dy} (1.4)
y dado por T*y = y*.
Esta definicién requiere que para cada y, su elemento imagen y* sea tnico.
Proposiciéon 1.9. El operador adjunto T* estd bien definido si y solo si Dp es denso en H.

Demostracién. Supongamos que Dy no es denso en H. Entonces, Dy # H. Dado que Dy es

un subespacio vectorial cerrado y distinto de H, existe z € H, z # 0 tal que z € (ﬁT)L Asi,
(x,z) = 0 para todo € Dy, con lo que

(Tx,y) = (x,y") = (2,y") + (x,2) = (x,y" + 2).

Esto muestra que no se tiene unicidad, pues para y, tanto y¥* como y* + z verifican la condicién.

Por otro lado, si Dy es denso en H, tenemos que DTL = {0}. Si existen vy}, y5 € H tales que
(Tx,y) = (x,yy) = (z,y3) para todo € Dy, tenemos que (x,y; — y3) = 0 para todo = € Dp.
Por tanto, yj —y; € Dz y ha de ser Yyl —y5 =0, con lo que se tiene la unicidad. O

Observacién 1.10. El operador adjunto 7™ es un operador lineal. Efectivamente, Dy« es un
subespacio vectorial: sean y,,y, € Dy, a, 8 € C. Por definicién, existe y; € H tal que

(Tx,yp) = (z,y;) para cada z € Dp, k=1,2.
Si consideramos y = ay; + B9, tenemos que
(T, ay, + Bya) = alTx,y1) + B(Tx,ya) = afz, yi) + Blz, y3) = (@, ayi + By3),
luego y* = ayj + Bys; y, por tanto, y € Dp.. Ademas, se deduce inmediatamente que T es lineal:
T*(ay, + Bys) =Ty =y* = ayi + Byz = Ty, + fTy,.

Si, ademads, T* tiene dominio denso, podemos definir 7** = (T%)*.



Observacién 1.11. Esta definicion generaliza la definicién B.24 para operadores acotados. Si
T tiene dominio denso y 1™ es como hemos definido, tenemos que

(Tz,y) = (x, T*y) para cada © € Dp,y € Drp..

De esta manera, se pueden deducir propiedades de operadores acotados. En concreto, si T' es
acotado, tenemos que (proposicién B.26):

1) T* es acotado.
2) T =
3) Si S esta acotado, T*S* = (ST)* y T* 4+ S* = (T + S)*.
4) SiaeC, (aT)* = aT™.

En el caso no acotado, estas propiedades presentan algunas diferencias. Veamos cémo se
comportan los adjuntos de operadores no acotados.

Proposicién 1.12. Sean S, T operadores lineales con dominio denso en H. Se tienen las
siguientes propiedades:

a) SCT = T*C S
b) S*+T* C (S+T)".

c) Si ST tiene dominio denso, entonces T*S* C (ST)*. Ademds, si S € L(H), se tiene la
tqualdad.

d) Sea o € C. Se verifica que (aT)* = aT™.
e) Si T* tiene dominio denso, entonces T C T**.

Demostracion.  a) Sea y € Dp.. Entonces existe y* € H tal que (Tx,y) = (z,y*) para cada
x € Dp. Como S C T, tenemos (x,y*) = (T'z,y) = (Sz,y) para cada € Dg. Por tanto,
y€ Dgy S*'y=y* =Ty, luego T C S*.

b) Sea y € Dy« g«. Entonces y € Dy« y y € Dgs« por (1.2). Entonces, existen yj,y5 € H
tales que
(Sz,y) = (x,yi) Ve e Dg;  (Tw,y) = (z,y53) Vo€ Dr.

Tenemos que ((S+7T)zx,y) = (z,y; +y3) para todo x € DN Dg = Dy, g, lo cual implica
que y € Do)« y ademas,

S+T)'y=yi+ys=Sy+Ty=(S"+T")y

c) Sea y € Dpug«. Por (1.3), se tiene y € Dg« y S*y € Dp«. Entonces, existen yj,y; € H
tales que

(Sz,y) = (z,y]) VYo € Dg; (Tz,58"y) = (2,45) Yz € Drp.

Si, ademaés, z € Dgyr C Dp, entonces Tz € Dg. Tomando x = Tz y teniendo en cuenta
que yi = S*y e y5 = T*S*y, tenemos que

(8Tz,y) = (Sz,y) = (z,y1) = (T2, 5"y) = (2,42) = (2, T"5"y) para cada z € Dgr.

Entonces y € D(gp)~ por definicién y (ST)*y = y3 = T*S*y, con lo que T*S* C (ST)*.

10



Veamos ahora la extensién contraria si S € L(H). Sea y € Dgr)-. Entonces existe y* € H
tal que ((ST)z,y) = (x,y*) para todo z € Dgp. Como Dy C Dgp, la anterior igual-
dad se tiene para todo x € Dp. Puesto que S € L(H), su adjunto S* también lo esta
(proposicién B.23), y podemos escribir

(ST)x,y) = (Tx,S*y) Vx € Dyp.

Esto implica que S*y € Dp«, y como y € H = Dgx«, se tiene que y € Dp.g« por (1.3),
luego tenemos la extension contraria y por tanto, la igualdad.

d) Supongamos que o = 0. Entonces, por definicién, D, = H y oT = 0. Puesto que
0=1(0,y) = (aTz,y) = (z,y*) para todo x € H implica y* = 0 para todo y € H, resulta
D(qr)- = H y (aT')* = 0. Por otro lado, es evidente que Dgp = H y &T™ = 0. Luego se
tiene (aT')* = aT™.

Supongamos ahora que « # 0. Recordando que Dgp = Dy si 3 # 0, tenemos que
Dap« = Dy = {y € H : existe y' € H tal que (Tz,y) = (z,y") para cada x € Dy};
D(ary- ={y € H : existe y* € H tal que ((aT)z,y) = (x,y") Yo € Dyp}
={y € H: existe y* € H tal que (Tx,y) = (z,y* /&) para cada z € Dp}.
Tomando 3" = y*/a& o y* = ay' seglin convenga, vemos que estos conjuntos son iguales y
ademds, (oT)*y = y* = ay' = aT*y para cada y en el dominio, como querfamos ver.
e) Por definicién de T, tenemos que
(Tz,y) = (x,T*y) para cada = € Dy, para cada y € Dyp.. (1.5)
Tomando los conjugados complejos, obtenemos que
(Ty,z) = (y,Tx) Vx € Dp, Yy € Dp. (1.6)
Como D7« es denso, existe el operador T** = (T*)*. Por definicién,
(T*y,z) = (y, T™2) Yy € Dp«, V2 € Drpus. (1.7)

Ahora, si x € Dp, también se tiene que x € Drp.: basta tomar T**z = Tz y observar
que al tenerse (1.6), z = x verifica (1.7) para todo y € Dp.. Asi tenemos Dp C Dpur y
TCTr™.

O

Ejemplo 1.13. Veamos un ejemplo que muestra que la contencién puede estricta en 1.12(b).

Supongamos que tenemos operadores A, B de dominio denso tales que A* = By B* = A,
siendo B una extensién propia de A (un ejemplo de tales operadores son los operadores Ty y T}
del ejemplo 1.24). Entonces A* + B* = A+ B =2Ay (A+ B)* = (2A)* = 2B. Puesto que B
extiende propiamente a A, se tiene que 24 no extiende a 2B, luego

(A+ B)*=2B ¢ 2A = A"+ B",
como queriamos ver.

Ejemplo 1.14. Veamos ahora un ejemplo que muestra que la contencién puede ser estricta
en 1.12(c).

Sean ahora A, B operadores de dominio denso tales que A sea acotado, B no sea acotado,
A*=A, B* =By B=A"! (un ejemplo son los operadores Ty S del ejemplo 1.21). Entonces
(BA)* es una extensién propia de A*B*: tenemos que A*B* = AB = I,y (BA)" = I}, = Iy,
y Iy es una extension propia de Ip .

11



Observacién 1.15. El operador T™ no tiene por qué tener dominio denso. De hecho, puede
reducirse a {0}, como se describe en [8]. Consideramos H = ¢? y la base canénica (ortonormal)
dada por e,, = (0, )men donde 4, es la delta de Kronecker. Tomamos una aplicacién biyectiva
¢ : Nx N — Ny definimos uy; = ey ;) para cada k,j € N. Entonces (u;); jen €s una base
ortonormal. Definimos el operador 1" por

Tuy; = ey, k,jeN,

y lo extendemos por linealidad a ¢2. Teniendo en cuenta que el espacio generado por una base es
denso (proposicién B.18), el operador T' tiene dominio denso y por tanto existe T*. Sea y € Dypw.
Si y;, es la coordenada k-ésima de y, tenemos que

Ui = (y.cx) = (0. Tug) = (T*y, uy;) para cada j € N, (1.8)

Por la desigualdad de Bessel, dado que (uy;);eny €s un conjunto ortonormal numerable,
tenemos que

* * (12
STy ) < T3 < oc.
j=1

Por tanto la serie anterior converge, con lo cual el término general [(T™y, uy;) |2 tiende a 0 cuando

j tiende a infinito. Asi, el término derecho de (1.8) tiende a 0 cuando j — oo y ha de tenerse
que y;, = 0 para todo k. Con esto, y =0y Dp. = {0}.

1.2. Operadores simétricos y operadores autoadjuntos.

Vamos a ver como podemos generalizar el concepto de operador autoadjunto para el caso no
acotado, tomando como referencia principal [16] y completando con [7].

Definiciéon 1.16. Sea T : D — H un operador lineal. Se dice que T es simétrico si
(Tw,y) = (x,Ty) Va,y € Dr.

Se dice que un operador simétrico T' es simétrico mazimal si no tiene extensiones simétricas
propias.

Tenemos las siguientes caracterizaciones en el caso de un operador con dominio denso.

Proposicion 1.17. Sea T : Dy — H un operador lineal de dominio denso en H. Son equiva-
lentes:

a) T es simétrico.
b) T CT*.
¢c) (Tz,x) € R para cada x € Dyp.
Demostracion. a) =>b). Sea y € Dp. Si T es simétrico, tenemos que
(Tz,y) = (x,Ty) Vz € Dyp.

Entonces existe y* = Ty tal que (T'z,y) = (x,y*) para todo € Dp. Por tanto, y € Dy
y Tty =y =Ty.
b) = ¢). Sea x € Dy. Entonces

(Te,z) = (T"z,z) = (x,Tz) = (Tx,x).

Por tanto, (T'z,z) € R.
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c) =>a). Sean x,y € Dy, a € C. Tomamos (T'(x + ay),r + ay) y observamos que

(z+ay,T(z+ay) =(T(x+ay),r+ ay) = (T(z + ay),r + ay), (1.9)

donde la segunda igualdad se tiene por hipdtesis. Desarrollando el producto escalar, tene-
mos que

(T(x+ ay),z+ ay) = (Tz,z) + a(Ty, x)
(x4 oy, T(z+ ay)) = (z,Tz) + aly, Tx)

a(Tz,y) + aa(Ty,y);

alx, Ty) + aaly, Ty). (1.10)

+
+

Combinando (1.9) y (1.10), tomando o = 1 y reordenando términos, obtenemos que

(x,Ty) — (x,Ty) = (Tz,y) — (Tz,y) = Im(Tz,y) = Im(x, Ty).

De forma similar, para o = i obtenemos que

(x, Ty) + (x,Ty) = (Tz,y) + (Tx,y) = Re(Tz,y) = Re(z, Ty).

De estas igualdades se deduce que (T'z,y) = (x,Ty), luego T es simétrico.

Proposicion 1.18. Todo operador simétrico tiene alguna extension simétrica mazximal.

Demostracion. Sea T, un operador simétrico. Aplicamos el lema de Zorn al conjunto de los
operadores simétricos que son extension de 7j, con el orden parcial dado por la extension. Este
conjunto es no vacio, pues 7T estd en él. Sea ) un subconjunto totalmente ordenado de este
conjunto. Veamos que tiene cota superior. Sea

Ds= | Dr.
TeY

Este conjunto es un subespacio vectorial de H. Si z,y € Dg, existen Ty, T, tales que x € Dy,
y ¥ € Dyp,. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que T} C T3 por ser ) totalmente
ordenado. Entonces, si o, 8 € C se tiene ax + Sy € Dy, C Dg.

Definimos entonces el operador S como

Sr=Tx, x€Dp, TE).

Estd bien definido: si T} y T, € ) son tales que x € Dy, v * € Dy, entonces Tyx = Thx ya que
se verifica o bien que 77 C 15 o bien que T, C Tj.

El operador S es simétrico: si x,y € Dg, existen T7, T, € Y tales que x € Dy, e y € Dy,
con Sz = Tyx, Sy = Tyy. Por el orden total en ), podemos suponer que 73 C T5, con lo que
x € Dp, y Tow = Tyz. De esta manera,

(Sz,y) = (Thz,y) = (z, Thy) = (z,Sy),

por ser Ty simétrico. También, para todo T' € Y se tiene que T'C S, y por tanto T, C T C S'y
S es una extension simétrica de 7. Ademads, S es una cota superior de ). Por el lema de Zorn,
los operadores simétricos que extienden a 7} tienen un elemento maximal S para la extensién.
Por tanto, S; es una extensién simétrica maximal de 7j. O

Definiciéon 1.19. Sea T': Dy — H un operador lineal con dominio denso en H. Se dice que

T es autoadjunto si
T=T"

13



Observacién 1.20. Todo operador lineal autoadjunto es simétrico. El reciproco no es cierto,
pues T™ puede ser una extension propia de T'. Veremos un caso en el ejemplo 1.24.

Por otro lado, si Dy = H, entonces si se tiene el reciproco: ahora no se puede tratar de una
extensién propia, con lo que se tiene la equivalencia. En este caso, el operador T esta acotado,
lo cual explica que no aparezca el concepto de simetria para operadores acotados.

También, si Dy = Dy« y T es simétrico, entonces es autoadjunto.

Ejemplo 1.21. Sea T : (> — ¢? definido por T = y con x = (&)jens ¥ = (&/7)jen-
Este operador estéd bien definido, es lineal, acotado y autoadjunto, y su inverso es un operador
autoadjunto pero no acotado [7]. Vedmoslo.

Si z = (&) en € £%, tenemos que

o0

ITz)* =7

J=1

&
J

2 oo )
<G = lxl?
j=1

Luego T estd acotado. Entonces, para comprobar que es autoadjunto basta con ver que es
simétrico. Si y = (7;)jen;

(Tz,9) = i:: (i) 7y = g@- (%) =t (1.11)

Ahora, si Tz = 0, entonces {; = 0 para todo j € N, luego x = 0. Por tanto, KerT'= {0} y T" es
inyectivo, luego T~ existe. Sea S : ImT — ¢? dado por Sz = (7€) jen- Entonces S = T

f.
ST,I = S <JJ>]€N = (Ej)jEN =T VCL' S £27

TSe =T(j&))jen = (4€j)jen =@ Vo € ImT.
Consideramos x,, = (d,,,) jen- Entonces

|z, |l =1 Vn € N;

1.12
1Szl = ||(0n;)jen]| =n Vn e N, (1.12)

Luego S no esta acotado.

La simetria de S se demuestra de la misma manera que vimos la simetria de 7" en (1.11). Asi,
S C §* y para ver que es autoadjunto, basta probar que Dg« C Dg por la observaciéon anterior.
Sea y € Dg.. Por definicién, existe y* € £? tal que

(Sz,y) = (z,y*) VoelmT.
Puesto que « € Im T, podemos escribir = Tz con z € 2 y
(z,y) = (STz,y) = (Tz,y*) Vze 2
Puesto que T es autoadjunto, (T'z,y*) = (z, Ty*) y resulta que
(z,y) = (2, Ty*) Vze 2

Por tanto y = Ty*, luego y € ImT = Dg. Concluimos que S = T~! es autoadjunto. Por tltimo,
caracterizamos Im7T = Dg:

ImT ={yeclP:JxeclP/y=Tay={yec?:3xec?/T'y=uz}

={yel . T lyec*y= {y = m)jen €Y 3 |nl* < OO}-
j=1

(1.13)
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Proposicion 1.22. Los operadores autoadjuntos son simétricos mazximales.

Demostracion. Sea T un operador autoadjunto. Sea ahora S un operador simétrico tal que
T C S. Entonces S C §* y §* C T*. Se tiene que

ScsS*cTrr=TCS
Por tanto S =T y T no tiene extensiones maximales propias. ]

Observaciéon 1.23. No todo operador simétrico maximal es autoadjunto. Encontramos tales
casos méas adelante en los ejemplos 1.66 y 1.65.

Vamos a ver otro ejemplo ilustrativo de los conceptos vistos hasta el momento, encontrado
en [13] v [8].

Ejemplo 1.24. Consideramos el espacio de Hilbert complejo L?([0, 1]) de las funciones medibles
en [0, 1] de cuadrado integrable. Definimos los operadores T}, T,, T3. Sus dominios son:

Dy, = {f € C([0,1]) : f absolutamente continua con derivada f" € L*([0,1])};
Dp, ={f € Dp : f(0) = f(1)};
D, :{fEDT1 3f(0):f(1):0};
y vienen dados por T f = if’ para f € Dy, s k = 1,2,3. Vamos a ver qué relaciones podemos
establecer entre estos operadores y qué propiedades tienen. Notamos que 15 C Ty C T7.
Veamos que los dominios son densos en L?([0,1]). Para ello, basta ver que Dr, 1o es. Sea
f € L?([0,1]). Sea € > 0. Como C([0,1]) es denso, existe g € C([0,1]) tal que ||f — g|, < &/3.

Sea M = ||g||, v sea d > 0 tal que 6M 25 < ¢, y de modo que tenga sentido hablar del intervalo
[0, 1 — ¢]. Entonces, podemos tomar una funcién h € C([0, 1]) de forma que

h(z) =g(z) Vze[o,1-4];
h(0) =h(1) =0, y |l < 9l -

5 1-5 1 3
nh—mbz(/'m—gﬁ+/‘ m—gP+/“|h—mﬁ
0 ) 1-6

) ) 1 9 2
s(/uh—mw+/‘uh—mm)
0 1-6

< ((2M)?*5 + (2M)25)% = 2V2M62 <

Asi, tenemos que

€
3

Por otro lado, por el teorema de Bernstein A.24 existe un polinomio de Bernstein p definido en
[0,1] tal que [|p — h||, < &/3. Ademés, p(0) = h(0) =0y p(1) = k(1) = 0, y también se tiene

que
1

1 , i 1 5 \?2 -
w—hbz(/Wp—m) s(/|m—wm):ﬂp—wm<.
0 0 3

Con todo esto, tenemos que

g £ e
1 =plla < 1f = glla+llg = Alla + b= plly < 5+ 5 +5 =<

Por tanto, los polinomios que se anulan en 0 y 1 son densos en L?([0, 1]). Como Dy, contiene
estos polinomios, tenemos que Dy, es denso en L?(]0,1]). Entonces también lo es Dy, y tenemos
que los operadores T}, T,, T tienen dominio denso. Asi, existen los adjuntos de estos operadores.
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Veamos ahora qué ocurre con los adjuntos de estos operadores. Sean f € Dy, vy g € Dy, ,
con m, k € {1,2,3}. Tenemos que, integrando por partes (proposicién C.37),

(Tfs9) = (if' ) —2/ fg_Z( Dg(1) - f(o)gm)_/olfg/): (1.14)

1
=i(f(1)g(1) f(0)§(0))+/0 fig') =i(f(1)g(1) — £(0)g(0)) + (f, Tng)-

A partir de esta igualdad:

a) Tomando k = m = 2, tenemos que f,g € Dp,. Por tanto, f(0) = f(1) y g(0) = g(1), con
lo que f(1)g(1) — £(0)g(0) = 0 y resulta que

(Tof, 9) = (f, T29).
Luego T, es simétrico y por tanto T, C T5.

b) Tomamos k =1, m = 3, f € Dy, y g € Dy,. Entonces g(0) = g(1) = 0, con lo que de
nuevo f(1)g(1) — f(0)g(0) = 0 y resulta que

(T1f,9) = ([, T39).

Asi, por definicién de T} se tiene que T7g = T3g luego g € DTf' Tenemos entonces que
T; CTY.

¢) Tomando k =1, m = 3, con un razonamiento andlogo al anterior obtenemos que T} C T5.

Obtenemos entonces que
T,CTy, T, C Ty, Ty CTY. (1.15)

Ahora, sea g € DT; y definimos

t
w() = [ Tio el

Observamos que Ty g € L*([0,1]) € L'([0,1]) y que ®;, es una funcién absolutamente continua
en [0, 1]. Entonces, para f € Dy, , integrando por partes,

1 1
/ if'g = (Tof.g) = (/. Tig) = / Trg =
0 0 (1.16)

1 1
= [ 1= 100 — FO)80) = [ £ = 71 (1) / 7%,
donde hemos usado que ®;(0) = 0 por definicién. Ahora, si k = 1,2, Dy, contiene funciones

constantes no nulas. Tomando f constante no nula, tenemos que f' = 0y de (1.16) se deduce
que @, (1) = 0. Si k = 3, se tiene que f(1) = 0. Entonces, en todos los casos tenemos que

1 1 1 _
/ if'g = / FBy = (Tpf (g +i®y)) = / if (g — i®y) = 0.
0 0 0

Asi,
g+i®, € (ImTy)*. (1.17)

A partir de esta relacién:
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a) Si k =1, tenemos que Im T} = L%([0,1]). En efecto, si u € L%([0,1]), podemos tomar
¢
v = —i/ u, tejo,1] (1.18)
0

Vemos que v € Dy y Tiv = u, y por tanto u € ImT;. La contencién contraria es
inmediata.

Entonces, se deduce que (Im7})* = {0} y a partir de (1.17), se tiene que g = —i®,,
luego g es absolutamente continua (teorema C.36). Puesto que con k = 1 hemos visto que
@, (1) = 0 = ®,(0), ha de ser g(1) = 0 = g(0), con lo que g € Dp,. Como partiamos de
g€ DT{" tenemos que

17 C Ts. (1.19)

b) Si k = 2,3, entonces Im T}, = {u € L?([0,1]) : folu = 0}. En efecto, si u € Im T}, existe
v € Dy, tal que iv' = Tjv = u. Entonces,

/Olu—i/olv'—i(v(l)—v(O)) =0,

por ser v € Dy, . Por otro lado, si u € L*([0,1]) y fol u = 0, basta tomar v como en (1.18)
con lo que v(1) = v(0) = 0y Tv = u. Por tanto, v € Dy, y u € ImT}.

Ahora, si h es una funcién constante y u € Im 7}, tenemos que

S |
<u,h):/uh:h/ u=0.
0 0

Asi, si definimos Y como el subespacio unidimensional de las funciones constantes, tenemos
que
ImTy =ImTy =Y+, (1.20)

De esta manera, tenemos que (Im7})" = Y14 = (V) = Y, por ser Y un subespacio de
dimensién finita y, por tanto, cerrado. Entonces, por (1.17), tenemos que

g+i®,=a, k=12, (1.21)

siendo o una constante. Por tanto, podemos escribir ¢ = o — @ f(f T g, con lo que g es
absolutamente continua (teorema C.36) y ¢’ = —iT}g € L*([0,1]), con lo que g € D, .

Dado que partiamos de g € DT]:, si k = 3, tenemos que
T35 C Ty. (1.22)

Ademds, si k = 2, tenfamos que ®,(0) = ®,(1) = 0, con lo que ¢g(0) = g(1) por (1.21), y
g € Dy,. Por tanto,
Ts C To. (1.23)

Hemos obtenido, segin (1.15), (1.19), (1.22) y (1.23), lo siguiente:
=Ty, T5 =T, T5="1T,. (1.24)
Ademas, habfamos visto que Ty C T, C T;. Esto nos permite concluir lo siguiente:

1. T, es una extensién autoadjunta del operador simétrico T5. Sin embargo, T3 no es auto-
adjunto, lo que pone de manifiesto la diferencia de los conceptos de operador simétrico y
operador autoadjunto para operadores no acotados.
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2. T} es una extension no simétrica del operador simétrico y autoadjunto T,. Ademaés, T} no
admite extensiones simétricas. Si las tuviera, también serian extensiones simétricas de T,
pero 15 es simétrico maximal al ser autoadjunto.

3. Observamos que el dominio donde se define el operador juega un papel fundamental. Los
operadores 17, Ty, y T3 tienen la misma definicién formal, y sin embargo sus adjuntos son
distintos, y sus propiedades de simetria y de ser autoadjuntos son todas distintas.

1.3. Operadores cerrados. Clausura de un operador.

A diferencia de los operadores acotados, los operadores no acotados no son continuos. Sin
embargo, podemos recurrir a una propiedad relacionada [7, 16].

Definiciéon 1.25. Sea T': Dy — H un operador en un espacio de Hilbert. Decimos que T es
cerrado si y solo si
z,—x y Tz, —vy

con (z,)peny C Dy implica que x € Dy y Tx = y.

En las aplicaciones, muchos operadores son cerrados o al menos admiten una extensién
cerrada. De esta manera, se hace evidente la importancia de este tipo de operadores. En esta
seccién exploramos sus propiedades. A continuacion damos una caracterizacion muy util que
utilizaremos en desarrollos posteriores.

Antes, recordamos que si H es un espacio de Hilbert, podemos dar estructura de espacio de
Hilbert a H x H definiendo el producto interno por

((@1,y1) s (2, 92)) g = (@1 T2) g + (Y1 Y2) i » (1.25)

y la norma viene dada por

1/2

(@, )l rxr = (17 + lyllE) (1.26)

Es una comprobacién rutinaria demostrar que la operacién dada por (1.25) define un producto
interno, asi como ver que la norma que define este producto interno es (1.26). Resta comprobar
que H x H es completo.

Si tenemos una sucesién de Cauchy ((z,,,y,))nen en H X H para la norma (1.26), esta define
en H las sucesiones de Cauchy (2,),en ¥ (Un)nen, ya que

”‘rn - xm”H S H(xnvyn) - (xmvym)HHxH Yy Hyn - ymHH S H(xnayn) - (xm7ym>HH><H

Por la completitud de H, estas sucesiones convergen, digamos a x e y respectivamente. Es inme-
diato comprobar que la sucesién ((z,,, y,))ney converge a (x,y) en H x H y por tanto, H x H
es completo.

De aqui en adelante no haremos referencia mediante subindices al espacio sobre el que esté
definida una norma; serd aparente por el contexto.

Proposicion 1.26. Sea T : Dy — H un operador lineal en un espacio de Hilbert. El operador
T es cerrado si y solo si su grafo

G(T)={(x,y) e Hx H:x € Dy, y="Tx} (1.27)

es cerrado en H x H.
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Demostracion. Supongamos que 1" es cerrado. Sea ((z,,,Tx,,)) ey una sucesion de elementos de
G(T) tal que (z,,Tx,) — (z,y). Entonces x,, € Dy para cada n € N y tenemos que z,, — =y
Tz, — y. Como T es un operador cerrado, se verifica que Tx = y y por tanto (z,y) € G(T),
con lo que G(T') es cerrado en H x H.

Supongamos ahora que G(T') es cerrado en H x H. Sea (x,,),cn una sucesién de elementos
de Dp tal que z,, — zy Tx,, = y. Como G(T') es cerrado, el limite de la sucesién ((z,,, Tx,,))nen;
que es de elementos de G(T'), estd en G(T). Entonces (z,y) € G(T) y, por tanto, y = Tz. Asi,
T es cerrado. O

Definiciéon 1.27. Si un operador lineal T" admite una extension 77 que sea un operador lineal
cerrado, se dice que T es clausurable y T} se denomina extension lineal cerrada de T.

Una extension lineal cerrada T de un operador clausurable T es minimal si toda extensién
lineal cerrada T} de T es una extensién lineal cerrada de T'. Si existe esta extensién minimal T,
se llama clausura de T

Proposicién 1.28. Si T es clausurable, existe su clausura T y es tnica. Ademds, G(T) = G(T).

Demostracion. Sea T} una extensién cerrada de T'. Entonces G(7T}) es cerrado y tenemos que
G(T) C G(T}) y por tanto G(T') C G(T}). Asi,

G(T)Cc G(T) Cc G(T}).

Con lo que G(T) no tiene elementos del tipo (0,y) con y # 0. Como G(T') es un subespacio de H,

esto implica que es el grafo de un operador. Si no lo fuera, ha de ser porque exista algin x € H no

univaluado: existirfan (z,v), (z,2) € G(T) con y—z # 0, luego (0,y—2) = (x,y) — (z, z) € G(T),
en contradiccién con lo anterior.

Sea entonces T el operador cuyo grafo es @ Al ser su grafo cerrado, T es cerrado. Su

dominio es

Dy ={x € H : existe y € H tal que (z,y) € G(T)},
con Tz = y.
Si tenemos cualquier extension cerrada T, de T', entonces G(T') C G(T,) y por tanto

G(T) = G(T)  G(T,).

De este modo, T, también es extensién de Ty T es una extensién cerrada minimal, la clausura.
Veamos la unicidad. Sean Ty y Ty dos extensiones minimales de T'. Entonces se tiene que
T, C Ty por ser T’y minimal, y también 7'y C T’y por ser T’y minimal. Asi, 7'} = T'5. O

Observacién 1.29. Evidentemente, el grafo G(T) de cualquier operador lineal T': Dy — H
tiene una clausura G(7'). Sin embargo, esto no implica que todo operador sea clausurable: puede
ocurrir que G(T') no constituya el grafo de ningin operador. Veamos un ejemplo de [11].

Sea {u,} una base ortonormal de un espacio de Hilbert separable H. Sea e,, un elemento
de H que no sea combinacién lineal finita de {u,,}. Sea D el conjunto de combinaciones lineales
de e v {u,,}. Definimos

N
T | bey + Z cju; | = bey
j=1

para cualesquiera b, ¢; € C. Entonces T" es un operador lineal definido en D. Esté bien definido:
sea x € D. Entonces existen b, ¢; € C de forma que podemos escribir

N
T = bey, + g Ciu;.
j=1
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Supongamos que existen otros coeficientes 3,7; € C de forma que

M
x = Pey + Z’yjuj.
j=1

Suponemos sin pérdida de generalidad que N > M y definimos los coeficientes 7; como nulos
para M < 5 < N. Podemos entonces escribir

N

O=zx —z = (b—ﬁ)eoo—i-Z(Ci — i) U

=1

Como e,, no se puede expresar como una combinacién lineal finita de {u,,}, ha de ser b = f3,
con lo que Tx = be,, = fe,, y el operador T' estd bien definido.

Afirmamos que este operador no es clausurable, vedmoslo.

Dado que e, € H, existen ¢; € C tales que e, = Z(;; cju;. Sea x, = Z?Zl ¢;juj. Entonces
x, € D paratodon € Ny

n

lim z, = lim E Cil; = €.

J=1

También tenemos que Tz, = 0 para todo n por definicién de T'. Entonces

(@, Ten) — (€c, 0)-

Por tanto, dado que (z,,,Tz,) € G(T) para todo n, tenemos que (e, 0) € G(T).
Por otro lado, puesto que Te,, = e, tenemos (e,,e,) € G(T) C G(T'). Hemos llegado a
que tanto (e,,0) como (e, €4,) estdn en G(T'), luego G(T') no puede ser el grafo de un operador

lineal univaluado. El resultado anterior demuestra que 1" no es clausurable.

Antes de seguir adelante, definimos el concepto de operador unitario y damos algunas pro-
piedades.

Definicién 1.30. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador V € L(H) se dice que es unitario
siV*V=VV*=1.

Lema 1.31. Sea V un operador definido en todo H. Son equivalentes:
a) El operador V' es unitario.
b) ImV =H y (Va,Vy) = (z,y) para todos x,y € H.
¢) ImV =H y||Vz| = ||z|| para todo x € H.

Demostracion. Si V' es unitario, entonces VV* = I y por tanto ImV = H. Como también
V*V = I, tenemos que

Asi tenemos que (a) implica (b). La implicacién (b)) = (c) es inmediata. Si se verifica (c),
entonces

(V*Va,z) = (Va,Va) = |Va|* = |l2]* = (z,z)

para todo x € H, con lo que V*V = I por el lema B.25. Ademds, tenemos que V es una
isometria biyectiva de H en H, con lo que V es invertible. Entonces, como V*V = I, ha de
tenerse V! = V*. Por tanto, V es unitario, verificindose (a). O

Lema 1.32. Si V es un operador unitario en H, entonces V(ML) = V(M)* para cualquier
subespacio lineal M C H.
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Demostracion. Sea x € V (ML) Entonces existe v € M~ tal que z = Vu, luego
Vie=V*Vu=ue M".
Asi, para cada y € M, se tiene que
(,Vy) = (Vz,y) =0,

con lo que z € V(M)*.
Para la contencién contraria, sea ahora = € V(M) y tomamos z = V*z. Entonces, para
cada y € M,

<Z’y> = (V*x,y) = <$, Vy> =0,
luego z € M+ yx =Vze V(M™Y. O
Procedemos entonces a definir un operador (que resultard ser unitario) que serd de gran

utilidad.

Definicion 1.33. Sea H un espacio de Hilbert complejo. La aplicacion U : H x H — H x H
definida por

se llama operador de conjugacion.

Lema 1.34. El operador de conjugacion U es unitario y autoadjunto, y verifica que U? = I.
Demostracion. Veamos en primer lugar que U es simétrico: sean (x1,y;), (9,y5) € H x H.
Entonces,
(U(z1,91), (2, 42)) = (i(y1, —21), (T2, Y2)) = (Y1, ¥2) + (—iz1, Y2) = (Y1, —i%) + (1, iyy)
= ((@1,41), 1(y2, —22)) = (21, 91), U(22, 42))-

Como U es simétrico y estd definido en todo H x H, es autoadjunto. Tenemos entonces que
U* =U y U*U = U? = UU*. Por tanto, para ver que es unitario basta comprobar que U? = I.
Sea (x,y) € H x H. Entonces,

Uz(:B,y) = U(i(ya —iL')) = iU(yv —I’) = iz(_xv _y) = (x7y)'
Con lo que U? = 1. O

Gracias a este operador podemos enunciar el siguiente resultado que relaciona el grafo de un
operador con el de su adjunto.

Teorema 1.35. Sea T un operador lineal en un espacio de Hilbert con dominio denso. Se verifica
que

G(I") = [U(GD)]-
Demostracion. Sea (z,y) € [U(G(T))]*. Sea a € Dy, y definimos (u,v) = U(a, Ta) € U(G(T)).
Entonces,
((2,9), (u,v)) = 0.
Podemos escribir (u,v) = U(a,Ta) = (iTa,—ia), con lo que
0= {(z,y), (u,v)) = (z,u) + (y,v) = (z,iTa) + (y, —ia) = —i(x, Ta) + iy, a).

Asi, (z,Ta) = (y,a) para a € Dy arbitrario. Por definicién de T* tenemos que x € Dyp. e
y = T*z, luego (z,y) € G(T%).

Para probar el reciproco suponemos que (z,y) € G(T*). Asi, x € Dp. e y = T*z. Sea
(u,v) € U(G(T)). Entonces existe a € Dy tal que (u,v) = U(a,Ta) = (iTa, —ia). Asi,

((z,y), (u,v)) = ((z,y), (ITa, —ia)) = —i(z,Ta) + iy, a) = —i (T"x,a) +i(y,a) = 0.
Por tanto, (z,y) € [U(G(T))]*. O
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Observamos que una vez conocido G(7), también se conocen Dp. y T*. Este teorema
permite probar facilmente gran cantidad de resultados, que de otra manera requeririan de de-
mostraciones més técnicas (ver [7]). A continuacién vemos varios de ellos.

Proposiciéon 1.36. Si T es un operador con dominio denso en H, entonces T* es cerrado. En
particular, los operadores autoadjuntos son cerrados.

Demostracion. Puesto que G(T*) = [U(G(T))]* y U(G(T)) es un subespacio de H, se tiene que
G(T™) es cerrado por ser el conjunto ortogonal de un subespacio de H.
Ademss, si T es autoadjunto, entonces T' = T™ y es un operador cerrado por lo anterior. [

Ejemplo 1.37. Si tenemos los operadores 17, Ty, T3 definidos en el ejemplo 1.24, notamos que
estos operadores son cerrados, pues son adjuntos de algunos operadores. Ademdas comprobamos
que no todos los operadores cerrados son autoadjuntos, pues 7} y 73 no lo son.

Ejemplo 1.38. Veamos un ejemplo de un operador no acotado y no cerrado que admite una
extensién cerrada, segun [7].

Sea T : Dy C £2 — £ un operador lineal, donde Dy es el conjunto de sucesiones con un
nimero finito de elementos no nulos, que es denso en 2. Si z = (gj)jeN € Dy, el operador se
define por Tx = (j&;)jen-

El operador T no estd acotado al igual que el operador S en el ejemplo 1.21 (ver la ecua-
ci6én (1.12)).

Consideramos z,, = (7,,;) jeny con

nj

_ {1/1'2 si j<m;

0 si j>n.
Entonces es facil ver que z, — z con z = (j~2);cy. Por otro lado, tenemos que Tz, = (ti,;) jen
con
fyisij<m
Hnj = 0 sij>mn;

y Tz, — ycony= (j_l)jeN. Tenemos que y € £2 pero z no esté en Dy, luego T no es cerrado.
Sea ahora S el operador con dominio

Dg = {x = (&) €2 Y gl < oo}
j=1

definido por Sz = (j;) en- Tenemos que Dy C Dg. Ademads, por (1.13) tenemos que S es el
operador del ejemplo 1.21. Teniamos que S era autoadjunto, luego es cerrado. Constituye asi
una extension cerrada de T'.

Proposicién 1.39. Sea T un operador lineal con dominio denso en H. El operador T es clau-
surable si y solo si su adjunto T™ tiene dominio denso. En este caso, se verifican:

a) G(T™) = [U(G(T"))]".
b) T =T* y en particular T C T** y si T es cerrado, T = T**.
c) (T)* =T

Demostracion. Supongamos que Dp. no es denso y veamos que T no es clausurable. Entonces,
existe un y, € H, yg # 0, tal que yy L D« con lo que (y,, z) = 0 para todo € Dp.. Por tanto,

<(y0’0) ) (:‘U’T*x» =0 Vze DT*-
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De esta manera, (yo,0) € G(T*)*. Por tanto, (0, —iy,) = U(yy,0) € U[G(T*)*], con lo que
U[G(T*)*] no puede ser el grafo de un operador. Por el lema 1.32 y por el teorema 1.35,

1 1
G = (G)) = (VM) = U@ =veT)], (1.2
tenemos que G(T') no puede ser el grafo de un operador y por la proposicién 1.28, T no es
clausurable.
Supongamos ahora que Dy« es denso y veamos que T es clausurable. Si Dp. es denso,
podemos aplicar el teorema 1.35 a T™ y obtener que

G(T™) = [U(G(T))]" .

Por la ecuacién (1.28), tenemos que G(T') = G(T**). Por tanto G(T) es el grafo de un operador
y por la proposicion 1.28, el operador 7' es clausurable.
El resto de las afirmaciones:

a) Ya hemos visto que G(T**) = [U(G(T*))]*.
b) Si T es clausurable, por (1.28) y el apartado anterior se tiene que

G(T) = G(T) = UG(T)))" = G(T™),

y por tanto T = T**. Evidentemente, T C T = T** y si T es cerrado, T =T = T**.

¢) Tenemos que al ser U un operador continuo, U(G(T)) = U(G(T)) = U(G(T)) y por tanto
¢ (1) = W) = [0Em)] = [ve@m) = ed).

pues A+ = (A)! para todo A C H. Tenemos entonces que T* = (T)*.

O
Proposicién 1.40. Si T es un operador lineal con dominio denso en H, se tiene
H x H=G(T") ® U(G(T))
Demostracion. Al ser G(T™*) un subespacio vectorial cerrado de H x H, se tiene que
Hx H=G(T") & G(T*)™*.
Por el teorema 1.35, G(T*)*+ = U(G(T)). O

Corolario 1.41. Si T es un operador lineal cerrado con dominio denso en H, el sistema
—Tx+y=a
z+T'y=0

tiene una solucion unica (x,y) € Dy X Dyps.

Demostracion. Sea (a,b) € H x H. Entonces, por la proposicién anterior, existen f € G(T™), g €
U(G(T)) = U(G(T')) tnicos (por ser suma directa) tales que

(aa b) =f+g
Ahora, para f existe un tnico y € Dy« tal que f = (y,T*y). De forma similar, para g existe un
tnico z € Dy tal que g = U(2,Tz) = i(Tz,—z). Tomando x = —iz, obtenemos que
(a7 b) = (yv T*y) + (—TLU, .1')
cony € Dp« y x € Drp. ]

23



Proposicion 1.42. Sea T un operador lineal con dominio denso en H. Entonces
a) KerT* = (ImT)* y, si T es cerrado, Ker T = (Im T*)*.

b) Si T es inyectivo y ImT es denso en H, entonces T* es inyectivo y (T*)™" = (T~1)*.

Demostracion.  a) Tenemos que por el teorema 1.35,
z € KerT" <= (z,0) € G(T™)
< ((2,0), (u,v)) =0 V(u,v) € U(G(T))
< ((,0), (iTa,—ia)) =0 VYa € Dp
<~ (z,Ta) =0 Va € Dy

—zc(ImT)*.

FEn el caso de que T sea cerrado, tenemos que T = T™** por la proposicién 1.39, y por lo
anterior aplicado a T™ en lugar de T, obtenemos que KerT' = Ker 7** = (Im T*)L.

b) Por el apartado anterior, tenemos que KerT* = (ImT)* = (ImT)+ = H+ = {0}. Por
tanto T es inyectivo. Ademds, Dy y Dp—1 = ImT son densos en H y también lo son
Dpp-1 =ImT y Dp-1p = Dp. Ahora, por 1.12(c), tenemos que

(T~Y'1* c(TT~YY =1, TY(T Y c (T 'T) =1,

ya que (I|p)* =1 si D C H es un subespacio denso. Por tanto, (T~1)* = (T*)~!.

A continuacién veamos qué relaciones hay entre operadores simétricos y cerrados.

Proposicion 1.43. Sea T un operador lineal con dominio denso en H. Si T es simétrico,
entonces T es clausurable y T es simétrico.

Demostracion. Si T es simétrico, entonces T' C 1%, siendo T™* cerrado por la proposicién 1.36.
Por tanto, T es clausurable.

Ahora, tomamos z,y € Ds. Por la proposicién 1.28, existen sucesiones (,,),en, (Yn)nen de
elementos de Dp tales que

r, — x, Tx,=Tz, — Tx;

Yo — vy, Ty, =Ty, — Ty.

Entonces, B B
(Ta,y) = lim (Tx,,y,) = lim (z,,Ty,) = (z,Ty),
n—oo n—oo
lo que demuestra la simetria de 7. ]

Observacién 1.44. Toda extension simétrica de un operador simétrico de dominio denso 1" es
restriccion de T™. En efecto, si S es una extension simétrica de T', entonces T' C S C S* C T™.

Corolario 1.45. Toda extension simétrica mazximal de un operador simétrico de dominio denso
es cerrada.

Demostracion. Si T es simétrico, entonces existe alguna extension simétrica maximal suya por
la proposicién 1.18. Si R es una extensién simétrica maximal de T', tenemos que R es clausurable
y R es simétrico. Puesto que R es una extensién simétrica de R, ha de ser R = R por ser R
maximal. Por tanto, R es cerrado.

O
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El siguiente resultado indica algunas condiciones sobre cudndo un operador simétrico es
autoadjunto.

Proposiciéon 1.46. Sea T un operador lineal simétrico con dominio denso en H. Se tiene que:
a) St Dp = H, entonces T' es autoadjunto y T estd acotado.
b) Si T es autoadjunto e inyectivo, entonces ImT es denso en H y T~ es autoadjunto.
c) SiImT es denso en H, entonces T es inyectivo.
d) SiImT = H, entonces T es autoadjunto y T~ estd acotado.

Demostracion.  a) Como T es simétrico, T C T*. Si Dy = H, resulta evidente que T' = T™*.
Por la proposicién 1.36, T" es cerrado y por el teorema del grafo cerrado A.20, T es continuo.
Por tanto, T es acotado al estar definido en todo H (proposicién A.11).

b) Si T = T*, por la proposicién 1.42(a), tenemos que Ker 7' = (Im T)*. Entonces, si Ker T =
0, resulta ImT = H. Ahora, por la proposicién 1.42(b), se tiene que 771 = (T*)™! =
().

c) Sea v € KerT. Entonces Tv = 0y (Tv,x) = 0 para todo € Dp. Por ser T simétrico,
esto implica que (v,Tz) = 0 para todo x € Dy. Por ser ImT denso en H, v € (ImT)* =
H~+ = {0}. Luego Ker T = {0} y T es inyectivo.

d) SiImT = H, por el apartado anterior T es inyectivo y existe T~! con Dy—1 = ImT = H.
Tomando u,v € ImT con u =Tz, v =Ty, x,y € Dy tenemos que

(T, 0) = (2, Ty) = (Tz,y) = (u,y) = (u, T~ "v),

con lo que T~ es simétrico. Por el apartado (a), T~ es autoadjunto y est4 acotado. Por el
apartado (b) aplicado a T~!, que es inyectivo, tenemos que T' = (T~1)~! es autoadjunto.
]

Observacion 1.47. El apartado (a) se puede reformular como el teorema de Hellinger-Toeplitz 1.1
y hemos dado una demostracién alternativa.

Teorema 1.48. Sea T un operador simétrico y A = a + ib con a,b € R. Entonces:
a) Se verifica la igualdad ||(T — M)z||? = v*||z||* + |[(T — al)z|* para todo x € Dy.
b) Sib#0, Ker(T — X) ={0} y T — A es inyectivo.
c) Sib#0 yT es cerrado, entonces Im(T — \I) es cerrado.
d) Sib#0 yIm(T — \I) = H, entonces T es simétrico mazximal.

Demostracion.  a) Tenemos que
(T = ADz || = (T — al)a —ibz||* = |(T — al)z||* + b*|lz||* + 2Re (i{(T - al)z,bz)).

Puesto que ((T'— al)z,bz) = b(Tz,x) —ab||z||? y (T'z,z) € R por ser T simétrico, se tiene
que Re (i{((T — al)z,bx)) = 0 y queda probado este apartado.

b) Del apartado anterior se deduce que si (T — M)z = 0 entonces b? ||z|| = 0. Por tanto 2 = 0
y Ker(T'— A\I) = {0}.
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c) Seay € Im(T — M) y sea (x,,),cn una sucesion de elementos de Dy tal que (T'—AI)x,, — .
Esta sucesiéon es de Cauchy:

O (|2 = l|* < 0% [l — 20| + (T = al) (a2, — 20)[1* = (T = M) (a2, — 20)|

donde hemos usado el apartado (a). Como H es completo por ser espacio de Hilbert,
existe x = lim,,_,. x,. Al ser T'— Al cerrado por hipdtesis, se tiene que z € Dp_y; v
(T — M)z = y. Por tanto y € Im(T — A\I) y este conjunto es cerrado.

d) Supongamos que existe un operador simétrico S que extiende propiamente a 7T'. Entonces
H=Im(T — \I) C Im(S — \I). (1.29)

Sea u € Dg \ Drp. Por (1.29), existe un v € Dy tal que (S — AI)u = (T — AI)v. Entonces
(S—=A)u= (T —X)v=(S—Al)vlo que implica u = v, ya que (S — AI) es inyectivo por
el apartado (b) aplicado a S. Esto es absurdo, por lo que S no es una extensién propia y

por tanto 1" es simétrico maximal.
O

Observacién 1.49. Si en el apartado (c) del teorema anterior suponemos ademas que a = 0,
|b| = 1, tenemos la equivalencia [13].

En efecto, por el apartado (a) tenemos que ||[Tx — ibz||?> = |z|* + ||Tz||?>. Por tanto, la
aplicacién definida por (T —ibl)x — (x, Tx) es una isometria biyectiva de Im(7T —ibI) en G(T).
Entonces, si Im(7T" — ibI) es cerrado, también lo es G(T') y por tanto 7'

Lema 1.50. Sea T un operador simétrico con dominio denso en H. Entonces, (T — \)* =
(T* — \I).

Demostracion. Ya sabemos que (T* — A\I) C (T — AI)*, veamos la otra contencién. Sea y €
D p_xp)=- Por definicion,

(T = ND)z,y) = (z, (T — X\)*y) paratodo x € Dp_\; = Dyp.
Podemos manipular esta expresiéon y obtener que
(Tz,y) = (x, (T — XI)*y) + Mz, y) = (z,(T — M\)*y + \y) para todo = € Dy.
Por tanto, y € Dy« = Dp._5;, con lo que tenemos que (T — \)* = (T* — \I). O

A continuacién veremos un criterio que podemos aplicar para determinar si un operador
simétrico es autoadjunto, segin [11].

Teorema 1.51. Sea T un operador simétrico con dominio denso en H, y sea A\ = a + bi con
a,be R yb+#0. Son equivalentes:

a) T es autoadjunto.
b) T es cerrado y Ker(T* — X\ ) = Ker(T™ — 5\1) ={0}.
¢) Im(T — \I) =Im(T — \I) = H.

Demostracion. a) = b). Si T = T*, entonces T es simétrico y cerrado. Aplicando la proposi-
cién 1.48(b) a £\ obtenemos el resultado.
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b) = ¢). Si T es cerrado, entonces Im (7" — AI) es cerrado por la proposicién 1.48(c). Ademads,
al ser Im(7T — AI) un subespacio de H, tenemos que

(Im(T — M) =Im(T — M) = Im(T — \I).

Aplicando la proposicién 1.42(a) al operador (T'—il) y usando que (T — X )* = (T* — \)
por el lema anterior, resulta que

Ker(T* — X)* = (Ker(T — M)*)t = (Im(T — AI))* = Im(T — \I).
Puesto que Ker(T* — M) = {0} por hipétesis, tenemos que Im(7 — X\I) = {0}*+ = H.
El mismo razonamiento se puede aplicar al operador (T' — AI) y obtenemos el resultado.

c) = a). Seay € Dp.. Como Im(T — A\I) = H, existe z € Dy tal que (T — )z = (T* — A\])y.
Tenemos Dy C Dy« por ser 1" simétrico, luego y — 2 € Dps y

(T* = X)(y —=2) =0.
Puesto que por la proposicién 1.42(a) aplicada a (7' — AI) tenemos que
Ker(T* — M) = Ker(T — M)* = Im(T — \)* = H* = {0},

ha de ser y = z € Dy y por tanto Dy« = Dp. Asi, al ser T simétrico, es autoadjunto.
O

Observacién 1.52. A partir de este resultado, se deduce el siguiente resultado equivalente:
Sea T un operador simétrico con dominio denso en H. Son equivalentes:

a) T es autoadjunto.
b) T es cerrado y Ker(T* — A\I) = {0} para todo A = a +ib con a,b € R, b # 0.
¢) Im(T — X\I) = H para todo A = a+ib con a,b € R, b# 0.

Puede resultar interesante la generalizacion, si partimos de un operador autoadjunto y quere-
mos ver qué ocurre con esos nucleos e imagenes. Sin embargo, de cara a averiguar si un operador
simétrico es autoadjunto es mas 1til el resultado anterior. Requiere solamente comprobar dos
nicleos o imagenes, a diferencia de esta generalizacién que requeriria comprobarlos para todo .
En particular, es de uso frecuente el teorema con A = .

Nos preguntamos si la suma de operadores autoadjuntos es un operador autoadjunto, y si no
lo es, bajo qué condiciones si se cumple. El siguiente resultado proporciona una respuesta [11, 6].

Teorema 1.53 (Kato-Rellich). Sean T' un operador autoadjunto y S un operador simétrico con
Dy C Dg. Supongamos ademds que para todo a,b € R con a <1 se tiene que

|Sz|| <al||Tz||+0b|x|  para todo x € Drp. (1.30)

Entonces T + S es un operador autoadjunto.

Demostracion. Veremos que Im(T + S £ iugl) = H para algun ug € R, g > 0. Por el teorema
anterior, tendremos que 7'+ S sera autoadjunto.
Sea x € Dy, pu € R no nulo. Por el teorema 1.48(a) tenemos que

. 2 2 2
I+ il = [ Tel + 42 ]l
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Por el teorema 1.48(b), (T'+ iul) es inyectivo, luego existe su inverso, y estd definido en todo
H pues Im(T + ipl) = H por el teorema 1.51. Sea z = (T + iul) "'y con y € H. Entonces,

lyl|? = H(T+wl)(T+z,uI yH = HT T+iaul)” yH + u? H T +iaul)” yH
De esta ecuacion se deduce que
|T(T +inD) "yl < llyll, (T +inD)~y|| <yl /u para caday € H.

Luego ||T(T + ipd) || < 1y |(T +ipl)~t|| < p~'. Tomando de nuevo x = (T +iul) 'y y
aplicando (1.30), obtenemos que

|S(T +ipd)y|| < a||T(T + ipd) " y|| +b||(T + in)~ yH<<a—|—M>HyH Vy € H.

Entonces, para p = y, suficientemente grande (uy > b/(1 — a)), el operador C' = S(T +iuyl) "
tiene norma menor que uno, pues a < 1. Por tanto, por la serie de Neumann A.15 aplicada a
—(C', tenemos que el operador

(I+C)” ZO“

existe y ademés estd en L(H ). Entonces Im(/ + C) = H. Como también Im(7T + ipugl) = H por
ser T autoadjunto, la ecuacién

(I +C)NT +ipgD)x = (I + S(T +iueD) T +iugl)x
= (T +ipgl)x + Sz = (T + S +ipgl)x Yz € Dy,

implica que Im(T+S+ipugl) = H. De la misma manera, se puede ver que Im(T+ S —ipuy,I) = H.
Por el teorema 1.51, tenemos que T 4 S es autoadjunto. ]

Observacién 1.54. En general, la suma de dos operadores autoadjuntos no tiene por qué
ser autoadjunta. Si tomamos T autoadjunto, definimos S = —T', y S también es autoadjunto.
Tenemos que R = T + S es idénticamente nulo en su dominio (D = Dp) . Su operador adjunto
R* también es idénticamente nulo, pero su dominio es H y por tanto R* es una extensién propia
de R, con lo que R no es autoadjunto.

Este sencillo ejemplo también demuestra que la condicién a < 1 en el teorema anterior no se
puede suprimir.

1.4. La transformada de Cayley y los indices de defecto

La aplicacion

t—i

t+1i
establece una relacién biunivoca entre la linea real y la circunferencia de radio unidad (salvo el
punto 1). Desde este punto de vista, queremos generalizar esta relacion para identificar operado-
res simétricos (resp. autoadjuntos) con isometrias (resp. operadores unitarios). Esto facilitara la
prueba del teorema espectral para operadores autoadjuntos no acotados. Siguiendo el desarrollo
de [13], definimos la transformada de Cayley.

t—

Definicion 1.55. Sea T un operador simétrico en H. La transformada de Cayley del operador
T se define como el operador, que denotaremos por V3, dado por

Vi = (T —4I)(T +il)™!

con dominio Dy, = Im(T +il).
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Observacion 1.56. El operador T+l es inyectivo por el teorema 1.48(b) y por tanto podemos
hablar de (T +4I)~'. Ademds, tenemos que

T 7l -1 o
Dy, = Im(T + i) (T+il) Dy L= —in,

con lo que Im Vi = Im(T — iI).

Proposicion 1.57. La transformada de Cayley Vi de un operador simétrico T es una isometria,
es decir, |Vrz| = ||z|| para todo x € Dy,,..

Demostracion. Sea T un operador simétrico. Por el teorema 1.48(a) tenemos que
Tz +ix|® = |le|* + | Tz|* = | Tz — iz|?
para todo x € Dp. Entonces, existe una isometria V' con
Dy =Im(T +iI), ImV =Im(T —il)

definida por
V(ITx+ix)=Tx —ix Vx € Dyp.

Puesto que (T +il)~! : Dy, — Dy, podemos escribir
V = (T —il)(T +il)~*
y tenemos que Vp = V. O
Lema 1.58. Sea V' un operador con dominio en H que sea una isometria. Entonces,
a) Se verifica que (Vx,Vy) = (x,y) para todos x,y € Dy, .
b) SiIm(I — V) es denso en H, entonces I —V es un operador inyectivo.
¢) Si cualquiera de los espacios Dy, ImV y G(V') es cerrado, también lo son los demds.

Demostracion.  a) Sean x,y € Dy, A € C. Por ser V isometria, tenemos que |z + )\yH2 =
|[Vz + AVy|®. Podemos escribir

lz]]* + 2Re Mz, y) + IAP[lyll* = [Val* + 2Re AV, Vy) + AP Vyl*.

Puesto que [[Vz| = [lz]| y [[Vyll = [lyll, resulta que

Re Mz, y) = Re AX(Vz, Vy)

y esta ecuacion es vélida para cualquier nimero complejo A. Considerando A =1y A =14
obtenemos que (z,y) y (Vz,Vy) tienen la mismas partes reales e imaginarias.

b) Sea x € Dy, con (I — V)xz =0, o lo que es lo mismo, = Vz. Entonces, por el apartado
anterior,

(x, (I =V)y) = (z,y) — (=, Vy) = (Va,Vy) — (z,Vy) =0

para todo y € Dy,. Asi, z € [Im(I — V')]*. Por tanto, si Im(I — V') es denso en H, entonces
x=0e I -V esinyectivo.
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c) Sean z,y € Dy . Entonces,

Iz, V) = (y, Vy)I* = (& =y, V(e = ))II”
=llz =yl + V(& = 9I* = o —yl* + e —yI* =2z —y.

Tenemos asi que

=
V2
Gracias a esta igualdad probamos la cadena de implicaciones Dy, es cerrado = ImV es

cerrado = G(V) es cerrado = Dy, es cerrado. Asi, tenemos el resultado.

Supongamos que Dy, es cerrado y sea y € Im V. Entonces existe una sucesion (y,,)nen
de elementos de Im V' que tiende a y. Tenemos que para cada y,, existe un z,, € Dy, con
Vz, =vy,. La sucesién (z,,),cy converge por ser sucesién de Cauchy:

127 = 2|l = [V, = Vgl =y, — ymll -
Sea z el limite de esta sucesién, que estd en Dy, por ser cerrado. Entonces,
Ve —yull = Ve =V, | = |lz —z,] =0,

luego ha de ser Va =y y por tanto y € Im V.

Suponemos ahora que ImV es cerrado y sea (x,y) € G(V'). Entonces existe una sucesién
(x, VX, )nen de elementos de G(V') que tiende a (x,y). Tenemos que z,, - zy Vz, = v.
Como Im V es cerrado, y € Im V', y por tanto existe z € Dy, tal que Vz = y. Entonces,

2y = 2| = [V, = V| = [V, —yll =0,

luego x =2z € Dy, Ve =yy (z,y) € GV).

Por 1ltimo, suponemos que G(V) es cerrado, y sea x € Dy,. Entonces, existe una sucesién
(,)nen de elementos de Dy, que tiende a x. Por tanto, (z,, V2, )peny € G(V) v es una
sucesién de Cauchy:

H(‘rn? an) - (xm7 me)” = \/5 Hxn - xm” .

Por tanto, existe el limite de esta sucesién (z,y) y estda en G(V') por ser cerrado. Entonces,

z =l1im, 2, =2 € Dy.

O]

En la demostracién anterior, el primer apartado estd demostrado segin [2], donde aparece
de forma més elegante.

Proposicién 1.59. Sea Vi la transformada de Cayley de un operador simétrico T definido
en H. Se verifican:

a) El operador T es cerrado si y solo si Vi es cerrado.

b) El operador I — Vp es inyectivo, verifica que Im(I — Vp) = Dy y se puede escribir T como

T =i(I+Vp)(I—Vy)™h (1.31)

c) Si ademds T tiene dominio denso en H, el operador Vi es unitario si y solo si T es
autoadjunto.

30



Reciprocamente, si V es una isometria en H e I —V es inyectivo, entonces V' es la transformada
de Cayley de algun operador simétrico con dominio en H.

Demostracion.  a) Por la observacién 1.49, tenemos que 7" es cerrado si y solo si Im(T'+41) es
cerrado. Por el lema 1.58, V- es cerrado si y solo si lo es Dy... Puesto que Dy, = Im(T+iI),
tenemos el resultado.

b) Por el teorema 1.48(b), el operador T" + il es inyectivo. Por tanto, este operador es una
biyeccion de Dy en Im(T' +4I) = Dy,.. Dado z € Dy, existe un € Dy que verifica que

z=Tex+ix y Vypz=Tzx—1ix.
Sumando y restando estas ecuaciones, podemos escribir
(I —=Vp)z=2ix, (I+Vyp)z=2Tx

por lo que si (I — Vp)z = 0, ha de ser x = 0 y por tanto I — Vi es inyectivo. También,
vemos que Im(I — V) = Dyp. Asf, (I — V)~! establece una biyeccién de Dy en Dy, y
tenemos que

2Tz = (I + Vyp)z = (I + V) (I — V)~ (2iz)
para todo x € Dy, de donde se deduce (1.31).

c) Por el teorema 1.51, T' es autoadjunto si y solo si Im(7 —iI) = H y Im(T +iI) = H.
Puesto que Dy, = Im(T +il) y Im Vp = Im(T — il), la condicién anterior se verifica si y
solo si el operador isometria Vi es unitario (por el lema 1.31).
Por dltimo, sea V' una isometria en H e I — V inyectivo. Entonces, I — V establece una
biyeccién entre Dy, y Im(I — V') dada por

r=2z—-Vz,

donde z € Im(I — V) y z € Dy . Definimos el operador S en Dg = Im(I — V) como S =
i(I +V)(I — V)~1. Entonces, se tiene que

Sr=i(z+Vz) siz=z-Vz. (1.32)

Sean ahora x,y € Dg. Podemos escribir x = z—Vz, y = u— Vu para algunos z,u € Dy . Puesto
que V' es una isometria, por el lema 1.58 tenemos que

(Sz,y) =i(z+ Vz,u —Vu) =i(z,u) + i(Vz,u) —i{z, Vu) — i(Vz, Vu)
=i(Vz,u) —i(z,Vu) = (z = Vz,iu +iVu) = (z, Sy).

Por tanto, S es simétrico. Podemos reescribir (1.32) como
2iVz =St —ix, 2iz=Sx+ix.

Asi, tenemos que
V(Sz +ix) = Sz — iz
para todo x € Dg y Dy, = Im(S + iI). Por tanto, V es la transformada de Cayley de S. O]

Observacién 1.60. El apartado (c) del resultado anterior, demostrado segun [14], se puede
generalizar para el caso de un operador simétrico con dominio no necesariamente denso, ver [13].
Para nuestros intereses, esta versién es suficiente.
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Observacion 1.61. De este resultado y de la definicién de la transformada de Cayley, deducimos
que si Vr y Vg son las transformadas de Cayley de operadores simétricos T y .S, entonces T' C .S
si y solo si V C Vg. Asi, la bisqueda de extensiones simétricas puede reducirse a buscar
extensiones de isometrias.

Ademds, suponiendo que Dy = Im(I — V) es denso, toda extensién isométrica V' de Vp
verifica que Im(I — V') es denso. Por el lema 1.58, I — V es inyectiva, y por la proposicién
anterior, V es la transformada de Cayley de un operador simétrico S. Ademas, S es una extensioén
simétrica de T por ser Vi C V, con lo que toda extensién isométrica de Vi da lugar a una
extension simétrica de T'.

Definicion 1.62. Sea T un operador simétrico cerrado con dominio denso en H. Se definen los
indices de defecto n_ y n, como

n_ = dim (Im(T — iI)L), ny =dim (Im(T + iI)L).
Pueden tomar valores naturales o infinito.

Observacion 1.63. Por la proposicién 1.42(a) y visto que para un operador simétrico con
dominio denso se tiene que (T'+4l)* = (T™ Fil) (lema 1.50), esta definicién es equivalente a

n_ =dim (Ker(T* +il)), n, =dim (Ker(T* —iI)).

Teorema 1.64. Sea T un operador simétrico cerrado con dominio denso en H con indices de
defecto n_ y n,. Se verifica que:

a) El operador T es autoadjunto si y solo sin_ =n, =0.
b) El operador T' admite una extension autoadjunta siy solo sin_ =mn_.

c¢) El operador T es simétrico mazimal si y solo si al menos uno de sus indices de defecto es
nulo.

Demostracion.  a) Supongamos que T" es autoadjunto. Entonces, por el teorema 1.51, tenemos
que Im(T +il) = H y H+ = {0}, luego n_ =n, = 0.

Supongamos ahora que n_ =n_, = 0. Entonces, Im(T" +iI) y Im(T — iI) son densos. Por
ser T' cerrado, también lo son estos conjuntos (proposicién 1.48(c)), luego Im(7'+4I) = H.
Por el teorema 1.51, T" es autoadjunto.

b) Seguimos la demostracién de [9], con algunas modificaciones. Supongamos que T' admite
una extension autoadjunta S. Entonces, V3 C Vg con Vg unitario. Entonces, si y € H,
tenemos que

y LIm(T+il) <= (y, (T +il)x) =0 Vz € Dp

<~ <Vsy, Vs(T + ZI)Z‘> =0 Vze DT

— (Vgy,(T'—il)x) =0 Vx € Dp

< Vgy L Im(T —iI).
Esto implica que Vg(Im(T+4iI)") = Im(T —4iI ). Puesto que Vg es una isometria biyectiva,
tenemos que

dim (Im(7 +iI)*) = dim (Im(7 —iI)*)

y por tanto ny =n_.

Reciprocamente, supongamos que n, = n_. Buscamos construir un operador unitario V'
con I — V inyectivo y que extienda a V. Entonces, existird un operador S cuya transfor-
mada de Cayley sea V y T C S. Puesto que V serd unitario, S serd autoadjunto por la
proposicién 1.59 y tendremos el resultado. Veamoslo.
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Dado que n, = n_, existe una isometria sobreyectiva U de Im(7 + iI)* en Im(7T — i)+
(proposicién B.21). Puesto que T es cerrado, también lo son Im(7" +¢I) (teorema 1.48(c))
y tenemos que

H =1Im(T +il) ® Im(T +i)*, H =1Im(T —il) ® Im(T —iI)*. (1.33)
Definimos V en Im(T +4I) y Im(T + iI)* como

V|Im(T+z‘I) =Vr, V|Im(T+Z‘[)J_ =U.

y extendemos la definicién a H por linealidad. Estd bien definido: si tomamos z € H,
por (1.33) existen tinicos 2 € Im(T +iI), y € Im(T + iI)* tales que z = x + y. Entonces
Vz=V(x+y)=Vpx+ Uy. Ademds, por el teorema de Pitagoras,

IV2l* = |Vz + Vyl|* = |[Vpx + Uyl ?
= [[Vea|* + 10yI* = Nl + lyll* = llz +y]* = |12,

ya que Vpx € Im(T — il) y Uy € Im(T — iI)*. Por tanto, V es una isometria.

Veamos que su imagen es H. Sea z € H. Por (1.33), existen unicos € Im(T — iI),
y € Im(T —iI)* tales que z =  +y. Puesto que V; es sobreyectiva, existe u € Im(T + 1)
tal que = = Vpu. Andlogamente, existe v € Im(7T — il)* tal que y = Uv. Entonces,

Viwu+v)=Vu+Vy=Viu+Uy=z+y =z,

con lo que z € ImV y por tanto ImV = H. Por el lema 1.31, tenemos que la isometria V'
es un operador unitario. Evidentemente este operador es una extension de Vp. Por tltimo,
I —V es inyectivo por la observacién 1.61, y tenemos el operador unitario que buscabamos.

Supongamos que n, = 0 (la prueba es aniloga para n_ = 0). Entonces, Im(T+il)* = {0}.
Entonces, Im(T" + iI) es denso en H, y como T es cerrado, tenemos que

Im(T +4I) =Im(T +iI) = H.

Por el teorema 1.48(d), T" es simétrico maximal.

Reciprocamente, supongamos que n_ y n 4+ sSon no nulos. Entonces,
dim (Im(7 +iI)*) > 1.

Tomamos M, N subespacios unidimensionales de Im (7" + i)+ y Im(T — iI)* respectiva-
mente. Extendemos Vr por una isometria U definida como

U:Im(T+il)e M — Im(T —il) & N

y que verifique que U coincide con Vi en Dy, = Im(T +iI). Asi, por la observacién 1.61,
U es la transformada de Cayley de un operador simétrico S que extiende a T'. El dominio
de S es Dg = Im(/ — U) y también tenemos Dy = Im(I — V) por la proposicién 1.59.
Si tomamos z € M no nulo, tenemos que y = x — Uz € Dg. Si se tuviera también que
y € Dyp, entonces habria un z € Im(7T +il) tal que y = z — Vpz =z — Uz. Porser I — U
inyectiva, tiene que ser = z pero Im(T" + ¢I) N M = {0}. Por tanto, y € Dg \ Dy, luego
S es una extensién propia de T' y T no es simétrico maximal.

O]
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Ejemplo 1.65. Veamos un ejemplo de operador simétrico maximal no autoadjunto, que aparece
en [13].

Sea V el operador traslacién definido en ¢ por V(xq, 7y, 23,...) = (0,71, 29,75, ...). Este
operador es una isometria e I — V es inyectivo:

(I-V)x=0 = (z1,29,23,...) =(0,21,29,23,...) = 0=z, =2y=... = z=0.

Entonces, existe un operador simétrico T cuya transformada de Cayley es V. Este operador
tiene dominio Dy = Im(I — V) = ¢2: si x € £2, tomamos y = (2, T3+ 21, T35+ Zo,...) ¥ tenemos
x =1y —Vy, con lo que x € Im(I — V). Entonces, este operador es acotado y por tanto cerrado,
y evidentemente su dominio es denso. Tenemos que Im(T —iI) = Dy, = £2 y Im(T +4iI) =Im V.
Puesto que (ImV)+ = {(,0,0,...) : @ € C}, tenemos que los indices de defecto de T son
n_ =0y n, = 1. Por el teorema anterior, 7' es simétrico maximal pero no autoadjunto.

Veamos ahora otros dos ejemplos de [2], que ademds nos ayudaran a construir la prueba del
siguiente resultado.

Ejemplo 1.66. Consideramos el dominio D, C L?([0,00)) formado por las funciones f abso-
lutamente continuas en [0, ¢] para todo ¢ > 0 tales que f(0) = 0y f’ € L?([0,00)). Definimos
en D, el operador Af = if’. Este operador es de dominio denso, es cerrado, simétrico y tiene
indices de defecto n, = 0y n_ = 1. Por el teorema anterior, este operador es simétrico maximal
pero no es autoadjunto. Vedmoslo.

Sean f € L%([0,00)) y € > 0. Como el conjunto de las funciones de soporte compacto
infinitamente derivables C2°([0, 00)) es denso en L?([0, 00)) (proposicién C.38), existe una funcién
g € C°([0,00)) tal que || f — glly <&/2.

Por ser g de soporte compacto, existe un intervalo [0, M] con 0 < M que contiene al soporte.
Sea § > 0 tal que 8||g||2,6 < e. Por el lema de Urysohn para funciones de clase C* (propo-
sicién C.39), existe una funcién v € C°(]0,00)) tal que 0 < v < 1, v = 1 en [0, M] y cuyo
soporte estd contenido en (0, M + 1). Tomando h = vg, tenemos que h(0) =0, h = g en [§, M]
Y [[hlloo < [|gllco- Entonces,

2 b 2 M 2 > 2
lo—blg = [ lg—h+ [“lg=bP+ [ Clg-n
0 0 M
6 ) 6 ) é ) ) e
— [Tlg=n< [k < [ @lol? < lglis < 5.
0 0 0
Por tanto,
17 = hlle < 1 —glla + llg — Al <<,

luego el conjunto de las funciones de soporte compacto infinitamente derivables que se anulan en
el 0 es denso en L%(]0,00)). Ademds, si h pertenece a este conjunto, es absolutamente continua
en cualquier intervalo compacto por ser C*, y su derivada estd en C2°([0, 00)) C L%([0,0)). De
esta manera, h € D 4. Por tanto, este conjunto esta contenido en D, y D4 es denso.

Veamos ahora que A es cerrado. Sea (f,,),cn una sucesion de elementos de D 4 tal que f,, — f
y Af, — g. Sea

h(z) = —i /Ox g(t)ydt, =z €[0,00).

Entonces h es absolutamente continua en cualquier intervalo [0, ¢|. Ademds, si z € [0, ],
T T
() = h(2)| = ‘/O (fn(t) +ig(t)) dt‘ S/O [fn(t) + ig(t)|dt

sA|ﬂw+mwwswm+mmmMm

= Vel fn +igly = Velli(=if, + g)lla = Vellg — Afull;
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por la desigualdad de Cauchy-Schwarz en L?([0,00)). Por tanto f,, converge puntualmente a h
en [0, c| para todo ¢ > 0. Como f,, — f en L?([0,00)), ha de ser h = f casi siempre. Entonces,
podemos suponer que

fa) = =i [ oty

para todo z > 0. Por tanto, f es absolutamente continua en cualquier intervalo [0, ¢]. Ademas,
f(0)=0y f' = —ig € L*([0,00)), con lo que f € D4y Af =if’ = g, con lo que el operador A
es cerrado.

Veamos que el dominio de A* es D C L?([0,c)) formado por las funciones f absolutamente
continuas en [0, ] para todo ¢ > 0 tales que f’ € L%*([0,00)). Sea g € D 4. y definimos

/A*g, x € [0,00). (1.34)

Esta funcién es absolutamente continua en [0, ¢] para todo ¢ > 0 y se tiene que ®'(z) = A*g(x)
casi siempre en [0, 00). Si tomamos f € Dy, también la funcién f® es absolutamente continua
en [0, c| para todo ¢ > 0, y se tiene que

lim f(z)®(r) = lim w(fq))':/ooo(fq))', (1.35)

T—r00 T—00 0

por el teorema de la convergencia dominada. Como (f ®)’ es integrable, lim,,_, . f(x)®(z) existe
y es finito. Como f® es integrable por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, ha de ser

lim f(z)®(x) = 0.

T—00

Integrando por partes en un intervalo [0, ¢|, tenemos que

[ 18 = 1@ - 1080 - [ 5= 030 - [ 6. (1.36)
Sea (¢, )en una sucesion tal que ¢,, — 0o. Definimos
= (f(i)/)‘[o,cn} Vn € N.

Tenemos que f®' es integrable, |h,(x)| < |f(2)®'(2)| y h,(z) — f(z)®'(x) para todo = > 0.
Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, tenemos que

Cn e’} oo
lim f& = lim h, = / 1.

De la misma manera demostramos que

i [ = / 7'9.

n—oo

Ahora, por el criterio secuencial para limites, de (1.36) obtenemos que

/OOO fo = / 1'9. (1.37)

(Af,g) = (f, A*g) / fAg = / 1 = /Ooof@—z'(Af,<I>>—<Af,—z‘<I>>.

Entonces, resulta que
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Por tanto,
(Af, (g +i®) =0 = g+i® e (ImA)".

Dado que Im A = L?([0,0)), ha de ser ¢ = —i®. Por tanto, g es absolutamente continua en
todo intervalo [0,c] y ¢’ = —iA*g € L?(]0,00)), por (1.34). Asi, resulta que g € D y por tanto,
D 4« C D. Ademss, obtenemos que A*g = ig'.

Ahora, sea g € D. Con un razonamiento similar al anterior, podemos escribir, para todo
f S DAa

) = (it'a) =i [ fa==i [ 19 = [T = (rid).

Por definicién de D 4+, resulta que g € D 4«. Asi, tenemos la otra contencién y concluimos que
D = D 4.

Por otra parte, visto que A*g = ig’ para todo g € D« y que D4 C D4+, tenemos que el
operador A es simétrico, pues A C A*.

Con estas comprobaciones, llegamos a que, efectivamente, A es un operador simétrico cerrado
con dominio denso. Estamos en posicion de hablar de indices de defecto. Recordamos que se
pueden expresar como

n_ = dim (Ker(A* +4I)), n, = dim (Ker(A* —1l)).

Sea f € Ker(A* +il). Esto equivale a que A*f +if = 0, es decir, f' = —f. Resolviendo esta
ecuacién, ha de ser f(z) = ae™®, con a € C. Estas funciones estdan en L%([0,0)) y definen un
subespacio unidimensional, con lo que n_ = 1.

Sea ahora f € Ker(A* —il). Esto equivale a que f' = f. Resolviendo esta ecuacién, ha de
ser f = ae®, con o € C. Sin embargo, estas funciones no estan en L?([0,00)) si a # 0 y por
tanto no existen soluciones no nulas en este espacio. Ha de ser f =0y, con ello, n, = 0.

Ejemplo 1.67. Este ejemplo esta relacionado con el anterior. Consideramos el dominio Dy C
L?((—00,0]) formado por las funciones f absolutamente continuas en [c, 0] para todo ¢ < 0 tales
que f(0) =0y f' € L?*((—o0,0]). Definimos en él el operador Bf = if’. Este operador es de
dominio denso, es cerrado y simétrico. Esto se comprueba andlogamente al ejemplo anterior,
al igual que se verifica que su adjunto B* tiene dominio Dp. C L?((—o0,0]) formado por las
funciones f absolutamente continuas en [c, 0] para todo ¢ < 0 tales que f’ € L?((—00,0]), y que
estd definido por B*f = if’ para f € Dg-.
Razonando como en el ejemplo anterior, se obtiene que n_ =0y n_ = 1.

Proposicién 1.68. Si k,l son niumeros naturales cualesquiera, existe un operador simétrico
cerrado con dominio denso tal que sus indices de defecto sonl y k.

Demostracion. Razonamos por induccién sobre k + 1. Si kK =1 = 0, es el caso de un operador
autoadjunto por el teorema 1.64, y ya hemos visto que existen operadores autoadjuntos. Supon-
gamos que tenemos un operador T’ con indices de defecto k, [ y veamos que existen operadores
con indices k + 1, [ y también k, [ 4+ 1. Visto esto, obtenemos el resultado por induccién.

Sea T un operador cerrado, simétrico, con dominio denso en un espacio de Hilbert H y tal
que n, =k y n_ = [. Primero, consideramos el operador S definido de la siguiente manera:

S: Dy x Dy — H x L*([0,0))
(f,9) = (Tf, Ag)

donde A es el operador del ejemplo 1.66 y Dy x Dy C H x L?([0,00)). Por las propiedades del
producto cartesiano, este operador es de dominio denso, es cerrado y es simétrico. Ademas, es
sencillo comprobar que su operador adjunto es

S*: Dp. x Dye — H x L*([0,00))
(f,9) = (I"f, A%g).
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Buscamos entonces los indices de defecto de S. Tenemos que (f,g) € Ker(S* —iI) si y solo si
S*(f,g9)—i(f,g) = 0. Esto equivale a que T*f —if =0y A*g—ig = 0, es decir, f € Ker(T* —iI)
y g € Ker(A* —il). Por tanto, resulta que Ker(S* —il) = Ker(T* — iI) x Ker(A* —il). Lo

mismo se deduce para Ker(S* + ¢I). Entonces,
ng = dim (Ker(S* Fil)) = dim (Ker(T* F iI)) + dim (Ker(A* Fil)) = nt 4+ ni,
donde n%, n¥, y n4 denotan los indices de defecto de cada operador. Asi,
S

n+:n£+nﬂ:k+0:k,

nd =nT +nd =141,

y tenemos el operador que buscdbamos.
Una construccién anédloga usando el operador B del ejemplo 1.67 da lugar a un operador

R: Dp x D — H x L*((—o0,0])
(f,9) = (T'f, Byg).

De forma similar, se comprueba que este operador cumple las propiedades que queremos y que
tiene indices de defecto n, =k +1y n_ =1, con lo que concluimos el razonamiento. ]
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Capitulo 2

Teoria espectral de operadores no
acotados

Comenzamos dando algunas nociones de teoria espectral en espacios normados de dimensién
no necesariamente finita [7, 16]. Suponemos que E # {0} es un espacio normado complejo y
A: D4 — E un operador lineal con dominio D4 C E.

Definicién 2.1. Dado un operador A, definimos el operador resolvente Ry(A), o simplemente
resolvente, como

Ry(A) = (A—- X)L
Escribiremos R, si no hay duda acerca del operador al que nos referimos.

La denominacién de “resolvente” es apropiada, pues Ry (A) resuelve la ecuacion (A—A)x =y
como = = Ry (A)y, si existe. Las propiedades del operador resolvente, que evidentemente varian
con A, proporcionan informacién relevante en teoria espectral sobre el operador A. Observamos
ademds que Dp, (4) = Im(A — AI).

Definicién 2.2. Decimos que A € C es un punto regular de A si existe Ry(A) = (A —X)"ly
es un operador acotado y definido en un subconjunto denso de F.

El conjunto resolvente p(A) de A es el conjunto de los puntos regulares de A. El complemen-
tario de este conjunto o(A) = C\ p(A) se llama el espectro de A, y sus elementos \ € o(A) se
llaman puntos espectrales de A.

El conjunto o(A) se divide a su vez en tres componentes disjuntas:

= El espectro puntual 0,(A) es el conjunto de los A € o(A) tales que R)(A) no existe. Si
A € 0,(A), se dice que A es un autovalor de A, y cada x € E no nulo tal que (A— M)z =0
se llama autovector de A correspondiente a A. Al subespacio de F que contiene al cero y a
los autovectores correspondientes a un mismo A, es decir, al niicleo de A — A1, lo llamamos
el autoespacio correspondiente a .

» El espectro continuo o,(A) es el conjunto de los A € o(A) tales que Ry(A) existe y tiene
dominio denso, pero no estd acotado.

» El espectro residual 0,(A) es el conjunto de los A € o(A) tales que Ry(A) existe pero no
tiene dominio denso (puede estar o no acotado).

Los conjuntos asi definidos verifican que
C=p(T)Uo(T)=p(T)Uo,(T)Ua (T)Uo,(T). (2.1)

Esta union es disjunta, con lo que tenemos una particién de C.
A diferencia del caso de dimensién finita, el espectro puede contener puntos espectrales que
no son autovalores, como vemos en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.3. Consideramos el operador V del ejemplo 1.65. Este operador estd acotado: si
tomamos = (x1,Zs,...) € £2, tenemos que Va = (0,21, 25,...) y

o
2
Vel = |o|" = ll=
j=1

El operador Ry(V) =V ~!:ImV — (2 existe por ser V inyectivo y estd dado por

V_l(l'l,xz, .. ) = (1'271’3,. . )

Sin embargo, este operador no tiene dominio denso, pues (ImV)+ = {(«,0,0,...) : « € C}. Por
tanto, A = 0 € o(V). Sin embargo, no es un autovalor, pues Vz = 0 implica que =z = 0 y el
vector nulo no es un autovector.

Este hecho motiva la distincién entre espectro y conjunto de autovalores. Por otro lado,
la distincién entre espectro continuo y espectro residual se debe a que el espectro residual de
operadores autoadjuntos es vacio, como veremos en la proposicién 2.19.

En el caso de dimensién arbitraria se sigue teniendo el siguiente resultado.

Proposicion 2.4. Sean xq,...,x, autovectores de A correspondientes a autovalores distintos
ALy .- Ay, Entonces, estos autovectores son linealmente independientes.

Demostracion. Si fueran linealmente dependientes, tomamos el primero que sea combinacién
lineal de los anteriores. Sea este x,, = a1 + - -+ + ,,,_1Z,,,—1. Entonces

m—1 m—1

j=1 J=1
lo cual implica que «; (/\j — )\m) =0conl<j<m-—1,porser {z,...,2, 1} linealmente
independientes. Como los autovalores son distintos, tenemos que a; = 0 para todo 1 < j <m-—1
y asi resulta x,, = 0. Esto es absurdo pues z,, es un autovector. O

Veamos un ejemplo de los conceptos que hemos visto.

Ejemplo 2.5. Sea H un espacio de Hilbert complejo separable de dimensién infinita, y tomamos
una base ortonormal numerable {u, },cny de H. Sea (\,),cn una sucesién de escalares distintos
de uno con A,, — 1.

Six =) cyply,, definimos el operador Az = ) _a,A,u,. Vamos a hallar sus puntos
regulares y su espectro.

En primer lugar, como (A — \,,I)u,, = 0 y u,, # 0, tenemos que A — A\, no es inyectivo y
por tanto no existe R(A). Por tanto, A, € 0,(A) para todo n € N.

Veamos ahora que 1 € 0.(A). Siz € H tal que (A—TI)x = 0, entonces ) (A, —1)u,, =0
y por tanto a,, (A, —1) = 0 para todo n € N. Como A, # 1, ha de ser a,, = 0 para todon € N
y = 0. Por tanto A — I es inyectivo y existe R;(A). Su dominio es denso pues es igual a H: si
Y= nenBntn € H, tomamos z = > ~(8,/(A, —1))u, y tenemos que (A — I)xz =y, con lo
que y € Im A. Ademds, no estd acotado, pues

1
u
A, 1"

(4=t =| — o0,

_ 1
A, -1
mientras que |u,|| = 1 para todo n € N. Por tanto, 1 € o,(A).

Supongamos ahora que A # )\, paratodon € Ny X\ # 1, y veamos que \ € p(A). Al igual que
antes, comprobamos que A — Al es inyectivo y por tanto existe Ry(A). Siy =", nBuu, € H,
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tomamos x = > n(8,/(A, — A))u, y tenemos que (A — M)z = y. Asi, y € Im A y por tanto
el dominio del resolvente es H, y por ello, denso. Veamos que R, (A) estd acotado.

Tenemos que para todo € > 0 existe un ny € N tal que |\, | < e para todo n > ny. Tomamos
0 <e < |A—1]y tenemos que

LA ==X+ A=A < L= M+ A=A = A=A > [1=A—|1=A,| > |1-A—¢ > 0.

Si tomamos M = inf ({|\, — A| : n < ng} U{|1 — A| — &}), tenemos que |\, — A| > M > 0. Por
otro lado, si = ) i a,u,, tenemos que |z|* = > nen lan|? por ser {u,, },en base ortonormal
(identidad de Parseval, proposicién B.18). Entonces,

= apn 2 = (87%
;An—/\u” :;‘AH—A

Por tanto, el operador resolvente existe, esté acotado y tiene dominio denso, con lo que A € p(A).

Por 1ltimo, puesto que {\, : n € N} U{1}U{A: X # 1,X # A, paratodon € N} = C,
tenemos que 0,(A) = {\, :n € N}, 0.(A) = {1} y p(A) = {A: A # 1, # ), para todo n € N}.
Ademas, por (2.1), resulta que o,.(A4) = 0.

1
(4= Ana|* = = - llzl.

Lo o
SZ M2
n=1

2.1. Propiedades espectrales de operadores simétricos y auto-
adjuntos

Muchas de las propiedades del espectro de un operador acotado autoadjunto se conservan
para el caso no acotado [7]. Vamos a ver sus generalizaciones.

Cabe destacar que el espectro deja de ser acotado. De hecho, puede ser todo C, como veremos
en el ejemplo 2.20.

De aqui en adelante consideramos operadores T' en un espacio de Hilbert complejo H con
dominio Dy C H.

Proposiciéon 2.6. Sea T un operador simétrico con dominio en H. Si tiene autovalores, entonces
son reales. Ademds, los autovectores correspondientes a distintos autovalores son ortogonales.

Demostracion. Sea A € 0,(T) un autovalor y sea x € Dy un autovector correspondiente. En-
tonces x # 0 y Tx = Az. Tenemos que (T'z,x) € R por la proposicién 1.17, con lo que

(Tx,z) = A\, z) = Mz, z) = A|z|* e R.

Puesto que ||z||* # 0 y ||z]|* € R, tenemos que X € R.
Sean ahora p # X otro autovalor de Ty y € Dy un autovector correspondiente a p. Entonces,

Mz,y) = (M, y) = (Tz,y) = (2, Ty) = (x, py) = 1z, y).
Puesto que A # p, ha de ser (z,y) = 0, con lo que = e y son ortogonales. O

Ejemplo 2.7. El reciproco del resultado anterior no es cierto. Sea T': H x H — H x H el
operador dado por T(zy,x9) = (z; + 2x4,32,). Entonces sus autovalores son {1,3} C R. Si

(xq,29), (y1,y2) € H x H,

<T(.CC1,.CIZ2), (y17y2)> = <x17y1> + 2<£L'2,y1> + 3('%'27 y2>>
((#1,22), T(y1,y2)) = (x1,y1) + 2(21, Y2) + 3(T2, Y2)-

Basta tomar (x1,zy), (Y1, ys) tales que (x,y,) # (x9,y;) para comprobar que T no es simétrico,
a pesar de tener autovalores reales.

40



Proposiciéon 2.8. Sea T un operador cerrado con dominio denso en H. Entonces su espectro
es cerrado.

Demostracion. Veamos que p(T') es abierto y tendremos que o(T) = C\ p(T) es cerrado. Si
p(T) = 0, entonces es abierto. Si p(T) # 0, sea Ay € p(T).

Entonces, T'— \yI es cerrado: sea (x,,),cy una sucesién de elementos de Dy_y ; = Dy tal
que z, — 'y (T — A\gI)z,, — y. Tenemos que

HTxn - Tme < H(T - )‘OI)xn - (T - /\OI)me + ‘)‘0‘ ’ Hxn - me

Por tanto, (T'z,),cy es de Cauchy, luego converge. Por ser T' cerrado, se tiene que x € Dy =
Dy_y,; y Tx,, — Tx. Entonces,

(T — NgDx,, =Tz, — Ny, — T — Mgz = (T — Mg ),

por lo que y = (T — A\gI)x y tenemos que T' — Ayl es cerrado.
Esto a su vez implica que Ry, = (T — A\gI)™! es cerrado: si (y,)nen € una sucesién de
elementos de D Ry, = Im(T — A\oI) tal que y,, =y y R),y, — &, entonces podemos escribir
Ynp = (I' — X\oI)x,, para algin z,, € Dyp_,,; y para todo n € N. Entonces, (' — X\oI)z,, = y ¥y
z, = Ry, y, — x. Como T — Ayl es cerrado, se deduce que x € Dp_, ;v (T = MI)x =y, ¥y
obtenemos que y € Im(T — A\gI) = Dpg, ey = (T — XoI)~'z = Ry z. Por tanto, R), es cerrado.
Ademsds, como R, estd acotado, su dominio es cerrado: si x € DR)\O’ existe una sucesién
(%, )nen de elementos de Dg,, tal que x, — . Entonces

HR)\oxn - R/\meH < HR/\OH : Hxn - me

¥ (R)yTn)nen converge a un elemento y € H. Como R, es cerrado, por definicién se verifica
quexr €D Ry,

De esta manera, como DRAO es denso en H, obtenemos que DR)\O = Dp . = H. Por otro

lado, ’
T — X = (T —XI) — (A= X)I = (T = NI)(I — (A= X)(T — Ao]) 1) (2.2)

para todo A € C. Sea Sy = (A — \o)(T — A\g) L. Aplicando la serie de Neumann A.15, tenemos
que (I — Sy,)~! existe cuando ||S,|| < 1, es decir, cuando se cumple que

1

A=l < ——.
A=l < [T =21

(2.3)

En esta situacién, por (2.2), resulta que T'— I es invertible, su rango es H y
Ry=(T =AD" = [(T = XD) (I = S)] 7 = (I =S)" (T = XI)™ = (I = 8))7 'Ry,

luego R, esté definido en todo H y estd acotado.
Tenemos entonces que (2.3) describe un entorno de )y cuyos puntos pertenecen a p(7), con
lo que p(T") es un conjunto abierto. O

Proposiciéon 2.9. Sea T un operador autoadjunto. Entonces, A es autovalor de T st y solo si
Im(T — AI) # H.
Demostracion. Si A € 0,(T'), existe x € Dy no nulo tal que Tz = Az. Entonces,
(, (T = N)y) = (T — N)z,y) =0 Vy € D(T).

Por tanto z € Im(T — AI)*, con lo que Im(7 — AI) no es denso en H.
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Reciprocamente, si Im(7"— AI) no es denso en H, existe x € H no nulo tal que z € Im(7" —
M)+, Entonces, (z, (T — A\)y) = 0 para todo y € Dy y

(z,Ty) = (x,\y) = (A\z,y), para todo y € D(T).

Tenemos pues que € Dp. y THx = Azx. Como T es autoadjunto, T = T* y A € R por la
proposicién anterior. Entonces, A = X\ y por tanto Tz = Az, luego A es un autovalor de 7. [

De esta demostracién se deduce el siguiente resultado.

Proposicion 2.10. Si T es autoadjunto y A un autovalor, el autoespacio correspondiente es
Im(T — AI)*.

Vemos ahora una caracterizacién del conjunto resolvente de un operador.

Teorema 2.11. Sea T un operador autoadjunto con dominio Dy C H. Entonces, X\ € p(T) si y
solo si existe ¢ > 0 tal que para todo x € Dy se verifica que

(T = Az = cf|=]]. (2.4)

Demostracion. Supongamos que A € p(T). Entonces, el resolvente R, = (T — \I)~! existe, tiene
dominio denso y estd acotado. Pongamos || R, || = k > 0. Entonces,

[zl = IBA(T = ADz|| < \[BA|| (T = AD)z[| = & [(T" = Al )|

para todo x € Dp. Tomando ¢ = 1/k, se deduce que ||(T — A )z|| > ¢||z].
Reciprocamente, sea A € C y supongamos que se verifica (2.4) para algin ¢ > 0 y para todo
x € Dp. Vamos a comprobar que

a) (T'— M) : Dp — Im(T — M) es biyectivo;
b) Im(7 — AI) es denso en H;
¢) Im(T — AI) es cerrado.

Asf, tendremos que el resolvente Ry = (T — A\I)~! estara definido en todo H. Ademds, estara
acotado: por (a), siy € H, existe x € Dy con z = Ryy. Entonces y = (T'— A)z y

1Byl = llzll < (T = Al = gl
y por tanto ||Ry| < 1/c. Asi, tendremos que A € p(7T'). Demostramos las afirmaciones anteriores:
a) Sea x € Dy tal que (T'— M)z = 0. De (2.4) se deduce que
0= [[(T = AD)z[| = cfl].

Puesto que ¢ > 0, esto implica que ||z|| = 0. De esta manera, obtenemos que z = 0, luego
el operador (T'— AI) : Dp — Im(T — M) es inyectivo. Obviamente es sobreyectivo, luego
es biyectivo.

b) Por el apartado anterior, tenemos que A no es autovalor. Como 7T es autoadjunto, la
proposicién 2.9 implica que Im(7 — AI) es denso.
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c) Sea y € Im(T — A\I). Existe una sucesién (y,,),cy de elementos de Im(7" — AI) que tiende
a y. Entonces, para cada n € N existe un z,, € Dy tal que y,, = (T — \])z,,. Por (2.4),

1 1

Como (Y, )nen €s convergente, esto implica que (x,),ecy es de Cauchy. Sea z el limite
de esta sucesién. Como T es autoadjunto, es cerrado por la proposicién 1.36. Por tanto,
x € Dpy (T — N )x =y, y tenemos que y € Im(T — AI). Concluimos que Im(7T — AI) es
cerrado.

O
Vemos ahora una serie de lemas que servirdan para demostrar el siguiente teorema importante.

Lema 2.12. Sea T un operador simétrico cerrado de dominio denso y A = a +ib con a,b € R,
b#0. SipueC es tal que |\ — p| < |b|, entonces

Ker(T* — pul) N Ker(T* — M)+ = {0}.

Demostracidn. Supongamos que existe y € Ker(T™ — ul) NKer(T™ — AI)* no nulo, que podemos
suponer con norma unidad. Como Im(7T — M) es cerrado por la proposicion 1.48(c), de la
proposicién 1.42(a) y del lema 1.50 se deduce que Ker(T™ — M)+ = Im(T — \I). Entonces, existe
x € H tal que (T'— M )x = y. Como y € Ker(T* — ul),
0={((T"—pul)y,x) = {y, (T — al)x) = (y, (T — (A + A = A\)I)z)
= (y, (T = AD)z) + (A = p){y, =) = lylI> + (A = p) (v, z).

Asi, tenemos que
L=lyll? = A= ul -y, )| < A= pl - |1l (2.5)

por la desigualdad de Schwarz. Por otro lado, al ser T' simétrico, podemos aplicar la proposi-
cién 1.48(a) y obtener que

(T = AD)al* = 0 l|® + (T = al)z|* > b°||=]*.
Entonces, |[(T — A )x|| > |b] - ||z|| luego
L= |lyl = (T = ADz[| > [o] - [|]- (2.6)

De (2.5) y (2.6) se deduce que
1< A= pl b,

lo cual es absurdo pues |A — u| < [b] por hipétesis. Por tanto, y = 0 y tenemos el resultado. [

Lema 2.13. Sean M y N subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H tales que M NN+ =
{0}. Entonces dim M < dim N.

Demostracion. Sea P : H — H la proyecciéon ortogonal sobre N y T': M — N su restriccién
aM.Size MyTz =0, entonces € N+ y por tanto = 0, con lo que T es inyectiva. Por
tanto, dim M < dim N. ]

Lema 2.14. Sea T es un operador simétrico cerrado de dominio denso. Entonces la aplicacion
A+ dim (Ker(T* — X)) es constante en el conjunto {\ € C: Im X > 0}.
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Demostracion. Sea A =a +bi con b >0y pu € C. De los lemas anteriores se deduce que
dim (Ker (I — pI) ) < dim (Ker (T* — X)) (2.7)
si |\ — p] < b. Supongamos ahora que g es tal que |\ — p| < b/2. Si Im p < b/2, entonces

b b
A=pl 2 b—Tmpl =b-Tmp>b— o=,

lo cual es absurdo. Ha de ser entonces Im i > b/2 y por tanto |A — p| < b/2 < Im p. Entonces,
también se tiene que

dim (Ker (T — AI)) < dim (Ker (T* — ul))

y esta ecuacién junto a (2.7) implica la igualdad.
Asi, la funcién A — dim (Ker(T* — XI)) es localmente constante. Puesto que el semiplano
superior es conexo, se tiene que esta funcién es constante en este conjunto. ]

Teorema 2.15. Sea T un operador simétrico cerrado de dominio denso en H. Entonces, se
verfica una y solo una de las siguientes afirmaciones:

a) o

b) o(T)={A e C:ImA\ > 0}.
(
(

T)
)
)
)

C.

Q

¢c) o(T)={ e C:ImA <0}.

d) o(T) C R.

Demostracion. Sea C. = {A € C: £Im A\ > 0}. Por el teorema 1.48, si A € C, entonces T'— \I
es inyectivo y su imagen es cerrada. Tenemos dos opciones:

» SiIm(T — AI) # H, entonces Ry no tiene dominio denso (si lo tuviera, serfa todo H por
ser Im(7T — AI) cerrado). Por tanto, A € o(T).

» Silm(7T — M) = H,sean y € H y x = R,y. Por el teorema 1.48, si A\ = a + ib, tenemos
que [(T = AL)x|| = [b] - [|]], luego
1

ol = 17l (23)

Por tanto, Ry estd acotado y A € p(T).
Puesto que Ker (T* - 5\.7) = Im(T — MI)* por la proposicién 1.42(a), tenemos que
Im(T — M) = H <= Im(T — M)+ = {0} <= dim (Ker(T* — \I)) = 0.

Por el lema anterior, si A estd en el conjunto resolvente (resp. espectro) de T'y A € C, entonces
C, estd contenido en el conjunto resolvente (resp. espectro), y lo mismo ocurre para C_. Por
tanto, cada semiplano abierto o bien estd contenido en p(T") o bien estd contenido en o(T).
Teniendo en cuenta que o(7T') y p(T) son disjuntos, y que (T") es cerrado por la proposicién 2.8,
tenemos las siguientes opciones:

a) SiC, Co(T)y C_ C o(T), entonces o(T) = C.
b) SiC, Co(T)y C_ C p(T), entonces o(T) =C, = {A € C:Im A > 0}.

¢) SiC,L Cp(T)y C_ Co(T), entonces o(T) =C_={Ae C:ImA <0}



d) SiC, C p(T) y C_ C p(T), entonces o(T) C C\ (CLUC_) =R.
O

Proposicién 2.16. Si T es un operador simétrico cerrado con dominio denso, entonces T es
autoadjunto si y solo si o(T) C R.

Demostracion. Supongamos que T' es autoadjunto y sea A € C\ R. Por el teorema 1.51 tenemos
que Im(T'—\I) = H. Por otro lado, T—\I es inyectivo y su imagen es cerrada por el teorema 1.48
y Ry estd acotado por el mismo razonamiento que lleva a (2.8). Por tanto, A € p(T). Por el
teorema anterior, ha de ser o(T) C R.

Supongamos ahora que o(7') C R. Como +i € p(T'), tenemos que

Ker (T* +4I) = Im(T FiI)* = H- = {0}.
Por el teorema 1.51, T' es autoadjunto. O
De esta proposicién se deduce el siguiente resultado, segun [11].

Corolario 2.17. Sea T un operador simétrico cerrado. Si p(T) contiene al menos un nimero
real, entonces T es autoadjunto.

Demostracion. Puesto que p(T') es un conjunto abierto, si A es real y A € p(T'), entonces p(T)
contiene puntos en el semiplano superior y el semiplano inferior. Por el teorema 2.15 ha de
tenerse que o(T) C R, y por la proposicién anterior, T' es autoadjunto. ]

Lema 2.18. Sea T un operador con dominio denso en H. Si X € 0,(T), entonces A € a,(T*).

Demostracion. Si A € 0,.(T'), entonces Im(T — AI') no es denso. Por tanto,

{0} # Im(T — M) = Ker (T* - \I) .
Por tanto, A € o,(T™). O
Proposiciéon 2.19. El espectro residual de un operador autoadjunto es vacio.

Demostracion. Sea T un operador autoadjunto y supongamos que o,(7) es no vacio. Sea A €
0,.(T). Por el lema anterior, tenemos que A € 0,(T*) = 0,(T). Puesto que el espectro de T es
real por la proposicién 2.16, tenemos que A = A € 0,,(T). Esto es absurdo pues o,.(T) y o,(7T)
son disjuntos. Entonces, o,(T) = (. O

Ejemplo 2.20. Vamos a hallar los espectros de los operadores 1, Ty v T3 del ejemplo 1.24.
Recordamos que sus dominios son

Dy, = {f € C([0,1]) : f absolutamente continua con derivada f’ € LQ([O, 1])} :
Dy, ={f € Dy, : f(0) = f(1)};
Dy, ={f € Dy, : f(0) = f(1) =0};

y vienen dados por Ty, f = if’ para f € Dy, , k = 1,2,3. Consideramos ademds el operador T
que actia de la misma manera en el dominio Dy, = { f €Dy : f(0)= O}, denso por estar Dy,
contenido en él.

En primer lugar, consideramos Ty y veamos que 0,(7;) = C. Sea A € C. Entonces es un
autovalor si existe un f € Dy, tal que

(T, = M) f =0 < if = \f.
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Esta ecuacién diferencial da lugar a la solucién f(z) = ae T ¢ Dy, a € C, con lo que A es un
autovalor.

Antes de ver los demds casos, notamos que la resolvente Ry (7T},) estd definida en L?([0, 1]) si
para todo g € L?([0,1]) existe un tnico f € Dy, tal que

(Tk_AI)f:g7 k:1727374-
Esto se traduce en la ecuacién diferencial
if —\f =g, (2.9)

sujeta a la condicion de contorno que establece cada dominio Dy, , distinta en cada caso. Primero
resolvemos la ecuacién general. Consideramos un factor integrante ¢”*® y, haciendo algunas
manipulaciones, obtenemos que

e[ (@) + (iXe™) f(z) = —ie™ g (),

que podemos escribir como

(€™ f(x)) = —ire™ g ().

Integramos en el intervalo [0, 2] para obtener que

flz) = e /O " _ieMg(t)dt + F(0)e . (2.10)

A partir de esta solucién, donde f(0) atin estd por determinar, aplicamos las condiciones de
contorno y obtenemos las soluciones en cada caso.
El operador T), exige aplicar la condicién de contorno f(0) = f(1). Llegamos a que

1
_ e—’i>\ — e—i)\ _,L-eikt ]
(1— ) 7(0) A o(t)dt

Suponiendo de aqui en adelante que (1 —e~™) # 0, es decir, A ¢ {27n : n € Z}, y sustituyendo
n (2.10), se tiene que

) x ) —iA 1 )
f(z) =e ™ (/ —ieMg(t)dt + 6_1/\/ —ie’)‘tg(t)dt> .
0 l—e 0

Entonces, tenemos que existe un tnico f € Dy, tal que Ry(Ty)g = f. Por tanto, R)(T5) estd
definido en L?([0, 1]). Este operador estd acotado:

—ix ‘ i e~ ! Mg
(- ”d”l—e—m/ )|
/| z)\t ‘dtH
/|—ze”‘t \dt)
(2.11)

I1RA(T2)g]l =

—iA )\t
< [l - gDt + |+

swimmg(/| g \w+h

< e o - m / | —ie™g(t)|dt
. efi)‘ .

= &7l - |1+ T | | —ie™g(x)
. e_i)‘ .

< el - {14+ [N €] - Nlgll,
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donde en el tltimo paso se aplica la desigualdad de Holder. Por tanto, si A ¢ {27n : n € Z},
entonces A € p(15).

Por otro lado, la ecuacién if’ = Af tiene soluciones f(z) = ae™™* a € C. Si f € Dy,
entonces f(0) = f(1), lo cual ocurre si 1 = e~ es decir, A\ € {27n : n € Z}. Asi, tenemos
que 0,(Ty) = {27n : n € Z}. Determinamos entonces que p(Ty) = C\ {27n : n € Z} y
o(Ty) = 0,(Ty) = {27n : n € Z}.

En el caso del operador T, sea A € C y tomamos h(z) = ae”* € L?([0,1]) con a € C
arbitrario. Entonces, si f € Dy,

1 1 } 1 .
(T, — M) f. h) = /O Gf = APk = ia /0 F(6)eMdt + ia /0 iGN £ (1) dt

1 1
= ia / ez‘)\t i 7 _ 7 —a ei)\t / —
—ia [ PN+ i(10)h0) - 10RO ~a [N par) =0,

pues f(0) = f(1) = 0. De esta manera, para cada A € C existe un subespacio unidimensional
{ae™™! : o € C} ortogonal a Im(Ty — AI). Entonces R, (T3) no puede tener dominio denso para
ningtin A, luego o(73) = C. Ademds, la ecuacién if’ = A\f con soluciones de la forma f(z) =
ae” ™ o € C, solamente admite la solucién idénticamente nula tras aplicar las condiciones de
contorno f(0) = f(1) = 0. Luego ningtin A € C es autovalor, es decir, 0,(73) = (). Ademas,
tenemos que o, (T3) = o(T3) = C.

Por tltimo, consideramos T); y la ecuacién (2.9). La solucién (2.10) tras aplicar la condicién
de contorno f(0) = 0 se reduce a

f(z) =e ™ /Ox —ieMg(t)dt.

Esta solucién tnica indica que R, (7)) esté definido en todo L?([0,1]). De forma similar a (2.11),
se comprueba que . '
IRA(T)gll < lle™ oo - 1] - llg]l -

Por tanto, Ry (Ty) esta acotado para todo A € C y tenemos que p(Ty) = Cy o(T,) = 0.

Este ejemplo demuestra la dependencia del espectro con el dominio de un operador. Los
operadores T}, solamente difieren en su dominio y sin embargo presentan espectros muy distintos.
Ademas, observamos que una extension de un operador no tiene por qué conservar el espectro:
tenemos que T C Ty, o(Ty) = C y o(Ty) = 0. Veremos cémo se comportan los espectros bajo
extensiones en la proposicién 2.21.

Estos operadores ponen de manifiesto algunas diferencias con los operadores acotados en
espacios de Hilbert complejos. En primer lugar, un operador autoadjunto no acotado puede
tener espectro no acotado [7], como muestra T,. Ademds, un operador acotado siempre tiene
conjunto resolvente y espectro no vacios [7], a diferencia del caso no acotado, como indican T}
y Ty.

Por otro lado, el operador T sirve para comprobar que el reciproco de la proposicién 2.19
no es cierto: 7j es un operador con espectro residual vacio (pues o,(7;) = C) y sin embargo no
es autoadjunto.

Proposicion 2.21. Sea T : Dy — H un operador lineal y sea S una extension de T'. Entonces,

a) 0,(T) C 0,(S).
b) 0,.(T) D o,.(S).
c) o.(T) Co.(S)Ua,(S)

Demostracion.  a) Si A € 0,(T), existe un x € Dp C Dg no nulo tal que \z = Tx = Su.
Entonces, A € 0,(5).
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b) Si A € 0,(5), entonces R, (S) existe pero no tiene dominio denso. En primer lugar, Ry (T)
existe pues como S — Al es inyectivo, también lo serda T' — A\I. En segundo lugar, puesto
que Im(T — AI) C Im(S — A1) y Im(S — AI) no es denso, Im(T" — \I) tampoco es denso y
R, (T) no tiene dominio denso. Por tanto, A € o,(T).

c) Sea A € 0.(T). Entonces Ry(T) existe, tiene dominio denso y no estd acotado. Si no
existe ) (S), entonces A € 0,(5). Si existe R,(S), entonces tiene dominio denso al serlo
Im(T — AI) y como Ry(T) no esté acotado, tampoco lo estd Ry(S), pues (T — M)~ C
(S — XI)~L. Por tanto, A € 0.(9).

O]

Ejemplo 2.22. El ejemplo anterior muestra que las contenciones pueden ser estrictas. En primer
lugar, T, C Ty y {27n : n € Z} = 0,(1) S 0,(T}) = C. En segundo lugar, T5 C Ty y

C = 0,(T3) 2 0,(T5) = 0. Por tltimo, si tomamos T} y T, de nuevo, podemos observar que
0= UC(T2) - Up(Tl) = C, luego JC(T2) - UC(TI) U Gp(TI)'

Definicion 2.23. Sea T : Dy — H un operador lineal. Se dice que A € C es un autovalor
aprozimado de T si existe una sucesién (z,,),cn de elementos de D tal que ||z, || = 1 para todo
neNy (T'— M)z, — 0.

El conjunto de los autovalores aproximados es el espectro puntual aprozimado y se denota

por og,.

Este concepto permite dar una definicién equivalente a 2.2 que evita hablar del operador
resolvente Ry (7).

Proposicion 2.24. SiT es un operador lineal con dominio en un espacio de Hilbert, se verifican
las siguientes afirmaciones:

a) A€ p(T) siy solo si T — A es inyectivo, Im(T — M) es denso y A ¢ 0,,(T).
b) A€ o,(T) siysolosiT— A no es inyectivo. Ademds, \ € o,,(T).
c) A€o (T) siysolosiT — X\ es inyectivo, Im(T' — X ) es denso y A € 0,,(T).

d) A€ o,.(T) siy solo siT—M es inyectivo y Im(T — \I) no es denso (X puede ser autovalor
aproximado o no).

Demostracion. En primer lugar, observamos que la inyectividad de T'— I equivale a la existencia
de R). También, la densidad de Im(7" — M) = Dp, equivale a que R, tenga dominio denso.
Entonces, para probar las equivalencias necesitamos conocer qué ocurre con la acotacion de Ry
en funcién de si A es autovalor aproximado o no.

Observamos que las equivalencias en (b) y (d) son inmediatas tras la consideracién anterior.
Resta probar que o,(T) C 0,,(T). Sea A € 0,,(T') y sea x un autovector. Definimos

T, = Vn € N.

Entonces ||z, =1y (T — M)z, = 0 para todo n € N, luego A € 7,,(T).

En lo que resta de demostracién, supongamos que R, existe. Veamos que si A € 0,,(T),
entonces Iy no estd acotado. Sea A € 0,,(T'). Entonces existe una sucesion (z,,),cy de elementos
de Dy con ||z,| = 1 para todo n € N tal que

(T — M)z, —> 0.
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Sea y, = (T — A\I)z,,. Entonces ||y, || — 0 y cada y,, es no nulo por ser cada x,, no nuloy T'— A

inyectivo. Definimos z,, = y,,/||y, |- Entonces, ||z,|| =1y
" 7% 7% (R (74|

Puesto que ||y,|| — 0, el conjunto {Ryz, : n € N} no estd acotado, y por tanto R, no estd
acotado.

Por otro lado, supongamos que A € o,(T'). Entonces Ry no estd acotado y existe una sucesién
(Yn)nen de elementos de Dp, = Im(T — AI) con ||y, || = 1 tal que

[ BAYn || — oo

Sea Ty = R)\yn Y Zn = xn/ Hmn” Entonces, Han =1ly

T — M 1
(T = ADz, |l _ llynll _ 0

(T — Az - = .
(e lzall 1 RAYnl

Por tanto, A € o,,(T).

Hemos visto asi que A € 0,,(T) implica Ry no acotado y que o.(T) C 04,(T).

Si Ry existe y tiene dominio denso, y A € 0,,(T), tenemos que R\ no estd acotado y por
tanto A € o.(T"). Teniendo en cuenta que 0.(1) C 0,,(T), esto demuestra (c).

Si A € p(T), entonces R, estd acotado, por lo que A ¢ o,,(T). Por otro lado, puesto que
p(T) y o.(T) son disjuntos, si R existe y tiene dominio denso, entonces o bien A € p(T') o bien
A€o (T). Si A ¢ 0,,(T), entonces A & 0.(T), y por tanto A € p(7T'). Esto demuestra (a). O

De la primera afirmacion se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.25. El espectro aprovimado o,,(T) de un operador T estd contenido en su espectro

o(T).
También se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.26. FEl espectro de un operador autoadjunto T coincide con el conjunto de autova-
lores aproximados.

Demostracion. Por la proposicién 2.19 tenemos que o,.(T) = . Entonces, o(T') = 0,(T)Uo.(T).
Por la proposicién anterior, tenemos que o(1") C 0,,(T'). La contencién contraria es consecuencia
del corolario anterior. O

2.2. Teorema espectral de operadores unitarios

En esta seccidon probamos el teorema espectral de operadores unitarios que, mediante la
transformada de Cayley, sera fundamental a la hora de probar el teorema espectral de operadores
autoadjuntos. Seguimos el enfoque de [16]. Denotamos la circunferencia unidad por T = {\ €
C:|A =1}

Proposicién 2.27. Sea U : H — H un operador unitario en un espacio de Hilbert complejo H.
Entonces, o(U) C T.

Demostracion. Tenemos que U~ = U* y U es una isometria. Por tanto, |U| = ||[U*|| = 1.
Sea A € C. Si |A| < 1, tenemos que U — X[ = U(I — A\U*) y ||[\U*|| < 1. Por la serie de
Neumann aplicada a AU*, tenemos que (I — A\U*)~! existe y estd en L(H), luego también existe
(U — XI)~! € L(H). Por tanto, A € p(T).

Si|A| > 1, tenemos que U—AI = —A(I-U/N),y |[U/A| < 1. Por la serie de Neumann aplicada
a U/, tenemos que (I —U/\)~! existe y estd en L(H), luego también existe (U — )~ € L(H).
Entonces, A € p(T).

De esta manera, ha de tenerse o(U) C T. O
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Definicién 2.28. Sea X un conjunto no vacio, {2 una g-algebra de subconjuntos de X y sea H
un espacio de Hilbert. Una medida espectral en (X, <), H) es una aplicacién E :  — L(H) que
verifica que

a) E(A) es una proyeccién ortogonal (definicién B.27) para todo A € Q.
b) E(X)=1y E(0)=0.

c) (Aditividad numerable) Si (A4,,),en C €2 son disjuntos dos a dos, entonces

(UA):L‘_ZE )z para todo z € H.

neN neN
d) E(ANB) = E(A)E(B) para todos A, B € Q.

Observacién 2.29. Si A; N A, =0, entonces 0 = E(A)E(Ay) = E(Ay)E(A;). Por tanto, si
y1 €ImE(A)), yp € ImE(Ag) y E(A})zy =y, E(Ag)zy = ys, se tiene que

(Y1, Y2) = (E(A1)z1, E(A9)z9) = (E(A2) E(A1)z1,29) = 0,

por ser autoadjuntas las proyecciones ortogonales (proposicién B.28). Por tanto, las imagenes
de E(A,) y E(A,) son ortogonales.

De la definicién se deduce el siguiente resultado, cuya demostracién encontramos en [2].

Proposicién 2.30. Sea E una medida espectral en (X,Q, H) y sean z,y € H. Entonces la
aplicacion E, ,, : Q@ — C definida por

By y(A) = (E(A)z,y)
es una medida compleja en Q. Ademds, la variacion total de E, , es ||E, || < ||z - [|yl|.
Demostracion. Siz,y € H, (A,),eny C Q disjuntos dos a dos, tenemos que
neN neN neN neN

por continuidad del producto interno, luego £, , es numerablemente aditiva. Por tanto, E, , es
una medida compleja.

Por otro lado, sea {Ay,...,A,} una particién medible de X y sean a;; € C con |a;| = 1 tal
que [(E (A;) z,y)| = a;(E (A;) ,y) para 1 < j < n. Entonces,

DB, (A= a(B(A)ay) = (Y E(A))(a;z),y) < || ZE )| - llyll;
j=1 j=1 j=1

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Ahora, {E (A;) () : 1 < j < n} es un conjunto de

elementos de H ortogonales dos a dos, por la observamon anterior. Entonces,

1D B ()] = Z!%! 12 (A;) z|* = HZE al? = E( U el < ),
j=1 j=1

luego >0 |E, ,(A))] < [lz|| - [ly]|. Por definicién de variacién total (C.23), tenemos que

1Eqy

< [l [yl

completando la demostracién. O
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Observacién 2.31. La medida E, , es una medida positiva: si A € Q, por ser E(A) proyeccion
ortogonal (autoadjunto e idempotente), tenemos que

E

z,:p(

A) = (B(A)z,2) = (B(A)*w,2) = (B(A)z, B(A)z) = ||[E(A)z]* > 0.

El préximo resultado, demostrado segun [2], da sentido a la integral con respecto a una
medida espectral.

Proposicién 2.32. Sea E una medida espectral en (X,Q, H) y sea ¢ : X — C una funcion
Q-medible acotada. Entonces, existe un unico operador A € L(H) tal que para cualesquiera e > 0
y {Aq,..., Ay} particion de X con A; € Q tal que

sup{’qﬁ(:c)—qﬁ(fn')‘ :x,x’GAk} <eg, 1<k<n, (2.12)

se tiene que

HA =) blm) E(A) | <, (2.13)
k=1

para todo x;, € A;. Este operador se denomina integral de ¢ respecto de E y se denota por
A= [y ¢dE. Ademds, para g,h € H,

(Ag, h) = /X PdE, - (2.14)

Demostracion. Si ¢ es una funcion acotada, entonces es integrable con respecto de cualquier
medida compleja. Entonces, definimos

B(g,h) = /X ¢dE, ) para cada g,h € H.

Por la proposicién precedente, B es una forma sesquilineal (definicién B.29):

a) Es lineal en el primer argumento: si o, 5 € C, g1,¢99,h € H, A € Q entonces

Eogi+6g:,0 (D) E(A)(agy + Bga), h)
a(E(A)gy, h) + B{E(A)gy, h) = aEy 1 (A) + BEy, 1(A),

luego Eng 4 8gyn = @Eg 1+ BEg, 1y
B(agy + Bgy, h) = /X ¢dEag, 1 8gs,h

—a / GdE, » + / $dE,, = aB(g,h) + BB(ga. h),
X X

donde hemos usado la proposicién C.21, por la cual la integral es lineal con respecto de la
medida.

b) Es antilineal en el segundo argumento: si a, 8 € C, g,hy, hy € H, A € 2 entonces

By ahy+6hs (A) = (E(A)g,ahy + 6{12> )
= d<E(A)ga h’l) + /8<E(A)g, h‘2> = dEg,h1 (A) + /BEg,hg (A)7

luego Eng, 4 ggon = 0By, + BEg,hz y
B(g, Oéhl + BhQ) = /); qdeg,ahH—ﬁhg

iy / $dE, , + B / $dE, . = aB(g,h) + BB(ga ).
X X
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Ademas,

B(g,h>|—' [ a8, < [ 16laEul < ol [ diE,
16l 1Byl (X) < 1]y - ] - 121

Por el teorema de representacién de Riesz para formas sesquilineales B.30, existe un tinico
operador A tal que B(g,h) = (Ag, h) para todos g, h € H. Asi, queda probado (2.14).

Sea {Ay,...,A,} una particién de Q que verifique (2.12). Si g,h € H y z;, € A} para
1 < k < n, entonces

‘Agh Z¢ o) (B (Ag) g, h ] ‘/qdegh—Zeb wp) By p (D)
Z / )qdeg,h—Zf(:rk) IRCE -/,
< Z/ ¢ (zp)| d|E, 4l(x) < e/XdrEg,m =e||E, 4l <elgllnll.

Por la proposicién B.22, tenemos (2.13). Veamos que A es el tinico operador que satisface (2.13):
si B € L(H) verifica (2.13), para cada € > 0 consideramos una particién {A,,..., A, } de X que
verifica (2.12). Si z, € Ay, se tiene que

H Z¢ rp) E

Ty) )dEg,h(f’«“)

@) | <

Entonces,

n

HA—BIISHA—ZM%)E A

k=1

zn: & (z3) E (Ay) — BH < %,

k=1

luego A = B. O

Observacion 2.33. Si ¢ es una aplicacién medible y acotada, la existencia de particiones
verificando (2.12) para cualquier € > 0 se deduce de la aproximacién de funciones medibles por
funciones simples (consultar por ejemplo el teorema 2.10 de [3]).

La integral con respecto a una medida espectral asi definida tiene las siguientes propieda-
des [2].

Proposicién 2.34. Sea E una medida espectral en (X,Q,H) y sean ¢, : X — C funciones
Q-medibles acotadas. Entonces, se verifican:

a) La integral es lineal: dados «, 3 € C, se tiene que
/ (ap + Bip)dE = a/ ¢dE + ﬁ/ YdE. (2.15)
X X X

b) La integral es multiplicativa:

/X SpdE = ( /X ¢dE) : ( /X 1/1dE>. (2.16)
/X 4B = ( /X 6dE)’. (2.17)
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d) Para todo g € H se tiene que

(o)

Demostracion. Sean € > 0y {Aq,...,A,} una particién de X con A; € Q tal que

= /X |¢I°dE, ,. (2.18)

sup{|w(z) —w(@)| : z,2" € Ay} < ¢

para w € {¢, ¥, oY, ap + P, ¢} y 1 < k < n. Puesto que w es medible y acotada en todos los
casos, tenemos que si x3, € Ay, 1 < k < n,

H /deE— ;w(xk)E(Ak)

Entonces,

H/X(agi)Jrﬂ@b)dE— (a/ngdE+B/ wdE)H

sH [ (@04 80)dE = 3 (o) + Bl BB

k=1
kznjl(aé(kaﬁw 1)) /qﬁdE—FB/ YdE H
<ctlaf kfj:lw(xk)E(Ak)— /X ¢dEH+B| kz 80— [ wdEH

<e(l+ |af +8]).

Como ¢ es arbitrario, tenemos (2.15).
Por otro lado, tenemos que

|foowaz=(foam) ([ ovom)]

<| [ ovar - égb(xk)w(xk)E(Ak)
| S otwvrn - (S owpe)) (v Es,)|
k=1 i=1 j=1
(3 etwz @) (S vanman) - [ oar)( [ var)|

El primer sumando es menor que € por la proposicién 2.32. Como E(A;)E(A;) = E(A;NA;)y
{A{,...,A,} es una particién, tenemos que

(3 0B (300l B) = 3 slaia (A,
i=1 Jj=1 k=1

(2.19)

93



y el segundo sumando de (2.19) se anula. Para el tercer sumando, obtenemos que

| ooz @) (Gvepmen) - (foae) (fovos)

<[(Stram ) Sy on) - (S etramian) )|
(S weomn) ([ was) - ( [ oar)( [ va)|
(Somman) (S veman - [ var)]

(g ummian - f a2 </XWE>H

Veamos qué ocurre con estos términos. Puesto que

1> dla) E(A)gll* = ZII¢ Adgll* < llgll3 Z 1E(A)gl1* < llolZllgl?,
i=1

para todo g € H, tenemos que

H <zn:¢(xi)E(Ai)> (iw%wmj) —/ 1/)dE)
=1 j=1 X

<[[(Zotwen)
i=1
Ademaés, como

([ vag)a.mi=| [ viz,

para todo g, h € H, tras usar la proposicién B.22, obtenemos que
[(C otz - [ oam)( [ vae)|
i=1 X X

- [ oam)|| ([ vam) | <<l

Con estas consideraciones, (2.19) se reduce a que

n

NS vy - [ wa)| < olee

J=1

< ||¢||oo/XdlEg,h! <|1¥lls - lgll - IA1l,

< ’ OIIEH2A

H/XWdE— (/){qﬁdE)(/X@/;dE)H < e+ 6llo + [¥]lo0)-

Como ¢ era arbitrario, se tiene (2.16).
Para el tercer apartado, puesto que

(D o@BA) =3 dm) BA)" =3 dlan) ()
k=1 k=1

k=1
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por ser cada E(A,) autoadjunto, tenemos que

o~ o] < ) - (Foms ]
= /qde Z‘ch Ak>H
= /XquE—;gj)(xk)E(Ak

< 2e,

i&(ack)E(Ak) - [ oa

; ) - [ ]
kz / ¢dEH

y se tiene (2.17).
Por dltimo, por los apartados anteriores se tiene que

/ (;SdE / (;SdE / gde / gde / ¢>¢>dE / |¢|2dE.

Entonces, si g € H,
([ ear) ([ oar)a.g)=( [ 167a8)g.0) = [ 16PaE,,

(o) -

y queda probado (2.18). O

Fl siguiente resultado permite asociar a cada funcién continua un operador, con el objetivo
de dar sentido a la expresién ¢(7'), si g es continuaen Ty T € L(H).

Proposicién 2.35 (Calculo funcional). Sea U un operador unitario en H. Entonces, existe un
homomorfismo de dlgebras F : C(T) — L(H) que verifica que F(z) = U y F(g) = F(g)* para
cada g € C(T). Ademds, ||F| = 1.

Demostracion. Sea U un operador unitario en H, y sea

No
P={p:T—>C:p(z)= ) a,z", Ny €Z, Ny € Z,N; < N,}
n=N1

el espacio de los polinomios trigonométricos con la norma del supremo. Se define en primer lugar
F:P — L(H) por

Na
F(p)=p(U)= )Y a,U" sip(z Zaz
n=N1 n=N1

Esta aplicacion asi definida tiene las siguientes propiedades:

a) F es lineal: si p;(z) = nNQNl a,z", py(z) = Zr]:/[:QMl b,z", y suponemos que M; = N; y

M, = Ny, tenemos que

Na
F(aypy + agpy) = (anpy + agpa)(U) = Z (ara, + azb,)U"
n=N1

N2
= Z (a1a,U" + agb,U") = aypy (U) + agpa(U) = ay F (py) + o F' () -

n=N1
Si M; # Ny y My # Ny, podemos tomar K; = mln{Ml,Nl} y Ky = max{My, Ny} y
escribir py(z) = fj K, @n2", P1(2) = Zn i, bn 2", donde los nuevos coeficientes que no

estaban en los conjuntos de indices originales se toman como nulos.
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b)

F es multiplicativa, es decir, F'(p;py) = F(p;)F(ps): al igual que antes, podemos suponer

pi(z) = nNiNl a,z", pa(z) = iviNl b,,z". Entonces,
N2 N2
F(pipy) = F( Z anbkzn+k) = Z ankan+k
n,k:N1 n7k:N1
N2 N2
= (> @) (X uU*) = Fo)Fipy).
n=N1 n=N1

Se cumple que p(U) = p(U)* : en primer lugar, tenemos que 1 = |z|2 = 2z, por lo que
Z=z1cPy

I=F(1)=F(|z|°) = F(2z) = F(2)F(2) = F(2)F(2).

Entonces I = UF(z) = F(2)U, luego F(z) = U~! = U*. Por tanto, si p(z) = nNiNl a,z",
por linealidad y multiplicatividad de F,

N2 NQ N2 N2
pU)=Fp)=F()_ a,2")= Y a,F)"= > a,[0")" =Y a,[U")"
n=N1 n=N1 n=N1 n=N1

Usando la proposicion B.26, tenemos que

No Na

p(U)* = ( S anU”>* =3 a4,

n=N1 n=N1
Entonces, p(U) = p(U)*.

Si p(z) > 0 para todo z € T, entonces (p(U)x,x) > 0 para todo = € H :

Sip € P es tal que p(z) > 0 para todo z € T, por el teorema de Fejér-Riesz D.1, existe un
polinomio ¢ € P tal que p = |¢|2. Por tanto,

pU)z,z) = ((q9)(U)z, ) = (q(U)q(U)z, x)
= (a(U)"q(U)z, x) = (q(U)z,q(U)z) = [|a(U)z|* > 0.

La norma de F es 1: sea p € P y tomamos ¢(z) = ||p||%, — [p(2)|> > 0. Entonces,

q(U) = Il = p(U)*p(U),

y por el punto anterior,

Ipll3e - Izl = {p(U) p(U)) 2, 2) = {(lIp|3%] = p(U)*P(V)) @, 2) > 0.

Entonces,
Ip(U)z])* = (p(U)z, p(U)z) = {p(U)*p(U)z,2) < ||p[|% - [|=||*,

por lo que [[p(U)z] < []plls - Iz, lnego [[F(p)l| = [lp(U)|| < [|pllsc- Tenemos asi que
|F|| < 1. Por otro lado, si tomamos p(z) = 1 para cada z € T, entonces p(U) = I y se
tiene que [|F|| = [[p(U)|[/[[plloc = 1.

Ahora, como F es acotada y L(H) es un espacio de Banach, por el teorema A.16, F' se extiende

a P, es decir, al espacio C(T) de las funciones continuas con la norma del supremo, y lo hace

de forma lineal, continua y con la misma norma. Por continuidad, se mantienen las propiedades
anteriores para F' en C(T). O
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Con esto, podemos enunciar y demostrar el resultado principal de esta seccién. Consideramos
la o-algebra B de Borel en T.

Teorema 2.36 (espectral de operadores unitarios). Si U es un operador unitario en un espacio
de Hilbert complejo H, entonces existe una tunica medida espectral E en (T,B, H) tal que para
todo n € 7, se tiene que

u" = / 2"dE(z). (2.20)
T
Demostracion. Daremos la demostracion en varios pasos.

1) Buscamos una familia de medidas {u, : © € H} tal que

Oz.2) = [ (o)

para todo n € Z.

Sea x € H fijo. Definimos la sucesién
cp(z) = (U x,x), ne€Z.
La medida espectral E que buscamos debe verificar que
u" = /Tz"dE(z)

para todo n € Z, y en particular,

(U, o) = /T B, ,(2)

para todo z € H, n € Z. Entonces, la medida pu, debe ser tal que

cp(x) = (Utz,x) = / 2"dpy(2). (2.21)
T
Si N eN, X\, A\q,..., Ay € C, tenemos que
N o N ' o N '
S @A = > (U Fr )\ = > (AU, A\ U )
J,k=0 k=0 §,k=0

N ' N N ' 9
= N, S N UF) = H 3 AjUﬂxH > 0.
0 k=0 j=0

Por el teorema de Herglotz D.15, la medida p, que verifica (2.21) existe y es tinica. Ademas, es
una medida de Radon positiva. Tenemos entonces la familia de medidas que buscamos.

2) Buscamos una familia de medidas { Pay 2,y €H } tal que

<Un$)y> :Aznduw,y(z))

para todo n € Z.

Es sencillo comprobar que

(U y) = 1 (0" (@ + )z +y) — (0@~ )z — )

+ £(<U"(w +iy),x +iy) — (U™ (z — iy), x — iy)),
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por lo que al definir

1 1 1 1
lu:v,y(A) = Z/‘Lx-l—y(A) - Zux—y(A) + Z:ux-i—zy(A) - Zluac—zy(A)

tenemos las medidas que buscamos, que ademas también son de Radon.
3) Fijado A de Borel en T, j, ,(A) es una forma sesquilineal con respecto de z,y.
Sia,fgeC,
[ bty 522 = (U @1+ 522) ) = a(U"1,0) + U™

—a /T dpiy, (2) + B /Tr iy, (2) = /T 2 (g, o (2) + Bty (2))

para todo n € Z. Por linealidad, si f es un polinomio trigonométrico, tenemos que

/ F(2) bty g g (2) = / F2) (0t () + Bty (=)
T T

Por el teorema de aproximacién de Weierstrass y el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue, la igualdad también es cierta para funciones continuas. Entonces, por el teorema de
representacion de Riesz para funcionales acotados C.33, se tiene que figg, 15,y = Qhly, 4+ Blg, 4

[0eg0 Loy 4asy (D) = apiy, (A) + Blig, ,(A).

Por otro lado, tenemos que

/Tzndux,y(z) = <U7nx7y> = <l’, Uny> = (U"y,a:) = /Tz”duy,w(z) = /Tz”duy@(z),

para todo n € Z, donde hemos usado la proposiciéon C.22 y que como z € T, se tiene 1 = |2|" =
272" luego z" = 2z~ ". Entonces, se puede razonar anilogamente a lo anterior y deducir que

fgy (D) = py, (A). De esta forma, tenemos que i, (A) es una forma sesquilineal simétrica con
respecto de x, .

4) Por linealidad de la integral y del producto interno, se tiene que

()5 = | D)y, (2) para todo a,y € H.
T

Entonces, si F' es la aplicacion de la proposicion 2.35,

(F(g)z,y) = /T 9(2)dts (=), (2.22)

para todo g € C(T), z,y € H. En efecto, si g € C(T), por el teorema de Stone-Weierstrass existe
una sucesion (p,,),eny C P que converge uniformemente a g. Entonces, puesto que las integrales
con respecto de medidas complejas son funcionales continuos (teorema C.33) y aplicando la
continuidad del producto escalar, se tiene que

(F(g)z,y) = ( lim p,(U)z,y) = lim (p, (U)z,y)

n—oo n
= 1tm [ po(2)duy(2) = / ltm po(2)djuy () = / 9(2)di (2).
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5) Por el teorema de representaciéon de Riesz para funcionales acotados C.33, tenemos que

sil,, (9)= Jr 9dp,. , para cada g € C(T), entonces

1z yll = 1€, , || = sup {‘/ngux,y 19 € C(T), [lglles < 1}

= sup {[{F(g9)z,y)| : g € C(T), llglloc <1}
< sup{[|[F ()l - [[=]| - [[yll : g € C(T), [|glloe < 1} < [zl - Iy,

(2.23)

ya que [[F| = 1, por lo que [[F(g)[| <1 cuando [|g]|o < 1. Por tanto, ||pg,[| < ||z[| - [lyll

6) Buscamos extender F' al espacio B(T) de las funciones complejas medibles Borel y aco-
tadas en T.

Fijamos g € B(T). Definimos

/Bg(x7y):/1rg(z)duw,y(z)

para cada x,y € H. Al igual que en la demostracién de la proposicién 2.32, tenemos que f3,
es una forma sesquilineal acotada con [|3,]| < [|g||«- Por el teorema de representacion de Riesz
para formas sesquilineales B.30, existe un tinico operador A, € L(H) tal que 3,(z,y) = (A,2,9)

¥ [14g]] < llgllo-

Definimos ahora F : B(T) — L(H) por F(g) = A, para cada g € B(T). Esta aplicacion estd
bien definida, [|F(g)]| < gl ¥

(F(g)z,y) = /Tg(z)dp%y(z) para todo z,y € H. (2.24)

Comprobamos que F' es una extension de F':

a) Por (2.22) y (2.24), se trata de una extensién.

b) Es sencillo comprobar que F eslineal, y si z,y € H,

(Flg)e,y)]| = ] [ o6
< /T 19(2)|dlttay (2)] < N9l /T dltt2y(2)] < llloo - 2]l - 1911

luego HF’ | < 1 por la proposicién B.22, y al igual que en la proposicién 2.35, tomando
g(z) = 1 se comprueba que ||F|| = 1.

¢) Se tiene que F(j) = F(g)*: para todo z,y € H,

(Flg)e,y) = (Az,y) = (A y.2) = /T 9(2)dpty o (2)

_ /Tr 9 g, (2) = (A, y) = (F(G)z, y)

d) F es multiplicativa: partimos de la multiplicidad de F en C(T). Sean z,y € H. Si f € C(T),
para cada ¢ € C(T) tenemos que

/TsOfdux,y= (F(pf)zy) = (F(N)F(p)z,y) = (F(e)a, F(f)"y) =/Tsodux,p(f)*y-
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Por el teorema de representacién de Riesz para funcionales acotados C.33, esto implica que
fdpg, = dp, F(f)*y . Entonces, si g € B(T), tenemos que

LGy = [ o, sy )

luego . ) ) o
(F(fg)x,y) = (F(g)z, F(f)"y) = (F(f)F(g)x,y).
Tenemos asi que si f € C(T) y g € B(T), entonces F(fg) = F(f)F(g). Como F(f)F(g) =
F(fg) = F(g9)F(f), se tiene que

(F(f9)z,y) = (F(/)F(9)x,y) = (F(9)F(f)z,y) = (F(f)z, F(9)"y).
Esto implica que

| £y () = [5G, g, (2

para todo f € C(T) y g € B(T), por lo que gdu, , = dpu, F(g)*y POT el teorema C.33 (gdp, ,
es una medida de Radon por serlo p, ,, y ser g medible y acotada). Entonces, si g, h € B(T),
tenemos que

F ). = [ (a0 (diey(z) = [ B, pp, (2
= (F(h)z, F(g9)"y) = (F(9)F (h) z,y)
para todo x,y € H, luego F (gh) = F(g)ﬁ’ (h) y F es multiplicativa.
7) Definimos para cada A de Borel en T el operador
E(A) = F(xa) € L(H),

donde x A es la funcién caracteristica del conjunto A. De la definicién tenemos que

(B(A)z,y) = (F(xa)z,y) = /TXA(Z)d:UJ;r,y(Z> = iy (D).
Adems4s, es una medida espectral en T:
a) E(A) es una proyeccién ortogonal:
E(A)Q = F(XA) F(XA) = F(XAXA) =F (xa) = E(A),
luego es idempotente. Por otro lado,
E(A)* =F(xa)" = F(Xa) = F (xa) = B(A)

luego es autoadjunto y por la proposicién B.28, es una proyeccién ortogonal.
b) Se tiene que E(T) = F(xg) = F(1) =1y E(®) = F(xy) = F(0) =0 .
C) Sl Al? AQ S B,

E(ANAy) = (XAmAz)

'“ijz
aST

(Xarxa,) = F (xa,) F (xa,) = E (A1) E(Ay).
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d) Sean (A;);en C B conjuntos disjuntos dos a dos. Entonces,

l l

ZE(AJ) = ZF(XAj) = F(ZZ:XA]') =F (XU_lj:I Aj) '
=1

j=1 J=1
Definimos H,, = |J;,, Ay para cada n € N. Entonces, para cada 2 € H, tenemos que

HE( U Aj)g; - Z:?E(Aj)x

jEN

2

2
- HF<XUJ€NAJ‘>9€ - F <XU§:1 Aﬂ') !

= |E(xm,,)zl* = | E(H,y)z|* = (B (H,,) @, E (H,y,) x) = (E(H,,) , )

— (F(xa, ), z) = /T Xt (it o (2) = proa (H) = 3 piaal):

i>m

Por la aditividad numerable de p,, ,, esta expresion tiende a cero cuando m — oo y tenemos
la aditividad numerable de E.

8) Por tltimo, vemos que F(g) = Jp 9(2)dE(z) para todo g € B(T).
Dado € > 0, sea {Aq,..., A, } una particién de T de elementos de 2 tal que
sup{’g(az) —g (m')| cx,2’ € Ak} <eg 1<k<n.

Entonces, para cualesquiera z;, € Ay, 1 < k < n, tenemos que

Hg - Zn:g (k) XA,
k=1

< E.

o0

Puesto que | F|| = 1, se verifica que

‘ = Hﬁ(g) - Zn:g (z1) F (xa,) H

k=1

7@ S0 () B(8y)
k=1

<e,

o

n n
S {CE SISEo | EY1 TR PR SPIEA R
k=1 k=1
luego, por la proposicion 2.32, se tiene que
F(g) = / g(z)dE(z) paratodo g € B(T).
T
En particular, si g(z) = 2™, entonces F (g9) = U™, y concluimos que
u" = / 2"dE(z).
T

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que existe otra medida espectral G en (T, B, H) tal
que U" = fT 2"dG(z) para cada n € Z. Entonces, si p es un polinomio, tenemos que

/T p(:)EG) = [ p(2)G(:).

T

Por ser densos los polinomios en T por el teorema de Stone-Weierstrass y por ser la integral
respecto de una medida compleja un funcional acotado (teorema C.33), se verifica que

/ f(2)dE, ,(2) = / F(2)dG, (%)
T T
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para cada f continua y cada z,y € H. Aplicando de nuevo el mismo teorema, tenemos que

E,, = G, luego la igualdad anterior también se verifica para cualquier f medible y acotada.

Entonces, si A € B, tomando f = ya resulta que

(BE(A)r,y) = B, ,(A) = /T \adE,, = /T xadG,, = Gy, (A) = (G(A)z, y),

luego E(A) = G(A) y se tiene la unicidad.
O

En la demostracién anterior, el argumento que proporciona la unicidad se debe a [9], donde
aparece de forma explicita.
Esta medida espectral encontrada verifica una propiedad adicional.

Proposicién 2.37. SiU € L(H) es un operador unitario y A € L(H) conmuta con U, es decir,

AU =UA, entonces A conmuta con E(A) para todo A de Borel en T. Ademds, E sy, = Ey gxy-

Demostracion. Sean x,y € H, y sea p,, como en la demostracion del teorema. Para cada
g € C(T) se tiene que

/Eg(z>dux,A*y(z) = (F(g)z, A™y) = (AF(g)z,y) = (F(9)Az,y) —AQ(Z)dqu,y(Z)-

Por ser i, g+, Y Mag, medidas de Radon, por el teorema C.33 se tiene que fiz g« = Hagy-
Entonces, si A € B,

(AE(A)z,y) = (E(A)x, A%Y) = pig 4y (D) = prag (D) = (E(A) Az, y).
Por tanto, AE(A) = E(A)A. Ademas,
Eppy(B) = (B(A)Az,y) = (AE(A)z,y) = (E(A)z, A%Y) = E; 42y (D),

luego Eyy = Ey g+ O

2.3. Teorema espectral de operadores autoadjuntos

Recordamos que la transformada de Cayley relaciona operadores simétricos con isometrias
y operadores autoadjuntos con operadores unitarios (proposiciones 1.57 y 1.59). La inspiracién
para esta transformada fue la aplicacion
t—1i

-

t+1

una biyeccién entre R y T\ {1}. En vista de las propiedades espectrales, esta relacién es mas
aparente pues el espectro de un operador unitario estd contenido en T (proposicién 2.27) y el de
un operador autoadjunto estd contenido en R (proposicién 2.16).

Dado que esta aplicacion no estd acotada, parece conveniente extender la integral con respecto
a una medida espectral al conjunto de las funciones medibles (no necesariamente acotadas).
Seguimos el planteamiento de [13]. Para simplificar la lectura, dada una funcién medible acotada
denotamos por ¥(f) el operador dado por

wir) = [ fa

definido en la proposicién 2.32.
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Lema 2.38. Sean X un conjunto no vacio, Q) una o-dlgebra de subconjuntos de X, H un espacio
de Hilbert, E una medida espectral en (X,Q, H) y f: X — C una aplicacion medible. Entonces
se verifican las siguientes propiedades:

a) El conjunto D(f) definido como

D(f) = {:c c€H: /X fI%dE, , < oo}

es un subespacio denso de H.

b) Six,y € H, se tiene que

JndlEn | < ([ 1rPae.) " (225)

¢) Si f estd acotada y v = ([y fdE)z, entonces
dE, , = fdE, , (2.26)
para cada x,z € H.
Demostracion.  a) Sean x,y € D(f) y A € Q. Si z = x + y, entonces
IE(A)2]2 < (|1EA)] + [B(A)y])” < 21 BA)z|? + 2 E(A)y?,
pues para cada a,b € R se tiene que (a + b)? < 2a® + 2b%. Por tanto, teniendo en cuenta
que ||E(A)z|]? = (E(A)z, E(A)x) = (E(A)z,z2) = E, .(A) por ser E(A) autoadjunto e

T,r
idempotente,
E, . (A) <2E, ,(A) +2E, ,(A),

de donde se deduce que

/ B, , < / fPdQRE, , +2E,,) =2 / FPdE, , +2 / fPdE,, < oo,
X X X X

luego z € D(f) y D(f) es cerrado para la suma. Por otro lado, si a € C, entonces

Bopae(A) = (B(A)(ax), az) = o (E(A)z, 2) = |al*E, (D),

az,ox

por lo que

/ By e = / FPd(lal?E, ) = |of? / fPdE, . < oo,
X X X

luego ax € D(f) y D(f) es cerrado para el producto por un escalar. Con esto, D(f) es un
subespacio de H.

Veamos que es denso. Para cada n € N, sea A,, el subconjunto de X donde |f| < n, que
estd en Q. Siz € Im E(A,)), como E(A,) es proyeccién, se tiene que

E(A)z = EB(A)E(A)z=E(ANA,)z.

Por tanto, E, ,(A) = E, , (ANA,), con lo que

/ fPdE, , = / FPAE, , < n’]la]? < oc.
X An
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Tenemos asi que Im E(A,)) C D(f). Seay € H. Puesto que X =72 A, v A, C A, 41,
tomando A, = ) tenemos que

y=EX)y=E(Ja.)y =3 B\ A, )y
n=1 n=1

= lim_ ;Emj\Ajl)y: lim E(A,)y,
J:

donde hemos usado que
By =E( U\ A0))y =D B(A\ Ay
j=1 J=1

por la aditividad numerable de la medida espectral. De esta forma, como E(A,,)y € D(f)

para cadan € N e y = lim,_,. E(A,)y, tenemos que y € D(f), luego H = D(f) y D(f)
es denso.

Sean x,y € H y f una funcién medible acotada. Por la proposicién C.4, existe una funcién
medible « con |a| = 1 tal que f = aff|, y por la proposicién C.25, existe una funcién
medible h con [h| =1 tal que dE, , = hd|dE, | Asi,
dex,y = fhd|E3:,y‘ = a|f|hd|Em,y|'
Entonces, si u = (ah)~!, tenemos que |u| =1y
ufdE, , = |fld ‘Exy‘ :

Entonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

/ FlIE, ,| = / wfdE, , = (W(uf)a,y) < o)l ly]. (2.27)
X X

Por la proposicién 2.34, tenemos que

e )z]? = /X uf?dE, , = /X FPAE, . (2.28)

De (2.27) y (2.28) se deduce (2.25) para funciones medibles acotadas. Entonces, la des-
igualdad es vélida para funciones simples y el argumento usual en teoria de la medida
brinda la desigualdad para funciones medibles arbitrarias.

Sean x,z € H, f una aplicacién medible y acotada y tomamos v = ¥(f)z. Por la proposi-
cién 2.34, dada una funcién g medible y acotada, tenemos que

/X GdE,., = (b(g)z,v) = (¥(g)z, b(f)2)

= (o). 2) = (W(Fg)a, 2) = /X ofdE, .

En particular, esta igualdad es valida si g es una funcién caracteristica y tenemos (2.26).
O

Observacién 2.39. Si f es acotada,

/X FPdE, . < |1FI% /X dE,, < |fI2 - [z < oo (2.29)

para todo x € H. Entonces, D(f) = H.
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Con esto, podemos proceder a definir la integral de una funcién medible no necesariamente
acotada con respecto de una medida espectral.

Teorema 2.40. Sea E una medida espectral en (X,Q,H) y sea f : X — C una funcidn Q-
medible. Entonces, existe un tnico operador cerrado ¥(f) con dominio Dy = D(f) denso
en H tal que

W()e) = [ far., (2.30)

para todo x € D(f) ey € H. Este operador se denomina integral de f respecto de E y se denota
por W(f) = [, fdE.

Este operador tiene las siguientes propiedades:

a) Para todo x € D(f), se tiene que
1¥(alf = [ |fPdE,. (2.31)

b) Si f,g son funciones medibles, entonces

U(f)¥(g) C¥(f9) v Dupyug =D(9)ND(fg). (2.32)

Ast, W(f)W(g) = W(fg) si y solo si D(fg) < D(g).
c¢) Para cada f medible, se tiene que W(f)* = U(f).

Demostracion. En primer lugar, observamos que si f es una funcion medible acotada, entonces

W(f)ry) = /X fdE,, = (¥(f)z,y)

para todos =,y € H, luego ¥(f) = ¥(f). Por tanto, esta definicién extiende la anterior, dada en
la proposicién 2.32.

Sean z € D(f) e y € H. La aplicacién definida por B,(y) = [y fdE,, es antilineal (se
comprueba al igual que en la demostracién de la proposicién 2.32) y acotado por el lema anterior.
Entonces B, es un funcional lineal acotado y por el teorema de representaciéon de Riesz, para
cada z € D(f) existe un tnico z € H tal que (y,2) = B,(y) para todo y € H, es decir,
(z,y) = B.(y).

Definimos entonces el operador ¥( f) como ¥(f)x = z para cada x € D(f), que efectivamente
es lineal: si 1,29 € D(f), a, B € C, entonces

(qi(f)(a:cl + BI2)7y> = /X deaml+Bzg,y = a/X dezl,y + IB/X dexg,y
= a(U(f)zy,y) + B(Y(f)zey) = (@¥(f)zy + BY(f)22,9),

para todo y € H, luego ¥(f)(ax; + fxy) = a¥(f)z; + BY(f)xy. Ademds, el operador ¥(f)
verifica (2.30), su dominio es denso (lema anterior) y es tnico por la unicidad en el teorema de
representacién de Riesz.

Falta demostrar que es un operador cerrado, lo cual se deduce de (¢) (que demostraremos a

continuacién), pues W(f)* = ¥(f) y los operadores adjuntos son cerrados (proposicién 1.36).
Continuamos con las demds afirmaciones.

a) Por el lema anterior,

1/2
(el = W ¥()o) = [ faBraipe < 19aN( [ 11PaE.) "

65



luego
1w(f)z]? < / 2B, ,. (2.33)
X

Si tomamos ¢, = X e x:|f(t)|<n}y ¥ definimos f, = f¢,,, tenemos que cada f, estd acotada,
luego D(f — f,) = D(f): si [y |fI*dE, , < oo, como |f — f,| < |f|, también tenemos que
Jx If = a2 dE, . < co. Reciprocamente, si [y |f — fn|?dE, , < co, entonces

/ |f|2dEJ:,w = / |f‘2dEw,x +/ |f - fn|2dEz,x
X {teX:|f(t)|<n} {teX:|f()|>n}

El primer término es menor que infinito pues |f|? estd acotada en {t € X : |f(t)| < n},
luego es integrable, y el segundo término es menor que infinito por hipétesis. Entonces,
Jx IfIPdE, . < oo, por la proposicién C.24.

Entonces, para cada z € D(f), y € H, tenemos que

<\Il(f—fn).%',y> :/X(f_fn)dE:E,y :/deEx,y_/andEx,y (234)

luego U(f — fo)z = U(f)z — U(f,)z y por (2.33),
1)z — @ (f) 2l]? = [(f — fo)z]? < /X 1 — fulPdE, . (2.36)

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, tenemos que esta integral tiende
a 0. Puesto que (2.31) se verifica para cada f,, (proposicién 2.34), una nueva aplicacién
del teorema de la convergencia dominada demuestra que

Nl = tim [9(f)alP = Yo [ 15 PdEs, = [ 17PAE,.
X X

con lo que tenemos (a).

Supongamos primero que f es medible y acotada y g es medible. Entonces, D(g) C D(fg).

Sea x € D(g). Si z € Hyv=Y(f)z, por el lema anterior y por la proposicién 2.34,

(W) B(9)z, 2) = (B(g)r, U(f)"2) = (T(g)z, U(F)2)
— (U(g)z,v) = /X gdE, , = /X f9E,.. = (¥(fg)z,2).

Por tanto,
U(f)¥(g)x = ¥(fg)z. (2.37)

Tomando y = ¥(g)x, de (2.31) se deduce que

/ [fPdE, , = ¥ (Hyl® = 19 (f)¥(g)zl® = [[¥(fg)x|* = / [fol?dE, .. (2.38)
X X

Como esta ecuacién se verifica para toda funcién medible acotada f, también se tiene para
cualquier funcién medible arbitraria f siguiendo el argumento usual. Puesto que Dy sy )
estd formado por aquellos z € D(g) tales que y € D(f), y dado que por (2.38) tenemos
que y € D(f) siy solosi z € D(fg), tenemos que

Dy(pywig) = D(g9) N D(fg).
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Sean x € D(9)ND(fg), y = V(g)z, y definimos f,, como antes. Como f,, — f en LZ(Ey’y),

por (2.36) tenemos que ¥(f)y = lim,,_,. ¥ (f,,) y. De forma andloga, como f,g — fg en
L*(E, ), el apartado anterior implica que ¥(fg)z = lim,, ., ¥ (f,g) z. Entonces,

V(f)¥(g)z =U(fly = lm W(f,)y = lm U(f,)¥(g)z = lm ¥(f,g)z = V(fg),

donde hemos usado (2.37) con f,, en lugar de f. Asi, queda probado (2.32). Entonces, es
claro que la igualdad en (2.32) se cumple cuando D(fg) C D(g), pues

Dy sgy = D(fg) = D(9) N D(fg) = Dy(syw(g)-

c¢) Sean ahora x € D(f) e y € D(f) = D(f). Por la proposicién 2.34, ¥ (f,)" = ¥(f,) por
ser cada f, acotada. Entonces, por (2.36),

(W(f)a,y) = lm (U (f,)2,y) = 1 oW (f,) y) = lim (o0 (F,) v) = (. 2(])y).

Por tanto, y € Dys)- y

(f) c o)

Para probar la extension contraria, basta demostrar que todo z € Dy s~ estd en D(f).

Fijamos z € Dy(y)- y sea v = ¥(f)*z. Como D(f¢,) C H = D(¢,), por el apartado
anterior tenemos que

Por la proposicién 2.34, ¥(¢,)* = ¥(¢,) = ¥(¢,), luego ¥(¢,,) es autoadjunto. Por la
proposicién 1.12 y de nuevo utilizando que ¥ (f,,)* = ¥(f,) por la proposicién 2.34,

V() U(f)* C (()U(en) = V()" =U(fn),
luego ¥ (¢, )v = U(f,)z. Por ser |¢,| < 1, usando (2.31) resulta que

/ o2 dE, , = / F P dE.. = [U(F,)z]?
X X
= 90l = [ [6u[ B0 < Buy(X) < o0
X

para todo n € N. Por el teorema de la convergencia monétona, se tiene que | f|? es integrable
con respecto de F, ., luego z € D(f), completando la demostracién.

O
Observacidén 2.41. Si f, g son funciones medibles, de forma similar a (2.34), se deduce que

V(f)+¥(g) CU(f+g),

y se da la igualdad cuando D(f 4+ g) = D(f) N D(g). En particular, esto sucede cuando al menos
una funcién estéd acotada.

El siguiente resultado es analogo al teorema del cambio de variable.

Proposicién 2.42. Sean X, X' conjuntos no vacios, sean 2, o-dlgebras de X y X' respecti-
vamente, y sea E una medida espectral en (X,9Q, H). Sea también ¢ : X — X' una aplicacion
biyectiva tal que ¢~ (A) € Q para cada A’ € .

Entonces, la aplicacion E' : Q' — L(H) dada por E'(A") = E(¢~1(A")) para cada A’ € &
es una medida espectral en (X', H) y

deg’W = / (foo)dE,, (2.39)
X! X

para cualquier f : X' — C Q'-medible tal que alguna de las integrales exista.
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Demostracién. En primer lugar, comprobamos que E’ es una medida espectral:
a) Para cada A’ € Q/, se tiene que E'(A’) = E'(¢71(A’)) es una proyeccién ortogonal.
b) Se tiene que E'(X') = E(¢~1(X')) = E(X) =1y E'(0) = E(¢— () = E(0) = 0.

¢) Si (A]),en son conjuntos de € en X’ disjuntos dos a dos, entonces (¢~ 1(AL)) ey son
conjuntos de 2 disjuntos dos a dos, y tenemos que

E UA;L r=E(p! UA;l x
(Ua)r=n(e(U )
—B(Je () =Y Bl (A))e = > B4y
neN neN neN
para todo x € H, con lo que E’ es numerablemente aditiva.
d) Si A’, B’ son conjuntos de €,
E'(ANB)=E(@ ' (AnB))
= E(p (A)ne (B) = E(p” (A))E(¢~(B") = E'(A)E'(B).

Por tanto, ' es una medida espectral.
Para demostrar (2.39), si A’ € €, tenemos que

/X’ XA’dE;;,y = Eglc,y(A/) = Er,y(¢_1(A,)) = /XXqﬁ—l(A’)dEa:,y = /X(XA’ © gb)dEx,y

Por la linealidad de la integral, (2.39) es vélido para funciones simples. Con el argumento usual,
se deduce la igualdad para funciones medibles. O

Con este desarrollo, estamos en posicion de demostrar el teorema que es objeto de esta
seccion.

Teorema 2.43 (espectral de operadores autoadjuntos). Sea T : Dy — H un operador auto-
adjunto en H. Entonces existe una unica medida espectral P en R tal que

T= /]R AdP(N).

Demostracion. Sea U = Vp = (T — il)(T + il)~! la transformada de Cayley de T. Por la
proposicion 1.59, U es unitario, I — U es inyectivo y

T=iI+U)I-U)"!

con Dy =Im(I — U). Por el teorema espectral de operadores unitarios 2.36, existe una medida

espectral £/ en T tal que
U= / zdE(z).
T

Puesto que I — U es inyectivo, 1 ¢ 0,(U) y E({1}) = 0. Si suponemos que Im (E({1})) # {0},
existe z # 0 tal que z = F({1})x, por ser E({1}) una proyeccién, luego Uz = UE({1})z. Si F
es como en la demostracién del teorema 2.36 y g(z) = zx{13(2), entonces

F(g) = F(2)F(xy(2)) = UE({1}),
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luego
Uz =UE({1})z = F(g)z = /sz{l}(z)dE(z)x =1-E({1})z ==z,

ya que 2x{13(2) = x{1}(2). Esto contradice la inyectividad de I —U. Llegado al absurdo, tenemos
que E({1}) = 0. Entonces, si denotamos X = T \ {1}, se tiene que

U= /T dE(2) = /X B (2), (2.40)

y para cada x,y € H se verifica que

(Uz,y) —/deExyy(z). (2.41)

Sea f: X — R la aplicacién dada por f(z) =i - =2 para cada z € X, y sea U(f) = Jx fdE.

1—z

Por ser f real, el operador ¥(f) es autoadjunto (teorema 2.40(c)), y como f(z)(1—2) = i(1+2),
el mismo teorema implica que

V()T -U)=T()¥(1—2)=Y(f(2)(1 —2) =V(i(l+2) =il +U). (2.42)
Ademds, (2.42) implica que Im(I — U) C Dyy). Por la proposicién 1.59,
T(I-U)=i(I+U), (2.43)

y Dy =1Im(I —U) C Dy y). Entonces, de (2.42) y (2.43) se deduce que ¥(f) es una extensién
autoadjunta del operador autoadjunto 7', y por la proposicién 1.22, se tiene que 7' = ¥(f). De
esta manera,

<Txvy> = /deEac,y

para cada x € Dy, y € H.

Ahora, definimos P como P(A) = E(f~!(A)) para cada conjunto A de Borel en R. Por ser
f biyectiva, continua y con inversa continua, podemos aplicar la proposicién 2.42 para obtener
que P es una medida espectral y que

(Ta,) = (W(N)evy) = [ FEE, ()
X
= [ (nof) (B () = [ idaWdP.y () = [ AP, ()
X R R

para cada x € Dp, y € H, donde idg : R — R es la identidad. Por el teorema 2.40, podemos
entonces escribir que

T /R AP(A).

Procedemos de forma inversa, desde el operador T" al operador U, y usaremos la unicidad de
la medida espectral para U dada por el teorema 2.36.
Sea P’ una medida espectral que verifique que

T= /R AdP'()).

Si g = f!, definimos ®(g) = [; gdP’. Entonces g(A)(A+ i) = (A — i), y por el teorema 2.40,
tenemos que

®(g)(T +il) = (T — il)
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y Im(T +iI) C Dg(g. Por la definicién de U, tenemos que
UT+i)=(T—il),

luego Dy = Im(T + i) C Dg(4)- Entonces, U C ©(g) pero U es unitario por ser 7" autoadjunto
(proposicién 1.59), luego Dy = H y U = ®(g). Por tanto,

U= (g) = [ g)aP).

Por la proposicién 2.42, si Q(A) = P'(g7(A)) para cada A de Borel en R, entonces

U= [ 0P = [ 2Q() = [ 2dQu(2),

extendiendo @ a T mediante Q(A) = Q(A\ {1}) para cada A de Borel en T. Por la unicidad en
el teorema 2.36, ha de ser Qg = E, luego Q(A) = E(A) para cada A de Borel en X (recordamos
que E({1}) = 0). Entonces, si A es un conjunto de Borel en R,

Tenemos asi la unicidad de la medida espectral requerida. ]

El argumento de unicidad en la demostracién se ha seguido segin [9], donde los detalles se
tratan cuidadosamente.
2.4. El operador multiplicacién

Esta breve seccién estd dedicada a un operador importante en mecanica cudntica: el operador
multiplicacién por la variable independiente [7]. Vemos algunas propiedades y también la medida
espectral asociada al operador por el teorema espectral.

Definicion 2.44. El operador multiplicacion M es el operador con dominio
Dy ={z ¢ L*(R) : / 2| (t))?dt < oo}
R

dado por Mx(t) = tx(t).

El dominio D,; es denso por contener a las funciones C2°, conjunto denso en L?(R). Ademss,
este operador no esta acotado: tomando

SRR n<t<n+l
1 0 resto,

entonces ||z, =1y

n+1
|Mx,||? = / t2dt > n?,
n
luego ||Mx,||/||z,|| > n y M no estd acotado.

Proposicion 2.45. FEl operador posicion M es autoadjunto.
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Demostracion. El operador M es simétrico: por ser t € R, tenemos que

(Ma,y) = /R L (O (Dt = /R SOyt = (x, My).

Entonces, M C M™ por la proposicién 1.17. Resta probar que Dy« C D,y,.
Sea y € Dj,«. Entonces, si y* = M*y, para cada z € D), tenemos que (Mz,y) = (z,y*),
luego

/R tx(t)y(t)dt = /R z(t)y*(t)dt,

por lo que

En particular, si z(t) = (ty(t) — y*(t))x(a,b) para cualquier intervalo (a,b), entonces x € Dy, y

b
[t — v 0Pat =o.

Entonces, ty(t) — y*(t) = 0 casi siempre en (a,b). Como (a,b) era arbitrario, tenemos que
ty = y* € L*(R), luego y € D);. Ademds, M*y = y* =ty = My. O
Proposicién 2.46. El operador M no tiene autovalores, y o(M) = R.

Demostracion. Sea A € C, y sea x € Dy tal que (M — AI)x = 0. Entonces,
0= (M — AD)|* = / £ ARl (t) 2.
R

Como [t — A| > 0 para todo t # A, tenemos que z(t) = 0 para casi todo t € R, luego = = 0.
Entonces, £ no es autovector y A no es autovalor.

Veamos que el espectro de M es R. Como M es autoadjunto, tenemos que o(M) C R por
la proposicién 2.16. Sea A € R. Consideramos v,(t) = X(x—1/nrt1/n)(t), ¥ s€a 2, = v, /|[v,]].
Tenemos que ||z,||=1y

(M = M)z, |2 = /R(t A2, (1)t

— / (t— N2 (8) Pt < (&) dt =
(A=1/n, +1/n) = J(a=1/n +1/n) n

donde hemos usado que (¢t — A\)? < 1/n? en (A — 1/n, A + 1/n). Entonces,

(M = M)z, || < (2.44)

S |-

Puesto que T no tiene autovalores, el resolvente R, existe, y (T' — AI)x,, # 0 por ser z,, # 0y
(T — XI) inyectiva. Si definimos
(M = M)z,
I =D

I
n

entonces y,, € Im(M — M) = Dp, v |ly,|| = 1. Por (2.44),

[,
1Byl = > n.
* (M = ML)z, |

Por tanto, el resolvente no esté acotado, luego A € o(M) y tenemos R = o(M). O
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Nos interesa ahora hallar la medida espectral asociada a M por el teorema espectral. Segui-
mos el planteamiento de [9)].

Proposicion 2.47. La medida espectral P que verifica

M = /R AdP())

P(A)z = xaz
para cada conjunto A de Borel en R y x € L*(R).

es aquella definida como

Demostracion. Veamos en primer lugar que P es una medida espectral.

a) Cada P(A) es una proyeccién ortogonal:

(P(A)r,y) = / XATY = / Y57 = (z, P(A)y);
P(A)*z = P(A)(xaz) = XAT = xaT = P(A)z

para todo A de Borel, z,y € L?(R), luego P(A) es autoadjunto e idempotente, es decir,
proyeccién ortogonal.

b) Siz € L3(R), P(0)x = xgz =0y P(R) = ypz = =.

c) Si (A, )nen son conjuntos de Borel disjuntos dos a dos, entonces

P(U Ap)z = XU,en AnT = ZXA,}U = ZP(A

neN neN neN
d) Si Ay, A, son conjuntos de Borel, entonces
P(A1 N A)T = XA 1n0,% = XA, XA, % = P(A1)P(Ag)z.
Buscamos ahora probar que M = [, AdP()\). Veamos cémo actiia el operador W(f) = [ f(A\)dP(X)

para cualquier f medible.
Si A es de Borel en R, tenemos que

<\I](XA)x7y> = /RXAde,y = Pa:,y(A) = <P(A)$7y>

para cada z,y € H, luego ¥(xa)z = P(A)z = xax. Si s es una funcién simple, por ser acotada,
tenemos la linealidad en la integral y por tanto

Z XA, )T Z c¥(xa, )T Z CEXALT . (2.45)

Sea ahora f una funcién medible, y sea (s,,),cn una sucesion de funciones simples que la apro-
xima. Entonces, por la observaciéon 2.41 y por el teorema 2.40 tenemos que

10 () — W(s,)e]? = [W(f — s,)e]? = / 1 — s, PdP, .
R

para cada x € Dyy). Por el teorema de la convergencia dominada, la integral tiende a 0 y por
tanto

U(f)z = lim ¥(s,)z = li}m spx = fx, (2.46)

n—oo
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usando (2.45). Tomando f(t) = t, tenemos que

/ NE, () = ((2)x(t), 2(t) = (P(t), 2(1)) = / 2l (t) 2t
R R

Entonces, Dg () = D(f) = Djys y por (2.46) concluimos que
/ AdP(N)x = Mx
R

para todo @ € Dy(p) = Dy, luego los operadores son iguales. Por la unicidad de la medida
espectral en el teorema 2.43, tenemos que P es la medida espectral que buscdbamos. ]
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Capitulo 3

Operadores no acotados en la
mecanica cuantica

La mecénica cuantica es una rama de la fisica que surgié a principios del siglo XX debido a la
incapacidad de la fisica cldsica de explicar ciertos fenémenos, como la radiacién de cuerpo negro
y el efecto fotoeléctrico. Esta disciplina incipiente impulsé el desarrollo de varios campos de las
matematicas [5], en particular, gran parte de la teoria sobre espacios de Hilbert y operadores
autoadjuntos no acotados [7].

En este capitulo vemos una breve descripcién de algunos conceptos basicos de mecdanica
cuantica, su relaciéon con los operadores autoadjuntos y el teorema espectral, y finalizamos con
una demostracion del principio de incertidumbre de Heisenberg.

3.1. Conceptos basicos

Por simplicidad, nos restringimos al caso de una particula en un espacio unidimensional. En
fisica clésica, el estado de este sistema se describe especificando la posicién y la velocidad de
la particula. En mecénica cudntica, el estado del sistema viene dado por una funcién compleja
Y € L?(R) con argumento ¢, la coordenada espacial. Esta funcién v, llamada funcion de onda,
proporciona informacién acerca del sistema. En concreto, si £ C R, la probabilidad de que la
particula se encuentre en E es

Py(E) = /E (q) Pda. (3.1)

Puesto que la probabilidad de encontrar la particula en R es 1, se exige que 1 sea unitario.
Ademas, si ¢ = atp con |a] = 1, la probabilidad que describe ¢ es idéntica, luego corresponde
al mismo estado. Asi, podemos entender que el espacio de los estados es el conjunto de los
elementos unitarios de L?(R)/ ~ donde v, ~ 1, si y solo si existe @ € C con |a| = 1 tal que

Py = iy,
Tenemos por (3.1) que [1)|? es una funcién de densidad de probabilidad. Podemos hablar de
esperanza y varianza:

uwZ/RQW(q)Iqu, varzp:/R(q—uw)ﬂw(q)Iqu-

Entendemos asi que el valor medio de la posicién de la particula serd fi,,. Si denotamos por @
el operador multiplicacién de la seccién 2.4, podemos escribir

no = [ av@Pds = [ Qu@iaida = (Qu.b). (3)
R R

Por este motivo, el operador () recibe el nombre de operador posicion.
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En mecéanica cuantica, a cada magnitud fisica A corresponde un operador A que actia en el
espacio de estados. Ademaés, este operador es autoadjunto. Estos operadores reciben el nombre
de observables. Por tanto, el operador posicién (que es autoadjunto) es un observable. Si A es un
observable cualquiera, andlogamente a (3.2) se definen el valor medio y la varianza del observable
A en el estado ¥ como

py(A) = (Ag,9),  vary(A) = (A — uy (A))*y,9).

Definimos también la desviacién estandar como A, A = (var,,(A)) ,

Por otro lado, los tnicos resultados posibles de la medida de una magnitud A son los auto-
valores del observable A [1]. Supongamos por simplicidad que el espectro de A es puntual y no
degenerado. Entonces, la probabilidad de obtener el autovalor «,, es

() (3.3)

donde ¢,, es el autovector de A asociado al autovalor «,,. Por tltimo, tras medir la magnitud y
obtener «,,, el sistema queda en el estado dado por la proyeccién de ¢ sobre el autoespacio de
Q-

En el caso de que A no tenga autovectores, para conservar esta formulacién es necesario
ampliar el modelo de espacios de Hilbert a espacios de Hilbert equipados, que permiten trabajar
con autovectores generalizados [4, 5, 11]. Por ejemplo, para el caso del operador posicién, si

qo € R, un autovector v, verificaria que

(QYy) (@) = qobyy (a),

con lo que (g — gp)¥y,(q) = 0. Hemos visto (proposicién 2.46) que esta ecuacién no admite
soluciones en L?(R), pero si la admite en el sentido de funciones generalizadas. La solucién es
la delta de Dirac 6(q — qp), que se anula en todo punto salvo en ¢y y cuya integral en R es
igual a 1. En este caso, dirfamos que 0(q — qy) es un autovector generalizado de @ asociado al
valor espectral ¢;. Tratar estos casos rigurosamente se escapa de los objetivos de este trabajo y
solamente se menciona por completitud.

Con estos conceptos en mente, resulta aparente la importancia de los operadores no acotados:
uno de los operadores basicos, el operador posicion, no esta acotado. También, los operadores
autoadjuntos juegan un papel fundamental, pues los observables son autoadjuntos. El motivo es
que son necesarios para que la teoria resultante funcione de forma satisfactoria [5]. Por ejemplo,
el espectro de un operador autoadjunto es real, lo cual garantiza que la medida de una magnitud
sea un numero real. Aunque esto también sea cierto para operadores simétricos, para operadores
autoadjuntos tenemos el teorema espectral, que permite:

a) Definir funciones de observables: Si A es un observable, P@) es la medida espectral asociada
y f es una funcién medible, podemos definir

f(4) = [ gap,

b) Asignar una unica probabilidad a la medida de cada observable: si E C R es un conjunto
de Borel, se define el subespacio espectral

Vi = Im PY(E)
v la probabilidad de en el estado i obtener el resultado en E por
A
PA(E) = (PW(E)y, ) = P{)(E).

De esta manera, podemos entender los subespacios espectrales como autoespacios y sortea-
mos la dificultad de necesitar autovectores generalizados para el calculo de probabilidades.
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Por ejemplo, para el operador posicién, tenemos que

Po(E) = (PO (E), ) = (xuth, ) = /E (q) da,

lo cual coincide con nuestro planteamiento inicial.

3.2. El Principio de incertidumbre de Hesienberg

El principio de incertidumbre afirma que ciertos pares de magnitudes no se pueden conocer
simuldneamente con precision arbitraria. Es decir, en cuanto mayor es la precision en una mag-
nitud, menor es en la otra. En esta seccién demostramos este resultado clasico de la mecanica
cuantica, segin [7].

Sean S, T operadores con dominio en un espacio de Hilbert. El conmutador de S y T es el

operador dado por
[S,T)=ST-TS

con dominio Dig 7] = Dgp N Dpg. Este dominio es denso por contener las funciones C°(R).
Proposicién 3.1. Sean S, T operadores autoadjuntos con dominio en L*(R). Entonces
11 ([S, TT)| < 2(AyS) (A T)
para cada ¥ € Dig .
Demostracion. Sean A =S — 1, (S)[ y B =5 — p,,(T)I. Es inmediato comprobar que
[S,T] = [A, B].

Ademds, como f1,,(.S), (1) son reales (proposicién 1.17), por el lema 1.50 tenemos que A y B
son autoadjuntos. También,

|AY||? = (A, Ap) = (A%, 1))
= ((S = pyp(S)1) 2, ) = vary(S) = (A,5)2.

Por otro lado,

py([S,T)) = (AB = BA)Y, ) = (ABY, ¢) — (BAY, ¥) = (Bip, Ap) — (A, Bip).

Entonces, por las desigualdades triangulares y de Cauchy-Schwarz, tenemos que

[y ([, T])| < (B, AY)| + [(Av, BY)| < 2[|AY[[[| By = 2(AyS)(A,T),
como queriamos demostrar. ]

Consideramos ahora el mismo sistema que antes, con una particula en un espacio unidimen-

sional. Otro operador fundamental es el operador momento P dado por
h d
pp= 2
27 dq

donde h es la constante de Planck. Este operador esta definido en el dominio Dp formado por las
funciones ¢ absolutamente continuas en todo intervalo compacto de R y tales que Py € L(R).
Una justificacién fisica de esta definicién puede encontrarse en [5, 7]. Se puede comprobar que
este operador es autoadjunto [2]. Ademas,

PQU(a) = P ((0) = s (910) + 00'(0)) = oezth(a) + QPU(o)
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Entonces,
h
[P, Ql= 5 —Ip g

luego
h h h
Ho([P, Q) = 5 (W, 9) = o [[wl* = o,

por ser v unitario. Aplicando la proposicién anterior a los operadores P y ) obtenemos el
principio de incertidumbre:

Teorema 3.2 (Principio de incertidumbre). Si @ y P son los operadores posicion y momento,
se tiene que

h

(A,Q)(A,P) = -

Esto significa que no se puede tomar una medida simultdnea de posicién y momento con pre-
cisién arbitraria. En general, esto es cierto para cualquier pareja de operadores cuyo conmutador
es no nulo.

El principio de incertidumbre no trata del error en la medida. Es cierto que el hecho de tomar
una medicién perturba el sistema, y a pequenas escalas podemos esperar que la perturbacién no
sea despreciable, introduciendo un error en la medida. Uno podria pensar que con un experimento
mejor, mas refinado y menos invasivo, la imprecision se pueda hacer tan pequenia como se desee.
Sin embargo, el principio de incertidumbre afirma que esta imprecisién es inherente al sistema,
independientemente de la imperfeccion del método de medida.
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Apéndice A
Espacios normados

En este anexo se exponen definiciones y resultados relativos a espacios normados empleados
a lo largo del documento, obtenidos de [7, 16]. El simbolo K denota R o C indistintamente.

Definicién A.1. Un espacio normado es un par (X, || - ||) formado por un espacio vectorial X
sobre K y una aplicacién || - || : X — R, llamada norma, con las siguientes propiedades:

a) ||z|| > 0 para cada = € X.

b) [|z]| =0 siy solo si z =0.

¢) |laz|| = |a| - ||z|| para cada x € X, a € K.

d) [l +yll < [lz]| + [ly]| para cada z,y € X.

Proposicion A.2. Todo subespacio de dimension finita de un espacio normado es cerrado.
Proposiciéon A.3. La clausura de un subespacio es un subespacio cerrado.

Definicion A.4. Un espacio de Banach es un espacio normado completo para la métrica de la
norma.

Teorema A.5. Sea X un espacio normado. Entonces X es un espacio de Banach si y solo st
toda serie de elementos de X absolutamente convergente es convergente.

A.1. Operadores en espacios normados

Definicion A.6. Dados dos espacios vectoriales X,Y sobre el mismo cuerpo K, un operador
lineal, o simplemente operador, es una aplicacién T': X — Y que verifica que

T(ax + By) = Tz + Ty
para cada z,y € X, a, 5 € K. Denotamos los conjuntos imagen y nucleo por Im7 y KerT'.

Definicion A.7. Sean E, F' espacios normados sobre el mismo cuerpo Ky seaT : X — Y un
operador lineal. Se dice que T es acotado si existe una constante k£ > 0 tal que ||Tz|| < k|||
para todo = € X.

El infimo de estas constantes k recibe el nombre de norma del operador T y se denota
por |77

Denotamos al espacio de los operadores lineales acotados de X en Y por L(X,Y),ysi X =Y,
por L(X).
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Proposicion A.8. SiT es un operador acotado entre espacios normados, se verifica que

1T ()|

I = sup {5

tx # 0} = sup{||T(2)|| : [|ol| = 1} = sup{||T ()] : [l=]| < 1}.

Proposicion A.9. 5iT : X — Y es un operador acotado entre espacios normados, se verifica
que
[T]] < [T - |||

para todo x € X.

Proposicién A.10. SiT € L(X,Y), S € L(Y, Z) siendo X,Y, Z espacios normados, se verifica
que ST € L(X,Z) y
1STI < [IS]| - [I7]]-

Ademds, si T € L(X), entonces ||[T™]| < |T||"™ para todo n € N.

Demostracion. Si x € X, se tiene que
1STz|| < ISI - 1T < S]] - ll=]|-

Por tanto, ||ST|| < ||S| - |T||. Ahora, es evidente que || T|| < ||T||*. Supongamos que |77 || <
|T||*~*. Entonces, por lo anterior,

1T =TT DI < ITN-IT"H < T - 1Tt = (1T
Por el principio de induccién, se tiene el resultado. O

Proposicién A.11. Sean X,Y dos espacios normados sobre el mismo cuerpo K, y sea T :
X — Y un operador lineal. Son equivalentes:

a) T es continuo en X.

b) T estd acotado en la bola unidad cerrada B(0,1) C X.
c) Si A C X es acotado, entonces T(A) CY es acotado.
d) T es acotado.

Definiciéon A.12. Sea T : X — Y un operador lineal entre espacios normados. Se dice que T
es una isometria (lineal) si para todo x € X se tiene que ||Tz| = ||z||.

Proposicion A.13. Las isometrias lineales entre espacios normados son continuas e inyectivas
y tienen norma 1.

Proposicién A.14. SiY es de Banach, entonces L(X,Y) es de Banach.

Proposicién A.15 (serie de Neumann). Sea T' € L(X), donde X es un espacio de Banach. Si
|IT|| <1, entonces (I —T)™' € L(H) y

(I-T)"'=> "1,
§=0

donde la serie converge para la norma de L(X).
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Demostracion. Puesto que ||T7|| < ||T|7 y la serie geométrica >0 |IT|V converge si ||T|| < 1,
entonces Z(;io T7 es absolutamente convergente. Al ser X de Banach, también lo es L(X), luego
la serie Z;io T/ es gonvergente.

Sea S = Z;io T7. Para todo n € N, se tiene que

I-T)I+T+ - +TY=T+T+ - +T(I-T)=1-T"""
Entonces, T — 0 cuando n — oo por ser || T|| < 1. Asf,
(I-T)S=S(I-T)=1.
Por tanto, I — T es invertibley S = (I —T)~ L. O

Teorema A.16. Sean X,Y espacios normados donde Y es de Banach, y sea A: X — Y un
operador lineal acotado. Entonces existe un operador A:X — Y tal que A es lineal, acotado,

Alx = Ay |4l = Al

Demostracion. Sea x € X, la adherencia del espacio X en la topologia inducida por la norma.
Entonces existe una sucesion (z,),cn de elementos de X que tiende a x. Como

[Az), = Az || = [|A (2, — )| < [JA]] - [l — 20| = 0,

tenemos que (Ax,),cn €s de Cauchy en Y, y por ser completo, existe y € Y tal que (Ax,,),cn
converge a y.
Definimos Ax = y para cada = € X. Entonces,

» Esta bien definido: si z,, — z y z,, — x, entonces (z, 21, Ty, 29, . . .) también converge a .
Por ser A acotado, la sucesién de sus imagenes también converge, luego las subsucesiones
(Az,)pen ¥ (A2, )nen convergen al mismo limite, y.

= A es lineal: si x,y € X, sean (,,)nen, (Yn)nen Sucesiones de elementos de X con limites x
e y, respectivamente. Entonces z,, + vy, > +yy

Az +y) = lim Az, +y,) = lim (A(z,) + A(y,)) = Az + Ay
n—oo n—oo
» Para cada z € X, considerando la sucesién constante x,, = x para cada n € N, tenemos
que Az = lim,,_, . Az, = Az.

= Como || Az, | < [[A]l - |z |l y Az, — y = Az, si x, — x, entonces ||Az|| < ||A| - ||z||. Por
tanto, ||A|| < ||A|l. Puesto que X € X y Alyx = A, también se tiene ||A|| > ||A]|, luego
1Al = [ Al

O

A.2. Teoremas en espacios normados

Definicién A.17. Sea X un espacio normado sobre K. El espacio L(X,K) recibe el nombre
espacio dual de X. Sus elementos se llaman funcionales lineales acotados. Este espacio dotado
con la norma

[£IF = sup{[f ()] : [l=]| <1}

para cada funcional lineal acotado f es un espacio de Banach.

Teorema A.18 (Hahn-Banach real). Sea X wun espacio vectorial real y p : X — R una
aplicacion tal que
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8) Pz +y) < plx) +ply) pora cada 3,y € X.
b) p(Ax) = Ap(z) para cada x € E y A > 0.

Sea M C X wun subespacio vectorial y f : M — R un funcional lineal tal que f(x) < p(z) para
todo © € M. Entonces, existe un funcional lineal F' : X — R tal que F(z) = f(x) para todo
x €M y F(x) < p(zx) para todo x € X.

Teorema A.19 (Banach-Steinhaus). Sea (7},),en una sucesion de operadores acotados de un
espacio de Banach X en un espacio normado Y. Supongamos que para cada x € X la sucesion
(1T, x| nen estd acotada, es decir, existe un c, > 0 tal que

|T,z|| <c, paratodon e N.

Entonces la sucesion de las normas (||T,,||),en estd acotada, es decir, existe ¢ > 0 tal que
T, || < ¢ para todo n € N.

Teorema A.20 (del grafo cerrado). Sean X,Y espacios de Banach y T : X — Y un operador
lineal. Entonces T es continuo si y solo si su grafo

GT)={(z,T(x)):xe X} CX xY
es un conjunto cerrado en X x Y.

Definicién A.21. Sea X un conjunto no vacio y A un conjunto de funciones de X en K. Se
dice que A es un dlgebra de funciones si A es un espacio vectorial y fg € A para cada f,g € A.
Se dice que A separa puntos de X si para cada par de puntos x,y € X existe f € A tal que

f(x) # f(y).

Teorema A.22 (Stone-Weierstrass). Sea X un espacio topoldgico compacto y A una subdlgebra
del espacio de las funciones continuas de X en K, C(X,K), tal que:

a) 1€ A
b) A separa puntos de X.
c) Si f € A, entonces f € A.
Entonces A es densa en C(X,K) con la topologia de la convergencia uniforme.

Teorema A.23 (de aproximacién de Weierstrass). Sea X C R"™ compacto. Si f : X — K es
una funcion continua, existe una sucesion (py)ren de polinomios de n variables con coeficientes
en K que converge uniformemente a f en X.

Teorema A.24 (Bernstein). Si f : [0,1] — R es una funcién continua, la sucesion de polino-
mios de Bernstein (B,,(f)),en dados por

B(f)(x) = kzg 1(5) (2)ta-ap

converge uniformemente a f en [0, 1].
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Apéndice B

Espacios de Hilbert

En este anexo se exponen definiciones y resultados en espacios de Hilbert empleados a lo
largo del documento, obtenidos de [7, 16, 2].

Definicion B.1. Sea E un espacio vectorial sobre K. Un producto interno sobre E es una
aplicacién (-,-) : E x E — K que verifica las siguientes propiedades:

x+y,z) = (x,z) + (y,2) para todos z,y,z € E.

) (
b) (azx,y) = a(z,y) para todos z,y € E,a € K..
) (x,y) = (y,z) para todos x,y € E.

) (x,z) > 0 para todo z € E'y (z,x) =0 si y solo si z = 0.

Proposicién B.2. Sean E un espacio vectorial sobre K y (-,-) un producto interno sobre E.
Entonces,

a) (x,ay) = alx,y) para todos z,y € E,a € K.

b) (z,y+ z) = (x,y) + (x, z) para todos x,y,z € E.
c) (x,0) = (0,y) = 0 para todos z,y € E.

d) Si{(xz,y) =0 para todo y € E, entonces x = 0.

e) Si(x,z) = (y,z) para todo z € E, entonces x = y.

Teorema B.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean E un espacio vectorial sobre K y (-, -)
un producto interno sobre E. Entonces, para todo x,y € E se verifica que

[z, 9)]* < (z,2)(y, ).

Corolario B.4. Sea E un espacio vectorial sobre K y (-,-) un producto interno sobre E. Se
define
2| = (z,z)*/? (B.1)

para cada v € E. Entonces la aplicacion || - || : E — R define una norma sobre E. Ademds,
Iz +ylI* = ll«]? + [lyll* + 2Re({z, ).

Definicién B.5. Sean H un espacio vectorial sobre K y (-, -) un producto interno sobre H. Un
espacio de Hilbert es un par (H, (-,-)) donde H es completo para la norma definida en (B.1).

82



Proposicién B.6. Sea H un espacio de Hilbert. La aplicacion (z,y) — (z,y) de E x E en K
es continua. Ademds, siyy € H, el funcional (-,y) : H — K es lineal, continuo y tiene norma

HZJOH-

Teorema B.7 (de representacién de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert y sea f: H — K un
funcional lineal. Entonces f es continuo si y solo si existe z € H tal que f(x) = (x, z) para todo
x € H. Ademds, en estas condiciones, z es unico y ||f|| = ||z

B.1. Ortogonalidad

Proposicion B.8. Sean H un espacio de Hilbert y A, B C H. Entonces,
a) AC AL
b) An A+ C {0}.
¢c) H+- = {0} y {0}+ = H.
d) At es un subespacio vectorial cerrado de H.

Proposicion B.9. Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio vectorial cerrado de H.
Entonces, H = M & M=*.

Proposicion B.10. Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio vectorial de H propio y
cerrado . Entonces M+ # {0}.

Proposicién B.11. Sean H un espacio de Hilbert y A C H un subconjunto. Entonces AL =
(A), donde (A) es el subespacio vectorial generado por A.

Proposicion B.12. Sean H un espacio de Hilbert y A C H un subconjunto no vacio. Entonces
(A) es denso si y solo si A+ = {0}.

Proposicién B.13 (Desigualdad de Bessel). Sean H un espacio de Hilbert y A C H ortonormal.
Entonces, para todo x € H, uy,uy,...,u, € A se tiene que

n

2
Dl ug)* < ).
k=1

Proposicién B.14. Sean H un espacio de Hilbert, {u, },cn un conjunto ortonormal numerable
Y (Ay)nen una sucesion de elementos de K. Entonces, son equivalentes:

a) Yo7 A, converge en H.

b) EZO:I ‘)‘n|2 < Q.

Definicion B.15. Sea H un espacio de Hilbert. Se dice que un conjunto ortonormal B C H es
una base ortonormal de H si no existe ningin conjunto ortonormal que contenga estrictamente
a B.

Proposicién B.16. Sea H un espacio de Hilbert, y sea A C H un conjunto ortonormal. En-
tonces existe una base ortonormal B tal que A C B.

Proposicion B.17. Si H es un espacio de Hilbert separable, entonces todo conjunto ortonormal
es finito o numerable.

Proposicién B.18. Sean H un espacio de Hilbert separable y B = {u,, : n € N} un conjunto
ortonormal de H. Son equivalentes:
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a) B es una base ortonormal de H.
b) =73 cn (T, u,) u, para cada x € H.
c) (x,y) = D pen{T, up) (U, y) para todos x,y € H.
d) Identidad de Parseval: ||z||> =, cxn [z, u,)|* para cada x € H.
e) (B) es denso en H.
Proposicién B.19. Todas las bases ortonormales de H tienen el mismo cardinal.

Definicién B.20. La dimension (ortogonal) de un espacio de Hilbert dim(H) es el cardinal de
una de sus bases ortonormales.

Proposiciéon B.21. Si H,, Hy son espacios de Hilbert de la misma dimension, entonces existe
una isometria sobreyectiva U : Hy — H,.

B.2. Operadores acotados en espacios de Hilbert

Proposicién B.22. Sea T : H — H wun operador lineal acotado en un espacio de Hilbert.
Entonces,
(T, y)|
T = sup Tl
z,y7#0 ||$H : HyH

Demostracion. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que |(Tz,y)| < || Tz - ||y| para
cualesquiera x,y € H. Entonces,

ea0 12yl = zyz0 Nzl llyll 20 Izl
Por otro lado, si T # 0, tenemos que
T T (T, )| T
sup ‘( a:,y)\ > sup ’< x?@/)’ > sup 17| — H .%'H — ”TH )
w0 [Z - Iyl azoyg=1 12l - Wl ~ aomezo Il 2£0Tx#0 |||
Si T = 0, el resultado es inmediato. ]

Teorema B.23. Sea H un espacio de Hilbert y sea T € L(H). Entonces existe un unico operador
T* € L(H) tal que
(Tz,y) = (&, T"y),

para todos x,y € H. Ademds, || T*|| = ||T|.

Definicion B.24. El operador T™ del teorema anterior recibe el nombre de operador adjunto
de T. Si T* =T, entonces se dice que 1" es autoadjunto.

Lema B.25. Sea H un espacio de Hilbert y sea T € L(H). Entonces T = 0 si y solo si
(Tz,y) = 0 para todo x,y € H. Ademds si H es un espacio de Hilbert complejo y (Tz,x) =0
para todo x € H, entonces T = 0.

Demostracion. Si T = 0, entonces (T'z,y) = (0,y) = 0 para todo z,y € H. Reciprocamente, si
(T'z,y) = 0 para todo z,y € H, entonces por la proposicién B.2(d) se tiene que Tz = 0 para
todo x € H, es decir, T'= 0.
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Supongamos ahora que H es complejo y (T'z,z) = 0 para cada z € H. Si tomamos a € C y
z = ax + Yy, entonces

0= (T(az+y), 0z +y) = [a]*(Tz,z) + (Ty,y) + (T, y) + a(Ty, z)

Los dos primeros términos de la derecha son nulos por hipétesis. Si tomamos o = 1, tenemos
que (T'z,y)+ (T'y,z) = 0. Tomando « = i, se obtiene que (T'z,y) — (T'y, ) = 0. Sumando ambas
ecuaciones, se obtiene que (T'z,y) = 0, luego T' = 0 por lo probado anteriormente. ]

Proposicién B.26. Dados S,T € L(H) y o € K, se verifican las siguientes propiedades:
a) (S+T) =S"+T~
b) (') = aT™*.
c) (ST)* =T*S*.
d) T =T.
Demostracion. a) Siz,y € H,
(,(S+T)y) = ((S+T)x,y) = (S, y) + (Tx,y) = (z,57y) + (x, T"y) = (2,(5" +T7)).
Por el lema anterior, tenemos el resultado.
b) Siz,y € H, a € K,
(z, (aT)*y) = ((eT)z,y) = (a(Tx),y) = a(Tz,y) = afx, T"y) = (z, (aT™)y).
Concluimos aplicando el lema anterior.

c) Siz,y€ H,
(z,(ST)"y) = (ST)w,y) = (Tz, S™y) = (x, T"S"y),

luego (ST)* = T*S*.
d) Por definicién, T** = (T%)*, luego
(T")z,y) = (2,T"y) = (Tz,y).

para cada z,y € H. Por el lema anterior, se tiene que T** = T.
O

Definicién B.27. Un operador lineal y acotado P : H — H en un espacio de Hilbert H es una
proyeccion ortogonal si existe un subespacio cerrado Y € H tal que InP =Y, Ker P=Y"*, y

Proposicién B.28. Sea P : H — H un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert.
Entonces P es una proyeccion ortogonal si y solo si P es autoadjunto e idempotente. En este

caso, se tiene que
(Pz,z) =||Pz|® y |Pll=1si P(H)# {0}
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Demostracion. Supongamos que P es una proyeccién ortogonal, y sea Y = Im P. Entonces,
para todo € H, Px = y € Y, tenemos que P2z = Py = y = Px, luego P?> = P. Sean ahora
Ty =Yy + 21, Ty = Yo + 2z, donde y1,y0 € Y y 21,25 € Y. Entonces (y1, 22) = (y2,21) =0, y

(Pxy,29) = (Y1, Y2 + 22) = (Y1, %2) = (Y1 + 21, ¥2) = (21, Pxy),

luego P es autoadjunto.
Supongamos ahora que P* = Py P2 = P. Sea Y = P(H). Entonces, para todo = € H se
verifica que
x = Px+ (I — P)z.

Puesto que
(Pz,(I — P)) = (z,P(I — P)v) = (x, Pv — P?v) = (x,0) = 0.

para cada z,v € H, se tiene que Y L (I — P)(H). Ademds, Y = Ker(I — P), pues se tiene que
(I — P)Px = Px — P*z =0,

luego Y C Ker(I — P) y (I — P)z = 0 implica = Pz, y por tanto ¥ D Ker(/ — P). Tenemos
entonces que Y es cerrado por ser el nicleo de un operador lineal acotado. Por dltimo, Ply = Iy
ya que si y = Pz, entonces Py = P2z = Px = .

Por otra parte, si x € H,

(Pe,z) = (P*z,2) = (Px, Px) = | Pal|” > 0,

por ser autoadjunto e idempotente. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, | Pz|* = (Pz,x) <
|Px||||z]|, luego || P|| < 1. Si x € P(H) no nulo, entonces ||Pz| = ||z|| y por tanto |P| =1. O

Definiciéon B.29. Sea H un espacio de Hilbert. Una forma sesquilineal es una aplicacién wu :
H x H — K si para cada z,y,z € H, a, 5 € K se tiene que

a) u(ox + Py, 2) = au(x, 2) + Pu(y, 2),

b) u(z,az + By) = au(z,z) + Bu(z,y),
Se dice que una forma sesquilineal estd acotada si existe una constante M tal que

lu(z,y)| < M ||z| - ||ly|| para todos z,y € H.
Se define la norma de u como
_ u(,y)|
|ul| = sup :

Teorema B.30 (de representacion de Riesz para formas sesquilineales). Sea H un espacio de

Hilbert. Siu: Hx H — K es una forma sesquilineal acotada, entonces existe un unico operador
lineal S : H — H acotado tal que u(x,y) = (Sz,y) y ||u|| = ||5]-

Demostracion. Fijamos x € H. Entonces el operador u(x,-) : H — K es un funcional lineal
y acotado. Por el teorema de representacion de Riesz B.7, existe un tnico z € H tal que
u(z,y) = (y,z). Por tanto, u(z,y) = (z,y). Como z depende de x y es tnico, esto define un
operador S : H — H dado por Sz = z.

Este operador es lineal: para todo xq, x4,y € H, «, 8 € K se tiene que

<S (a$1 +B:E2) 7y> = U(OA’El +5x27y) = au (xlay) +Bu ($27y)
= Oé<S£El,y> +B<S$2,y> = <O[S:C1 +BSm2,y>
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Como esto es vélido para todo y, tenemos que S (azy + fzy) = aSx; + fSxy. También es
acotado: por la proposicion B.22,

(52, y)|

Jull = sup == = [|S]].

El operador S es tnico: si existe T' tal que u(z,y) = (T'z,y) = (Sx,y), entonces Sz = Tz y por
tanto S =T. 0
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Apéndice C
Analisis real

Se exponen definiciones y resultados relevantes a teoria de la media y analisis real, empleados
en el segundo capitulo del documento. Esta seccién se ha obtenido de [3, 12].

C.1. Teoria de la medida

Definicién C.1. Sea X un conjunto y M una o-édlgebra de X. Una medida (positiva) en (X, M)
es una aplicacién p: M — [0, o] tal que

a) (D) =0,
b) (Aditividad numerable) Si (A4,,),eny C M son disjuntos dos a dos, entonces

p(UA)) =D 4,

neN neN

Los conjuntos de M se llaman conjuntos medibles. Se dice que (X, M) es un espacio medible y
se dice que (X, M, u) es un espacio de medida.

Definicién C.2. Si (X, M) es un espacio medible, (Y, 7) es un espacio topolégico y f es una
aplicacién de X en Y, se dice que f es una funcidn medible si f~1(U) es medible para todo U
abierto de Y.

Proposicion C.3. Sea X un espacio medible y sea Y un espacio topoldgico. Siu,v son funciones
medibles de X en R y ¢ : R? — Y es una aplicacion continua, entonces la aplicacion h : X —
Y definida por

h(z) = ®(u(z),v(z)), =€X,

es medible.

Proposicion C.4. Si f es una funcion medible de X en C, existe otra funcion medible o de X
en C tal que o) =1y
f=alfl.

Proposicién C.5. Sea f una funcion medible de X en [—oo,cc]. La parte positiva fT y la parte
negativa f~ definidas por

f+ :méx{f,O}, f_ :méx{—f,O},

son funciones medibles. Ademds, f = f*— f~ y|fl=fT+f".

88



Definicién C.6. Una funcién simple en un conjunto X no vacio es una funciéon compleja que
alcanza un numero finito de valores. Si ay,...,q, son estos valores y A; = {1‘ cs(x) = ozj},
entonces

S:ZanA],, (C.1)
j=1

donde x A; €s la funcién caracteristica de A;. Esta expresién se denomina forma candnica de s.

Proposicién C.7. Una funcion simple es medible si y solo si los conjuntos A; en la expresidn
anterior son medibles.

Teorema C.8. Sea X un espacio medible y sea f : X — [0,00] medible. Entonces existe una
sucesion (sy)ren de funciones simples y medibles en X tales que

a) 0<sp<s,<...<s5,<... <,
b) limy,_, . s;(z) = f(z) para todo x € X.
En este caso, escribimos s, T f.

Definicién C.9. Sea E un conjunto medible, s : X — [0,00) una funcién simple y medible
cuya forma candnica es (C.1). Se define la integral de s en E por

/Esdy = Zaju (Aj ﬂE) .
i=1

Si f: X — [0,00] es una funcién medible, se define la integral de f en E con respecto de p por

/ fdp = sup {/ sdp : s es simple, medible y 0 < s < f} .

Si f: X — C es una funcién medible, se dice que es integrable respecto de pu si

/X | fldp < .

Si f =wu+ iv con u, v funciones reales y medibles en X es integrable respecto de u, se define la
integral de f en E con respecto de p como el niimero complejo dado por

/fdu:/u+du—/udu+i/v+du—i/vdu.
E E E E E

Proposicion C.10. Sean f,g funciones integrables respecto de u, y sean o, 8 € C. Entonces
af + Bg es integrable respecto de pu y

/ (af + Bg)dp = a/ fdu+/3’/ gdp.
X X X
Proposicion C.11. Si f es integrable respecto de p, entonces

'/deu S/Xf\du-

Teorema C.12 (de la convergencia dominada de Lebesgue). Sea (f,)nen una sucesion de fun-
ciones complejas y medibles en X, y sea p una medida positiva. Supongamos que

f(x) = lim f,(z) paratodo x € X.
n—oo
Si existe una funcion g integrable tal que

|fn(@)] < g(x) para todo x € X,n €N,

entonces
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a) f, esintegrable para todo n € N; y también lo es f,
b) Mmoo [y 1S = fldn =0,
¢) lim,, . [y fudp = [y fdpu.
Definicién C.13. Una medida real en (X, M) es una aplicacién A : M — [—o0, 00| tal que
a) A(0) =0,
b) A toma a lo sumo uno de los valores +oo,

c) Si (A4,)nen € M son disjuntos dos a dos, entonces

A( UAn> =3 A (4,).

neN neN

Definicién C.14. Sea A una medida real en (X, M). Un conjunto £ € M se dice que es A-nulo
si A(F') =0 para todo FF € M con F C E.

Definicién C.15. Se dice que dos medidas reales A y v en (X, M) son mutuamente singula-
res, denotado A L v, si existen conjuntos £y F en M tales que FUF = X, ENF = (),
FE es A-nulo y F' es v-nulo.

Teorema C.16 (Descomposicién de Jordan). Sea A una medida real en (X, M). Entonces,
existen dos tinicas medidas positivas \T y A\~ en (X, M) tales que

A=At Ay AT LA

Definicion C.17. Si A es una medida real, se dice que f es integrable con respecto de A si es
integrable para AT y A\™. En este caso, se define la integral de f respecto de A como

/de)\:/de)ﬁ“—/de)\_.

Definicién C.18. Una medida compleja en (X, M) es una aplicacién A : M — C que verifica
que si (A4,,)pen € M son disjuntos dos a dos, entonces

A( U An) =3 a4,
neN neN

En particular, no se permite que A alcance valores infinitos.

Definiciéon C.19. Si A es una medida compleja, denotamos por A, y A; las partes real e imagi-
naria de A\, respectivamente. Se dice que f es integrable con respecto de A si es integrable para
A, ¥ A;. En este caso, se define la integral de f respecto de A como

/de/\:/de)\T—i—i/de/\i.

Proposicion C.20. Sea A una medida compleja. Si f es una funcion medible y acotada, entonces
f es integrable.

Proposicién C.21. Sean n, £ medidas complejas en (X, M), sea f una funcidon compleja
integrable con respecto de n y &, y sean a,b € C Definimos p = an + b§. Entonces p es una
medida compleja, f es integrable con respecto de i y

/deu:a/xfdn—i-b/xfdf.
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Proposicién C.22. Sea A una medida compleja en (X, M) y sea f una funcion compleja

integrable respecto de \. Entonces
/ fax = / Fd.
X X

Demostracion. Sea A = A\, + i\; una medida compleja, y sea f una funcién compleja con partes
real e imaginaria f, y f;.
Si p es una medida real, entonces

Josw= ([ sdusi [ gn) = [ fan—i [ pau= [ Fin

Puesto que ),y ); son medidas reales y A = A\, —4); es una medida compleja, tenemos que
/ fd)\:/ fd)\r+i/ fdX; :/ fd)\r—i/ fdx; :/ fdX.
X X X X X X

Definicién C.23. Sea A una medida compleja en (X, M). Se define la medida variacion total
|A| de A como

O]

[A|(E) = sup { Zl XA = {A; };n:l es una particién medible de E}
J:

y la variacion total de A como |A|(X), que denotamos por ||A|l.

Proposicién C.24. Si \ es una medida compleja en (X, M), su variacion total es una medida
positiva y |(AN(E)| < |A(E) para todo E € M. Ademds, una funcion f es integrable con respecto
de X siy solo si es integrable con respecto de || y

[ sax < [ 1

El siguiente resultado es consecuencia del teorema de Radon-Nikodym [3, 13].

Proposicién C.25. Sea A una medida compleja en (X, M). Entonces eziste una funcion medible
h: X — C tal que |h(x)| =1 para todo z € X y

dX = hd|\|.

C.2. Teoremas de representacion

Definicién C.26. Si X es un espacio topolégico, la o-dlgebra de Borel B(X) es la o-élgebra
generada por los abiertos de la topologia, y sus elementos reciben el nombre de conjuntos de
Borel.

Una medida positiva p es una medida de Borel si esta definida en todos los conjuntos de
Borel.

Si X es un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto, una medida de Radon (posi-
tiva) en X es una medida de Borel (positiva) tal que

a) pu(K) < oo para todo conjunto compacto K de X,
b) w(E) =inf{u(U): E C U,U abierto} para todo E de Borel,
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¢) u(E)=sup{u(K): K C E, K compacto} para todo E abierto.

Definiciéon C.27. Sea X un espacio topoldgico y sea f : X — C. Se define el soporte de f,
sop(f), como la adherencia del conjunto {z € X : f(x) # 0}. Se dice que una funcién se anula
en el infinito si para todo € > 0 existe un conjunto compacto K C X tal que |f(z)| < € para
todo = ¢ K.

Definicién C.28. Sea X un espacio topolégico. Se define el conjunto C(X) como el conjunto de
las aplicaciones continuas de X en C. El conjunto de las funciones continuas de soporte compacto
se denota por C.(X). El conjunto las funciones continuas que se anulan en el infinito se denota

por Cy(X).
Observacién C.29. Si X es compacto, entonces Cy(X) = C.(X) = C(X).

Teorema C.30 (de representacién de Riesz para funcionales positivos). Sea X un espacio
topoldgico Hausdorff localmente compacto. Para todo funcional lineal ¢ : C.(X) — C tal que
0(f) > 0 para todo f > 0, existe una unica medida de Radon p en X tal que

of) = /de,u para todo f € C.(X).

Definiciéon C.31. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff localmente compacto. Una medida
real de Borel i es una medida de Radon (real) si u™ y p~ son medidas de Radon positivas. Una
medida compleja de Borel es una medida de Radon (compleja) si sus partes real e imaginaria son
medidas de Radon reales. Denotamos el espacio de las medidas de Radon complejas por M (X).

Proposicion C.32. Sea X un espacio topologico Hausdorff localmente compacto. El espacio
M(X) es un espacio normado con la norma definida por

Il = 11l(X)  para cada p € M(X),

Teorema C.33 (de representacién de Riesz para funcionales acotados). Sea X un espacio
topoldgico Hausdorff localmente compacto. Para cada pn € M(X), f € Cy(X) sea

ol = [ san (2)

Entonces la aplicacion p — £, es un isomorfismo isométrico entre M(X) y Co(X)', el espacio
de los funcionales acotados sobre Co(X).

Corolario C.34. Si X es un espacio Hausdorff compacto, entonces C(X)* es isométricamente
isomorfo a M(X).

C.3. Integracion de funciones absolutamente continuas

Definicién C.35. Sean a,b € R, a < b, y sea F : [a,b] — C. Se dice que F es absolutamente
continua en [a, b] si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que para cualesquiera (ay, b;), ..., (a,,b,)
subintervalos de [a, b] disjuntos dos a dos que verifiquen la condicién

n

7=1

se tiene que

D (b)) — Flay)| <e.
j=1
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Teorema C.36 (Fundamental del cdlculo). Sia,b € R, a <by F :[a,b] — C, son equivalen-
tes:

a) La aplicacion F es absolutamente continua en [a,b).

b) Existe una funcion f integrable Lebesque en [a,b] tal que
F(z)— F(a) = / f(t)dt  para todo x € [a,b.

/

c) F es derivable casi siempre en [a,b], F' es integrable Lebesque en [a,b] y

F(z)— F(a) = /1" F'(t)dt  para todo x € |a,b].

Proposicién C.37 (Integracién por partes). Sean a,b € R, a < b. Si F,G son funciones
complejas absolutamente continuas en [a,b], también lo es FG y se verifica que

b b
/ (FG') (z)dz = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / (GF') (z)dx.

C.4. Funciones de clase C°(R)

Proposicién C.38. El conjunto C°(R) de las funciones infinitamente derivables con soporte
compacto es denso en LP, con 1 < p < oo.

Proposicién C.39 (Lema de Urysohn para funciones C*). Sea K C R un conjunto compacto
y sea U D K un conjunto abierto. Entonces, existe una funcion f € C°(R) tal que 0 < f <1,
f=1en K ysop(f)CU.
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Apéndice D
El teorema de Herglotz

En este anexo se exponen varios resultados para llegar a demostrar el teorema de Her-
glotz D.15, utilizado en la demostracion del teorema espectral para operadores unitarios 2.36.
Se ha seguido [15] para desarrollar esta seccién. El simbolo K denota el cuerpo de los nimeros
reales R o el cuerpo de los nimeros complejos C.

Teorema D.1 (Fejér-Riesz). Sea p(z) = > p__, apz” € C[z,27'] un polinomio de Laurent no
nulo tal que p(z) es real y no negativo para todo z € T={z € C: |z| = 1}.
Entonces existe un polinomio q(z) = Y 7_ biz* € C[2] del mismo grado tal que

p(2) =|q(2)* para todo z € T.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos tomar n € N y a,, # 0. Puesto que p(z) es
real en T, tenemos que a_j, = a;. Sea f(z) = 2"p(z). Entonces f € C[z], su grado es 2n, verifica
que f(0) = a,, # 0y los puntos donde se anulan f y p coinciden (salvo el 0). Adema4s,

f(z)=a 2"+ +apz"+---+a, =2"f(z°1)

para todo z € C no nulo. Por tanto, si w es un cero de f, entonces w # 0 y w~! es también un
cero de f de la misma multiplicidad. Definimos g(z) = p(e'*) para € R. Entonces cada cero x
de g tiene la misma multiplicidad que cada cero €™ de p, y puesto que p(e®) > 0 por hipétesis,

estas multiplicidades ha de ser nimeros pares. Si denotamos por i, ..., 5; los ceros de f en T
y por ay, (ay)7 L, ..., a,, (a;,) 7!, los ceros fuera de T, tenemos que 2m + 2 = 2n y podemos
escribir

l

p(z) =2""f(z anH (z — ay) Z—dkfl)H(Z—ﬁj)Q
k=1

j=1

m l m l
TG00 = [ 6-5) (7 ) |+o [T T
k=1 j=1 k=1 j=1

El dltimo factor es igual a cz "™ para algtn ¢ € C. Puesto que m + [ = n, tenemos que

Cz*TL‘FH*m = ¢. Como P > 0 en T7 p= ‘p’ en T y tomando

m l
=VId[[G=an ][] (-5)
k=1 j=1

tenemos por (D.1) que p(z) = |q(2)|? para z € T. Si se tuviera que alguno de los conjuntos de
ceros fuera vacio, tomamos el producto correspondiente igual a uno. ]
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Definicién D.2. Sea F' un espacio vectorial sobre R. Un cono C' de F es un subconjunto de F'
tal que C+C C Cy A-C C C para todo X > 0.

Definicién D.3. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto, y sea E C C(X,R) un
subespacio lineal. Si C' C E, un funcional ¢ se dice que es C-positivo si £(f) > 0 para f € C.
Denotamos por E, al subconjunto de £ dado por

E, ={f€E: f(r) >0 paratodo z € X}.

Proposicién D.4. Sea E un subespacio lineal de un espacio vectorial F sobre R, y sea C un
cono de F tal que F = E+C. Entonces cada funcional ¢ definido en E y (CNE)-positivo admite
una extension a un funcional lineal C'-positivo definido en F.

Demostracion. Sea f € F. Definimos

q(f) =mf{l(g): g€ E, f—geC}. (D.2)

Como F = FE + C, existe un g € E tal que f — g € C, por lo que el conjunto de (D.2) no es
vacio. Es sencillo verificar que q(hy + hy) < q(hy) + q(hy) para todo hy, hy € F'y q(Ah) = Aq(h),
¢(h) = q(h) para cada h € E, A > 0. Por el teorema de Hahn-Banach, existe un funcional lineal
L definido en F' que extiende a ¢y que verifica que L(f) < ¢(f) para todo f € F.

Sea h € C. Tomando g = 0, f = —h tenemos que f — g € C, luego q(—h) < ¢(0) = 0
por (D.2). Por tanto, L(—h) < g(—h) <0, por lo que L(h) > 0. Por tanto, L es C-positivo. [

Proposicién D.5. Sea X un espacio topolégico Hausdorff compacto, y sea E un subespacio
lineal de C(X,R) que contiene una funcion e tal que e(z) > 0 para todo x € X.

Entonces para cada funcional £ definido en E que sea E -positivo existe una medida de
Radon positiva pu tal que ¢(f) = [ fdu para cada f € E.

Demostracion. Sea F' = C(X,R) y sea C = C(X,R),. Sea f € F. Como X es compacto, —f
es acotada y e alcanza un minimo positivo. Por tanto, existe un A > 0 tal que —f(x) < Xe(x)
para todo x € X. Como e + f € C'y —Xe € E, tenemos que f = —Ae+ (Ae+ f) € E+ C.
Por tanto, ' = E + C. Por la proposicién D.4, £ admite una extensién a un funcional lineal L
C-positivo definido en F'. Por el teorema de representacién de Riesz C.30, existe una medida p
como se pide. ]

Definicion D.6. Un x-semigrupo S es un conjunto con una operacién producto o que verifica
la propiedad asociativa y una aplicacién * : S — S, llamada involucion, tal que

(aob)* = a*od*, (a*)" =a,

para todo a,b € S .
Un cardcter de S es un funcional lineal y : S — K tal que

x(0)=1, x(aob)=x(a)x(®d), x(a*)=x(a), para todo a,be S.

Denotamos por S* el conjunto de los cardcteres de S.
Una aplicaciéon ¢ : S — K se dice que es semidefinida positiva si para cualesquiera
S1yee38, €Sy E,.. ., &, € Ky n &N se tiene que

n

Z p(s; 0 Sj)gifj >0

t,j=0
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Definicién D.7. Una *-dlgebra sobre K es un algebra A sobre K equipado con una involucién
x: A — A, tal que para todo a,b € Ay a, 5 € K se tiene que

(aa + Bb)* = aa* + Bb*, (ab)* = b*a*, (a*)* =a.

Un cardcter de A es un funcional lineal y : A — K tal que

x(1) =1, x(ab) = x(a)x(b), x(a*)=x(a), para todo a,b € A.

Denotamos por A el conjunto de los caracteres de A.
Un funcional lineal £ : A x A — K se dice que es positivo si £(a*a) > 0 para todo a € A.

Si S es un semigrupo, se define el -algebra K[S] cuya base estd dada por los elementos de S
y el producto y la involucién estdn dados a partir de las operaciones respectivas de S. Esto es,
KI[S] es el espacio vectorial de las sumas ) ¢ ags donde ag € K con finitos a; no nulos, y con
las aplicaciones producto e involucién dadas por

(Zass)(Z/Btt) = Z agfBi(sot),

sES tes s,teS
* _
(S0 =Y,
seS seS

K[S] es un x-dlgebra. Como S forma una base de K[S], existe una biyeccién entre las funciones
¢ : S — Ky los funcionales lineales £, : K[S] — K dada por £,(s) = ¢(s) con s € S.

Proposiciéon D.8. Si ¢ : S — K, entonces ¢ es semidefinida positiva si y solo si L, es un
funcional lineal positivo en la x-dlgebra K[S].

Demostracion. Sia =)  gags € K[S], tenemos que

l,(a"a) = Z @ (s%t) agoy.
s,teS

Por las definiciones respectivas, se tiene la equivalencia. ]

De aqui en adelante supondremos que A es una x-dlgebra unitaria conmutativa, y S un *-
semigrupo abeliano. Supondremos también que A es un espacio Hausdorff localmente compacto
para la topologfa producto en K4 (topologia de la convergencia puntual [10] pag. 281), lo cual
se verifica si A estd finitamente generada.

Definiciéon D.9. Un funcional lineal ¢ : A — K es un funcional momento si existe una medida
de Radon positiva p en A tal que la aplicacién x — x(a) es u-integrable en A y verifica

ta) = / x(@)dp(x)

A

para todo a € A.
Lema D.10. Todo funcional momento es un funcional lineal positivo en A.

Demostracion. Sea a € A. Para y € A tenemos y(a*a) = x(a*)x(a) = |x(a)|? y por tanto

f(a*a) = /A x(a*a)du(x) = /A|x<a>|2du<x> > 0.
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Definicién D.11. Una funcién ¢ : S — K es una funcion momento si existe una medida de
Radon positiva p en S* tal que la aplicacién y — x(a) es u-integrable en S* y verifica que

o(s) = [ x)dun

para todo s € S.

Observacién D.12. Comparando las definiciones anteriores, vemos que tenemos una corres-
pondencia biunivoca entre conceptos en S y su *-dlgebra K[S]. Una funcién ¢ : S — K es un
cardcter del *-semigrupo S si y solo si £, es un caracter de K[S]. De la misma manera, ¢ es
una funcién momento si y solo si £, es un funcional momento. Utilizaremos cada concepto de
manera intercambiable.

Corolario D.13. Toda funcion momento ¢ : S — K es semidefinida positiva.
Demostracion. Se deduce de la proposicién D.8 y del lema D.10. O

Observacion D.14. Consideramos Z como un *-semigrupo con la involucién dada por n* = —n.
Existe un x-isomorfismo n — z" del x-dlgebra C[Z] en el x-algebra de los polinomios trigonométri-
cos C[z, 271] definidos en T, con la involucién p(z) = D i ¢; 70— p*(z) = D n ¢;z7J. El
conjunto de caracteres de Z es Z* = {x, : z € T} , donde x,(p) = p(z). Vedmoslo.

Sit € T, definimos x,;(p) = p(t). Veamos que es caracter : tenemos que x.(1) = 1, x;(pq) =

n n

p(H)a(t) = x:(P)xe(@) ¥ x:(p*) = D 5-_, ¢t =370, t) = x4(p), y evidentemente es lineal,
luego es caracter.

Reciprocamente, veamos que todos los caracteres se pueden escribir como x;(p) = p(t). Si
X es un caracter , definimos ¢ = x(z) . Entonces [t|? = x(2)x(2) = x(2)x(z*) = x(2)x(z7!) =
x(1) =1, luego |t| = |x(2)| = 1. Por tanto, t € T. Ademas,

n n

X(p(2) =x( D ¢2) = D eix(z) = p(x(2)) = p(t) = xi(p)

j=—n Jj=—n

como querfamos demostrar. Tenemos entonces los isomorfismos T = Z* = C[Z] = Clz, z71].

Teorema D.15 (Herglotz). Sea s = (s,,),cz una sucesion de nimeros complejos. Son equiva-
lentes:

a) Existe una medida de Radon p en T tal que
Sy, = / 2"du(z)  para todo n € 7.
T

b) Para cualquier sucesion (c,)nen, de nimeros complejos de finitos términos no nulos, se
tiene que

sj_kckﬁj Z 0.

[
k=0

s

Ademds, la medida p es tunica.

Demostracion. Podemos definir la aplicacién s : Z — C dada por s(n) = s, con funcional
lineal asociado /. Sea q(2) = Y }_, cx2* € C[z,27!]. Entonces ¢*(z) = Y0zl y

Laa = () am =Y saa0 (D-3)

J,k=0 7,k=0
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Supongamos que existe una medida de Radon como se pide. Por la discusién precedente
(observaciones D.12 y D.14), tenemos que la aplicacién s : Z — C dada por s(n) = s, =
Jp 27 "dp(z) es una funcién momento en el semigrupo Z*. Por el corolario D.13, s es semidefinida
positiva, y por la proposicién D.8, el funcional lineal ¢ es positivo. Por tanto, tenemos ¢, (¢*q) >
0 y por (D.3), la primera implicacién.

Veamos el reciproco. Sea p € C[z, 27 '] tal que p(z) > 0 para z € T. Por el teorema de
Fejér-Riesz D.1, existe un polinomio q(z) = Y.7_, cxz® € C[z, 271 tal que p = ¢*q. Por (D.3),
tenemos que /4(p) = {,(¢*q) > 0. Por tanto, la restriccién de ¢, al subespacio real E =
{p €Clz,z71]:p= p*} de C(T,R) es E,-positiva. Por la proposicién D.5, la restriccion de £
a E estd dada por una medida de Radon p en el espacio T. Por tanto, también lo estd £, en
Clz,271], y se tiene la otra implicacién.

La unicidad se debe a que los polinomios C[z,27!] son densos en C(T) por el teorema de
Stone-Weierstrass. O
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