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Abstract

The prisoner’s dilemma and its repeated version are paradigmatic examples
within game theory. This work provides an introduction to game theory, focusing on
the prisoner’s dilemma and its finite and infinitely iterated variants. Then, it offers
a mathematical description of the concept of stochastic automata and its properties.
These automata represent a dense subset of possible strategies in a game, providing
a variety of heuristic approaches in game theory. After describing the methodology
that will be applied and presenting the results that justify its validity, this work
concludes by providing an implementation for the infinitely repeated prisoner’s di-
lemma. No publications have been found in which this methodology is applied to
the mentioned game using stochastic automata, thus, the proposed implementation
makes use of original ideas to suggest a way to do so.

Resumen

El dilema del prisionero es un ejemplo paradigmaético dentro de la teoria de
juegos al igual que su version repetida. En este trabajo se presenta una introduccion
a la teoria de juegos, centrandose en el dilema del prisionero y sus variantes finita
e infinitamente iteradas. Se proporciona una descripcién matematica del concepto
de autémata en su versién estocastica y se profundiza en sus propiedades. Dichos
autématas permiten representar un subconjunto denso de las estrategias posibles
de un juego, lo cual permite desarrollar una metodologia heuristica para el andlisis
de juegos. Tras exponer los resultados que justifican matematicamente la validez
de esta metodologia, se concluye dando una implementacion para el dilema del
prisionero repetido infinitamente. No se han encontrado publicaciones en las que se
aplique esta metodologia a dicho juego utilizando autématas estocasticos, asi pues,
la implementacion dada utiliza ideas propias para sugerir un modo de hacerlo.



Introduccion

Este trabajo tiene como objetivo dar las descripciones matematicas que justifican
el uso de autématas finitos como herramienta en la biisqueda de soluciones dentro de
la teoria de juegos. Un autémata representa la idea de una méquina programada para
realizar automaticamente una tarea en particular. En este caso los autématas seran
virtuales y representaran estrategias del juego elegido. Por otro lado, la teoria de
juegos es el area de las matematicas que modela y estudia los conflictos entre varios
agentes o jugadores que buscan obtener el mayor beneficio posible. En particular, en
este trabajo se toma como modelo el arquetipico dilema del prisionero en su version
repetida infinitamente.

La metodologia propuesta consiste en considerar autématas finitos que represen-
ten las posibles estrategias empleables por un jugador para un juego dado. Estos
autématas se definen de manera aleatoria. Para ello se conforma una poblacion de
autématas creados aleatoriamente que evoluciona iterativamente mediante un al-
goritmo genético. Cuando eventualmente se alcance una poblacién homogénea, los
individuos determinan un perfil de estrategias que constituye una posible solucion
del juego.

Un automata finito esta constituido, esencialmente, por un conjunto de estados
con una accion asociada a cada uno y un procedimiento de transiciones entre ellos,
determinados por un input, que en este caso sera la accién de los rivales en el juego.
La metodologia anteriormente descrita se explora en un amplio abanico de publica-
ciones, pero en ningun documento de toda la bibliografia consultada se considera el
uso de automatas estocasticos en juegos repetidos semejantes al propuesto en este
trabajo.

El primer capitulo del trabajo se centra en describir el marco de la teoria de
juegos y exponer los resultados mas importantes relativos al tipo de juego que se
estd manejando. Es por ello que se usa constantemente como hilo conductor el dilema
del prisionero.

En el segundo capitulo se da una descripcion formal matematica de los autéma-
tas estocésticos. Este tratamiento formal permite obtener resultados muy potentes,
como la equivalencia entre distintas descripciones de un mismo autémata o la re-
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duccién de un autémata dado a otro con menos estados que represente el mismo
algoritmo. La busqueda documental llevada a cabo en este trabajo ha sido infruc-
tuosa en el sentido de dar respuesta a un importante problema que, por lo menos en
este documento, se considera abierto: el problema de determinar si es decidible que,
dado un autémata estocéstico como los que utilizaremos en la practica, existe otro
autémata que represente el mismo algoritmo y tenga un nimero menor de estados.
Cabe resenar que si que se dan resultados que permiten garantizar la decidibilidad
del problema y la obtencion de dicho autémata bajo ciertas condiciones.

En el tercer capitulo, se exponen los principales resultados y definiciones de la
teoria de juegos evolutiva. Esta rama de la teoria de juegos permite relacionar la
teoria de juegos con los autématas siguiendo la metodologia descrita anteriormente.
Se considera necesario resenar que este tercer capitulo no contiene demostraciones,
mostrando la teoria sin entrar en detalles dado que se prevé continuar explorando
este campo con més profundidad en un préoximo Trabajo Fin de Méster.

Finalmente, el trabajo concluye con un capitulo dedicado a la implementacién
de la metodologia propuesta dando una breve descripcion de la misma. En el futuro
Trabajo Fin de Master se tratarda de extender esta metodologia a un conjunto de
juegos lo més general posible, con lo cual no se detalla aqui la descripcién con
excesiva profundidad, permitiendo una mayor legibilidad del trabajo sin dilatarlo
excesivamente.

Mas alld de las vias de investigacion futura ya descritas, desde un punto de
vista mas ambicioso y largoplacista, los objetivos buscados responden a la necesidad
de conseguir computacionalmente soluciones interpretables de problemas complejos.
Actualmente, el desarrollo del aprendizaje automatico se adhiere fundamentalmente
a las redes neuronales que trabajan a modo de caja negra, mientras que los autématas
permiten identificar y comprender la estrategia llevada a cabo por un jugador.

Por otro lado, la solucién al problema sobre decidibilidad abriria la puerta a la
obtencion del conjunto de las soluciones de un juego, al menos de manera heuristica,
siendo estas interpretables y analizables. Esto conduciria a una posible interpretacion
de la estructura del conjunto de soluciones asi como a otros analisis sobre el juego
estudiado.

Una de las aplicaciones podria ser la modificaciéon de un juego en base a sus
soluciones, buscando que el desarrollo normal del mismo conduzca a unos resultados
particulares. O, dandole la vuela, aplicado a la economia, puede permitir observar
cémo afectan a los diferentes agentes los cambios en las regulaciones. La viabilidad de
estos analisis no requiere de la metodologia descrita en este trabajo pues, por ejemplo
en [24], se utilizan redes neuronales para reducir el nimero de empates en las partidas
de ajedrez. Aun asi, la informaciéon de la que se dispone sobre jugadas Optimas
se enriquece notablemente cuando se puedan determinar las soluciones mediante
autéomatas.
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INTRODUCCION ALEJANDRO GUTIERREZ MIELGO

Para finalizar con esta introduccion, se destaca que los dos primeros capitulos
son fruto de una intensa documentacién y recopilacién de resultados entre los que se
presentan algunas demostraciones originales. En el Capitulo 4, tomando como hilo
conductor la publicacién [12], se generalizan sus resultados aplicando lo expuesto en
capitulos anteriores junto a ideas originales propias.

INTELIGENCIA ARTIFICIAL APLICADA A LA TEORIA DE JUEGOS 3



1. Teoria de Juegos

1.1. Conceptos fundamentales

Antes de comenzar, se indica que la mayor parte de enunciados y resultados
descritos en este capitulo se extraen de [3] y [5]. Ahora bien, apartando el concepto
de juego de una definicién coloquial en pos de encontrar una representacién formal
y matematica del concepto, podemos entender que un juego es una situacién de
conflicto y/o cooperacién en la que interactian individuos racionales analizando
los comportamientos y resultados que son de esperar. En este marco, los individuos,
denominados jugadores, buscan tomar las decisiones que mas convengan para ganar,
cumpliendo siempre las reglas del juego y sabiendo que los demas jugadores también
influyen en los resultados con sus decisiones.

Los juegos pueden clasificarse en juegos cooperativos y juegos no cooperativos.
En los juegos cooperativos se contempla la opcién de que los jugadores lleguen
a acuerdos sobre qué decisiones debe tomar cada cual. En los no cooperativos el
analisis esta restringido a las decisiones que tomaria cada jugador en ausencia de
acuerdo previo con los demas.

Dentro de los juegos no cooperativos se consideran dos distinciones: juegos estati-
cos y juegos dindmicos. En los primeros, los jugadores toman sus decisiones si-
multdneamente y deciden sin saber qué decision han tomado los demas. En los
segundos puede darse que algin jugador conozca ya las decisiones de otro antes de
tomar la suya.

Volviendo de nuevo al caso general, se puede hacer otra distinciéon entre los
juegos en funcién de la informacién a la que tienen acceso los jugadores. En un
juego con informacion completa todos los jugadores conocen con total certeza las
consecuencias, tanto para ellos como para los demas, de todas las decisiones, asi
como todo lo que ha sucedido en el juego hasta el instante de la decision. En un
juego con informacién incompleta, algtin jugador desconoce parte de la informacion
del juego.

Previamente a definir formalmente los conceptos basicos de la teoria de juegos,
cabe describirlos de manera literaria enfatizando qué representan desde el punto de
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vista intuitivo:

» Jugadores. Son los individuos que toman decisiones con el fin de maximizar su
utilidad.

» Utilidad. Es la valoraciéon que da cada jugador a los pagos de los posibles
resultados del juego.

= Pagos. Son las consecuencias que se dan para cada jugador dependiendo del
resultado del juego.

» Resultados del juego. Son las posibles conclusiones del juego, llevando asociada
cada una de ellas unas consecuencias para cada jugador.

= Perfil de estrategias. Es un conjunto de estrategias en el que cada una de ellas
estd asociada a un jugador.

= Estrategia. Es el plan completo de acciones con las que un jugador puede
proponerse jugar a un juego.

= Acciones. Son las decisiones que puede tomar cada jugador en cada momento
en que le toque jugar.

A la hora de representar los juegos, se suele hacer fundamentalmente de dos
maneras diferentes, en funcion de en qué se quiera hacer mas énfasis. Estas son la
forma estratégica o forma normal y la forma extensiva. En ambas se especifican
los jugadores, las acciones y los pagos, organizandolos tabularmente en la forma
estratégica y en diagrama de arbol en la forma extensiva.

Definicién 1.1. Un juego en forma extensiva I' estd caracterizado por el conjunto

= {7.X.. (0) Xher {hbes Edaen, (e o (1)

donde:

1. J ={0,1,2,...,n} es el conjunto de jugadores o agentes, representando el
jugador 0 (o JO) los movimientos del azar.

2. X es el conjunto de nodos, es decir, el conjunto de las posibles situaciones del
juego.

La funciéon ¢ : X — X asocia, a cada nodo x, su nodo inmediatamente
predecesor, excepto para el nodo origen o, que es el inicio del juego, para el
cual £(0) = o.

INTELIGENCIA ARTIFICIAL APLICADA A LA TEORIA DE JUEGOS 5)
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3. A es el conjunto de todas las acciones posibles de todos los jugadores.

La funcién o : X \ {o} — A asocia, a cada nodo distinto del origen, la accién
a(x) que lleva &(x) a x. Se verifica que si ' # 2" con &(2') = £(2") = =z,
entonces a(z') # a(z”).

4. X; es el conjunto de nodos en los cuales el jugador ¢ € J ha de elegir una
acciéon (nodos de decisién del jugador 7).

Notese que un jugador ¢ € J puede tener que realizar una accion sin saber
exactamente en qué nodo se encuentra (por ejemplo, en juegos con informacién
incompleta). Por tanto X; = |J, ., X/ donde [; indexa la particién definida
por la relacién xR;x’ si y solo si

pel;

w22 € X

» El jugador i no distingue entre = y .

5. Para cada ¢ € J se define H;(x),x € X; como H;(x) = X7, es decir, la
funcién que asigna, a cada nodo x € X; el conjunto de nodos de decision de ¢
indistinguibles de x para el jugador :.

Si x € X;, H;(x) se denomina conjunto de informacién del jugador i (para el
nodo x).

Con un pequefio abuso de notacién H; = {H;(z),x € X;} es la familia de
conjuntos de informacién del jugador i y H = {H, }ies.

6. Dado h € H; un conjunto de informacién, Ay es el conjunto de acciones dis-
ponibles en todos los nodos de h.

7. Paracada h € Hy, py, : A, — [0, 1] es una funcién que asocia una probabilidad
a las acciones debidas al azar (jugador 0) en cada conjunto de informacién del
mismo.

8. Sea s(x) = {y € X : &{(y) = z}, el conjunto de nodos inmediatamente si-
guientes a z. Se define T(X) = {z € X : s(x) = @} como el conjunto de
nodos terminales y r : T'(X) — R" es la funcién que asocia cada nodo ter-
minal a un vector de pagos. En dicho vector de pagos la coordenada i-ésima
se corresponde con el pago (o utilidad) asociado al jugador .

A mayores, de nuevo con un pequeno abuso de notacién, se define el conjunto de
las acciones disponibles del jugador ¢ a partir de x € X, por

A(x) ={a € Ap,(z) : I’ € s(x) con a = a(z")}. (1.2)

INTELIGENCIA ARTIFICIAL APLICADA A LA TEORIA DE JUEGOS 6



1. TEORIA DE JUEGOS ALEJANDRO GUTIERREZ MIELGO

Nétese que si x 'y ' pertenecen al mismo conjunto de informacién, necesariamente
A(x) = A(2), ya que, en caso contrario, el jugador tendria un modo de distinguir z

y z'.

Figura 1.1: Juego con dos jugadores y dos conjuntos de informacién, el del segundo
jugador se representa por el rectangulo punteado.

En la Figura 1.1, aparecen los pagos de cada jugador en los nodos terminales.
El primer nimero se corresponde con el pago de J1 asi como el segundo es el co-
rrespondiente a J2. Ambos jugadores tienen dos acciones posibles en sus respectivos
conjuntos de informacion.

La siguiente Definicién 1.2 formaliza el concepto de estrategia, que intuitiva-
mente interpretamos como el plan de accién de un jugador. Las estrategias han de
considerarse para cada conjunto de informacién del juego pues son los estadios en
los cuales el jugador puede tomar una decision.

Definicién 1.2. Una estrategia pura s; para el jugadori € {1,...,n} es una funcién

S; - Hl — A
h s si(h) (1.3)

con s;(h) € Ap. Se denota por S; al conjunto de todas las estrategias puras posibles
de 7.

Definicién 1.3. Dada una estrategia pura s; € S; para cada jugador : = 1,2,...,n
se dice que

S =1(81,82,...,8,) €S1 X Sy x -+ xS, =25, (1.4)

es un perfil de estrategias puras.

INTELIGENCIA ARTIFICIAL APLICADA A LA TEORIA DE JUEGOS 7
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Notese que un perfil de estrategias determina un desarrollo completo del juego
y conduce irremediablemente a un nodo terminal, salvo que existan movimientos
debidos al azar.

Definicién 1.4. Dado el perfil de estrategias puras s, se denota n(s) al nodo ter-
minal que se alcanza tras el desarrollo completo del juego y u;(s) = r;(n(s)) al pago
que recibe el jugador .

Definicién 1.5. Un juego en forma estratégica (o en forma normal) G esté carac-
terizado por el conjunto

G = {J, (Si)ies, (uz’)ieJ}> (1.5)

donde S;, u;,7 € I vienen dados en la Definicién 1.2 y la Definicién 1.4 respectiva-
mente.

Nota. Se puede prescindir de J en (1.5), ya que estd implicito en el conjunto de
indices de S; y u;.

Notese que en la Definicion 1.5, u; representa la funcion

u;: S — R

s — rin(s) (1.6)

En caso de estar considerando un juego que contenga movimientos de azar, las fun-
ciones u; se sustituyen por las funciones de utilidad de Von Neumann-Morgenstern
asociadas a los resultados del juego. Dicha funcién es el pago esperado de cada
jugador en sentido probabilistico (ver [3]).

La Tabla 1.1 da un ejemplo de un juego en forma estratégica. Las filas y columnas
representan las posibles estrategias de cada jugador mientras que los niimeros hacen
referencia a los pagos de cada perfil de estrategias para J1 y J2 respectivamente.

J2
¢ a | B | 79
al22[02]0,0
J1[b]0,2]2,0]0,1
¢c[0,0[1,0[1,1

Tabla 1.1: Juego con dos jugadores y tres posibles estrategias por jugador.

Definicién 1.6. Se dice que una informacién I es de dominio publico, lo que se
denotard por p(0), si para el conjunto de jugadores J todos los jugadores conocen I
y se cumplen las proposiciones, definidas de manera inductiva,

INTELIGENCIA ARTIFICIAL APLICADA A LA TEORIA DE JUEGOS 8
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» p(n) = “Todos los jugadores de J conocen p(n —1)”, conn=1,2,....

Asi pues, de ahora en adelante se considera de dominio publico el conocimiento
de la estructura completa del juego por parte de todos los jugadores. Es decir, todos
los jugadores conocen la estructura del juego, todos los jugadores conocen que todos
los jugadores conocen la estructura del juego...

Dado que el juego que utilizaremos como modelo posteriormente es el dilema del
prisionero, los resultados descritos a continuacion se corresponden a juegos estaticos
con informacién completa. Es decir, juegos en los cuales los jugadores toman las
decisiones de manera simultanea y conocen con total certeza los actos llevados a
cabo hasta el momento, asi como las consecuencias de sus decisiones.

Merece la pena indicar que, pese a que hasta el momento se han considerado
juegos con un conjunto de acciones arbitrario, de ahora en adelante se formalizaran
desarrollos sobre juegos finitos, es decir, aquellos tales que |A| € N (< |S] € N).

1.2. Soluciones de un juego

Dado que en los juegos intervienen varios jugadores, el concepto de solucién
no es exactamente igual al utilizado de manera usual. Pese a que cada agente o
jugador pueda identificar correctamente los resultados 6ptimos para si, estos estan
condicionados por las elecciones tomadas por el resto de agentes. Ademads, en el caso
general, pueden entrar en conflicto las preferencias de los distintos agentes.

Asi pues, se llamara solucién de un juego a un conjunto de perfiles de estrategias
tal que es razonable pensar que los jugadores tomaran decisiones pertenecientes a
dicho conjunto. Por otro lado, se llamara concepto de solucién a un procedimiento
que permita obtener una solucion de manera precisa y argumentada.

1.2.1. Soluciones mediante argumentos de dominacion

Definicién 1.7. Sean el juego G = {S1,...,Sp;u1, ..., un} y s;, s/ dos estrategias
del jugador i. Se dice que s} estd dominada (o débilmente dominada) por s si se
cumple

ui(sla s )Si—1’8{£78i+17 ceey Sn) S ui(sla v 787:—178;/787:—&-17 ceey Sn)7 (17>

para toda combinacion de estrategias s_; de los otros jugadores y para alguna de
las posibles combinaciones se cumple de modo estricto.

Nota. Para el resto del TFG se utilizard la notacion s_; = (S1,. .., Si—1,Sit1,- -+, Sn)-

“s? domina a s

17
%

En las condiciones de la Definicién 1.7 es correcto decir que

equivalentemente, “s; estd dominada por s;”.

(2

0O,
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1. TEORIA DE JUEGOS ALEJANDRO GUTIERREZ MIELGO

Definicién 1.8. Sean el juego G = {S,...,Sp;u1,...,u,} y s;, s/ dos estrategias
del jugador i. Se dice que ¢, estd estrictamente dominada por s/ si se cumple

/ "
Ui (815 -5 i1, Sjy i1y -+ 5n) < Ui(S1, -, 8i—1, 875 Sit1s- - -5 Sn), (1.8)
para toda combinacién de estrategias s_; de los otros jugadores.

Si una estrategia s; domina estrictamente a otra estrategia s; significa que, sean
cuales sean las estrategias llevadas a cabo por el resto de jugadores, al jugador i le
conviene adoptar s! frente a s, siempre. Por tanto, un jugador racional nunca jugara
estrategias dominadas y mucho menos estrategias estrictamente dominadas.

Definicién 1.9. Sean el juego G = {S1,...,Sy;u1,...,u,} y s; una estrategia del
jugador 1.

= Se dice que s} es no dominada si no existe ninguna estrategia del jugador i que
la domine.

» Se dice que s, es no dominada estrictamente si no existe ninguna estrategia
del jugador ¢ que la domine estrictamente.

Si bien la definicién anterior describe estrategias maximales bajo la relacion de
orden de la dominacion, cabe dar también una descripcién de los méaximos bajo
dicha relacion.

Definicién 1.10. Sean el juego G = {S1,...,Sp;u1,...,u,} y s; una estrategia del
jugador 1.

= Se dice que s, es dominante cuando se cumple
/
'LLZ'<81, ey 81,80, Sitly -y 3n> < ui<517 ey Si—15 85, Sit1y - - 3n>7 (19)

para toda estrategia s; de ¢ y toda combinacion de estrategias s_; del resto de
jugadores.

= Se dice que s es estrictamente dominante si la premisa anterior se satisface
estrictamente para toda estrategia s; # s.

Un jugador puede tener varias estrategias dominantes, pues no se ha impuesto
en la definicién que la ecuacién (1.9) se satisfaga estrictamente al menos en algin
caso.

Estamos ahora en condiciones de introducir el primer concepto de solucién: el
Uso de Estrategias Dominantes (UED).

INTELIGENCIA ARTIFICIAL APLICADA A LA TEORIA DE JUEGOS 10



1. TEORIA DE JUEGOS ALEJANDRO GUTIERREZ MIELGO

Definicién 1.11. Dado un juego G, pertenecen a su solucién UED (SVEP) todos

aquellos perfiles de estrategias en los que cada jugador asume una estrategia domi-
nante.

Que cada jugador tenga al menos una estrategia dominante es una condicién muy
restrictiva para la existencia de soluciones, pues en la inmensa mayoria de juegos
esto no ocurre. Esto lleva a buscar un concepto de soluciéon basado en argumentos
de dominaciéon més aplicables.

Definicién 1.12. Dado un juego G = {S1,...,Sn;u1,. .., u,}, lamamos Elimina-
cién Iterativa Estricta (EIE) al algoritmo iterativo consistente en la repeticién del
siguiente proceso:

= Se eliminan a la vez, y de cada uno de los jugadores, todas las estrategias
que estén estrictamente dominadas en el juego G,, (Gy = (), obteniéndose el
juego reducido G, 1.

El algoritmo concluye cuando no quedan estrategias que eliminar para ningin juga-
dor. El conjunto de las estrategias supervivientes para cada jugador ¢ se denota por
Q;.

Definicién 1.13. Dado un juego G, pertenecen a su solucién EIE (SPIF) todos
aquellos perfiles de estrategias en los que cada jugador ¢ asume una estrategia per-
teneciente a ;.

Dado que la existencia de estrategias estrictamente dominadas sigue siendo una
caracteristica muy poco comun en los juegos, en general se utiliza la version débil
del concepto de solucién anterior.

Definicién 1.14. Dado un juego G = {S1,...,Su;u1,. .., u,}, lamamos Elimina-
ci6én Iterativa Débil (EID) al algoritmo iterativo dado en la Definicién 1.12, consi-
derando estrategias débilmente dominadas en lugar de estrictamente dominadas. El
conjunto de estrategias supervivientes se denota por €2;.

Definicién 1.15. Dado un juego G, pertenecen a su solucién EID (SFP) todos
aquellos perfiles de estrategias en los que cada jugador ¢ asume una estrategia per-
teneciente a §2;.

Definicién 1.16. Dado un juego G = {Si,...,Sy;u1,...,u,}, se dice que G es
resoluble por dominacion si, tras aplicar el proceso EID, para todo jugador ¢ y toda
combinacion de estrategias s_; € 2y X - -+ x ;1 X ;41 X €, se cumple:

Si s, s; € §; entonces (s, $—;) = ui(s;, $—;). (1.10)
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Definicién 1.17. Sea GG un juego resoluble por dominaciéon. Cada perfil de estrate-
gias s € )y X --- x €, se denomina equilibrio sofisticado.

Las soluciones descritas en este epigrafe se han propuesto suponiendo, primero,
que los jugadores son racionales (Definicién 1.11), posteriormente, considerando que
también conocen la racionalidad del resto de jugadores (Definiciones 1.13 y 1.15).
Asi se obtienen conceptos de solucién que reducen el nimero de casos a considerar
cuando se busca una estrategia éptima para cada jugador. Por el contrario, en el
epigrafe siguiente, se buscan las propiedades que ha de tener un perfil de estrategias
para constituir una solucion del juego.

1.2.2. Soluciones mediante argumentos de equilibrio

Definicién 1.18. Dado el juego G = {Si,...,Sy;u1,...,u,}, se dice que el perfil
de estrategias puras (s7,...,s") es un Equilibrio de Nash (EN) si para cada jugador
t se cumple

* * * * * * * * *
Ui (8] 85 1,8 Sty Sn) = Ui(S], oy 811556, Siq1s---15n), (1.11)

para toda s; € S;.

Nota. Por analogia con la notacién SF'P, se denomina S*N al conjunto de perfiles
que son EN de un juego.

Es decir, en un EN, para cada jugador 7, s; es una respuesta 6éptima a s*,. Luego
en dicho equilibrio, a ningin jugador le conviene desviarse de manera unilateral del
perfil de estrategias dado.

Cabe destacar que en un EN cada jugador no tiene por qué alcanzar necesaria-
mente el mejor pago posible. Es mas, ni siquiera significa que alguno de los jugadores
lo alcance. Hilando ain mas fino, pueden existir perfiles de estrategias que, para to-
dos y cada uno de los jugadores, conduzcan a pagos superiores a los alcanzables
mediante los EN del juego.

De esta forma, la palabra equilibrio evoca precisamente la nocién de equilibrio
empleada en fisica (minimo relativo) mas que a la nocién de solucién. Al fin y al cabo
se puede interpretar el perfil de estrategias como un sistema mecanico y la funcion
de pagos de cada jugador con signo negativo como un potencial. Entonces en un
EN, cualquier pequena perturbacién por parte de un jugador conduce a un estado
del sistema con mayor potencial (menor valor absoluto en su funcién de utilidad) vy,
en consecuencia, la evolucién natural del sistema conduce de nuevo al equilibrio (la
estrategia natural de cada jugador es no desviarse del EN).

Precisamente la interpretacion anterior invita a pensar que cualquier solucién del
juego ha de ser EN pues los equilibrios de Nash son maximos relativos de la funciéon
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de utilidad de cada jugador. Entiéndase que se asume que la utilidad es funcion
tnicamente de la estrategia del jugador al que hace referencia: w;(s3, ..., s;,...,85) =

£(5:). o

Proposicién 1.19. Sea G = {Si,...,Su;u1,...,u,} un juego y sea un perfil de

estrategias s* = (s],...,s! s¥). Entonces, si s* estd constituido por estrategias
dominantes, es EN.

ivc 1 9n

Dem. Si las estrategias de s* son dominantes, cualquier estrategia s} de ellas es res-
puesta optima para i a cualquier combinacion de estrategias de los otros jugadores,
en particular lo es a s*;, luego es EN. O

SUED g6 denominan

Como consecuencia de la Proposicion 1.19, los elementos de
equilibrios en estrategias dominantes.

Cabria pensar que en las condiciones de la proposicion anterior s* es el tnico
EN del juego, asi como también cabria pensar que todos los EN podrian estar en
SUED " El juego contraejemplo (CE) (Tabla 1.2) da una respuesta negativa a ambas

afirmaciones simultdaneamente.

J2
o B
al2,1]1,0
bl 1,1]1,1

CE

J1

Tabla 1.2: Juego CE.

En CE las estrategias a y « son dominantes para J1 y J2 respectivamente, pe-
ro hay dos EN: (a,a) y (b, 3). Cabe observar que, ademéds, b y [ son estrategias
dominadas, luego (b, ) ¢ SVEP.

Dado que estos son los primeros EN que vemos en la practica, merece la pena
explicar al menos uno de forma més detallada (los pagos a los que se hace alusién
aparecen en negrita en la definicién del juego). Considerando el equilibrio (a, @), J1
obtiene un pago de 2 unidades Si decidiera desviarse optando por la estrategia b, su
pago seria u (b, ) = 1. Por parte de J2, su pago es 1, mientras que si se desviara del
equilibrio, optando por la estrategia /3, obtendria us(a, 5) = 0. Luego, para ambos
jugadores, desviarse del equilibrio unilateralmente conlleva una menor utilidad.

Proposicién 1.20. Sea G = {Si,...,Su;u1,...,u,} un juego y sea un perfil de
estrategias s* = (s},...,s},...,s). Entonces:

A
1. Si s* es EN, entonces s* € SFIF,

SEIE

2. Si s* es el unico elemento de , entonces s* es el unico EN de G.
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Dem.

1. Se procederd por reduccién al absurdo, partiendo de que s* es EN. Supongamos
que s* no pertenece a S*'¥. Entonces, para un cierto jugador i, la estrategia
st estd estrictamente dominada por otra estrategia s,. Si esto fuera asi, la
estrategia s; no seria 6ptima para la combinacién de estrategias s*,, pues la
estrategia s; reportarfa un pago estrictamente mayor. Por tanto, se llega a un
absurdo pues s* no podria ser EN.

2. Reciprocamente, sea s* es el tinico elemento de S*'®. Supongamos que no es EN
y que, por tanto, existe al menos una estrategia s} que no es respuesta éptima
a la combinacién de estrategias s*,. Sea s, una estrategia de ¢, distinta de s,
que si es respuesta Optima a s* ;. La estrategia s; ha debido ser eliminada en
alguna etapa del algoritmo EIE, pues s! es la tnica estrategia superviviente
de 7. Esto es imposible, pues considerando las estrategias s*, del resto de
jugadores, ninguna otra estrategia reporta un pago mayor para i que s, y, por
tanto, ninguna la domina.

[]

El juego E (Tabla 1.3) tiene tres EN y el algoritmo EID elimina tinicamente las
estrategias ¢ y 7. En él se observa que hay un EN que no es solucién EID, (c, ).
Hay dos EN que son solucién EID, (a,a) y (b, 8), y dos soluciones EID que no son

EN, (a,8) y (b,«).

J2
E a | B | v
al21[0,0[1,0
JI[b|1,0[3,3]0,0
¢c|1,1]0,0]1,1

Tabla 1.3: Juego E.

Por otro lado, todas las soluciones EID son soluciones EIE, pues el proceso EID
es menos severo eliminando estrategias; en cambio, no necesariamente una soluciéon
EIE ha de ser EID. Asi pues, el diagrama de Venn de la Figura 1.2 da una idea de
las relaciones de contencion de las distintas nociones de soluciéon dadas hasta ahora.
Atn asi, este diagrama puede variar dependiendo del juego al “menguar” alguno de
los conjuntos.

A titulo informativo, es curioso el comportamiento de las soluciones UED en
cuanto a contenciones, pues si existe s6lo una, entonces SUFP = SFIP  pero si existe
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més de una, entonces SP™® = @. Por otra parte siempre se tiene que SVFP ¢ SEN ¢
GEIE

SEIE

Figura 1.2: Contenciones generales de las distintas nociones de solucion.

Anteriormente se ha indicado que los EN de un juego no tienen que corresponder-
se con el maximo de utilidad para ningin jugador. Las dos definiciones siguientes
introducen los conceptos de eficiencia y 6ptimo de Pareto, que responden a una
busqueda intuitiva del beneficio maximo comun.

Definicién 1.21. Dado el juego G = {Si,...,Sy;u1,...,u,}, se dice que el perfil
de estrategias s = (s1,...,S,) estd dominado en el sentido de Pareto por el perfil
s =(sy,...,8,...,8) si, y solo si, la desigualdad wu;(s},...,s,) > u;i(s1,...,5,) se

cumple para todo jugador i y, ademads, para alguno de ellos se satisface la desigualdad
estricta.

Definicién 1.22. Dado el juego G = {Si,...,Sy;u1,...,u,}, se dice que el perfil
de estrategias s = (s1,...,5,) es éptimo de Pareto (es eficiente en sentido de Pa-
reto) si, y solo si, no estd dominado en el sentido de Pareto por ningin otro perfil.
Reciprocamente, se dice que es ineficiente en el sentido de Pareto si estd dominado
por algin otro perfil.

Cabe destacar que pueden existir varios 6ptimos de Pareto, incluso con vectores
de pagos distintos. De hecho, al cambiar de un 6ptimo a otro con distinto vector de
pagos, al menos uno de los jugadores sale perdiendo y al menos otro sale ganando.
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Es muy importante comprender que el EN representa el perfil cuyas estrategias
son apropiadas desde el punto de vista individual, donde cada jugador busca el be-
neficio propio y considera que el resto de jugadores haran lo mismo. Por el contrario,
el 6ptimo de Pareto indica las estrategias apropiadas desde el punto de vista social,
pues es una situacion que no puede mejorar a la vez para varios jugadores. Si mejora
para un jugador, otro sale perjudicado, luego no hay ninguna otra estrategia que,
globalmente, sea mejor que el éptimo de Pareto.

La ventaja del EN sobre las anteriores nociones de solucién es que contempla las
estrategias adecuadas para un jugador que supone que el resto jugaran intentando
maximizar su beneficio y los demas jugadores, sabiendo que él también lo hard. En
cualquier caso, conviene sefialar que en todas estas definiciones y razonamientos se
ha supuesto que las conjeturas hechas por cada jugador han sido correctas para
poder llegar a los perfiles de soluciones.

1.2.3. Equilibrios en estrategias mixtas

Definicién 1.23. Dado S; = {s},s?,... ,sfi} el conjunto de las k; estrategias puras
del jugador 7. Se denomina estrategia mixta del jugador i a toda distribucién de
probabilidad o; = (0}, 02,...,0%) sobre S;. El conjunto de estrategias mixtas de un

jugador i se denota por A(.S;).

Se interpreta o; como la estrategia consistente en jugar la estrategia pura s{ con
probabilidad ag donde af >0y Zle af =1 para cada j,i =1,2,...,n.

Notese que el concepto de estrategia mixta generaliza el de estrategia pura, pues
basta considerar los vectores canénicos de tamano k; para recuperar las estrategias
puras del juego. En cualquier caso, cabe resenar que para definir una estrategia mixta
es necesario indicar el conjunto de estrategias puras al que hace referencia. Asi pues,
de ahora en adelante se entiende que una estrategia es cualquier combinacion lineal
convexa de las estrategias puras de un juego (estrategia mixta).

Definicién 1.24. Dada o; una estrategia mixta y S; = {s!,..., sF} el conjunto de
estrategias puras del jugador ¢, se denomina soporte de o; al subconjunto de 5;

SOP(0;) = {s] € S; | & > 0}. (1.12)

Definicién 1.25. Las estrategias mixtas o; tales que SOP(o;) = S; se denominan
completas y aquellas cuyo soporte no es una unica estrategia pura se denominan
propias.

La utilizacién de este tipo de estrategias implica que, en la préactica, el desarrollo
del juego se convierte en un proceso estocastico. Como consecuencia, la funcién
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de pagos de cualquier jugador deja de ser determinista y pasa a ser aleatoria. Asi
pues, en el caso de estrategias mixtas, las funciones de utilidad de cada jugador se
convierten en pagos esperados, representados con maytsculas, tal y como se definen
a continuacion.

Definicién 1.26. Dado el juego G = {Sy,...,Sy;u1,...,u,}, se dice que el perfil
de estrategias mixtas o* = (¢7,...,0}) es un Equilibrio de Nash (EN) si para cada
jugador 7 se cumple

U(oy,...,00_1,00,051,...,00) 2 U(0],...,0/_1,00,001,...,00), (1.13)
para toda o; de A(S;).

Nota. Toda formalizacion descrita a partir del concepto de EN de la Definicion 1.18
puede extenderse sin dificultad a la nocion generalizada recién definida. Es decir, de
ahora en adelante, se remplaza la Definicion 1.18 por la Definicion 1.26.

La consideracion de estrategias mixtas en el andlisis de un juego permite acce-
der a equilibrios de Nash anteriormente inexistentes. Los pagos esperados de estos
equilibrios, asi como de cualquier estrategia mixta, son combinaciéon convexa de los
pagos de las estrategias puras de su soporte. En consecuencia estan acotados su-
perior e inferiormente por las ganancias maxima y minima de las estrategias puras
del soporte respectivamente. Por tanto, sélo pueden constituir equilibrios de Nash
aquellas estrategias cuyos elementos del soporte generen las mismas ganancias da-
da la combinacion de estrategias del resto de jugadores. En caso contrario no seria
respuesta éptima pues existiria una estrategia pura que reportaria un pago mayor.
Esto se formaliza a continuacién.

Teorema 1.27. Dado el juego G = {S1,...,Sn;u1,...,uy,}, el perfil de estrategias
mixtas 0* = (¢7,...,0) es un EN si y solo si para cada jugador i con estrategia
mixta o; se tiene que

Si s/ € SOP(7) entonces s es respuesta optima a o* ;. (1.14)

Dem. Supongamos cierta la segunda parte de la doble implicacién. Sea M la maxi-
ma utilidad alcanzable por ¢ ante o* ;. Considerando que la notacién (x_;, y;) equivale
a (x1,...,Ti_1,Yi, Tit1,--.,Ty) se observa que Vs; € SOP(o7) se tiene que:

Ui(0*;,8)) = méx{Ui(c*,, s;), 5 € S;} = M. (1.15)
Por tanto, se puede concluir que Vo; € A(S;) se tiene que

Ui(c*,,07) = Zag* max{U;(c*;, ), s, € S;} = ZU?*M{“ =M >U(o";, o).
J J

(1.16)
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Supongamos ahora que o* es EN. Considérese para cada jugador i la estrategia
pura s], perteneciente al soporte de oF. Se demuestra por reduccién al absurdo que
s] es respuesta 6ptima a o*;; si no lo fuera, existiria una estrategia pura s tal que

Ui(a*—m Si ) > U( 0_i 1) (117>

Tomemos ahora la estrategia mixta o; idéntica a o} salvo para el jugador i,

que seguird la estrategia pura s] con probabilidad 0 y la estrategia pura s con

probabilidad o7* +0!"*. Entonces, tal y como se ve a continuacién, o} es una respuesta
estrictamente mejor que o} a o*,, lo cual es una contradiccion.

Ulo® o) = Y ol Uso® s st) + (o + o) Ui(o™,, s7)

h#j,h# m
> D, ol Uil oty ) + ol Uilo”y,s]) + 0" Uio™y, s7') = Ui(o”y,07).
h#j,h#m
(1.18)
]

A continuacién se introduce un conjunto de definiciones ad hoc empleadas en
el Teorema 1.29 y el Teorema 1.30, que sirve a su vez para demostrar el ultimo
resultado de la Seccién.

Definicién 1.28. Sea C' un subconjunto de R™ como espacio euclideo. Decimos que

1. C es convexo si dados dos puntos cualesquiera x,y € C', se cumple para todo
A€ [0,1], Az + (1 — Ny € C. Es decir, cualquier combinacién convexa de x e
y pertenece a C'.

2. C es abierto si dado cualquier punto = € C' existe una bola abierta B(z,r) de
centro x y radio r contenida en C.

3. C es cerrado si su complementario R™ \ C' es abierto.
4. C es acotado si existe una bola B(0, r) para un cierto r > 0 tal que C' C B(0, 7).
5. C' es compacto si es cerrado y acotado.

6. Dada una funcién f : C' — B C RP, es continua en C' si para cada sucesién
{r;}32, de puntos de C' que converge hacia x € C, la sucesion {f(x;)}32,
converge hacia f(x).
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7. Dada una correspondencia g : C' = B C RP con B compacto, g es hemicon-
tinua superiormente en C' si para todas las sucesiones {z;}52, de puntos de
C con limite x € C'y todas las sucesiones {y;}52, de puntos de B con limite
y € B tales que y,, € g(x,,), se verifica que y € g(z).

8. Dada una correspondencia g : C' — B C R con C' convexo, g es cuasiconcava
si

g(Az + (1= Ny) > min{g(z), g(y)}, VA € [0,1],Vz,y € C. (1.19)

Teorema 1.29 (Teorema del punto fijo de Kakutani). Sea g : A — A una
correspondencia con dominio en A C R™, donde A es no vacio, compacto y convexo.
Si g es hemicontinua superiormente y g(z) C A es convexo y no vacio para todo
x € A, entonces existe un punto fijo z* de g, es decir,

dz* e A:ax* € g(a”). (1.20)

Se puede encontrar una demostracion del Teorema 1.29 en [25]. Dicha demostra-
cién no se incluye en este texto por requerir un volumen de resultados previos que
no es practico en relacion a los objetivos de este trabajo.

Teorema 1.30. Dado un juego G = {Si,...,Sp;u1,...,u,}, tal que para todo
jugador ¢ se cumple:

1. S§; C R™ es un subconjunto no vacio, compacto y convexo.

2. u; es continua en todo su dominio S = S} X --- x S, y es cuasiconcava en la
variable s;.

Entonces existe al menos un EN en estrategias puras de G.

Dem. Sea R; la correspondencia de respuesta 6ptima de cada jugador 7, es decir, la
correspondencia que asocia a cada perfil de estrategias puras s = (s;, s_;) el conjunto
R;(s) de las estrategias puras de ¢ que son respuesta 6ptima a s_;. Definamos ahora
la correspondencia global de respuesta éptima:

R(s) = Ryi(s) X -+ X Ry(s) ={t = (t1,...,tn) € S:t; € Ri(s),Vi=1,2,...,n}.
(1.21)
Veamos que R es hemicontinua superiormente. Nétese que S es no vacio, compac-
to y convexo, por ser S producto cartesiano de conjuntos que lo son; u; es continua
en S; para cada i por serlo en S, y, por hipdtesis S; es no vacio y compacto. El
teorema de Weierstrass asegura que el problema maxy,es, w;(y;, s—;) tiene solucién
éptima, por lo que R;(s) y, en consecuencia, R(s) son no vacios. Queda probar que
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si las sucesiones {s*}, {t*}, tienen por limite s € S y t € S para cada k, con
sk € S, t* € R(s*) entonces t € R(s). Ahora bien:

¥ s = Vi, st s (1.22)
Y e Vit TSy (1.23)

t* € R(s*) = Vi, tF € Ri(s") = Vi, u;(tF,s",) > ui(z;,8",), V2 € S (1.24)

pero dado que u; es continua en S; se verifica que w;(t;, s_;) > w;i(z,5_;),Vz € S;.
Por tanto t; € R;(s), Vi y, en consecuencia, t € R(s).

Por otra parte, R(s) es compacto por ser cerrado y estar contenido en S, que
es compacto. Ademads, dado que las u; son cuasiconcavas en S;, el conjunto de los
maximizadores R;(s) es convexo y, en consecuencia, R(s) también.

Asi pues, la correspondencia R : S — S satisface las hipdtesis del Teorema
1.29 y, por tanto, tiene un punto fijo s*. Esto significa que s* € R(s*), con lo que
st € R;(s*) para todo i. En conclusién, s} es respuesta éptima a s*, para cada
jugador 7 y s* es EN de G. n

Teorema 1.31. En todo juego (finito) G = {Si,..., Sp;u1, ..., u,} existe al menos
un EN en estrategias mixtas.

Dem. Sea S; = {s!,...,s¥} y S =8 x---xS,. Sea A(G) el juego cuyos jugadores
son los mismos que los de G pero donde los conjuntos de estrategias puras de cada
jugador i son los simplices A(\S;), y cuyos pagos son los pagos esperados U; del perfil
en estrategias mixtas correspondiente en G.

Entonces el juego A(G) = {A(S1), ..., A(Sn); w1, ..., u,} satisface las hipdtesis
del Teorema 1.30 pues para cada jugador i,

1. A(S;) es un subconjunto no vacfo, compacto y convexo de R

2. La funcién de pagos esperados U;(o) es continua en todo su dominio y cua-
siconcava en la variable o; por ser una funcién afin.

Por tanto se puede concluir que existe un EN en estrategias puras del juego
A(G), que es un EN en estrategias mixtas de G. O

Con respecto a las estrategias mixtas cabe destacar que existe también la nocién
de estrategia mixta dominada, que conduce a los algoritmos de eliminacion estricta
y débil considerando estrategias mixtas. Cabe mencionar que se pueden definir nue-
vos equilibrios, por ejemplo utilizando los conceptos anteriores, que refinan el EN
consiguiendo conjuntos de soluciones mas reducidos.
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1.3. Dilema del prisionero

A la hora de implementar la metodologia de machine learning sobre autématas
que se describira posteriormente, se eligio6 como modelo el Dilema del Prisionero
Repetido Infinitamente. En esta Seccién se tratard el Dilema del Prisionero (DP),
juego a partir del cual se define el anterior. El juego fue ideado por Merrill Flood y
Melvin Dresher, pero la primera formalizacién del DP la dio Albert W. Tucker en
1950 segun se indica en [15]. En ese momento era un perfecto ejemplo de la situacién
de los Estados Unidos y la Unién Soviética en el marco de la guerra fria, aunque
posteriormente se ha utilizado tanto en ciencias sociales como en biologia, psicologia,
economia y, por supuesto, en teoria de juegos.

El Dilema del Prisionero es un paradigma dentro de los juegos por su simpleza,
aplicabilidad y lo relativamente curioso de su analisis, tal y como se verd en las
secciones restantes de este primer capitulo. A continuacion se dara una descripcion
particular con unos pagos que no han de considerarse como constituyentes de una
unica definicién del DP. En realidad, se denomina dilema del prisionero a cualquier
juego de dos jugadores con pagos que cumplan la misma relacién de orden que los
de la Tabla 1.5. Una descripcién del dilema seria la siguiente:

Dos delincuentes son atrapados por la policia, ambos culpables de un delito menor
y sospechosos de otro mds grave. Los reos son separados en dos calabozos de manera
que no pueden comunicarse entre ellos y a ambos se les propone la misma disyuntiva:
pueden cooperar entre ellos negando que hayan cometido el mas grave de los delitos
o por el contrario pueden traicionar al otro confesando. Si ambos callan, los policias
entienden que solo son culpables del delito menor y reciben una pena de 2 anos
de prision; si solo uno de ellos traiciona al otro, el traidor sale libre por confesar,
mientras el otro recibe una pena de 5 anos; por ultimo, si ambos confiesan, reciben
penas reducidas de 4 anos por cooperacion con la justicia.

Preso 2
Callar | Confesar
Callar | -2, -2 -5, 0

Confesar | 0, -5 -4, -4

DP

Preso 1

Tabla 1.4: Dilema del prisionero con pagos descriptivos.

Si bien los pagos de la Tabla 1.4 describen claramente los afios que pasa en
prisiéon cada uno de los presos, en general se utiliza una descripcion del juego en la
que el menor de los pagos es nulo. Asi pues, se utilizara a partir de ahora el DP
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descrito por la Tabla 1.5. Por otro lado, de ahora en adelante la palabra cooperar
hara referencia a la estrategia callar, entendida como cooperacion entre jugadores y
no como cooperacion con la justicia.

Preso 2
Callar | Confesar
Callar 3,3 0,5

Confesar | 5,0 1,1

DP

Preso 1

Tabla 1.5: Dilema del prisionero con pagos estandarizados.

En virtud de la teoria desarrollada en la Seccién 1.2 podemos hacer un rapido
analisis de este juego. Dado que Confesar es la unica estrategia dominante para
ambos jugadores, se concluye que el perfil (Confesar,Confesar) € SUEP es EN. De
hecho, también es solucién EID y, obviamente, EIE.

Notese también que, para cualquier jugador y cualquier estrategia del rival, la
respuesta 6ptima es siempre Confesar, por ser una estrategia dominante. Entonces,
por el Teorema 1.27, sélo pueden ser EN aquellos perfiles de estrategias cuyos so-
portes tengan como tnico elemento la estrategia pura Confesar. Es decir, no existen
equilibrios en estrategias mixtas propias para el dilema del prisionero.

El dilema del prisionero se utiliza constantemente como modelo, entre otras cosas,
porque curiosamente su unico EN es el inico perfil de estrategias que no es éptimo de
Pareto. En un analisis desde un punto de vista social, en el DP la estrategia 6ptima
para cada jugador es traicionar al rival rehuyendo el bien comin por miedo a que
sea el otro quien le traicione y empeore su situacién. Tal situacion es de sustancial
importancia en el estudio del comportamiento de dos agentes tanto en economia
como en psicologia y tiene aplicacién incluso en comportamientos biologicos.

1.4. Dilema del prisionero finitamente repetido

En esta Seccién vamos a avanzar hacia el juego ultimo de este capitulo: el dilema
del prisionero repetido infinitamente. Para ello, cabe considerar primero su repeticion
finita, pues introduce multiples conceptos que seran necesarios posteriormente, asi
como permite un andlisis del juego que servira en lo sucesivo.

Los juegos repetidos son un tipo particular de juego dinamico, definidos a partir
de la repeticion de un juego més simple llamado juego de etapa. El hecho de tener
una estructura simplifica su analisis con respecto a la mayoria de juegos dinamicos,
pero no significa que baste con considerar una acumulacién de juegos sueltos. Las
decisiones tomadas en una etapa pueden influir en las siguientes, con lo cual los
jugadores tendran esto en cuenta y actuaran en consecuencia.
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Antes de introducir los conceptos necesarios sobre juegos dindmicos es necesario
indicar que, en el momento de empezar cada etapa, es de dominio ptublico cudl ha
sido el transcurso previo del juego ademas de toda la informacion de dominio piblico
que ya considerabamos en el caso estatico.

Nota. Se recomienda revisar la Definicion 1.1 antes de continuar.

Definicién 1.32. Dado un juego G con informacion completa en forma extensiva
y un nodo de decisién = de G (ver Definicién 1.1), decimos que G’ es un subjuego
de G con inicio en x si G’ esta definido sobre los elementos de G y cumple que:

1. Contiene unicamente al nodo x y a todos los nodos y tales que £ (y) = x para
algin m natural.

2. El nodo z constituye un conjunto de informacién unitario.

3. G’ no altera ningiin conjunto de informacién, es decir, si y € X& entonces
HE (y) = X?“ para todo 1.

Los subjuegos de G que no son idénticos a G' se denominan subjuegos propios.

Definicién 1.33. Sea GG un juego en forma extensiva y sea o un perfil de estrategias
de G que es EN. Decimos que o es un Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos
(ENPS) de G si la restricciéon de o a culaquier subjuego de G es un EN en dicho
subjuego.

Definicién 1.34. Sea G un juego en forma extensiva y sea r un resultado posible
de G. Decimos que 7 es un Resultado Perfecto en Subjuegos (RPS) de G si r puede
obtenerse como realizaciéon de un perfil o que es ENPS.

La Definicion 1.33 refina el concepto de EN en juegos dindmicos. El EN de un
juego dinamico se puede hallar considerando el juego en forma normal, una vez
analizadas todas las estrategias posibles de cada jugador. El problema de lo anterior
es que se pierde informacion al considerar la forma estratégica, pues pese a que en
general un perfil de estrategias pueda dar lugar a un EN, eso no significa que en
cada nodo de decisién vaya a ser razonable seguir la estrategia fijada. La nocién de
ENPS soluciona el problema anterior, pues en cada nodo de decisién el perfil ENPS
da la estrategia 6ptima para cada jugador.

En cualquier caso, el concepto de ENPS también tiene sus debilidades, pues de
manera similar a los EN, todos los jugadores han de coincidir en la prediccién de que
el resto jugara el perfil que constituye el ENPS. Esto implica que, por ejemplo, en
caso de existir varios EN en el juego de etapa, dado un ENPS, todos los jugadores han
de predecir en cada nodo de decision que el resto jugard la estrategia correspondiente
al EN que se ha considerado en el ENPS para la etapa en la que se encuentren.
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Tal y como se vera a continuacion, la existencia de al menos un ENPS estd
garantizada bajo condiciones bastante generales sobre un juego G.

Definicién 1.35. Dado un juego G finito en forma extensiva con informacion com-
pleta y perfecta, llamamos algoritmo de induccion hacia atras al algoritmo iterativo
consistente en la repeticion del siguiente proceso:

= Se eliminan todos los subjuegos de G,, (Gy = G) con inicio en z tal que
s(x) C T(Xg,,). Estos subjuegos tienen un unico jugador y su EN es la accién
optima de dicho jugador, luego se considera que cada x pasa a ser un nodo
terminal del juego G,,.1 con los pagos correspondientes al citado EN.

El algoritmo concluye cuando se llega al nodo inicial de G.

En la definicién anterior, la existencia de un EN en cada subjuego viene dada
por el Teorema 1.31, ya que cada G, es finito por serlo G. En caso de existir varios
EN para un subjuego basta con tomar uno cualquiera de ellos en el algoritmo.

Teorema 1.36. Todo juego finito con informacién completa y perfecta presenta al
menos un ENPS. Ademsds, si ningin jugador tiene més de una accién éptima en
cada nodo de decision, tal ENPS es tnico.

Dem. Antes de nada considérese que un nodo x de G, tiene lejania [ si, en el
subjuego de G, iniciado en z, el maximo nimero de nodos recorridos para llegar,
sin repetir ninguno, desde = a un nodo terminal es [. Sea L la méxima lejania entre
los nodos de decisiéon de un juego.

En esta demostracién G, hace referencia al subjuego relativo a la m-ésima ite-
raciéon del algoritmo de induccién hacia atras.

Veamos por reduccién al absurdo que el perfil de estrategias o = (01,...,0,),
determinado eligiendo las acciones 6ptimas en cada iteracion del algoritmo de in-
duccion hacia atras, es EN de G,,, para todo m.

Asi pues, si no fuera EN, existiria un jugador i para el cual existiria una estrategia
o; tal que

ui(éi,a_i) > UZ(O') (125)

Veamos por induccién en [ que lo anterior lleva a contradiccién. Nétese que L es
natural por ser GG, finito.
Sea 7;(1) la estrategia del jugador ¢ dada por:

» 7;(l) = 0; en todos los nodos con distancia menor o igual que [.

» 5,(I) = 7; en todos los nodos con distancia mayor que I.
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Entonces, por construccion de o a través del procedimiento de inducciéon hacia atras,
se verifica que u;(3;(0),0_;) > u;(d;,0-;). Esto se debe a que el tdnico cambio de
7:(0) con respecto a a; es el nodo terminal, donde se elige la decisién 6ptima (EN
del subjuego).

Considérese ahora la hipétesis de induccién w;(a;(I — 1),0-;) > w;(d;,0-;). La
tunica diferencia entre 7;(I — 1) y 7;(l) esté en las elecciones de i en los nodos con
lejania [. Pero, de nuevo por construccion de o, las acciones de i relativas a dicho
perfil en los nodos de lejania [ son 6ptimas siempre que se siga el perfil o en aquellos
nodos mas préximos a los nodos terminales, lo cual se cumple tanto en ;(l — 1)
como en 7;(l). Entonces

wi(@(1), 0-3) > wi(Gi(l — 1), 0_,), (1.26)

y por tanto
uz(ﬁz(L),a,z) Z ui(@,a,i), (127)

pero 6;(L) = oy, que contradice la ecuacién (1.25). Por tanto o es EN de G,, para
todo m, en particular también para Gy = GG y se concluye que es ENPS.

Por otro lado, si cada jugador tiene una tunica acciéon éptima en cada nodo de
decision, el algoritmo de induccion hacia atras determina un tnico ENPS. n

Nota. La condicion de que G sea un juego con informacion completa es necesaria
para la definicion de ENPS, con lo que las unicas restricciones efectivas son que sea
finito y que tenga informacion perfecta.

Definicién 1.37. Dado un jugador i, se denota por ¢; al factor de descuento de ¢
tal que para dicho jugador es indiferente

= Cobrar 6,C en un instante dado.
= Cobrar C' en el siguiente instante.

El factor de descuento suele ser menor o igual que 1, pues los agentes econémicos
suelen preferir cobrar menos en lugar de tener que esperar para recibir una cantidad
mayor tras un cierto tiempo, debido el riesgo que esto conlleva.

Definicién 1.38. Sea {¢m}m=12,. una secuencia de pagos finita o infinita y ¢ un
factor de descuento.

= El valor presente descontado de la secuencia de pagos se define como

VP[{gmtm=r2, 0] = @1+ @6+ qud™ = g™ (1.28)
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= Kl pago medio de la sucesion de pagos es el pago fijo ¢* tal que la secuen-
cia constante {g} }m=12.. donde ¢f, = ¢*,Vt tiene el mismo valor presente
descontado que la sucesion {gy, bm=12... Es decir, ¢* > 6™ 1 =3 g, 0™ L.

Notese que ahora, el hecho de que el factor de descuento sea menor que 1, garan-
tiza que el valor presente descontado sea finito si la secuencia de pagos esté acotada,
aunque sea infinita. Asimismo garantiza que el pago medio esté bien definido.

Definicién 1.39. Dado un juego G = {Si,..., Sp;uq, ..., u,}, decimos que el vec-
tor de pagos (z1,...,x,) es factible o alcanzable si es combinacién convexa de los
vectores de pagos correspondientes a perfiles de estrategias puras de G.

Notese que en la definicion anterior, los coeficientes de cada pago correspondiente
a un perfil de estrategias puras son iguales para todos los jugadores, lo cual no ocurre
necesariamente cuando se consideran los pagos esperados de una estrategia mixta.
Por tanto, cualquier vector de pagos correspondiente a un perfil de estrategias mixtas
es factible, sin embargo el reciproco no es necesariamente cierto.

Previamente a la definicion de juego repetido cabe indicar que a la hora de refe-
rirse al juego de etapa se hard llamando acciones a sus estrategias puras, denotadas
por a;, «; para las estrategias mixtas y ¢; para las utilidades de cada jugador i. Se
reserva asi la notacion usual para el juego repetido.

Definicién 1.40. Dado un juego G = {A,...,A;01,...,9,} llamado juego de
etapa o juego constituyente y un vector de factores de descuento § = (d1,...,0,),
llamamos juego repetido finitamente G7'(4) al juego en el que es de dominio piblico

1. Antes de comenzar a jugar que:

1) El factor de descuento de cada jugador i es 9;.
11) Que G se va a jugar T veces.

111) Que para cada jugador i los pagos GT () son el valor presente para d; de
la secuencia finita de sus pagos de etapa.

2. Antes de que empiece cualquier etapa, todas las jugadas realizadas en las
etapas anteriores.

En lo sucesivo, en aras de la simplificacién, se considerara que todos los jugadores
comparten el mismo factor de descuento ¢ y no se considerara la influencia que puede
tener sobre cada agente la incertidumbre de que no se pueda producir un pago futuro.
El factor de descuento se considera tunicamente consecuencia de la preferencia de
cada agente por tener liquidez y no se ve influido por la probabilidad de que un
pago se haga efectivo o no en el futuro.
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Asf como G'(0) es precisamente el juego de etapa G, se denota G'(§) alast < T
primeras repeticiones del juego repetido GT(d). Se simplifica también la notacién
cuando 6 = 1, denotando al juego repetido por G7.

Definicién 1.41. Dados el juego de etapa G = {Ay,..., An;915...,9.} ¥ €l juego
repetido GT(4), una t-historia es el conjunto

he = {(al", ..., ap") tm=12,..1—1, (1.29)
donde a* € A; es la accién realizada por el jugador 7 en la etapa m.

Es decir, una t-historia es el conjunto que recoge todas las acciones tomadas por
los distintos jugadores antes de la etapa t.
El conjunto de todas las t-historias h; es

Hy = {{(a]', o @) b ziot @ € A} (1.30)

Definicién 1.42. Dados el juego de etapa G = {Ay, ..., An;g1;---, 9.} vy €l juego
repetido GT'(4), una estrategia o; en G (4) es un plan que determina qué distribucién
probabilistica aplicara i sobre las acciones del juego en cada etapa para cada posible
historia hasta ese momento. Es decir, es la T-upla o; = (a}(h),...,a] (k)) dada por
las T aplicaciones a’

t.
g s o

E

Se dice que una estrategia es incondicionada o independiente de la historia cuando

para todo t < T, dadas dos historias cualesquiera h, ' € Hy, se satisface a(h) =
t(1/
at(h').

Nota. No confundir las funciones al(h) que determinan una cierta estrategia con
las acciones a]* de una historia dada de 1.

La nocion de perfil de estrategias se define de manera analoga al caso estatico. En
el caso repetido también determina, considerando las acciones de azar correspondien-
tes, un desarrollo completo del juego asi como los pagos de etapa correspondientes
para cada jugador.

Los subjuegos de GT(4) tienen su inicio al comienzo de cada etapa y son de la
forma GT=%(§) con 0 <t < T. En particular, existen |H;| juegos que comienzan en
la etapa t.

Teorema 1.43. Dado un juego de etapa G,

1. Si G tiene un tnico EN ¢ = (oy,...,0,), entonces para cualquier 7" natural
y cualquier factor de descuento §, el juego repetido GT(§) tiene un tnico
ENPS consistente en el perfil de estrategias en el que cada jugador ¢ elige
incondicionalmente o; en cada etapa.
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2. Si todos los EN de GG conducen a los mismos pagos, entonces para cualquier T’
natural y cualquier factor de descuento &, cualquier ENPS de G*' () determina
que en cada etapa se juegue un EN de G.

Dem. Basta con demostrar (2), pues (1) es un caso particular. Sea o = (o1, ...,0,)
un ENPS y razonemos por induccién hacia atras.

Siguiendo la demostracion del Teorema 1.36, en cualquier subjuego iniciado en la
ultima etapa, o determina un EN de GG. Por tanto, el pago obtenido por cada jugador
© en dicha etapa es independiente de la T-historia seguida y, en consecuencia, la
optimalidad de o; frente a o_; es equivalente a la optimalidad de la restriccién de o
a la dltima etapa del juego GT~1(6), que concluye en la peniiltima etapa de GT(4).
Considerando el mismo razonamiento para GT~1(§) se obtiene que en la pentiltima
etapa de GT(4), o también determina un EN. La iteracién del razonamiento anterior
conduce a la conclusién de que o ha de determinar un EN en cualquier etapa. [

Nota. No se ha desarrollado la teoria relativa a juegos con informacion imperfecta,
pero este mismo teorema se puede demostrar para tales juegos. Esto se debe a la
ezxistencia de un algoritmo de induccion hacia atras generalizado, aplicable a juegos
carentes de informacion perfecta.

Noétese que cuando consideremos el juego repetido infinitamente, el teorema ante-
rior deja de ser valido, pues no se puede tomar una ultima etapa del juego y razonar
regresivamente para todas las demas.

Corolario 1.44. El dilema del prisionero finitamente repetido DP” (§) tiene un tni-
co ENPS consistente en el perfil de estrategias incondicionadas (Confesar siempre,
Confesar siempre).

1.5. Dilema del prisionero infinitamente repetido

Antes de comenzar a estudiar el DP cabe destacar que un mismo juego de etapa
finitamente repetido es conceptualmente muy distinto del caso infinito. En el juego
repetido un niimero concreto de veces los jugadores conocen cudl es el final del mismo
y, por tanto, orientaran sus estrategias a conseguir el maximo beneficio acumulado
tras la etapa final. En un juego iterado infinitamente los jugadores desconocen el final
del mismo y, por tanto, han de actuar sin esa capacidad de prevision que afecta a las
amenazas o promesas que puedan hacerse a través de sus distintas elecciones. Cabe
destacar que un juego iterado, cuyo final depende de la aleatoriedad, es un juego
repetido infinitamente. Es decir, si se juega al dilema del prisionero repetido y, al
final de cada etapa, se lanza un dado al aire que determinara si el juego concluye o se
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continia con la siguiente iteracién, propiamente es un juego repetido infinitamente
pues los jugadores desconocen cudl sera la etapa final.

Ahora si, volviendo al DP, se ha comprobado que la cooperacién es el resultado
deseable desde el punto de vista del conjunto de jugadores en el dilema del prisionero
pero no es un EN. De hecho, el iinico EN es el comportamiento egoista de ambos
jugadores, que es ademéas un EN en estrategias estrictamente dominantes. Por tanto,
no parece previsible que se produzca cooperacion.

Se ha comprobado en el Teorema 1.43 que, tomando como juego de etapa un juego
con las caracteristicas descritas en el parrafo anterior, el juego repetido finitamente
no puede alcanzar un resultado en equilibrio en el que se dé la cooperacién etapa
por etapa. Por el contrario, en contraposicién al Corolario 1.44, en esta seccién se
comprobara que en el dilema del prisionero repetido infinitamente existen multiples
ENPS en los que se da cooperacién en cada etapa.

Definicién 1.45. Sea un juego de etapa cualquiera G = {Ay, ..., Ay; 91, -, Gn}s
donde los pagos estéan acotados (IM € R tal que |g;(ay,...,a,)| < M para todo i
y todo (ay,...,a,) € A). Sea § = (d1,...,0,) un vector de factores de descuento,
donde §; < 1, Vi. Llamamos juego repetido infinitamente G*°(J) al juego que cumple,
siendo de dominio publico, que

1. Antes de comenzar a jugar

1) El factor de descuento de cada jugador i es 0;
11) Tras cualquier etapa k el juego puede proseguir en la etapa siguiente.

111) Los pagos de G*(J) son, para cada jugador i, el valor presente, para el
factor de descuento ¢;, de la sucesion infinita de sus pagos de etapa.

2. Antes de que empiece cualquier nueva etapa, son de dominio publico las juga-
das realizadas en todas las etapas anteriores.

En lo sucesivo se supondrd que d; = 0 y, abusando de la notacién, G*°(0) sera
el juego repetido de cada jugador. Se considerard asi mismo que GG es un juego en
forma estratégica.

A continuacién se adaptaran ciertos conceptos ya utilizados a los juegos infini-
tamente repetidos. Sea el juego de etapa G = {Ay,..., An; g1, .., gn}-

Definicién 1.46. Las t-historias del juego repetido G*°(0) se definen de manera
idéntica al caso finito.

Definicién 1.47. Las estrategias o; del jugador ¢ son los planes que determinan qué
accion realizara dicho jugador en cada etapa para cada posible historia dada hasta
ese momento. Se describen como o; = (a}(h),a?(h),...,al(h),...), donde al(h) son

funciones definidas como en el caso finito.
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Igual que ocurre en el caso finito, un perfil de estrategias (puras o mixtas) o =
(01,...,0n) del juego repetido G*°(J) determina la sucesién de combinaciones de
acciones que pondran en practica los jugadores para cada etapa t dada por

{(a1(he(0)), ay(he(0)), - ., ap (he(0))) oy (1.32)

donde, precisamente, (o) = {(ai"(hm(0)), a5 (hm(0)), - ., ai*(hm(0))) } e, a1
Esta sucesién constituye la trayectoria del juego determinada por o. Asi pues, los
pagos globales se determinan a partir de los pagos de etapa de acuerdo con el factor

de descuento.

Definicién 1.48. Los subjuegos de G*°(9) son cada uno de los juegos que inician en
la etapa t dada una de las t-historias posibles y tienen idéntica estructura al juego
global.

A partir de ahora se utilizard la notacion DP*°(d) para referirse al dilema del
prisionero repetido infinitamente. Cabe ademas destacar que, al consultar la litera-
tura, en la mayoria de ocasiones se hace referencia a DP*(§) como dilema repetido
o iterado “a secas”, en lugar de denominar asi al DP”(§).

Para comenzar con el analisis veremos dos perfiles que no son EN.

Proposicién 1.49. El perfil de cooperacién (Callar siempre, Callar siempre) no es
EN en DP*(9).

Dem. El perfil de cooperacién (Callar siempre,Callar siempre) determina una tra-
yectoria de cooperacién completa del juego consistente en (Callar,Callar) en cada
etapa. Pero la mejor respuesta a “Callar siempre” de J1 es claramente “Confesar
siempre” por parte de J2 independientemente del valor de 9§, luego el perfil estudiado
no es EN. O

Proposicién 1.50. El perfil o = (01, 03) en el que 01 = 09 =“en la primera etapa
gugar Confesar y para t > 1 jugar la accion del contrario en la etapa anterior” no
es EN en DP*(§) para valores suficientemente altos de 9.

Dem. Dado o1 de J1, la estrategia oy de J2 reporta a este ultimo un flujo de pagos

(1, 1, ...) con un valor presente 1/(1 — §). En cambio, la estrategia o), =“Callar
siempre” reporta un valor presente 30/(1 — ¢§), que es estrictamente mayor que
1/(1 —¢) siempre que § > 1/3. O
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1.5.1. Perfiles de estrategias que son EN

Cénsiderese la estrategia ojo por ojo (OPO), también conocida como TFT por
sus siglas en inglés. La estrategia OPO se define como: “en la primera etapa jugar
Callar y para t > 1 jugar la accion que el contrario jugo en la etapa anterior”.

El perfil 0 = (01,02) en el que 07 = 09 = OPO, determina una trayectoria de
cooperacion completa del juego consistente en (Callar,Callar) en cada etapa. Por
otra parte;

Proposicién 1.51. El perfil o es un EN siempre que el valor de § sea suficientemente
alto, pero no es un ENPS.

Dem. Comprobémoslo por partes:

= o es EN. Veamos que, en efecto, 0; = OPO es una respuesta 6ptima por parte
de J1 a 0o = OPO de J2 (y viceversa) pues seguir oy garantiza un pago de
3 en cada etapa mientras que cualquier desviacién de oy perjudicaria a J1.
Comprobemos que esto es cierto.

Si J1 se desvia de la accion Callar en alguna etapa consigue un pago de 5 a
costa de ser castigado y no ser perdonado hasta que juegue Callar. Supongamos
que J1 rectifica inmediatamente después, entonces el turno en el que ha jugado
Confesar recibird un pago de 5 mientras que al turno siguiente recibira 0.
Comparando los valores presentes;

- Con desviaciéon: v ' =5+0-0 =25,
- Sin desviacién: v =3+3-90,

la estrategia sin desviacién es mejor siempre que 3 + 3 -9 > 5, es decir, si
5 >2/3.

Supongamos ahora que la desviacién consta de k + 2 etapas siendo k£ > 1. J1
obtendria los pagos:

Turnos 112 .00 | k+1 | k+2
Pago con desviacién | 5 | 1 1 0
Pago sin desviaciéon | 3 | 3 | ... 3 3

Y podemos comparar los valores presentes

Con desviacién o' =5+10+---+1"+0=5+(0"—1)/(6 — 1)
Sin desviaciéon v =3+30 +---+ 35" + 30" =3(0" —1)/(6 — 1),
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que indican que oy es mejor siempre que

30" —=1)/(6—-1)>5+6(0"—1)/(6 — 1)
30" —3 <46 — 5+ 5T (1.33)
30"t — 5" — 45 +2<0.

Por tltimo supongamos que J1 se desvia y juega Confesar indefinidamente.
Entonces los valores presentes son:

Con desviacion v =5+ 16+---+10"+---=5+4+6/(1 —9)
Sin desviacién v =34+3+---+30"+---=3/(1—9)

y o1 es mejor siempre que 3/(1 —¢d) > 5+ 40/(1 — ), es decir § > 1/2. En
conclusidn, el perfil de estrategias OPO es un EN si 6 > 2/3.

= 0 no es ENPS. Témese el subjuego cuyo resultado de etapa anterior es (Callar,
Confesar). A J1 le conviene desviarse de oy si J2 va a seguir o3, pues si no se
desviara produciria una cadena infinita dada por (Confesar, Callar),(Callar,
Confesar),(Confesar, Callar),(Callar, Confesar),... que determina los pagos

5

5+0'5+5'52+0'53+5'54+”':5<1+52+54+'”):W'

(1.34)

Mientas que si eligiera Callar en adelante se obtendria la cadena (Callar,
Callar),(Callar, Callar),... con pagos

3+3-5+3-52+3-53+---:3(1+6+52+53+...):%_5. (1.35)

Asi pues, el perfil Callar reporta un pago mayor siempre y cuando

3
>
1—-0 162

— §>2/3. (1.36)

Con lo cual, para valores § < 2/3 el perfil de estrategias OPO no es EN y, para
valores § > 2/3, es EN pero no ENPS. [

Proposicién 1.52. El perfil de estrategias incrédulas (o = (01, 03) con o7 = 09 =
“Confesar siempre”) es ENPS.

Dem. o es EN, pues es evidente que o7 es la respuesta 6ptima a o (y viceversa).
Basta con notar que la restriccion de o a cualquier subjuego resulta en el mismo
perfil, luego es EN en cualquier subjuego y por tanto ENPS. O]
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Conviene anadir a los dos anteriores el perfil de estrategias de disparador dado
por la estrategia

ED = “Callar en la primera etapa y callar en la etapa t si la historia del juego
hasta ese momento ha sido siempre Callar por parte de ambos jugadores; Confesar
en caso contrario”.

El perfil 0 = (ED,ED) es EN y ENPS si el factor de descuento es suficientemente
alto. Si bien no se dara una demostracion especifica de lo anterior en este texto, se
puede encontrar una en [3].

Los perfiles de estrategias que hemos visto indican que la repeticién infinita del
dilema del prisionero favorece la aparicion de nuevos EN y ENPS donde algunos
sustentan la cooperacion de manera indefinida. Esto parece paradéjico teniendo en
cuenta que el tinico EN del juego de etapa es un equilibrio en estrategias dominantes
determinado por la no cooperacién de ambos jugadores.

Por otro lado, se han encontrado dos ENPS y, de hecho, hay mas. Esto lleva
a pensar que es posible que exista una cantidad de ENPS muy grande, entre los
que sea dificil elegir uno. El Teorema 1.53 permite averiguar qué vectores de pagos
son alcanzables por medio de ENPS y, con ello, obtener las posibilidades de mejora
en el sentido de Pareto. Dicho teorema responde a la idea intuitiva de que, si los
jugadores son suficientemente pacientes, es decir, no valoran demasiado la inmediatez
del pago, son 6ptimas las estrategias de cooperaciéon en las que se contempla un
castigo indefinido a quien traicione la confianza del resto.

Teorema 1.53 (Teorema de tradicién oral de Friedman). Sea G un juego

finito, estatico y con informacién completa. Sea el perfil a* = (a7, a3, ..., ) un EN
de G y sea g(a*) = (g1(a*), g2(@®), ..., gn(a*)) el vector de pagos correspondiente a
a*. Siv = (vy,vg,...,v,) es un vector de pagos factible de G que cumple v; > g;(a*)

para cualquier jugador 7, entonces existe un factor de descuento d, tal que para todo
d > dp existe un ENPS de G*°(9) que alcanza v como vector de pagos medios.

Dem. Considérese primero que existe un perfil & = («, ..., a,) del juego de etapa
G que produce el vector de pagos v. Recordemos que esto no ocurre necesariamente
para un vector de pagos factible cualquiera.

Sea 0 = (01,...,0,) el perfil de G*(9) en el que, para cada jugador 1,

o; = “Jugar «; en la primera etapa. En cualquier otra etapa jugar o; siempre que
se haya jugado el perfil de etapa o en todas las etapas anteriores; jugar o en caso
contrario”.

Veamos que o es EN de G*(9) si d es suficientemente grande.
Supongamos fijado o_;. Entonces, si en alguna etapa algin jugador se ha desviado
del perfil a (7 ha sido el primero en hacerlo necesariamente), en adelante, o; = o es
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respuesta éptima a o_; = a* ; por parte de . Supongamos ahora que nos encontramos
en la primera etapa o en una en la que no ha habido desviacién previa del perfil a.
Veamos en este caso que, para ciertos 9, o; es respuesta 6ptima a o_;.

Sea o la respuesta 6ptima a «_; para un jugador i en una etapa t en la que no se
han producido aiin desviaciones y sea d; el beneficio obtenido por 7 al adoptar dicha
desviacién. Como consecuencia, el resto de jugadores adoptaran a*; en adelante
como castigo y el jugador i se verd obligado a jugar su estrategia optima af en
consecuencia. Asi pues, el flujo de pagos éptimo que obtendria 7 en caso de desviarse

viene dado por la sucesién

o _ J gild,a_;) =v; +d; param =0
{Tm}mzo - { gi(a*) para m = 1’ 2, o (1.37)

cuyo valor presente correspondiente es
VP = " = vi+di+ ) 6"gi(a") = v + di + 5gi(a”) /(1= 6),  (1.38)
m=0 m=1

pues recordemos que 0 < 1. Pero considerando el caso en el que 7 no se desviara,
el flujo de pagos seria la sucesién constante {g(a)}m=12.. = {Vi}m=12.. y €l valor
presente correspondiente

VP = i 3", = v;/(1 —0). (1.39)

Recapitulando, o; es respuesta éptima de i a o_; si VP > VP’ es decir, si

d;
o> ,
v; +d; — gi(a¥)

(1.40)

lo cual implica que ¢ es EN de G*°(9) siempre que 6 > max;e j{d;/(v;+d; —g;(a*))}.
Ahora bien, todos los subjuegos de G*°(0) tienen la misma estructura que el
propio G*°(d) y parten, o bien de historias en las que se ha producido alguna des-
viacién con respecto al perfil «, o bien de aquellas en las que ningin jugador se ha
desviado. Ambos casos los acabamos de estudiar, con lo cual en todos los subjuegos
la estrategia o es EN y, por tanto, se concluye que el teorema se cumple tomando

d = I?éjx{di/(“i +d; — gi(a™))}. (1.41)
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Queda considerar el caso en el que el vector v no corresponda al pago esperado de
ninguna estrategia pura o mixta. Dicha parte de la demostracién se puede consultar
en la fuente original (ver [4]). En la citada publicacién se da una demostracién del
teorema completo utilizando un volumen de resultados previos cuya inclusién en
este trabajo no se ha estimado necesaria en relacion a los objetivos del mismo. [

Nota. En la prdctica es mds rdpido mazimizar la expresion (p; — v;)/ (pi — gi(a*))
en la ecuacion (1.41), donde p; es el mejor pago al que puede optar i al desviarse
de a.

La interpretacion del Teorema 1.53 es que si un vector de pagos factible v da, pa-
ra todos los jugadores, pagos estrictamente mayores que el vector de pagos asociado
a un perfil que constituye un EN, entonces existe un ENPS del juego repetido infini-
tamente cuyo vector de pagos es v para todo ¢ suficientemente préximo a 1. Esto se
consigue tomando por todos los jugadores como estrategia inicial aquella que da el
vector de pagos v y, en caso de que un jugador se desvie, todos los demés adoptaran
como estrategia aquella que minimice los pagos de dicho jugador para siempre. Esto
justifica que el perfil de estrategias de disparador sea ENPS en DP>(§).
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2. Automatas

2.1. Fundamentos de las maquinas secuenciales
estocasticas

2.1.1. Introduccion. Definiciones y automatas deterministas

En este epigrafe se presentaran, en primer lugar, dos ejemplos que permitiran
introducir el concepto de autémata y, posteriormente, construir los autématas es-
tocésticos.

Definicién 2.1. Un autémata o maquina de Moore es una 6-upla (.5, sg, X, Y, d, G)
cuyos elementos son:

= Un conjunto finito S de estados.

= Un estado inicial sy € S

= Un conjunto finito X denominado alfabeto input.
= Un conjunto finito Y denominado alfabeto output.

» Una funcién de transicién 6 : S x X — S que asigna a cada par (s,z) el
siguiente estado.

= Una funcién de output G : S — Y que envia un estado en un output.

Nota. Para el resto del TFG se utilizard input y output para hacer referencia a un
elemento del alfabeto input y del alfabeto output respectivamente.

Si A es un conjunto, denominado alfabeto, una palabra sobre el alfabeto A es una
sucesion ay, s, . . .,a, donde cada entrada aj es un elemento de A. Los elementos
de A se denominan simbolos.
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Estos autématas descritos se desarrollaron originalmente en [13]. La Definicién
2.1 responde al concepto de una maquina de n = |S| estados con sus correspon-
dientes respuestas (outputs) asociadas, inicializada en uno de ellos. Por otro lado,
la transicién de un estado a otro viene dada por el estimulo (input) que recibe el
autémata en cada instante.

La Figura 2.1 es la representacién grafica de un autémata de Moore. Los estados
estan representados por cada uno de los circulos y su output es el contenido del
mismo. Las flechas representan las transiciones entre estados, etiquetadas con el
input que conduce a cada una de ellas.

Alarma

— Alarma

Alarma

Estado inicial qo : Dormir q1 : Apagar alarma

Figura 2.1: Autémata de Moore que representa un procrastinador infinito.

Definicién 2.2. Un autémata o méquina de Mealy es una 6-upla (S, sg, X, Y, §, G)
cuyos elementos son:

= Un conjunto finito S de estados.

s Un estado inicial sy € S

= Un conjunto finito X denominado alfabeto input.
= Un conjunto finito Y denominado alfabeto output.

= Una funcién de transicién 6 : S x X — S que envia un par estado-input en
el siguiente estado.

s Una funcién de output G : § x X — Y que envia un par estado-input en un
output.

Estos autématas se desarrollaron originalmente en [11]. La Definicién 2.2 describe
el concepto de una maquina de n = |S| estados, inicializada en uno de ellos en la cual,
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tanto la transicion entre estados como el output de cada uno viene dado por el input.
La Figura 2.2 es la representacion grafica de un automata de Mealy equivalente al
de la Figura 2.1. En este caso las transiciones son las que tienen asociada una acciéon
en particular y no los estados, asi pues, sonar la alarma conlleva que el autémata la
apague y vuelva al estado ¢y, donde esperard a recibir un nuevo input.

— Alarma — Dormir

start @

Alarma — Apagar alarma

Figura 2.2: Autémata de Mealy que representa un procrastinador infinito.

Asi pues, la diferencia fundamental entre ambos conceptos es que en el autéomata
de Moore el output depende tnicamente del estado actual mientras que en el de
Mealy el output también depende del input recibido.

2.1.2. Autdmatas secuenciales estocasticos

El grueso de este epigrafe se basa en el primer capitulo de [14] combinado con
demostraciones propias de varios resultados.

A continuacion se generalizan los conceptos anteriormente expuestos consideran-
do que las transiciones entre estados no sean deterministas, sino que vengan dadas
por un vector de probabilidades.

Definicién 2.3. Una maquina secuencial estocastica de tipo Mealy (SSM de Mealy)
es una 4-upla M = (S, X, Y, {A(y|x)}) cuyos elementos son:

= Un conjunto finito S de estados.
= Un conjunto finito X denominado alfabeto input.
= Un conjunto finito Y denominado alfabeto output.

= Un conjunto {A(y|z)} cuyo contenido son | X|-|Y'| matrices cuadradas de orden

|S| tales que
aij(ylz) =0, Vi, j
S|
Zzaij(mx) =1,
yey j=1
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donde A(y|z) = [ai;(y|x)].

Supuesta una distribucion probabilistica inicial sobre los estados de la maquina
dada por un vector 7, y dada una secuencia de inputs representada por la palabra
u = T1x9- - T, entonces la SSM de Mealy devuelve el output v = y1y2---yr y
avanza al siguiente estado. La transicién estd dada por las matrices A(y|z), donde
a;j(y|x) es la probabilidad de la maquina de pasar del estado s; al estado s; y
devolver el output y cuando se encuentra en el estado s; y recibe el input x.

La siguiente proposicién explica la relacion que guardan los elementos anteriores.

Proposicion 2.4. Sea u = x1x5 - - - x, una palabra en el alfabeto X y v = g1y - - - Y&
del alfabeto Y, considérese

A(vlu) = lai; (v]w)] = Alyr|21) Alyala) - - - Alyela). (2.1)

Entonces a;;(v|u) es la probabilidad de que la maquina pase del estado s; al estado
s; y devuelva la secuencia de outputs v dada la secuencia de inputs u.

Dem. La proposicién es cierta en el caso I(v,u) = 1, donde I(v,u) denota la lon-
gitud comin de ambas palabras. Esto es trivial, pues (v,u) = (y,x). Ahora bien,
asumiendo cierta la proposicién para L(v,u) = k — 1, se tiene que

a;;(vylux) = Zaik(v\u)akj(y]x). (2.2)

Puesto que la parte derecha de la igualdad es precisamente la probabilidad de que
la méquina pase del estado s; al s; devolviendo el output vy dado el input ux, la
proposicién queda probada por induccién para todos u,v con (v, u) > 1.

Por otro lado, siendo A la palabra vacia (I(v,u) = I[(A, \) = 0) se define A(A|A\) =
I. Dado que I es la matriz unitaria |S|-dimensional, no se producird cambio alguno
en el estado del autéomata ni se devolvera output cuando no se introduzca input
alguno. O]

Antes de continuar con las maquinas de Moore se dardn algunas definiciones
méas. Denotaremos por 71 al vector columna cuyos elementos son todos iguales a 1y
tiene dimension igual al niimero de estados de la maquina a la que hace referencia.

Definicién 2.5. Dado un autémata M y un par input-output (v,u), se define
n(lu) = A(vlu)n - (n(X,A) = In=mn). (2.3)

Noétese que el i-ésimo elemento del vector n(v|u) es la suma de los elementos de
la i-ésima fila de la matriz A(v|u). Por tanto n(v|u) recoge las probabilidades de que,
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dada una secuencia de inputs u, se partiera del estado s; si se devuelve la secuencia
v.

Dado que estamos considerando una maquina cuyas transiciones entre estados
son estocasticas, cabe tambi