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Resumen

El objetivo de este trabajo es demostrar en detalle el Teorema de estructura
de los modulos finitamente generados sobre el algebra de Iwasawa, que no
es mas que un anillo de series en una variable con coeficientes en los enteros
p-adicos. Este teorema es un resultado importante en la Teoria de Iwasawa,
postulada por el matematico japonés Kenkichi Iwasawa, a mediados de la
década de 1950.

Se usaran como referencia los resultados recogidos en los capitulos 7 y 12 del
libro de Larry Washington; Introduction to Cyclotomic Fields, en el que la
Teoria de Iwasawa aparece al estudiar los cuerpos ciclotémicos y su conexién
con el ultimo Teorema de Fermat.
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Introduccién

Motivacion

Uno de los resultados més basicos del Algebra Lineal es el hecho de que
todo K-espacio vectorial de dimensién finita n es isomorfo a K™. La técnica
empleada para obtener este resultado consiste en realizar transformaciones
elementales a una matriz representante del K-espacio vectorial hasta obtener
la forma de Gauss.

El Teorema de Estructura de Grupos Abelianos Finitamente Generados nos
da un resultado similar, todo grupo de esta forma es isomorfo a la suma
directa de un grupo libre (n copias de Z) y un grupo de torsién, éste tltimo
isomorfo a &!_;(Z/(p")), donde p es un niimero primo. Entre las operaciones
permitidas que conservan el isomorfismo desaparece la divisién por elementos
distintos de 1 0 -1, y la matriz resultante es la llamada forma normal de Smith.

Con esta base nos adentramos en los médulos sobre el Algebra de Iwasawa,
buscando encontrar un resultado similar a los dos anteriores. La dimension
de Krull (que definiremos més adelante), que era 0 y 1 en los casos previos, es
ahora de 2, lo que anade dificultad al problema y nos privara de obtener un
isomorfismo. En esta ocasién un pseudoisomorfismo (que también definiremos
posteriormente) es lo méximo que podremos aspirar a obtener.

Podria decirse que las bases de la teoria de Iwasawa empezaron a formarse con
un fallido intento de demostracién del conocido tltimo teorema de Fermat
por parte del matematico francés Gabriel Lamé (1795-1870). Después de que
Joseph Liouville (1809-1882) destacase un detalle que Lamé habia pasado por
alto en su demostracion, esta fue finalmente desacreditada por el matematico
aleman Ernst Eduard Kummer (1810-1893). El propio Kummer intenté sortear
la laguna en la prueba de Lamé, introduciendo el uso de ideales de un anillo
al problema. Acab6é demostrando la veracidad del teorema para el caso en
el que los exponentes considerados son un conjunto particular de primos,
los llamados primos regulares. Mas adelante, Martin Eichler (1912-1992)
consiguié extender el trabajo de Kummer a algunos de los primos “irregulares”.
Una de las ramas que se empezd a estudiar en aquel entonces fue el caso de
las extensiones de cuerpos de niimeros, y las factorizaciones de algunos de los



ideales de los anillos que surgen en este contexto. A ello le sigui6 el estudio
de cuerpos ciclotémicos, v es en este enfoque en el que Kenkichi Iwasawa
(1917-1998) realiza su trabajo. La teorfa que desarrollé Iwasawa se centra
en el analisis de torres de cuerpos ciclotomicos cuyos grupos de Galois son
de una forma concreta. En el centro de la teoria de Iwasawa se encuentra el
teorema de estructura cuya prueba detalla esta memoria, resultado que es
fundamental para la prueba del teorema que culmina la teoria de Iwasawa.

Estructura

En el Capitulo 1 introducimos el concepto de médulo y repasamos algunos
teoremas de estructura mas sencillos, con el fin de ayudar a comprender las
similitudes y diferencias con el caso de la teoria de Iwasawa.

En el Capitulo 2 hacen su aparicién los niimeros p-adicos y se mencionan
sus principales propiedades algebraicas.

El Capitulo 3 esta dedicado a la presentacion y demostracion de resultados
concernientes al Algebra de Iwasawa, entre los cuales destaca el teorema de
preparacion de Weierstrass.

Finalmente, el Capitulo 4 recoge los tiltimos detalles necesarios para demostrar
el teorema de estructura, asi como la prueba del mismo.



1. Mobdulos. El Teorema de Estructura sobre
DIPs.

Nuestro primer objetivo es entender con qué objetos vamos a trabajar.
En esta seccion veremos uno de dichos objetos, los médulos, y veremos como
actian sobre los Dominios de Ideales Principales.

Empezaremos definiendo el elemento principal de este trabajo, los médulos,
que al fin y al cabo son una generalizacion del concepto de K-espacio vectorial
(donde K es un cuerpo) a un anillo A.

Definicién 1.1.

Sea A un anillo unitario, y sea e4 su identidad multiplicativa. Un A-mddulo
por la izquierda M es un grupo abeliano (M, +), junto con una operacién -
cAX M — M tal que V a,b e AV z,y € M, se tiene:

1. (a-b)-z=a-(b-x).
2. (a+b)-x=a-z+b-ux.
3.a-(z+y)=a-z+a-y.

4. eyq-xr =1

Una propiedad muy usada, que se deduce de estas cuatro primeras, es:

OA'W’LZOM,CL'OMZOM VmEM,CLEA.

Nota: Abusamos de la notacién, denominando de la misma forma (-) al
producto interno de A y al producto de elementos de M por escalares de A.
Ocurre lo mismo con (+), que representa tanto la suma habitual en A como
la suma en M.

De forma analoga definimos un moédulo por la derecha. Si el anillo es conmutativo,
los modulos por la derecha son moédulos por la izquierda, y viceversa. Por ello,

los denotaremos simplemente como moédulos. De aqui en adelante asumimos
que todo anillo mencionado es conmutativo.



Ejemplo 1.2.
Dado un anillo A, A™ es un A-mddulo para todo n € N, en los que la suma
y el producto por escalares se definen componente a componente.

Ejemplo 1.3.
Todos los grupos abelianos son Z-moddulos, considerando que el producto nx
(conn € Zy x € M) se define como la suma de n sumandos z + x + - - - + .

Ejemplo 1.4.
Los ideales de un anillo son submaddulos sobre dicho anillo.

Definicion 1.5.
Un submddulo S de un A-médulo M es un subconjunto de M que es, por si
mismo, un A-moédulo con las mismas operaciones definidas para M.

Proposicién 1.6.
La interseccién de submodulos de M es un submoédulo de M.

Demostracion. Resulta trivial teniendo en cuenta que la interseccion de
subgrupos abelianos es un subgrupo abeliano. O]

Definicién 1.7.
Sean M, N dos médulos sobre un anillo A. La suma directa de M y N, que
denotaremos M @ N, es el modulo:

M@ N :={(a,b) :a € M,be N}.

Y, al igual que menciondbamos en la suma y el producto por escalares
se realizan componente a componente.

Al tomar un subconjunto cualquiera de un médulo, nos puede interesar
el submodulo mas pequeno que contiene a dicho subconjunto. Esto motiva
la siguiente definicién:

Definicion 1.8.

Dado un subconjunto B de un A-moédulo M, decimos que el submddulo
generado por B, denotado ((B)), es la interseccién de todos los submdédulos
S C M que contienen a B.



Resulta sencillo comprobar que ((B)) es, equivalentemente, el menor
submoédulo de M que contiene a B: de existir un submédulo C' de M con
B C C C ((B)) € M tendriamos, por definicién de ((B)), que ((B)) CC.Y
por lo tanto ((B)) = C.

Proposicién 1.9.
El submédulo generado por B es igual al conjunto de combinaciones lineales
finitas de los elementos de B, con coeficientes en el anillo A:

((BY) =T :={aiby + - - + anbpla; € A, b; € B, n > 1}.

Demostracion. T contiene a B:sib € B,b=14-b € T. Por tanto, ((B)) C T.
Por las propiedades de médulo, todo A-submdédulo que contenga a B contiene
a las combinaciones lineales finitas de elementos de B. Es decir, T' C ((B)),
y ya tenemos la igualdad: ((B)) =T. O

1.1. Modulos finitamente generados y finitamente
presentados.

De la teoria de grupos abelianos que ya conocemos podemos extraer
conceptos que se generalizan para el caso de A-mdédulos, por ejemplo la
ciclicidad o los generadores:

Definicién 1.10.
Decimos que un A-médulo M es finitamente generado si M = ((B)), con
B un subconjunto finito de A. El conjunto B se dice que es un sistema de
generadores de M.

Definicién 1.11.
Sea M un A-médulo. Un submddulo se denomina ciclico si es el subméddulo
generado por un sélo elemento de M.

Ejemplo 1.12.

Sea a € A, y consideremos el médulo A/(a). Sus elementos son de la forma
x + (a), con x € A. Pero esto se puede reescribir como z - (1 + (a)), por lo
que 1+ (a) es por si mismo un generador del médulo.



Definicién 1.13.
Dado un subconjunto S de un A-médulo M, llamamos anulador de S sobre
A al conjunto:

Anny(S) ={a € Al as=0Vs € S}.

Resulta trivial ver que el anulador de un conjunto es un ideal y también un
modulo.

Definicién 1.14.

Si M admite un sistema de generadores linealmente independiente, a este
sistema se le llama base y decimos que M es un médulo libre. No todos los
modulos admiten base, por ejemplo:

» En Z/nZ (visto como Z-mé6dulo), cualquier elemento es anulado por n,
por lo que Z/nZ no tiene base. Lo mismo ocurre, evidentemente, con
todo submodulo suyo.

Este tipo de elementos, responsables de que no todo mdédulo tenga una
base, se denominan elementos de torsion.

Definiciéon 1.15.
Decimos que un elemento x de un A-médulo M es de torsion si da € A tal
que a-x = 0. Si esto ocurre para todo elemento de M, decimos que M es un
modulo de torsion.

Puede darse el caso en el que el inico elemento de torsion sea 0:

Definicién 1.16.
Si un moédulo no posee elementos de torsion no nulos, se dice que es un
modulo libre de torsion.

Ejemplo 1.17.

Los elementos de torsién pueden variar segiin el anillo sobre el cual se considere
el médulo. Ya hemos visto que al considerar Z/nZ como Z-mdédulo, todos sus
elementos son de torsion, ya que cumplen la relacién n - x = 0. Sin embargo,
Z./nZ puede verse también como Z/nZ-médulo, y en ese caso los elementos
de torsion seran aquellos no coprimos con n.
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Proposicién 1.18.
Si un A-modulo M es finitamente generado, existe un morfismo v sobreyectivo
de A¥ a M, para algtn k finito.

Demostracion. Construimos el morfismo de la siguiente forma. Como M es
f.g, tomamos su conjunto generador {my,...,my}. Entonces, a cada k-tipla
(ay,...,ax) de A* le asignaremos el sumando aym; + ...agmy € M. Como
{my,...,my} es generador de M, tenemos que M = Im(v)). Es decir, ¢ es
un morfismo sobreyectivo. O

Corolario 1.19.
Si M es un A-médulo libre finitamente generado, entonces es isomorfo a A*,
con k € N.

Demostracion. Basta ver que el morfismo construido en [I.18] es también
inyectivo: si dos elementos (ai,...,ax), (by,...,br) € AF tienen la misma
imagen por v, entonces ¥(a; — by, ...,a — by) = 0. Es decir:

(CLl — bl)ml —+ (CLQ — bg)mz 4+ 4 (ak — bk)mk = O

Sin embargo, al ser M libre, el conjunto de generadores {my,...,my} es
linealmente independiente, por lo que deducimos que a; —b; =0 = a; = b;
para todo 7, y tenemos la inyectividad. O

Definiciéon 1.20.

Decimos que un médulo finitamente generado M es finitamente presentado
(o que es de presentacion finita), si, dado un conjunto generador de M,
{mq,...,my} de tamano k, existe un morfismo sobreyectivo:

v AR — M

tal que ker(¢)) es finitamente generado.

Veamos que significa esto: La aplicacion ¢ envia elementos de A en el elemento
de M que se puede descomponer como suma de esos elementos multiplicados
por los generadores. En ker() habra elementos de la forma (ay, .. ., ax), tales
que a;my + - -+ + apmy = 0.

Si este nicleo es finitamente generado, existe una cantidad finita (por ejemplo,
n) de estas relaciones (y por tanto, de las k-uplas) que generan el resto. Esto

11



significa que podemos representar el modulo de la forma siguiente:

ay1 -+ Qin

a1 - Qgn

Donde cada columna son los coeficientes de una relacién del conjunto generador
de ker(¢)). Esta matriz se denomina matriz de presentacion del médulo M.

Los médulos poseen ciertas propiedades segtin las caracteristicas del anillo
base. Como ya hemos mencionado, los médulos sobre cuerpos dan lugar a los
ya conocidos K-espacios vectoriales. Nos centraremos ahora en los Dominios
de Ideales Principales, y en los médulos finitamente generados sobre los
mismos. Recordamos las siguientes definiciones:

Definicién 1.21 (Dominio de Factorizacién Unica).
Decimos que un anillo Conmutativo A es un Dominio de Factorizacién Unica
si todo elemento x € A verifica:

T=U-0" "0y n>0,ue A, i i, irreducibles

y de forma que esta factorizacion es tnica si no se puede factorizar ninguna
unidad distinta de e4 de los 7.

Definicién 1.22 (Dominio de Ideales Principales).

Un Dominio de Ideales Principales , abreviado DIP, es un anillo conmutativo,
sin divisores de 0, en el que todo ideal es principal (es decir, estda generado
por un unico elemento).

Algunos ejemplos de DIPs son:

» 7Z. En Z, si consideramos el ideal I = (py, ..., py, ...), es sencillo ver
que I = (p), con p = ged(p1, .., Py -+ )-

» K[X], los polinomios con coeficientes en un cuerpo K.

En ambos casos, la identidad de Bézout y la existencia de maximo comin
divisor permiten hallar el generador unico del ideal. Ahora que tenemos
definidos los DIPs, podemos dar el siguiente resultado sobre médulos ciclicos:

12



Proposicién 1.23.
Todo médulo ciclico V' = (m) sobre un DIP A es isomorfo al cociente A/(a),
donde (a) = Anna(V).

Demostracion. Sea V' un médulo ciclico generado por m. Sea ¢ : A — V
el homomorfismo dado por ¢(a) = am. El nicleo de ¢ es precisamente
Anna(V), luego por el primer teorema de isomorfia, A/Anns (V) ~ V. Por
otra parte, como A es un DIP, el anulador de V' estard generado por un unico
elemento a € A, lo que completa la prueba. O

Un resultado importante que relaciona presentacion finita y generacion
finita se puede encontrar en [§][Corollary 23.3]:

Proposicion 1.24.
Si A es un DIP, todo médulo finitamente generado es también finitamente
presentado.

En la referencia dada se ve que este resultado es cierto para anillos mas
generales que los DIPs: los llamados anillos noetherianos. Estos anillos los
definiremos en el tercer capitulo de la memoria.

1.2. Forma Normal de Smith.

Tener una matriz con la que representar el modulo es un gran paso, pero
el mismo moédulo puede ser representado por matrices distintas. Con el fin
de dar un cierto nivel de unicidad a estas representaciones, recordamos la
llamada Forma Normal de Smith.

Definicion 1.25.

Decimos que una matriz m x n esta en Forma Normal de Smith si sus tinicos
elementos no nulos son los elementos diagonales «;; y ademas, ;;|i1,+1
para todo 1.

Como hemos visto en el grado, las matrices con elementos en un Dominio
de Ideales Principales tienen asignada una “dnica” Forma Normal de Smith
(los elementos diagonales pueden diferir en productos por unidades del DIP,

13



20 0 0
08 0 0
0 0 16 0
00 0 O

Matriz en forma normal de Smith, con elementos en Z.

como se prueba en [I][Theorem 3.9]). Es decir, para toda matriz A(m X n)
existen matrices invertibles L(m x m) y R(n x n) tal que el producto S =
L-A- R estda en Forma Normal de Smith.

Esto da pie al siguiente teorema:

1.3. El teorema de estructura sobre DIPs.

Teorema 1.26 (Teorema de Estructura de Médulos f.g sobre DIPs).
Sea M un médulo sobre A, un DIP. Entonces

M=A oA/ ()
con ailas| - - |ay,.

El esquema de la prueba consiste en tomar la presentacion matricial
del médulo y llevarla a la forma de Smith. Como las matrices por las que
multiplicamos en este proceso son invertibles, tendremos isomorfismo entre
ambas expresiones. La matriz final tendra r filas nulas, correspondientes a
la parte A" de la expresién superior, y n filas con un unico elemento no
nulo, situado en la diagonal principal. Como cada elemento sera divisor del
elemento de la fila siguiente, cada una de estas filas correspondera a un
A/(a;), con la condicién de divisibilidad antes mencionada.

Nota: Las operaciones admisibles para llevar a una matriz a su forma normal
de Smith se denominan operaciones elementales. Cada una de estas operaciones
tienen asociada una matriz. Multiplicar por la izquierda la matriz original
por una de estas matrices correspondera a realizar la operacién en cuestion
por filas, mientras que multiplicar por la derecha realizara la operacién en
cuestion a las columnas. Las operaciones elementales son las siguientes:

14



Operaciéon A Podemos permutar filas/columnas entre si. La matriz que
permuta las filas 7 y 7 es:

1

1

que es la matriz identidad con las filas ¢ y j intercambiadas.
Operacién B Podemos sumar miultiplos de una fila/columna a otra. La
matriz correspondiente es:

1

1

la matriz identidad con la fila 7 sumada m veces a la fila j.

Operacién C Podemos multiplicar una fila/columna por un elemento de
A*. Su matriz asociada serd, siguiendo el mismo proceso de las operaciones
anteriores:

donde el elemento m es una unidad de A*.

15



1.4. Aplicaciones.

El teorema 1.26} aplicado a los médulos sobre Z, da lugar a dos resultados
importantes vistos en el grado:

Teorema de Estructura de Grupos Abelianos Finitamente Generados.
Todo grupo abeliano finitamente generado G es isomorfo a:

2 ©L(n) @ L/ (), |-

con m,ny, --- ,ny enteros dependientes del propio G.

Teorema de clasificacion de endomorfismos en espacios vectoriales
de dimensién finita.

Sea V' un K-espacio vectorial de dimensién n > 1. Un endomorfismo en V
es una aplicacién lineal ¢ : V' — V. Dada una base v = {uy,...,u,} de V,
esta aplicacién tendra una representacion matricial dada por la matriz B, de
forma que ¢(u) = Bu.

El objetivo es encontrar una base adecuada para la cual la matriz de la
aplicacion tenga una forma lo mas diagonal posible. Para ello consideramos
el polinomio caracteristico de la matriz B, f(\) = A — B, siendo A una
indeterminada. En el caso en el que dicho polinomio tenga todas sus raices

en K, se puede escribir
m

FO) =TT =2
i=1
Se puede dotar a V' de estructura de K[A\]-médulo de torsién. Aplicando el
teorema de estructura, deducimos que V' se puede descomponer como suma
directa de los sumandos ciclicos K[AJw;, donde el anulador de w; es el elemento
Ann(w;) = (A — \;)%. Tomando la base {w;, (A — \)ws, ..., (A — X% Ly},

la matriz de cada sumando es:

16



Por lo tanto, podemos “pegar” todas estas bases y obtener la llamada forma
canonica de Jordan del endomorfismo:

By
B,

17



2. Los nimeros p-adicos

En lo posterior, p hard referencia a un niimero primo fijo sin determinar.
A continuacién describiremos los nimeros p-adicos y el anillo de enteros
p-adicos, la base del algebra de Iwasawa.

2.1. La métrica p-adica.

Los numeros p-adicos, @, son una complecciéon de los racionales, Q,
cuando se toma en cuenta la métrica especial dada por una norma que
denominaremos || - ||, la norma p-adica. No sélo se trata de una compleccién
de Q diferente de los nimeros reales, si no que al estar diferenciada por
la eleccién del ntimero primo p, tenemos que cada Q, es una compleccién
distinta.

Notemos que dados m € Z ~ {0} y p primo, podemos factorizar m de
forma tinica como:
m=£p"pit ... prm

donde p,p;...,p, son primos distintos y n,n;...,n, son los exponentes
correspondientes a dichos primos al factorizar m, considerandon > 0y n; > 0
parai € {1,...,r}.

Definicién 2.1.
Una valoracién es una aplicacién v : A — G U {co}, dénde (A, +,-) es un
anillo conmutativo unitario y (G, +, <) es un grupo abeliano completamente
ordenado, que cumple:

» Ve e A v(z) =00 & 2 =0;

= Va,y € A v(zy) = v(z) + v(y);

= v(z +y) = min{v(z), v(y)}.

Definicién 2.2.
Llamamos valoracién p-adica (sobre Z) a la aplicacién v, : Z~{0} — Z~, que

18



asigna a cada entero no nulo m el exponente del primo p en su factorizacion,
es decir, el maximo natural n tal que p™ divide a m. Es decir:

v Z — NU{oo}

00 n=>0
noo— )
{max{k: eN; p*n} n#£0

Proposicién 2.3.
La valoracion p-adica es, de hecho, una valoracién.

Demostracion. La tunica de las 3 propiedades de las valoraciones que merece
la pena comprobar es la tultima, y resulta bastante sencilla. Suponemos que
x,y # 0. Podemos asumir sin pérdida de generalidad v(z) = m > v(y) = n,
eso significa que z = x1 - p™ e y = y; - p". Factorizamos p” en x y obtenemos:

m—n

r4y=p"r+p "y =p" (" "1 + 1),

por lo que v(z +y) > n = min{v(z),v(y)}, como querfamos probar. O
Extender el dominio de esta valoracién a los racionales no nulos es un

proceso sencillo, que se basa en que todo niimero racional se puede escribir
como cociente de dos enteros coprimos:

Definicién 2.4.
Sea ¢ un racional no nulo, con ¢ = m/n, con ged(m,n) = 1. Definimos la
valoracion p-adica de ¢ como:

vp(q) = vp(m) = vp(n).

Es sencillo comprobar que v, constituye una forma natural de extender
la valoracion p-adica a los racionales, pues se construye mediante la segunda
propiedad de las valoraciones.

Proposicién 2.5.
La aplicacién || - ||, : Q = Rs( dada por:

lgllp :==p~9,oll, := 0,

es una norma en Q.
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Demostracion. Veamos que se cumplen todas las propiedades de una norma:

L. |lull, = 0 st y solo si w = 0 : Por definicién, ||0||, = 0, y si existe
q € Q ~ {0} tal que ||¢||, = 0, entonces la factorizacién de ¢ es de la
forma ¢ = p"(u/v), con p~™ = 0. Pero esto es absurdo, por lo que el
Unico racional con norma p-adica 0 es 0.

2. lagally, = llallpllazllps Va1, g2 € Q = Si alguno de los dos factores es 0, el
producto también lo es, y por 1) tenemos la igualdad. Suponemos ahora
que ambos factores son distintos de 0. Podemos reescribir el producto
de la forma siguiente:

uyu
i+ go = p" (ur/v1) - p" (ugfva) = pm (—1 2)
V12

Como ningin u; o v; tiene a p de factor, deducimos que ||q1g2||, =
p~(m+72) Por otra parte, de la factorizacién de ¢; v ¢» deducimos que
sus normas son p~ ™ y p~ "2, respectivamente. Por lo tanto el producto
de las mismas serd p~™ - p~"2 = p~("+72) v tenemos la igualdad.

Nota: Esto implica que también se da la igualdad: v,(q192) = v,(q1) +

vp(q2).

3. lgi+a2llp < llaallp+llgzllp : Siqr, g2 0 g1 +¢2 son iguales a 0, el resultado
es trivial. Suponemos que este no es el caso, y consideramos primero
el caso en que tanto g; como ¢y son enteros. Entonces, suponemos sin
pérdida de generalidad que p™'|q; y p"?|qe, con ny > nsy. Se da por lo
tanto la igualdad: q1 + g = p" (p"* " q2 + q1) = p™*[(q1 + ¢2). Y por
lo tanto:

vp(q1 + q2) > min{v,(q1), vp(g2)}
p*vp(qlﬂh) < p*(mfn{vp(fh),vp(%)})

lar + @2lp < max{{laillp, [zl }
< llally + llazlp-

Suponemos ahora que ¢; = a/by g = ¢/d, con a,b,c,d € Z. Tenemos
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entonces:

o (F+5) = (“dbtl Cb) — 4, (ad + ¢b) — v, (bd)
> min{vy(ad), vp(cb)} — (vp(b) + vp(d))
= min{vy(a) + vy(d), vp(c) + vp(b)} — (vp(b) + vp(d))
= min{vp(a) — vy(b), vp(c) — vp(d)}

it (3)- ()

Y por lo tanto:

g + gallp = p~r(3+0) < pmminen () ()}

= max{||q1lp, [|g2llp}
< llallp + llgzllp-

Llamamos métrica p-adica a la distancia inducida por esta norma;

dp(u,v) = [lu—vll,.

Series p-adicas.

Definicién 2.6.
Dado un nimero primo p, denominamos series p-adicas a las series:

oo
s=> ap
i=k

en la cudl k es un entero y ¢; es 0 o un racional no negativo con denominador

no divisible por p.

Una serie p-adica es normalizada si todos los coeficientes ¢; son enteros

menores que p o 0.

Dada una serie p-ddica s = »_.°, ¢;p', denotamos expansién p-aria de s

a la expresion: ...q¢,q¢n—1-.-4190-9-1q9—2 - - - Qk+1qx, donde el punto juega un

21



papel andlogo al del separador decimal. (Si k& > 0, denotamos ¢; = 0 para
todo i < k y no se escribe el punto ni los ¢; con j < 0).

Dos series p-adicas son equivalentes si existe N tal que, Vn > N, la diferencia
de sus sumas parciales hasta n es igual a 0 o tiene valoracion p-adica superior
a n.

Veamos ahora que cada serie p-adica es equivalente a tan sélo una serie
normalizada. En particular una serie normalizada no es equivalente a mas
series normalizadas que ella misma. Es decir, las series normalizadas son
representantes canodnicos de las clases de equivalencia. Para probarlo nos
ayudamos del siguiente lema:

Lema 2.7.
Todo ntimero racional ¢ se puede escribir de forma tinica como:

q — apvp(q) + /,’-’
donde a es un entero con 0 < a < py v,(r) > v,(q).
Demostracion. Ya hemos visto que podemos escribir ¢ = p”P(q)%, donde m y

n son enteros, coprimos y no divisibles por p. Por el Lema de Bézout, existen
enteros a y b, con 0 < a < p, tales que m = an + bp, es decir:

S|l

T =q-+ pé =q= p”p(q)ﬂ — ap”p(Q) +pvp(Q)+1
n n n ’

que es la representacion que queremos (nétese que si se diese a = 0, entonces
m seria multiplo de p, lo cual es absurdo). La unicidad se obtiene al considerar
que la diferencia de dos representaciones debe ser igual a 0, luego:

0= (a—a)p™? + (r = 1") = pD((a — ) + pls — ).

La segunda igualdad se justifica al ser r y r/, (y por lo tanto también su
diferencia), de valoracién p-adica estrictamente mayor que la de ¢. Entonces,
(s — &) es de valoracién mayor o igual que 0, lo que permite sustituirlo por
¢/d, siendo d coprimo con p. Multiplicando la ecuacién por p, obtenemos:
0= (a—a')d+ pc. Por un lado d fp, y por otro |a — a'| < p, luego la tinica
solucién es ¢ = a — a’ = 0, y deducimos que a =d' y r =1r'. H
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Proposicién 2.8.
Toda serie p-adica es equivalente a exactamente una serie normalizada.

Demostracion. Sea -, ¢;p" una serie p-adica. En primer lugar, esta serie es
equivalente a otra cuyo término inicial es de valoracion 0. Esto es sencillo de
probar: En primer lugar, inicializamos la serie (es decir, escogemos el primer
indice k) de forma que ¢ no sea nulo. Si v,(gx) = 0, ya hemos terminado. Si
no, llamamos [ a la valoracién de g, y escribimos ¢, = p'sy, y realizamos las
sustituciones: ¢z — 0y qx+1 — qxr1+ 5k Repitiendo este proceso obtendremos
o bien la serie 0 o bien una con término inicial de valoracién 0.

Ahora, partiendo de esta nueva serie, tomamos el primer coeficiente ¢; no nulo
y que no sea un entero de [1,...,p — 1]. Por el lema anterior, lo podemos
escribir en la forma: ¢; = a; + ps;. Realizamos las sustituciones ¢; — a;,
Qiv1 — ¢ir1 + s;. Iterando este proceso obtenemos la serie normalizada que
buscamos. La unicidad es consecuencia de que la tnica serie normalizada
equivalente a 0 es la serie nula. O

Proposicién 2.9.
Toda serie p-adica normalizada converge en la norma || - ||,.

Demostracion. Sea s = Y oo, ¢;p' una serie p-ddica normalizada. Es decir,
0 < ¢; < p para todo ¢ > k. Consideramos la sucesiéon de sumas parciales
{sm} ={>"i", @:p'}. La norma p-ddica de la diferencia de dos de estas sumas
parciales consecutivas es:

m m—1
lsm = smilly = 1D ap' =Y ap'lly = lgmp™ I, = 1/0™"
i=k i=k
Sabemos que s se puede escribir como la suma telescépica

o0
S = Z(Sz - Si—1)7
i=k

considerando s;_; = 0. Por lo tanto, tomando normas y aplicando la desigualdad
triangular:

(o) o0
sl = 11D (si = sim)llo < D N (si = sia)llp =
i=k i=k

00 1 1-k
—~p p-1
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Ejemplo 2.10.

Es un hecho conocido que bajo la métrica euclidea, la serie geométrica Y .o t!
converge al valor ﬁ si y s6lo si |t| < 1, y diverge en caso contrario. Ahora
bien, si tomamos ¢t = p, nos encontramos con la serie normalizada con
todos los coeficientes idénticos e iguales a 1. Como hemos probado, esta serie
converge en la norma || - |, y es la serie p-ddica normalizada correspondiente

al nimero racional 1/(1 — p).

2.3. El cuerpo de los niimeros p-adicos.

Cuando consideramos las sucesiones de Cauchy en Q bajo la norma
p-adica, ocurre algo notable: sea (rg,ry,...) una sucesiéon de Cauchy para
| - |, esto es, para cada n > 0 existe un N tal que si k,m > N, entonces
lre — rmll, < p~™. Es decir, existen puntos fijos a partir de los cuales las
expansiones p-arias de los elementos de la serie son idénticas “de derecha a
izquierda”.

Al completar Q en base a || - ||,, lo que hacemos es tomar todos los limites
de las sucesiones de Cauchy. Estos limites poseen una expresion p-aria bien
definida; ya sea esta finita o infinita; gracias a que, como mencionabamos
antes, todos los elementos de las sucesiones de Cauchy a partir de cierto
indice n; coinciden en todos sus coeficientes de potencias con exponentes
menores o iguales que 1.

Establecidas las series p-adicas y la norma p-adica, pasamos a definir los
nimeros p-adicos de las siguientes dos formas:

Definicién 2.11 (Q,, primera definicién.).

Los numeros p-adicos, Q,, se definen como el conjunto de las clases de
equivalencia de las series p-adicas, o, lo que es lo mismo, las series p-adicas
normalizadas. Dado un nimero racional ¢, la expansion p-adica de ¢ es la
expansion p-adica de la serie normalizada asociada a q.

Definicién 2.12 (Q,, segunda definicién.).
Q, denota la compleccién de los nimeros racionales, Q, respecto de la norma
p-adica, [ - |,
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Teorema 2.13.
Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Demostracion. Como hemos visto, toda serie normalizada converge en la
norma ||| ,, por lo que es un representante de algin elemento de la compleccién
de Q para dicha norma. Asimismo, dada una sucesién de niimeros racionales
{yn}22; cuya norma p-adica converja, podemos considerar la expansién p-adica
de cada elemento, y por la condiciéon de Cauchy, deducimos que el limite
también es una serie normalizada. Esto prueba la equivalencia de ambas
definiciones. O]

Proposicién 2.14.
Q, posee estructura de cuerpo, y Q es un subcuerpo suyo.

Demostracion. Sea s € Q, ~ {0}, s = > .77, s;p". Supongamos que k # 0.
Entonces, si s es invertible, y su inverso es r, tenemos que:

sr=1=|s-rl,=1=|sll," =l
S (s ) (o) = 1
Es decir, la invertibilidad de s es equivalente a la de s - p~*, elemento cuya
expansion p-adica comienza en 0. Asi pues, podemos suponer sin pérdida de

generalidad que s es un elemento de Q, de norma 1, por lo que su expansioén
p-ddica es de la forma Y ;=0 s;p". Sear € Qp, r = > oo D"

o0 [e.9]
s-r=1& g sip" | - E rip) | =1
i=0 =0
o0
E SZT]pH‘] = 1
i+j=0
4,520

La serie anterior no esta normalizada, luego al despejar los términos r; hay
que tener en cuenta los resultados de operaciones anteriores. Las ecuaciones
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resultantes son:
soro=14+kogp=1 modd p
s179 + Sor1 = ko + kip = ko méd p
SoTg 4+ s171 + Sora = k1 + kop = k1 mod p
n
Z Sp—iT = kn—l + knp = kn—l mod p
i=0
Los valores r; se despejan de forma inductiva, obteniendo en su célculo el
valor k;_;. Como todas estas ecuaciones de una incégnita en congruencias
tienen solucién en Z/pZ, el elemento 7 es sin duda una serie normalizada,
y constituye el inverso de s. Por la arbitrariedad de s, deducimos que todo
elemento no nulo de Q, es invertible, por lo que @Q, es un cuerpo. Para la
segunda afirmacion, basta con observar que Q C Q,: si ¢ € Q, entonces
consideramos la sucesién constante (¢)2 ;. Es trivial ver que converge en la
norma || - ||, y que el limite es ¢, por lo que ¢ € Q,. Como sabemos que Q es
un cuerpo, deducimos que es subcuerpo de Q,. O

Veamos ahora como se relaciona un nimero racional con su serie p-adica
normalizada correspondiente.

Tomemos r € Q. Factorizamos r obteniendo r = p™ - a/b, a y b coprimos.

Consideraremos la serie correspondiente a a/b. Sea Y .-, s;p" dicha serie.
Consideramos a/b = sg+s1-p- -+ y pasamos el primer término a la izquierda
para obtener:a/b — so = p(s1 +s9-p--+).
Al multiplicar por b, obtenemos: a—bsy = p(- - - ). Asi, sq seré el entero menor
que p (0 0) tal que a —bsg es multiplo de p. Una vez tenemos sq, computamos
(a/b—sg)/p y repetimos el proceso. Eventualmente encontraremos un ciclo y
podremos terminar el proceso. El tltimo paso es reconsiderar p™ y modificar
la serie como corresponda, anadiendo n, ceros si n, > 0 o anadiendo la
separacién decimal n, posiciones a la izquierda si n, < 0.

Veamos un ejemplo préactico: Calculemos la expresiéon 5-ddica de 20/7:

» 20/7=5-4/7
L] 4/7-@0:5]€:> 4—7@0:5k’:>a0:2,k:—2/7
w —2/7T—ay=5k=—-2—Ta; =5k =a, =4, k=—-6/7
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» —6/7T—ay=5k= —6—"Tay =5k =ay=2,k=—-4/7
s —4)T—a3=5k= —4—Tay=5K = a3 =3, k= —5/7
s —5/T—a;=5k= —5—Tag=5K = a, =0, k=—1/7
» —1/7T—as=5k= —1—"Ta; =5k =a5=2, k=-3/7
» —3/7T—as=5k=—-3—Tag=>5k =as=1,k=-2/7

= Como volvemos a obtener k —2/7, el ciclo llega a su fin. Tenemos que:
4/7 = ...12032425 y por tanto 20/7 = ---120324205. (La notacién
... 7y denota periodicidad de x hacia la izquierda, de forma simétrica
a la notacion habitual.)

Para calcular la expansién 5-ddica de 4/35, en el paso final habriamos obtenido:
4/35 = ---120324.25, pues la separacién decimal se moveria una posicion
hacia la izquierda.

La norma p-adica en Q, se define de forma natural: La norma de un
elemento que es limite de una sucesiéon de Cauchy (bajo la norma || - |,) de
racionales sera el limite de la sucesiéon de normas correspondiente.

2.4. Los enteros p-adicos.

Definicién 2.15.

Sis=> 2, qp €Q, conk >0, decimos que s es un entero p-ddico, y el
conjunto de enteros p-adicos se denota por Z,. El conjunto Z,, junto con la
suma y el producto clédsicos, posee estructura de anillo conmutativo.

Lema 2.16.
Los enteros p-ddicos son exactamente los elementos de @Q, que tienen norma
p-adica | - ||, menor o igual a 1.

Demostracion.

Sea a € Z,. Entonces, al no tener decimales en su expansiéon p-adica, su
valoracién p-adica es como minimo 0, luego: ||al|, = p~>@ < p® = 1.

En el otro sentido, si |all, < 1, p~»@ < p® = v,(a) > 0. Es decir, en la
expansion p-adica de a no hay ningtin decimal, luego a € Z,. O
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Definiciéon 2.17.
Decimos que un anillo conmutativo A es local si cumple una de las siguientes
condiciones equivalentes:

= A posee un unico ideal maximal m.

» 1 #40ysixz,y€ Anoson unidades, z 4+ y tampoco es una unidad. (El
conjunto de no unidades es un ideal y, de hecho, es el maximal.)

» 1#0y Ve € A, obien z o bien 1 — x es una unidad.

Denotaremos (A, m) al anillo local.

Proposicién 2.18.
x € Z, es una unidad si y solo si ||z, = 1.

Demostracion. Veamos ambas implicaciones:

» Sea x una unidad en Z,. Entonces 27! € Z, y, por el Lema anterior,

@), < 1y [[(z Y|, < 1. Como = -z~' = 1, entonces por las
propiedades de la norma: ||z - 71| = ||1]| = 1, lo cual sélo es cierto si
]l = fl==H = 1.

» Sea ahora = € Z, tal que ||z| = 1. Por las propiedades de la norma,
||| = 1, y por el Lema anterior, z~! € Z,,. Concluimos que x es una
unidad. O

Definiciéon 2.19.
Denotamos por p al ideal generado por p en Z,, es decir, a los elementos de
V/ARNY//

Tenemos el corolario siguiente:

Corolario 2.20.
(Z,,p) es un anillo local.

Demostracidon. Se deduce de la segunda caracterizaciéon dada en [2.17] O
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Nota: Las unidades de Z,, se pueden identificar como aquellos elementos cuya
expansion p-adica tiene un 0 como elemento de las “unidades”. Un ejemplo,
para p = 3, son los elementos ...0103 = 103 =3 0 ...203 = —3.

Por 1ultimo, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.21.
Z,, es un DIP.

Demostracion. Veamos que los unicos ideales propios posibles son de la forma
(p™), con n € N.

Sea I un ideal. Si I posee un elemento ¢ tal que v,(q) = n, podemos
factorizar p™ y escribir ¢ = wup", donde u es unidad de Z,. Esto implica
que, multiplicando por u~!, el elemento p" € I y por tanto p™ C I. Ahora
bien, esto se cumple para cada ¢ € I, y como p” D p"*! para todo n, tenemos
que:

I = pin{vn(@)} cuando q € 1,

donde la existencia del minimo se debe a que las cadenas descendientes de
nimeros naturales acaban estabilizandose. n
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3. Introduccion al Algebra de Iwasawa

3.1. Anillos de series formales en una variable

Repasamos primero la definicién de Polinomio y de anillo de Polinomios:

Definicién 3.1.

Un polinomio en el anillo A es una aplicacién P : N — A de soporte finito.
Representamos cada polinomio como suma de los monomios conformados por
el producto P(m)T™, donde T es una indeterminada y m es menor o igual
que el elemento mas grande del soporte de P. Es decir:

P=P+PT+PT*+---+PT", P=PH)cA P=0sii>n.

Definicién 3.2 (Anillo de Polinomios).

El anillo de polinomios de un anillo conmutativo A es el anillo formado
por todos los polinomios en A. Se representa por A[T]. En él, la suma y el
producto se definen de manera natural, teniendo en cuenta:

» La distributividad del producto en A sobre la suma.

» La regla de la potencia para T, es decir, T - T7 = T"". Al ser A
anillo conmutativo, A[T| también lo es, y sus elementos invertibles son
unicamente las constantes invertibles en A.

Si en la definicién de polinomio no exigimos que el soporte de la aplicacién
sea finito, obtenemos las llamadas series formales:

Definicién 3.3.
Una serie formal en A es una aplicacién s : N — A. Si denotamos a; :=
s(i), © € N, tenemos que la representacion de las series, de forma analoga al
caso de los polinomios, es:
o0
s = Z a;T".
i=0

Definicién 3.4 (Anillo de Series formales).

Sea A un anillo conmutativo. El anillo de series formales en T con coeficientes
en A se denota por A[[T]]. La suma y el producto se definen de igual manera
que para el anillo de polinomios A[T], y A[[T]] es conmutativo al serlo A.
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Si bien A[[T]] no es un cuerpo, pues el elemento T', por ejemplo, no es
invertible, podemos categorizar los elementos que si poseen inverso de forma
relativamente sencilla, como vemos en la siguiente proposicion:

Proposicién 3.5.
Los elementos invertibles de A[[T']] son aquellos cuyo coeficiente independiente
es invertible en A.

Demostracion. Tenemos que comprobar que dada una serie f = Y = fiT"
en A[[T]], podemos construir su inversa. Si existe esta serie, de la forma
g=> 50T’ tenemos que f - g = 1. Expandimos el producto:

ro= (L) (Sor)
i=0 =0
oo 00 0 k
figiT™ = (Z figk—i> T

i=0 j=0 k=0 \i=0

Comparando con la ecuaciéon fg = 1, vemos que esta igualdad se satisface si
y solo si fogo =1y Zf:o figr—i = 0 para todo k > 1. Si fy no es invertible
en A, la primera igualdad no se cumple, luego fy € A* es una condicion
necesaria. Ahora bien, si fy es invertible, con f; ' = go, el resto de ecuaciones
se pueden escribir como:

k
Jogr = — Z figr—i
i=1
k
gk = —Y0- Z figr—i
=1

Y podemos despejar uno a uno todos los coeficientes de g. Por lo tanto la
condicién impuesta es suficiente y g es la inversa de f en A[[T]]. O

Proposicién 3.6.
Si (A, m) es un anillo local, (A[[T]], (m,T")) es un anillo local.

Demostracion. Sea f = ag+ a;T + -+ + a,T™ + --- un elemento de A[[T]]
que no sea una unidad. Entonces, por [3,5] ag no es una unidad de A. Como
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A es local, 1 — ag es unidad. Pero entonces:
l—f=0—-a)+a T+ -+a,T"+---,

que es una unidad de A[[T]] (Por [3.5). Es decir, A[[T]] es local. De todo lo
expuesto deducimos la siguiente cadena de implicaciones:

FEA[T] ©ap¢ A ©apeme fe(mT)

Por lo tanto, (m,T") es el conjunto de no unidades de A[[T]], es decir, su ideal
maximal. O

Un caso particular de [4, Corolario 2.2], del cual no presentaremos la
prueba, nos permite dar el siguiente resultado:

Proposicién 3.7.
Si un anillo A es un DIP, entonces el anillo de series A[[T]] es un DFU
(Dominio de Factorizacién Unica), pero no es necesariamente un DIP.

3.2. Preparacién p-adica de Weierstrass

En esta seccion se probaran dos de los resultados que mas usaremos, la
division p-adica y el teorema de preparacién de Weierstrass, en su forma
sobre el Algebra de Iwasawa.

Definicion 3.8.
Llamamos Algebra de Iwasawa al anillo de series formales con coeficientes
en los enteros p-adicos. De ahora en adelante la denotaremos:

A =7, [[T]]

A continuacién prepararemos una serie de resultados que nos permitiran
familiarizarnos con los elementos de A y entenderlos mejor.

De la Proposicién [3.5] deducimos:

Lema 3.9.
Las unidades de A son los elementos cuyo coeficiente independiente pertenece
a las unidades de Z,.
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Y de [3.6] tenemos que:
Corolario 3.10.

A es un anillo local.

Ahora pasamos a probar el primero de los objetivos de esta seccién, que
emplearemos para identificar y categorizar elementos de A, la divisién p-adica
de Weierstrass. Para ello, definimos primero el siguiente operador:

Definicién 3.11.
Se define el operador de traslacion de orden n >0, 7 =7, : A — A como:

T (i biTi> = i b, T ™
=0 =n

De ahora en adelante usaremos siempre la notacién 7 para referirnos a 7.

Lema 3.12.
El operador 7 es Z,-lineal y cumple las siguientes propiedades:

a) 7(T"h) = h, Vh € A.

b) 7(h) =0 <= h € Z,[T], con deg(h) <n — 1.

Demostracion. Primero probamos la Z,-linealidad. Si A, 1 € Z,:

T(Ah 4 pg) = 7(\ Z hT + “Z g:T")

Z AT + Z ngiT") = 73 (Mhi + ng))T7)

= 1=0
Z (Mhi + pg ) T = Z(AhiTi’") + 2 (ng )
AZh T +MZgZTZ ") = Ar(h) + u(9).

33



Propiedad a): Escribimos h = > ;° h;T", por lo que:

T(T"h) = 7() _ WT'T") = T(Z h T

i=0
= T(i hJ—nTj) = T(i h;T7)
J=n Jj=0
= i T = i hiT" =
j=n =0

Propiedad b): Si 7(h) = 0, entonces por definicién h; = 0 para todo i > n,
por lo que A es un polinomio de grado estrictamente menor que n. Razonando
al revés, si h es un polinomio de grado inferior a n, entonces h; = 0 para
todo i > n, y por lo tanto 7(h) = 0. O

Con el fin de suavizar la demostracion de la division p-adica, introducimos
la siguiente notacién: para h, g € A = Z,[[T]], la expresion (7oh)/og se define
como:

» j=0: (toh)0og=1(g).
nj=1(roh) og=372 h(g)*

» j>1:(toh)og=T1(h((toh) " tog)), el resultado de primero sustituir
T por la expresién de (7 o h)?~! o g en la expresién de h y aplicar el
operador 7 al resultado.

La prueba de la divisién p-adica pasa por considerar una serie que posee
una estructura de la forma Y3 (=1)7p?(7 o h)? o 7(g). Que esta serie estd
bien definida es consecuencia de la aparicion de p’: considerando un j > 0
concreto, los términos a la derecha de p/ conforman una serie que pudiera
tener términos en T°, pero no inferiores. Multiplicar por p’ es equivalente
a realizar el desplazamiento 7% — T** lo que resulta en una serie cuya
potencia més pequeiia es, como mucho, 77. Es decir, la diferencia de sumas
parciales consecutivas de Y22 ((—1)7p’(roh)? o7(g) es inferior a p~/ en norma
Il - |, por lo que esta serie es convergente.
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Proposicién 3.13 (Divisién p-addica de Weierstrass).

Sean f,g € A. Supongamos que f =ag+ a7 +---+a, "+ -+, cona; €p
si 0 <4 <n—1, pero con a, € Z,;. Entonces, podemos escribir g de forma
Unica como:

g=qf +r,

donde g € Ay r € Z,[T] es un polinomio de grado a lo sumo n — 1.

Demostracion. Primero probaremos la unicidad. Supongamos que existen
dos representaciones con cocientes ()1 v (o, v restos r1 y 2. Restando las
ecuaciones, obtenemos una nueva ecuacion de la forma 0 = ¢f +r. Si ¢ # 0
or # 0, reducimos méd p y podemos asumir que: o bien p fq o bien p f

r. Entonces, escribimos ¢ = Y2 ¢;T". Despejando r, tenemos r = —qf =
- Ziigig_l a;q; T, con pla; Vi, por lo que p|r y plqgf. Por hipdtesis, p J f.

Esto implica que p|g y tenemos una contradiccién. Asi, ¢ = r = 0.
Veamos ahora la existencia. Para ello, podemos escribir:
f=pP+1T"U, (1)
donde P es un polinomio de grado a lo sumon — 1y
U=a,+ a,T+---=71(f).

Ya que a, € Z;, U es una unidad en el anillo A. Denotaremos U= ST
a su inverso. Sea

S (ro Y oSS (ro ) o0

J=0

Definiendo h := P/U = PU = 3" hT", podemos escribir:

g=> wl Y |(-1)p - (T > hka> o (Z ng”>
i=0 j=0 k=0 I=n

Ya hemos visto que cada coeficiente g; de ¢ queda bien definido por la
convergencia de la segunda serie. Ahora, multiplicando la ecuacién [I] por
g obtenemos:

35



qf = pgP +1T"qU,

Aplicando el operador 7 en ambos lados de la igualdad, y teniendo en
cuenta sus propiedades obtenemos:

7(qf) = p7 (qP) + 7 (T"qU) = p7 (¢P) + qU.

Y a su vez,

— —2( l)jﬂp"*—1 (To 5>]+1 o7(g9) =
B _i—o;(—l)]P’ (T ’ g)j o7(g) =—(qU —7(9)) =
=T(;;—qU

Es decir, 7(qf) = pt(¢P) + qU = 7(g9) — qU + qU = 7(g). Ahora bien,
7(qf—g) = 7(qf)—7(9) = 0. Porb), ¢f —g = r,conr € Z,[T], deg(r) < n—1.
Esto completa la prueba del lema. O

De ahora en adelante, nos referiremos a este ultimo resultado como:
“algoritmo de division”. Si en la proposicién anterior la condicion que hemos
impuesto a f sobre sus coeficientes es aplicada a un polinomio de grado
exactamente n, tendremos lo que llamaremos polinomio distinguido:

Definicién 3.14.
Decimos que un polinomio P € Z,[T] es distinguido si

P=T"+a, T" ' +aT+ ao,

cona; €p,0<1<n—1.
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El teorema siguiente es una consecuencia directa de algoritmo de divisién
cuya formulacién general se puede encontrar en [6, Pagina 115, Teorema 7.3].
En esta referencia se enuncia para anillos mas generales que Z,, pero este
caso es suficiente para el tema a tratar.

Teorema 3.15 (Teorema de preparacién p-adica de Weierstrass).
Sea

f = iaﬂ" €A
i=0

tal que para algin n € N se tenga que a; € p, 0 < a; < n — 1, pero con
an ¢ p. (Es decir, a, € Z).) Entonces f se puede escribir de forma tinica
como: f = PU, donde U € A es una unidad y P es un polinomio distinguido
de grado n.

De forma més general, si f es una serie no nula, se puede escribir de forma
lnica como:

f=p"PU,

donde P y U son como hemos expresado antes y i es un entero no negativo.

Demostracion. Aplicamos la divisién p-adica a ¢ = T". Entonces, podemos
escribir:
" =qf +, donde degr <n —1

Como se cumple la congruencia
qf = q(a,T" + términos de mayor grado) méd p,

debe darse que r = 0 méd p. Luego P = qf = T™ — r es un polinomio
distinguido de grado n. Sea ¢q el término constante de q. Comparando los
coeficientes de 7™, vemos que 1 = gpa,, mdd p. Luego qo € Z,, por lo que
q es una unidad. Ahora, sea U = 1/q. Al dividir por ¢, vemos que f = UP,
como desedbamos. Por otra parte, la unicidad probada en el lema anterior
garantiza la unicidad de Py de U.

La generalizacion a series no nulas sin restricciones es consecuencia de factorizar
en f la mayor potencia de p posible. O
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Nota: Un lema que no probaremos, correspondiente con [6, Lema 7.5]
nos indica que cuando f sea un polinomio, la unidad U resultante en la
factorizacién también lo seré.

3.3. Propiedades algebraicas del algebra de Iwasawa.

Nuestra intencion ahora es probar ciertas cualidades de A: que es un DFU,
que es anillo noetheriano, y que su dimension de Krull es igual a 2.

3.3.1. Factorizacién Unica

Una prueba del siguiente resultado se puede encontrar en: [2][Pagina 182,
Teorema 2.3].

Lema 3.16.
Sea A un anillo conmutativo. Si A es un DFU, A[T] también es un DFU.

Lema 3.17.
Si un polinomio distinguido P es irreducible en Z, [T, entonces también es
irreducible en A.

Demostracion. Reduccién al absurdo: Supongamos que P es un polinomio
distinguido e irreducible en Z, tal que P = hy-hg, hy, hy € A*. Por el Teorema
de Preparacién, h; = p* B,U;, con P; € Z,[T)]. Es decir, P = p***#2 P, PyU,Us.
Por la unicidad de la descomposicion, debemos tener que

pr+pe =0, UlUs=1, P=Pk,

pero esto es absurdo al ser P irreducible en Z,[T]. Luego P es también
irreducible en A. O

Proposicién 3.18.
A es un Dominio de Factorizacién Unica (DFU).

Demostracion. Sea h € A. Por el Teorema de Preparacion de Weierstrass
(3.15), podemos descomponer h como: h = p™ - P - U de forma tunica, con P
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distinguido y U unidad de A. Ya poseemos dos de los factores, la unidad U y
los elementos irreducibles p. Ahora bien, P € Z,[T], que es un DFU ,
luego P = PP, - - - P, todos ellos polinomios distinguidos e irreducibles. (De
no ser distinguido algun factor, podriamos extraer de él una unidad distinta
de 1 o un factor p, y reagrupando, la factorizaciéon de h perderia su unicidad,
dandose el absurdo).

Deducimos que A es un DFU, cuyos elementos irreducibles son los polinomios
distinguidos irreducibles y p.

Nota: También podemos usar directamente, ya que Z, es un DIP, lo cual
hemos visto en 2211 O

3.3.2. Noetherianidad.

Definiciéon 3.19.

Decimos que un anillo A es noetheriano si toda cadena creciente de ideales
estabiliza, es decir, si todas las cadenas Iy C I, C --- C [, C --- cumplen
que I,, = I,,;1 = -+ para algin n (dependiente de la cadena considerada).

Ejemplo 3.20.
Los cuerpos son anillos noetherianos, pues sus unicos ideales son (0) y el
total.

Ejemplo 3.21.

El anillo de enteros algebraicos (el conjunto de elementos de C que son raiz
de algtin polinomio ménico de coeficientes enteros) no es noetheriano. Por
ejemplo, contiene a la cadena infinita

(22) c (2% c (23 ... C (21/2“) C (21/23') .

que nunca estabiliza. (Los generadores son las raices reales de los polinomios
z®) —2).

Observemos que la condicién de anillo noetheriano es una generalizacién
de la de Dominio de Ideales Principales: pasamos de que todos los ideales
estén generados por un unico elemento a que todos estén generados por un
conjunto finito de elementos. (El hecho de que esta condicion es equivalente
a la Noetherianidad puede verse en [3, p.115, 116; Th 5.7 & Th 5.8)).
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El siguiente resultado no lo probaremos, pero nos sera util para probar
que A es, en efecto, un anillo noetheriano. Una prueba del siguiente teorema
se puede encontrar en [3, pagina 118].

Proposicién 3.22 (Teorema de la Base de Hilbert).
Sea A un anillo noetheriano. Entonces A[T] es un anillo noetheriano.

Lema 3.23.
Sea I un ideal de A. Entonces existe un polinomio de grado minimo en I.

Demostracion. Sih € I, aplicamos el Teorema de Preparacion de Weierstrass
(3.15)) y escribimos h = p™-P-U, donde U es invertible. Es decir, p™-P € I. El
elemento p™ - P es, por definicién de P, un polinomio perteneciente a Z,[T],
luego su grado es finito. Considerando la aplicacion ¢ : I — N definida
por ¢(h) = deg P, donde P es el polinomio distinguido resultante al aplicar
el Teorema de Preparaciéon a h, deducimos que inf ¢(I) se alcanza, por lo
que ¢ H(inf ¢(I)) # 0. Es decir, I posee al menos un elemento de grado
minimo. O]

Proposicién 3.24.

A es un anillo noetheriano.

Demostracion. Notemos que A = Z, es noetheriano, ya que es un DIP. Sea
f e AlT)), f = > aT". Decimos que f es de grado r y coeficiente a,.

Sea [ un ideal en AﬂT]] y sea fi; de grado minimo en /. Supongamos que
tenemos fi,..., f;, con grados dy,...,d; y coeficientes ay, ..., a;. Escogemos

fir1 de forma que:

L fimel

2. a;11 ¢ (al, e ,ai)

3. fiyr1 es de grado minimo.
Entonces el proceso de escoger nuevos elementos es finito, ya que de no serlo,
tendrfamos una cadena de ideales infinita (a1) C (a1,a2) C -+ en A, lo cual

es absurdo al ser A noetheriano.
Supongamos entonces que esta cadena se estabiliza en k, y veamos que
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entonces I = (f1,..., fx). Sea g = aT? + ... un elemento de I de grado
d y coeficiente a Entonces a € (ay,...,a;). Se pueden dar dos casos:

Caso 1: d > d. Como d; < d;y; para todo ¢, tenemos que d > d; para
t=1,...,k. Ahora, a = Zle CioQ;, con ¢ € A. Definimos:

k
g = col""f;
=1

de manera que gq tiene grado d y coeficiente a, por lo que g — gy tiene grado

superior a d. Definimos de igual forma go,...,9, € (fo,-.., fx) para que
qg— Zf:o g; tenga grado mayor que d + r. Sea b el coeficiente de g — Zf:o gi-
Por construccién, b € (ay, ..., a), luego:

k
b= E Cir4+10;
i=1

con ¢;,41 € A. Definimos

k
o d+r+1—d;
gr41 = E Cim-‘rlX fz
=1

de forma que g — Z::& g; tenga grado mayor que d + r + 1. Asi

[eS) ok
g= 5 gr = E § Cir1 X Jis
r=0

r=0 =1

y al hacer la suma en orden inverso (lo cudl es aceptable al haber finitos

terminos de la forma bX7 para cada j) vemos que g € (f1,--- , fx)-
Caso 2: d < dj,. Al igual que en el caso anterior, a € (ay, -+ ,ax). Sea m
el minimo tal que a € (ay,- -, a,). Debe cumplirse que d > d,,,. Como en el

caso primero, a = Y ", ¢;a; con ¢; € A. Definimos
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m

hi=Y e XTUfie(fi f) L

=1

El coeficiente principal de h es a, luego el grado de g — h es mayor que
d. Tras a lo sumo d;, — d iteraciones, nos encontramos con que el elemento
g — > h; estd en I y tiene grado al menos dy, y todos los h; € (f1,..., fr).
Nos encontramos de nuevo en el caso 1, por lo que concluimos que I es el

ideal (f1,..., fx). H

3.3.3. Dimension de Krull.

Definicion 3.25.
La dimensiéon de Krull de un anillo A es el supremo de las longitudes de
las cadenas (por inclusién estricta) de sus ideales primos.

Proposicién 3.26.
La dimension de Krull de un cuerpo es 0, y la de un DIP es 1.

Demostracion. Sea K un cuerpo. Como los tinicos ideales posibles son el nulo
y el total del cuerpo, la unica cadena posible es (0), de longitud 0. Por ello,
la dimension de Krull de K es 0.

Sea A un DIP. Tomemos un ideal primo (¢) C A. Supongamos que existe
otro ideal primo (m) tal que (¢) C (m) C A. Entonces, tenemos que ¢ = agm
para algin ag € A. Pero como ¢ es primo, o bien ag € (¢), o bien m € (q).
En el primer caso, ag = a1q, luego ¢ = a;qgm y m es una unidad de A, luego
(m) = A. En el segundo caso, m = ayq, luego ¢ = apaiq y por lo tanto a,
y ap son unidades y deducimos que (¢q) = (m). De ambas formas, todos los
ideales primos son maximales. Las cadenas serdn de la forma (0) C (p), luego
la dimensiéon de Krull es de 1.

O

Definicion 3.27.
Sea I un ideal sobre el anillo A. Definimos el indice de I como el cardinal del
cociente A/I.
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Ejemplo 3.28.

El cardinal de (n) sobre Z es n.

El indice del ideal (T') sobre A[T], (los polinomios en una variable con
coeficientes en el anillo A), es el cardinal de A.

Lema 3.29.

Sean T" + a, 1T" ' + -+ + ap = P € Z,[T]| un polinomio distinguido y
U =5 bT" € A* una unidad de A. Entonces deg(PU) > deg(P). (En el
caso f € A\ Zy[T], decimos que deg(f) = 00).

Demostracion. Supongamos que deg(PU) < n — 1. Entonces podemos calcular
el n-ésimo coeficiente del producto PU, que debe ser igual a 0:

PU = i bT" - i a; T’
i=0 j=0
[e%S) o k
=Y by T =) " aby T

i+5=0 k=0 1=0

El término que acompana a 1™ debe ser 0: a, by + a,_1b; + - -+ + agb, = 0.
Como P es distinguido, {a,—_1,...,a0} C p. Es decir, a,by € p. Pero esto es
absurdo, ya que a, = 1y by € Z), = Z, ~\ p. Por lo tanto, nuestra hip6tesis
de que el n-ésimo coeficiente de PU es 0 es falsa, y PU tiene grado por lo
menos n. ]

Lema 3.30.
Sean f,g € A, relativamente primos. Entonces el ideal (f,g) es de indice
finito en A.

Demostracion. Sea h € (f,g) un polinomio de grado minimo. En virtud de
B.15]y de[3.29] podemos escribir A como h = p*H, donde, o bien H = 1, o bien
H es distinguido. Veamos que H = 1 por reduccion al absurdo. Supongamos
H # 1. Ya que f y g son relativamente primos, asumimos sin pérdida de
generalidad que H no divide a f. Pero entonces, por el algoritmo de division,
existen ¢ € A, r € Z,[T] tales que:

f=Hq+r, degr < deg H = deg h.
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Luego
p’f = hq+pr.

Ya que deg(p®r) < degh y p*r = p°f — hq € (f, g), hemos encontrado un

nuevo elemento de grado minimo (estrictamente menor que el grado de h),
por lo que hemos llegado a contradiccion. Es decir, H =1y h = p®.
Como f y ¢ son primos entre si, el factor p no aparece en alguna de sus
descomposiciones que nos da el Teorema de Preparacién de Weierstrass. Por
lo tanto, podemos asumir sin pérdida de generalidad que uno de ellos (por
ejemplo f), no es divisible por p y es distinguido. Tenemos entonces:

(f,9) 2 (®°, ).

Por el algoritmo de division, todo elemento de A es congruente médulo
f con un polinomio de grado menor que d = deg f. Al hacer ahora mddulo
p°, restringimos los coeficientes de dichos polinomios a enteros p-adicos cuya
expansion p-adica es finita, de longitud menor o igual a s. Es decir, cada
polinomio tiene d coeficientes de longitud s. Considerando que cada elemento
de la expansién puede tomar p valores, tenemos un total de d®*") posibles
polinomios. En todo caso, hay una cantidad finita de ellos, por lo que el
ideal (p®, f) es de indice finito. Como A/(f,g) C A/(p®, f), el ideal (f,g) es

también de indice finito. O

Ahora, veamos la forma que tienen los ideales primos de A:

Proposicién 3.31.

Los ideales primos de A son 0, (p,T), p = (p), y los ideales del tipo (P),
con P un polinomio irreducible y distinguido. El ideal (p,T') es el tnico ideal
maximal.

Demostracion. Es facil ver que todos son ideales primos. Sea p # 0 ideal
primo. Sea h € p de grado minimo. Entonces h = p°H, con H = 10 H
distinguido. Como p es primo, p € po H € p. Si 1 # H € p, H debe
ser irreducible , al ser el grado de h minimo. En ambos casos, se tiene que
(f) € pcon f=po firreducible y distinguido. Si (f) = p, p es uno de los
ideales enunciados antes, y ya habriamos acabado. Por lo tanto, supongamos
que (f) # p, luego existe un g € p tal que f J g. Como f es irreducible,
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f v g son relativamente primos. El lema [3.30] implica que p es de indice
finito en A. Como A/p es un Z,-médulo finito, p" € p para un N grande,
luego p € p va que p es primo. Ademds 7% = 77 mébd p para i < j. Pero
1 —T797" € AX, luego T" € p. Por ello, T € p, y sigue que (p,T) C p. Ahora
bien, A/(p,T) ~ Z/pZ, por lo que (p,T) es maximal e igual a p.

Como todos los ideales primos estan contenidos en (p,T'), éste es el unico
ideal maximal, lo que completa la prueba. O

Proposicién 3.32.
A es un anillo local cuyo tnico ideal maximal es (p,T).

Demostracion. Consecuencia directa de [3.31] O

Como consecuencia de la proposiciéon vemos ahora que la dimensién
de Krull de A es de 2, pues tenemos la cadena de ideales primos:

0C(p) C(p,T)CA,

que es de longitud 2, y no existe ninguna cadena con longitud superior a esta.
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4. El Teorema de Estructura

Una vez expuestas las propiedades del Algebra de Iwasawa, nos adentramos
en la prueba del teorema de estructura. Empezaremos por exponer y tratar
de mitigar las dificultades que supone el tener una dimensién de Krull de
2, frente al caso de dimension 1 en los DIPs. Después definiremos algunas
aplicaciones ttiles entre A-moddulos y las operaciones entre matrices que
resultan de ellas, para culminar con la prueba del teorema.

4.1. Pseudoisomorfia. Enunciado del Teorema

Para conseguir expandir [1.26] al caso de mddulos sobre A, tendremos
ciertas restricciones. En primer lugar, nos tendremos que conformar con
conseguir una relacion mas leve que la de isomorfismo, que llamaremos pseudo-
isomorfismo.

Definicién 4.1.
Una sucesion de grupos y homomorfismos de grupos, representada como:

Go oy Ba, B Ing,

se dice que es exacta en G; si Im(f;) = Ker(f;_1). Si es exacta en todo G,
se denomina simplemente exacta.

Nota: Las sucesiones finitas de este tipo se suelen representar de forma que
Gy =0=G,.

Definicién 4.2.
Llamamos conicleo o cokernel de un homomorfismo de grupos ¢ : G — H
al grupo cociente H/¢(G).

Ejemplo 4.3.

De forma anéloga a la situacién en la que el niicleo de una aplicacién inyectiva
es el grupo trivial, el contcleo de una aplicacion sobreyectiva es también el
grupo trivial.

Definicién 4.4.
Dos A-médulos M y M’ son pseudo-isomorfos, denotado

M~ M
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si existe un homomorfismo ¢ : M — M’ con nucleo y contcleo finitos. En
otras palabras, si existe una secuencia exacta de A-modulos:

0—+A—M-—M —B—0,

donde A y B son A-médulos finitos.

Estamos listos para enunciar el teorema objetivo de este trabajo:

Teorema 4.5 (Teorema de Estructura de médulos finitamente Generados).
Sea M un A-médulo finitamente generado. Entonces

M~ A" (@A/(p"")) o (@A/(f;nj))

Donder,s,t,n;,m; € Zy f; € A son polinomios distinguidos e irreducibles.

Lema 4.6.
Sea f € A con f ¢ A*. Entonces A/(f) es infinito.

Demostracion. Podemos suponer que f # 0. Entonces basta considerar los
casos f = py f distinguido. Si f = p, A/(f) es isomorfo a Z/pZ[[T]], que es
infinito. Si f es distinguido, aplicamos el algoritmo de divisiéon. Obtenemos
que A/(f) ~ Z,[T)4, donde d es el grado de f. En este caso el cuerpo sobre el
que se consideran los polinomios es infinito, luego A/(f) también es infinito.

[]

La relacién de pseudo-isomorfia no es necesariamente simétrica, esto se
puede ver tomando como médulos el ideal (p, T') y el anillo total A. La relacién
(p, T) ~ A se deduce, siendo el homomorfismo que los asocia la inclusién
(p, T) — A. En efecto, el niicleo es 0 y el conticleo es el cociente

A (p,T) = Zp/(p) = Z/pZ ={0,1,...,p — 1}.
Sin embargo, supongamos que A ~ (p,T). Denotemos por f = ®(1) a la

imagen de 1 € A por el homomorfismo ® que relaciona estos mddulos.
Entonces, por ser homomorfismo, (f) = (®(1)) = ®((1)) = ®(A). Pero

47



tenemos (f) C (p,T), por lo que f no es unidad. En este caso, podemos
aplicar 4.6/ para deducir que A/(f) es infinito. Ahora bien, todo elemento de
A/(f) se puede poner como suma de un elemento de (p,T")/(f) y otro de
(A/(p,T))/(f). Pero este dltimo cociente es finito al serlo también A/(p, T),
por lo que (p,T)/(f) debe ser infinito. Es decir, Coker(®) no es finito, y no
hay pseudo-isomorfismo.

4.2. Preparacion del Teorema.

Los resultados de esta seccién nos permitiran construir las operaciones
que definiremos en el préximo apartado. Dichas operaciones seran aplicables
a la matriz de relaciones de un mddulo con el fin de obtener un mdédulo
pseudo-isomorfo.

Lema 4.7.
Sean f, g € A relativamente primos. Entonces

(1) La aplicacién
©:A/(fg) = A/() ® A/(g)
es inyectiva y con contcleo finito.
(2) Existe una aplicacion inyectiva
AJ(F) @ A/(g) = A/(fg)

de contcleo finito.

Demostracion. (1) Veamos que la aplicacion ® (que consiste en dividir por
f v g por separado y tomar los restos) es inyectiva. Si hq, hy € A/(fg) tienen
la misma imagen por ®, llamémosla (a, b), podemos escribir:

h1:k1f+a:llg+b.
h2:k2f+a:l2g+b.

Restando ambas ecuaciones, obtenemos:

hl—hgz(k:l—krg)f+0:(l1—l2)g+0.
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Deducimos que h; — hy es multiplo de f y de g, por lo que, al ser estos
coprimos, es miltiplo de fg. Como el tinico miltiplo de fg en el cociente
A/(fg) es 0, deducimos que h; = hs y por lo tanto la aplicacién es inyectiva.

Consideramos un elemento (a, b) € A/(f) ® A/(g). Veamos primero que
sia—>b € (f,g), entonces (a,b) € Im(®). Sea a —b € (f,g), entonces
a—b= fA+ gB, para algunos A, B € A. Sea

c=a— fA=b+¢gB,

entonces
c=a mod f, c=b mdd g,

por lo que (a,b) = ®(c), es decir, pertenece a la imagen.

Ahora, como f y g son coprimos, nos dice que A/(f,g) tiene una
cantidad finita de elementos. Asi, escojamos ri,...,r, € A representantes
de los elementos en A/(f, g). Un elemento (no nulo) del contcleo debe tener
un representante de la forma(a méd f,b méd g) & Im(®P). Al no pertenecer
a la imagen, debe darse (a—0b) & (f,g), y por lo tanto (a—b) Z 0 mdéd (f, g).
Es decir, (a—b) = r; para algtin i. Ademads, como a—b—r; € (f,¢g), deducimos
que (a,b) y (0,—r;) pertenecen a la misma clase de Coker(®) . Como esto
ocurre independientemente del par (a,b), deducimos que

{0 méd f, v, médg)[1<j<n)

es un conjunto de representantes del contcleo de la aplicacién, por lo que
dicho coniticleo es finito.
(2) Denotemos:

M = ®(A/(f9g)),
N:=A/(f) & A/ (g).

De (1) se sigue que M es isomorfo a A/(fg) y que |[N/M| < occ.
Sea P un polinomio distinguido en A que sea primo relativo con fg. Sea
(xz,y) € N, entonces:

P (z,y) =P’ (z,y) méd M

para algunos i < j, ya que |[N/M| < 0o. (No puede haber infinitos elementos
de N médulo M, luego debe haber dos indices que den el mismo valor).
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Nétese que 1 — P7=% € A* (pues el término independiente de P, y por tanto
el de cualquier potencia positiva del mismo, es divisible por p). Por lo tanto
tenemos que P’ (z,y) € M.

Veamos que P*N C M para algin k. El exponente i cuya existencia acabamos
de demostrar debe ser menor que |N/M]|, pues tenemos que cada P7 - (z,y)
pertenece a una clase de N/M, solo hay |N/M| de las mismas. Pero esto
significa que podemos tomar este niimero como exponente, y por lo tanto,

PINMIN C M.

Probemos ahora que P¥ : N — M es inyectiva. Supongamos P* - (z,y) = 0
en N, luego f|P*z, g|P*y. Como ged(P, fg) = 1, flz y gly; luego (v,y) =0
en N. Por lo tanto la aplicacién composicién de P* con el homomorfismo
entre M y A/(fg):

NS M 2 A/(fg),

es inyectiva. La imagen contiene al ideal (P*, fg), el cual es de indice finito
por el lema [3.30, lo que completa la prueba. O

Nota: De forma general, M ~ M’ no implica M’ ~ M (lo que implica
que la pseudo-isomorfia no es relacién de equivalencia), pero el lema nos
proporciona una condicién bajo la cual se dan ambas relaciones: si (f, g) = 1,
entonces

N(fg)~ AN eN/(g) vy M) @A/ (g) ~A/(fg).

4.3. Operaciones Admisibles.

Ademss de las operaciones elementales mencionadas en el primer capitulo,
las cuales conservan el isomorfismo, ahora disponemos de otras tres operaciones
caracteristicas que conservan el pseudo-isomorfismo.
Consideramos M un A-moédulo finitamente generado. Sean uy, . . . , u,, generadores
de M, junto con las relaciones

Aiqug 4 -+ A pu, =0, Aij € A

Como las relaciones (que denotaremos por R) son un submédulo de A", y A
es noetheriano, las relaciones son finitamente generadas. Por ello, podemos

50



representar M por una matriz cuyas filas son de la forma (X; 1,..., A;,), tales
que Y \; ju; = 0. Abusando de la notacién, llamaremos R a esta matriz.

A continuacién describiremos las operaciones a realizar sobre la matriz que
conservan pseudo-isomorfismo con el médulo original. Comenzamos con las
tres operaciones que mantienen isomorfismo, las usuales en la demostracion
de la version de este teorema para dominios de ideales principales.

Operaciéon A Podemos permutar filas/columnas entre si.
Operacién B Podemos sumar multiplos de una fila/columna a otra.
Operacién C Podemos multiplicar una fila/columna por un elemento de A*.

Ademas disponemos de otras tres operaciones, las cudles probaremos que
conservan el pseudo-isomorfismo.

Lema 4.8 (Operacién 1).

Si R contiene una fila (X\;1,pAi2, -+ ,pAin), con p J A1, entonces podemos
sustituir la matriz R por una nueva matriz R’, la cual tiene como primera
fila (A1, Ai2, -+, Ain), y todos los elementos de la primera columna excepto
Ai1 son multiplicados por p. Esta operacién es un pseudo-isomorfismo. La
operaciéon A nos permite asumir sin perdida de generalidad que la fila que
consta de esta particularidad es la primera. Visto en forma matricial:

)\1,1 p)\1,2 T P/\l,n )\1,1 /\1,2 T /\1,n
Aol Mg o Aoy PAa1 A2 o Aay
)‘ml )‘t,2 T )\t,n p)\t,l >\t,2 ce )\t,n
Como caso especial, si A\j 2 = -+ = A\, = 0, podemos multiplicar todos

los elementos A;; con 7 > 1 por una potencia arbitraria de p.

Demostracion. En R tenemos la relacion

Aiur +p(Aigus + -+ A pu,) = 0.

Dado v € M, sea M' = M & vA mddulo las relaciones adicionales:
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(—u,pv) =0,  (Argus+ -+ A ptn, Agv) = 0.

Existe un morfismo natural M — M’ (u — (u, 0) mddulo las nuevas relaciones).
Supongamos que la imagen de m por este morfismo es 0 para algin m € M.
Entonces se cumple la ecuacién:

(m? O) = (Z(—Ul,p’U) + b()\1,2u2 +- Al,nuna )\1,1@)7

con a,b € A. Tomando los segundos términos vemos que ap = —bA; ;. Como
p no divide a Ay 1, deducimos que p|b, y por tanto, A ;|a. Comparando ahora
las primeras componente:

—a —a
m = —(A1u1) + ——p(Aigua + -+ A puy)
A1 A1
—a
=—(0)=0.
)\1,1( )

Como las imagenes de pv y A\jjv en M’ pertenecen a la imagen de M, el
ideal (p, A1 1) es un anulador de (M’/M). Haciendo las cuentas, si (71, 72v) es
un elemento de M’, entonces:

(ap + b1 1) (71, m20) = (q, aprav + b1 1720)
= (q + arguy — bra(A2us + - - - + A puy), 0) + ara(—uq, pv)
+ bra((Arus + - -+ + A ptn), AdLav)
= (¢',0) + ary(0) + bro(0), qgecM
=0 moéd M

Por el lema A/(p, A1) es finito. Como ademés M’ es finitamente
generado, el cociente (M’'/M) es finito. Por ello, la sucesién

0—=A/(p,\) > M—>M — M/M—0

es exacta, y concluimos que M ~ M.
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El nuevo médulo M’ tiene como generadores a v, us,--- ,u,. Todas las
relaciones \; ju; + A;2us + - - - 4+ A pu, = 0 se convierten en relaciones de la
forma pA; 1v + A oug + - - - + A yu, = 0, luego toda la primera columna de la
matriz de relaciones queda multiplicada por p. Ademés, tenemos la relacion
(A11v1 4+ -+ A pu, = 0), por lo que la primera fila es ahora redundante y la
sustituimos por ésta nueva relacion. La matriz R’ tiene, por tanto, la forma
que antes mencionabamos. ]

Lema 4.9 (Operacién 2).

Si todos los elementos de la primera columna de R son divisibles por p* y
existe una fila de la forma (p" A1 1, p* A1 9, ..., pF A1) conp f A1, reemplazaremos
la matriz R con la matriz R, que es idéntica a la original, excepto que
la primera fila es reemplazada por (A11,A12,...,A1,). Esta operacion es
también pseudo-isomorfismo.

pk)\l,l pk)\1,2 T Pk>\1,n )\1,1 )\1,2 ce )\1,n
Pk)\z,l >\2,2 T )\2,11 pk)\2,1 /\2,2 T >\2,n
pk>\t,1 >\t,2 s /\t,n pk>\t,1 )\t,2 ce )\t,n

Demostracion. Dado v € M, sea M’ = M @& Av mdédulo las relaciones:
(P*ur, —p*v) = 0, (Aruz + - - + Ay, Ar1v) = 0.

Tenemos el mismo resultado que en la operacién 1, al darse que p J A1,
deducimos que M < M’. El ideal (p*, A1) anula a M/M’, por lo que el
cociente es finito y M ~ M’ Ahora, destacamos en primer lugar que, como
pf(uy —v) = 0y p* divide al primer coeficiente de u; en todas las relaciones
en las que éste no es nulo, podemos describir M’ como

M = M"® (u, — v)A

Donde M" estd generado por v, us,--- ,u, y sus relaciones son las de R
junto con la relacion adicional generada por (A1 1, -+, A1,). Luego la matriz
de relaciones de M"” es R'. Destaquemos que

(ur —v)A = A/(p"),

que es de la forma que queremos, por lo que nos basta trabajar con M” y

R. []

53



Lema 4.10 (Operacién 3).

Si R contiene una fila de la forma (p*A; 1, p*A12,...,p"A1,) v, para algin «
conp Jfa,yun j # 1seda que a)j, i = Al,i para todo i es una relacién
(no explicitamente contenida en R, pero obtenible a partir de R), entonces
podemos reemplazar R por R, en la que la fila (p" A1, p" A1, ..., p"\in) es
sustituida por (A11,A12,...,A1,). Esta transformacion es, al igual que las
dos anteriores, un pseudo-isomorfismo.

pk)\m pk)\1,2 s pk)\l,n >\1,1 /\1,2 s )\l,n
&)\271 (]1)\272 tee OKAQ’n (]1/\2’1 Oé)\272 A Oé/\gm
A1 M2 o A At Az A

) ) ) )

Demostracion. Consideramos la aplicacion suprayectiva

El nicleo es anulado por el ideal («,p*). Ya que M, y por lo tanto el
nicleo, son finitamente generados, y A/(a, p*) es finito, el niicleo es también
finito, luego M ~ M'. M’ tiene a R’ como matriz de relaciones. O

4.4. R-normalidad.

En este apartado definiremos el concepto de matriz r-normal, donde r es
un numero natural. La r-normalidad de una matriz jugara un papel similar
al de la forma normal de Smith en los DIPs, pues nos permitird obtener
una estructura diagonal bajo ciertos requerimientos sobre los elementos de
la diagonal.

Si 0# f € A, entonces, por [3.15
f[=7r"PU,
con P distinguido y U € A*. Definimos el grado de Weierstrass de f como:

w>0

oo
d p—
8wl {deg P(T) p=0
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Nuestro objetivo es modificar una matriz de relaciones sin perturbar los
cambios que ya hayan podido ser realizados. Para ello, necesitamos algin tipo
de medicion de la complejidad de la matriz que no dependa de las primeras
filas/columnas, y que no se vea modificada por operaciones que no afecten a
dichas filas/ columnas. Dada una matriz R, definimos

deg®™ (R) := min deg,,(a;;) coni,j >k,

donde agj es un elemento de cualquier matriz de relaciones obtenible a partir
de R mediante operaciones admisibles que dejen las primeras (k — 1) filas sin
modificar. Decimos que R estd en forma (r — 1)-normal si tiene la forma

i 0 0 0
D,_.; 0
0 A—ip—1 O 0=\ 4 B
* k * S
* * * *

donde A son distinguidos y cumplen que
deghp, = deg Ao = deg® R, (1 <k <r—1).

Notese que los grados de los elementos van descendiendo a medida que
bajamos por la diagonal. Naturalmente, nuestro objetivo sera ver que podemos
aumentar el nivel de normalidad bajo ciertas condiciones:

Proposicién. Sea R una matriz en forma (r — 1)-normal para un cierto
r > 2. Si su submatriz B es no nula, entonces R se puede transformar
mediante operaciones admisibles, en una matriz R’ que esté en forma r-normal
y tenga los mismos (r — 1) elementos diagonales.

Demostracion. El caso especial de la Operacién 1 nos permite asumir cuando
sea necesario que una potencia de p lo suficientemente grande divide a cada
Nij, con i > 1y j < r— 1. Es decir, pY|A, con N lo suficientemente
grande para que p"v J B (Aplicando el caso especial de la operacién 1, vamos
multiplicando cada columna de A por una potencia lo suficientemente grande
de p). Usando la Operacién 2, ahora podemos asumir que p f B. Por ello,
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existe al menos una entrada A; ; de de esta submatriz que no es divisible por
p. Por definicién de deg™ R podemos suponer que:

deg, \i; = deg™ R < 0.

Empleamos ahora [3.15} si \; ; = PU, multiplicamos la columna por U~!. Es
decir, podemos asumir que A; ; es distinguido. Aplicando ahora la operacién
A (intercambio de filas y columnas), asumimos A; ; = A,

Por el algoritmo de division , podemos emplear la Operacién B para
asumir que A, ; es un polinomio de grado menor que el de A,, para todos
los j # r, y menor que el de \;; cuando j < r. (Dividimos la fila r por
el polinomio distinguido A, y tomamos el resto, o hacemos lo propio por
columnas, siendo el divisor A; ;).

Como el grado de Weierstrass de A;; es minimo en B, debe darse que
p|A.;. Por la operacién 1, podemos asumir que pY|\,;,j < r, para algin
N grande. Supongamos que A, ; # 0 para algin j > r. La operacién 1 nos
permite eliminar la potencia de p de algin A, ; no nulo. Entonces

deg, A, ; = deg, ; < deg),, = deg, A,

Lo cual es absurdo, por lo que deducimos que A, ; = 0 siempre que j > r.

Si algin A, ; # 0, para j < r, usamos la Operacién 1 para obtener p J A, ;
para cierto j. Pero entonces

deg, A, ; < deg),; < degl;; = deg,\;;.
Pero también sabemos que:

deg,, \;; = deg™ (R),

y esto contradice la definicién minimal de deg"? (R). Luego A\,; =0 Vj #r.
Vemos ahora que la nueva matriz esta en forma r-normal, lo que concluye la
demostracion. O]
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4.5. Prueba del Teorema
Una vez establecidos todos los requisitos, pasamos a demostrar el teorema.

Demostracion. Si comenzamos con una matriz R de tamano ¢ x n, 0-normal,
podemos sustituir R de manera progresiva empleando operaciones admisibles
hasta obtener una matriz de la forma:

donde los \;; € A son polinomios distinguidos y deg);; =deg'V(R) para
J < r. Por el algoritmo de divisién, podemos asumir que A; ; es un polinomio
de grado menor que dicho J; ;.

Supongamos \;; # 0 para algin ¢ # j. Como deg,)\;; es minimo por
definicién, p divide a A;;; y existe por lo tanto una relacién no nula de la
forma (A;1,---, Aisr, 0,--+,0) la cual es divisible por p. Sea

A= H A
=1

Entonces p f A, ya que los A; ; son distinguidos, y fijindonos en las r primeras
filas (y considerando la suma de las mismas), vemos que:

1 1
<)\_)\i,17'” J)‘_)\i,mO?"' 70>
p b

es también una relacién, ya que A;;u; = 0. Por la operaciéon 3, podemos
asumir que p J \;; para algun j, por lo cual:

deg,Aij < degh;; < degl;; = deg(j)(R).

Esto es absurdo por la definicién de degV )(R). Luego A, ; = 0 para todos los
1,7 con i # j. Esto implica que A = 0, y en términos de A-mdédulos, esta
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matriz es la representaciéon de:

A )@ @A/ (Ay) & AT

Tenemos que considerar que cada vez que hemos aplicado la operacion 2
hemos descartado un sumando de la forma A/(p™). Es decir, el médulo M
original es pseudo-isomorfo a:

AT B (@ A/ (p"i)> @ (@ A/O‘J’J))

El tltimo paso es aplicar el Lema [4.7] a todos los A/();;) en los que \;; no
sea irreducible, es decir:

>

J

A (Nig) ~ ED A/,

k=1

donde cada f; es irreducible y distinguido, pues cada A; ; se puede suponer
distinguido (ya que, por construccién, no son divisibles por p). Si h es el
numero total de factores extraidos de esta manera, (es decir, h = 521 h;),
podemos escribir:

M~ AT 6 (@A/@m)) ® (@ A ;”l)) ,

lo cual podemos reescribir mediante un cambio de indices como:

NN (@A/(p"")) ® (@ A/(f?f)) ,

y con esto queda completada la prueba del Teorema 4.5 O

58



Bibliografia

Referencias

1]
2]
3]
[4]

[10]

[11]

[12]

[13]

N. JACOBSON, Basic Algebra I, W. H. Freeman, 1985.
S. LANG, Algebra, Springer, 2002.
S. RoOMAN, Advanced Linear Algebra, Springer, 2008.

P. SAMUEL, On unique factorization domains, Illinois Journal of
Mathematics, 5 (1961), pp. 1-17.

P. TORRENT I SOLER, [wasawa theory, Master’s thesis, Universitat
Politecnica de Catalunya, 2018.

L. C. WASHINGTON, Introduction to Cyclotomic Fields, Springer, 1997.

https://www.math.ntu.edu.tw/~mlhsieh/teaching/L3.pdf.
Visitado el 4 de junio de 2025.

https://ocw.mit.edu/courses/res-18-012-algebra-ii-student
-notes-spring-2022/mit18_702s22_lec23.pdf. Visitado el 4 de
junio de 2025.

https://www.cut-the-knot.org/blue/p-adicNumbers.shtml.
Visitado el 4 de junio de 2025.

https://renrenthehamster.wordpress.com/wp-content/uploads/2
015/08/notes-on-finite-presentation_latex_3.pdf. Visitado el
4 de junio de 2025.

https://www.ma.imperial.ac.uk/~dhelm/M3P8/notes7a.pdf.
Visitado el 4 de junio de 2025.

https://www.math.uwaterloo.ca/~dgwagner/co430I.pdf. Visitado
el 4 de junio de 2025.

https://web.archive.org/web/20230608074050/https://faculty.
math.illinois.edu/~r-ash/Algebra/Chapter8.pdf. Visitado el 4 de
junio de 2025.

59


https://www.math.ntu.edu.tw/~mlhsieh/teaching/L3.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/res-18-012-algebra-ii-student-notes-spring-2022/mit18_702s22_lec23.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/res-18-012-algebra-ii-student-notes-spring-2022/mit18_702s22_lec23.pdf
https://www.cut-the-knot.org/blue/p-adicNumbers.shtml
https://renrenthehamster.wordpress.com/wp-content/uploads/2015/08/notes-on-finite-presentation_latex_3.pdf
https://renrenthehamster.wordpress.com/wp-content/uploads/2015/08/notes-on-finite-presentation_latex_3.pdf
https://www.ma.imperial.ac.uk/~dhelm/M3P8/notes7a.pdf
https://www.math.uwaterloo.ca/~dgwagner/co430I.pdf
https://web.archive.org/web/20230608074050/https://faculty.math.illinois.edu/~r-ash/Algebra/Chapter8.pdf
https://web.archive.org/web/20230608074050/https://faculty.math.illinois.edu/~r-ash/Algebra/Chapter8.pdf

	Resumen
	Introducción
	Módulos. El Teorema de Estructura sobre DIPs.
	Módulos finitamente generados y finitamentepresentados.
	Forma Normal de Smith.
	El teorema de estructura sobre DIPs.
	Aplicaciones.

	Los números p-ádicos
	La métrica p-ádica.
	Series p-ádicas.
	El cuerpo de los números p-ádicos.
	Los enteros p-ádicos.

	Introducción al Álgebra de Iwasawa
	Anillos de series formales en una variable
	Preparación p-ádica de Weierstrass
	Propiedades algebraicas del álgebra de Iwasawa.
	Factorización Única
	Noetherianidad.
	Dimensión de Krull.


	El Teorema de Estructura
	Pseudoisomorfía. Enunciado del Teorema
	Preparación del Teorema.
	Operaciones Admisibles.
	R-normalidad.
	Prueba del Teorema

	Bibliografía

