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Resumen

Dada una cantidad finita de niimeros complejos 21, 29, ..., 2, es facil encontrar una funcion
entera cuyos ceros coincidan con los puntos prefijados anteriormente. Para ello, basta
considerar el polinomio de grado n dado por

p(z) =(z—21)(2 — 22)...(z — zp).

Si quisiéramos que una funciéon tuviera un cero de orden m; en el punto zj, la solucién
estarfa en repetir el factor (z — z;) exactamente my veces en el producto que define el
polinomio p(z). El problema que se pretende ilustrar en este trabajo de fin de grado
consiste en dar respuesta a la pregunta de qué ocurriria en el caso de disponer de una
cantidad infinita de puntos dados. Como ejemplo, si considerasemos la sucesién de los
nimeros enteros, la funcién f(z) = sin(7z) es entera y se anula en dichos puntos. Para
desarrollar este trabajo serd necesario abordar la teoria de productos infinitos y orden
de una funcién entera con el fin de dar una prueba de los teoremas de factorizacién de
funciones enteras clasicos en variable compleja: el teorema de factorizacion de Weierstrass
y el teorema de factorizacion de Hadamard.

Abstract

Given a finite amount of complex numbers z1, 29, ..., 2,,it is easy to find an entire function
whose zeros coincide with the previously fixed points. To do this, it is enough to consider
the degree n polynomial given by

p(z) =(z—21)(2 — 22)...(z — zp).

If we want a function to have a zero of order m; at the point z, the solution would be
to repeat the factor (z — zi) exactly my times in the product that defines the polynomial
p(2). The problem intended to be illustrated in this undergraduate thesis is to answer the
question of what would happen in the case of having an infinite number of given points.
As an example, if we consider the sequence of integers, the function f(z) = sin(mrz) s
entire and vanishes at these points. To develop this work, it will be necessary to address
the theory of infinite products and the order of an entire function in order to provide a
proof of the classical factorization theorems of entire functions in complex variables: the
Weierstrass factorization theorem and the Hadamard factorization theorem.
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Introduccion

En la asignatura obligatoria ” Variable Compleja” que se imparte en el tercer curso del Gra-
do en Matematicas de la Universidad de Valladolid, se estudian los resultados esenciales
de la teoria elemental de funciones de variable compleja, que constituyen una introduccion
al campo del andlisis complejo. Sin embargo, quedan fuera del programa de la asignatura
resultados fundamentales de esta area de las matematicas, cuyo estudio resulta accesible
al estudiante tras esta formacién inicial. En particular, en esta asignatura se estudian las
series de ntimeros complejos y funciones, las que, como es bien conocido, consisten en una
suma infinita de nimeros o funciones complejas, Y~ z, 0 >~ f,. La pregunta inicial
a la que se da respuesta en este trabajo, es qué sucede si en vez de tener una suma infinita
de nuimeros o funciones complejas, tenemos un producto infinito de niimeros o funciones

complejas [[72, z, 0 [0, fa-

Los productos infinitos estan muy relacionados con el estudio de los ceros de funciones
enteras, en concreto con la factorizacién de estas funciones que permite el conocimiento
de dichos ceros. En este sentido, utilizaremos la teoria sobre productos infinitos de niime-
ros y funciones complejas para probar los teoremas de factorizacion clasicos en variable
compleja: el teorema de factorizacion de Weierstrass y el teorema de factorizacion de
Hadamard.

Estos teoremas nos permitiran dar respuesta a una pregunta que perseguiremos a lo largo
de todo el trabajo, la cual pasamos a explicar. En caso de que tengamos un abierto del
plano complejo U y un conjunto finito de puntos de U, z1, 29, ..., 2,, es facil encontrar una
funcion holomorfa en U cuyos ceros coincidan con los puntos prefijados anteriormente.
Efectivamente, basta con considerar el polinomio de grado n dado por

p(2) = (2 = 21)(z = 22) -~ (2 = 2n).

Si quisiéramos que la funcién tuviese un cero de orden my en el punto z;, bastaria con
repetir el factor (z — z) exactamente my veces en el producto que define el polinomio
p(z), obteniendo asi la expresion

p(z) = (2= 2)™ (2 = 2)™ - - - (2 = 20)™".

La pregunta que nos plantearemos sera entonces: ;qué sucede en el caso en el que buscamos
una funcién f holomorfa y no idénticamente nula en U que se anule infinitas veces en U?

Puesto que el conjunto de ceros de una funciéon holomorfa no idénticamente nula es a lo
sumo numerable, a menudo, supondremos que estos ceros son los puntos de una sucesion
de niimeros complejos, que habitualmente denotaremos por {z,}52 ;.



En consecuencia, es suficiente con dar respuesta a la siguiente cuestion: sea U un abierto
del plano complejo y sean {z,}> | una sucesién de puntos de U sin puntos de acumulacién
en Uy {m,}>2, una sucesién de nimeros naturales; jexiste una funcién f holomorfa en
U tal que sus tnicos ceros se encuentran en los puntos z, y la multiplicidad de cada z,
como cero de f venga dada por el término m,,?

En el primer capitulo se presenta la teoria sobre los productos infinitos de niimeros com-
plejos. Conceptos clasicos en el estudio de las series niimericas, como la convergencia y
la convergencia absoluta, se sustituyen en el caso de los productos infinitos por defini-
ciones alternativas de estos conceptos, mas adecuadas a la naturaleza de la nueva teoria
que estamos desarrollando, justificando siempre el porqué de estos cambios. Se concluye
el capitulo con la estrecha relacién entre la teoria sobre series y productos infinitos: el
problema del estudio la convergencia y la convergencia absoluta de un producto infinito
se puede transformar en el estudio de la convergencia y la convergencia absoluta de una
serie y viceversa.

El segundo capitulo esta dedicado a la teoria sobre productos infinitos de funciones. Por
un lado, se formaliza la teoria sobre estos productos, y por otro se obtiene una condicion
suficiente para asegurar la convergencia de uno de estos productos en un abierto hacia
una funcién con una caracteristica resenable en dicho abierto: que sea holomorfa. Para
ello, en primer lugar, partiendo de los resultados obtenidos en el primer capitulo sobre
los productos infinitos de niimeros complejos, se desarrolla la teoria sobre los productos
infinitos de funciones complejas. De nuevo, se introducen definiciones alternativas de los
conceptos clasicos en el estudio de la teoria sobre series, en este caso, de funciones com-
plejas. En segundo lugar, se introduce una topologia especifica sobre el conjunto de las
funciones holomorfas en un abierto H(U): la topologia de la convergencia uniforme sobre
los compactos o topologia compacta-abierta. Después, se prueba una condicién suficien-
te para asegurar la convergencia de un producto de funciones en H(U). De nuevo, esta
condicion necesaria estara relacionada con las series.

El tercer capitulo esta dedicado al primero de los dos teoremas de factorizacién clésicos
que se abordan en este trabajo: el teorema de factorizacion de Weierstrass. Para ello,
inicialmente se introducen los factores elementales de Weierstrass, funciones auxiliares
que jugaran un papel fundamental en la factorizacion de funciones enteras a partir del
conocimiento de sus ceros. Seguidamente se estudian las propiedades de estos factores
elementales y se obtienen los resultados necesarios para concluir con la prueba del teo-
rema de factorizacion de Weierstrass. Este teorema nos da una forma de factorizar una
funcién entera f a partir de sus ceros, apareciendo en dicha factorizacion un producto
infinito de factores elementales de Weierstrass. Con el fin de ilustrar este importante re-
sultado, a partir de la sucesion de los nimeros enteros, se desarrolla la factorizaciéon de la
funcion sin(7z), cuyos ceros se encuentran precisamente en los puntos de dicha sucesion.
Seguidamente, como consecuencia de la factorizacién de la funcién anterior se obtendra
la famosa formula de Wallis. Para cerrar el capitulo, se prueba el resultado que resuel-
ve de forma completa el problema de la construccion de una funcién holomorfa en un
abierto con ceros y multiplicidades de estos predeterminados, respetando las condiciones
naturales impuestas por el principio de los ceros aislados. Por dltimo, como corolario del
resultado anterior se deduce la estructura de cuerpo de cocientes que tiene el conjunto de
las funciones meromorfas en un abierto U, M(U), con respecto al dominio de integridad



HU).

El cuarto y dltimo capitulo concluye el trabajo con la prueba del teorema de factorizacion
de Hadamard. Este teorema es una mejora del teorema de factorizacion de Weierstrass,
pues gracias a ¢l se pueden obtener varias simplificaciones en la factorizacion de f que se
obtiene a partir de este ultimo, anadiendo una condicién clave a la funcion f: que sea de
orden finito. Empezaremos introduciendo la formula de Poisson-Jensen y, como corolario
de esta, la de Jensen, las cuales seran necesarias para desarrollar algunas de las pruebas
de este capitulo. Después, presentaremos los conceptos de orden de una funcién entera
y exponente de convergencia de la sucesion de ceros no nulos de una funciéon entera f.
Cuando ambos son finitos, se obtienen las simplificaciones mencionadas en la factorizacion
de Weierstrass. Mas adelante probaremos que si el primero es finito, el segundo también lo
es, lo que nos llevara al enunciado definitivo del teorema de factorizacién de Hadamard,
en el que solamente aparece la condicion de que el orden de f sea finito. Por ltimo,
volveremos a factorizar la funcién sin(7z), utilizando en esta ocasién los nuevos resultados
desarrollados en este capitulo, y obtendremos una férmula de factorizacion general para
funciones definidas por una combinacién lineal de exponenciales.






Capitulo 1

Productos infinitos de numeros
complejos

En este capitulo abordaremos una recopilacién de definiciones, notaciones y resultados
basicos sobre la teoria de los productos infinitos de nimeros complejos. En todo el trabajo
y en particular en este capitulo, trabajaremos sobre el cuerpo de los niimeros complejos,
que denotaremos por C, el cual suponemos dotado de su topologia usual, la generada
por la norma euclidea. En la redaccion de este capitulo, seguiremos fundamentalmente
[0, p.164-166], aunque para profundizar en detalles mas técnicos sobre la convergencia
de los productos infinitos utilizaremos [9, p. 4-6]. Suponemos conocidos los conceptos y
resultados del andlisis complejo vistos en el Grado en Matematicas.

1.1. Productos infinitos. Convergencia de un produc-
to infinito

Definicién 1.1.1. Dada una sucesién de nimeros complejos {z,}°2 ;, se le puede asociar
una sucesién de productos parciales {p,}22; dada por:

n
Pn = sz, n € N.
k=1

A esta sucesion de productos parciales, se le denomina producto infinito de factores
{2322, v se le representa por [[>7 | z,.

Observacion 1.1.2. Dependiendo de la naturaleza del problema estudiado, a veces nos

interesara comenzar el producto infinito a partir del término m-ésimo de la sucesion,
’ oo

denoténdolo entonces como [[77  z,.

Ahora, en analogia con las series de niimeros complejos, nuestro objetivo sera ver cuando
. . . o0 . ,
podemos decir que el producto infinito []_; 2, es convergente o no. Si, en analogfa con el
estudio de series numéricas, consideramos que el producto []°7, z, converge si su sucesién
de productos parciales {p, }22 ; es convergente, nos encontrariamos con comportamientos

patoldgicos que deseamos evitar, como los siguientes:



1. Un producto infinito [] 7, 2, serfa convergente hacia cero con que uno de los térmi-
nos z, fuese nulo, sin importar los valores de los términos restantes de la sucesion.

1. El producto [, z, podria ser convergente hacia cero sin que ninguno de los fac-
tores z, lo fuese (situacién contradictoria con el caso de un producto finito). Como
ejemplo, tomemos un nimero complejo b con |b| < 1y definamos la sucesion {z, }°2
dada por z, = b para cada n € N. Sabemos que el término n-ésimo de la sucesion de
productos parciales esta dado por p,, = b" para cadan € N, por lo que lim,, o, p, = 0

y con ello [[2, z, = 0.

Para prevenir estas situaciones debemos dar una definicién alternativa de convergencia
de un producto infinito. Para ello, introduciremos los productos parciales de doble indice

Pmpn

n

Pmn = sz7 n,mEN, m < n.
k=m
Ademas, denotaremos por Z,, al limite de la sucesién de productos parciales {pp.n }n>m,
esto es,

Utilizando estos productos parciales damos la siguiente definicién de convergencia de un
producto infinito.

Definicién 1.1.3. Decimos que el producto infinito [[)~ , z, es convergente si existe un
valor mg € N tal que la sucesién de productos parciales de doble indice {pygn tn>m, tiene

un limite Zn/o # 0. Es decir, si

n
lim H 2k = Zmy 7 0.
n—oo
k=mg
En estas condiciones, llamamos valor del producto a Z = z129 - -+ Zimg—14m, ¥, abusando
., (e.@)
de la nootacién, lo denotamos por Z = [~ | z,.

Observacién 1.1.4. I. Para que un producto infinito converja debe existir my € N
tal que z, # 0 para cada n > my, es decir, no debe haber infinitos términos nulos
en la sucesién {z,}° .

1. Si{2,}5°, es una sucesién de términos no nulos entonces la sucesién de productos
parciales {p, }>°; también lo es, pues por definicién p,, = [[;_, 2 es producto de n
términos no nulos, y por tanto es no nulo.

Lo mismo es valido cuando la sucesién {z,}22 | es de términos no nulos de un término
ly en adelante, en este caso {pg,.n}n>e, €s de términos no nulos.

Ejemplo 1.1.5. Sea {z,}>°, la sucesién dada por zg = 0 y 2z, = 1 para cada n > 1.
El producto es convergente, pues la sucesién de productos parciales {p; ,}n>1 €8 p1, =1
para cada n € N, luego Z =1 # 0y el producto [[)7 z, es convergente. Ademas, el
valor del producto es Z =[]~ 2z, = 2 - Z1=0-1=0.
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Observacion 1.1.6. El valor del producto, Z, es independiente del indice mg. Si el
producto [[)7, z, es convergente significa que existe un my € N tal que la sucesién
{zn )}, €s de términos no nulos y la sucesion de productos parciales de doble indice

{Pmo.n}n>m, converge hacia un Z,,, # 0. Sea f, € N el minimo de los my € N que
satisface esto. Entonces, z, # 0 para cada n > /, por lo tanto tomando un indice ¢ > ¢,
la sucesién de productos parciales {psn}n>¢ €8 una sucesién de términos no nulos con

limite Z, # 0. Ademss,

n n
Zgo = lim H R = Rgg * " " Re—1 lim sz =2 " 24_1Zg,
n—00 n—00
k={o k=t

por lo que

Z =210 210y = 21 Zg—170y " 2e—140,

como queriamos demostrar.

Ejemplo 1.1.7. Como ejemplo de lo expuesto en la observacion precedente vamos a

considerar el producto []°7; z, donde {z,}°  es la sucesién definida como sigue:

n2

le(le(c, Zn:m, 7122
Este producto infinito es convergente, pues tomando la sucesiéon de productos parciales
de doble indice {ps, }n>2 dada por

tenemos que es una sucesion de términos no nulos que converge hacia un limite Z, # 0.
Explicitamente:

L 92 32 42 n? om
p2’”:Hk2 1 21 321 2-1  "mw_-1 n+1
L3 — — - -1 n+

n>2  (1L11)

siendo esta ultima igualdad sencilla de demostrar a través del principio de induccion
matematica.

Efectivamente, razonando por induccién sobre n vemos que para n = 2, pa,, = % = ‘51
por lo que la igualdad es valida para n = 2. Suponiendo ahora que la igualdad es cierta

para n, veamos que también es cierta para n + 1:

) ﬁ k? ﬁ k2 (n+1)2 2n (n+1)2

2,7’L+1 = 2 - - 2 _ . B — = . 3 —
k-1 R m+12-1 n+1 (n+1)2-1
2n(n+1)  2(n+1) 2(n+1)

n? +2n n+2 (n+1)+1

lo cual demuestra la veracidad de la igualdad anterior para el caso n 4+ 1. Por lo tanto,
por el principio de induccién matematica, la igualdad ((1.1.1)) es cierta para cada n > 2.

7



Teniendo en cuenta esto, tenemos que:

2n
Z, = i =1f =
2= P = 1 T

?

luego el producto es convergente, y su valor por definicién es Z = le = 2a.

Tomando ahora ¢ = 4 > 2, y aprovechando la igualdad obtenida por induccién previa-
mente, tenemos que la sucesién de productos parciales {p4, }n>4 resulta:

S LA S 8 4n
n = = — = Z 4’
y por lo tanto, Zy = lfm, o Pan = 1M, 00 3(311) =1

Finalmente vemos que

4 9 4
A S )
2129234y = 0 3°8 3 a,

el mismo valor del producto que el obtenido trabajando con la sucesién de productos
parciales de doble indice {p2, }n>2.

Definicién 1.1.8. Se dice que un producto es divergente si no es convergente.

Proposicién 1.1.9. Supongamos que el producto infinito [[ -, z, es convergente. En-

tonces Z,, = lim,_ HZ:m 2, existe para cada m € N. Ademas lim,, ;oo Z,, = 1y
lim,, o 2z, = 1.

Demostracion. Supongamos que [[~, z, es convergente. Por definicién, existe ng € N tal
que limy, o0 [Tie,,, 20 = Z; # 0y la sucesién {z,};2,, es de términos no nulos de donde
se deduce que la sucesion de productos parciales de doble indice {ppnyn}n>n, €s también
de términos no nulos. Por tanto si m > ng se tiene que pyym—1 # 0y

Zy = 2

pno,m—l

Ademés, limy, o0 Png.m—1 = Zn, por lo que lim,, o Z,, = 1. Si m < ng, entonces

n
lm || "Zno—l'an
n—oo

por lo que Z; existe para cada m € N.

Para la ultima parte, basta observar que /Z; # 0 para cadan > ngy z, = Z/Z;:l por
lo que lim,, o0 2, = 1. ]

Observacion 1.1.10. De la segunda parte de la proposicion anterior se deriva una condi-

cion necesaria de convergencia de un producto infinito [[)~, 2, y por lo tanto un criterio
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negativo de convergencia, puesto que para asegurar que un producto infinito [[77, 2,
no es convergente, bastard con verificar que lim,,_,, z, # 1. Sin embargo, es importante
tener en cuenta que el reciproco en general no es cierto, es decir, la condicién de que
lim,, .o 2, = 1 no implica la convergencia del producto.

Ejemplo 1.1.11. 1. Volviendo a la sucesién {z,}>2, del ejemplo|1.1.7, habfamos visto
que el producto Hf;l Zn, €s convergente, y efectivamente,

n2

lim z, = lim =1.
n—00 n—oon2 — 1

n

11. El producto infinito [[ 7, "n—T no converge, pues lim,, ., "7 = +00.

1. Sea {z,}>°, dada por z, = 1 — %, para cada n > 2. Vemos que en este caso
se satisface la condicién necesaria de convergencia para productos infinitos, pues
lim,, oo 2, = limy, oo 1 — % = 1. Sin embargo, el producto no es convergente, pues
analizando la sucesion de productos parciales {pa,, }n>2 vemos que

~ 1 1
D2,n = H (1 - E) - " > 2, (1.1.2)

k=2

igualdad que se prueba razonando por induccién.
Efectivamente, el caso n = 2 es trivial pues

2
1 1
p2’2:H<1_E):§’

k=2

y suponiendo que la igualdad es cierta para n, tenemos que

n+1 n
1 1 1 1 n 1
n —= 1—— —= 1—— . 1— _ — . = s
P2+t H( k> H< k:) ( n—l—l) n (n—l—l) n+1

k=2 k=2

con lo que queda probada la veracidad de la igualdad para el caso n + 1, y por lo
tanto por el principio de induccién la igualdad (1.1.2)) es vélida para cada n > 2.

Recapitulando, tenemos que el término n-ésimo de la sucesion de productos parciales
_ 1 . _

esta dado por py, = - para cada n > 2; como {pyn}tn>2 = {1/n}n>2 es una

sucesion convergente hacia 0 no podremos encontrar ningiin m > 2, cuya sucesion

de productos parciales de doble indice asociada {pm» }n>m sea convergente hacia un

limite no nulo. Concluimos que el producto [[ 7, 2, es divergente, como querfamos

demostrar.

1.2. Condiciones suficientes de convergencia

Nuestro objetivo en esta seccion es estudiar el caracter de un producto infinito, es decir,
averiguar si este es convergente o no. Para abordar este problema, nos sera de ayuda el
estudio de las series de nuimeros complejos con las cuales ya estamos familiarizados. En



particular, en esta seccion daremos condiciones suficientes que nos permitiran asegurar
la convergencia de un producto infinito en funcién de la convergencia de una serie deter-
minada. Para este fin nos sera de utilidad un recordatorio breve de la teoria vista en el
Grado en Matematicas sobre los logaritmos de nimeros complejos (la funcién log(z) en
una rama determinada). Consultar [0}, p. 42].

1.2.1. Logaritmos complejos. La funcion logaritmo

Recordemos que la funcién exponencial compleja exp : C — C es periddica y por lo tanto
no es inyectiva por lo que no podemos definir una inversa global como en el caso real. Sin
embargo, su restriccion a ciertos dominios si es inyectiva, lo que permite la construccion
de funciones inversas a las que denominamos ramas del logaritmo. Efectivamente, dado
c € R la funcién exponencial compleja es inyectiva en la banda

B.={z€C:c<Im(z) <c+2n}

y una biyeccién si restringimos la llegada a C\ {0}, por lo que podemos definir la aplicacion
inversa de exp ’ 5. es decir, de la exponencial restringida a esa banda, que denotaremos
como log, : C\ {0} — B..

La funcién log, : C\ {0} — B. nos da los valores inversos de la exponencial compleja
dentro de la banda B, por lo que la denominamos rama o determinacion del logaritmo
con rango B..

Notacion. Cuando ¢ = —m, es decir, si tomamos la rama del logaritmo con rango B_, =
{z € C: —m <Im(z) < 7} la inversa recibe el nombre particular de rama principal del
logaritmo.

Observacién 1.2.1. Sice€ Ry z € C\ {0} la determinacién del logaritmo con rango B,
viene dada por la expresion

log, (=) = In(|2]) + i arg, (=), (1.2.1)

donde arg,(z) representa el unico argumento de z que pertenece al intervalo [c, ¢+ 27) y
In representa al logaritmo natural o neperiano.

De lo anterior, deducimos que en el caso particular de tomar la determinacién principal
del logaritmo, se tiene que

log_.(z) = In(z),

para cada z € (0, 00).

En este trabajo, y salvo que se diga lo contrario utilizaremos la rama principal del loga-
ritmo, por lo que por comodidad la denotaremos simplemente por log.

1.2.2. Condicion suficiente de convergencia

Hemos visto ya que para que un producto infinito [[ _, z, converja, es necesario que

exista un my € N tal que z, # 0 para cada n > mg y que ademds la sucesion de
productos parciales {p; mg}n>m, converja hacia un limite no nulo Z,,,. Como estamos
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interesados en hablar de productos convergentes, por lo anterior, supondremos que todos
los términos de la sucesién {z,}5°, son no nulos y que el producto [[ 2, z, converge
hacia un limite no nulo. Esto se puede suponer sin pérdida de generalidad, pues para
los productos convergentes que tengan un ntimero finito de términos nulos, bastara con
comenzar el producto en el término mg-ésimo de la sucesiéon, de modo que no se altere el
caracter convergente o no del producto infinito.

Aprovechando que la exponencial de una suma es el producto de las exponenciales de
los sumandos y que por lo anterior podemos suponer que no hay ningun factor nulo
en el producto []7, z,, podemos estudiar la convergencia del producto infinito [[ 7, 2,
estudiando la convergencia de la serie ), log(z,), donde log denota la rama principal
del logaritmo complejo.

Con esto, hemos conseguido transformar el problema de estudiar la convergencia de un
producto infinito, en un problema ya conocido, estudiar la convergencia de una serie de
nimeros complejos.

Notemos ahora que de la convergencia del producto [[ 7, z, se sigue que lim,,_, 2, = 1,
como consecuencia de la condicién necesaria de convergencia para productos infinitos. Por
tanto, existe m € N tal que Re(z,) > 0 para cada n > m. De hecho, podemos suponer
que Re(z,) > 0 para cada n € N. En caso de no ser asi bastaria con estudiar el producto
desde el término m-ésimo en adelante para asegurarnos de que tenemos una sucesion de
términos con parte real estrictamente positiva.

Teniendo esto en cuenta, veamos ahora una proposicién que formaliza la idea anterior.

Proposicién 1.2.2. Sea {z,}22 | una sucesién de niimeros complejos con Re(z,) > 0 para
cada n € N. Entonces el producto infinito [[°7, z, converge a Z # 0 si, y solo si, la serie
> oo log(z,) converge.

Demostracion. En primer lugar, tiene sentido considerar log(z,), ya que, por hipdtesis
Re(z,) > 0 para cada n € N. Probemos la condicién suficiente. Supongamos que la serie
> > log(zy) converge. Tomando la sucesién de sumas parciales de la serie anterior dadas
por s, = > »_, log(zy), sabemos que si lim,,_, 8, = s, entonces lim,,_, exp(s,) = exp(s)
pero por las propiedades de la exponencial y el logaritmo se tiene que exp(s,) = [[i_; 2,
luego [, 2, converge hacia exp(s) # 0.

Veamos ahora la condicién necesaria. Supongamos que el producto [[), z, converge.
Escribimos este limite en forma polar con el argumento perteneciente a la rama principal,
es decir, Z = re’?, —m < § < 7. Consideremos la determinacién del logaritmo con rango
Byp_r={2€C:0 —m <Im(z) <6+ r} del producto parcial p, = []}_, 2k , esto es,

loge—w(pn) = 1n(|pn|) + 10y,

con § —m <6, <0+ 7, para cada n € N. Esta elecciéon de la determinacion del loga-
ritmo permite asegurar la continuidad del logaritmo en Z y en consecuencia de esto que
logy_.(pn) — logy_.(Z) si n — oco. Tomando ahora la suma parcial s, = Y ;_, log(z),
con n € N, deducimos como antes que exp(s,) = pn, para cada n € N, luego s, =
logy_.(pn) + 2mik,, para algun entero k,, con n € N. Ahora bien, si restamos dos términos
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consecutivos de la sucesién de sumas parciales tenemos que s, — s,-1 = log(z,) — 0
cuando n — oo, pues z, — 1 si n — 0o ya que hemos supuesto que [[>7, z, converge, y
por tanto la sucesion {z,}5°; debe cumplir la condicién necesaria de convergencia. Como
habiamos visto, s, = log,_.(p,) + 2mik, para algin entero k,, con n € N, y al tenerse
que s, — s,—1 — 0 cuando n — o0, separando en partes reales e imaginarias se sigue que
logy_.(pn) — logy_.(pn_1) — 0, cuando n — oo, y también k, — k,_1 — 0, si n — oo.
Dado que {k,}>°, es una sucesién de ntimeros enteros, existe ng € Ny k € Z tal que
k, = k para cada n > ng, por lo que s, — log,_.(Z) + 2mik, y la serie >~ log(zy)
converge. O

1.2.3. Convergencia absoluta de productos infinitos

Nuestro objetivo ahora es dar una definicién adecuada de convergencia absoluta para los
productos infinitos de niimeros complejos. Recordemos que una serie de niimeros complejos
> | zn se denomina absolutamente convergente cuando la serie >~ 7 | |z,| es convergente.
Como ocurre con el estudio de la convergencia, no es apropiado introducir el concepto
)

de convergencia absoluta de un producto infinito por analogia con las series, puesto que
la convergencia del producto [~ |z,| no implica la convergencia del producto [~ z,,
situacion patologica a todas luces. Para ilustrar esto, basta tomar como ejemplo la sucesion
{z,}52, dada por z, = —1 para cada n € N pues |z,| = 1, con n € N, y se tiene que
[1,2; |2n] = 1. Sin embargo, vemos que la sucesién de productos parciales {p,}> esta
dada por p, = [[;_, zx = (—1)", n > 1, por lo que la sucesién de productos parciales no
converge, y por tanto el producto [~ z, es divergente.

Ademas, de nuevo en contraposicion con el concepto de convergencia absoluta para series,
con esta definicién se cumplirfa que si [[°, z, convergiese también convergeria absoluta-
mente. En efecto, si [[ -, z, converge, significa que existe un mg € N cumpliendo que la
sucesion de productos parciales {pmg.n}n>m, converge a un limite 2;1/0 # 0 lo que implica
que {Gmo,n }n>m, la sucesion de productos parciales del producto de los médulos [[77 |z,
converge también hacia un limite no nulo. Fijémonos que al ser el producto de los mdédulos
igual al médulo del producto, se cumple que {Gmg.n fns>me = {|Pmo.nl fn>mes ¥ POr lo tanto
el producto ]2, 2, converge absolutamente.

Para establecer una definiciéon adecuada de convergencia absoluta de un producto infinito
nos serviremos de la condicién suficiente de convergencia de un producto infinito obtenida
en la proposicién [I.2.2] Ademds, utilizaremos también otro resultado sobre la convergencia
absoluta de las series cuyo enunciado y demostracion ofrecemos inmediatamente después

de unos preliminares necesarios.

Para la demostracion de la siguiente proposiciéon necesitamos dar una acotacién para
|log(1 + z)| en funcién del médulo de z.

Lema 1.2.3. Sea z € C con |z| < 1. Entonces,

1 3
§\z| < |log(1+ 2z)| < §\z|
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Demostracion. La funcién f(z) = log(1l + z) es analitica en el punto z = 0, luego la
podemos desarrollar en serie de potencias en torno a dicho punto. Efectivamente:

Fo) =log1 49 =3y D E
-8 T n 23

serie de potencias centrada en z = 0 cuyo radio de convergencia es 1. Esto quiere decir
que podemos representar la funcién f a través de su desarrollo en serie de potencias en el
abierto B(0,1). Por su parte, la funcién identidad, idc(z) = z, es entera, luego el cociente
entre ambas funciones
b(z) = el t2)
z
es una funcién analitica en los puntos en los que lo es la funciéon f salvo en z = 0, pues
dicho punto es un cero del denominador y la funcién 1 presenta una singularidad evitable

en dicho punto.

Por tanto, si 0 < |z| < 1 tenemos que

log(1+2)
z

‘1 (2] + 2% + ...) = (1.2.2)

N | —

N I
= |z — =%
27 3 =

donde se ha utilizado la desigualdad triangular y la férmula de la suma de una progresion
geométrica de razén |z|.

Tomando ahora z € B*(0,3) C B*(0,1) se tiene que

<

y por lo tanto de la desigualdad ((1.2.2)) se sigue que

||
12|

<.

'1_ log(1+ 2)

1
< —
z -2

DO | —

Aplicando la segunda desigualdad triangular a lo anterior y despejando |log(1 + z)] lle-
gamos a que

1 3

Sl < llog(l +2)[ < Slef, 2 € B7(0,1/2).
Como la desigualdad es valida si z = 0, establecemos la desigualdad en toda la bola. [J
Proposicién 1.2.4. Sea {z,}°°, una sucesién de nimeros complejos con Re(z,) > —1.

Entonces la serie Y, log(1 + z,) converge absolutamente si, y sélo si, la serie Y~ | z,
converge absolutamente.

Demostracidn. Veamos primero la condicién suficiente. Supongamos que la serie > >~ | z,
converge absolutamente, lo que por definicién significa que la serie >~ | |z,| converge.
Aplicando la condicién necesaria de convergencia para series se deduce que |z,| — 0
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cuando n — oo, por lo tanto, existe ng € N tal que |z,| < % para cada n > ng, por lo que
estamos en condiciones de utilizar el lema deduciendo asi que

3
|log(1 + z,)| < §|zn|, n > no,

por lo que la serie Y >°  |log(1 + z,)| estd mayorada por la serie 33> |z,|, que es
convergente. Concluimos que la serie >~ log(1 + z,) converge absolutamente, como
deseabamos probar.

Probemos ahora la condicién necesaria. Supongamos que la serie ), log(1+4z,) converge
absolutamente, esto es, que la serie Y | |log(1+z,)| converge. De nuevo, por la condicién
necesaria de convergencia para series sabemos que lim,,_, | log(1+2z,)| = 0, lo que implica
que lim,,_, log(1 + z,) = 0 luego lim,, o (1 + z,) = 1 y finalmente lim,,_,, z, = 0. Por lo
tanto, existe ng € N tal que |z,| < % para cada n > ng lo que nos sitia en las condiciones
necesarias para aplicar la cota inferior obtenida en el lema y deducir que

1
5‘271‘ < |log(1+ zn)|, n > n,

. o0 .

por lo que la serie ) 7 |z,| converge al estar mayorada por una serie convergente, y por
. 0

tanto la serie )~ | 2, converge absolutamente. ]

Utilizando este resultado podemos dar una definicién adecuada de convergencia absoluta
para productos infinitos.

Definicién 1.2.5. Sea {z,}°°; una sucesién de nimeros complejos con Re(z,) > 0 para
cada n € N. El producto infinito [[7, 2, converge absolutamente si la serie >~ log(z,)
converge absolutamente.

Observacion 1.2.6. Esta definicion de convergencia absoluta de un producto infinito
garantiza que si el producto converge absolutamente entonces converge. En efecto, si
[1,2, z» converge absolutamente, por definicién, la serie ), log(z,) converge absoluta-
mente, luego converge, y aplicando la proposicién se sigue que el producto [[°7 | z,

converge.

Ademas, si un producto es absolutamente convergente, cualquier reordenamiento de los
factores del producto (es decir, de los términos de la sucesién {z,}° ;) nos da un nuevo
producto, también absolutamente convergente, pues sabemos que los reordenamientos de
los términos de la serie Y-, log(z,) nos dan una serie absolutamente convergente si la
original lo era.

Combinando esta definicién de convergencia absoluta con las proposiciones y
obtenemos el siguiente corolario, que proporciona un criterio fundamental para la conver-
gencia de los productos infinitos, y que frente a los anteriores, tiene la ventaja de que no
aparece el logaritmo complejo, lo que simplifica el trabajo.

Corolario 1.2.7. Sea {z,}°°, una sucesién de nimeros complejos con Re(z,) > 0 para
cada n € N. El producto infinito []°~, z, converge absolutamente si, y sélo si, la serie

> (2, — 1) converge absolutamente.
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Demostracion. Sea w, = z,—1 para cadan > 1. Probemos primero la condicién suficiente.
Por hipétesis, la serie > | w,, converge absolutamente de donde aplicando la proposicién
[1.2.4] se sigue que la serie > 07 log(14w,) = Yo log(z,) converge absolutamente. Por
definicién, concluimos que el producto []’7, 2, converge absolutamente.

Reciprocamente, si [ [ 2, converge absolutamente, por definicién, la serie >, log(z,) =
> log(w, + 1) converge absolutamente y de la proposicién se sigue que la serie

> w, =Yo7 (2, — 1) converge absolutamente. O

Ejemplo 1.2.8. Sea {z,}32, la sucesién dada por z, = 1+ -5 para cada n € N. El pro-
ducto [~ , (1+$) converge absolutamente, pues como es bien conocido, la serie >~ | #
es convergente (pues es una serie de Riemann con exponente § = 2 > 1) y absolutamente
convergente, pues al ser una serie de términos positivos la serie de los mddulos coincide
con la serie original. Aplicando el corolario anterior concluimos la convergencia absoluta

del producto.

Observacién 1.2.9. Algunos autores como Robert B. Ash y W.P. Novinger en [3, p.
138] toman el corolario anterior como definicién de convergencia absoluta de un producto
infinito y utilizando los mismos resultados que hemos utilizado nosotros obtienen como
corolario la definicion de convergencia absoluta de un producto que hemos dado nosotros.
Estas dos definiciones son por lo tanto equivalentes.
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Capitulo 2

Productos infinitos de funciones
complejas

Nuestro objetivo en este capitulo es formalizar la teoria sobre los productos infinitos,
en este caso de funciones complejas. Esta teoria, aparte de tener interés por si misma,
serd necesaria para la demostracion de los teoremas de factorizacién. Como es de esperar,
los siguientes conceptos y resultados guardan una estrecha relaciéon con los productos
infinitos de numeros complejos. Ademads, como en el caso de estos tltimos, el estudio
de los productos infinitos de funciones complejas esté relacionado con las series, en este
caso de funciones complejas. En este aspecto, se supondran conocidos los resultados sobre
sucesiones y series de funciones complejas vistos durante el Grado en Mtematicas. Durante
todo el capitulo, X denotara un conjunto no vacio. Para la redaccién de este capitulo,
hemos seguido fundamentalmente [5, p. 166-168|.

2.1. Productos infinitos de funciones. Modos de con-
vergencia
Definicién 2.1.1. Dada una sucesién de funciones complejas {f,}°2, en un conjunto no
vacio X, se denomina producto infinito de factores f, a la sucesion de productos parciales
{P,}5°, definida por
Po=fi-forfo=]]fer n>1,
k=1

y se le representa por [[°7; fn.

El término P, recibe el nombre de producto parcial n-ésimo y a f, se le denomina factor
n-éstmo del producto.

Como en el caso de las series de funciones, en los productos infinitos de funciones se
presentan varios modos de convergencia.

Definicién 2.1.2. Sean X un conjunto no vacio y {f,}5°; una sucesién de funciones
fn + X — C. Se dice que el producto infinito de funciones [[’", f, es puntualmente
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convergente en X si el producto infinito de nimeros complejos [[°7, f.(x) converge para
cada x € X. En este caso la funcién f definida por

f(z) = lim P,(x), =€ X,

n—o0

se denomina funcion producto y se suele denotar también por f = [[ ", f,, esto es,

fa) =] fulx), zeXx

n=1

Definicién 2.1.3. Sea {f,}>°, una sucesién de funciones complejas en el conjunto X. Se
dice que el producto [[7, f, es uniformemente convergente si es puntualmente conver-
gente en X y la convergencia de la sucesion de productos parciales {P,}°°; es uniforme
hacia la funciéon producto f en X.

Observacién 2.1.4. La convergencia uniforme de un producto [[°~, f, implica la con-
vergencia puntual del mismo.

Definicién 2.1.5. Sea {f,}°°, una sucesion de funciones complejas en un conjunto X no
vacio. Se dice que el producto [[)", f, es absolutamente convergente en X si el producto
de nimeros complejos [[)~, f(x) converge absolutamente para cada = € X.

o0

1 fn implica la con-

Observacién 2.1.6. La convergencia absoluta de un producto ]
vergencia puntual del mismo.

2.2. Condiciones suficientes de convergencia

El siguiente resultado establece condiciones suficientes para afirmar que un producto in-
finito de funciones converge, segtin veremos, en los tres modos de convergencia definidos
anteriormente. Este resultado se restringe al caso de espacios métricos (X, d) compactos.
Esto no es un problema, pues mas adelante, mediante la introducciéon de una topologia
determinada, veremos que podemos generalizar este resultado a conjuntos abiertos U C C,
lo que serd suficiente para nuestras pretensiones.

Para su demostracion serd necesario previamente probar un lema, que da respuesta a la
siguiente cuestion: sea { f,, }°°; una sucesién de funciones complejas en un conjunto X que
converge uniformemente hacia una funciéon en X. jEn qué condiciones podemos asegurar
que exp(f,) converge uniformemente hacia exp(f) en X?

Lema 2.2.1. Sean X un conjunto no vacio y { f,, }52 ; una sucesién de funciones complejas,
fa : X = C, que converge uniformemente en X hacia una funcién f tal que Re(f) es
acotada en X. Entonces la sucesién de funciones {exp f,,}7°, converge uniformemente
hacia exp f en X.

Demostracion. Sea € > 0. Por hipétesis, Re(f) es acotada en X luego existe un a € R tal
que |[Re(f(x))| < a para cada x € X.
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Por otra parte, la funcién exponencial es continua en C, y en particular, lo es en el punto
z = 0, y exp(0) = 1. Por tanto, existe un 6 > 0 tal que |¢* — 1| < ee™® para cada
z € B(0,9).

Por tltimo, dado que { f,,}22; converge uniformemente hacia f en X, podemos tomar un
no € N tal que |f,(z) — f(x)| < 6 para cada n > ngy y para cada z € X.

Llegamos entonces a que
lexp(fu(z) — f(z)) — 1| <ee ™™, mn>mny, ze€X. (2.2.1)

Desarrollando esta expresion,

) — 1] = expfn(a:)_
| exp(fu(z) — f(2)) — 1] o f@) 1

, n>ng x€X.

Multiplicando ahora la expresién anterior por |exp f(x)| y teniendo en cuenta la desigual-

dad (2.2.1) tenemos que

| exp fu(2) — exp f ()| < ee™*| exp f(x)| = ce”"exp Re(f(x)) < e "e” <,

para cada n > ng y € X. Concluimos la convergencia uniforme de {exp f,}>2, hacia
exp f en X. O]

Teorema 2.2.2. Sean (X,d) un espacio métrico compacto y {g,}5>, una sucesién de
funciones continuas de X en C. Si la serie funcional

ign(w), r e X,
n=1

converge de forma absoluta y uniforme en X, entonces el producto infinito de funciones

o0

f@) =[O +gu(@), zex,

n=1

converge de forma absoluta y uniforme en X. Ademads, existe un ny € N tal que f(z) =0
si, y s6lo si, gn(x) + 1 =0 para algin n € {1,...,no}.

Demostracion. De la convergencia absoluta de la serie | g,(z) en X, deducimos la
existencia de un ny € N tal que |g,(z)| < 1/2 para cadan >ngy = € X.

Por un lado, esto implica que Re(1 + g,(z)) > 0 para cada n > ng y x € X. Como por
hipétesis la serie Y~ | g,(x) converge absolutamente para cada x € X, del corolario m
se sigue que el producto [[°7,(1 + g,(z)) converge absolutamente para cada = € X, es
decir, converge absolutamente en X. Ademads, también por ser Re(1l + g,(x)) > 0 para
cadan > ngy z € X, deducimos que la funcion h,(z) = log(1 + g,(x)) esté bien definida
y es continua en X para cada n > ng. Consideremos ahora la serie funcional > P s
y su sucesién de sumas parciales {S}72,, ;1, dada por

00
n=ng+1

k

Sp(x)= > ha(x)= ) log(l+ga(x)), z€X.

n=ng+1 n=ng+1
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Por otro lado, estamos en condiciones de aplicar el lema y deducir que

)] = 108(1 + gu(2))] < 2lgu(a)

para cada n > ng y x € X. De esto se sigue que la serie de funciones

S ha@) = Y log(l 4 gu(x)

n=ng+1 n=ng+1

converge uniformemente en X hacia su funcién suma, a la que llamaremos S. En otras
palabras, la sucesién {S}72,, 4, converge uniformemente hacia S en X. Ademads, al ser
cada funcién S;, suma de k — ng — 1 funciones continuas, S; resulta continua para cada
k > ng, y al ser la convergencia hacia S uniforme en X, se sigue que S debe ser continua
en X.

De la compacidad de X y la continuidad de S en X se deduce la acotacién de S en dicho
conjunto. En particular, Re(S) es una funcién acotada en X. Entonces, {Sk}32, 41 €s
una sucesion de funciones complejas en X que converge uniformemente en X hacia una
funcion S, cuya parte real es acotada en X, por tanto, podemos utilizar el lema para
concluir que la sucesién {exp(Sk)}72,,, .1 converge uniformemente hacia exp(S) en X.

Por otro lado, la sucesién {exp(Sk)}32,,, 41 coincide con la sucesion { P, }72,, 1 de produc-

tos parciales del producto [~ = no+1(1+ gn(x)). Efectivamente, utilizando las propiedades
de la exponencial y el logaritmo,

exp(Sk () —eXp< Z P ( ) :exp< Z 1+ gn(z )))

n=ng+1 n=ng+1
k k
[T explog(l+gn(@) = [ (1+0a(2) = Pelz), z€X,
n=nop+1 n=nop+1

Por tanto, la sucesién de productos parciales { P}, ,; converge uniformemente en X
hacia exp(.S), que es un funcién no nula en X. Por tanto, el producto [[>2, ., (1+ gn())
converge uniformemente hacia exp(S) en X.

Finalmente tenemos que

[e.e]

fl@) =TI+ gu(@) = 1+ g1(@)) - - (14 gog(2)) exp(S())

n=1

y la convergencia es uniforme en X. Al ser exp(S) no nula en X deducimos que f(z) =0
si, y s6lo si, 1 + g,(z) = 0 para algin n € {1,...,ng}. ]

2.3. Convergencia sobre el espacio H(U)

Para finalizar este capitulo, estudiaremos un resultado clave, que establece en qué condi-
ciones podemos garantizar que el producto infinito de una sucesion de funciones holomor-
fas en un abierto converge hacia una funciéon holomorfa en dicho abierto. Esta cuestion
realmente atane a la completitud del espacio de funciones holomorfas en un abierto. Pre-
viamente, debemos establecer algunas nociones elementales sobre estos espacios.
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2.3.1. Topologia de la convergencia uniforme sobre los compac-
tos

Como venimos haciendo durante todo el trabajo, en esta seccién trabajamos sobre el
cuerpo C de los nimeros complejos, dotado de su topologia usual generada por la norma
euclidea.

Sea U un abierto de C. Denotamos por C(U) el conjunto de las funciones continuas de U
en C. Es bien conocido que C(U) tiene estructura de espacio vectorial sobre C. Ademas,
de manera natural, podemos dotar a este conjunto de una topologia para la cual las
sucesiones convergentes son aquellas que convergen uniformemente sobre cada compacto
K C U. Esta topologia recibe el nombre de la topologia de la convergencia uniforme sobre
los compactos o topologia compacta-abierta.

Consideramos ahora el conjunto
HU)={f€C(U): f es holomorfa en U}

De nuevo, las propiedades de la suma y el producto por escalares de las funciones holo-
morfas permiten deducir que H(U) es un subespacio vectorial de C(U).

Recordemos ahora el teorema de Weierstrass, estudiado durante el grado. Ver [3], p. 30]

Teorema 2.3.1. (Teorema de Weierstrass). Sean U un abierto del plano complejo y
{fn}55, una sucesién de funciones holomorfas en U que converge uniformemente en los
compactos de U hacia una funcién f. Entonces f es holomorfa en U. Ademas, para cada
k € N la sucesion { fflk)};’f:l converge uniformemente en los compactos de U hacia f*).

El teorema de Weierstrass establece la completitud del espacio métrico H(U) con la to-
pologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos compactos.

2.3.2. Convergencia de un producto infinito en H(U)

Teorema 2.3.2. Sea U un subconjunto abierto del plano complejo. Sea {f,}32; una
sucesién de funciones en H(U) con f, no idénticamente nula para cada n € N. Si la serie

funcional
oo

D (falz) = 1)

n=1

converge de manera uniforme y absoluta en los subconjuntos compactos de U entonces el

producto
H fa(2)
n=1

converge en H(U) hacia una funcién f holomorfa en U. Ademaés, si a € U es un cero de
la funcién f, entonces a es un cero de un numero finito de funciones f,, y la multiplicidad
de a como cero de f es la suma de las multiplicidades de a como cero de las f,,.

Demostracion. Sea g, = f, — 1 para n > 1. Por hipétesis, la serie funcional > 7 | g, (2)
converge uniformemente y absolutamente en los subconjuntos compactos de U. Aplicando
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el teorema se sigue que el producto infinito [[° (1 4 g,(2)) converge absoluta y
uniformemente en los subconjuntos compactos de U. De la completitud de H(U) con la
topologia de la convergencia uniforme sobre los compactos, concluimos que el producto
[1,-,(14 gn(2)) converge en H(U) hacia una funcién f holomorfa en U.

Probemos ahora la segunda parte. Supongamos que a es un cero de f. Existe r > 0 tal
que B(a,r) C U. Esta bola cerrada es un subconjunto compacto de U y en particular es
un espacio métrico compacto. Aplicando el teorema deducimos que existe ng € N
con

f(2) = fi(z) - - fag(2)0(2),

donde ¢(2) es una funcién holomorfa y no nula en B(a,r). Por lo tanto f(a) = 0 si y solo
si existe n € {1,...,n09} con f,(a) = 0y si a tiene multiplicidad m(f,a) como cero de f
entonces

m(f,a) = m(fa,a)

donde m(f,,a) denota la multiplicidad de a como cero de f,,. ]

Definicién 2.3.3. Sean U un abierto de C y f una funcién holomorfa en U y no iden-
ticamente nula. Si Uy = U \ {z € U : f(z) = 0} la funcién definida en Uy por f'/f se

denomina derivada logaritmica de f.

Para el caso de los productos finitos de funciones holomorfas en U, f = f;- fo--- f,,, donde
fi € H(U) para cada i = 1,2,...,n, se tiene la siguiente regla para calcular su derivada
logaritmica

fFoh b fn
PRt Rt (2.3.1)

pues utilizando la férmula de la derivada del producto,

Fo L) (ff f) ot (i fo )

/ / !/
—£+é+m+i

~ Ji
f (Tl /) Ji fa — fo A fn

El siguiente lema se introducira una regla andloga a la anterior para el caso de un producto
infinito de funciones holomorfas en U. Para la prueba de este teorema es de utilidad recor-
dar algunas propiedades de la convergencia uniforme de sucesiones de funciones estudiadas
durante el Grado. Consultar [8, p. 299] y [1, p. 302]

Proposicién 2.3.4. Sean X un conjunto no vacio y {f,}52, una sucesién de funciones
complejas en X. Si la sucesion {f,}22; es de funciones acotadas en X y es uniformemen-
te convergente, entonces el limite puntual f es una funciéon acotada y la sucesion estd
uniformemente acotada.

Proposicién 2.3.5. Sean {f,}>°, v {g.}>>, dos sucesiones de funciones en un mismo
conjunto X, que convergen uniformemente en X hacia las funciones f y g, respectivamen-
te.

1. La sucesién {f, + ¢,}5°°, converge uniformemente hacia f + g en X.
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1. Si, ademas, ambas sucesiones estan uniformemente acotadas en X, entonces la su-
cesion { f,gn}o2, converge uniformemente hacia fg en X.

Teorema 2.3.6. Sean U un abierto del plano complejo y {f,}52; una sucesién de fun-
ciones no idénticamente nulas del espacio #(U). Supongamos que [[>2, f, converge en
H(U) hacia una funcién f. Entonces

[ he)
5 —; X6l f(z) #0,

y la convergencia es uniforme en los subconjuntos compactos de U que no contienen ceros

de f.

Demostracion. Consideremos la sucesiéon de productos parciales {P,}°, del producto

[~ f» dada por
Py(z) =[] fe(2), z€U.
k=1

Sea K un subconjunto compacto de U que no contiene ceros de f. Por hipdtesis, la
sucesion de productos parciales {P,}52, converge uniformemente hacia f en K. De la
segunda parte del teorema de Weierstrass (teorema2.3.1)) se sigue que la sucesién { P!}
converge uniformemente hacia f’ en K. Consideramos ahora la sucesién {1/F,}2,. Esta
es una sucesiéon de funciones bien definidas y holomorfas en K, pues {P,}22, lo es y por
hipétesis este conjunto no contiene ceros de f. Veamos ahora que esta sucesiéon converge
uniformemente hacia 1/f en K. Por hipdtesis, f(z) # 0 en K. Por la continuidad de f
en K, existe § > 0 tal que |f(z)| > d para cada z € K. Por la convergencia uniforme de
{P,}5°, hacia f en K, se deduce que existe ng € N tal que |P,(z) — f(z)| < §/2 para
cada n > ng. Aplicando la desigualdad triangular inversa,

[Pa(2)] = |£(2) = (f(2) = Pul2))| < [IF ()] = |£(2) = Pa(2)]]

2> P2~ 1) 2 1B~ O] 02 o,

luego | P, (2)| > /2 para cada n > ny. En consecuencia, el cociente 1/ P, esta bien definido
para cadan > ngen Ky

_ PR = G [Palz) — (=
| P (2) f(2)] [P (2)]£(2)

De la convergencia uniforme de {P,}22 | hacia f en K se sigue la de {1/P,}22, hacia 1/f
en K.

1 1

Pu(z)  f(2)

T|<%|Pn(z)—f(z)|, n>ny, z¢€K.

Por otro lado, al ser las sucesiones {1/P,}>2, y {P,}>°, de funciones holomorfas, luego
continuas en el abierto U, y ser el conjunto K C U compacto, ambas sucesiones son de
funciones acotadas en K. Ademds, ambas sucesiones convergen uniformemente hacia 1/ f
y f' respectivamente en dicho conjunto. En virtud de la proposicién las funciones
limite, 1/f y f’ son acotadas y ambas sucesiones estan uniformemente acotadas en K.
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Por tanto, tenemos que {P.}>° , v {1/P,}32, son dos sucesiones que convergen uniforme-
mente en K hacia f' y 1/f respectivamente y estdn uniformemente acotadas en K. Apli-
cando la proposicion apartado II, se deduce que el producto de ambas, {P//P,}>,
converge uniformemente en K hacia P'/P.

Utilizando ahora la regla (2.3.1)) para el calculo de la regla de la derivada logaritmica de
P,, se tiene que

P A6
P 2 FF

lo que concluye la demostracion. O
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Capitulo 3

El teorema de factorizacion de
Welerstrass.

Este capitulo esta dedicado al primero de los dos teoremas de factorizacion que estu-
diaremos en este trabajo: el teorema de factorizacién de Weierstrass. Este teorema nos
proporciona una factorizacion de una funcion entera a partir del conocimiento de sus ceros.
Ademas, en parte final del capitulo daremos respuesta completa a la pregunta de la intro-
duccién del trabajo sobre la construccion de funciones holomorfas en un abierto con ceros
predeterminados. Para la redaccién de este capitulo, hemos seguido fundamentalmente [3],
p. 168-175].

3.1. Factores elementales

Definicién 3.1.1. Llamaremos factor elemental a cada una de las siguientes funciones
complejas £, : C — C definidas para p = 0,1, 2... por

Eo(2) =1-z;

Estas funciones fueron introducidas por Weierstrass y jugaran un papel fundamental en
el teorema de factorizacion que deseamos demostrar.

Notacién. Llamaremos factor elemental p-ésimo a la funcién E,.
A continuacién destacaremos las principales propiedades de estos factores elementales.
Observaciéon 3.1.2. (Propiedades de los factores elementales).

I. Cada factor elemental £, es una funcién entera.

1. Fijado a € C, para cada p =0, 1,2... la funcién E,(z/a) presenta un cero simple en
el punto zp = a y no tiene ningiin otro cero.
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Efectivamente,
5(3)-1-
a a

tiene un cero simple en zy = a. Por otro lado, como

z\2 Z)\p
Ep<§> = E()(g) exp <§ +%+ ot (C;)) )717: 1727"'

deducimos, gracias a que la exponencial es no nula en C, que el factor £, presenta
un cero simple en 2z, = a.

En particular, la funcién E,(z) presenta un cero simple en z, = 1 para cada p =
0,1,2...

De las dos observaciones anteriores seguimos que si U es un abierto del plano complejo
con zg = a € Uy tomamos b € C\ U entonces la funciéon E,((z —a)/(z — b)) es holomorfa
en U y presenta un cero simple en zg = a.

3.2. Resultados previos al teorema de factorizacion

Lema 3.2.1. Sean z € C con |z| < 1y p € NU{0}. Entonces |1 — E,(z)| < |z[P*!. En
particular, si |z| < 1 se tiene que E,(z) — 1 cuando p — 0.

Demostracion. Supongamos primero que p = 0. Tenemos entonces que Ey(z) = 1 — z por
lo que |1 — Ey(2)| = |1 — (1 — 2)| = |z], lo que resulta valido para z € C y en particular
para |z| < 1.

Fijado ahora p > 1, el factor elemental E, es una funcién entera, es decir, es analitica en
todo el plano complejo C y en particular lo es en el punto zy = 0. Por lo tanto podemos
representar la funcién £, por su desarrollo en serie de potencias centrado en zy = 0, cuyo
radio de convergencia serd infinito por ser £, una funcién entera.

Sea entonces E,(z) = 1+ >~ axz®, 2 € C, el desarrollo en serie de potencias de la
funcién E,.

Derivando ahora la funcién £, y su desarrollo en serie de potencias llegamos a dos ex-
presiones para la derivada de E,, una en forma de serie de potencias y otra en forma
de funcién compleja analitica. Por supuesto, estas dos expresiones tienen que ser iguales

puesto que E, coincide con su desarrollo en serie de potencias en todo C y es entera.

Efectivamente, por un lado tenemos que
o

E(2) = Z kapz"™', 2 €C,
k=1
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y por otro que

, 2? 2P 22 2P .
B (z) = —exp z—i—;—i—...—l—; + (1 —2z)exp z+§—i—...+; (I4+z+...+2P7)
22 2P 22 2P
=—explz+—+..+—|+explz+—=+..+— (1 -2
2 p 2 p
p

2
= —zPexp (z—l—z——l—...—i-z—), z € C,
2 p

e igualando las dos expresiones anteriores llegamos a que

o0 2 P
= X:k;a/z@z’“*1 = —2Pexp (z + 5 4o+ > z € C, (3.2.1)
p
k=1

de donde se deducen las siguientes propiedades sobre los coeficientes del desarrollo ay:

En primer lugar, a; = ... = a, = 0 pues E/(z) es el producto de la funcién
2 P
z)=¢e 2=+ =
dp(2) Xp 9 D

y el término (—2P) por lo que el desarrollo en serie de potencias de E(2) es el producto de
los desarrollos de ambas funciones, luego todos sus términos seran de grado mayor o igual
que p. Puesto que esta serie también se puede obtener derivando el desarrollo en serie de
potencias de Ej,, se sigue que en el desarrollo de £, no aparecen términos de grado menor
que p + 1, salvo el término independiente, E,(0) = 1.

En segundo lugar, notemos que en el desarrollo en serie de potencias de la funcion

2 P
¢p(2) = exp (z+5+ -+ p)

todos los coeficientes son positivos. En efecto, este se obtiene componiendo el desarrollo
en serie de potencias de la funcién exponencial

= 1
ex —
p(2) =) 2 C,

k=0

que tiene coeficientes positivos, con el polinomio de grado p
22 2P
Pz)=z+>=+.+4=, zeC.
(2) ==z 5 5 z

De la igualdad (3.2.1)) se deduce que a; < 0 para cada k > p + 1.
De las dos propiedades de los coeficientes de la serie de potencias de E), obtenidas ante-

riormente, se deduce que
‘ak| = —Aag,
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para cada k =1,2... y
—1+Zak2—1+2akz z € C.
k=p+1

Evaluando ahora la funcién y su desarrollo en serie de potencias en el punto z = 1 e
igualando ambas expresiones, tenemos que

0=E,0) =1+ Y a
k=p+1
de donde se sigue que
D lal= 3 (== > a=1
k=p+1 k=p+1 k=p+1

Por tanto, si imponemos que |z| < 1 podemos establecer la acotacién buscada de la
siguiente forma:

oo
< P2 Y el = (2

k=p+1

oo
§ akzkfpfl

k=p+1

Bo(2)— 1] = = |2

E akz

k=p+1

para cada z € B(0, 1).

Por tltimo, si suponemos que |z| < 1 utilizando la acotacién anterior llegamos a que
0 <|Ep(z) — 1| < |z|PH!, y al ser |z| < 1 se verifica que |z[P™" — 0 si p — oo, por lo que
podemos utilizar el criterio del sandwich para deducir que lim, ,,, E,(z) = 1. O

Observacion 3.2.2. También se puede probar la ultima parte del lema anterior de la
siguiente forma: si |z| < 1, utilizando el desarrollo en serie de potencias de la funcién

o

-1
log(l—2) = Z ?z”, z € B(0,1),

p=1

donde se ha tomado la determinacion principal del logaritmo complejo, tenemos que
E,(z) = (1 —z)exp(—log(l — 2)) =1, =ze€ B(0,1),

cuando p — oo.

Nuestro objetivo ahora serd, utilizando los factores elementales que han sido introducidos
en este capitulo, dar respuesta a la pregunta de la introduccion del trabajo sobre la
construccién de una funcién de una funcién holomorfa en un abierto U con sus ceros y
las multiplicidades de estos preestablecidos, en el caso particular en el que U = C.

Observacion 3.2.3. Antes de abordar este problema, debemos aclarar que tanto en el
caso U = C como en el caso en el que U sea un abierto arbitrario de C, es suficiente con
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considerar el caso en el que el conjunto de los ceros de f, Z(f), es a lo sumo numerable.
Efectivamente, si Z(f) fuese no numerable, escribiendo

c= B,
n=1

se deduce que existe un ng € N tal que f tendra infinitos ceros en el conjunto compacto
B(0,n). Por tanto, Z(f) tiene un punto de acumulacién finito, lo que contradice el prin-
cipio de los ceros aislados. En consecuencia, es suficiente con dar respuesta a la siguiente
cuestién: sea U un abierto del plano complejo y sean {z,}52 ; una sucesién de puntos de
U sin puntos de acumulacién en U y {m,,}>; una sucesién de nimeros naturales; jexiste
una funcion f holomorfa en U tal que sus tinicos ceros se encuentran en los puntos z, y
la multiplicidad de cada z, como cero de f venga dada por el término m,,”

Teorema 3.2.4. Sea {z,}°°, una sucesién de elementos no nulos de C verificando que
limy, o0 |2n]| = 00. Si {pn}2, es una sucesién de enteros no negativos tales que la serie

i (ﬁ) n (3.2.2)

n=1

es convergente para cada r > 0, entonces el producto infinito

i z
11 2. <—) 7
z
n=1 n
converge hacia una funcién entera f. Esta funcién satisface que f(z) = 0 si, y sdlo si,

z = z, para algin n > 1. Aun mas, si el punto zy aparece exactamente m veces en la
sucesion {z,}5°, entonces f tiene un cero en zy de multiplicidad m.

Demostracion. Sea r > 0. Por hipétesis lim,, ., |2,| = 0o por lo que existe ng € N tal que
|zn| > r para cada n > ng. Por tanto, si z € B(0,7) se tiene que |z|/|z,| < 1 para cada
n > ng lo que nos sittia en condiciones de aplicar el lema y deducir que

pn+1 pn+1
z z r
Zn Zn |2n]
Por tanto, los términos de la serie
- z
Zn
n=ng

estdn mayorados por los términos de la serie convergente (3.2.2) en la bola compacta
B(0,r), por lo que converge normalmente en dicha bola. De la arbitrariedad de r se sigue

que la serie
- z
> (-5 (2))

n=1
converge normalmente en los subconjuntos compactos de C, por lo que converge de forma
absoluta y uniforme en los subconjuntos compactos de C. Aplicando el teorema se

deduce que el producto infinito
= z
[I5.(Z)
n=1
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converge en H(C) hacia una funcién entera f, y que si z; es un cero de f, entonces su
multiplicidad coincide con la suma de las multiplicidades de z; como cero de las funciones
E,, (z/z). Sabemos que esta multiplicidad es 1 para cada n € N, luego el orden de z
como cero de f es el nimero de veces que aparece z en la sucesién {z,}22 ;. Por tanto,
para que 2y sea un cero de f es condicién necesaria y suficiente que zg pertenezca al rango
de la sucesién {z,}22,. O

Observacién 3.2.5. 1. La condicién sobre la sucesién {z,}22, de que lim, . |2,| =

II.

III.

oo impuesta en las hipdtesis del teorema anterior implica que no hay ningin término
de la sucesién que se repita infinitas veces y que la sucesién {z,}°°; no tiene puntos
de acumulacion en C.

Siempre se pueden encontrar sucesiones de enteros no negativos {p, 52, que cum-
plan la hipdtesis del enunciado del teorema anterior. Basta tomar como
ejemplo la sucesién de enteros no negativos dada por p, = n — 1 para n > 1. Efecti-
vamente, fijado r > 0 al darse que lim,, ., |2,| = 0o se deduce que existe un ny € N
tal que |z,| > 2r para cada n > ng, por tanto,

r - 1 >
o — n n
| | 27 = 140,

por lo que la serie de términos positivos

2 -2 )
—n |2l A 20l )
=ng n=ng

estd mayorada por la serie Z;’o:no 1/2™, la cual sabemos que converge Por tanto, por
T

|2n]

el criterio de comparacién para series, la serie y -, ( )n converge.

Pese a que se puedan construir otras sucesiones de enteros no negativos {p,}>,
cumpliendo la hipdtesis del teorema elegir la sucesion de enteros no
negativos méas simple posible resulta ventajoso, como veremos, a la hora de repre-
sentar una funcién como producto de factores elementales, pues cuanto menor sea
el término p, més simple serd el factor elemental £, . En este aspecto, en algunas
ocasiones se puede simplificar ain mds la sucesién de enteros no negativos {p,}>°,
cumpliendo la hipdtesis , como veremos en la siguiente observacion.

(Productos canédnicos). Consultar [10, p. 294-295] y [2, p. 143]. Si la sucesién
{zn}5°, verifica que |z,| crece lo suficientemente réapido (condicién un poco abstracta
asi enunciada pero que mas adelante aclararemos completamente), podemos elegir
una sucesiéon de enteros no negativos {p,}52, verificando la propiedad (3.2.2)) y
constante. Esto es de gran interés, pues si ademas elegimos p, = p, siendo p el
entero mas pequeno posible verificando que la serie

io: ( 1 >P+1

n=1 ’Zn’

converge, en este caso el pI'OdllCtO
n=1 n
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Iv.

se escribird como
d z
| | E, (—)
z
n=1 n

con el factor elemental E,(z/z,) lo méas simple posible. A este producto infinito
resultante se le denomina producto candnico asociado a {z,}5° ;.

Como ejemplo de lo anterior, veamos que si la sucesion {z,}°°, verifica que la serie
o 1 . . o 2

>y 1] converge, (como, por ejemplo, si |z,| = n* para cada n € N) entonces
0 r 3 3 4 o

>y 12] converge para cada r > 0y es suficiente con tomar como sucesién {p, }>2 ,

la sucesién constante igual a 0, y el producto candnico asociado a {z,}7, serd

entonces
it z = z
Ia(2)-1(-)

n=1

oo 1

ne1 Tor] diverge, pero la serie

Si ahora la sucesion {z,}°°, es tal que la serie >
o0 1 . . .

>l m,F converge (como por ejemplo si |z,| = n para cada n € N), podemos

tomar como {p, }°°, la sucesién constante igual a 1 y el producto canénico asociado

a {zn}i2, es
5 (2) =11 (- 2)en ()

n=1

Sin embargo, no siempre es posible hallar el producto canénico de una sucesion de
nimeros complejos. Por ejemplo, si {z,}22, es tal que |z,| = In(n) para cada n > 2

entonces la serie
oo 1 p+1 0 1 p+1
> (1) =2 (o)

n=2 2

diverge para cada p € NU {0}, pues se trata de una serie de Bertrand (esto es, una
serie de la forma Y>>, 1/n%In(n)?) de exponente a = 0. Por lo tanto, no es posible
tomar una sucesion constante cumpliendo la propiedad . Concluimos que no
existe el producto canénico de la sucesion {z,}2,.

En el cuarto capitulo de este trabajo estableceremos exactamente en que condiciones
existe el producto candnico de una sucesién {z,}°°,, para lo que nos hara falta
introducir un nuevo concepto: el exponente de convergencia de una sucesion.

Aunque en el enunciado del teorema se haya supuesto que la sucesion {z,}°°
sea de términos no nulos, este teorema resuelve igualmente el problema de la cons-
truccién de una funcién entera con ceros y multiplicidades de estos ceros predeter-
minados, incluso en el caso de que uno de estos ceros sea el origen. Efectivamente,
si la funcién f ha de tener como cero al origen con multiplicidad m, la funcién
©(z) = 2mf(2), donde f es la funcién obtenida aplicando el teorema a la su-
cesién de ceros no nulos {z,}5%,, es entera y cumple con las condiciones requeridas
sobre sus ceros.
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3.3. El teorema de factorizacion de Weierstrass

Llegamos ahora a uno de los objetivos clave de este trabajo. El teorema de factorizacion
de Weierstrass.

Notacién. Denotamos por {z,}, a un conjunto a lo sumo numerable de nimeros com-
plejos. Este conjunto puede ser finito, en cuyo caso tendrda n elementos y {z,}, =
{z1, 29, ..., Z2n }, 0 puede tratarse de un conjunto con una infinidad numerable de elementos,
en cuyo caso {z,}, serd una sucesién {z,}22 ;. En ambos casos, podemos definir el pro-
ducto de los elementos del conjunto. En el primer caso, serda un producto de una cantidad
finita de términos, [[,_, 2z vy en el segundo caso, se tratard de un producto infinito de
nimeros complejos [[°7; 2.

Cuando no se especifique si {z,}, es finito o infinito denotaremos el producto de los
elementos del conjunto por [, zn.

Teorema 3.3.1. (Teorema de factorizacién de Weierstrass). Sea f una funcién
entera no idénticamente nula y sean {z,}, los ceros no nulos de f repetidos de acuerdo
con sus multiplicidades. Supongamos que f tiene un cero en el origen de orden m > 0.
En estas condiciones, existen una funcién entera g y un conjunto de enteros no negativos

{pn}n tales que
— D TTE (2 )
7)== T ()

Demostracion. Supongamos primero que {z,}, es un conjunto finito. Como hemos su-
puesto que los ceros no nulos de f aparecen repetidos en el conjunto {z,}, de acuerdo a
su multiplicidades como ceros de f, la funcion f puede ser escrita como

f(z)=2"(z—2z1) - (2 —2z,)h(2), ze€C,

donde h es una funcién entera que no se anula en ningtin punto de C.

Por un lado, z — z; = (1 - Z%) (—zi) = Ey (i) (—2) para cada i € {1,...,n}.

Por otro lado, al ser A una funcién entera, que no se anula en ningtin punto de C, admite
logaritmo analitico en C, lo que significa que existe una funcién entera gy tal que h(z) =

e9(?) para cada z € C.

Por tanto, f se puede escribir como
f(Z) — Zm(Z _ Zl) . (z — Zn)h(z) — Zmego(z) HEO (Zi) (—zl) (3,3,1)
i=1 i

Como hemos supuesto que z; aparece repetido en la secuencia {z,}, de acuerdo con su
multiplicidad como cero de f, cada factor Ey(z/z;) se repetird en el producto tantas
veces como z; se repita en {z,},, es decir, su multiplicidad. Al ser —z; # 0 para cada
i € {1,...,n}, se sigue que el producto de todos estos factores, (—1)" []', z; = w, serd un
nimero complejo no nulo, por lo que tiene sentido considerar log(w). Si ahora escribimos
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g(z) = log(w) + go(2), la expresion ([3.3.1)) se escribird como

- e T (2)
i=1 !

lo que concluye la prueba del teorema en el caso finito.

Supongamos ahora que {z,}, = {2,}52, es una sucesién, es decir, los ceros no nulos de
f son infinitos. Al ser f no idénticamente nula, del teorema de los ceros aislados se sigue
que la sucesién de sus ceros distintos del origen {z,}>° ; cumple que lim,,_, |z,| = 0o, por
tanto, de acuerdo con el teorema y la observacién [3.2.5 apartados II y IV, podemos
elegir una sucesién de enteros no negativos {p, }>°; de forma que la funcién entera

h(z) :sz[lE(i>

tenga los mismos ceros que f y con las mismas multiplicidades. De esto se sigue que el
cociente entre ambas funciones f/h es una nueva funcién compleja que presenta singula-
ridades evitables en los puntos z = 0, z1, 29, ... Por tanto, f/h es (o puede ser extendida
a) una funcién entera sin ceros en todo el plano complejo, al ser C simplemente conexo,
se sigue que esta nueva funcion admite logaritmo analitico en todo C, es decir, existe una
funcion entera g tal que

f(2) — 92

h(z)

y despejando de la igualdad anterior,

— ()9 = smes TT B (2 C.
f(z) (2)e 2zMe g A2 ) z €

3.3.1. Factorizacién de la funcién sin(7wz)

Veamos ahora un ejemplo clasico del uso del teorema de factorizacién de Weierstrass,
utilizandolo para factorizar la funcién f(z) = sin(rz).

Notacién. Denotamos por {z,}, a un conjunto a lo sumo numerable de nimeros com-
plejos. Indicamos por
1] =

n#0
el producto de todos los elementos del conjunto salvo el elemento correspondiente al indice
n = 0.

De la misma forma, indicamos por

>

n#0
la suma de todos los elementos del conjunto salvo el elemento correspondiente al indice
n = 0.
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El siguiente teorema, estudiado en el Grado, proporciona una férmula para el calculo de
series, basada en el teorema de los residuos. Para su demostracion, se puede consultar [7]
p. 330-334].

Teorema 3.3.2. (Férmula de sumacién). Sea f una funcién holomorfa en C salvo
en un conjunto finito de singularidades aisladas, S = {ay, as, ..., a,, }. Supongamos que
existen R, M > 0 tales que

M
If(Z)Iém si |z[ = R.

Entonces se tiene la siguiente formula de sumacion:
lim Z f(n)=—=w Z Res(cot(mz) f(2), a;).

N—o0 -
n€Z\S,|n|<N J=1

Lema 3.3.3. Se verifica la igualdad

Demostracion. Para probar la igualdad del enunciado vamos a utilizar la formula de
sumacion [3.3.2] introducida previamente. Sea z € C\ Z. Consideremos la funcién

flw)= —2— weC\{0,z2).

(z —w)w

Esta funcién es holomorfa en C salvo en sus dos singularidades aisladas, z y 0. Si |z]| = M,
entonces, tomando R = M + 1 se tiene que
1 |z 1 M M

, st |w| > R.

wllz] = [wl]  [w] |M — fw]] = |wl

Por tanto, estamos en condiciones de aplicar la formula de sumacion y establecer
que

]&gr(l)o Z f(n) = —m(Res(cot(mw) f(w), z) + Res(cot(mw) f(w), 0). (3.3.2)
n=—N,n#0

Veamos que a partir de esta igualdad podemos deducir la del enunciado. Por un lado,
para cada n € N se tiene que

f(n):(z—zn)n:zin+% Y f(_n):(z—i—jz)n:zin_%’
por tanto,
, al 1 1 &1 & 2
]&Lf%on:_%ﬂf@)‘;(z_n*;)*;(Hn—;)‘;m’
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para cada z € C\ Z.

Por otro lado, calculemos los residuos que aparecen en la igualdad (3.3.2)). La funcién

B _ zcot(mw)
@b(w) - COt(?T’lU)f(’lU) - U)(Z . ’LU)
presenta un polo simple en el punto z, luego,
t
Res(, z) = _zeot{mw) = — cot(7z).
w w==z

Sin embargo, la singularidad de v en el origen se trata de un polo de orden 2. Para calcular
Res(#,0), obtendremos la parte singular del desarrollo de Laurent de 1 en torno al origen,
el cual hallaremos calculando el producto de Cauchy de los desarrollos de Laurent de la
funcién cotangente y la funcién f(w) = (z/(z — w)w) en el punto 0.

En primer lugar, el desarrollo de Laurent de f(w) = (z/(z — w)w) en torno al origen se
obtiene descomponiendo la funcién anterior en fracciones simples y utilizando la férmula
de la suma de la serie geométrica de razén w/z.

e} n

z 1 1 1 w
fd pr— _— = _, O < < 9
J(w) (z—ww z—w N woow N Z Zntl [l < 2]

n=0

luego la parte residual del desarrollo es 1/w.

Para calcular el desarrollo de Laurent de cot(mw) en torno al origen debemos tener en
cuenta que dicha funcién presenta un polo simple en cada entero, en particular, la parte
residual de su desarrollo de Laurent en torno al origen constard de un tnico término, por
lo que el desarrollo sera de la forma

1 [e.e]
t =a_1— A", € B*(0,1).
cot(mw) alw—i-Zaw w (0,1)

n=0
Recordemos ademas que esta funcién se define mediante el cociente

cos(mw)

cot(mw) = , weC\Z,

sin(mw)

por lo que
cot(mw) sin(mw) = cos(mw), w € C,

e igualando sus desarrollos de Laurent (que en el caso del seno y el coseno coinciden con
sus desarrollos de Taylor), se tiene que

n=0

Desarrollando ambas expresiones,
1

1 I 5345, 1 55 _ [ 4, 4
(ala—l—aojtalw—i—...)(ﬂw—gﬂw —|—§7Tw — ... = 1—§7rw —i—ﬂﬂw — o,
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si 0 < |w| < 1. Haciendo el producto de los tres primeros términos del desarrollo de la
cotangente y el desarrollo del seno e igualandoles a los tres primeros términos del desarrollo
del coseno se sigue que a_; = 1/m, ay = 0, a3 = —n/3. En consecuencia, el desarrollo
Laurent de cot(mw) tiene la forma

cot(rw) = — — — + Y a,w”, we B*(0,1).

Finalmente, tomando r = min{1, |z|} y calculando el producto de Cauchy de los desarro-
llos de Laurent de f y cot(mw), se tiene que

1 W 1 >

1 1 w 1
#(Uﬂ:: ('__ —'Ti——F.n) (&;%-;<+-;§-+.“) =—+—+ Cnﬂﬂﬂ 0< MU‘<:ﬁ

W Tw?  mwrw
n=0

En consecuencia, la parte residual del producto de Cauchy de ambos desarrollos resulta
1 1

2 )
Tw TZW

y Res(1,0) = 1/7z. Por lo tanto,

i 22 7 cot(mz) !
2 _ 2 T
L z?—n z

como queriamos demostrar. O

Empecemos con la factorizaciéon de la funcién seno. Los ceros de la funcién sin(7wz) se
encuentran en los nimeros enteros y cada entero es un cero simple de sin(7z).

La funcién f(z) = sin(7z) es una funcién entera no idénticamente nula y Z \ {0} es el
conjunto de ceros no nulos de f. Ademas, f presenta un cero simple en el origen. Por
el teorema de factorizacion de Weierstrass, existen una funcién entera g y una sucesion
{pn}:2, de enteros no negativos tales que

f(2) = sin(7z) = ze9® H E,, (i>, (3.3.3)
n#0 “n
donde z, = n, n € Z. Puesto que

OESACH IS0

n#0 n=1

2 .
es convergente, por serlo Y > (%) , la serie

n#0

es convergente para cada r > 0. Por tanto, podemos tomar la sucesién de enteros no
negativos {p,}°°, constante igual a 1, satisfaciendo asi la hipdtesis (3.2.2]) del teorema

y escribir

sin(rz) = zed H E; (i> = ze9) H (1 — E) e/,
z n

n#0 n n#0
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De acuerdo con la observacién hemos tomado el producto canénico de la sucesiéon
de los nimeros enteros.

Reordenando los términos del producto anterior se sigue que

sin(nz) = ze9%) ﬁ (1 — n—Z) (3.3.4)

n=1

para alguna funcion entera g.
Nuestro objetivo ahora serd encontrar la expresién analitica de la funcién g.

En primer lugar, sea

Calculando f’(z) = mcos(nz) y utilizando la féormula

cos(mz)
sin(7z)’

cot(mz) = z € C\Z,

se tiene que

f(z)  e9g()PE) + 9P ()

fo - eore YOy
(

Calculemos ahora la expresién de P’(z)/P(z): consideramos la sucesién de funciones en-
teras { P, }>2, dada por

meot(mz) = (3.3.5)

P()=2 Puz)=1-15 n>1
La serie funcional
oo o 2
z
(P -)=(z-1)=) =
n=0 n=1 n

converge normalmente sobre los subconjuntos compactos de C, luego converge uniforme-
mente y absolutamente sobre dichos subconjuntos. Por tanto, aplicando el teorema [2.3.2

se sigue que el producto
[[F.() =+ H (1 - _)
n=0

converge uniformemente sobre los compactos de C hacia su funcién limite P(z), y que esta
funcion P es entera. Esto nos sitia en condiciones de utilizar el teorema y deducir

que
WIS WL

siendo la convergencia uniforme en los subconjuntos compactos de C \ Z.

Sustituyendo ahora el término P’(z)/P(z) en la igualdad (3.3.5) por la expresién que
acabamos de obtener se tiene que

1 ~— 22
FCOt(WZ):g/(Z)—F;"—Zm, ZEC\Z.
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Sin embargo, por el lema [3.3.3] se tiene que
7 cot(mz) :—+ZZ2 ot z € C\Z,

por lo que necesariamente ¢'(z) = 0 para cada z € C\ Z y al ser C\ Z denso en C se
sigue que la funcién ¢’(z) = 0 en C. Concluimos que g es constante en C.

Sea entonces ¢g(z) = a, con a € C constante. Sustituyendo en la igualdad ([3.3.4) llegamos
a que la factorizacién tiene la forma:

0 2
sin(mz) = ze® | | (1— 2—2), z e C.
n

n=1

Por tanto, para 0 < |z| < 1, se tiene que

llegando asi a la factorizacién de la funcién sin(wz).

La representacién de una funciéon como un producto infinito es interesante puesto que
resulta ventajosa en algunas ocasiones. Como ejemplo, veamos la utilidad de la represen-
tacion de la funcién sin(rz) como producto infinito para demostrar la famosa férmula de
Wallis.

Proposicién 3.3.4. (Férmula de Wallis). Se verifica la igualdad

22-42---(2n)2 2 2 4 46 6
llm — T T T Tt T T e e e e e —
nvoo 132 (2n—12(2n+1) 1 3 3 5 5 7

(3.3.6)

bo| 3

Demostracion. Notemos que se cumple la igualdad

22.42 ... (2n)? " 2k s 2n 2n
1i 1 . .
nboe 1-32- - (2n — 1)2(2n + 1) nllﬁlon(qu 2k+1) 1_[1(271—1 2n—|—1)
En primer lugar, tomando el desarrollo de la funcién sin(7z) como producto infinito y
sustituyendo en z = 1/2 se tiene que

= 1
1:%1‘[(1—4—712),

n=1

despejando de la desigualdad anterior, se sigue que el producto [[), (1 412) converge
hacia 2/7. Es facil ver que si un producto [[ 7, 2, es convergente hacia un valor Z # 0,
entonces el producto [[ 7, 1/, converge hacia 1/Z. En consecuencia, el producto

ﬁ (1 . ﬁ)_l - ﬁ <4ni”i 1). (3.3.7)

n=1 n=1
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converge hacia 7/2. Analizando ahora el limite del enunciado, notemos que se cumple la
igualdad

22.42...(2n)? - 2k 2k - 4Kk?
i oy _ ey AR
nooo 1-32 - (2n — 1)2(2n + 1) nLHSOH(Qk—1 2k+1) nEEokl_[l(zlkZ—l)’

pero la sucesion {p,}>2; dada por

" Ak?
pn—g(m)a n €N,

no es otra que la sucesién de productos parciales del producto infinito (3.3.7)), por lo que

> 4k? ~r [ 4n? T
Ii - .
nggog(zug?—l) H<4n2—1) 2

]

3.4. Construcciéon de una funcién holomorfa en un
abierto con ceros predeterminados.

El siguiente teorema, utilizando la nocién de convergencia en H(U), resuelve de forma
definitiva el problema de la construccién de una funcién holomorfa en un abierto del
plano complejo U con ceros y multiplicidades de dichos ceros predeterminados. Como en
el resto del capitulo, el texto de referencia para esta prueba serd [0, p. 170-173].

Teorema 3.4.1. Sean U un abierto del plano complejo y {a,, }22 ; una sucesién de puntos
de U distintos entre si y sin puntos de acumulacién en U, y sea {m,}2, una sucesién
de ntmeros naturales. Existe una funcion f holomorfa en U tal que sus tnicos ceros se
encuentran en los puntos a,, y la multiplicidad de cada a,, como cero de f viene dada por
el término m,,.

Demostracion. En primer lugar, veamos que es suficiente demostrar el resultado para el
caso particular en el que U es un abierto no acotado de C satisfaciendo que existe un
R > 0 tal que

{z€eC:|z| >R} CU y la,J <R, mneN. (3.4.1)

Supongamos que bajo estas hipétesis existe una funcién f de H(U) cuyos tnicos ceros se
encuentran en los puntos a,, y la multiplicidad de cada a,, como cero de f viene dada por
el término m,,. Supongamos ademas que la funcion f satisface la propiedad anadida de
que

lim f(2) = 1.

Z—00

Sea U; un abierto de C y sean {a,}2, una sucesién de puntos de Ui, sin puntos de
acumulacién en Uy y {m,}2%, una sucesién de nimeros naturales. Sea a € U; y sea
r > 0 tales que B(a,r) C U, con a,, ¢ B(a,r) para cada n € N. Consideramos ahora la
transformacion de Mobius u homografia 7' : C \ {a} — C definida por

1
Tz = .
p=_— z € C\ {a}
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Sea U = T(U;\{a}). Veamos que U es un abierto de C que contiene el exterior de una bola
de radio R. La transformacion T se trata de una traslacion compuesta con una inversion

y
T(B*(a,r)) = C\ B(0,1/7). (3.4.2)

Efectivamente, si z € B*(a,r), 0 < |z — a|] < r, por lo que

1

zZ—a

1
> —.
r

T2 =

Por tanto, T'(B*(a,r)) C C\ B(0,1/r). Por otro lado, por ser T" una biyeccién de C\ {a}
1

en C\ {0}, tiene inversa en T~ : C\ {0} — C )\ {a}, dada por T™'w = — + a. Si ahora,
w

1

w € C\ B(0,1/r), se tiene que 0 < |[T'w —a| = Tal < r. En consecuencia, T-(C \
w

B(0,1/r)) € B*(a,r) y por ser T biyectiva se sigue que, C \ B(0,1/r) C T(B*(a,r)),

lo que prueba la igualdad (3.4.2). Puesto que B*(a,r) C Uj, basta tomar R > % para

concluir que
{z€C:|z]| >R} CU. (3.4.3)

Considerando ahora la sucesién {a, }5°, que se obtiene de la sucesién {«, }5°, como

an =Ta,, n=>1,

se tiene que
1

Q, —a

au] = |Tan| = \

pues o, ¢ B(a,r) para cada n > 1, luego |a, — a] > r para cada n > 1. Por tanto,
el abierto U y la sucesién {a,}22, cumplen las hipdtesis , por lo que existe una
funcién f holomorfa en U cuyos tnicos ceros son los puntos de la sucesion {a,}32, v
las multiplicidades de estos ceros vienen dadas por la sucesién de naturales {m,,}> ;.
Entonces, la funcién ¢g(z) = f(Tz) es una funcién holomorfa en U; \ {a} que presenta
una singularidad evitable en el punto a, pues por hipdtesis, lim, ., f(z) =1,y Tz = o©

cuando z — a, por lo que
lim g(z) = lim f(T%) = 1.

z—a z—a

Por tanto, g es (o puede ser extendida a) una funcién holomorfa en U;. Ademds, esta
funcion presenta un cero en cada punto «,, de multiplicidad m,, y no presenta mas ceros,
por lo que satisface las condiciones requeridas.

Ahora debemos probar el enunciado en el caso particular en el que el conjunto U y la
sucesion {a,}°°, cumplan las hipétesis (3.4.1]). Supongamos entonces que U y {a,}>2,
satisfacen dichas hipotesis.

Definamos ahora la sucesion {z,};2, cuyo rango es el de la sucesion {a;}52, pero con la
propiedad de que para cada j > 1, z, = a; para exactamente m; valores de n. (Ndtese
que la sucesion {Gj}?; es la sucesion original de puntos del enunciado, simplemente
hemos cambiado el nombre del indice por comodidad). Por hipétesis, |a;| < R para cada
: iy o ) ., o .

j € N por lo que la sucesién {a;}32, es acotada. Ademds, la sucesién {a;}32; no tiene
puntos de acumulacién en U. Estas dos 1ltimas propiedades de la sucesion {a;}52, se
traducen inmediatamente en las mismas propiedades para la sucesion {z,}22 , por lo que
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esta tltima resulta una sucesion acotada y sin puntos de acumulacién en U. En primer
lugar, notemos que el caso U = C queda excluido, pues por ser {z,}>2, una sucesién
acotada, por el teorema de Bolzano-Weierstrass (ver [4, p. 14]) podemos extraer de dicha
sucesién una subsucesion convergente, por lo que el limite de esta subsucesion seria un
punto de acumulaciéon. Como {z,}5°, no tiene puntos de acumulacién en U, dicho limite
tendria que pertenecer al conjunto C \ U, por lo que dicho conjunto no puede ser el
vacio y en consecuencia U C C. Por ser U un subconjunto propio y abierto de C con
{z € C: |z| > R} C U, su complementario, C \ U resulta un subconjunto no vacio,
cerrado y acotado. Por tanto, C\ U es un subconjunto compacto y no vacio de C, por lo
que para cada n > 1 existe w,, € C\ U tal que

|wy, — z,| = dist(2,, C\ U) = inf{|z,, —y| : y € C\ U}.

Veamos ahora que |w,, — z,| = dist(C \ U, z,) — 0, si n — oo. Para ello, razonemos
por reduccién al absurdo. Supongamos que dist(C \ U, z,) 4 0 cuando n — oo. En
consecuencia, existen € > 0 y una subsucesion {z,, }>°; de la sucesién {z,}5°, tales que
dist(C\ U, z,,) > € para cada k € N. Por ser la subsucesién anterior acotada, en virtud
del teorema de Bolzano-Weierstrass podemos extraer de ella una subsucesion convergente
{anj }321- Sea z el limite de dicha subsucesion. Por ser dist(C \ U, anj) > € para cada
j € N, se tiene que dist(C \ U, z) > €. En consecuencia, z € U, en contra de que {z,}5°,
no tiene puntos de acumulacién en U. Concluimos que |w, — z,| = dist(C \ U, z,) — 0,
cuando n — oo.

Consideremos ahora la sucesién de funciones en U, {f,,}°°,, definida como
Zp — W
fn<z):En(—n n), zeU.
Z — Wy,

Cada una de estas funciones tiene un cero simple en el punto z = z, y no presenta mas
ceros. Veamos que el producto

converge en H(U).

Sea K un subconjunto compacto de U, con dist(C \ U, K') > 0. Para cada punto z € K
se tiene que

|2n — wy| |20 — wy|
— dist(w,, K) ~ dist(C\ U, K)
Como habfamos visto, |w,, — z,| — 0 cuando n — oo, luego para cadad € Rcon0 < 6§ < 1
existe ng € N tal que

Zp — Wp

Z — Wy,

Zp — W
LTl <, ze€K, n>ng.

Z— Wy

Del lema se sigue que

por tanto la serie



converge en K de manera uniforme y absoluta. Por la arbitrariedad del compacto K
podemos utilizar el teorema para concluir que el producto

e (2=

converge en H(U) hacia una funcién f holomorfa en U. Ademés el mismo teorema nos
garantiza que los puntos de la sucesién {a;}32, son los tinicos ceros de f y la multiplicidad
de a; como cero de f es m;, pues el punto a; aparece m; veces en la sucesion {z, }22 ;.

Para concluir, unicamente falta probar que lim, o f (z) = 1. Para ello, sea ¢ > 0y
Ry > R.Si|z| > Ry, como |z,| < Ry w, € C\U C B(0, R) para cada n € N se tiene que
Zp — Wy, 2R
< , nelN.
z—w, | R1—R

Por tanto, si tomamos R; > R satisfaciendo que 2R < §(R;—R) paraalgin §,0 < ¢ < 1/2,
podemos aplicar de nuevo el lema y establecer la igualdad

En<2”_w") —1' <& |2 >R, neN. (3.4.4)

Z — Wy,
En particular,

Ref.(z) = ReE, (M) >0

Z — Wy,

si |z| > Ry y n € N. Por tanto, la funcién z — log(f.(z)) esté bien definida si |z| > Ry y
n € N, y podemos establecer la igualdad

exp(E:logEn<Zn_wn>)—1', |zl > Ry, neN. (3.4.5)
2 — Wy
n=1

Por otro lado, podemos acotar el argumento de la exponencial anterior. Efectivamente
- Zp — W - Zp — W

logE, | = )< logE, | = 1.
Soen (2502 )| < 3o (252

n=1
Ademés, la desigualdad ((3.4.4)) nos sitia en condiciones de aplicar el lema y establecer
que el término general de la serie anterior cumple la acotacion

n — Wn 3 n — Wn
logEn(Z = )' g—En<Z = > —1f,
Z — Wy 2 Z — Wp
Finalmente, de nuevo la desigualdad (3.4.4)) nos permite acotar el miembro derecho de la

desigualdad anterior y concluir que

300
<Z_wn>‘§§;

donde para concluir se ha usado la férmula de la suma de una serie geométrica de razon
0 < § < 1/2. Si ahora restringimos el valor de ¢ € (0,1/2) de forma que |e* — 1| < € si

1f(z) = 1] =

|z| > Ry, neN.

2

2, — W 3 — 3 0
B, ———~ —1<—E ot =~ >
(z—wn) ‘_2 21—-4’ |2 = R,

n=1




de la ecuacion (3.4.5)) se concluye que |f(z) — 1| < € siempre que |z| > R;. Concluimos
que lim, o, f(2) = 1.

]

Recordamos que una funciéon meromorfa en un abierto U es una funciéon holomorfa en U
salvo en un conjunto de puntos aislados de U, en los que f presenta polos. Denotamos
por M(U) al conjunto de las funciones meromorfas en U.

Uno de los resultados mas interesantes que se derivan del teorema precedente es el si-
guiente corolario que, en términos algebraicos, establece que el conjunto de las funciones
meromorfas en U, M(U), es el cuerpo de cocientes del dominio de integridad que consti-
tuyen las funciones holomorfas en U, es decir, H(U).

Corolario 3.4.2. Sea U un abierto del plano complejo y sea f una funcién meromorfa
en U. Existen funciones g y h holomorfas en U tales que f = g/h.

Demostracion. Sean {z,}22, los polos de fy {m,}32, el orden de dichos polos. Por el
teorema anterior, sabemos que existe una funcién A holomorfa en U cuyos unicos ceros
son los puntos de la sucesién {z,}22, y la multiplicidad de z, como cero de h es m,,.
Entonces, la funcién g = hf presenta singularidades evitables en cada punto z,, y al ser
fy g holomorfas en U \ {z,}52, se sigue que g es (o puede ser extendida a) una funcién
holomorfa en U. ]
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Capitulo 4

El teorema de factorizacion de
Hadamard

En el caso en el que f sea una funciéon entera con un cero en el origen de orden m y el
resto sus ceros sean exactamente los puntos de la sucesién {z,}2; con |z,| — oo cuando
n — 0o, el teorema de factorizacion de Weierstrass, estudiado en el capitulo anterior nos
permite factorizar f en la forma

f(z) = 2" e9) H E, (zi)’
n=1 n

donde ¢ es una funcién entera, {p,}5°; una sucesién de enteros no negativos y £, es
el p,—ésimo factor elemental de Weierstrass. En este capitulo veremos que si ademas f
tiene orden finito A, obtenemos informacién mas precisa acerca de la factorizacién. En
particular, el producto que aparece en la factorizaciéon de f es un producto canénico y
g es una funcion polinémica de grado a lo sumo la parte entera de \. De esto trata el
teorema de factorizacion de Hadamard, cuya demostracion es el objetivo final de este
capitulo. Para el desarrollo de este capitulo seguiremos fundamentalmente el esquema de
trabajo propuesto en [2, p. 142-155].

4.1. La féormula de Poisson-Jensen

En el Grado en Matematicas, estudiamos la solucién al problema de Dirichlet en una bola
B(zp, R). Este problema de ecuaciones en derivadas parciales consiste en construir una
solucién de la ecuacion de Laplace en una bola, sujeta a condiciones frontera predeter-
minadas. Para ello, la herramienta fundamental que utilizamos es la formula integral de
Poisson. Esta férmula, en forma compleja, establece que si f es una funciéon holomorfa en
una bola B(0, R) y continua en su adherencia B(0, R), entonces, escribiendo z € B(zy, R)
en forma polar, z = 2y + 7e?, 0 < r < R, podemos representar f en B(z, R) segin la
formula

~on Re? — 2

£(2) i/zw Re {w}f(zo + Re'®)do. (4.1.1)
0
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Tomando u = Ref en la ecuacién (4.1.1)), obtenemos una solucién al problema de Dirichlet
en la bola B((zo, o), R), donde zy = g + iyo. Efectivamente, poniendo

2m 0
u(zo +re?) = % /0 Re {%} u(zo + Re™)db,
podemos representar cualquier solucion al problema de Dirichlet en dicha bola, pues al
ser f holomorfa en B(zg, R), su parte real u (y también su parte imaginaria v = Imf)
resulta una funcién arménica en B((zo, yo), R), por lo que verifica la ecuacién de Laplace
en dicha bola. Ademds, el factor u(zy + Re) en la integral asegura la satisfaccién de la
condicion frontera.

Si ahora U es un subconjunto abierto de C, cumpliendo que B(0, R) C U para R > 0, y f
es una funciéon holomorfa y no nula en U, que admite logaritmo analitico en U, la férmula
integral de Poisson aplicada a la parte real de log f(z) resulta:

1/ Re + 2 ’
1 = — — 1 )|de 4.1.2
alfe) = g [ Re| i |l e)as. (1.12)

donde z = re?, 0 <r < R. Consultar [2, p. 105-110].

Consideremos ahora el caso en el que f presenta ceros en B(0, R). En estas condiciones,
f no admite logaritmo analitico en U y la férmula (4.1.2)) no resulta valida. Sin embargo,
dicha férmula puede ser modificada de forma que se tengan en cuenta los ceros de f en
B(0, R), obteniendo asi la conocida férmula de Poisson-Jensen. En la demostracién de
dicha férmula haremos uso de un pequeno lema que probaremos previamente. Podemos
encontrar este lema en [2, p. 98-99].

Lema 4.1.1. Sean a un nimero complejo, con |a| < 1. Entonces, la funcién

f(z) =

1—az’

Z—a

es holomorfa en B(0, 1) y una biyeccién de B(0,1) en sf mismo. Ademds, transforma la
circunferencia unidad en si misma, es decir, f(0B(0,1)) = 0B(0,1).

Demostracion. En primer lugar, si a = 0, la funcién f es la identidad, f(z) = z, por lo
que cumple todas las propiedades citadas en el enunciado del lema. Supongamos entonces
que a # 0. La funcién f es una transformacién de Mdobius, por lo que es una biyeccion de
C\{1/a} en C\ {—1/a}. Al ser cociente de funciones enteras, f es holomorfa en C salvo
en el punto en el que se anula el denominador, 1/a. Por hipétesis, |a| < 1 luego [1/al > 1,
por lo que f es holomorfa en B(0,1).

Por otro lado, si |z| = 1, se tiene que |z — a| = |z||1 — aZ|, ya que Z = 1/z, por tanto,
|f(2)| = 1. Considerando ahora la funcién inversa de f,
-1 w+a _
w) = w) = , wF# —1/a,
o) = 7 w) = Lt

g es una funcién holomorfa en C\ {—1/a}, por lo que lo es en B(0, 1). Por un razonamiento
andlogo al hecho anteriormente con f se sigue que |g(w)| = 1 si |w| = 1. Por tanto, f es
una biyeccién de la frontera 0B(0,1) = {z € C: |z| = 1} en si misma.
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Al ser f holomorfa y no constante en el abierto C\ {1/a}, en virtud del principio médulo
méximo, se sigue que |f(z)| < 1 para cada z € B(0,1) y de igual modo, se obtiene que
lg(w)|] < 1 para cada w € B(0,1). Por tanto, f transforma la bola abierta B(0,1) en si
misma. [l

Lema 4.1.2. Sean R > 0y zp un complejo con |zg| < R. Entonces la funcién

R(z — 2p)

f(z) = R 20| < R,

es holomorfa en B(0, R) y una biyeccion de B(0, R) en B(0,1). Ademas, esta funcién
transforma la circunferencia {z € C : |z| = R} en la circunferencia unidad, esto es,

F(0B(0,R)) = 8B(0,1).

Demostracidn. Por hipétesis, |z| < R, y por tanto, |29|/R < 1. En virtud del lema [4.1.1]

la funcién
z— (20/R)
1—(z0z/R)’

es holomorfa en B(0,1) y una biyeccién de dicha bola en si misma. Ademds, transforma
la frontera de la bola {z € C : |z| = 1}, en si misma. Por tanto, la funcién

_ (z\ _ R(z— =)
10 =9(5) =
transforma biyectivamente la bola B(0, R) en la B(0,1), y en particular, satisface que

F(OB(0,R)) = g(B(0,1)) = dB(0,1). O

9(2) =

Proposicién 4.1.3. (Férmula de Poisson-Jensen). Sean R > 0 y f una funcién
holomorfa en B(0, R). Supongamos que f no se anula en la frontera de B(0, R), es decir,
que f(z) # 0 si |z| = R. Si los puntos zi, ..., 2, son los ceros de f contenidos en la
bola abierta B(0, R), repetidos de acuerdo con su multiplicidad y z € B(0, R) es tal que
f(2) # 0 y se expresa en coordenadas polares como z = e, 0 <r < R, —7 < 0 < 7, se
tiene que

1 Re®? + 2 i0
In|f(z I—ZI ‘RQ_W +— /0 Re{Rew—_} In | f(Re™)|dé. (4.1.3)
Demostracion. Consideremos la funcién
ﬁ R? — zkz
Z — Zk

Por hipdtesis, |z;| < R para cada k = 1,2, ...,n. Entonces, fijado k € N, con 1 <k <n,y
aplicando el lema se tiene que la funcién

R(z — )

() = R — %2
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es analitica en B(0, R) y transforma biyectivamente la bola B(0, R) en la bola unidad
B(0,1) y su frontera {z € C : |z| = R} en la esfera unidad {z € C : |z| = 1}. Por
construccion, la funcion F' presenta singularidades evitables en los puntos zj, por lo que
es analitica (o puede ser extendida a una funcién analitica) y no nula en un conjunto
abierto que contiene a B(0, R), digamos B(0,S), con S > R. Por tanto, la funcién log(F)
estd bien definida en B(0, S). Ademas, |F'(z)| = |f(2)] si |z| = R. Aplicando ahora
a log(F(z)), se sigue que

R T 1 [
log(F(2)) log< R(z—g >:§/
k=1 k) 0

Tomando partes reales en la expresion anterior y aplicando las propiedades del logaritmo
llegamos a que

Re® + 2 ,
—1 F(Re" .
e{Rew—z] og (|F(Re")[) do

1 [ Re® + 2 -
1 =) In Re| ————| In|F(Re")|do. 4.14
alf()] = Z e g [ re| s wir e (4.1.4)
Como |F(Re"?)| = | f(Re™?)|, para cada 6 € [0, 27], podemos sutituir este tltimo término
en la igualdad (4.1.4]), de donde se concluye el resultado. O

Bajo las condiciones del enunciado anterior, la férmula de Poisson-Jensen nos proporciona
una herramienta para representar el valor de una funcién analitica en un disco abierto en
cualquier punto z de dicho disco cuya imagen no sea nula. Tomando ahora como punto z
el centro de dicho disco, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1.4. (Férmula de Jensen). Sea f una funcién holomorfa en B(0, R).
Supongamos que f(0) # 0y que f(z) # 0 si |z| = R. Si los puntos zy, ..., z, son los ceros
de f contenidos en la bola abierta B(0, R), repetidos de acuerdo con su multiplicidad, se

tiene la igualdad
2m
In|f£(0)] = Zln + —/ In | f(Re™)|db. (4.1.5)
0

Demostracion. Basta evaluar la férmula de Poisson-Jensen (4.1.3]) en el punto z =0. [

4.2. Exponente de convergencia y orden de una fun-
cién entera

4.2.1. Exponente de convergencia de una funcién entera

En la observacion apartado III, dimos la definicién de producto canénico de una
sucesion {z,}>°, y a continuacién vimos algunos ejemplos de sucesiones para las cuales
este producto candnico existia y otras para las que no. Retomando este concepto, nuestro
objetivo es establecer en qué condiciones podemos asegurar la existencia del producto
candnico. Ver [2, p. 138].

48



Definicién 4.2.1. Sea {z,}°, una sucesiéon de nimeros complejos no nulos, con |z,| —
0o. Se define el exponente de convergencia de la sucesion como

= 1
u:inf{k>0:zlz ‘k<—|—oo}.

Se dice que {z,}°°, tiene exponente de convergencia finito si p < 4+00. Nétese que =0
siy solosi ) 7, ﬁ < +oo para cada k > 0y g = +oo si y solosi y ﬁ = +o00
para cada k > 0.

Ejemplo 4.2.2. 1. La sucesién {z,}22, de término general z, = ¢" para cada n € N,
tiene exponente de convergencia i = 0, pues la serie

ZW:ZW:Z_:Z<_)

es una serie geométrica de razén 1/e* < 1 para cada k > 0, por lo que la serie
00 k
Y ey 1/|2n]" converge para cada k > 0.

1. La sucesién {n'/#}>° | tiene exponente de convergencia p. Efectivamente,

p=mf{k>0: Z 1/|n'/#|* < +o0},

n=1
pues para cada k > 0, la serie
=1 =1

resulta una serie de Riemann de exponente k/u. Por tanto, si 0 < k < p la serie
(4.2.1)) tiene exponente k/u < 1y no resulta convergente, mientras que si k > p la

serie (4.2.1)) tiene exponente k/u > 1 por lo que converge.

1. La sucesion {z,}5°, dada por z, = log(n), para cada n > 2, tiene exponente de
convergencia pu = +00. Como vimos en la observacién [3.2.5 apartado III, la serie

i (logl(n))pH’

n=2

no resulta convergente para ningtin p € NU{0}, por tratarse de una serie de Bertrand
con exponente a = (0 y por la misma razon la serie

5 ()

n=2

no resulta convergente para ningin k£ > 0.
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Observacion 4.2.3. Sea {z,}7° | una sucesién nimeros complejos no nulos con exponente
de convergencia finito p, y consideramos h, un entero no negativo mayor que p — 1. En
virtud del teorema el producto P(z) = [~ Eh(i) serd una funcién entera con
ceros precisamente en los puntos de la sucesion {z,}52, y multiplicidades prescritas. En
estas condiciones vemos que si f es una funcién con exponente de convergencia finito
y cuyos ceros estan en los puntos de la sucesién {z,}°°,, repetidos de acuerdo a sus
multiplicidades, entonces f admite varias factorizaciones, pues lo anterior es vélido para
cada entero no negativo h > p, donde p = min{n € NU {0} : p > p —1}. Si en
cambio, cuando {z,}22; tiene exponente de convergencia finito establecemos que, en su
factorizacion obtenida mediante el teorema de factorizaciéon de Weierstrass tomaremos
siempre el producto canénico de {z,}°° ,, que por definicidn, es el producto que se obtiene
tomando la sucesién de enteros no negativos {p, }°°, constante igual a p, con p el entero
no negativo definido anteriormente, entonces, la factorizacién obtenida en el teorema de
factorizacion de Weierstrass es tnica salvo sustituir la funcion g por g + 2wik, k € Z.

4.2.2. Orden de una funcidén entera

Si f es una funciéon entera y no constante, por el teorema de Liouville, f debe ser
no acotada. Por tanto, estudiando el crecimiento de f en circunferencias de la forma
{z € C : |z| = R}, se sigue que si My(R) = max{|f(z)| : || = R}, necesariamente
M¢(R) — oo si R — oo. A esta funcién M¢(R), que mide el méximo de una funcién
en una circunferencia de radio R, se la denomina funcion mddulo maximo. Cuando no
haya ambigiiedad omitiremos el subindice f que identifica la funcién entera a la que esta
referida dicho maximo.

El estudio de la velocidad con la que estos términos, M (R), tienden hacia infinito, y de la
estimacion sobre el nimero de ceros de f que quedan recogidos en una bola centrada en
el origen B(0, R) aporta informacién muy valiosa para el estudio de las funciones enteras.
En este sentido, la comparacién del término M (R) con e para distintos valores de A
inspira la siguiente definicién. Ver [2] p. 142-146].

Definicién 4.2.4. Sea f una funcién entera no constante. Se dice que f tiene orden finito
si existen A € [0,+00) y R > 0 tales que
f) < el s [z > R

Al inferior de los A € [0, 00) verificando la propiedad anterior se le denomina orden de f.

Definicién 4.2.5. Sea f una funciéon entera no constante. Se dice que f tiene orden
infinito si no tiene orden finito.

Veamos ahora una forma de calcular el orden de una funcién entera. Para ello sera nece-
sario en primer lugar presentar un nuevo concepto: el limite superior de una funcién en
el infinito.

Definicién 4.2.6. Sea F un abierto no acotado superiormente de R y f una funcién real
de variable real definida en E. El limite superior de f(x) cuando x — 400, que se denota
por limsup,_,., ., f(x), se define como

limsup f(z) = 1’I>1(f)sup{f(:1;) cx€E, x>r}

Tr——+00
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Proposicion 4.2.7. Sean E C R un abierto no acotado superiormente y f : £ — R. Si
¢ = limsup,_,, ., f(z) entonces para cada € > 0, existe > 0 tal que f(z) < £ + € para
cada x > r.

Demostracién. Definimos la funcién g : (0, +o00) — R por

g(r) = sup f(z).

zeE, x>r
La funcién g es decreciente y lim, ., g(r) = inf,~ g(r) = limsup,_, . f(z) = £. Por tanto,

¢ = inf g(r).

r>0

En consecuencia, dado € > 0 existe r > 0 tal que g(r) < £+ ¢, es decir,
sup{f(z): z € E, e >r} <l+e

Por consiguiente, f(x) < ¢+ € para cada x > r. [

Proposiciéon 4.2.8. Sea f una funcién entera y no constante. Si A es el orden de f,
entonces

Inln M(R)
A=1 -7
ol T InR
Demostracion. Sea
Inln M(R)

Ao =i
AT

Veamos que \g = A. Para ello, supongamos que \g < +00. Sea ¢ > 0. Como )\g es finito,
en virtud de la proposicién existe Ry > 0 tal que

Inln M(R) < (M+¢)lnR, R> Ry.

Por tanto,
M(R) < exp (R™"), R > Ry.

De esto se sigue que si |z] = R,
f(2)] < M(R) < exp |2|*.

De donde se deduce que A es finito, y A < A\g + €. Por la arbitrariedad de e, concluimos
que A < ).

Si ahora suponemos que f es de orden finito, es decir, que A es finito, y tomamos € > 0,
por definicion, existe Rg > 0 tal que

1f(2)] <exp R, R > R,.

Por tanto,
Inln M(R) < Inlnexp(R*) = (A+e)InR, R> Ry.
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En consecuencia,
Inln M (R
N = lim sup M)

<\ .
e T R S AT

Por la arbitrariedad de € se deduce que Ay < A.

Concluimos que si uno de ambos términos es finito entonces el otro también lo es y ambos
coinciden. O

Ejemplo 4.2.9. Veamos algunos ejemplos sobre el calculo del orden de una funciéon
entera.

1. Calculemos el orden de la funcién f(z) = exp(az"™), donde a € C\ {0}, y n > 1.
Si |z| = R, escribiendo z y a en forma polar escogiendo sus argumentos en el rango
[—7, ), tenemos que

z=Re? —nm<f<m y a=lae” —r<a<m.
Utilizando la férmula de Moivre, 2" = R"e*", —1 < 6 < 7, por lo que
az" = |aleR"e®", «a,0 € [-7, 7).
Por tanto,
|f(2)] = exp(Re(az")) = exp(Re(|ale’R"e™)) = exp(|a| R" cos(a+nd)) < exp(|a|R™).
En consecuencia, M (R) = exp(|a|R"™) y

I Inln M (R) i Inja| +nln R
fmsup ———— = limsuyp ————— =
R—)OOp InR Rﬁoop InR ’

por lo que el orden de f es n. En particular, el orden de exp(az) es 1.

11. Hallemos ahora el orden de la funcién entera sin(z) = (e** — e %*)/2i. En primer
lugar,

el — iz

21

iz —iz Re(iz Re(—iz —Im(z Im(z
S|e |+ |e |:e (i2) 4 eRel ):e @) +e (),zE(C.
2 2 2
(4.2.2)
Distingamos dos casos: Im(z) > 0 o Im(z) < 0. En el primer caso, sabemos que
em(®) > e=Im(2) por lo que podemos acotar el tltimo término de la expresién

de la forma

|sin(z)| =

—Im(z) Im(z) Im(z) Im(z)
e +e e +e _m() < el
2 - 2 -
En el caso Im(z) < 0, se tiene que e~ ™) > ™) y 1a acotacién en este caso es
e—Im(z) 4 eIrn(z) e—Im(z) 4 e—Im(z) _ e—Im(z) - 6|Z|'
2 - 2 -

Por tanto, podemos acotar el tltimo término de la desigualdad (#.2.2)) por el!, por
lo que
|sin(z)| < eVl zecC.
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II1.

En consecuencia, si A es el orden de sin(z), A < 1. Veamos ahora que A\ = 1. Para
ello, razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que A < 1, entonces, existe
Ry > 0 tal que

Isin(z)| < e, R > Ry. (4.2.3)
Consideramos ahora los puntos de la forma z = —iR, R > 0.
oF _ o~ R oF _ o—R
|sin(—iR)| 5 5 ;
por lo que
. |sin(—iR)] . lef—e® 1 g I
A e a2 em ikt Tl T geme — O

R

puesto que A < 1. En consecuencia, | sin(—iR)| > e * para R suficientemente grande,

en contra de (4.2.3)). Concluimos que A = 1.

Hay funciones enteras que crecen tan rapido que no son de orden finito. Como
ejemplo de esto, calculemos el orden de la funcién g(z) = exp(exp(z)). Para ello,
calculemos la funcion médulo maximo de g,

M(R) = {lg(2)| : |2| = R}.

En primer lugar, sabemos que |g(z)| = exp(Re(e?)). Si |z| = R, escribamos z en
forma polar con el argumento en la rama principal, esto es,

2= Re" = R(cos@ +isinf), —mw<6<m.
Con esta notacién,
Re(e?) = e cos(Im(2)) = e cos(Rsin(f)) < eff, —7m <6 <.

Puesto que la cota anterior se alcanza para 6 = 0, se sigue que, M(R) = exp(eft) y
en consecuencia,

lim sup M = lim sup

RSP TR WSRO

por lo que el orden de g es infinito.

Proposicién 4.2.10. Sea f y g dos funciones enteras, de orden A\s y A, respectivamente.
La funcién h = f 4 g es de orden finito A\. Ademas, A < max{A, A\;}.

Demostracion. En primer lugar, considerando las funciones médulo méximo de f y g,

Mu(R) = méx |h(z)| = méx |f(z) + g(z)| < méx [f(2)] + mix |9(2)| = My(R) + My(R).

lz|=R lz|=R

Ademads, puesto que f y g tienen orden Ay y A, respectivamente, dado € > 0 existen
RAf, Ry, > 0 tales que

My (R) < exp(RM*)si R > Ry, y My(R) < exp(R*") si R > R),.
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Tomando Ry = max{R,,, R»,} se sigue que
M(R) < exp(RMT) si R > Ry, y My(R) < exp(RY") si R > Ry.
Por tanto,
M,(R) < exp(RM™) + exp(RY") < 2exp(R™Prddte) - R > Ry,
En consecuencia,

Inln My (R) < InIn(2 exp( Rm&AsAddte) (2  Rmax{drAgtte)

InR - InR a In R

Puesto que In(2 + Rm&x{rAddte) In RmaiAsAak+e ge tiene que

1I1(2 + Rméx{/\f,)\g}Jre)

— max{Ar, \;} +€, R — o0.

InR
Por tanto,
A = lim sup M <max{As, \;} + €,
R—oo In R
y por la arbitrariedad de €, se concluye que A < max{A, A\, }. O]

Ejemplo 4.2.11. Calculemos el orden de la funcién entera f(z) = exp(az) + exp(bz),
con a,b € C, y a # b. Sea X el orden de f. En primer lugar, notemos que f una suma
de dos exponenciales, ambas de orden 1, segiin vimos en el ejemplo [1.2.9] En virtud de la
proposicién [£.2.10, A < 1. Veamos ahora que A = 1. Razonemos por reduccién al absurdo.
Supongamos que A < 1, entonces,

‘ A

1f(2)] < eFl, (4.2.4)

si |z| es lo suficientemente grande.
En primer lugar, expresemos a y b en forma polar eligiendo su argumento en la rama
principal, es decir, a = pe’®, — 71 < a <7y b= e’ -7 < B < m. Consideramos ahora

los puntos del plano complejo de la forma z = Re™**, R > 0. Evaluando f en estos puntos,

F(Re™) = PR 4 SR,

Calculemos
) f(Re_io‘) ) ePR eéRei(B*"‘) ) - e
}%—>1moo ‘eT‘ - 1%—>1 o0 | o’ | - ]%_lmwo e v (1 + e fileoe ! )))|7

donde hemos considerado la determinacién principal del logaritmo. Para el calculo del
limite, hemos de distinguir entre dos casos. En el primer caso, supongamos que |a| # |b|
y en el segundo que |a| = |b|. En primer lugar, si |a| # |b|, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que |a| > |b|, es decir, p > §. Por tanto,

i(B—a) _
|e§e ’ _ eécos(ﬁ ) < 65 < eP.
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En consecuencia,

lfim e B0 —
R—o0 ’
de donde se sigue que
|f (Re™™)]
lim “————— =+
R—o0 R ’
pues
A :
PR 50, si R — oo,
ya que A < 1.
En el segundo caso, |a| = |b|, o sea, p = §. Volviendo a la acotacién anterior,

— Y

i(B—a) —
|65ez a ’ _ e&cos(,@ a) < 66

dandose la igualdad si y solo si cos(f — a) = 0, o sea si § = a, lo que no puede ocurrir,
pues hemos supuesto que p = § y por hipdtesis a # b. Finalmente, concluimos que

o LIRS
A, g =

. . g A .
En consecuencia de lo anterior, | f(Re™™)| > e para R suficientemente grande, en contra

de (4.2.4). Por tanto, A\ = 1.

Hemos visto que si f es una funcion entera, su crecimiento se puede estudiar en circun-
ferencias que se van alejando del origen, a través de la funcién M (R). Resulta entonces
interesante conocer el nimero de ceros de f que quedan encerrados dentro de una bola
cerrada de radio R centrada en el origen, B(0, R), que denotaremos por N (0, R). En es-
te sentido, podemos acotar el niimero de ceros de f, situados en B(0, R) a partir de la
funcion médulo maximo, M (R).

Teorema 4.2.12. Sea f una funcién entera no constante de orden finito \. Supongamos
que f(0) # 0y que los ceros de f no nulos vienen dados por la sucesién {z,}>° | repetidos
de acuerdo a su multiplicidad. Supongamos también que los ceros de la sucesién {z,}7°,
estan ordenados de forma que |z,| < |z,| sin < m, y que |z,| — oo si n — co. Entonces,
dado € > 0 existen constantes A, B, con A > 0 que depende de ¢, (sin embargo, B no
depende de €) tales que

N(R) < ARM*+ B,

para R suficientemente grande.

Demostracion. Si f no se anula en el conjunto {z € C: |z| = R}, en virtud de la férmula

de Jensen,
1 N(R)

In| £(0)] = %/0 I |f(Re®)[d0+ 3 n
k=1

2k
R
Como f es de orden finito A\, dado € > 0 existe Ry > 0 tal que

If(Re®) < M(R) <™, R>R,.
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Por tanto,

N(R)
n|f(0)] < R+ Y In Z—R’f . R>R, (4.2.5)
k=1

Sea S = R/2, dado que |z;| < R para k = 1,2,..., N(R) se tiene que In|z;/R| < 0 para
k=1,2,..,N(R). Ademas, si k < N(S), entonces |2;| < |2n(g)|, pues hemos supuesto que
la sucesién de ceros {z,}52, estd ordenada de forma que |z,| < |z,,| si n < m. Por tanto,
también se verifica que |zn(g)| < S, por lo que si N(S) = ¢, los £ primeros términos de
la sucesion, z1, 29, ..., 27, pertenecen a la bola cerrada B(0,S). Por tanto, |zx| < S = R/2
para cada k = 1,2, ..., N(S). Por tanto,

N(R s N s N(S) ]
1 )—’“‘< 1 ’—’“‘< In= = —N(S)In2. 42,
;nR_ZnR_kX;HQ (S)In (4.2.6)

Combinando ahora las desigualdades (4.2.5)) y (4.2.6)), se sigue que

(29)*  In|f(0)|
In2 In2 ’

N(9) < (4.2.7)
para cada S > Ry/2 cumpliendo que f no se anule en la circunferencia |z| = 2S5. Efectiva-
mente, supongamos que S > Ry/2. Sea {s, }°°, una sucesion con lim,, o, s, = Sy s, > S
para cada n € N. Supongamos que f(z) # 0 si |z| = 2s,. Como la desigualdad es
cierta para cada s,, haciendo n — oo, se sigue el resultado para S. Para justificar este
ultimo paso, basta observar que N(S) es una funcién continua por la derecha, puesto que
si N(S) = ¢, entonces N(S) = ¢ en un intervalo [¢, t], para cierto ¢ > 0. En caso contrario,

la sucesion {z,}2; presentaria un punto de acumulacién, lo que es contradictorio. Basta
tomar A =2"¢/In2y B = —1In|f(0)|/In2 para concluir el resultado. O

Veamos ahora la relacion existente entre los dos conceptos estudiados en esta seccion, el
exponente de convergencia o y el orden .

Teorema 4.2.13. Sea f una funcién entera no constante de orden finito A. Supongamos
que los ceros de f no nulos son {z,}, (finitos o infinitos) repetidos de acuerdo a su
multiplicidad. En estas condiciones la serie

S
— |Zn|)\+e

es convergente para cada e > 0. Por tanto, si u es el exponente de convergencia de {z,}22 ,,
se tiene que p < A.

Demostracion. En primer lugar, si {z,}, es un conjunto finito,

1
) 2 e < 00,
n
n
con lo que concluimos.
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Supongamos ahora que los ceros de f son infinitos, y que estos estan ordenados de forma
que |z,| < |zm| si n < m, y por tanto, n < N(|z,|) para cada n € N. Sea € > 0, en virtud
del teorema |4.2.12] existen ng € N y constantes A, B, A > 0, tales que

n < N(|zn]) < Az MY + B, n > ny.
Por tanto, tomando C'=1/Ay D = —B/A, se tiene que

|20] = (Cn 4+ D)V > g,

luego
1 1 (Ate)/(A+(e/2))
P S [C’n—i— D} , N >ng. (4.2.8)
Puesto que
A+e o1
Ate/27 7
la serie

Y

Z Cn+ D

0 |: 1 :| (A €)/(A+(e/2)
n=1

es convergente. La desigualdad (4.2.8) nos permite aplicar el criterio de comparacién para
series y concluir que la serie
[ee]
>
s
n=1 |Zn| ‘

converge. m

4.3. Lemas previos al teorema de factorizacién de
Hadamard

En esta seccion se demostraran los lemas necesarios para poder probar posteriormente el
teorema de factorizacién de Hadamard. La primera de ellas, nos da una forma de calcular
la derivada logaritmica de una funciéon f holomorfa en un abierto en el que no se anule,
en términos de una nueva funcién (no holomorfa) que construiremos a partir de f.

Proposicién 4.3.1. Sea f una funcién holomorfa y no idénticamente nula en un abierto
de Jordan U C C, (como puede ser por ejemplo, una bola centrada en el origen). Consi-
deramos el abierto Uy = U \ {z € U : f(z) = 0}, y definimos la funcién h : Uy — R como
h(z) = In|f(2)|. Entonces

O = |f(2)]” = f(2)f(2).



Por otro lado, escribiendo la funcién en forma bindémica, esto es, f = u + v, donde
u = Ref y v = Imf, tendremos también la igualdad e*"®) = 42 + v? y derivando esta
ultima ecuacion respecto de x e y,

oh
——e?h = Uy + VVyg,
ox
6_ye = UlUy + VVy.

Combinando las ecuaciones (4.3.1]) y (4.3.2), se llega a que

€2h<6h _ on

— — 11— | = uuy + Vv, — tuu, — 1VV
ox 8y) Y v

y usando ahora las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

f-f- <% — z%> = Uy + VVy + iuv, — iV, = (Ugp + 1V)u — V(Uy + 0V, )1

ox dy
= (ug +ivy)(u —iv) = f - f.

Por tanto,

(4.3.1)

(4.3.2)

[]

Recordemos ahora el teorema de derivacion bajo el signo integral, estudiado durante el

Grado en Matematicas. Para su demostracién, se puede consultar [4, p. 322-324].

Notacién. Denotamos por x al vector (z1, 22, ..., x,) € RP.

Teorema 4.3.2. Sea A C RP un conjunto abierto, £ C R? un conjunto medible y
F:Ax E—-R, (x,y) — F(x,y). Supongamos que

1. Para cada x € A la funcién Fy, definida por Fx(y) = F(x,y), es integrable en E.

1. Para casi todo y € E la funcién Fy, definida por Fy(x,y), admite derivada parcial

II1.

continua respecto de z; en A.

Para cada x € A la funcién y — 0F/0z;(x,y) es medible en E y existe una funcién

g; integrable en £ tal que
aF( )| < 9;(y)

para cada todo x € A y casi todo y € E. Entonces, la funciéon f definida en A por

f(x) = [E F(x,y)dy,

admite derivada parcial continua respecto de x; en A, y se tiene que

of OF

o, (x) = : a—%(x, y)dy.
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Lema 4.3.3. Sean R > 0 y f una funcién entera y no constante. En las condiciones de
la proposicién 4.1.3

F') _ [ ! % ] L[ 2R
=> + + /0< S log | f(Re™)| do,

f(z) ~lz—zm R —Zz o Re? — z)

si|z| <R, z# 21,22, e Zn.

Demostracion. Por hipétesis, estamos bajo las condiciones de la proposicion {4.1.3, por
tanto, podemos aplicar la férmula de Poisson-Jensen a f en B(0, R), obteniendo la igual-

dad
z R(z — z) 1/27r Re® + z "
1 =3 | . | ;
n|f(z)] 2 H‘RQ—zkz +27T i Re T n|f(Re")|do,

si|z| <R, z# 21,2, ..., 2n, donde 21, 2y, ..., 2, son los ceros de f en B(0, R) repetidos de
acuerdo a su multiplicidad. Derivemos entonces la expresion anterior. En primer lugar,
empecemos llamando

fir(z) =R —7Zz, k=1,2,..n,

fZ,k(z) = R(Z - Zk)7 k= 1a27 ey 1,
th(Z) =In |f1,k(z>| =1In |R(Z - Zk)|7 k= 1’27 w1
hor(2) =In|for(2)| =In|R* —Zz|, k=1,2,...,n,

21 I
ha(z) = — / Re[w} In |f(Re™)| do.
0

T on Re?? — 2

La funcién f es holomorfa y no idénticamente nula en el abierto Uy = B(0, R)\{z1, 22, ..., Zn }-
Por tanto, estamos en condiciones de aplicar a la funcién h(z) = In|f(z)| la proposicién
para deducir que

' Oh Oh = [Oh1y Ohiy " (Ohoy .Ohoy Ohs .Ohs
_— = ——— = 2 —_ 2 —_ : —_— ’ - — . 4. .
f Ox Zay Zk:l ( or dy ) Zk:l ( or Jy )+ ( or 8y) (4:3.3)

Derivemos ahora cada una de estas expresiones:

La funcion, f;; es polinémica, luego holomorfa, y no constante en el abierto Uy, para
i=1,2y k=1,2,....,n. Por tanto, podemos aplicar de nuevo la proposicién a cada
una de las funciones h;, parai1= 1,2y k= 1,2,...,n para deducir que

(=) _ Oma(z) _ flaz) _ 1

= k=12, .. 4.3.4
ax 8:(/ flk - — Z]g’ y Ly ey Ty ( )
y que
Ohor(z)  .Ohor(z) fox(2) —Zk
: — : = = = k=12 ..n. 4.3.5

Calculemos ahora las derivadas parciales de hs. Consideremos la funcién ¢ : B(0, R) x
[0,27] — C, definida por

Re' + 2

Re — 2z’

¢(Z79) =
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Escribiendo z € B(0, R) en férma bindmica, z = = + iy, y separando la funcién ¢ en
partes reales e imaginarias,

¢(z,0) = ¢(z,y,0) = u(r + 1y, 0) +iv(x + iy, 0),

donde u = Re(¢) y v = Im(¢). De esta forma, la funcién compleja ¢ se corresponde con
el campo vectorial ¢ definido de B(0, R) x [0,27] C R? en R? mediante

é(,y,0) = (u(z,y,0),v(z,y.,0)),

donde u y v son funciones reales de tres variables reales.

Con esta notacion,

1

— /27T w(z,y,0)In|f(Re?)| do.
0

hs(z) = hs(z,y) = o

Comprobemos que la funcién hs cumple las hipotesis del teorema de derivacion bajo el
signo integral [4.3.2] En primer lugar, para cada (z,y) € B(0, R) fijo la funcién ¢.(6) es
continua en [0, 27|, por tanto, su parte real, u,, (), resulta continua, luego integrable en
[0,27]. Ademas, para cada 6 € [0,27] fijo, la funcién ¢y(z) es holomorfa en el abierto
B(0, R), y por tanto su parte real, la funcién de dos variables reales uy(z,y), es de clase
C* en B(0, R). En consecuencia, uy(z,y) admite derivada parcial continua respecto de x
ey en B(0, R) y ademas,

2Re
(Re? + z)?

ou 0¢p

ou ov 2R
%(w,yﬂ)‘ < ‘8 (z,y,0) +1i e —(, yﬁ)’ = ‘8z

(4.3.6)
si |z| <r < R. La cota resulta una funcién constante, por lo que es integrable en
[0,27]. Como la acotacién (4.3.6]) es vélida para cada r > 0, y los mismos argumentos
se pueden repetir para la acotaciéon de du/dy(z,y, 0) se satisface la tercera hipétesis del
teorema de derivacién bajo el signo integral para cada (z,y) € B(0,R) y 6 € [0, 2x]. Por
tanto, la funcién hs es derivable respecto de x e y en B(0, R) y

ol

ahg i 1 2m 8u i0
¥ 27
—iaa—i;g(x, y) = —i% 6—Z(x, y,0)In | f(Re™)|d6. (4.3.8)
Combinando ahora las ecuaciones (4.3.7) y (4.3.8) seguimos que
8h3 (9h3 1 2m ou 8’& i0
8 _ 1 i
) = i) = o [ (G 0) — 5 w0) ) (e .

y utilizando las condiciones de Cauchy-Riemann,

1 [ (Ou Ou 0
. (o000 = 15200 ) )

27 2T 610
af( 6)In| f(Rei®)| d6 — 1/0 (RLan(Re”’ﬂdH (4.3.9)

T or 27 et — z)2

Finalmente, reemplazando las expresiones (4.3.4)), (4.3.5) y (4.3.9) en la igualdad -
se concluye el resultado.
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El siguiente lema, estudiado en la asignatura Variable Compleja durante el Grado, se
trata de un analogo en el caso complejo al teorema de derivacion bajo el signo integral.
Para su demostracion, se puede consultar [5], p. 68-70].

Lema 4.3.4. (Holomorfia bajo el signo integral). Sean U un abierto del plano com-
plejo, v una curva en Cy F : U x v — C una funcién continua en U X y*. Se define

f(z):/F(z,w)dw, zeU.

v

En estas condiciones, la funciéon F' es continua en U. Ademas, si F' es holomorfa respecto
de z (explicitamente: para cada w € vx la funciéon F,(z) := F(w, z) es holomorfa en U),

entonces f es holomorfa en U y
OF (w, z)
()= | ————=dw.
1o = [ Fe

Lema 4.3.5. Sea f una funcién entera no constante de orden finito A cuyos ceros estan
dados exactamente por los puntos de la sucesién {z,}°, repetidos de acuerdo con su
multiplicidad. Si m + 1 > A, entonces para cada z € C\ {z,}22, se tiene que

f'(2) ol
dzm[ (2) z:z—zmJrl

Demostracion. Supongamos que f(0) # 0, y sea R tal que f(z) # 0 si |z| = R. Sea
n = N(R) el ntimero de ceros de f contenidos en B(0, R). En virtud del lema[1.3.3]

f’(2>:i[ 1 Z_’“_}jui/o%(Z.R—wln\f(Rewﬂd@ (4.3.10)

fz) =2z R-%z 27 Re® — 2)2

para cada z € C, con |z| < R,y z # 21, 22, ..., 2,. Veamos que

f'(2)
m!
) =Y e Y g

2 0

2 el — 2

Sea U = B(0,R) \ {21, 22, .-, zn} Razonemos por induccién para ver que la suma de la
igualdad se transforma en las sumas de la igualdad (4.3.11) y la integral de la
igualdad se transforma en la integral de la igualdad , tras derivar m veces.
En primer lugar, como ya hemos visto para m = 0, la igualdad se cumple. Por un lado, la
suma de la igualdad es una funcién holomorfa en U, por ser suma de funciones
holomorfas en dicho abiero y si la igualdad es cierta para m, claramente se cumple
para m + 1. Hagamos el razonamiento con la integral. Supongamos que la igualdad es
cierta para m. Derivemos ahora la integral que aparece en , a la que llamaremos
h. Consideramos la curva regular 7 : [0,27] — C, definida por v(f) = Re? = w, cuyo
soporte, v*, es la circunferencia de radio R. Escribiendo ahora

2w
(w—2z)m
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por la hipétesis de induccién,

1 2m 2Re' : 1
(m) () — o L (Re?) o = — +1!/
R (2) 27T(m+ ) /0 (Re? — 2ym2 n|f(Re”)|do 27T(m )

v

Fo(z,w)
w

dw.

La funcién F,(w,z)/w resulta continua en U x v*. Ademds, fijado w € ~*, la funcién
F!(z) es holomorfa en U. Por tanto, en virtud del teorema de holomorfia bajo el signo
integral, la funcién h™ es holomorfa en U y

|
v

2 w 0z

Volviendo a tomar la expresion parametrizada de 7y, tenemos que

+2) (> 2Re" .
h(m+1) _ (m / ' 1 20 do

por lo que la igualdad es cierta para m+ 1. En consecuencia, la igualdad (4.3.11)) es cierta
para cadam =20,1,2...

Como N(R) — oo si R — oo, para concluir la igualdad del enunciado basta probar que
los dos tultimos sumandos de la ecuacién (4.3.11]) convergen a cero si R — oo.

Veamos que el segundo sumando de (4.3.11)) converge a cero. Sea z € C\ {z,}22, ¥
tomemos R > 2|z| . Como |zx| < R para cada k = 1,2,...,n, con n = N(R), se sigue que

R? 1
|R2_aZ|ZR2_|Z_’€||Z’2R2_72§R27 ]{521,27...,”,
es decir,
1 2
—— < —, k=1,2,..
|R2—Z_kz| —_ R27 Y 7 7n7
y de aqui

’Z_k’ m+1 2 m+1
S A N <= k=12, ..
<‘R2 _ Z—kz| —_— R ) ) ) b n?
por lo que el segundo sumando en (4.3.11]) se puede acotar por

N(R) . m+1 9\ M+l
e <N — . 4.3.12
Sl =vo(3) (1:3.12)

Dado € > 0, en virtud del teorema [4.2.12] podemos acotar el término N(R) en la forma
N(R) < ARM* + B, (4.3.13)

donde A y B son constantes, (A > 0) para R suficientemente grande. Por hipdtesis,
m+1> A, tomando € > 0 tal que A+ € — (m+1) < 0, de la desigualdad (4.3.13)), se sigue
que

2

m—+1
N<R>(ﬁ) — 0, R — oc.

Aplicando el criterio del sandwich a la desigualdad (4.3.12]) se deduce la convergencia del
segundo sumando de (4.3.11]) a cero.
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Veamos ahora que el tercer sumando de la expresiéon (4.3.11)) converge a cero. Supongamos
de nuevo que 2|z| < R. Nuestro objetivo es acotar la integral. En primer lugar,

< R
|Re® — 2| > R — |2| > o

) m+2 92 m+2 1 m+2
9 0 = — = > - -
wwei(5) —2n(5) o)

2R|Re? — z|~(mF2) < gm+3 p=(m+1), (4.3.14)

de aqui

y se sigue que

Notemos ahora que

27 ReiO
/0 (Re®? — z)m+2 =0

pues se trata de un multiplo escalar de la integral

1
—d
/|w|R (w— 22"

que resulta nula, pues la funcion

1

w— (w — 2)m+?

admite primitiva en |w| > R/2. Por tanto, el valor de la integral de la expresién (4.3.11])
no varfa si sustituimos en la integral el término |f(Re®)| por |f(Re®)|/M(R), donde,
M(R) = max{|f(z)] : |z2| = R}, pues por ser

2 Rei@
/0 (Re® — z)m+2 do =0,

se tiene que

1 2 2R62’9 )
— — 1 )16
27?/0 (Re? — z)m+2 n | f(£eT)]

1 [*™  2Re" : 1 [*™  2Re"
= — — 1] Re)|do — — —————InM(R)df
or J,  (Rei? — z)m+2 n|f(Re”)] 27T/o (Rei® — »)m+2 nM(R)

2 i0 i0
:i/ ‘2Re In |/ (Re”)] de,
21 Jo  (Re? — z)m+2 M(R)

pues el término In(M(R)) es constante.

Utilizando esto y la desigualdad (4.3.14)), como log(|f(Re®)|/M(R)) < 0, podemos acotar
la integral de la igualdad 4.3.11| como

1 27 2Rei€ |f(R€7,9)|
v [ e Bty |

1 27 2Rei0 |f(Rele)|
<ot [ s [

(m 4 1)1 2m+3 (27 M(R)
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Pero en virtud de la féormula de Jensen,

2w
%/0 In| f(Re®)|d0 > In |£(0)],

que es finito, por ser f(0) # 0. Ademéds, dado € > 0, por ser f de orden X existe Ry > 0
tal que M(R) < exp(R ) para cada R > Ry, por lo que In(M(R)) < R € para R > Rj.
Por tanto, la cota (4.3.15)) puede ser mejorada de la siguiente forma:

(m + 1)1 2m+3 27 M(R)
e L [If(Re"e)l} 40

_ <m; ”!;Zi < /O " n(M(R)) 6 — /0 | f(Re“’)Dde)

(m 4 1) 2m+3 /2” e
< “df —1
<l ) R ulf(0)

(m + 1) 2m+3
5 g IFO)l, R = Ro (4.3.16)

< (m + 1)!2m+2R)\+e—(m+1) .

Por la arbitrariedad de €, podemos elegir € de forma que RM< (D) — 0si R — o0, lo
que hace que la cota (4.3.16)) converja a cero cuando R — oo. Por el criterio del sandwich,
concluimos que la integral de la igualdad (4.3.11]) converge a cero cuando R — oo.

Finalmente haciendo tender R hacia infinito en la expresién (4.3.11]) se concluye que

f'(z -
dzm[ z] Zz—zm“

=1

Si ahora f(0) = 0, escribiendo f(z) = zFg(2) con g una funcién entera tal que g(0) # 0,

se tiene que
i) _k  9(2)
= -+ ,
fz) 2 g(2)
Basta derivar m veces la expresién (4.3.17)) y aplicar el caso anterior a g para obtener que
dm ! _ 'k,
fe) o —mk Z 7
dzm f(Z) ( m+1 _ m+1

n

(4.3.17)

y concluir la veracidad de la igualdad del enunciado también para el caso en el que f
presente un cero en el origen. O

Lema 4.3.6. Sean {z,}>°, una sucesién de nimeros complejos con exponente de con-
vergencia finito y P(z) = [, E»(2/2,) su producto canénico. En los puntos en los que
P(z) # 0, se tiene que

d" [P'(z) .
dzm[ z}__m'z —g S meP

Demostracion. Consideramos la sucesion de funciones {¢,}°, dada por

@n(z) = Ep<i)
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Esta es una sucesién de funciones enteras no idénticamente nulas y [[)~, ¢.(z) = P(z).
En virtud del teorema [2.3.6| se sigue que

P'(z) o~ dn(2)
P(z) ; Gn(2)’

donde la serie converge uniformemente en los compactos de C que no contienen ceros de
P. En nuestro caso,

z z z 22 2P
(N=E(Z)=(1-Z Sl R i
w)=B(Z)=(1-5) e (Zo gt g)

por tanto,
(2 1 1 z 2Pl
qn()z— +—+t5+..+—
qn(2) Zn—2  Zn 22 P
Al ser m > p derivando este término m veces se concluye el resultado. O

4.4. El teorema de factorizacion de Hadamard

Ya hemos desarrollado la maquinaria necesaria para probar el teorema que da nombre a
este capitulo y que es una mejora del teorema de factorizacién de Weierstrass.

Teorema 4.4.1. (Teorema de factorizacién de Hadamard). Sea f una funcién
entera no constante de orden finito A, cuyos ceros distintos del origen se encuentran
exactamente en los puntos de la sucesion {z,}22 | repetidos de acuerdo a su multiplicidad.
Supongamos ademas que f presenta un cero en el origen de orden k. Sea

P(z) = E[l E, (Z—i>

el producto candnico de la sucesion {z,}5° ;. En estas condiciones, f puede ser represen-
tada mediante la férmula

f(2) = 2*P(2)e?®, 2 e€C,

donde la funcién g es un polinomio de grado a lo sumo la parte entera de .

Demostracion. En virtud del teorema de factorizacion de Weierstrass, existen una funcion
entera g y una sucesiéon {p,}°2, de enteros no negativos tales que

F(z) = 2kes® ﬁ E, (Zi) (4.4.1)

donde £, es el p,-ésimo factor elemental de Weierstrass.
En primer lugar, veamos que el producto de la expresiéon anterior resulta un producto

canonico. Por el teorema [4.2.13| f tiene exponente de convergencia p < \. Por la obser-
vacion [3.2.5] podemos tomar la sucesién de enteros no negativos {p, }>>, constante igual
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a p, siendo p el menor entero no negativo mayor que 4 — 1. Por tanto, el producto de la
expresion (4.4.1]) puede tomarse como un producto canénico

P(z) = f[l E, (i) .

Sustituyendo en la expresion anterior, podemos expresar f en la forma

f(z) = z’“eW)f[lEp (z%) (4.4.2)

En segundo lugar, veamos que ¢ es una funciéon polindémica de grado a lo sumo la parte
entera de . Calculando la derivada logaritmica de la expresion llegamos a que si
f(z) # 0, se tiene que

f'iz) _k Pz

7o) =R O
Sim + 1 > X derivando m veces la igualdad anterior y utilizando los lemas y
llegamos a la igualdad

> 1 k mlk > 1
m+1 = — ‘ ' -_— 0
9" (2) m ( E BT + (—z)m+1> + oy +m E ERES T
n=1 n=1

Por tanto, los coeficientes del desarrollo de Taylor de g en torno al origen resultan nulos
del término m + 1 en adelante. Concluimos que ¢ es un polinomio de grado a lo sumo la
parte entera de \. O

Ejemplo 4.4.2. 1. Consideramos de nuevo el ejemplo de la factorizacion de la funcién
f(z) = sin(7z). En este caso la factorizaremos utilizando los nuevos argumentos
obtenidos en este capitulo.

En primer lugar, por un razonamiento analogo al que vimos en el ejemplo [4.2.9
apartado II, el orden de la funcién sin(7z) es 1. Recordemos que los ceros de la
funcién sin(7z) se encuentran en los nimeros enteros, y cada uno de estos es un
cero simple de f. En virtud del teorema de factorizacion de Hadamard, podemos
expresar f como un producto infinito en la forma

sin(7z) = zed H E, (i) = 2e90%) H (1 — i) e™  zeC,
Zn n

n#0 n€Z, n#0

donde P(z) =[], E1(2/2,) es el producto canénico de la sucesién de los niimeros
enteros. Este producto candnico se obtiene tomando p = 1, pues este es el menor
entero mayor que p — 1, donde p es el exponente de convergencia de la sucesion, en
nuestro caso, 1. Por otro lado, g es un polinomio de grado menor o igual que la parte
entera del orden de la funcién sin(7z), o sea, 1. Por tanto, el producto anterior, se
escribe en la forma

sin(mz) = ze®* H <1 — i)ez/", z€C,

n
neZ, n#0

66



II.

y como ya vimos en el capitulo anterior, podemos expresar dicho producto como

oo 2
sin(rz) = ze®* T H (1 — —2) z € C. (4.4.3)
n
n=1

Obtengamos ahora el valor de los coeficientes a y b. Por un lado, la funcién sin(wz)
es una funcién impar, por lo que

sin(—mz) = —“Z+bH (1——) = az+bH (1——) — —sin(rz), ze€C,

2az

es decir, e°** = 1 para cada z € C, de donde se sigue que a = 0.

Por otro lado, en virtud de la expresién (4.4.3)) y lo anterior se tiene que

sin(rz —ebH<1——), 0< 2] <1,

y tomando el limite cuando z — 0, tenemos que m = e’.

Por tanto, la factorizacién de la funcién sin(7z) resulta

sin(7z —WZH(l——), z € C,

la misma que obtuvimos en el capitulo anterior utilizando tinicamente el teorema
de factorizaciéon de Weierstrass.

El proximo ejemplo tendré una gran utilidad practica, pues utilizando el teoremasa
de factorizacion de Hadamard encontraremos férmulas generales de factorizacion
de funciones enteras definidas por una combinacion lineal de exponenciales, como

f(2) = exp(az) £ exp(bz), donde a,b € C con a # b.

Los ceros de la funcién entera f(z) = exp(az)+exp(bz), se encuentran en los puntos
del plano complejo z, = (2k + 1)7wi/(a — b), k € Z, siendo cada uno de estos ceros
de multiplicidad 1. Estos puntos conforman una sucesiéon de ceros no nulos de f,
satisfaciendo que |z;| — oo cuando |k| — oco. Como ya hemos visto en el ejemplo
M.2.11] la funcién f tiene orden 1, por el teorema de factorizacién de Hadamard,
podemos representar f mediante la féormula:

HEl( ) ZGC,
keZ

donde g es un polinomio de grado a lo sumo 1, y P(2) = [[,cp F1(2/2k) es el
producto canénico de la sucesién de ceros {zy }rez, que de nuevo se obtiene tomando
p = 1. Entonces,

HEl( ):eg(z)H(l_Z_i>ez/zk

k€EZ keZ

_ b) .
g(2) 1 — CL (a—b)z/(2k+1)mi C
| | < 2k: n 1) )e , =zl
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Reordenando ahora los términos de la expresion anterior, se sigue que

e a_b)22
— ¢ H( (2n +1)272 )’ zeC

Como habfamos dicho, g(z) es un polinomio de grado a lo sumo 1, es decir, de la
forma g(z) = g1 + g22. Tratemos ahora de encontrar el valor de los coeficientes del
polinomio. Como hemos visto,

= —b)%22
% 4+ eb? — e91tg22 H (1 + ((&— , z€C,

2.2
st 2n 4 1)%x
evaluando en el origen se sigue que e = 2, por lo que g; = log 2.

Obtengamos ahora el valor de g,. Por ser f no nula en el cero, podemos considerar
la derivada logaritmica de f evaluada en el origen, f’(0)/f(0).

En primer lugar, utilizando la expresién original de f, f(z) = e%* + e, su derivada
serd f'(z) = ae® + beb* por lo que f'(0) = a + b. Ademds, f(0) = 2, por lo que

f'(0) a+b
fo) 27

Calculemos ahora la derivada logaritmica de f en el cero trabajando con la factori-
zacion de f que hemos obtenido. En primer lugar, sea

P(Z):ﬁ<1+((2a#bl>;i2)’ z € C.

Con esta notacion,

£0)  20,P0)+2P'(0)  P(0)
o) - 2P TPy

(4.4.4)

Obtengamos entonces el valor de P’(0)/P(0). Consideremos la sucesion de funciones
enteras {P, }°°, definidas por

(a — b)?2?

P,(z)=1+ —(Qn 122

ze€C, neNU{0}.

La serie funcional
> (P, Z (2n + 1 2772 zeC

n=0 n=

converge normalmente en los subconjuntos compactos del plano complejo, luego
converge uniformemente y absolutamente en dichos subconjuntos. En virtud del
teorema [2.3.2| concluimos que el producto

E[()Pn(z):ﬁ (1+%), z € C.

n=0
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converge uniformemente hacia P en los subconjuntos compactos de C, y por lo
tanto, convergen en H(U) hacia P. En consecuencia, podemos aplicar el teorema
2.3.6| para establecer que

P'(z) (2)
P(z) (2)

n:0

2z(a — b)?
(2n +1)?72 4 (a — b)22%’

z € C, (4.4.5)

I
:Mg

Donde la convergencia es uniforme en los subconjuntos compactos de C.

Evaluando la expresién (4.4.5)) en el origen, P’(0)/P(0) = 0, y sustituyendo en la
expresion (4.4.4]),
a+b  f(0)

2 - f(0> = g27
de donde concluimos que g; = (a + b)/2.

Finalmente, llegamos a la factorizacién

Fe) = explaz) + exploz) =260 T (14 S202) s g
p p 11 T ) (44,

El conocimiento de esta factorizacion resulta muy ttil, pues muchas de las funcio-
nes que cuentan con infinitos ceros estan definidas mediante una combinacién de
exponenciales, por lo que podemos obtener una factorizacion para estas sin mas que
sustituir los coeficientes a y b en la férmula . Por ejemplo, la funcién cos(nz),
esta definida como

exp(miz) + exp(—miz)

5 , z€eC,

cos(mz) =

por lo que tomando a = 1w, y b = —i7 y sustituyendo en la formula se tiene

que N . N 2
cos(m):H<1+%):rH<1—ef+l)2), ceC.

n=0 =0

Otra funcién cuya expresion en forma de producto infinito podemos obtener facil-
mente gracias a la férmula (4.4.6]) es la funcién cosh(z).

Esta funcién estd de nuevo definida por una combinacién lineal de exponenciales,

concretamente por

e +e*
2 )

Sustituyendo de nuevo en la férmula , en este casocon a =1y b= —1, se

sigue que

cosh(z) = z e C.

it 422
COSh(Z) = H <1 + m), z € C

n=0

En el caso de tener una funcién definida mediante una resta de exponenciales del
tipo, g(z) = exp(az) — exp(bz), donde a,b € C con a # b, con un razonamiento
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similar se puede llegar a la formula de factorizacién

(a+b)z/2 - (a — 5)222
exp(az) — exp(bz) = (a — b)ze | | 1+ a2 ) € C, (447
7r
n=1

y sustituyendo en esta nueva formula se pueden obtener factorizaciones de funciones
definidas mediante una resta de exponenciales, como el sinh(z), definida por

z —Zz

" —e€

sinh(z) = —y € C,

cuya factorizacién, sustituyendo a =1y b = —1 en la férmula (4.4.7) resulta,

0 2
sinh(z) = zeZH (1 + j 2), z € C.
n2mw
n=1

Por tltimo, podemos obtener de nuevo la factorizacién de la funcién sin(7z), sin

mas que sustituir a = 72 y b = —m¢ en la expresiéon (4.4.7)) y obtener
sin(rwz) = 7wz 1-—), zeC.
) =11 (172
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