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Resumen
En el presente trabajo se estudia la normalizacion de Noether. Definiendo los
conceptos de dependencia entera para anillos, explicaremos como se construye
su clausura entera, asi como la nociéon de anillo normal. Por ultimo daremos
un algoritmo para el calculo de la normalizacion y el lugar geométrico no
normal para un anillo. Ademds se presentaran unos ejemplos concretos para
el cédlculo de la normalizaciéon de una cuspide y del paraguas de Whitney.
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Abstract
In this work we study the Noether normalization. Defining the concepts of
integral dependence for rings, we will explain how its integral closure is cons-
tructed, as well as the notion of a normal ring. Finally we will give an algo-
rithm for computing the normalization and the non-normal locus for a ring.
In addition, some concrete examples will be presented for the computation
of the normalization of a cusp and the Whitney umbrella.
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Capitulo 1

Introduccion

El algebra conmutativa es el campo de estudio de los anillos conmutati-
vos, sus ideales, modulos y algebras. Se considera que el fundador real de la
materia, en la época en la que se llamaba teoria de ideales es David Hilbert,
quien al parecer pensd sobre esta cuestion como un enfoque alternativo a la
entonces de moda teoria de funciones complejas. El concepto adicional de
modulo, presentado de alguna manera en el trabajo de Kronecker, es técni-
camente un paso adelante si se compara con trabajar siempre directamente
en el caso especial de los ideales. Este cambio se atribuye a la influencia de
Emmy Noether. Hilbert influy6 fuertemente en Emmy Noether, quien refor-
mulé muchos resultados anteriores en términos de una condicién de cadena
ascendente, ahora conocida como la condicion Noetheriana y los objetos que
la satisfacen se denominan noetherianos en su honor.

En este trabajo vamos a centrarnos en el lema de normalizacion de Noether.
Este lema se le atribuye a Emmy Noether, y fue presentado en el articulo
Idealtheorie in Ringbereichen (La teoria de ideales en los anillos) en 1921.
Haciendo un inciso, quiero darle especial importancia a Emmy Noether. Fue
una matemaética alemana del siglo XX y es considerada por David Hilbert,
Albert Einstein y otros personajes relevantes como la mujer mas importan-
te en la historia de las matematicas. Aunque también tuvo una importante
aportacion en el mundo de la fisica, con lo que cierne a las matematicas,
Noether transform¢ la teoria de ideales en los anillos conmutativos en una
poderosa herramienta matematica con aplicaciones muy variadas. Revolu-
ciond la teoria de anillos, teoria de cuerpos y la de K-dlgebras.

Para entender la normalizacion de Noether desarrollaremos previamente con-
ceptos como bases de Grobner, cadenas, anillos noetherianos, elementos en-
teros, clausura entera... Todos ellos conceptos nuevos al no haber cursado
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algebra conmutativa durante el grado.

El segundo capitulo introducira los conceptos previos para desarrollar la
teoria de extensiones enteras. En particular las nociones de médulos y submédu-
los y algunas operaciones con ellos. Presentaremos el concepto de orden mo-
nomial para poder mas tarde hablar de bases de Grobner y bases estandar
de ideales y médulos e introduciremos una primera version del teorema de la
base de Hilbert. Por tltimo hablaremos de algunos ideales especiales como
es el ideal cociente y el radical junto con algunas de sus propiedades.

En el capitulo siguiente hablaremos ya elementos enteros y de extensiones
finitas y enteras junto con sus operaciones y equivalencias, como puede ser
la propiedad de transitividad de la dependencia entera, el criterio sobre la
dependencia entera, el criterio de finitud, compatibilidad con el paso a anillos
cocientes. Presentaremos el teorema de Cayley Hamilton clave para algunas
de las demostraciones de este capitulo. También introduciremos la clausura
entera para anillos. Hablaremos de conjuntos multiplicativamente cerrados,
cuerpos de fracciones y localizacién, todos ellos conceptos no estudiados du-
rante el grado. Esto sera relacionado con el concepto de anillo entero dando
lugar a la propiedad de compatibilidad con la localizacion.

En el capitulo 4, retomaremos el concepto de clausura entera pero esta vez
para ideales. Introduciremos las cadenas y las condiciones de cadenas ascen-
dentes y descendentes para poder definir los anillos artinianos y noetherianos.
Hablaremos del teorema del ascenso y del descenso para cadenas de ideales
primos. Y nos centraremos més tarde en algunas proposiciones relacionadas
con anillos noetherianos. Volveremos a presentar el teorema de Hilbert pero
en vez de para anillos de polinomios, para anillos noetherianos en general. Y
por ultimo hablaremos de la normalizaciéon de un anillo, que es la clausura
entera de A en el anillo total de fracciones de A, con una breve observacion
sobre lo que ocurre cuando A es un dominio de integridad, caso sobre el que
basaremos nuestros ejemplos en el capitulo 7.

En el capitulo 5 daremos una breve introducciéon sobre la teoria de la di-
mensién, aunque este ambito sea mucho mas extenso de lo presentado en
este capitulo con definiciones importantes como la dimensién de Krull. Se
hablaréd de longitud de una cadena, altura de un ideal para definir la dimen-
sién de un anillo y de un ideal e introduciremos la nocién de anillo reducido.

En el capitulo 6 introduciremos la normalizacién de Noether para el caso
de cuerpos finitos e infinitos y hablaremos también de anillos graduados.
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En el 1ltimo capitulo la idea principal es dar un algoritmo para calcular
la normalizacién de un anillo. Haremos una breve introduccién a los espec-
tros, aunque se puede encontrar mucho mas desarrollado en los apéndices del
libro [1]. Introduciremos el lugar geométrico no normal, el conductor de un
anillo A y daremos un criterio para la normalidad de un anillo. Se presentaran
la sizigias (sin profundizar en estte concepto), que serdn necesarias para el
algoritmo de normalizacion. Por ultimo se calculara la normalizacién de una
cuspide y del paraguas de Whitney, este iltimo también en SINGULAR un
programa de ordenador para calculos algebraicos.
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Capitulo 2

Conceptos previos

En este capitulo, introduciremos conceptos basicos con los que trabaja-
remos constantemente durante esta memoria. Se presentaran los conceptos
de modulos, submédulos y operaciones con ellos, la nocién de finitamente
generado y médulo libre. Ademaés exponemos el concepto de orden monomial
en general y orden total, para mas tarde definir orden modular. Por tltimo
explicaremos algunos conceptos como bases estandar y de Grobner con sus
propiedades.

2.1. Moébdulos y submaédulos

Definicién 2.1.1. Sea A un anillo. Sea un conjunto M, con dos operaciones
+: M x M — M (suma) ,- : A x M — M (multiplicacién por escalares) se
dice que es un A-modulo si verifica las siguientes propiedades:

1. (M,+) es un grupo abeliano

2. (a+b)-m=a-m+b-m
a-(m+n)=a-m+a-n
(ab) -m=a-(b-m)
1-m=m, paracadaVa,be Aym,ne M

Veamos algunos ejemplos de A-mddulos

Ejemplo 2.1.2.

1. Un ideal T de A es un A-moddulo. En particular, el mismo A es un
A-modulo

2. Si A es un cuerpo K, entonces un A-médulo es cualquier K-espacio
vectorial

13
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3. Si A = Z entonces un Z-modulo es cualquier grupo abeliano. Pues por
definicion de Z-médulo obviamente es un grupo abeliano, y para la
implicaciéon contraria bastaria definir la aplicacion

7. 7ZxG — G
(n,g) — ng=g+g+...+g

-~

(n)

Definicién 2.1.3. Sean M, N dos A-médulos. Una aplicacion f : M — N
es un homomorfismo de A-médulos (o es A-lineal) si f(x +y) = f(z) +

fy), flax) =af(z) Va€ A

Si A es un cuerpo, un homomorfismo de A-mdédulo es lo mismo que una
transformacién lineal de espacios vectoriales.

Para cada médulo M existe un isomorfismo natural Hom(A, M) = M ca-
da homomorfismo de A-médulos f : A — M esta univocamente determinada
por f(1), que puede ser un elemento cualquiera de M.

Definicién 2.1.4. Sea M un A-mdédulo. Un submédulo N de M es un sub-
grupo no vacio de M que es cerrado respecto al producto por elementos de
A, es decir, para cada m,n € N y a € A verifica:

1. m+neN
2.a-méeN

Definicién 2.1.5. Sea M un A-mdédulo y sea { M;};cr una familia de submdédu-
los de M. Su suma Y M; es el conjunto de todas las sumas (finitas( > z;,
donde x; € M; para todo, i € I, y donde casi todas las z; (todas salvo un
numero finito) son cero.

> M; es el menor submédulo de M que contiene a todos los M;

La interseccion NM; es a su vez un submodulo de M.

No se puede, en general, definir el producto de dos submodulos pero se
puede definir el producto I - M, donde I es un ideal y M es un A-médulo. Se
define como el conjunto de todas las sumas finitas > a;z;, con a; € I, x; € M,
que es un submoédulo de M.

Definicién 2.1.6. Si N, P son submdédulos de M, se define (N:P) como el
conjunto de todos los a € A tales que aP C N, es un ideal de A.
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En particular, (0:M) es el conjunto de todos los a € A tales que aM = 0,
este ideal se denomina el anulador de M y se indica por Ann(M).

Un A-médulo M es fiel si Ann(M) = 0.

Definicién 2.1.7. Sea M un A-médulo y M; C M submdédulos, con i € [.
Definimos la suma de los M; como

S { o

icl icl

m; € M;, m; # 0 solo para un numero fnito de i}

Definicién 2.1.8. Sea J C A un ideal y sea M un A-médulo. Definimos
JM como

JM = {Zalmz

il

I finito, a; € J, mieM}

Definicién 2.1.9. Se dice que un A-moédulo M es finitamente generado si
M =>%" A-m; para my,..,m, € M. Cuando esto ocurre escribimos
M = (mq,...,m,) y se dice que my,...,m, son los generadores de M. Un
modulo generado solo por un elemento se llama moédulo ciclico.

Definicién 2.1.10. Sea M un A-modulo. M se llamard moédulo libre si M =

Dier A

2.2. Orden monomial

Un polinomio se puede representar de manera tnica, solo hasta un orden
de sumandos, como combinacién lineal de monomios. Sin embargo, podemos
hacer que este orden sea tinico eligiendo un orden total en el conjunto de los
monomios.

Definicién 2.2.1. Un orden total u orden lineal en un conjunto X, es una
relacién binaria sobre X que es: reflexiva, transitiva, antisimétrica y total,
esto es si se denota por < la relacién, para cualquier a,b, ¢ € X se verifican
las siguientes propiedades:

» Sia€ X, entonces a < a (reflexiva)
» Sia<byb<c entonces a < ¢ (transitiva)
» Sia<byb<a,entonces a =b (antisimétrica)

= a <bob<a (totalidad o completitud)
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Esta ultima propiedad es equivalente a decir que todo par de elementos es
comparable bajo la relacion.

Un conjunto dotado de un orden total se denomina conjunto totalmente
ordenado.

Definicién 2.2.2. Un orden monomial es un orden total (o lineal) > en el
conjunto de los monomios Mon,, = {x%| o € N"} en n variables que satisface

2% > 2P = 272 > 272°

para cada «, 8,y € N*". También decimos que > que es un orden monomial en

Alxq, ..., x,], con A cualquier anillo, es decir que > es un orden monomial
Y ) J )

en Mon,

Definicién 2.2.3. Sea > un orden monomial fijado. Escribimos f € Klz|, f #
0, de una tnica forma como suma de termino no nulos

f=aa2"+asa’ +- - +aa?, x> > >0,

Y Qq, G, -+, 0y € K. Definimos:

1. LM(f) := «* que llamaremos monomio lider.

2. LE(f) := « que llamaremos exponente lider.

3. LT(f) := anx® que llamaremos término lider.

4. LC(f) := a, que llamaremos coeficiente lider.

5. tail(f) == f — aax® = agz? +--- + a,a" que llamaremos cola.
Definicién 2.2.4. Sea > un orden monomial en {z%| o € N"}

1. > se dice que es un orden global si x® > 1 para todo a # (0,...,0),

2. > se dice que es un orden local si z* < 1 para todo a # (0,...,0),

3. > se dice que es un orden mixto si no es ni global ni local.

Proposicién 2.2.5. Sea > un orden monomial, son equivalentes las siguien-
tes condiciones:

1. > estd bien ordenado
2. x;>1parat=1,....,n

3. x> 1 para cada o # (0,...,0), es decir, > es global.
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4. >pa By a# B implica x* > 2°. La ultima condicion significa que
> es un refinamiento del orden natural parcial en N™ definido por

(Oél,...,Oén) Znat (Blwﬂaﬁn)<:>ai 2/82

para cada 1

Demostracion. (1)=(2): Si x; < 1 para algin i, entonces =¥ < 27" < 1, lo
que produce un conjunto de monomios sin el elemento mas pequeno, lo cual
lleva a una contradiccién pues que suponiamos que esta bien ordenado y por
tanto cada subconjunto no vacio tiene un elemento méas pequeno.

(2)=(3): Escribimos 2® = 2% z; para algin j y usamos induccién.

(3)=(4): Sea (a1, ...,an) Znat (B1,-..,0n) vy @ # B. Entonces v :=a — f €
N" \ {0} tendrfamos que 27 > 1 y en consecuencia 2 = 2717 > 2.
(4)=-(1): Sea M un conjunto no vacio de monomios. Por el lema de Dickson
que veremos en 2.2.11, existe un subconjunto finito B C M tal que para casa
z® € M hay un 2° € B con 8 >, . Asumiendo que z° < 2% o 2® = 2,
esto es que B contiene un elemento mas pequeno de M con respecto a >, es
decir que esta bien ordenado como se queria.

O]
Definicién 2.2.6. Consideramos >; un orden monomial sobre Mon(z1, ..., x,)
y > un orden monomial sobre Mon(yi, ..., y,). Entonces el orden de pro-
ductos o de bloques >. también se denota como (>1, >3) sobre Mon(xy, ..., Tn, Y1, Ym)

se define como
9% > 2%y o 1 > 2% o (2% = 2% y yf > 7).

Si >; es un orden global, entonces el orden de productos cumple la propiedad
que los monomios que contienen un x; son siempre mayores que los monomios

que no contienen z;. Si los ordenes especiales >; sobre Mon(xq,...,2,) y >2
sobre Mon(yi,...,yn) son irrelevantes, para el orden de productos sobre
Mon(zy,...,2n,Y1,...,Ym) escribiremos solamente x > y.

Definicién 2.2.7. El orden lexicografico es una relaciéon de orden, definida
sobre el producto cartesiano de conjuntos ordenados. Sean (A, <)y (B, <p)
dos conjuntos parcialmente ordenados por las relaciones <4 y <p respecti-
vamente. Entonces un orden lexicogréafico es una relacién de orden parcial
<4, definida como sigue :

V(a,b),(a',b') € Ax B:(a,b) <ap (d,V)sa<d oa=d y b<V

Si (A, <4)y (B, <p) son ordenes totales, <4 p también es un orden total.
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Definicién 2.2.8. Definimos el médulo libre Kz|" = @!_, K|x]e; donde
e; =(0,...,1,...,0) € K[z]" Llamamos z%¢; = (0,...,2%,...,0) € K[z]" un
monomio

Definicién 2.2.9. Sea > un orden monomial:

1. Para f € K[x]s elegimos v € K|[z] tal que LT(u) = 1y uf € Klz].

Definimos
LM(f) := LM(uf),
LC(f) = LC(uf),
LT(f) = LT (uf),
LE(f) := LE(uf),

y tail(f) == f — LT(f)
2. Para cada subconjunto G C K|[z]~ se define el ideal
L.(G) = L(G) := (IM(g) | g € G ~ {0} kg
L(G) C K|z] se llama ideal lider de G
Definicion 2.2.10. Sea I C R un ideal.
1. Un conjunto finito G C R se llama base estandar de I si
GclI,yL(I)=L(G).

Esto es que G es base estandar si el monomio lider de los elementos de
G que generan el ideal lider de 1.

2. Si > es global, una base estandar se la llama base de Grébner.

3. Si solamente decimos que GG es una base estandar, nos referimos a que
G es una base estdndar del ideal (G)g generado por G.

Introduciremos ahora un lema que sobre el que nos apoyaremos mas ade-
lante para demostrar algunos conceptos.

Lema 2.2.11. (Lema de Dickson) Sea I = (z*|a € A) C K|xq,..., 1,
un ideal monomial. Entonces I se puede escribir de la forma I = (x®M), ... 226)),
donde a(1),...,a(s) € A. En particular, I tiene una base finita.

La demostracién de este lema se puede encontrar en el libro [2].
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2.3. Bases de Grobner y bases estandar para
modulos

Trasladando las ideas que hemos expuesto anteriormente pero esta vez
con un orden modular y médulos y submaédulos, damos las definiciones de
bases de Grobmner y bases estandar para mddulos, que usaremos la mayor
parte de las veces.

Definicién 2.3.1. Sea > un orden monomial en K |[x]. Un orden modular en
K[z]" es un orden total >,, en el conjunto {z%¢;| « € N" i =1,...,7} que es
compatible con la estructura K[z]-modular incluyendo el orden >, es decir,
satisface

1. 2%, >, 2Pe; = 2°Me; >, 27 ¢;
2. 2% > 2’ = 2%; >, xﬁej para cada o, B,y € N*. 7,7 =1,...,7.

Si z%; > 2Pe; <= i < jo (i=jya* > 2P), donde se da prioridad a
las componentes, y se denota por (c, >).

Si z%; > 2Pe; <= 2 > 27 0 (z* = 2P y i < j), donde se da prioridad a
los monomios en K[z] y se denota por(>,c).

Se dice que >,, estd bien ordenado en K[z]|" siy solo si > lo es también
en K[z]. Igualmente diremos que >,, es global, local o mixto si lo es >.

Fijamos un orden modular >,, y lo denotaremos por >. Como cualquier
vector f € K|z]" \ {0} se puede escribir de forma tinica como

f = e+ f*

* . . *
con ¢ € K\ {0} y z%; > 2 e; para cualquier termino no nulo c¢*z® e; de
f* podemos definir como antes

LT(f) := cae;

Podemos llamarlos monomio principal, coeficiente principal y término prin-
cipal respectivamente de f. Y tail(f) := f — LM(f) se llama cola de f.
Ademés para G C K[z]|" llamamos

L.(G) = L(G) = (LM(g)| g € G ~ {0})xis) C Kla]

el submédulo de (G) principal.
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Definicién 2.3.2.

1. Sea I C R" un submodulo. Un conjunto finito G C I se llama bases
estandar de I si y solo si L(G) = L(I), en otras palabras, para cada
f €I~ {0} existe un g € G tal que LM(g)|LM(f).

2. Si el orden esta bien ordenado entonces la base estandar G se llama
base de Grobner. En este caso R = K[z] y por tanto, G C I C K|[x]".

Daremos ahora una definicion equivalente de base estdandar y de Grébner,
que es mas facil de usar para la demostracion del teorema de existencia de
base de Grobner.

Definicién 2.3.3. Fijado un orden monomial en el anillo de polinomios

K[zq,...,x,], un subconjunto finito G = {g1,...,¢9:} deunideal I C KJz1,...

diferente de {0} se dice que es una base de Grébner (o base estdndar) si

(LT(g1), ..., LT(g)) = (LT(1))

Usando el convenio de que () = {0}, definimos () como la base de Grébner
de ideal cero {0}.

Introduciremos ahora un teorema muy importante, y cuya demostracion
nos servird para construir una base de Grobner. Mas adelante volveremos a
enunciarlo de otra forma relacionandolo con nuevos conceptos vistos.

Teorema 2.3.4. (Algoritmo de division en K(ry,...,x,]) Sea > un
orden monomial sobre Z%, y sea F' = (f1,..., fs) una s-upla de polinomios
ordenada en Klxy, ..., x,|. Entonces todo f € K[z, ..., x,] se puede escribir
como

f:q1f1+'~~+Qst+T7

donde q;,r € Klxy,...,2,] yr = 0 0 es una combinacion lineal, con co-
eficientes en K, de monomios, ninguno de ellos es divisible por cualquier

LT(f1), ..., LT(f,).
Llamaremos r al resto de f al dividirlo por F.

La demostracién de este teorema se encuentra en el libro [2].

Teorema 2.3.5. (Teorema de la base de Hilbert) Todo ideal I C
Klxy,...,x,) tiene un conjunto finito que lo genera. En otras palabras, I =

(91,--.,9t) para algin g1, ...,g; € 1.
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Demostracion. Si I = {0} tomamos con el conjunto que lo genera a {0}, que
obviamente es finito. Si I contiene algiin polinomio distinto de cero, enton-
ces el conjunto generador ¢y, ..., g; para I se puede construir de la siguiente
forma.

Primero seleccionamos un orden monomial particular para usar en el algorit-
mo de divisién descrito previamente y para calcular el término lider. Entonces
I tiene un ideal formado por términos lideres (LT (7)) y ademds sabemos que
(LT(I)) = (LT(¢q1),...,LT(g;)) por el Lema de Dickson visto 2.2.11, que nos
concluia que un ideal monomial esta finitamente generado. Afirmamos que
I'=(g1,...,9)-

Para probar esto, es claro que (g1,...,¢9;) C I puesto que g; € I. Por otro
lado, sea f € I un polinomio. Si aplicamos el algoritmo de divisién para
dividir f por (g1,...,g:) obtenemos una expresion de la siguiente forma

f=qn+...+qg+r

donde ningin término de r es divisible por ningtin LT(g;), ..., LT(g;). Pode-
mos asegurar que r = 0.
Supongamos por reduccion al absurdo que no lo fuera, tenemos

r=f—qo—...—qg €1

Sir # 0 entonces LT (r) € (LT(g1),...,LT(g;)), y entonces se sigue que LT(r)
debera ser divisible por algin LT(g;), lo cual es una contradiccién y por tanto
r = 0.

Luego f = g1 +---q9:+0 € (g1, ..., ), lo que demuestra la otra inclusién
que queriamos I C (gq,..., ), y por tanto se da la igualdad. O

Corolario 2.3.6. Fijado un orden monomial, todo ideal I C Klz1, ..., x,]
tiene una base de Grobner. Es mds, todo base de Grobner para un ideal I, es
base de I.

Demostracion. Dado un ideal no nulo, el conjunto G = {g1,...,¢:} cons-
truido de la misma forma que en la demostracién del teorema anterior,
es po definiciéon una base de Groébner. Para lo segundo, notemos que si
(LT(I)) = (LT(g1),.-..,LT(gs)), entonces el argumento dado en el teorema
anterior muestra que I = (gq,...,q:), y por tanto G es una base de I. [

2.4. Algunos ideales especiales

Observacién 2.4.1. Recordaremos brevemente las definiciones de ideal,
ideal primo y de ideal maximal para que nos quede mas claro la demos-
tracion del siguiente lema.



292 CAPITULO 2. CONCEPTOS PREVIOS

Un subconjunto I € A se llama ideal si verifica las siguientes propiedades:
fLgel=f+gel

fel,ac A=afel

Diremos que I es un ideal primo si I # A y para cada a,b € A tal que ab € [
entonces se debe cumplir que o bien a € I o bien b € I.

Diremos que I es un ideal maximal si I # A y si es maximal con respec-
to a la inclusion, es decir, que si I’ es un ideal con I’ C Ay I C I’ entonces
solo puede ser I = I'.

Observaciéon 2.4.2. Recordaremos también esta definiciéon muy basica.
Se dice que A es un dominio de integridad si A # 0 y si no tiene ningin
divisor de cero.

Definicién 2.4.3. Si I, J son ideales en el anillo A, su ideal cociente es
(I:J)={zeA:aJCI}

que es un ideal.

En particular, (0 : J) se denomina el anulador de J y se indica por Ann(J)
es el conjunto de todos los x € A tales que xzJ = 0.

Con esta notacién, el conjunto de todos los divisores de cero en A es D =
UgpzoAnn(x).

Algunas propiedades son:

w [ C(I:J).
. J)J C 1.
« ((T:J):L)=(I:JL)=((I:L):J).
Nl = J)=ni(1; - J).
[, 0) =31 ).

Definicién 2.4.4. Llamaremos nilradical de A al ideal N que es el conjunto
formado por todos los elementos nilpotentes en un anillo A. Recordemos que
un elemento z € A es nilpotente si In > 0 con z" = 0.

(1
(
(
(

Proposicién 2.4.5. El nilradical de A es la interseccion de todos los ideales
primos de A.
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La demostracién se puede encontrar en el libro [1].

Definicién 2.4.6. Sea A un anillo y I C A un ideal.
El radical de I, denotada como v/T o como rad(I) es el ideal

VI={aeA| 3deN tal que a’ € I},

que contiene a I. Se dice que I es reducido o que es el ideal radical si I = /1.
Sip:A— A/I es el homomorfismo candnico entonces rad(l) = ¢~ (Ny/r)
y como Ny /s es un ideal, tenemos que rad(l) también lo es.

Algunas propiedades son:

» [ Crad(]).

[ ]
<
Q
QL
~
<
SN—
I
<
Q
=%
—~
~
D)
<
SN—
I
<
Q
<%
—~
~
N—
D
3
Q
<%
—~
N
\./

v rad(l + J) = rad(rad(I) + rad(J)).
= Sip es un ideal primo, rad(p™) =p Vn > 0.

Proposicion 2.4.7. El radical de un ideal I es la interseccion de los ideales
primos que contienen a I

La demostracién se encuentra en el libro [1].

Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Si I es un ideal de A,
f(I)={f(@i) : i € I} no es necesariamente un ideal de B.

Definicién 2.4.8. Se define la extensiéon ¢ de I como el ideal B - f(I)
generado por f(I) en B. En forma mas explicita, se puede definir /¢ como el
conjunto de todas las sumas >y, f(x;), donde z; € I e y; € B.

Si J es un ideal de B, entonces f~!(J) es siempre un ideal de A, llamado la
contraccion J¢ de J.

Probemos que es siempre un ideal. Sean a,b € f~!(J) entonces f(a), f(b) €
J. Ademés f(Aa + pb) = Af(a) + uf(b) € J VA, u € A luego Aa + pb €
fYJ) YA\, u € A. Y por tanto se puede concluir que f~1(J) es un ideal.
Algunas propiedades son:

w [ C I J D Je.
n J¢ = Jeeo Je — Jece,



24

CAPITULO 2. CONCEPTOS PREVIOS

= Si C es el conjunto de los ideales contraidos en A y E es el conjunto
de los ideales extendidos en B, entonces C' ={I : [*““ =1}y E = {J:
J =J} y I — I° es una aplicacion biyectiva de C' en E cuya inversa

es J — JC.



Capitulo 3

Extensiones finitas y enteras

En este capitulo introduciremos las primeras definiciones bésicas sobre
elemento entero o extensiones finitas y enteras. Posteriormente se probaran
algunas de las proposiciones mas importantes relativas a estos conceptos co-
mo pueden ser el criterio de la dependencia entera o el criterio de finitud.
Estos criterios permiten hacer calculos efectivos para comprobar si un ele-
mento es entero o si un morfismo es finito.

Definicién 3.0.1. Sea A C B anillos.

1. b € B se llama elemento entero sobre A si existe un polinomio monico
f € Alz] tal que f(b) = 0, es decir, b satisface una ecuacién de grado

D,
Wtab 4 da,=0, a€A

para algin p > 0.

Esta idea ya la conociamos, pues si se estuviese hablando sobre cuerpos
en vez de anillos serfa un elemento algebraico, puesto que la raiz de un
polinomio es también la raiz de un polinomio monico si se divide por
el coeficiente principal.

2. B se dice que es entero sobre A o que es una extension entera de A si
para todo b € B es un elemento entero sobre A.
Al igual que antes podemos hacer el mismo comentario sobre cuerpos
y seria una extension algebraica

3. B se llama extension finita de A si B es un A-mdédulo finitamente
generado.

4. Si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos, entonces ¢ se llama
extension entera si cumple para el subanillo ¢(A) C B

25
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Observacién 3.0.2. Es evidente que cada elemento de A es un elemento
entero sobre A, dado que si a € A, entonces a es raiz del polinomio moénico
x — a con coeficientes en A.

Ejemplo 3.0.3. Sean A = Z, B = Q. Si un ntimero racional z =  es entero
sobre Z, donde r y s no tiene ningin factor comun, se verifica que

n n—1
<C> —i—al(i) —|—...—|—an_1(i>—|—an:0 con a; € Z V.
S S S
Multiplicando la igualdad anterior por s™:
M ar s+ ap s+ a,s" = 0.

Despejando obtenemos: ™ = —s(a;r" ' + ... + a, 178" 2 + a,s""!) . Luego
s divide a r™ y puesto que r y s no tienen ningin factor comun, solo puede
ser que s = *+1, es decir, vt = +r € Z

Como veremos mas adelante cuando demos la definiciéon de forma formal,
esto quiere decir que Z es integramente cerrado en QQ.

Introduciremos este teorema, puesto que este resultado se utilizara en la
demostracion de la siguiente proposicién

Teorema 3.0.4. (Teorema Cayley-Hamilton, Determinantal trick)
Sea M un A-mddulo generado por n elementos, es decir, finitamente generado
yo: M — M un endomorfismo del A-mddulo M. Supongamos que I es un
ideal de A tal que ¢(M) C IM. Entonces, ¢ satisface una ecuacion de la
forma

P+ ar "+ ap_10+a, =0, donde a; € I' Vi

Demostracion. Sea {xi,---,x,} un conjunto de generadores de M. Puesto
que ¢(z;) € IM Vi, podemos escribir

dmi) = ay;
j=1

con a;; € I <i<n.Es decir,

n

Z (¢d;j — a;ijl)x; =0 donde 0;; es la delta de Kronecker.
~—— ——

—
J N
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¢ — anld —algfd AN —alnld T 0
—al‘Qld ¢ - a/22_[d N —(lgn]d 1:2 _ 0 (3041)
—Qnnld —Qpold ... ¢ —ap,Id T, 0
A

Multiplicando A por la izquierda por su adjunta adjA, tenemos que

detA 1 0
) 0

=1 (3.0.4.2)
detA i 0

Resumiendo tendrfamos, det(A)(x;) = 0 Vi € {1,...,n} con {z;}7, que
genera M, y en consecuencia det(A) es el endomorfismo cero de M.
Desarrollando el determinante, se obtiene una expresién de la forma:

O+ a1+ Fan10 + andd
O]

Esta proposicion resume muy bien las relaciones que existen entre los
nuevos conceptos introducidos previamente.

Proposicion 3.0.5. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. x € B es entero sobre A.
2. Alz] es un A-mddulo con generacidn finita.

3. Alx] estd contenido en un subanillo C de B tal que C es un A-mddulo
con generacion finita.

4. Euxiste un Alx]-mddulo fiel M que es de generacion finita como A-mddu-
lo.

Observacién 3.0.6. Aunque ya habiamos visto este concepto en la definicién
2.1.6, recordemos que M es un Alz|-mdédulo fiel, si p(z)M =0 = p(z) =0
con p(x) € Alx].

Demostracion. (1)=- (2). Si € B es entero sobre A, se tiene que

"+ a" + . 4 a,x+a,=0 cona; €A Vi
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Entonces 2™ = —(alx”_l +...+a,_1x + a,), y multiplicando por = tenemos
que "t = —(a1z™ + ... + a,_12* + a,x). Por tanto se deduce que A[z] es
un A-médulo generado por {1,z,..., 2" 1}

(2)= (3). Basta tomar C' = A[x]

(3)= (4). Tomamos M = C, de manera que M es un A-médulo con genera-
cién finita, y ademds M es fiel. Si p € Alx], de pM =0 con 1 € M se deduce
que pl = 0, luego debe ser p = 0.

(4)= (1). Consideramos

o: M — M
m —> xTm

e I = A de manera que ¢(M) C AM y
" M — M
m —— a2"m VnéeN

Utilizando el teorema anterior, se verifica que:
O+ a0"  + ... +a,] =0 cona, €A Vi

= (" + a¢" '+ ...+ a,])m = 0 Ym € M que es equivalente a (2" +
az" t+ ... +a,) m=0.

Tenemos que (2" + ayz" ' +...+a,) M =0 con M un A[x]-médulo fiel, por
tanto usando la definicién tenemos que 2 + a1 2" '+ ... +a, =0 con a; €
A Vi. En conclusion = € B es elemento entero sobre A. O

Este lema es basico y se usard constantemente a lo largo de este capitulo

Lema 3.0.7. Si N es de generacion finita como B-mddulo y B es de ge-

neracion finita como A-mddulo, entonces N es de generacion finita como
A-maodulo.

Demostracion. Sean yq, ...,y, un sistema de generadores de N sobre B, y
sean xi,...,T, un sistema de generadores de B como A-médulo. Conside-
ramos h € N entonces h = by, + ... + b,y, donde cada b; € B; ademas
bi = apx1+. ..+ aimTm con a;; € A. Entonces h = (a1121+. ..+ @1m@m) 1 +
oot (@1 + o+ Q@) Yn; es decir que los mn productos x;y; generan N
sobre A. Por tanto N es de generacién finita como A-mddulo. O

Corolario 3.0.8. Sean x; con 1 < i < n elementos de B, cada uno de
ellos entero sobre A. Entonces el anillo Alxy,...,x,] es un A-mddulo con
generacion finita.



29

Demostracion. Razonaremos por induccion sobre n. Para n = 1 es la impli-
cacién (1)=-(2) de la proposicién anterior. Supongamos ahora que se cumple
paran > 1,y sea A, = Alzy,...,z,.] Vr € {1,...,n}.

Por hipétesis de induccién, A,,_; es un A-mddulo con generacién finita. Por
el caso n = 1, dado que z,, es entero sobre A, 1 (por se entero sobre A) se
tiene que A, = A,_1[x,] es un A, _;-mddulo con generacion finita.
Aplicando ahora el lema anterior tenemos que A,, es un A-moédulo con gene-
racion finita que es lo que queriamos probar. O

Definicién 3.0.9. Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Sia € Ay
b € B, se define un producto

ab = f(a)b.

Esta definicién de multiplicacién escalar convierte el anillo B en un A-mdédulo.
De esta forma B tiene estructura de A-modulo y de anillo, estas dos estruc-
turas son compatibles. El anillo B dotado de esta estructura de A-mddulo,
se denomina A-algebra. Asi, un A-dlgebra es por definiciéon un anillo B junto
con un homomorfismo de anillos f: A — B.

Definicién 3.0.10. Si f: A - By g: A — C son dos homomorfismos de
anillos, entonces un homomorfismo de A-algebras h : B — C' es un homo-
morfismo de anillos que también es un homomorfismo de A-médulos y que
verifica ho f = g.

Un homomorfismo f : A — B es de tipo finito, y B es una A-dlgebra con
generacion finita, si existe un homomorfismo de A-algebras de un anillo de
polinomios Alty,...,t,] sobre B

Proposicion 3.0.11. Sean A, B anillos.

Sip: A — B es una extension finita, entonces es entera. Mds generalmente,
si I C A es un ideal y M es un B-modulo finitamente generado, entonces
cualquier b € B con bM C IM cumple una relacion

bp+a1bp*1+-~«—|—ap:0, a, el'C A

Demostracion.

Remplazando A por la imagen de A, podemos asumir que A C B. Cada
b € B define un endomorfismo de B — B, la multiplicaciéon por b. Recor-
demos que B es un A-mdédulo finitamente generado, puesto que A — B es
extension finita. El polinomio caracteristico de este endomorfismo define una
relacion entera para b, por el Teorema de Cayley-Hamilton o "determinantal
trick”3.0.4. En términos mas concretos, sean by, ..., by un sistema de genera-
dores de B como A-médulo. Entonces b - b; = 2521 a;jbj, 1 < i <k, para un
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apropiado a;; € A. Esto implica, llamando F,, a la matriz unidad de tamano
nxn:

by
(b-E,—(a)) | : | =0, (3.0.11.1)
by

por tanto, usando la Regla de Crammer, det(b - E,, — (a;;)) - b; = 0, para
i = 1,...,k. Pero, puesto que 1 = ). e;b; € B para adecuados ey, ..., ey,
obtenemos det(bE,, — (a;;)) = 0, que es la ecuacién que querfamos demostrar
para b.

En el caso general, visto ya en 3.0.4, para un M cualquiera que sea un B-
moédulo finitamente generado y para I C A ideal, sean by, ..., b un sistema
de generadores de M como A-médulo. Podemos elegir los a;; de I y por tanto
el coeficiente de b*~* en det(bE, — (a;;)) es la suma de los menores i x i de
(aij) y en consecuencia estdn contenidos en I°.

]

Corolario 3.0.12. Si x1, xo € B son enteros sobre A, entonces x1 + x9 ¥y
1 - To son enteros sobre A.

Demostracion. Por el corolario 3.0.8, sabemos que en este caso Alzy, x5 es
un A-mdédulo finitamente generado. Puesto que Alzy + xs] C Alzy, 29 ¥
Alxy-x9) C Alxq, x2) usando (3)=-(1) de la proposicién 3.0.5 podemos concluir
que T1 + X9 u xp - T son enteros sobre A. O

Definicién 3.0.13. El conjunto C' = {b € B| b es entero sobre A} se deno-
mina la clausura entera de A en B o el cierre entero de B en A.

Si C'= A, se dice entonces que A es integramente cerrado en B.

Si C' = B, el anillo B se dice que es entero sobre A.

Observacion 3.0.14. Mas adelante en el capitulo 4, cuando definamos la
clausura para ideales, en vez de poner solo C' escribiremos C(A, B)

Corolario 3.0.15. El conjunto C de elementos de B que son enteros sobre
A es un subanillo de B que contiene a A.

Demostracion. La idea es unir dos corolarios precedentes y seria una conse-
cuencia directa. Sin embargo daremos la demostracién para que quede claro.
Si z,y € C entonces Alx,y] es un A-médulo finitamente generado por el
corolario 3.0.8. Por tanto x =y y x - y son enteros sobre A como ya demos-
tramos en el corolario 3.0.12, es decir, x £y, x -y € C' . Y con esto se prueba
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lo que queriamos, pues por definicion C' es subanillo de B, y obviamente C'
contiene A pues como ya dijimos en la observacién 3.0.2 todo elemento de A
es también entero sobre A y como A C B se verifica lo que pediamos. [

Corolario 3.0.16. (Transitividad de la dependencia entera)
St A C B C C son anillos y si B es entero sobre A y C es entero sobre B,
entonces C es entero sobre A

Demostracion. Sea x € C. Entonces se tiene una ecuacién z"+bz" ' 4. ..+
b, =0, con b; € B para cadai € {1,...,n}.

El anillo B = A[by, ..., b,] es un A-mdédulo con generacion finita y en virtud
del corolario 3.0.8, gracias a que B es entero sobre A. Ademas de la relacién
anterior se sigue que x es entero sobre B’, y en consecuencia, B'[z] es un
B’-médulo con generacién finita.

Aplicando ahora el lema 3.0.7 mencionado anteriormente se tiene que B'[z]
es un A-médulo con generacion finita, y aplicando (3)=-(1) de la proposicién
3.0.5 (gracias a que A[z] C B’[z]) podemos concluir que x es entero sobre
A. O

Corolario 3.0.17. Sean A C B anillos y sea C' la clausura entera de A en
B. Entonces C es integramente cerrado en B.

Demostracion. C' = {z € B| x es entero sobre A}

Queremos probar que C coincide con su clausura entera en B, es decir, que
C = {z € B| z es entero sobre C}

Esta contencién es trivial.

Sea x € B entero sobre C. Como C es entero sobre A, del corolario 3.0.16
se deduce que x es entero sobre A, y por tanto, x € C' ]

Una vez introducidos estos nuevos conceptos, nos centraremos en los re-
sultados més importantes.

Proposicién 3.0.18. (Criterio sobre la dependencia entera)
Sean b, f1,..., fr € K[z|,I = (g1,...,9s) C K[z] un ideal y nuevas variables
t,y1,...,yx. Consideramos el ideal

M = <t_b7y1_f17"'7y]€_fkuglv"'7gs> CK[xlv"‘7xn7t7y17"'7yk] .

Sea > un orden en K[z,t,y] con x>t >y, y sea G una base estindar de
M con respecto a ese orden.

Entonces b es entero sobre K[f] = K|[f1,..., fx] mod I siy solo si G contiene
un elemento g con monomio principal LM(g) = t? para algin p > 0. Es mds,
cualquier g de este tipo define una relacion entera para b sobre K[f] mod I.
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Observacién 3.0.19. Recordemos que > se defini6 en 2.2.6.

Demostracion. Si LM(g) = t? entonces g debe ser de la forma
g(t:y) = aot” + ax()"" + ..+ ap(y) € K[t,y), ap € K~ {0},

Supongamos que ag = 1. Puesto que g € M, tendriamos que y — f € M,
t —b € M por definicién del ideal, junto con ¢(t,y) € M tenemos que
g(b, f) € I. Luego, g define una relacién entera para b sobre K|f] mod I.
Por el contrario, si b es entero, entonces existe g € K|[t,y|] como se indicé
anteriormente. Usando la féormula de Taylor para polinomios en varias varia-
bles, recordemos que si queremos el desarrollo de orden 1 en el punto (b, f)
la férmula tendria la siguiente forma

k

oft.) = glo.f)+ 20—y 3 22T —

y si denotamos por by = % y by = %Z’_f) obtendriamos la expresion

g(t,y) = g(b, f) +bo- (t—b)+ 25 bi- (y; — f;) para algunos b; € K[t,y], i =
0,...,k. Por tanto, g € M y t* = LM(g) € L(M). Como G es una base
estandar, tP es divisible por el monomio principal de algin elemento de G
con lo que se concluye el resultado.

O

Observacién 3.0.20. Recordaremos que en 2.2.7 habiamos ya definido el
orden lexicografico, este orden serda importante en la préxima proposicién.

Proposicién 3.0.21. (criterio de finitud)

Sea K un cuerpo, y sean x = (x1,...,Tn), ¥y = (Y1, ..., Ym) dos conjuntos de
variables. Ademds, sea I C Klz|, J = (hy,..., hs) C K|y] ideales y

¢ : Klz]/I — Kly|]/J un homomorfismo, definido como p(z;) := fi. Defina-
mos

M :={(x1— fi,...2p — fo,h1,..., hs) C K[x,y],

y sea > un orden de bloques en K|[x,y| tal que > es orden lexicogrifico para
YY1 > oo > Ym Yy y > x. Sea G = {g1,...,q:} una base estindar de M
con respecto a este orden.

Entonces ¢ es finito si y solo si para cada j € {1,...,m} existe algin g € G
tal que LM(g) = y}"' para algin v; > 0.

Demostracion. Si g, = y;-'j + sz:_ol @ (T, Y1, - - - Ym) Y5 € M se tiene que

gsAx:f = 95j<f1(y)a <. 7fn<y)7yj+17 o 7ym) € J
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para j = 1,...,m y donde {si,...,s,} = {1,...,m}. Por tanto, y,, mod J
es entero sobre K[z]/I. Usando la induccién y la transitividad entera, ob-
tenemos que y; mod J es entero sobre Kx]/I y en consecuencia, K[y|/J es
finito sobre K[z|/I por la proposicién 3.0.11 (2).

Para demostrar ahora la implicacién contraria, usaremos que la finitud de ¢
garantiza otra vez por la proposicién 3.0.11, una relacion entera de la forma

vi—1

g=y; + Z aj(f1(y), ..., fuy)) -y; € J para apropiados a;, € K[z].
v=0

Usando ahora la férmula de Taylor, si obtenemos el desarrollo de g de orden
1 en f obtendriamos una férmula del tipo

g=o(n+ > W )

es decir, un desarrollo con términos que pertenecen al ideal M y por tanto
como se probd en la demostracion de la proposicién 3.0.18 obtenemos

vi—1

y;’ + Z ap(T1, - x0) - y; € M,
v=0

y , entonces el monomio principal, y;-/j , es un elemento de L(M). O
Lema 3.0.22. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos.
1. Si P C B es un ideal primo, entonces ¢~ *(P) C A es un ideal primo.

2. Si ¢ es una extension entera, y si p(x) es una unidad en B, entonces
o(x) es también una unidad en el anillo p(A).

3. Sea ¢ una extension entera, B es dominio de integridad. Entonces B
es un cuerpo siy solo si A/Ker(p) es un cuerpo.

4. Si ¢ es una extension entera y M C B es un ideal maximal, entonces
1

©~ " es un ideal mazrimal en A.
Para un homomorfismo de anillos ¢ : A — B y un ideal I C B, el ideal
ot C A se llama contraccion de I. Para A C B la contraccion de I es IN A.

Demostracién. (1) Sean a,a’ € A tal que aa’ € ¢~ (P). Es decir, ¢(ad’) € P.
Puesto que ¢ es un homomorfismo de anillos, por definicién se tiene que
p(aa") = p(a)p(a’). Y por tanto ¢(a)p(a’) € P. Ahora usaremos que P es
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un ideal primo en B, luego ¢(a) o ¢(a’) pertenece a P, es decir que a o
a’ pertenecen a ¢ !(P) que es la definicién de ideal primo. En conclusidn,
¢ 1 (P) es un ideal primo contenido en A.

(2) Para probar esto, sea ¢(x) -y = 1 para algin y € B. Puesto que B es
entero sobre A, podemos elegir ag,...,a,_1 € A tal que

y" 4 lan-1)y" 4.+ plag) = 0.
Multiplicando por ¢(x)"~! obtenemos
y=y"p(@)"" = —p(an-1 + anox + ...+ agz" ") € p(A).

(3) es una consecuencia de (2). Para la probar que si A/Ker(y) es un cuerpo,
entonces B es cuerpo basta elegir una relacién integral como en (2) de grado
minimo y usas que B es entero. La implicacién contraria se verifica pues el
cociente es isomorfo a la imagen de ¢, por la primera version del teorema de
isomorfia, y también sabemos que la imagen es un subanillo de B, que a la
vez por hipétesis es cuerpo.

(4) es una consecuencia de (3) ya que A/~ (M) C B/M es otra vez una
extensiéon entera. O]

3.1. Conjuntos multiplicativamente cerrados
y cuerpos de fracciones

Definicién 3.1.1. Si A es un dominio de integridad, la construccion del
cuerpo de fracciones de A consiste en tomar todos los pares ordenados (a, s)
donde a,s € Ay s # 0 y establecer una relacion de equivalencia entre estos
pares: (a,s) ~ (b,t) < at —bs =0

Sea A un anillo. Un subconjunto multiplicativamente cerrado de A es un
subconjunto S de A tal que 1 € S'y S es cerrado respecto a la multiplicacién:
s, €eS=s5-8€8.

Se define una relacién de equivalencia ~ en A x S como sigue:

(a,s) ~ (b,t) < Ju € S tal que (at — bs)u =0
» ~ es reflexiva.
m ~ es simétrica.

» ~ es transitiva: Supongamos que (a, s) ~ (da’,s") y que (d’, s") ~ (a”,s").
Entonces existen ¢,t' € S tales que (as’ —a's)t =0y (a's" —a"s')t' =0
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Tenemos as't = a'st y multiplicando por t' obtenemos la siguien-
te igualdad as’tt’ = a'stt’. Ahora multiplicando por s” tendriamos
as'tt’'s” = a'stt’'s” = a's"t'st = a”s't'st. Sacando factor comun en la

igualdad llegamos a as”(s'tt’) = a"s(s'tt’") con s'tt’ € S porque S es
multiplicativamente cerrado. Luego llegamos a que (a, s) ~ (a”, s").

Asf se tiene una relacién de equivalencia. Se indica por ¢ la clase de
equivalencia de (a, s), y sea S~!'A el conjunto de las clases de equivalencia.
Se da un estructura de anillo a S™'A definiendo una suma y un producto de
estas "fracciones” 7 de la misma manera que en dlgebra elemental:

a b at+bs a b ab
+ —'Z

S t st S _g

Se tiene también un homomorfismo de anillos

f: A — S71A
a — 7
que no es inyectivo en general.

Observacién 3.1.2. Si A es un dominio de integridad y S = A ~ {0},
entonces ST'A = Fr(A) es el cuerpo de fracciones de A. En este caso

a/

9:_/(:)Elt%()talquet(asl—als):o
s s

y puesto que A es un dominio, usando la definicién tenemos que tendria que
as' —a's =0

Definicién 3.1.3. El anillo S™'A se denomina el anillo de fracciones de A
con respecto a S.

Definicién 3.1.4. Sea p un ideal primo de A. Entonces S = A \ p es mul-
tiplicativamente cerrado.

Proposicion 3.1.5. A ~\ p es multiplicativamente cerrado < p es primo.

Demostracion. Recordemos que en 2.4.1 ya revisamos la definicién de
ideal primo. Sean x,y € A tal que =z -y € p. Veamos que x € p oy € p.
Supongamos que -y € p entonces -y ¢ AN py como A\ p es multiplica-
tivamente cerrado, si por absurdo suponemos que r € ANpy quey € AN p
por definicion x - y € A\ p lo que conduce a un absurdo. Por tanto se tiene
r ¢ ANpoy ¢ A~ p. Luego xz € po y € py por tanto p es primo por
definicion.
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Supongamos que x,y € A\ p, veamos que z-y € AN p. Tenemos entonces
x,y ¢ py puesto que p es primo esto implica que x -y ¢ p pues si no fuese
asi se deberia dar x € p o y € p, en contra de lo que habiamos supuesto. Por
tanto, dado que obviamente x -y € A se tiene x -y € A\ p y en conclusion
A~ p es multiplicativamente cerrado.

En este caso denotamos A, = S71A
Los elementos ¢ con a € p forman el ideal p - A, en A,,.

El proceso de pasar de A a A, se denomina localizacién en p. n

3.2. Extension y contraccion de ideales en ani-
llos de fracciones

Sea A un anillo y S un subconjunto multiplicativamente cerrado de A y

f: A — S7'A el homomorfismo natural definido por f(a) = 2. Sea C el
conjunto de todos los ideales contraidos en A y sea E el conjunto de todos
los ideales extendidos en S7'A. Si I es un ideal de A, su extensién I¢ en
S71A es ST (pues cada y € I es de la forma ) % donde a; € I y s; € S;
reduciendo estas fracciones a comin denominador).
Introduciremos esta proposicién a la que mas tarde haremos referencia al
usarla en la proposicién 4.1.17, sin embargo, no la demostraremos pues se
acabaria extendiendo mucho esta secciéon. La demostracién se puede encon-
trar en el libro [1].

Proposicién 3.2.1.

1. Cada ideal en S™'A es un ideal extendido.

2. Si I es un ideal en A, entonces I°° = Uges(I @ s). Por tanto, I¢ =
(1) & I interseca S, es decir que S NI # 0.

3. 1 € C & ningun elemento de S es divisor de cero en A/I.

4. Los ideales primos de S~ A estdn en correspondencia biyectiva con los
ideales primos de A que no cortan S

Introduciremos algunos lemas y definiciones nuevas que se usaran duran-
te la demostracion de la préxima proposicion, un resultado también muy
destacable de este capitulo.

Lema 3.2.2. (Compatibilidad con el paso a anillos cocientes) Si
I C B es un ideal y B es entero sobre A, entonces B/I es entero sobre

A/(IN A)
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Demostracion. Sea x € B con T € B/I. Como B es entero sobre A, se tiene
"+ az" '+ ... +a, =0cona; €A Vi.Sireducimos esta ecuacién médulo
I, se tiene que

T+a T .. +a@,=0cona € A/(INA)
Por tanto, T es entero sobre A/(I N A). O

Lema 3.2.3. (Compatibiliadad con la localizacion) Si S es una parte
multiplicativamente cerrada en A y B es entero sobre A, entonces S™'B es
entero sobre STLA.

Demostracion. Sea £ € S7'B, con x € By s € S. Si dividimos la relacién
de dependencia entera de = sobre A entre s”, obtenemos

n n—1 .
<§> -1-@(1) —|—...—|—a—n:0 cona—l.ES_lAVi.
SZ

S S \x sn

En consecuencia, £ es entero sobre S 1A O]
Definicién 3.2.4. Un anillo A se dice que es local si tiene exactamente un
ideal maximal m. A/m se llama cuerpo residual de (A, m). Anillos con un
numero finito de ideales maximales se llaman semi-locales. Denotamos a los

anillos locales por (A, m) o (A,m, K) donde K = A/m.
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Capitulo 4

Clausura entera

Definicién 4.0.1. Sea A C B una extension de anillos. Sea I C A un ideal.
Llamaremos clausura entera débil de I sobre B al conjunto de elementos
pertenecientes a B que son enteros sobre 1.

C(I,B)={be B | bentero sobre I}

Si ademas, los coeficientes del polinomio para el cual el elemento es raiz
cumplen que a; € I*, decimos que b es un elemento entero fuerte sobre I y
podemos definir

Cs(1,B) = {b € B | b elemento entero fuerte sobre I}

La clausura entera fuerte de I sobre B.

Observacién 4.0.2. Recordemos que ya habiamos definido una clausura
entera en 3.0.13 cuando I = A

4.1. Anillos Noetherianos y condiciones de ca-
dena

Antes de presentar las proposiciones y teoremas de este capitulo, necesi-
tamos conocer las nociones bésicas de anillos noetherianos y sus propiedades.
Estas ideas seran totalmente nuevas puesto que no he cursado dlgebra con-
mutativa.

Proposicion 4.1.1. Sea A un conjunto parcialmente ordenado por una re-
lacion <. Las siguientes condiciones en A son equivalentes:

39
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1. Cada sucesion creciente

Ty Swp Sy <L Sy S

en A es estacionaria, esto es, que existe algin jo tal que x; = xj, para
todo j > 7jo.

2. Cada conjunto no vacio en A tiene un elemento mazximal.

Demostracion. (1)=-(2) Supongamos que existe un conjunto no vacio B en A
que no tiene elemento maximal. Sea x; € B, con x; no maximal, luego existe
Ty € B tal que x1 < xo. Puesto que por hipotesis x5 tampoco es maximal,
existird x3 € B tal que zo < x3.

Asi construimos una sucesion r; < T < r3 < ... <z, < ... en B tal que
Tp, # Tnt1, Vn, lo que va en contra de (1).
(2)=-(1) Dada una sucesién z; < zo < ... en A. Sea B = {z,},>1. En

virtud de (2), B tiene un elemento maximal. Sea x,,, dicho elemento, entonces
Tn < TpoVNY Ty < 2,,VM > nyp, lo que implica que z,, = x,,Vn > ng. Lo
que prueba que la sucesion de partida es estacionaria. O

Definicién 4.1.2. Si A es el conjunto de submdédulos de un médulo M, or-
denado por la relacién de inclusién; es decir, A1 C Ay C ... C A, C ...
entonces (1) se denomina la condicién de cadena ascendente (c.c.a) y (2) la
condicién maximal. Un médulo M que satisface una de estas dos condiciones
equivalentes se denomina noetheriano.

Si A esta ordenado por D; es decir, A1 D Ay D ... D A, D ... entonces (1)
es la condicion de cadena descendente (c.c.d) y (2) la condiciéon minimal. Un
modulo M que satisface estas condiciones se denomina artiniano.

Un anillo A se dice que es noetheriano, si lo es como un A-médulo, es decir,
si satisface c.c.a en ideales.

Ejemplo 4.1.3.

» Un grupo finito (como Z-médulo) satisface a la vez c.c.ay c.c.d .

» El anillo Z (como Z-médulo) satisface c.c.a:
Sea Iy C I; C ... una cadena de ideales de Z. Como Z es un dominio de
ideales principales podemos escribir la cadena como (n;) C (ng) C ....
Si la cadena no es estacionaria, existe una subcadena (n11) € (n12) C

=

(n13) € .... Por tanto, podemos suponer (n;) C (ny) < (n3) < .. ..
Sing = pi*...p* y denotamos k = ) ;_, r;, tras k pasos tendremos
que n, = 1y por tanto (ng) = (ngr1) = (Nkga2) = ... v la sucesion es

estacionaria. En consecuencia Z es noetheriano.
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= Por la version del teorema de la base de Hilbert que demostraremos méas
adelante 4.1.19, A noetheriano = A[z] noetheriano. Como K es noethe-
riano (sus tnicos ideales son (0) y (1)), tenemos que K[xy,...,x,] es
noetheriano.

» El anillo de polinomios K[x1, ..., Z,,...| en un nimero infinito de inde-
terminadas x, no satisface ninguna condiciéon de cadena en los ideales.
(r1) € (x1,22) € (w1, 22,23) € ... N0 es estacionaria y por tanto no es
anillo noetheriano.

Los teoremas importantes “going up” o del ascenso y “lying over” o del
descenso tambien tienen una version para cadenas de ideales primos.

Proposicion 4.1.4. Sea A C B dominios de integridad, B entero sobre A.
Entonces B es un cuerpo si y solo si A es un cuerpo.

Demostracion. Supongamos que A es un cuerpo. Sea y € B, y # 0. Sea
Y ray" . da, =0 (a; € A)

una ecuacion de dependencia entera para y de menor grado posible. Puesto
que B es un dominio de integridad tenemos que a, # 0, y entonces y~! =
—a Yy '+ ay" 2 +...+a, 1) € B. Y por tanto llegamos a que B es un
cuerpo.

Para la implicacién contraria, supongamos ahora que B es un cuerpo. Sea
r € A, v # 0. Entonces 7! € B, luego es entero sobre A y tendremos la
siguiente ecuacion

T a4 adl, =0 (d] € A).

De donde se sigue que 7! = —(a] + abw + ...a,, ™ ') € A, y por tanto A
es un cuerpo. u

Proposicion 4.1.5. Sean A C B anillos, B entero sobre A; sea q un ideal
primo de B y sea p = qNA. Entonces q es mazimal si y solo si p es mazximal.

Demostracion. Por 3.2.2 sabemos que B/p es entero sobre A/p, y ambos
anillos son dominios de integridad. Ahora usando 4.1.4 podemos concluir,
puesto que sabemos que es equivalente que B/q sea cuerpo a que ¢ C B sea
un ideal maximal. O

Teorema 4.1.6. Sea A C B anillo, con B entero A; y sea p un ideal primo
de A. Entonces existe un ideal primo q de B tal que ¢gN A = p.
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Demostracion. Por 3.2.2 sabemos que B, es entero sobre A,, y el diagrama

A——B

S

A,— B,

(en el cual las lineas horizontales son aplicaciones inyectivas) es conmutativo.
Sea n un ideal maximal de B, entonces m = n N A, es maximal por 4.1.5, y
por tanto es el tinico ideal maximal de anillo local A,,. Si ¢ = 37'(n), entonces
q es primo y tendremos ¢ N A = a~}(m) = p.

O

Teorema 4.1.7. (Going up o del ascenso) Sean A C B anillos, con
B entero sobre A. Sea p1 C ... C p, una cadena de ideales primos de A y
sea ¢1 C ... C gmn ,con m < n,una cadena de ideales primos de B tales que
¢GNA=p; 1<i<m. Entonces la cadena q; C ... C q,, se puede extender
a una cadena ¢ C ... C q, tal que ; NA=p; 1 <i<n

Demostracion. Por induccion, podemos limitarnos solo al caso m = 1,n = 2.
Sea A = A/p;,B = B/q; entonces A C B, y B es entero sobre A por el
lema 3.2.2. Entonces usando el teorema anterior, sabemos que existe un ideal
primo g, de B tal que g, N A = P, la imagen de P, en A. Llevando de vuelta
7, a B, tenemos ahora ¢, un ideal primo con las propiedades que queriamos.
Si tenemos ahora ¢ C ... C ¢ vy P21 € ... € P C Pt € ... C py,
tomando entonces B’ = B/q,,—1 v A’ = A/p,_1 y aplicando sucesivamente
el caso anterior habremos terminado. O

Ahora daremos la version del teorema lying over o del descenso, sin embar-
go debemos introducir algiin lema para que resulte mas facil la demostracion.

Lema 4.1.8. Sea C el cierre entero de A en B y sea I¢ la extension de [
en C. Entonces el cierre entero de I en B es el radical de I° (y por tanto es
cerrado respecto a la adicion y la multiplicacion).

Demostracion. Queremos ver que
VI¢ = { elementos de B que son enteros sobre I }

Siz € B es entero sobre I, se tiene una ecuacion de la forma 2™ +a; 2™ 1 +
...t+a,=0,conay,...,a, € 1.

Como I es un ideal de A, se tiene que x es entero sobre A. Luego x € C'y
ademés 2™ € I¢ ya que 2" = —(a12" ' 4 ... + a,). Entonces z € v/Ie.
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Sea x € v/I¢. Entonces existe n > 0 tal que z" = > a;x; donde a; € 'y
x; € C para cada i.

Puesto que cada x; es entero sobre A, del corolario 3.0.8 se deduce que
M = Alxq,...,x,] es un A-médulo con generacién finita. También se tie-
ne que x"M C IM.

Si aplicamos ahora el teorema 3.0.4, tomando ¢ como la multiplicacion por
x™ se ve que x™ es entero sobre I, y por tanto x es entero sobre I. 0

Proposicion 4.1.9. Sean A C B dominios de integridad, A integramente
cerrado y sea x € B entero sobre un ideal I de A. Entonces x es algebraico
sobre el cuerpo de fracciones K de A, y si su polinomio minimo es t" +
at" ' + ... +a, entonces ai,...,a, € V.

Demostracion. Es claro que x es algebraico sobre K.

Sea L un cuerpo de extension de K que contiene todos los conjugados
x1,...,x, de cada x. Cada x; satisface la misma ecuaciéon de dependencia
entera que x, luego cada x; es entero sobre I. Los coeficientes del polinomio
minimo de x sobre K son polinomios en z;, y como el cierre entero de [
en B es cerrado respecto a la adicion y la multiplicacion en virtud del lema
anterior, resulta que estos coeficientes también son enteros sobre [.

Puesto que A es integramente cerrado, aplicando el lema anterior con C' = A
podemos concluir que dichos coeficientes pertenecen a /T O

Teorema 4.1.10. (Lying over o del descenso) Sean A C B dominios
de integridad, A integramente cerrado y B entero sobre A. Seapy O ... D p,
una cadena de ideales primos de A, y sea ¢ O ... 2D qm ,con m < n, una
cadena de ideales primos de B tales que ¢; N A =p; 1 <1< m. Entonces la
cadena q; O ... D q,, puede extenderse a una cadena q; O ... D q, tal que
gNA=p 1<i<n

Para demostracion de este teorema la idea es la misma que en 4.1.7, es
decir, limitarnos al caso m = 1,n = 2 para mas tarde razonar por induccién.
Queremos probar que p, es la contraccion de un ideal primo de B, o equi-
valentemente que (p2B,,) N A = po.

Cierto siempre.

Sea x € (p2B,) N A, entonces § = % con y € poBy s ¢ qi, es de-
cir, s€e BN q

Veamos que y no solo es entero sobre A sino que es entero sobre ps.

Yy € poB luego y = pb con p € po y b € B. b es entero sobre A y se cumple
que b" +a " '+ ... +a, =0con a; € A Vi.
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Multiplicando la ecuacién anterior por p"

(pb)" + aip (bp)™ ' +...ap™ =0,
— X~

€p2 €p2

luego y = pb es entero sobre po.

Aplicando la proposicién anterior tenemos que y es algebraico sobre F'r(A) =
K (el cuerpo de fracciones de A) y su ecuacién minima es de la forma y" +
wy '+ .. +u.=0conu,...,u, € /P2 = D2

Dividiendo la ecuacién anterior entre x”

r r—1
(B) + 5 (2 4 r g

T T \x x"
ul 1 Ur
s+ —s"" 4+ ...+ —=0,
X x"

lo que nos proporciona una ecuacién minima para s sobre K. Podemos rees-
cribir esta ecuacién como s” 4+ v1s" L+ ... + v, = 0 con v; = Z— para cada 1.
s es entero sobre A, luego aplicando la proposicién anterior con I = (1) te-
nemos que v; € A Vi.

u; = \Uj./ 2! € py ¥y como py es primo, tenemos dos opciones:

€A

= Si z € py ya estaria.

» Six ¢ po, entonces v; € py Vi, luego s € poB C py B C ¢y lo cual es
absurdo.

Proposicién 4.1.11. M es un A-mddulo noetheriano < Cada submddulo
de M es de generacion finita.

Demostracion.

Sea N un submddulo de M. Sea ¥ := { submddulos de N finitamente
generados}. 3’ # () porque (0) € X'. Como M es noetheriano, ¥’ tiene un
elemento maximal Ny, si Ny # N, Jx € N tal que =z ¢ Ny. Definimos
N1 = Ny + Az, que es un submédulo de N. N; es de generacion finita y
Ny € Ny, lo cual es absurdo. Por tanto N = Nj es de generacion finita.

Sea M; € M, C Ms; C ... una cadena de submoddulos de M. Sea
My = U;>1M; que es un submédulo de M y por tanto de generacién finita.
My = (mq,...,m;). Si m; € M, para cada i € {1,...,r}, entonces para
casa n > sup{n; : 1 <i <r} se tiene que My C M,,.

Como, ademas, M,, C My Vn € N podemos concluir que My = M, para cada
n > sup{n;: 1 <i<r}y por tanto la cadena es estacionaria. ]
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Ejemplo 4.1.12.
= Un cuerpo es a la vez noetheriano y artiniano.
» Un DIP es noetheriano (cada ideal es de generacién finita).

» K[z1,25...] no es noetheriano, pero es un dominio de integridad y por
lo tanto tiene un cuerpo de fracciones. Asi, un subanillo de un anillo
noetheriano no es necesariamente noetheriano.

Estas dos proposiciones no las demostraremos pues se necesita algin re-
sultado previo pero podemos encontrar su demostracién en

Proposicion 4.1.13. Sea A un anillo noetheriano, M un A-mddulo finita-
mente generado. Entonces M es noetheriano.

Proposicion 4.1.14. Sea A un anillo noetheriano, I un ideal de A. Entonces
A/I es un anillo noetheriano.

Corolario 4.1.15. Si A es noetheriano y ¢ : A — B es un homomorfismo
sobreyectivo, entonces B es noetheriano.

Demostracion. Tenemos que B = A/Kery pues es un homomorfismo sobre-
yectivo, y puesto que A es noetheriano y Kery es un ideal, podemos aplicar
la proposicién anterior. Concluimos que B es un anillo noetheriano. ]

Corolario 4.1.16. Sea A un subanillo de B. Se supone que A es noetheriano
y que B es de generacion finita como A-mddulo. Entonces B es noetheriano
(como anillo).

Demostracion. Por la proposicién 4.1.13, sabemos que B es noetheriano como
A-modulo. Veamos que B es un anillo noetheriano probando que cada ideal
en B es de generacion finita.

Sea [ un ideal de B. Entonces I es un subconjunto de B que es un subgrupo
aditivo y es cerrado para el producto por elementos de B. Como A C B,
I es también cerrado para el producto por elementos de A, y por tanto un
A-submédulo de B. I es de generacién finita porque B es noetheriano como
A-modulo. En consecuencia, B es un anillo noetheriano. O

Proposicion 4.1.17. Si A es noetheriano y S es un subconjunto cualquiera
multiplicativamente cerrado de A, entonces S™'A es noetheriano.

Demostracion. Lo demostraremos de dos formas diferentes para que quede
mas claro.
1) Sea J un ideal de S~ A. Por la proposicién 3.2.1 sabemos que todo ideal
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de S7'A es un ideal extendido, luego J = IS~ A, donde I es un ideal de A.
Como A es noetheriano, I es finitamente generado I = (ay,...,a,). Enton-
ces vamos a ver que si [ST1A = (%, ..., %), y por tanto J es finitamente
generado lo cual implica que S™!'A es noetheriano.

Sea ¢ € IS~ A, de manera que a € I y por tanto a = A\ja; + ... + \,a, con
A € A.

a MNal+...+M\a, Aa A Gy,
— 191 —_1_1_|_ + n

S S s 1 s 1

donde & e S71A Vi.
s

S e (4, ..., %) yportanto [STTA C (%, %),
La otra contencién es trivial y podemos concluir la igualdad.

2) Sea J; C Jy, C ... C J, C ... una cadena de ideales de S™'A. Por la
proposicién 3.2.1, todos estos son ideales extendidos J; = I¢, donde I; es un
ideal de A. Ademds por las propiedades vistas de extension y contraccion
de ideales, estos ideales estdan en correspondencia biyectiva que conserva el

orden con los ideales If¢ de A, lo que da lugar a una cadena I{¢ C Is¢ C ... C

Ite C ... deideales de A. Como A es noetheriano, 3ng / I° = 155, VYn > ny.
Por tanto, J, = I¢ = ¢ = I¢¢, = It = Ju11 Yn > ng. Luego S™'A es
noetheriano. O

Corolario 4.1.18. Si A es noetheriano y p es un ideal primo de A, entonces
A, es noetheriano.

Ahora daremos otro enunciado para este teorema tan importante para
el algebra conmutativa que ya habiamos visto en 2.3.5 y otra demostracion
similar con otra notacion, aunque al fin y al cabo estamos probando lo mismo.
La diferencia es que en el anterior lo hemos probado para A siendo un anillo
de polinomios.

Teorema 4.1.19. (Teorema de la base de Hilbert) Si A es un anillo
noetheriano entonces el anillo de polinomios Alxy,...,x,] es noetheriano.

Demostracion. Necesitamos demostrar el teorema solo para n = 1, pues el
caso general se sigue por induccién.

Razonaremos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un ideal I C
Alx] que no es finitamente generado. Elijamos polinomios

fleja 7f2€[\<f1>a--'7 fk+1€[\<fl>"'7fk>>
del minimo grado posible. Si d; = deg(f;),

f; = a;x% + terminos menores de x |
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entonces d; < dy < ... y (a1) C (aj,as) C ... es una cadena ascendente de

ideales en A. Sabemos que es estacionaria, puesto que A es noetheriano, esto
, k

es que (ay,...,ag) = (a1,...,ax41) para algin k, por tanto ax1 = Y, bia;

para apropiados b; € A. Consideramos el polinomio

k k
9= fri1— g bixd’““_difi = ak+1xd’“+1— E b;a;x%+1 + terminos mas pequefios .
i=1 =1

Puesto que fry1 € I~ (f1,..., fx), se sigue que g & (f1,...,fr)y vy g € I es
un polinomio de grado menor que djy; lo cual es una contradicciéon por la

eleccion de friq. ]

Observacién 4.1.20. También es cierto que A noetheriano implica que
A[[z]] es noetheriano. La demostracién es andloga a la del teorema ante-
rior, excepto que se emplea con los términos de menor grados en las se-
ries de potencias que pertenecen a I. Y en consecuencia también se tiene
que si A es noetheriano, A[[xq,xs, ..., 2,]] es noetheriano. Para probar estos
veamos que A[[z1]|[[z2]] = Al[x1,22]] v se tendria por induccién. La pri-
mera contencién es obvia, asi que probaremos la implicacién contraria. Sea
D vy N i@ € K[y, 0]]. Desarrollando tenemos Y7, o Ai i, @2’ =
Aoo + (Mo1 4+ Aorza) + .o A (O ign i) 4 .. = (Moo + Aoz +
)\201’% + ... +/\nol’? + ) + ()\01 +)\11£U1 + ... +)\n1$711+ )LL’Q + ... =
5 0Dz A )3 € Kl [e]

Proposicion 4.1.21. Sea A un anillo noetheriano, A C B extension de
anillos y I C A un ideal. Ademds, sea S C A una parte multiplicativamente
cerrada. Entonces:

1. C(A, B) es un subanillo de B conteniendo a A y C(I,B) es un C(A, B)-
ideal.

2. S71C(A,B) = C(S'4,S7'B).
3. IC(A,B) C C,(I,B) C C(I,B) = \/IC(4, B).

Demostracion. (1) En verdad lo primero ya se demostré en 3.0.15. El segundo
resultado se sigue de la expresiéon de C(1, B) en (3).

(2) Sea 2 € S7'B entero sobre S7'A. Entonces se tiene una ecuacién de la
forma:

(—)n+—<—>n_1+...+a—”:() con s; €5, a; € AVi.

Sn
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Sea t := ][], s; € Sy multiplicando la ecuacién previa por (ts)", obtenemos

" + arsst  (sy . 8,) D T L @SS (51 8, 1) =0

(tb)"+ﬂ~s-t~(bt)”’1+. : .—i—%(ts)” =0, donde %(st)i € A para cada i € {1,...

51 Sn Si
Entonces hemos obtenido una ecuacién de dependencia entera para bt € B
luego es entero sobre A, eso es que bt € C(A,B) y por tanto g = % €

S~IC(A, B).

Para la otra inclusién, como C(A, B) C B es entero sobre A, por el lema
3.2.3, STIC(A, B) C S7'B es entero sobre S~ A.

(3) Sea x € IC(A, B) entonces por la Proposicién 3.0.11 aplicada a A C
C(A, B) implica que z € C4(1, B), y por tanto IC(A, B) C Cs(I,B). Si x €
VIC(A, B), tenemos que ™ € IC(A, B) para algin n, luego 2™ € Cs(I, B) lo
que implica obviamente que x € C(I, B). Por el contrario, sea x € C(I,B) y
2" +a, 12"+, +ap =0, a; € I. Entonces x € C(A, B) y en consecuencia,
g = — 3" la,a € IC(A, B). Lo que implica que C(I, B) C \/IC(A, B)
como se queria probar. O

La proposicién muestra que el C(A, B)-ideal C(I, B) se puede computar
si C(A, B) es computable, puesto que el radical es computable. Este es el
caso si B = Q(A) es el anillo total de fracciones de A.

La clausura integral fuerte Cs(I, B) es de gran interés cuando B = A. En
este caso tenemos I C Cy(I, A) € C(I, A) = V/I. En particular, si I = /I
entonces I = Cy(1, A).

Definicién 4.1.22. Sea A un anillo reducido. La clausura entera A de A es
la clausura entera de A en el anillo total de fracciones Q(A), tal que,

A=C(4,0(4)).

A también se llama normalizacion de A. A se dice que es integramente ce-
rrado, o normal si A = A.

Definicién 4.1.23. En particular si A es un dominio de integridad y sea
Q(A) su cuerpo de fracciones, la normalizacién de A en Q(A) se llama sim-
plemente la normalizacion de A. Si A coincide con su normalizacién, se dice
que A es un dominio normal.Es decir, un dominio de integridad se dice que
es Integramente cerrado (sin otra especificacién) si es integramente cerrado
en su cuerpo de fracciones.

Por ejemplo, como vimos anteriormente Z es integramente cerrado. El
mismo razonamiento muestra que cada dominio de factorizacién tunica es
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integramente cerrado. En particular, un anillo de polinomios K|xy,..., ]
sobre un cuerpo y cualquier cuerpo (coincide con su cuerpo de fracciones)
son integramente cerrados.

Proposicion 4.1.24. Sea A un anillo noetheriano, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. A es normal.
2. Ap es normal para todo ideal primo P C A.
3. Apr es normal para todo ideal maximal M C A.

Demostracion. Por la Proposicion 4.1.21 se tiene que (1) implica (2). Que
(2) implica (3) es obvio, pues sabemos que un ideal maximal es también un
ideal primo (el reciproco no es siempre cierto). Para probar que (3) implica
(1), sea C' := C(A,Q(A)). Por hipédtesis y por la proposicién 4.1.21, tenemos
Ay = Oy para todos los ideales maximales M C A.

Supongamos que C' D Ay sea ¢ € C' . A. Definimos I := {s € Alcs € A}
que es un ideal propio en A. Existe un ideal maximal M C A tal que I C M.
Pero Ay, = Cyy v en consecuencia existe un s € A~ M tal que sc € A. Pero
esto es una contradiccién por la definicién de [ y la eleccién de M. ]

Lema 4.1.25. Sea A un anillo noetheriano y A C B es integramente cerrado,
entonces A[z] C Blx] es integramente cerrado.

Demostracion. Sea f € B[x] entero sobre A[z], es decir que pertenece a la
clausura entera C'(A[x], B[z]). Por definicién para ver que A[x] es integramen-
te cerrado en B[z], basta probar que C'(A[x], B[z]) = A[z]. Obviamente como
vimos en 3.0.15 se tiene que Alx] C C(A[z], B[z]). Por tanto solo falta probar
la otra inclusion para demostrar la igualdad, y por tanto que es integramente
cerrado. Para esto ultimo usaremos induccién sobre n := deg(f) para probar
que f € Alz]. Primero de todo, definimos M := A[z][f] que un A[z]-mddulo
finitamente generado. Sea My C B el A-mdédulo generado por todos los co-
eficientes de las potencias de x para todos los elementos de M, considerados
como elementos de B[z]|. My es un A-mddulo finitamente generado (generado
por los coeficientes de 1, f,... f™ ! si f™ + ZT:_OI a,f* =0, a, € Alz]).

Sif=>"_gba”, b, #0,entonces Ab,] C M, es un A-mddulo finito. Esto
implica que b, es entero sobre A, y por tanto b, € A. Ahora g :== f — b,z"
es entero sobre Alz]|. Si n = 1 esto implica que by es entero y asumimos que
bp € A. En este caso, obtenemos f € Alx]. Si n > 1 entonces g € Alx] por
hipétesis de induccion y otra vez f € Alz]. ]
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Ejemplo 4.1.26. Sea K un cuerpo, entonces el anillo de polinomios K|z, ..., z,]
es normal

Demostracion. Lo probaremos por induccion en n. Para n = 1, sean f,g €
K|z4] tal que med(f,g) = 1. Consideramos un relacién entera para f/g,

(i)m + a1 <§)m_1 +...4+ao=0 con q; € K[z1] Vi.

9

Esto implica que g|f™ lo que contradice que med(f, g) = 1. Para el siguien-
te paso de la induccién usaremos el lema 4.1.25. Para n > 1, obtenemos
por hipétesis de induccién que K[xq,...,z,1] C K(x1,...,2,-1) es integra-
mente cerrado y por tanto por el lema, K|xq,..., 2z, C K(z1,...,2,1)[zs]
es integramente cerrado. El caso n = 1 muestra que K(z1,...,2, 1)[z,] C
K(xy,...,z,) es integramente cerrado. El resultado sigue de la transitividad
de la dependencia entera 3.0.16. O

Definicién 4.1.27. El cuerpo de escisiéon de un polinomio p(z) sobre un
cuerpo K, es una extensién L de K sobre el cual p se factoriza en factores

lineales
degp

p(x) =c][@-a)
i=1
donde ¢ € K y para cada i tenemos que x—a; € L[z] con a; no necesariamente
distintos y tal que las raices a; generan L sobre K.Y no hay otro cuerpo mas
pequeno donde p se factorice como antes, es decir, es minimal.

Lema 4.1.28. Sea A C B un extension de anillos donde A y B son noethe-
rianos, A normal y B entero sobre A. Sea x € B entero sobre el ideal I C A
y f=1t"+ 30 a,t’ € Q(A)]t], sea el polinomio minimo de x. Entonces
a, € \/Tpaml/:O,...,n—l.

Demostracion. Sea L el cuerpo de escisién de f sobre el cuerpo Q(A) y sean
r, = T,%9,...,T, € L las raices de f. Entonces todas las x; son enteras
sobre I porque f divide al polinomio que define la relacion entera de x sobre
1.

Los polinomios simétricos elementales en x1,...,x, son los coeficientes de
f, v por tanto, los coeficientes son enteros sobre I, es decir, en C(I,Q(A)).
Pero A es integramente cerrado, por lo tanto es igual a C'(A4,Q(A)), y en
consecuencia por la Proposicién 4.1.21, estos coeficientes estén en v/I. O

Ahora daremos otra version para el teorema del descenso, pero esta vez
pidiendo que A sea normal.
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Teorema 4.1.29. (going down, teorema del descenso) Sea A C B un
extension de anillo del dominios enteros noetherianos, A normal y B entero
sobre A. Sea Q C B un ideal primo, P=QNA y P' C P un ideal primo en
A. Entonces existe un ideal primo Q' C Q en B tal que Q' N A= P’

Demostracion. Es suficiente con probar que P'Bg N A = P'. Es decir, sea
S" = AN P, entonces P'S""'Bg es un ideal propio, ya que P'S"'Bg =
S'"1Bg implicarfa que s’ € P'Bg para algtin s’ € S’ lo que contradice que
P'BognN A= P.Sea M D P'S'""'Bg un ideal maximal de S"~'Bg entonces
P'=MnN A, porque P C M N A implicaria que ' € M para algiun s’ € 5,
y M seria el anillo entero. Definiendo @’ = M N B tenemos ) C @ y
QNA=PFP.

Tenemos que ver la inclusién P'Bg N'A C P'. Sea v € P'Bg N A entonces
xr =1y/s, paraalgin s € BNQey € PBC VP B=C(P,B).Esto implica
que y es entero sobre P’ y usando el Lema 4.1.28, que los coeficientes a, del
polinomio (ménico) minimo f = " + Zz;é a,t” de y sobre Q(A) ya estén en
P’. Entonces f(y) = 0 implica

n Ay n—1 a
(g) + 1@) +.+— =0
T Tz \zx T

El polinomio g := "+ 30", (ay /") " es un polinomio en Q(A)t] porque
x € A por suposicién. Puesto que y/x = s, tenemos que g(s) = 0.

Pero entonces g es el polinomio minimo de s, ya que de otro modo f no seria
el polinomio minimo de y. Esto implica, usando el Lema 4.1.28 con I = A,
que a,/z"" € Aparav=0,...,n— 1.

Ahora (a,/x"") - 2" = a, € P. Si x ¢ P’ entonces obtenemos que
a,/xz"" € P’ para todo v, lo que implica que s" € P’'B C PB C Q. Esto
lleva a una contradiccion por la eleccion de s, y por tanto se prueba que
x e P. O



52

CAPITULO 4. CLAUSURA ENTERA



Capitulo 5

Dimensiones

En este capitulo, usaremos cadenas de ideales primos para definir la di-
mensién de un anillo.

Definicién 5.0.1. Tenemos una cadena de submoédulos de un médulo M
que es una sucesion {M;}(0 < ¢ < n) de submddulos de M tal que My, =
M2DOM DM 2D...2 M,=(0).

Diremos que M es una cadena maximal si no se le pueden insertar otro
submddulos, y esto es equivalente a decir que cada cociente M; /M (1 <i < n)
es simple, es decir, no tiene submédulo distintos de (0) y el mismo. A esto lo
llamaremos serie de composicion.

La longitud de la cadena es n, que se corresponde con la idea del nimero de
“eslabones”, aunque ahora daremos una definicion mas formal.

Definicién 5.0.2. Sea A un anillo.

1. Sea C(A) el conjunto de todas las cadenas de ideales primos en A, es
decir,

CA ={p=(F<...C P, C A)|P ideal primos }.
2.81p=(PC...C P, A)eC(A), definimos la longitud(p) := m.

3. La dimension de A se define como dim(A) = sup{longitud(p)|p €
C(A)}.

4. Para P C A ideal primo sea
CAP)={p=(<...C Pn) €CA)|P, =P}

que denota el conjunto de las cadenas de ideales primos que terminan en
P. Definimos altura de P como ht(P) = sup{longitud(p)|p € C(A, P)}.

23
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5. Para un ideal arbitrario I C A, ht(I) = inf{ht(P)|P D I primo } se
llama altura de I 'y dim(I) := dim(A/I) se llama dimension de 1.

Proposicién 5.0.3. En el anillo de polinomios K[z, ..., x,] sobre el cuerpo
K todas las cadenas mazimales de ideales primos tienen longitud n. Aqui una
cadena de ideales primos se llama maximal si no puede refinarse.

Demostracion. Usaremos induccion sobre n, para el caso n = 0 es trivial.
Sea (0) = Py € ... € P, € A una cadena de ideales maximales en C(A)
donde A = Klxy,...,z,|. Elijamos f € P, irreducibles y las coordenadas
Yiy -y Yno1 tal que Klxy, ..., z,]/{f) D K[y1,-..,yn_1] es finito. Entonces,
claramente, la cadena

<0>:P1/<f>gP2/<f>g...ng/<f>

es también maximal. Usando el lema 5.0.14 y el teorema de la normalizacion
de Noether 6.1.10, esta cadena induce una cadena maximal en K[y, ... Yn_1]
que por hipétesis de induccion tiene longitud n — 1 O

Corolario 5.0.4. Sea A C B una extension entera. Entonces Q — QN A
define una aplicacion sobreyectiva de C(B) — C(A) conservando la longitud
de las cadenas. En particular dim(A) = dim(DB).

Demostracion. Usando la proposicion 77 se ve que la aplicacién es sobre-
yectiva. Luego solo queda ver que se conservan las longitudes. Sean Q C @
ideales primos en B, y asumimos que Q NA=Q' N A= P.

Ahora Ap C Bp es una extensién entera, y Ap es local con ideal maximal
PAp. Ademéas, QBp C )’Bp son ideales primos en Bp cumpliendo la pro-
piedad @Bp N Ap = Q'Bp N Ap = PAp. Usando el lema 3.2.3 (3), @Bp
y @'Bp son maximales, luego por tanto QBp = Q’Bp. Lo que implica que

Q=Q" O

Definicién 5.0.5. Sea A un anillo y I C A un ideal. Un ideal primo P con
I C P se llama ideal primo minimal asociado a I , si para cualquier ideal
primo Q C A con I C Q C P tenemos que Q = P. El conjunto de ideales
primos minimales asociados a I se denota por minAss(I).

Lema 5.0.6. Sea A un anillo, I C A un ideal tal que I : {a) = I : (a*®) para
algin a € A. Entonces I = (I : (a)) N (I, a).

Demostracion. Sea f € (I : (a)) N ([,a) y sea f = g + xa para algin
g € I. Entonces af = ag + xa® € I, y por tanto, za®> € I. Esto es que
r € 1l:(a®) =1: {(a),lo que implica que za € I y en consecuencia f € I. [
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Proposicion 5.0.7. Sea A un anillo noetheriano y I C A un ideal. Entonces
minAss(I) = {Py,..., P,} es finito y

Vi=Pn...nP,

En particular, VI es la interseccion de todos los ideales primos que contienen
a I. Aunque esto ya lo habiamos afirmado previamente en la proposicion
2.4.7, en la cual su demostracion se dejaba para el lector.

Demostracion. Obviamente tenemos que minAss(I) = minAss(v/I) y por
tanto podemos asumir que I = /1.

Si I es primo, el resultado es trivial. Luego podemos asumir que existen
a,b ¢ I con ab € I, es decir, que no es primo. Demostramos que /I : (a) =
I:{a)=1:(a?) D I. Es decir, si f € y/I:{(a) implica que f? € I : {a)
para un adecuado p. Por tanto, aff € Iy (af)? € I, lo que implica que
af € VI =1, estoes que, f € I: (a). Por otro lado, si f € I : (a®) implica
que a®f € I'y (af)? € I, esto es que af € /I =1y por tanto f € I : (a).
Y puesto que dabemos que I : (a) C I : {(a®) y que I : (a) C \/I: {a) se
dardn las igualdades. Por tltimo, b € I : (a) pero b ¢ I. Ahora usando el
lema previo, obtenemos I = (I : (a)) N (I, a). En particular, tenemos

I=VT=+/(I:{a))n~/{I,a)=(:{a))N/{I,a).

Si I : {(a) o +/(I,a) no son primos, podemos continuar con estos ideales
como hemos hecho con I. Este proceso tiene que terminar en algiin momento
puesto que A es noetheriano, y por tanto obtendriamos que I = N} P; con
P; primo. Podemos suponer que P; ¢ P; para ¢ # j eliminando los primos

innecesarios. En este caso tenemos que minAss(I) ={P,...,P,}. SiP DI
es un ideal primo, entonces P D NI F;, y por tanto, existe un j tal que
P > Pjlo que prueba la proposicién. O

Definicién 5.0.8. Al anillo A se le llama reducido si no tiene ningun ele-
mento nilpotente excepto el 0, esto es que \/@ = (0). Para cualquier anillo,
el anillo cociente A,eq = A/ \/@ se llama reduccién de A y el anillo reducido
asociado a A.

Lema 5.0.9. Sea A un anillo y sea Ayeq := A/\/(0) la reduccion de A.

Entonces
dzm(A) = dim(Ared) - maxPEminAss((O)){dim(A/P)}

Proposicion 5.0.10. Sea A un anillo tal que cumple las dos condiciones
stguientes:
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1. Para cada ideal mazimal M de A, la localizacion Ay; es noetheriana.

2. Para cada x # 0 en A el conjunto de ideales maximales de A que
contiene a T es finito.

Entonces A es noetheriano.

Observacién 5.0.11. Es posible para un dominio de integridad noetheriano
que la dimensién sea infinita. Sea K un cuerpo y sea A = K[x1,x2,...] un
anillo de polinomios en un nimero contable de indeterminadas. Sea (v;);>1
una sucesion estrictamente creciente de enteros positivos tal que (vj41—v;)j>1
es también creciente. Sea P; := (%y,,,,...,%y,,,) ¥ S = AN U; ;. Entonces
S7'A es un dominio de integridad noetheriano. Pero ht(S™'P;) = vy — v
implica que dim(S™'A) = co.

Observacién 5.0.12. Observamos que el anillo de la observacién anterior no
es local. En general, todos los anillos noetherianos locales tienen dimension
finita. En particular, esto implica (usando la localizacién) que en un anillo
noetheriano la altura de un ideal es siempre finita.

Observacién 5.0.13. Para anillos graduados, aunque no nos dard tiempo a
verlo en este trabajo, se puede dar otra descripcién de la dimensién como el
grado del polinomio de Hilbert. Esta sera la base para calcular la dimension
debido al hecho de que para un ideal I C K[xq,..., 2]

dim(K|[zy,...,z,]/I) = dim(K|zy, ..., z,]/L(I)),

donde L(I) es el ideal lider de I.
Por tanto, después de el calculo de una base de Grobner, el cdlculo de la
dimensién se reduce a un problema puro de combinatoria.

Lema 5.0.14. Sea A un anillo tal que para cada ideal primo P C A eziste
un dominio de integridad notheriano normal C C A con C C A/P siendo
finito. Entonces se cumple lo siguiente:

Si A C B es un extension de anillo finita entonces la aplicacion C(B) — C(A)
inducida por la contraccion P — PN A asigna cadenas maximales a cadenas
maximales.

Demostracion. Sea (0) = Qo C Q1 C ... C @, una cadena maximal de
ideales primos en By consideramos (0) = QoNAC@Q1NAC...CQ,NA.
Tenemos que probar entonces que esta cadena es maximal. Asumimos que
Q C Q' C B son dos ideales primos y que existe un ideal primo P C A tal
que QNAC P C QN A. Elegimos para Q N A un dominio de integridad
noetheriano integramente cerrado A’ tal que A C A/(Q N A) sea finito.
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Observemos que los ideales (0), P/(QNA)NA,Q'/(QNA)N A’ son dos a
dos diferentes puesto que A’ C A/(Q N A) es finito. Ademds, B/(Q) también
es finito sobre A’, y podemos aplicar el teorema “going down”4.1.29 para
encontrar un ideal primo P # (0) en B/Q, P c Q'/Q tal que PnA =
PN A’. Entonces, izl C Q'/Q. Esto implica que existe un ideal primo P’, con
Q € P' C Q' lo que prueba el lema. Para el caso Q' N A C P se razonaria de
manera analoga. N

Observacién 5.0.15. Es una consecuencia del teorema de la normalizacién
de Noether 6.1.10 que todos los anillo de tipo finito sobre un cuerpo K tienen
la propiedad requerida asumida por el lema.

U

Lema 5.0.16. Sean A, B cumpliendo las hipdtesis del teorema “qoing down’
4.1.29. 8i Q) C B es un ideal primo entonces ht(Q) = ht(Q N A).

Demostracion. Usando el corolario 5.0.4, sabemos que la aplicaciéon C(B) —
C(A) inducida por P — PNA, induce otra aplicacién C(B, Q) — C(A,QNA),
que conserva la longitud de las cadenas de ideales primos. Para ver que esta
aplicacion es sobreyectiva, sea QN A = P, 2 Py 2 ... 2 Fp una cadena
de ideales primos en A. Empezando con P,_;, y usando s veces el teorema
“going down”, obtenemos una cadena@ = Qs 2 Qs_1 2 ... 2 (o de ideales
primos en B, con lo que se prueba el lema. O
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Capitulo 6

Normalizacion de Noether

Sea K un cuerpo, A = Klzy,...,x,] el anillo de polinomios y I C A
un ideal. La normaliaciéon de Noether es una herramienta en la teoria de
K-algebras afines, esto es, en dlgebras del tipo A/I. Es la base para muchas
aplicaciones de los teoremas de los capitulos previos, porque nos proporciona
un anillo de polinomios K[xs 1,...,2,| C A/I tal que la extension sea finita.

Definicién 6.0.1. Sea I C A = Klyi,...,y,] un ideal. Una aplicacién fi-
nita e inyectiva K[ysi1,-..,yn] — A/I se dice que es una normalizacién de
Noether de A/I. Ademds, si I contiene ¢y, ..., gs con

e;j—1

9 =9+ Y Eairs o yn)
k=0

cumpliendo e; > deg(§; ) + k para k =0,...,e; — 1, se llama normalizacién
de Noether general.

El lema de normalizacion de Noether nos dice que siempre podemos ex-
presar A D I de esta forma.

6.1. Anillos y médulos graduados

Definicién 6.1.1. Un anillo graduado A es un anillo junto con una des-
composiciéon en forma de suma directa A = @,>¢A4,, donde A, son grupos
abelianos que cumplen que A, A, C A, para todo v, u > 0.

Los A, se llaman componentes homogéneas y los elementos de A, se llaman
elementos homogéneos de grado v.

Definicién 6.1.2. Sea A = @,>0A, un anillo graduado. Un A-médulo M,
junto con la descomposicion en suma directa de grupos abelianos M =

29
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®vezM,, se dice que es un A-médulo graduado si A, M, C M,,, para to-
dov>0ypeZ.

Los elementos de M, se dicen que son homogéneos de grado v. Sim = > m,,
con m, € M, entonces m, se llama la parte homogénea de grado v de m.

La demostracién de este lema se puede encontrar en el libro [1]. Sin em-
bargo, debemos introducir estas equivalencias para poder definir el concepto
de ideal homogéneo que aparecerd en nuestro teorema.

Lema 6.1.3. Sea M = &,czM, un A-mddulo graduado y N C M un
submaodulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. N es graduado de la forma N = @,ez(M, N N).
2. N esta generado por elementos homogéneos.

3. Sea m = > m, con m, € M,. Entonces m € N si y solo si m, € N
para todo v.

Definicién 6.1.4. Un submoédulo N C M cumpliendo las condiciones equi-
valentes del lema precedente, se llama un submodulo graduado o submodulo
homogéneo. Un submédulo graduado de un anillo graduado se llama ideal
graduado o ideal homogéneo.

Observaciéon 6.1.5. Aunque esta nocién es muy basica, recordemos que
se dice que un polinomio es homogéneo cuando cada uno de sus términos
también llamados monomios tienen siempre el mismo grado.

Observacién 6.1.6. Recordemos otra definicién clave. Dado un cuerpo K
y una extensién L/K, se dice que un elemento o € L es algebraico sobre
K siy solo si existe un polinomio p € K[X], que pertenece al anillo de
polinomios con coeficientes en K, tal que p(a) = 0. En caso contrario se dira
que es trascendente. Un subconjunto S de un cuerpolL es algebraicamente
independiente sobre un subcuerpo K si los elementos de S no satisfacen
ninguna ecuacion polinémica no trivial con coeficientes en K. Esto significa
que para toda secuencia finita aq, . . ., s, de elementos de S, y todo polinomio
distinto de cero P(xy, ..., x,) con coeficientes en K, tenemos P(ay, ..., ap) #
0. Por otro lado, también se usara la nocién de K-algebra introducida ya en
3.0.9

Definicién 6.1.7. Sea f = a,2" + ... + a1z + a9 € KJz] un polinomio
irreducible, donde K es un cuerpo. Se dice que f es separable, si f tiene solo
raices simples en K, que es la clausura algebraica de K.

Una extension algebraica sobre un cuerpo K C L se dice que es separable si
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todo elemento a € L es separable sobre K, esto es, que el polinomio minimo
de a sobre K es separable. Se dice que K es un cuerpo perfecto, si todo
polinomio irreducible f € K{z| es separable.

Ahora introduciremos el lema de normalizacién de Noether. Este lema
se puede presentar de muchas formas aparentemente distintas, pero en ver-
dad todas con la misma idea. Primero presentaremos la forma general, para
después refinarlo un poco més y centrarnos en la del libro []

Teorema 6.1.8. Sea K un cuerpo y sea A # 0 una K-dlgebra finitamente
generada. Entonces existen elementos yy, . ..,y,. € A que son algebraicamente
independientes sobre K y tales que A es entero sobre K[y1,...,y,].

Demostracion. Para la demostracién del teorema distinguiremos el caso en
que K es infinito y el caso en que es finito.

1. Supongamos que K es infinito. Por definicion de algebra finitamente
generada, existe un homomorfismo sobre K-mddulos que es sobreyecti-
va ¢ : Klxy,...,x,] = A. A partir de ahora identificaremos ¢(x;) por
x; para ahorrar notacién. Llamaremos z1,...x, a sus generados como
clases en A, y reenumeremos estos generadores para que x1, ..., T, sean
algebraicamente independientes sobre K y que cada x,.q,...x, sean
algebraicos sobre K|[zq,...,x,]. Ahora razonaremos por induccién so-
bre n —r. Sin —r = 0 entonces n = r y los y; del enunciado coinciden
con los x;. Supongamos ahora que n — r > 0 es decir que n > r y que
el resultado es cierto para n — 1 generadores.

Como z,, es algebraico sobre k[z1,...,x,], existe un polinomio f # 0
en n variables tal que f(z1,...,2,) = 0. Sea F la parte homogénea
de mayor grado en f es decir, si tenemos que f = ij\io filxr, ... xy)

donde f; es homogéneo de grado j, entonces F' := fj;. Puesto que K es
infinito, existen Aq,...A\,_1 € K tal que F(A\,...,A\,—1,1) # 0. Para

ver esto ultimo, escribamos F = ijvio g;xd con g; € Klay,...,Tp 1]
que son homogéneos de grado M — j. Entonces G(x1,...x, 1) =
F(zy,...,2y1,1) = Zj]\io g; que es distinto de cero si F' es distinto

de cero. Por tato Z(G) # K™™', dado que solo el polinomio que tiene
K™ 1 como conjunto de soluciones es el polinomio nulo, por el lema
6.1.9. En consecuencia podemos encontrar estos lambdas. Una vez pro-
bado eso, pongamos x; = x; — \;x, para i € {1,...,n — 1}. Entonces,

si tenemos F' = ZaEN” |a|=m Cozxa donde 2% = H?:l x?iv

F = Z Cur® = Z caﬁx?i = Z Caly" H(x;—l—)\lxn)“
i=1

aeN? |al=m €N |a|l=m aeN? |al=m =1



62

CAPITULO 6. NORMALIZACION DE NOETHER

Por tanto, los coeficientes de 29°9F en F es F(A1,..., \y_1,1) # 0. Para
probar esto ultimo, veamos que el término \;x, tiene una potencia «;
lo que da una forma [[_, 2" en F cambiado con z; = A;. Por tanto,
escribiendo C' = F(Ay, ..., A\,_1,1) y dividiendo f(z} + A\,..., 2/, 1 +
An—1,x, por C, podemos obtener polinomio ménico con respecto a x,;
puesto que F' es la parte de mayor grado de f dividiendo por C' da un
término ménico 229 que es el termino mayor en f(x}+ 1, ..., 2 |+
An—1,Zn). Luego, f(x) + Ai,...,2,_ + X1, 2,) = 0, ya que, x; =
xh — N\izy; y podemos pensar f(x} + Ay,..., 201 + A\_1,2,) como un

elemento en K[x},... 2} ,|[x,]. Entonces z, es entero sobre A’ :=

»n—1
K[x),...,z} _4]. Esto implica que A es entero sobre A'[z,], y por tanto
por la transitividad de la dependencia entera, A es entero sobre A’.
Entonces por la hipétesis de induccion, A’ tiene elementos vy, ..., y, €
A’ que son algebraicamente independientes sobre K y tal que A’ es
entero sobre Klyi,...,y,] Puesto que A es entero sobre A’, tenemos

por la transitividad de la dependencia entera que A es entero sobre
K[y17"'7y7“]'

. Supongamos ahora que K es finito. Igual que antes tenemos el homo-

morfismo sobreyectivo ¢, los generadores x4, . .., x,, de la forma que los
r primeros son independientes sobre K y los restantes son algebraicos
sobre K[x1,...,2,]. Y razonamos otra vez por induccién sobre n—r. El
caso trivial n—r = 0 se razona como para el caso infinito y supongamos
ahora que n—r > 0y que el resultado es cierto para n — 1 generadores.

Como z,, es algebraico sobre k[zy,...,x,], existe un polinomio f # 0

en n variables tal que f(x1,...,7,) = 0. Sead > deg(f), y 2} = x; —2&

parai = 1,...,n—1. Entonces escribimos g(z, ...,z |, z,) := f(z}+
dt

n—1 .
L+ xt T ) = 0.8 f =3 e Cat®, entonces cada mo-
. . —1 & . , .
nomio en g tiene la forma ¢, [[/2, (2} + 2%)*. Por tanto su término
potencia de z,, tiene un exponente

n—1
oy, g o, d
i=1

Puesto que d esta elegido mayor que cualquier «;, cada « tiene una
término potencia distinto de x,,. Sea [ el exponente tal que sus términos
potencia de z,, sea los mayores. Entonces, dividiendo g por cg podemos
obtener un polinomio ménico de x,, sobre A" = K[z,... 2 _,]. Por
consiguiente, x, es entero sobre A’ y por hipétesis de induccién, A’
es entero sobre Klyi,...,y,] para algunos elementos algebraicamente
independientes y;. En conclusion, A'[z,] es entero sobre Ky, ...,y
va que A'[z,] = A.

T

no-
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]

Lema 6.1.9. (Teorema de anulacion del polinomio) Sea K un cuerpo
infinito, es decir, tiene infinitos elementos distintos y sea f € Klxy, ..., z,].
Entonces f =0 si y solo si f: K™ — K es la funcion nula.

Demostracion. Es obvio que el polinomio nulo es la funcién nula. Asi que

supongamos que f es un polinomio en K|z, ..., z,| parael cual f: K™ — K
es la funcién nula. Probaremos el enunciado por induccion.
Para el caso n = 1, asumiremos que f es de grado m. Si f no fuera el

polinomio nulo, entonces tendria como mucho m raices distintas en K. Y
puesto que K es infinito, habrd b € K para el cual f(b) # 0, pero esto no se
puede dar ya que f es la funcién nula. Luego f es el polinomio nulo.
Supongamos que es cierto para n — 1. Reuniendo las diversas potencias de
Zn, podemos escribir f de la forma

N

f = Zgi(xl, e ,$n,1)x’£,

=0

donde cada g; € K[y, ..., 7, _1]. Ahora, para un punto (b, ...,b, 1) € K"
(fijado),

N

h(wn) = (b1, bur, @) = 3 gilby, .- bur)

1=0

estd en KJz,]). Como f es la funcién nula en K™, h es la correspondiente
funcién nula en K. La demostracion para el caso n = 1 demuestra aho-
ra que h es el polinomio nulo en K|[z,], esto significa que cada coeficiente
gi(b1,...by—1) = 0. Puesto que la eleccion de (b, ... b,_1) es arbitraria, se tie-
ne que cada g; es la funcién nula en K"~ ! y por hipétesis de induccién, cada
g; es el polinomio nulo en Klxy,...,z, 1], lo que completa la demostracién.

]

Teorema 6.1.10. (Normalizacion de Noether) Sea K un cuerpo, y sea
I C K[xy,...,x,) un ideal. Entonces existe un entero s < n y también un
isomorfismo

o: Klxy, ...,z = A:=Klyi, ..., Ynl,

tal que:

1. La aplicacion canonica K[ysi1, ..., yn) = AJ@(I), y; — y; modp(I) es
inyectiva y finita.



64 CAPITULO 6. NORMALIZACION DE NOETHER

2. Ademas, ¢ se puede elegir tal que, para j =1,...,s existen polinomios

e;j—1

9 =v7 + Y &GaWists - yn) - Yh
k=0

cumpliendo e; > deg(& ) +k para k =0,...,e; — 1.

3. St es homogéneo, entonces los g; se pueden elegir también homogéneos.
Si I es un ideal primo, los g; se pueden elegir irreducibles.

4. 8i K es perfecto entonces el morfismo ¢ se puede elegir tal que ademds
Q(A/p(I)) D Q(K[Yst1,---,Yn]) s una extension de cuerpos separable

y también si K es infinito entonces Q(A/o(I)) = Q(K[Ysi1,s - - Ynl)ys]/{gs)-

5. Si K es infinito entonces ¢ se puede elegir lineal, ¢(x;) = 3 mijy;
con M = (m;;) € GL(n, K).

Demostracion. Probaremos primero este teorema para cuerpos infinitos. Para
el caso I = (0) es trivial, asi que podemos suponer que I # (0). Y ahora
procedemos a razonar por induccién en n. Sea n = 1, y sea I = (f), con f
un polinomio de grado d. Entonces K[z,]/] = K + 2K + ... + 2 'K es un
K-espacio vectorial de dimension finita; y el teorema se cumple con s = 1.
Asumimos ahora que el teorema esta probado paran—12>1ysea f € [ un
polinomio de grado d > 1. Si I es homogéneo, podemos elegir f para que sea
homogéneo. Sea f = Zfzo fu la descomposicién de f en partes homogéneas
[, de grado v, y sea My = (my;) € GL(n, K),

My- |+ |l=1:]. (6.1.10.1)

Entonces obtenemos

fd(SCh . Jn) = fa ( mijYs, -, mnjyj>
; JZ:; (6.1.10.2)

= falmay, ..., mp) - y? + términos en y;.
Ahora la condicién para M, se convierte en fy(mqy, ..., my1) # 0, la cual se
puede cumplir puesto que K es infinito. Entonces, obviamente K[ys, . .., y,] —

A/{(f) es inyectiva y finita por la proposicién , ya que y; es cumple una rela-
cién entera 'y g, := f(M,y) tiene, después de normalizar, la propiedad pedida
en (2).
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Observemos que Kya, ..., yn]/(INK[ya, ..., ys]) — A/I es inyectiva y tam-
bién finita (escribimos I en vez de ¢(1)). Si I N Ky, ...,yn] = (0) entonces
no hay nada que probar.

De no ser asi, sea [y := I N K[y, ..., y,]. Por la hipétesis de induccién existe
alguna matriz M, € GL(n — 1, K) tal que para,

Z2 Y2
My-|:|=1:1, (6.1.10.3)
Zn Yn
y algun s < n, la aplicacién K[zgi1,...,2,] = K[ya, ..., yn]/Io s inyectiva
y finita. Ademas, para 7 = 2, ..., s existen polinomios
6j—1

: k
gj = Z;J + Z §ie(Zjgts - 2n) - 2
k=0

cumpliendo e; > deg(§; ;) +k parak =0,...,e;—1. Ademds, los g; se pueden
elegir homogéneos si I es homogéneo.

Esto implica que K[zsy1,. .., 2,] — A/I es inyectiva y finita. El teorema esta
probado para

M = M, - 6.1.10.4
1 " (6.1.10.4)

Y g1 = gl(yla MOZ>7927 <o 0s € K[yh R2y ey Zn]'
Si I es primo y si algin g; de divide en factores irreducibles, entonces alguno
de los factores tiene que estar en I. Podemos tomar este factor que tiene la
forma que queremos.
Para el caso general, la demostracién se encuentra en el documento [3]
(5) ya se probé en (1).

[

Observacion 6.1.11. La demostracién de este teorema lleva nos lleva a
observar algunas conclusiones.

» El teorema lo hemos visto para M de la forma 6.1.10.4, sin embargo,
también es valido para un M arbitrario elegido en:

e algin subconjunto denso y abierto U C GL(n, K).



66 CAPITULO 6. NORMALIZACION DE NOETHER

e algin subconjunto denso y abierto U’ en el conjunto de todas las
matrices triangulares inferiores con 1’s en la diagonal.

» La demostracion también es valida para cuerpos finitos, si la carac-
teristica del cuerpo es grande.

= Para un cuerpo con caracteristica pequena, el teorema también se cum-
ple cuando se reemplaza el cambio linear de coordenadas M -y = x por
el cambio de coordenadas del tipo x; = y; + h;(y) con deg(h;) > 2.

La demostracion de estos dos ultimos casos se encuentra en el teorema general
6.1.8

Analizando también la demostracion se puede obtener el siguiente algo-
ritmo para realizar un normalizaciéon de Noether. Este algoritmo funciona
bien para cuerpos con caracteristica 0 o con caracteristica grande.

Proposicién 6.1.12. Introducimos nuestro ideal I generado de esta forma
I'={(f1,..., fx) C K[z], con x = (z1,...,2,).

Obtendremos como resultado de realizar los pasos siguiente que daremos a
continuacion la normalizacion de Noether, es decir, un conjunto {Xsi1,...,Tn}
y una aplicacion ¢ : K[z] — Klx] tal que K|xsi1,...,x,] C Klz]/@(I) es
una normalizacion de Noether.

1. Realizamos un cambio aleatorio de coordenadas lineales triangular in-
ferior, esto es,
1 O T
p(x) = =1 :1, (6.1.12.1)

* 1 Ty

2. Calcular una base estdndar reducida {fi,... f.} de ¢(I) con respecto

al orden lexicogrdfico con x1 > ... > x,, y ordenamos los f; tal que
LM(f,) > ... > LM(f));

3. elegimos s como el mdzimo tal que {f1,..., [} NV K[xsi1,...,2,] = 0;

4. Para cadai=1,...,s comprobamos si {fi,..., f.} contiene polinomios
con monomio lider = para algin p;;

5. 51 la comprobacion es cierta, para todo i devolvemos ¢ Yy Tgiq,...Ty.
Hay que tener en cuenta que en este caso K(tgiq, ..., 2, C K[z1,...,2,]/0(1)
es finito.

Y aqui acabaria el algoritmo.



Capitulo 7

Algoritmo para calcular la
normalizacion

El objetivo de este capitulo es dar un criterio para la normalidad que es
la base de un algoritmo para calcular la normalizacién de un anillo y el lugar
geométrico no normal para un anillo, en particular para K-algebras afines.
En esta seccién supondremos siempre que A es un anillo noetheriano redu-
cido y que A es su normalizacién, es decir, que es la clausura integral de A
en Q(A), que es el anillo total de fracciones de A. A es normal si y solo si
A = A. La idea de calcular A es alargar el anillo A por el médulo de homo-
morfismo A’ = Homa(J,J), que es un A-médulo y también un anillo; para
un adecuado J ideal tal que A’ C A. Repitiendo este proceso con A’ en lugar
de A, continuamos hasta que el criterio de normalidad nos permita parar.

7.1. Espectro y esquemas afines

Introduciremos ahora algunas definiciones nuevas que nos serviran para
mas tarde poder enunciar los teoremas importantes y algunos ejemplos basi-
cos sobre el criterio de la normalidad.

Definicién 7.1.1. Un anillo A que es isomorfo al anillo cociente K[z1, ..., x,]/1,
donde I es un ideal, se llama anillo afin sobre K.

Definicién 7.1.2. Sea A un anillo. Definimos el espectro primo de A como
Spec(A) :={P C A | P ideal primo}.

67
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Podemos convertir a Spec(A) en un espacio topolégico dotandolo de la deno-
minada topologia de Zariski, creando asi un puente entre dlgebra y topologia.
En muchos casos , se usard Spec(A) simplemente como un conjunto, pero de
vez en cuando, consideraremos el espectro afin Spec(A) en lugar del anillo
A y la variedad V(I) C Spec(A) en lugar del ideal I. La mayoria de los
ejemplos tratan de anillos afines sobre un cuerpo K.

Observacién 7.1.3. Se puede encontrar la definiciéon de la topologia de
Zariski sobre un espacio afin n-dimensional sobre K en el apéndice A.2 del
libro [4].

Definicién 7.1.4. Sea A un anillo y sea M un A-médulo. El soporte de M
que denotaremos por supp(M ) se define como

supp(M) = {P C A ideal primo |Mp # (0)}.
Definicién 7.1.5. Para X = Spec(A) y I C A un ideal
V(I):={PeX|PDI}

Lo llamaremos el conjunto de ceros de I en X. Observemos que V([) =
supp(A/I), pues supp(A/I) = {P € Spec(A) | (A/I)p # 0}. Pero sabemos
que (A/I)p = Ap/Ip, y a su vez sabemos que este cociente no es nulo si y
solo si Ip # Ap lo cual ocurre si y solo si I C P. Por tanto supp(A/I) =
{P € Spec(A)| I c P} =V(I).

Observacién 7.1.6. Para cualquier ideal I de A, se define V(I) como el
conjunto de ideales primos que contienen a I. Se puede establecer una to-
pologia en Spec(A) definiendo que una coleccién de conjuntos cerrados sea
{V(I) : I es un ideal de A}. Esta topologia se denomina topologia de Zaris-
ki. Una base para esta topologia se puede construir de la siguiente manera.
Para f € A se define Dy como el conjunto de ideales primos de A que no
contienen a f. Entonces, cada Dy es un subconjunto abierto de Spec(A),
{D; : f € A} es una base para la topologfa de Zariski. Usando las siguientes
propiedades podemos definir también la topologia de Zariski:

= V(1)) =0, V((0)) = A.
w UL, V(1) = V(N D).
s MeaV (L) = V(Useads) = V(2 oyen In)-

Definicién 7.1.7. Sea X = Spec(A) u sea Y C X cualquier subconjunto.
El ideal
[(Y) = ﬂpeyP

se llama el ideal (anulador) de Y en X.
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Observacién 7.1.8. Observemos que si tenemos Y C Z C X, obtendremos
que I(Z) C I(Y') por construccién de este ideal. Pues I(Y) := Npey P, pero
a la vez sabemos que P € Y C Z, y por tanto al hacer la interseccién en un
conjunto mas grande estard contenido, es decir, I(Y') := Npey P D Npez P =
(7).

Teorema 7.1.9. Sea X = Spec(A) y sea I C A un ideal. Entonces
I(V(I) = V1.
Demostracion. El resultado es cierto gracias a las siguientes igualdades
I(V(I)) = NpevnP = Npespec(a),p>1 P = VI

donde la dltima igualdad se deduce de algo que ya sabiamos de la proposicion
2.4.7, que el radical de un ideal es la interseccion de todos los ideales primos
que contienen a ese ideal. O

Lema 7.1.10. Sea A un anillo, S C A un subconjunto multiplicativamente

cerrado y M un A-mddulo finitamente generado. Entonces Annn(S™ M) =
S~tAnn(M).

La demostracién de este lema se puede encontrar en el capitulo 3 del libro

[1].

Lema 7.1.11. Sea A un anillo y M un A-mddulo finitamente generado.
Entonces

supp(M) = {P C A ideal primo | P D Ann(M)} =: V(Ann(M)).

Demostracion. Supongamos que Ann(M) ¢ P, entonces existe algin s €
Ann(M) que a la vez s ¢ P. Sea m € M, entonces sm = 0. Lo que implica
que m/1 = sm/s =0 en Mp, y en consecuencia, Mp = (0).

Por otro lado, si Mp = (0), entonces Ap = Ann(Mp) = (Ann(M))p por el
lema anterior que implicard que Ann(M) ¢ P. O

7.2. Criterio de normalidad

Lema 7.2.1. Sea A un anillo noetheriano reducido y sea J C A un ideal que
contiene un elemento x de A que no es divisor de cero. Entonces existe una
inclusion natural de anillos

1
A C Homyu(J,J) = E-(fL‘JZJ) C A
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Demostracion. Para a € A, sea m, : J — J que sera la multiplicacién por
a, es decir, my(x) = a - z. Si m, = 0, entonces m,(x) = ax = 0 y por tanto
a = 0, puesto que por hipdtesis x no es un divisor de cero. Entonces, a — m,
es una aplicacion inyectiva y por tanto para cada elemento de A se puede
definir un homomorfismo m,, luego se define una inclusiéon A C Homu(J, J).
Es facil ver que para ¢ € Homa(J, J), el elemento p(z)/x € Q(A) es inde-
pendiente de z: para cualquier a € J tenemos que ¢(a) = (1/x) - ¢(za) =
a- p(x)/x, puesto que @ es A-lineal. Tendremos que ¢(a) estd determinado
por el valor de p(z).

Por tanto ¢ +— ¢(z)/z define una inclusién Homu(J, J) C Q(A) que envia
x-Homa(J,J)enaxJ : J={be AlbJ C xJ}. Latltima aplicacién también es
sobreyectiva, ya que para cualquier b € xJ : J define, via multiplicaciéon por
b/z, ¢(j) = 2j, un elemento ¢ € Homa(J, J) con ¢(z) = b. Ya que z no es
un divisor de cero, obtenemos el isomorfismo Homu(J,J) = (1/x) - (zJ = J).
De la proposicion 3.0.11 identificando I = x y M = J, se sigue que cualquier
beaJ:J, es decir, bJ C xJ satisface una relacién entera bP + a 0P~ + ... +
ag = 0 con a; € (z'). Dividiendo toda la ecuacién por z, tendremos que b/x
es entero sobre A, lo que demuestra que (1/2) - (z.J : J) C A. O

Por la proposicién 4.1.24, A es normal si y solo si Ap es normal para cada
ideal primo P C A.

Definicién 7.2.2. El lugar geométrico no normal de A se define como
N(A) ={P € Spec A | Ap no es normal }

Lema 7.2.3. Sea C = Anny(A/A) = {a € A|aA C A} el conductor de A

en A. Entonces
N(A)=V(C)={P e SpecA | PDC}.
En particular, N(A) es cerrado en Spec(A).

Demostracion. Si P € N(A) entonces Ap # Ap y en consecuencia se tiene
que Cp = Anna, (Ap/Ap) C Ap entonces estd contenido en algiin ideal
maximal de Ap, pero el unico que hay es P - Ap. Luego Cp C PAp y por
tanto P D C'ya quesic € C, tenemos que ; € Cp C PAp, y se puede escribir
también como { = < donde s ¢ Py cs € P. Como sabemos que P es un
ideal primo, solo puede ser que ¢ € P, lo que demuestra que C' C P como
queriamos. Para ver la inclusiéon contraria, observemos que C' = N, 5Ch,
donde C), := {a € Alah € A}. Luego, solo tenemos que ver que V(C}) C

N(A), pues usando la propiedad V(C) = V(N,c3Ch) = U,ezV (Ch), esta
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claro que si V(C,) € N(A) para todo h € A también lo estard la unién
de estos. Sea P ¢ N(A), entonces Ap = Ap y en consecuencia h = p/q
para adecuados p,q € A, ¢ ¢ P, pues recordamos que Ap = S7'A donde
S = A~ P. Esto implica que gh € A, es decir, ¢ € C} por definicién del
conjunto. Entonces C, ¢ Py P ¢ V(C}). O

Lema 7.2.4. Sea J C A un ideal que contiene un elemento que no es divisor

de cero de A.

1. Existe una inclusion natural de A-mddulos

Homa(J,J) C Homa(J,A)NA C Homa(J,VJ).

2. 8i N(A) C V(J) entonces JTA C A para algin d.

Demostracion. 1. La inmersién de Hom4(J, A) en Q(A) viene dada por ¢ —
¢(x)/z, donde x es el elemento que no es divisor de cero de J tal y como
habiamos visto en 7.2.1. Tendremos que ap(z) = p(ax) = zp(a) por ser un
homomorfismo de A-mddulos y en consecuencia p(a) = a - @. Con esta
misma identificaciéon obtenemos

HOTTLA(J, A) =A ‘Q(A) J = {h € Q(A)th C A}

pues si tomamos ¢ = @ € Homyu(J,J) C Q(A) y lo multiplicamos por un
elemento cualquiera o de J, tendremos @(ii = p(a) € A como queriamos
para demostrar la primera inclusién de la igualdad. Sea ahora h € A :ga) J,
tendremos que hJ C A. Luego ¢ = my, la multiplicacion por h, define un
homomorfismo en Hom4(J, A) pues envia a € J en ha € A. Podemos hacer
las mismas identificaciones para Hom(J, J) y Homa(J,\/J), que serdn h €
Q(A) tal que hJ C J, respectivamente hJ C V/J. Por tanto la primera
inclusion se sigue del lema 7.2.1 pues Homa(J,J) C A y también tenemos
ahora que Hom(J, J) C Hom(J, A) luego al hacer la interseccion se verifica
lo que queriamos.

Para la segunda inclusién, sea h € AN Homy(J, A), por tanto cumple que
hJ C A por definicién de Hom4(J, A). Consideramos una relacién entera
h" +a;h* '+ ... +a,=0con a; € A, ya que h € A es decir que era entero
sobre A. Queremos ver que hJ C v/J. Tomamos ¢ € J y multipliquemos la
ecuacion anterior por g". Entonces tendremos

(hg)n + ga1(hg)"’1 +...+9¢"a, =0.

Puesto que g € J, tenemos que hg € Ay por tanto (hg)™ € J ya que el resto
de los sumandos de la relacién entera estaban en (g) C J y en consecuencia
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hg € V/J, lo que demuestra la segunda inclusién.

2. Por hip6tesis, y por el lema 7.2.3, tenemos que V(C) C V(J). Usando la
observacién 7.1.8 obtendremos que I(V(C)) D I(V(J)) y en consecuencia
VJ C +/C por el teorema 7.1.9 ya que I(V(C)) = VC y I(V(J)) = V/J.
Luego J C v/C que es equivalente a decir J¢ C C para algin d que demuestra
lo que queriamos probar. Para probar esta tultima equivalencia basta observar
que si J C v/C, entonces para cada j € J, existe algin entero n tal que j" €
C'. Si consideramos d como el maximo de estos n para todos los generadores
J1,J2s - -, jr de J. Entonces (j1jz ... jx)? € C lo que implica que J¢ C C. Por
otro lado si J¢ C C para algtin d > 1, entonces para cualquier j € J tenemos
j4 € C. Y por definicién del radical significa que j € v/C luego se dard la
otra inclusion. O]

El siguiente criterio para la normalidad se debe a Grauert y Remmert

Proposicién 7.2.5. (Criterio para la normalidad) Sea A un anillo
noetheriano reducido y se J C A un ideal que cumple:

1. J contiene un elemento que no es divisor de cero de A,
2. J es un ideal radical,
3. N(A) cV(J).

Entonces A es normal si y solo si A= Homu(J,J).

Demostracién. Si A = A entonces Homa(J,J) = A por el lema 7.2.1. Pa-
ra ver la implicacién contraria, elegimos d > 0 minimal tal que J?A C A
(Lema 7.2.4 (2)), luego queremos ver que d = 0. Razonemos por reduccién
al absurdo. Si d > 0, tenemos que J*'A ¢ A pues sino d no serfa mi-
nimal. Por tanto existe algin a € J% ' y h € A tal que ah ¢ A. Pero
ah € Ayah-J C hJ* C A ya que a € J¥!. Por el lema 7.2.4 sabe-
mos que Homyu(J,A) = {h € Q(A)|hJ C A}, como (ah)J C A tenemos
ah € Homa(J,A) N A C Homa(J,v/J) = Homu(J,J) usando la cadena
de inclusiones de 7.2.4 (1) y que por hipdtesis hemos pedido J = V/J como
condicién para el ideal J. Puesto que ahora tenemos que A = Homu(J, J)
obtenemos ah € A, con lo que llegamos a un absurdo. Por tanto podemos
concluir que d = 0 y en consecuencia A = A. O

Observacién 7.2.6. Un ideal J cumpliendo las propiedades pedidas en la
proposicion anterior se dice que es un ideal test para la normalidad. No
es dificil ver que el conductor ideal C' es un ideal test. Pero C' no puede
calcularse mientras no conozcamos A. En capitulo 5 del libro [1] se ve que un
ideal test es el que da el lugar singular y que puede ser calculado. También
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sera importante en ese capitulo el radical del ideal generado por los menores
n — r, llamado ideal Jacobiano, que va a ser un ideal test.

En caso de que A no sea normal, A C Homu(J, J) =: A" y continuamos
con A" en lugar de A. Para hacer esto, necesitamos presentar A’ con un A-
algebra de tipo finito.

Ahora introduciremos la definiciéon de sizigias, pues se usard para el lema
7.2.9, el cual describe la estructura de A-dlgebra de Homu(J, J).

Definicién 7.2.7. Una sizigia o una relacion entre k elementos fi,..., fi de
un R-médulo M es una k-upla (g1, ..., gx) € R*¥ que cumple

k
Z gifi = 0.
i—1

El conjunto de todas las sizigias entre f1,..., fi es un submédulo de R*.
Adems3s es el nticleo del homomorfismo de anillos

p: Fy = @LRQ — M, € fi

donde {ey, ..., €} es la base canénica de R*. ¢ es sobreyectiva en el R-médulo

I:= <f17'-'afk>Ry
sy2(I) = syz(fu,-.. fu) == Ker(y)
se llama modulo de sizigias de I con respecto a los generadores f1, ..., fx.

Observacién 7.2.8. Hay métodos efectivos para calcular el médulo de sizi-
gias, se puede encontrar esto en el libro [1]. La clave es que syz(I) C R es
un submoédulo finitamente generado. Esta idea la usaremos en 7.2.9.

Lema 7.2.9. Sea A un anillo noetheriano reducido, sea J C A un ideal y
sea x € J un elemento que no es divisor de cero. Entonces

1. A= Homa(J,J) si y solo si zJ :J = (x).
Ademdas, sea {uy = x,uy,...,us} un sistema de generadores para el

wdeal xJ = J. Entonces podemos escribir

S
Ui - uj = foéjuk para adecuados 5,? cA 1<i<j<s.
k=0
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Sea (nék), . ,ngk)) € ATk =1,...,m que generan syz(uy,...,us)
y sea I C Alty, ..., ts] el ideal

Ii=({tit; = > &l <i<j<sh{> nPt[l <k <m}),
k=0

v=0

donde tq := 1. Entonces

3. La asignacion t; — w;/z, i =1,...,s define un isomorfismo

o 1
Alty, ... ts]/T — Homyu(J, J) = o (xJ : J):

Demostracion. 1. Usaremos lema 7.2.1. En general tenemos que A C %([L’J :
J) C Q(A). Pero también sabemos que L(xJ : J) = Homa(J, J). Luego si
tenemos la igualdad A = I(zJ : J) multiplicando por z tendremos (z) =
(xd 2 J).

2. Dado que u; y u; son elementos del ideal z.J : J, u; € (xJ : J), esto quiere
decir que u;J C xJ y en particular w;u; € xJ = (zuy,...,xus). Por tanto
existe f,ij € A tal que wu; => 5 _, f,ij Tuj como queriamos.

3. Definimos el homomorfismo de anillos ¢ : Alty,...,ts] — (1/x) - (xJ : J)
como t; — wu;/x con i = 1,...,s. Veamos que I = Ker(¢) y por tanto
por el primer teorema de isomorfia tendremos que ¢ : Altq,...,ts]/I —
(1/x)-(xJ : J) es un isomorfismo, dado que esta claro que la imagen de ¢ es
(1/x)-(xJ : J). Obviamente I C Ker(¢). Consideramos un elemento general

de I )
tity — Z &t
k=0
Aplicando el homomorfismo ¢ a este elemento tenemos que

Us

- ij Uy - ij Uk
k=0 k=0

Y usando la igualdad del apartado anterior obtenemos que ¢ anula los gene-
radores de I con lo que tenemos la inclusién querida. Si ahora toméasemos un
generador de la forma > °_ nFt,, aplicando el homomorfismo obtendriamos
> o n’j“—; y por definicién de syzigia tenemos que Y5 _ nFu, = 0. Luego es-
te generador estard también en el niicleo de ¢. Por otro lado, sea h € Ker(¢).
Entonces, usando las relaciones t;t; — >, _, f,ijtk, 1 <1 <5 < s, podemos
escribir h = hog + Y., hit;mod I, para algin hg, hy, ..., hs € Altq, ..., ts].

Ahora ¢(h) = 0 implica que hg + >_;_, h; - (u;/x) = 0, entonces (ho, ..., hs)
es una sizigia de ug = x, uy, ..., us, y en consecuencia h € I por la definicion
del ideal 1. O]
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7.3. Algoritmos

Ahora usando la proposicion 7.2.5 y el lema 7.2.9 obtenemos un algoritmo
para calcular la clausura integral. Describimos un algoritmo par el caso en
que A = K[xq,...,2,]/I es un dominio de integridad donde K es un cuerpo
de caracteristica 0. Recordemos que A es dominio si y solo si [ es ideal, que
es equivalente a I primo. Sea I = (fi,..., fm) y r = dim(A). Para poder
aplicar la proposicion 7.2.5, necesitamos encontrar un ideal J tal que V'(.J)
contiene un lugar geométrico no normal para el anillo A.

El conductor serd un candidato, pero no lo podemos calcular sin conocer A.
Nos basta el ideal que define el lugar singular.

Ahora estamos preparados para dar un algoritmo de normalizacién. Nos res-
tringiremos al caso de dominios de integridad afines A = Klxy,...,z,]/1.

Proposicién 7.3.1. Calcularemos la normalizacion de I (NORMALIZA-
CION(I ).

Como Input tendremos I = (fi,..., fx) C Klz] un ideal primo y v =
(1, ..y Tp).

Como Output tendremos un anillo de polinomios K[t], con t = (t1,...,tn),
un ideal primo P C K[t] y m : Klzx] — K]t] tal que induce la aplicacion
7 : K[z]/I — K[t]/P que es la normalizacion de K[z]/I. (A= KJt]/P).

n Si I =(0) el algoritmo devolverd como output (K[z],(0),idk);
» Calculamos r := dim(I);

» Si sabemos que el lugar singular de I es V(xq,...,x,) entonces J =
(1,...,xn); sino calcularemos J = el ideal de los (n — r)-menores

de la matriz jacobiana de I. (El primer caso ocurre en curvas, cuando
r=1);

s J es el radical de I + J;

» FElijamos a € J~{0}. (Como K|[z]/I es dominio, la clase de a serd no
divisor de cero);

= SiaJ:J=(a) entonces devolveremos (K|[x], I, id[);
s Calcularemos un sistema de generadores ug = a,uq, ..., us para aJ : J;

» Calcularemos un sistema de generadores {(77(()1), . ,ngl)), e (ném), . ,ngm))}

para el médulo de sizigias syz(ug, ..., us) C (Kx]/I)*T;
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s Calcularemos 5,? tal que w; -u; = 3 _oa- §Zjuk coni,j=1,...,8;
» Cambiaremos el anillo a Klxy, ..., xy,t1,...,ts] y el conjunto (con
to:zzl)

L= ({tit; = Y &l tibosicics 1D 0t haram) + TK [, ;
k=0 v=0

Todos estos ultimos pasos, calcular un sistema de generadores de aJ : J,
calcular un sistema de generadores para el mddulo de sizigias y calcular
los escalares & ; son posibles con el programa SINGULAR.

= Y devolveremos la NORMALIZACION(I, ).
Observemos que I, sigue siendo un ideal primo ya que
Klxy, ..., Zp,t1, ..., ts|/T1 = Homa(J, J) C Q(A)
es un dominio de integridad.

Sabemos que este algoritmo anterior es correcto debido a la proposicion
7.2.5 y la terminacion se deriva del siguiente teorema que solo enunciamos.

Teorema 7.3.2. (E. Nocther) Sea P C Klxy,...,x,] un ideal primo y sea
A = Klxy,...,x,]/P. Entonces la normalizacion A O A es un A-mddulo
finito

La demostracién del teorema requiere de otros lemas sobre los que apo-
yarse, pero se puede ver en el libro [/]

La proposiciéon 7.2.5 y el lema 7.2.9 también nos da la posibilidad de
calcular el lugar geométrico no normal.

Corolario 7.3.3. Sea A y sea J como en la proposicion 7.2.5, entonces
el ideal Anns(Homu(J, J)/A) C A define el lugar geométrico no normal.
Ademds,

Anng(Homa(J, J)/A) = (x) : (xJ : J)

para cualquier elemento que no sea divisor de cero x € J.

Podemos tomar la primera parte del algoritmo de normalizacién para
calcular el lugar geométrico no normal:
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Proposicion 7.3.4. Calcularemos el lugar geométrico no normal de I, NON-
NORMALLOCUS(I).

Como Input tendremos I = (f1,...,fr) C Klz] un ideal primo y r =
(1, ..y Tp).

Como Output tendremos un ideal NN C Klz|, que define el lugar geométrico
no normal en V(I).

Si I = (0) devolveremos como output (K|z]);
» Calcularemos r = dim(I);

» Calcularemos J el ideal de los (n — 1) menores de la matriz jacobiana
de I;

= J serd el radical de I + J;
» Elegimos a € J ~ {0};
» Devolveremos ((a) : (aJ : J)).

7.4. Ejemplos calculo normalizacion

7.4.1. Cuspide

Primero veremos el ejemplo de normalizacién la cispide 22 — y3.
Sea A := K|z,y]/(x* — y*) y sea J := (z,y) C A un ideal. Recordemos que
tal y como habiamos definido en el algoritmo 7.3.1, J es resultado de obtener
el ideal J' de los (n—r) menores de la matriz jacobiana, en este caso serdn las
8“7;;?’3 =2ry %;yg = —3y2. Y por tltimo debemos hacer
el radical del ideal J’, con lo cual llegamos a que J = (x,y). Ahora tomamos
x € J que es no es un divisor de cero en A, aunque también nos valdria tomar
y puesto que en este caso A es un dominio, ya que el polinomio 2% — 3 es
irreducible. Realizamos zJ : J = z(x,y) : (z,y) = (2% zy) : (z,y) = (z,9?)
pues tenemos la relacién z? = > en este anillo. Si ahora usamos el lema
7.2.1 que nos dice Homyu(J,J) = 2 - (zJ : J) tenemos para nuestro caso
que Homa(J,J) = (1,4?/z). Ahora usaremos la notacién del lema 7.2.9.
Definimos ug := x,u; := y*. Obtenemos que u? = y* = y -y = 2%y de la
férmula del punto 2 del lema 7.2.9, con & =y y &' = 0. Usando ahora la
formula del lema 7.2.9 calculamos el ideal I. Observemos que en este caso
nos reduciremos a t, pues al hacer el producto ¢;t; tenemos 1 <17 < j <'s
con s = 1. Luego de la primera parte, sustituyendo para los valores que

derivadas parciales



7SCAPITULO 7. ALGORITMO PARA CALCULAR LA NORMALIZACION

tenemos, obtenemos t?> — y ya que en la férmula suponemos ¢, := 1. Por
otro lado para calcular el resto de los generadores del ideal debemos calcular
primero los generadores de la sizigia syz(ug,u1) es decir, encontrar f, g tal
que fug + gu; = 0 € A. El resultado serd - x — y - y> = 0 de donde sale
x —yt y también y? -y — 2 - y?> = 0 de donde sale y? — xt. Por tanto usando
ahora por el punto 3 del lema 7.2.9, tenemos el isomorfismo de A-algebras

Alt])(#* — y, at — 3, yt — ) == Homu(J, J).
Observemos que A[t]/(t* —y, xt —y?, yt — x) = K[t] puesto que de la primera
ecuacién que generan el ideal I obtenemos y = t? y sustituyendo en la ultima
tendremos que z = t3, es decir podemos reducirlo a K[t] que es normal y
por tanto nos sirve con hacer una iteracién. También veamos que z — 3 y

y — t2 nos da una parametrizacién de z? — 3.

7.4.2. Paraguas de Whitney

Ahora veremos la normalizacion del Paraguas de Whitney. El paraguas de
Whitney se llama asi debido al matematico estadounidense Hasseler Whit-
net. Es una superficie especifica auto-intersecada del espacio tridimensional.
Es la unién de todas las lineas rectas que pasan a través de los puntos de
una parabola fija y son perpendiculares a una linea recta fija, paralela al eje
de la parabola u que se encuentran en su plano de biseccion perpendicular.
Observemos mejor la figura para que quede més claro.

N LH 1175
ST
1112
0":“': {1

ity

ity

Y
QW

El paraguas de Whitney se puede definir mediante las ecuaciones paramétri-
cas en coordenadas cartesianas
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donde los parametros u y v varian sobre los nimeros reales. También
viene dada por la ecuacién implicita

2 — %2 = 0.

Esta férmula también incluye el eje z negativo (que se llama el mango del
paraguas).

Aqui estamos hablando del dibujo en R del paraguas. En C la situacién es
méas homogenea, Vz = a € C tenemos que x° — ay? es el producto de un par
de rectas complejas de las que solo vemos en R el origen.

Ahora escribiremos el algoritmo de normalizacién del paraguas de Whitney,
implementado con el programa SINGULAR.

ring A = 0,(x,y,2),dp;

ideal I = y2-zx2;

LIB ¢‘surf.lib";
plot(I,‘‘rot_x=1.45;rot_y=1.36;rot_z=4.5;");

list nor = normal(I);

def R = nor[1][1]; setring R;

norid;

//=> mnorid[1]= T(1)* x-y

norid[2]= -T(1)* y+x * z

norid[3]= T(1)"2-z

norid[4]= x"2 * z-y~2

normap;

//=> normap[1]=T(1) normap[2]=T(1)*T(2) normap[3]=T(2)"2

Luego la normalizaciéon de A/I es K[T1,T3] con aplicacién de normaliza-
cibn x — Ty, y — TiTy y z — T%. Es ficil observar que coincide con la
parametrizacién dada al inicio.

Vamos ahora a explicar que hace cada comando del programa.

Al definir el anillo A, el 0 corresponde a que el cuerpo base tiene caracteristi-
ca 0 que se identifica con los niimero racionales, (x,y,z) representaran las
variables y dp se corresponde con el orden inverso del orden lexicogréfico.
Ahora definimos el ideal I, observemos que para singular y? se correspon-
derfa con y2. A continuacién carga la libreria para poder dibujar el paraguas
de Whitney.

Sea crea una lista que la almacenaremos en nor al hacer la normalizacion
del ideal I. nor[1] es una lista de r anillo, donde r es el nimero de pri-
mos asociados P;, como es primo entonces solo aparecera un elemento en la
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lista. Dentro de nor[1] [1] tendremos 2 ideales: norid y normap. Tenemos
nor [1] [1] /norid es la normalizacién, es decir, la clausura integral de A/ P,
en su cuerpo de fracciones. normap dara la aplicacién de normalizaciéon de
A/I — A/norid. En el caso de que hubiera més anillos al realizar nor [1], la
suma directa de nor[1] [i]/norid, cada uno con su respectivo norid seria
la normalizacién de A/I. En este caso solo hay un anillo y por tanto es todo
mas sencillo.

Ahora lo veremos en términos matematicos.

Consideramos A := K|z, y,2]/{y* — 2°z). Igual que para el ejemplo de la
cuspide debemos calcular J.

Realizamos las derivadas parciales

oy —a’z Oy —x°z o —a’z
ox

y hacemos el radical. Obtenemos J = (z,y). Elegimos = € J que no es divisor
de cero en A.

Tenemos que (zJ : J) = z(z,y) : (r,y) = (%, x2y) : (z,y) = (x,y). Luego
LwJ:J)=2(x,y)=A-1+A-L=Aly/x].

Si identifico t = ¥ tengo que Aly/x] = Aft]/(tx —y) = Klz,y,z,t]/(y* —
2’z tr — y) = K[z,t] que serd la normalizacién de A, es decir, A. De la
ecuacién y = tr podemos obtener y? = 222 que a su vez es y? = zx?, lue-
go 22(t? — 2) € (y* — 2%z,tx —y) y por tanto v = z,y = tw,z = t3t =
t, que se corresponde con la parametrizacion que habiamos dado al ini-
cio. Si ahora renombramos z = t; y t = t, tenemos que la normalizacién
Klz,y, 2]/{y? — 2%2) — Klt1,t2] envia x +— t1,y — tita, 2 — 3.

La aplicacion que SINGULAR daria como normap el isomorfismo

K[xaya z]/(y2—$22> — K[az,y,Z,t]/<y2—a:2z,y—xt,a:z—yt,z—t2> = K[[L’,ﬂ
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