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Resumen

En el presente escrito se tratarda la comunicacién en redes lineales me-

diante el Network Coding, o codificacion en redes (lineal). Esta teoria es
relativamente nueva, ya que se empezo a desarrollar el siglo pasado, junto
con el auge de las nuevas tecnologias y la teoria de la informacion. Se vera la
existencia de una solucion al problema de la transmisién de datos con una
fuente y varios sumideros. Para ello, serd necesaria la teoria de grafos, redes de
flujo, cuerpos finitos y bases de Groebner. Algunos resultados fundamentales
son el teorema de maximo flujo y minimo corte y la cota de Schwartz-Zippel,
los cuales utilizaremos para resolver el problema del Network Coding.
La codificacién lineal en redes tiene un gran uso en la actualidad, como por
ejemplo, en los sectores de la industria, las telecomunicaciones y la medicina.
Por esta razon representa un campo innovador y su estudio y desarrollo son
de gran importancia.
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Abstract

The present document will address communication in linear networks th-
rough linear Network Coding. This theory is relatively new, as it began to
develop in the last century, alongside the rise of new technologies and infor-
mation theory. We will explore the existence of a solution to the coding pro-
blem with a single source and multiple sinks. To do this, we will need graph
theory, low networks, finite fields, and Groebner bases. The fundamental re-
sults include the max-flow min-cut theorem and the Schwartz-Zippel bound,
which we will use to solve the Network Coding problem.

Linear network coding has widespread use nowadays, such as in the industry,
telecommunications, and medicine sectors. This is why its study and deve-
lopment are of great importance, and it is also an innovative field.
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Introduccion

Esta memoria se centra en el tema del Network Coding (o codificacién en
redes en espanol), con un enfoque especifico en la optimizacién del flujo de
informacion en una red de comunicaciones determinada. Para abordar este
objetivo, se hard uso de la teoria de grafos para establecer el contexto, y la
cota de Schwartz-Zippel para garantizar la existencia de una solucion.

En los apartados preliminares introduciremos los conceptos y resultados
necesarios para desarrollar el tema que trataremos. Esto permitird abordar
la teoria posterior con mayor fluidez.

El orden de los capitulos introductorios no importa. Hablaremos sobre la
teoria de grafos, ya que estd directamente relacionada con lo que veremos
posteriormente; y las bases de Groebner se utilizaran para probar un resulta-
do que nos ayudard a la soluciéon de dicho problema. En realidad, el lema de
Schwartz-Zippel no requiere de bases de Grobner para su demostraciéon (hay
demostraciones més elementales), pero usando bases de Grébner obtenemos
una cota un poco mas fuerte, la de Footprint.

El primer capitulo tratara sobre grafos y redes de flujo, demostrando un
resultado muy notorio: el teorema de max-flow min-cut. También se dara un
algoritmo para obtener un flujo maximo: el algoritmo de Ford Fulkerson, y
se dara un ejemplo detallado. Finalmente, se hablara sobre el problema de
multidifusién. Se ha usado como referencia principal [1].

En el segundo capitulo veremos los cuerpos finitos y algunos conceptos vistos
en asignaturas optativas del grado (dlgebra conmutativa y criptografia). El
resultado principal es la cota de Schwarz Zippel, la cual demostraremos uti-
lizando bases de Grobner para justificar la cota de footprint. La bibliografia
utilizada en esta seccién son los libros clésicos [2] y [3]. También ha sido
necesaria una seccién sobre cuerpos finitos, en la que se ha utilizado [5].

En el tercer y tultimo capitulo se expondra el Network Coding de una forma
técnica y detallada. Nos apoyaremos en los dos capitulos anteriores para su
desarrollo, en particular, seran indispensables el teorema de max-flow min-
cut y el lema de Schwartz-Zippel. Para la demostracién constructiva y las
definiciones técnicas se ha utilizado [6]. También ha sido de ayuda el articulo

9



10 INDICE GENERAL

4], el cual estudia el Network Coding utilizando geometria algebraica.



Capitulo 1

Grafos y Codificacion en redes

En este capitulo introduciremos conceptos basicos sobre la teoria de gra-
fos. Los problemas de codificaciéon en redes se plantean y resuelven sobre
grafos de diversos tipos, que repesentan el problema que se intenta resolver.
Veremos el teorema del max-flow min-cut y acabaremos enunciando el pro-
blema del Network Coding sobre la red mariposa, y ofreceremos ademas una
solucion.

En este capitulo se ha usado como referencia [1].

1.1. Teorema de max flow-min-cut

Se expondran los conceptos que utilizaremos en este apartado, que seran
mayoritariamente sobre teoria de grafos y flujos sobre ellos. Acabaremos
enunciando uno de los resultados principales de este trabajo: el teorema de
max-flow min-cut (del inglés, teorema de maximo flujo y minimo corte), y
después veremos un algoritmo para obtener un flujo maximo con un ejemplo
detallado.

Definicién 1.1.1. Un grafo dirigido G es un par (V,E) donde V es el
conjunto de vértices o nodos del grafo y £ = {(u,v) | u,v € V} es una
relacion binaria entre los vértices (denominado conjunto de aristas).

Se habla de grafos dirigidos porque es donde tiene sentido considerar redes
de flujo, las cuales tienen una direccién (es decir, van en un sentido, de un
punto a otro/s). Para obtener una representacién completa del problema se
necesitan ciertos conceptos.

Definicién 1.1.2. Si G = (V, E) es un grafo dirigido, entonces in(v) es el
conjunto de las aristas que llegan al vértice v € V| y out(v) es el conjunto de
las aristas que salen del vértice v.

11



12 CAPITULO 1. GRAFOS Y CODIFICACION EN REDES

Normalmente, in(v) # & y out(v) # &, pero puede no ocurrir.
Cuando in(v) = @ y out(v) # & (solamente hay aristas salientes), se dice
que v es una fuente o salida.
En cambio, cuando in(v) # @ y out(v) = @ (hay aristas entrantes pero no
salientes), se dice que v es una llegada o sumidero.
Las aristas (dirigidas) representan las conexiones posibles sobre los vértices
del grafo, e incluso podremos asociar una cantidad de flujo maximo por cada
arista. En comunicacién de redes, las aristas suelen denominarse canales, y
los vértices del grafo, nodos.
Mas adelante, se vera que en el escenario multicast, se tendra solamente una
fuente y varias llegadas.
En la practica se suelen dar estas situaciones en muchas ocasiones, como
por ejemplo, en las redes de distribucién (reparto de recursos a diferentes
ciudades) o en las comunicaciones méviles (envio de mensajes o reuniones
grupales).

La siguiente definicién asentara las bases sobre las que se trabajaran los
problemas de network coding.

Definicién 1.1.3. Una red de flujo es una 4-upla (G,s,t,c) donde:
» G = (V,E) es un grafo dirigido.
» s es el nodo de salida o fuente (in(s) = @ y out(s) # ).
» t es el nodo de llegada o sumidero (in(t) # @y out(t) = @).

» c: F— R, esla funcion capacidad.

A partir de ahora se fijard una una red de fluyjo G = (G, s,t,¢) siendo
G = (V, E) un grafo dirigido.
La funcién de capacidad nos indica la cantidad maxima de informacién que
puede pasar por cada arista. Notemos que esta funcién solo puede tener
valores no negativos. Es conveniente que cada vértice se encuentre en algin
camino desde la fuente hasta el sumidero, asi trabajaremos sobre un grafo
conexo (esto es, que existe un camino desde cualesquiera dos vértices del
grafo).
En realidad una red de flujo puede representar la distribuciéon de bienes
sobre un conjunto de fabricas situadas en multiples localidades, una red de
comunicacién entre multiples dispositivos, el flujo en una red de trafico, etc.
Veamos cémo podriamos aplicar a un problema la definicién de red de flujo.

Ejemplo 1.1.1 (commodity flow). Supongamos que debemos enviar una
mercancia de una ciudad (fuente) a otra (sumidero) a través de un conjunto
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de ciudades (nodos intermedios), es decir, el viaje no es directo y es impe-
rativo pasar por ellas. Suponemos que ya existen vehiculos de transporte de
una ciudad a otra, donde cada vehiculo admite cierta capacidad: jcémo po-
demos representar esta situacion? Es posible hacerlo con una red de flujo.
Este ejemplo sencillo es una posible solucién (puede haber mas de una so-
lucién en las redes de flujo, de hecho, suele ser lo habitual). Se observa con

0

Figura 1.1: Una red de flujo

claridad la fuente y el sumidero, y los nimeros sobre cada arista representan
la capacidad de cada vehiculo.

Es logico plantearse el problema de maximizar el flujo de informacién de
una red dada, ya que su solucién podria aplicarse a la practica y resolver una
gran cantidad de problemas. En general, no es una tarea sencilla.

Definicién 1.1.4. Un flujo sobre un grafo dirigido G = (V,E) es una
funcion f 1 E — R,

Un flujo asocia a cada arista de G un ntimero real positivo, y nos senala
la cantidad de informacién que fluye por dicha arista.
Es claro que se deben exceptuar los casos en los que la cantidad de flujo
supera la capacidad de flujo de la arista (esta nos viene dada en una red de
flujo por la funcién capacidad c¢). Por el otro lado, no queremos que se pierda
informacion, es decir, seria conveniente que la informacion enviada sea igual
a la informacién recibida en cada nodo del grafo. Si un flujo cumple estas
condiciones se denomina flujo factible:

Definicién 1.1.5. Un flujo f : F — R, sobre una red de flujo (G, s,t,¢) es
factible si se cumplen las siguientes condiciones:
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» Limite de la capacidad: f(e) < c(e),Ve € E.

= Conservacion del flujo:

Y fle)= > fle), VeV

ecin(v) ecout(v)

La segunda condicion significa que la informacién que entra es igual a la
informacion que sale en cada vértice de la red de flujo. Es decir, que la suma
de la cantidad de informacion de las aristas que entran en el vértice sea igual
a la suma de la de las aristas que salen de dicho vértice. Veamos un posible
flujo factible sobre la red de flujo del ejemplo 1.1.1:

Ejemplo 1.1.2. Dada la red de flujo dicha, un flujo factible sobre ella seria
aquel que cumple las condiciones dichas en la definicién 1.1.5. Un buen ejem-
plo seria la siguiente figura:

ey
S

Figura 1.2: Un flujo factible sobre una red de flujo

Notemos que se respeta tanto el limite de la capacidad como la conserva-
cién del flujo. Este es un flujo cualquiera propuesto como ejemplo, a priori
no tiene por qué ser 6ptimo pero, ;como podemos saber si realmente lo es?
Lo veremos mas adelante, en el ejemplo 1.1.4.

Definicién 1.1.6. Dada una red de flujo factible, definimos el flujo total

Ccomao:
fl= > fle

ecout(s)

Dicho en palabras, el flujo total de una red de flujo es la suma de la
informacion de todas las aristas salientes de la fuente.
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Observacion. Podemos observar que en un flujo factible, el flujo total es la
cantidad total de informacién que se desplazard en toda la red (debido a
que no hay pérdida de informacién). En el ejemplo 1.1.2; el flujo total es
lfl=2+1=3.

En la practica pueden presentarse flujos complejos con varias aristas. Que-
remos una generalizacién para resolver ese tipo de flujos, y nos apoyaremos
en las aristas inversas para su resolucion.

Definicién 1.1.7. Sean vy, v, € V dos vértices. Entonces las aristas (vy,v9) €
E 'y (ve,v1) € E son antiparalelas.

Es posible que en el grafo de partida ya aparezcan este tipo de aristas.
En ese caso, se intentara transformar el grafo existente en uno equivalente
que no contenga aristas antiparalelas. Veamos un ejemplo:

= | T e
e

En la figura se puede ver que se ha solucionado el problema en los vértices
v1 y v anadiendo otro vértice v, convirtiendo el grafo en uno equivalente sin
aristas antiparalelas.
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Mas adelante demostraremos el siguiente lema.

Lema 1.1.1. Sea (G, s,t,c) una red de flujo con f(e) < c(e) para todo e € E.
Si el flujo es factible entonces

S fe =3 fe).

e€out(s) ecin(t)

Observacion. Es natural preguntarse si en el lema anterior 1.1.1 el reciproco
es cierto. En realidad no tiene por qué darse.

Podria existir una red donde el flujo total de salida de s y de llegada a t
sean iguales, pero que no se cumpla la conservacién del flujo en los nodos
intermedios. Lo que hace falta es una red en la que haya aristas con capacidad
nula que no salgan de la fuente ni lleguen al sumidero. Entonces se tiene un
flujo tal que el flujo total que sale de la fuente es igual al flujo total que llega
al sumidero, pero en aristas que no sean incidentes ni con la fuente ni con el
sumidero el flujo es 0. Ese flujo cumpliria la cota superior f(e) < c¢(e), pero
no seria un flujo factible porque no se conserva el flujo en los nodos que se
conectan a la fuente o al sumidero.

Para enviar la méxima cantidad de informaciéon en un flujo, vamos a
querer maximizar esa cantidad respetando los limites de cada arista.;Seria
posible hacerlo sobre una red de flujo? Es obvio porder encontrar un flujo
que maximice el flujo total: por una parte, el maximo esta acotado por la
suma de capacidades de las aristas que salen de la fuente, y por tanto existe
un flujo méaximo.El teorema de max-flow min-cut nos aclarara ese aspecto.
Para enunciarlo, necesitamos otra definicién.

Definicién 1.1.8. Un corte de un grafo G es una particién (S,T") del con-
junto de vértices V donde s € Sy teT.

Los cortes nos interesan para saber la zona del grafo por la que menos
informacién puede pasar, ese serd el flujo maximo (de no ser asi, no se res-
petaria el limite de capacidad). Esto se llama capacidad del corte.

Definicién 1.1.9. Si E(S,T) = {(u,v) | u € S,v € T} C E es el conjunto
de las aristas que unen los vértices de S con los vértices de T, entonces la

capacidad del corte (S,T) es la suma de la capacidad de las aristas de
E(S,T):

(8, T)= > cle).

e€cE(S,T)
Observacion. La capacidad de un corte se puede ver analogamente como:

c(S,T) = Z Z c(u,v)

ueS veT



1.1. TEOREMA DE MAX FLOW-MIN-CUT 17

Teniendo en cuenta las aristas antiparalelas antes mencionadas, generali-
zamos el flujo a través de un corte. Graficamente representa la diferencia de
flujo entre cada parte de la particién formada a partir del corte.

Definicién 1.1.10. Sea f un flujo. El flujo neto a través del corte (5,7

se define como:
f(S7T) - ZZf(UaU) _ZZf(U7u)

ueS veT ueS veT

El corte de un grafo se puede ver de forma ilustrativa. Si tenemos un
grafo cualquiera y hacemos un corte cualquiera en el grafo, tendremos una
particion del mismo. La capacidad del corte es la suma de las capacidades de
las aristas que se cortan. También se puede ver como la maxima cantidad de
informacion que se puede transmitir de una parte a la otra.

Ejemplos de cortes extremos pero completamente validos serfan S = {s} y
T =FE\ S o, andlogamente, T'={t} y S = E\ T.
Veamos sobre el ejemplo 1.1.1 algunos cortes:

Ejemplo 1.1.3. En este caso podemos considerar muchas particiones, y co-
mo podemos intuir, serda de interés el corte minimo. Esto es porque esta
sera la maxima cantidad de flujo posible que podra circular dentro del grafo,
o dicho de otra manera, el flujo maximo (se puede ver intuitivamente, aunque
lo demostraremos al final de esta seccién). En la figura 1.1.3 se pueden ver
algunos ejemplos. En todos los casos se estd considrando una particion de
vértices como se ha dicho anteriormente en las definiciones vistas.

1. En el grafo de arriba a la izquierda se ha considerado la particion
Sl = {S, Ul} y T1 = E \ S = {Ug, U3,U4,U5,’U67t}.
La capacidad del corte (S1,77) es ¢(S1,T1) =1+2+2=05.

2. En el grafo de arriba a la derecha se ha considerado la particion Sy =
{s,v1,v2,3} y To = E\ S = {4, v5, 06,1}
La capacidad del corte (S3,T3) es ¢(S9,T5) =1+ 3+ 1 =5.

3. En el grafo de abajo a la izquierda se tiene la particién Sz = {s, vy, v}
y T3 =F \ 83.
La capacidad del corte (S5,73) es ¢(55,73) =1+2+2+1=6.

4. En el grafo restante se tiene la particion Sy = {s,vs,v6} v Ty = E'\ S;.
La capacidad del corte (Sy,Ty) es ¢(Sy, Ty) =5+2+3+4 = 14.

Recordemos que un corte minimo es aquel cuya capacidad es minima
sobre todos los cortes posibles de las redes y que el flujo neto de un corte es
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Re

Figura 1.3: Cortes sobre una red de flujo

el flujo que va de una parte a la otra integramente.

. Cual es la diferencia entre flujo neto y capacidad de corte? El flujo neto
tiene en cuenta las aristas antiparalelas, mientras que la capacidad del corte
solamente considera las que van de S a T.

Observacion. Un corte minimo no es uUnico, de hecho puede haber varios
cortes minimos. No obstante, su valor si que es Uinico, y veremos ademés que
coincide con el maximo flujo que puede circular.

Necesitaremos introducir las redes residuales para explicar como conseguir
el flujo maximo.

Definicién 1.1.11. Dado un flujo factible f, se define la capacidad resi-
dual en V X V' como:

c(u,v) — f(u,v) si  (u,v) € F
cr(u,v) =< flu,v) si (v,u) € E
0 st en otro caso

Podriamos entender la capacidad residual como la cantidad de flujo dis-
ponible en una red de flujo por la que ya pasa un flujo factible.
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Definicién 1.1.12. Dada una red de flujo G = (G, s,t,¢) con G = (V, E),
se define la red residual G; = (Gy,s,t,cs) con Gy = (V, Ey), donde Ey =
{(u,v) € V- x V| cp(u,v) > 0} es el conjunto de aristas residuales.

Para el planteamiento del problema se considerara primero la red de flu-

jo, y esta no puede tener aristas antiparalelas. Después, se plantea la red
residual, donde esta si puede contener aristas antiparalelas, ya que en alguna
iteracion del algoritmo es posible que nos convenga reducir el flujo en alguna
arista de la red principal.
En la red residual se escogen las aristas donde la capacidad residual es posi-
tiva. Esto es 1til porque sobre esta red se optimizara el resultado de forma
iterativa mediante el algoritmo de Ford Fulkerson, que se vera al final de esta
seccidn.

Observacion. Notemos que las aristas residuales £y las forman las aristas de
E o sus inversas, por lo tanto se tiene la desigualdad |Ef| < 2|E| de forma
trivial.

Definicién 1.1.13. Sea f un flujo en G'y f’ un flujo en la red residual G;.
El aumento del flujo f por f es la funcién definida en V' x V' tal que:

L e A A A A g

Se debe cumplir que f 1 f’ es un flujo sobre G, aunque no nos vale
con cualquier flujo residual, este debe cumplir ciertas condiciones. Para que
sea un flujo factible, debe darse 0 < f(u,v) + f'(u,v) — f'(v,u) < ¢(u,v)
(condicién del limite de capacidad) y la conservacién del flujo. Lo veremos
posteriormente.

Podemos ver el aumento de un flujo por otro flujo del residual como la
adicién de las cantidades a cada arista, descontando la informacién que fluye
al revés (en el flujo residual existen aristas antiparalelas).

Con las redes residuales podemos aumentar o disminuir el flujo de las aristas
de la red.

Lema 1.1.2. Sea f un flujo en G. Sea Gy el flujo residual de G inducido
por [y f un flujo en Gy. Entonces se tiene:

If =1+ 1

Demostracion. La demostracion se realiza viendo que el flujo f 1 f’ cumple
las resticciones de capacidad y después se calcula la suma utilizando las
definiciones, llegando a la tesis.

La prueba completa se encuentra en [1], y comienza en la pagina 718. O
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Veamos lo que es un camino en un grafo.

Definicién 1.1.14. Un camino [ de longitud & de un vértice u a un vértice u’
en un grafo G = (V| E') es una sucesién (vg, v1, vg, . . ., vx) de vértices tales que
u=vy,u =g,y (vi_1,v;) € Eparai=1,2,... k. La longitud del camino
s es el nimero de aristas en el camino. Se dice que el camino [ contiene a
los vértices vy, v, Vg, ..., v, v a las aristas (vg, v1), (v1,v2), ..., (Vg_1, Vk).

Observacion. Aclaramos el convenio que utilizaremos. Algunos autores con-
sideran que siempre existe un camino de longitud 0 en cada vértice del grafo,
aunque no suele ser lo comtn. Nosotros consideraremos caminos de longitud
al menos 1. Un camino de longitud exactamente 1 de u a w serd un bucle, y
normalmente no se tienen en cuenta grafos con bucles en el Network Coding
(la explicacién de ello se encuentra en el capitulo 3, y tiene que ver con el
delay y el procesamiento en los nodos).

Definicién 1.1.15. Un camino [ es simple si todos los vértices en el camino
son diferentes entre si, esto es, v; # v; para cada i, j tales que @ # j donde
1<i<kyl<j<k.

Un camino también puede contener caminos. A estos los llamamos sub-
caminos.

Definicién 1.1.16. Un subcamino !’ de un camino [ = {vg, vy, ..., v;} €s
una subsucesién de vértices seguidos {v;, vi+1,...,v;} donde 1 <i < j <k,

Ahora trataremos los caminos de aumento. Estos son una parte clave en
el algoritmo de Ford Fulkerson.

Definicién 1.1.17. Un camino de aumento p de una red de flujo G es un
camino simple de la fuente s al sumidero t a través del grafo residual G.

Observacion. Un camino de aumento es un camino de GG que también pasa
por Gy.

Por la definiciéon de red residual, mediante los caminos de aumento es
posible aumentar el flujo de una arista sin romper el limite de la capacidad
de ninguna arista de la red de flujo original.

La maxima capacidad por la que podemos aumentar el flujo de cada arista
en un camino de aumento p se llama capacidad residual de p y se denota
por:

cr(p) = min{ep(uimg, ;) | 1 <i <k}
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Lema 1.1.3. Sea f un flujo en G y p un camino de aumento en Gy. Se
define la funcion f, : V xV = R

| cr(p) si (u,v) €p
Jolu,v) '_{ 0 st (u,v) &p

Entonces la funcion f, es un flujo en Gy con valor |f,| = cs(p) >0

Demostracion. Que es un flujo sobre la red residual es claro, y como los
caminos de aumento son caminos que también existen en la red de flujo, se
cumple también la igualdad. ]

Ahora introduciremos un corolario que se cumple aplicando los dos lemas
anteriores.

Corolario 1.1.1. Sea f un flujo en G, p un camino de aumento en Gy y la
funcion
_Jelp) si (wv)ep
fp(u>v) = { 0 si (u,v) ¢ D

Entonces, la funcion f 1 f, es un flujo en G con flujo total |f 1 f,| =
[f1+ 1l > [

El anterior corolario nos indica que si aumentamos el flujo por el flujo
inducido por la capacidad residual del camino de aumento dado, entonces el
flujo resultante se acerca méas al maximo. Si realizamos este proceso varias
veces, nos acercaremos cada vez mas al maximo, y podriamos incluso cons-
truir un método iterativo para obtenerlo.

El método de Ford Fulkerson es iterativo y el teorema de max-flow min-cut
nos indicard cudndo parar el algoritmo (esto serd al haber alcanzado un flujo
méximo), de hecho ocurrird cuando la red residual ya no contenga maés ca-
minos de aumento.

El siguiente lema esta relacionado con el lema 1.1.1 visto antes, y es de hecho,
mas fuerte.

Lema 1.1.4. Sea f un flujo y (S,T) un corte cualquiera en la red. Entonces
el flujo neto en (S,T) es f(S,T) = |f|

Demostracion. La condicion de conservacion del flujo, se puede reescribir
como
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para cualquier vértice u € V' que no sea la fuente o el sumidero.
Aplicando la férmula del primer lema y sumando la expresién antes dicha
para cada u € S\ {s} (es legitimo ya que iguala 0) se obtiene

1= flso) =D flo,9)+ D O fluv) =) fv,u).

veV veV ueS\{s} veV veV

Desarrollando el lado derecho de la igualdad y reagrupando términos se tiene

=D fs0) =Y flo,s)+ D > fluv)— D> > flo,u) =

veV veV ueS\{s} veV ueS\{s} veV
=D (flsv)+ D fluv) =) (flu,)+ Y flou)=
veV ueS\{s} veV ueS\{s}
= ZZf(u7U) - ZZf(U7u)
veV ues veV ues

Como V = SUT con SNT = &, podemos separar las sumas sobre S y T
para obtener

1= Fao)+ ) > fluo)=> > flou)=> > flo,u) =

veS ues veT ues veES ueS veT ues
= ZZf(uvU> - ZZf(U7U) + (ZZf(U7U) - ZZf(Uau))
veT ues veT ues veS uesS veS ues

Los sumandos entre paréntesis son los mismos, ya que para cada x,y € V,
el valor del flujo f(z,y) aparece una tnica vez en cada sumando, por lo que
finalmente

1= fluo) =D ) flo,u) = f(S,T).

ueS veT ueS veT

[]

El siguiente corolario es bastante intuitivo pero ha sido necesario desa-
rrollar bastante contenido para demostrarlo rigurosamente.

Corolario 1.1.2. El flujo total |f| de un flujo cualquiera f en una red de
flujo G dada estd acotado por la capacidad de cualquier corte de G:

|f| <e(S,T), para cualquier corte (S, T)
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Demostracion. Supongamos que (S,T') es un corte cualquiera de Gy sea f
un flujo. Por el lema anterior y la restriccion de la capacidad, se tiene

fl=FST) =D fluv) =D ) flo,u) <

ueS veT ueS veT
< ZZf(u,v) < ZZc(u,v) =c(S,T).
ueS veT ueS veT

]

Es claro que la maxima cantidad de informacion que podra fluir por una
red no puede superar la capacidad de la misma, y esta viene determinada
por el corte minimo. En realidad, el flujo maximo igualara al corte minimo,
de ahi el nombre del teorema que resuelve dicho problema: max-flow min-
cut. Se trata de encontrar el maximo flujo posible dentro de una red sujeto
a la menor capacidad de la misma, ya que no puede superar el limite de la
capacidad.

Como hemos indicado, pueden existir varios cortes. Una manera interesante
de verlo es como el nimero de caminos (distintos) que se pueden hallar den-
tro de una red de flujo que van desde la salida hasta la llegada.

Llegamos al resultado culminante de esta seccion:

Teorema 1.1.1 (max-flow min-cut, 1# versién). Dada una red de flujo (G, s,t, c)
y un flujo factible f sobre dicha red, son equivalentes las siguientes afirma-
clones:

1. f es un flujo mdximo en G.
2. La red residual G¢ no contiene caminos de aumento.
3. Existe un corte (S,T) tal que |f| = ¢(S,T') (corte minimo).

Demostracion. (1) — (2) : Razonemos por reduccién al absurdo, es decir, que
f es un flujo méximo en G pero G tiene un camino de aumento p. Entonces
por el corolario 1.1.1, el flujo obtenido de aumentar f por f,, donde f, viene
dado por el lema 1.1.3, es un flujo en GG cuyo valor es estrictamente mayor
que |f|, contradiciendo la definicién de flujo méaximo.

(2) — (3) : Suponer que G no tiene caminos de aumento es lo mismo que
suponer que no existe un camino de aumento en GG de s a t, o lo que es lo
mismo, no existen caminos en Gy. Definamos el conjunto:

S = {v € Vlexiste un camino de s a v en Gy}
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siendo 7' = V' \ S. La particién (S,7T") es un corte: tenemos s € Syt ¢ S
porque no hay ningtin camino de s a t en Gy por hipdtesis. Consideremos
ahora dos vértices u € Sy v € T. Si la arista (u,v) € E, se debe te-
ner f(u,v) = c(u,v), ya que si fuera de otra manera, entonces se daria
(u,v) € Ef, lo cual implicarfa v € S. En cambio, si (v,u) € E, se tendria
f(u,v) = 0, porque de lo contrario, cf(u,v) = f(v,u) serfa estrictamente
positivo, y entonces (u,v) € Ef, y vimos que eso no puede ser. Entonces,
como (u,v), (v,u) ¢ E, se tiene f(u,v) = f(v,u) =0, y como consecuencia

f(S,T):ZZf(U,U)—ZZf(U,U):

u€eS veT ueT veS
= ZZC(U,U) — ZZO = (S, 7).
ueS vel ueT veS

Por el lema 1.1.4, obtenemos |f| = f(S,T) = ¢(S,T).
(3) = (1) : Como |f| < ¢(S,T) para cada corte (S,7T), la condicién |f| =
c(S,T) significa que f es un flujo maximo. O

El teorema del max-flow min-cut ha quedado demostrado, no obstante,
se puede reformular el teorema de forma equivalente al anterior:

Teorema 1.1.2 (max-flow min-cut, 2% versién). Dada una red de flujo, se
tiene que

max{|f| : f flujo factible} = min{c(S,T) : (S,T) corte},

donde | f| es el flujo total en la red donde f es un flujo factible y c(S,T) es
la capacidad del corte (S,T).

El corte minimo nos indica el minimo de aristas a eliminar para que se
desconecte totalmente la fuente de la llegada.

1.1.1. Algoritmo de Ford Fulkerson

Este método incrementa iterativamente el valor del flujo hasta que no
haya més caminos de aumento (es entonces cuando termina).
El algoritmo seria el siguiente:

En cada iteracion dentro del bucle mientras, se encuentra un camino de
aumento p y se usa para modificar el flujo f realizando f 1 f,.
Se computa el flujo maximo en una red de flujo G aumentado el flujo en las
aristas de E.
La funcién ¢y varfa con el tiempo y almacena la capacidad residual del camino
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Algoritmo 1: Ford — Fulkerson

Input : (G,s,t,c)

Output: Un flujo factible méximo f sobre la red de flujo (G, s, t, ¢).
para (u,v) € E hacer

=

2 L flu,v):=0
3 mientras existe un camino de aumento p de s a t en la red residual
Gy hacer

4 | c¢f(p) :=min{cs(u,v) | (u.v) € p}
para (u,v) € p hacer

6 si (u,v) € E entonces
| flw,v) = f(u,v) 4+ cp(p)
7 en otro caso

t f(u,v) == f(v,u) —cs(p)

devolver f

o

p, esto es, cuanto mas podemos anadir hasta igualar el limite de capacidad.
Cuando dejen de existir caminos de aumento, se acaba el bucle mientras y el
flujo se convierte en un flujo maximo (esto se cumple por el teorema anterior,
el cual decia que si no hay caminos de aumento, entonces el flujo es maximo),
que sera lo que el algoritmo devuelva.

Observacion. Es posible que el bucle no acabe. Esto se puede dar cuando
las capacidades de los ejes sean numeros irracionales. En esas situaciones,
existiran caminos de aumento con capacidades residuales cada vez mas pe-
quenas, pero nunca nulas. Aqui seria recomendable introducir un limite para
el nimero de las iteraciones, para conseguir una capacidad residual tan pe-
quena como se quiera.

Cabe destacar que el algoritmo de Ford Fulkerson no es ni el tinico méto-
do ni el mas eficiente para optimizar el flujo de una red. No obstante, es
relativamente sencillo y eficaz.

Hay muchos algoritmos mas eficientes que el que se acaba de exponer, aunque
también mas elaborados. Un ejemplo es el de Edmond-Karps, que se puede
encontrar en [1] (pags. 728-730).

1.1.2. Aplicacién practica

Ahora veremos aplicado a la practica lo dicho en la teoria. Dado que el
funcionamiento del algoritmo ya esta demostrado, nos limitaremos a aplicar-
lo. En la préactica resulta bastante mecénica su implementacion.
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Ejemplo 1.1.4. Intentaremos hallar un flujo maximo sobre la red de flujo
que expusimos al principio en el ejemplo 1.1.1. Primero cogeremos un camino
de aumento en la red. Suele dar igual el camino que se escoja, al final siem-
pre se llegard a un flujo méximo (no siempre el mismo), pero normalmente
escogeremos las aristas que tengan mayor capacidad para ”quitarnoslas de
encima”lo antes posible.

En este caso, escogeremos el camino de aumento marcado en la figura 1.1.4,
y anadiremos el mismo flujo a cada arista, y esa cantidad sera el minimo de
las capacidades del camino de aumento.

Por un lado tenemos el flujo sobre el grafo que se va actualizando en

cada iteracion, y por el otro las distintas capacidades residuales, que van
disminuyendo como consecuencia del aumento del flujo.
Después de la segunda iteracion, tenemos que las dos capacidades de salida
son iguales, por lo que a priori parece lo mismo escoger cualquiera de los dos.
No obstante, nos fijamos que después del vértice v; hemos agotado todas las
capacidades, y estamos obligados a escoger la arista que lleva al vértice vy,
ya que es la Unica opcion disponible.
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Figura 1.4: Algoritmo de Ford Fulkerson - 1
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Figura 1.5: Grafo residual - Paso 1
Nota: El valor de las aristas que van en sentido contrario es 2

Figura 1.6: Algoritmo de Ford Fulkerson - 2
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Figura 1.7: Algoritmo de Ford Fulkerson - 3

Figura 1.8: Flujos maximos sobre la red
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Llegamos asi al final hasta que no hay més caminos de aumento, como
bien se puede apreciar en la figura 1.1.4.
El grafo residual obtenido en el primer paso seria el de la figura 1.1.5. En
la imagen vemos cémo se deriva del grafo original, anadiendo las aristas
antiparalelas en aquellas aristas que se encuentran en el camino de aumento
escogido. El flujo en estas aristas es la capacidad minima de las aristas del
camino de aumento escogido. Pondremos la figura para el primer paso, para
el resto de pasos se realiza de manera analoga. Podria parecer que se puede
hacer directamente sin considerar el grafo residual, pero hay que recordar que
este es un ejemplo sencillo, y que al computar casos mas complejos si que
serfa necesario. Aunque no se construya explicitamente se esta teniendo en
cuenta de una manera implicita.v
En el siguiente paso se coge el camino de aumento sobre el grafo habiendo
quitado las capacidades de las aristas antiparalelas.
La red de flujo final, se obtiene sumando en cada arista todos los flujos que
se han ido anadiendo acumulativamente. Vemos que el flujo no es el mismo
que el del ejemplo 1.1.1, de hecho el flujo total de esa red es 3 < 5 .
Se podria haber optado por otras iteraciones, y se habria obtenido otro flujo
diferente aunque también maximo. El corte minimo de estos dos flujos debe
tener el mismo valor: 5.
En laimagen 1.1.8 vemos a la izquierda el flujo maximo obtenido de la manera
en la que se ha explicado, y a la derecha otro flujo maximo sobre la red.

Si se quiere ver otro ejemplo sobre una red de flujo diferente, se puede
ver en [1] (pags. 726-727).

1.2. El caso de multidifusion

. Es siempre aplicable el teorema de max-flow min-cut?; Existen situacio-
nes en las que no lo podemos aplicar?

En la seccién anterior se hablaba de redes de flujo con una salida y una lle-
gada, pero existen situaciones en las que queremos enviar varios mensajes
a varios puntos de llegada de manera simultanea (es lo que se conoce como
escenario multicast en telecomunicaciones o en teoria de la informacion, en
castellano, multidifusién).

Para dar respuesta a esta pregunta, planteamos el problema de Network Co-
ding en un ejemplo muy conocido: the butterfly network (en castellano,
la red mariposa).

Tenemos una salida s, dos mensajes X e Y, y dos destinatarios o llegadas
t1 y to. Asumimos que cada arista solamente tiene capacidad para enviar un
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e (S \@<

> >@ Sink 2

Figura 1.9: Problema multidifusién - Red mariposa

mensaje de manera simultanea.

Si cada canal tiene capacidad 1, entonces el minimo corte de la red ma-
riposa entre la fuente y cualquiera de las dos llegadas tiene capacidad 2, por
lo que la fuente debera ser capaz de enviar 2 mensajes tanto a una llegada
como a la otra., aunque no se pueden enviar los dos mensajes a la vez a los
dos sumideros. La razon es el nodo central vz, que tiene que decidir entre
enviar el mensaje a o el mensaje b. Se puede ver que tanto en un caso como

a
> Sink 1
a
a a a
a
Source
a,b
b b a
a,b
> ) Sink 2

Figura 1.10: Problema multidifusiéon - Red mariposa - Caso 1

en el otro no hay manera de enviar los dos mensajes simultaneamente a los
puntos de llegada.

Sin embargo, no todo esta perdido, ain se puede ingeniar algo para que
ambos destinatarios obtengan ambos mensajes, o al menos una combinacién
lineal de ellos, de tal forma que se puedan obtener ambos, uno a partir del
otro. Esto es posible y asienta las bases de la codificacién lineal en redes.
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a
>@ Sink 1
a,b
a a V
Source @
a,b
b b Jb\
b

Figura 1.11: Problema multidifusion - Red mariposa - Caso 2

v

Si en lugar de enviar el mensaje a o b en el nodo central decidimos enviar
el mensaje a + b (este existe puesto que se trata de codificacién lineal en
redes), podremos obtener la combinacion linealen forma de la suma de ambos
mensajes en cada nodo. La manera de obtener a y b a partirdeao by a—+b
es sencilla: b = (a +b) —a y a = (a + b) — b. Obtenemos asi una matriz de
codificacién en cada llegada, en esto se basa el Network Coding.

a a
Source @
a,b
b b

X

Figura 1.12: Problema multidifusién - Solucién

Se ha resuelto un problema basico, y a partir de éste se puede abstraer y
aplicar a problemas més complejos.
De hecho, se podria aplicar a un problema generalizado con n mensajes y j
llegadas. Incluso también varias salidas, pero como hemos dicho, no conside-
raremos ese escenario.
El capitulo 3 de este escrito tratard con mayor profundidad este apartado
y se resolvera el problema de forma general, pero con el uso de la cota de
Schwarz-Zippel sobre el nimero de ceros de un polinomio. En el capitulo 2
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daremos una cota mas fuerte que la de Schwartz-Zippel, conocida como cota
de footprint, para la cual necesitaremos bases de Grobner.
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Capitulo 2

Lema de Schwartz-Zippel

En este capitulo trataremos conceptos relativos a los anillos de polinomios
en varias variables sobre un cuerpo F cualquiera: orden monomial, grado de
un polinomio en varias variables, etc., y llegaremos a resultados importantes
relacionados con las bases de Grobner. La cota de Footprint y el lema de
Schwartz-Zippel son acotaciones sobre el nimero de ceros de polinomios en
varias variables que utilizan los datos sobre los monomios del polinomio (caso
de Footprint), o simplemente sobre el grado y el tamano del cuerpo (Schwartz-
Zippel). Usaremos estos resultados para demostrar que existe una solucién
lineal al problema de Network Coding para cuerpos finitos suficientemente
grandes.

Una referencia muy 1til en este apartado es [2].
También se ha usado [3].

2.1. Ideales monomiales y bases de GGrobner

Primero debemos definir lo que es un orden monomial. La notaciéon que
utilizaremos serd la siguiente: si @ = (aq,a9,...q,) € Z%, entonces = =
r1™ - x9*2 -, € Flaq, 29, . .., x,]. Hay varios tipos de érdenes monomia-
les, como el orden lexicografico o el orden lexicografico graduado. En general,
todos deben cumplir la siguiente definicién:

Definicién 2.1.1. Un orden monomial > sobre F|xy,zy,...,x,] es una

relacién en ZZ,, o equivalentemente en el conjunto de monomios z® con

a € 72, tal que:
= > es un orden total en Z%.

» sia>fyy€eZl,, entonces o +v > [+ 7.

35
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= > cumple el buen orden en ZZ,.

La tltima propiedad de la definicién 2.1.1 indica que cada subconjunto
no vacio en Z2, tiene un elemento minimo respecto al orden >. En realidad,
se puede demostrar que esta tultima condicion es superflua, y que las condi-
ciones realmente importantes son las dos primeras.

Un ejemplo de orden monomial es el orden lexicografico, aunque puede intere-
sar utilizar otros érdenes monomiales, por ejemplo para mejorar la eficiencia
de algunos algoritmos.

Definicién 2.1.2 (Orden lexicografico). Sea a = (o, g, ..., ),

B = (B1,P2,...,Bn) € Z%,. Entonces o >, f si la componente no nula

situada mas a la izquierda del vector diferencia a@ — [ es positiva.

Observacion. Se suele utilizar el abuso de notacién z® > 2z cuando o > f5.
Para llegar al resultado que nos interesa, es necesario introducir las si-

guientes definiciones:

Definicién 2.1.3. Sea f = > aq.2* € Flzy,2s,...,2,] un polinomio no
nulo y > un orden monomial. Se definen:

1. El grado total de f: MG(f) = max{a | an # 0}.

2. El coeficiente lider de f es el término que acompana al monomio de
maximo grado: CL(f) = amq(y) € F.

3. El monomio lider (o forma inicial) de f es ML(f) = aM&\f),

4. El término lider de f: TL(f) = CL(f)ML(f).

5. El grado de un monomio M = (M z5% ... 20™ ¢ Flay, 2s, ..., 2]
se define como: deg(M) = a(1) + a(2) + - -- + a(n).

6. El grado de un polinomio f € Flxy,xs,...,x,] es el grado més alto
de un monomio en f.

La siguiente definicién es fundamental en esta seccién porque lo que bus-
camos es dar una cota superior sobre el nimero de ceros de un polinomio de
varias variables.

Definicién 2.1.4. Sea I un ideal de F[zy, o, ..., 2,]. Se define V(I) como
el conjunto

V(I)=A{(a1,as,...,a,) € F" | f(ay,az,...,a,) =0,Vf € I}.
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El siguiente lema muestra los grados de los polinomios seguin las diferentes
operaciones que se pueden realizar. La demostracion es elemental.

Lema 2.1.1. Sean f y g dos polinomios de Flxy,xo, ..., x,|. Entonces
1. MG(f-g) = MG(f) +MG(g).

2. MG(f +g) < max{MG(f), MG(g)}. Se da la igualdad si MG(f) #
MG(g).

La divisién es una de las operaciones elementales en matematicas. Sabe-
mos dividir nimeros e incluso polinomios en una variable pero, ;existe algin
método para realizar divisiones de polinomios en varias variables? ;Sera el
resultado siempre igual o variard segin el orden monomial que se escoja? El
siguiente teorema arroja luz a las cuestiones planteadas.

Teorema 2.1.1 (Algoritmo de divisién). Sea > un orden monomial en Z2,

y F={(f1,...,fs) una s-upla de polinomios no nulos de F[xq,xs, ..., x,]. Si
f € Flzy,xa,...,x,] entonces existen q;,v € Flxy, zo,...,2,],0 = 1,2,...,s
tales que

fZQ1f1+--~+Qst+T7

donde o bien r =0 o bien r no es divisible por TL(f;) para cada j =1,...s.

Cuando realizamos una divisién en un anillo de polinomios en varias va-
riables, el resultado puede no ser tnico. Esto es, puede depender del orden
que se siga. El algoritmo que se utiliza se encuentra en [2] (pag. 65).

En verdad, es posible caracterizar a los ideales que estan generados por un
monomio, y son de hecho bastante frecuentes en el Algebra Conmutativa.

Definicién 2.1.5. Un ideal I C Flxy, zo,...,x,] es monomial si existe un
subconjunto A de ZZ tal que I = (z* | a € A). Es decir, los elementos
de I son combinaciones lineales finitas de la forma Zae 4 hax® con h, €
Flay, za, ..., x,].

Es posible caracterizar los monomios de un ideal monomial:

Lema 2.1.2. Sea I un ideal monomial. El monomio x° estd en I si y solo
si existe o € A tal que z divide a z°.

Demostracién. Supongamos que 2” € I. Al ser I un ideal, podemos expresar
2P como zf = 37" p;x® donde p; € Flxy, x9,..., 2], oy € A C Z", (cada
coeficiente se escribiria «; = (o1, 4o, . .., ayy,) para cada 7). Entonces, cual-
quier término del lado derecho de la igualdad es divisible por algin x®. Por
tanto, en el lado izquierdo de la igualdad también se debe cumplir lo mismo.
El reciproco es inmediato por la definicion de ideal. ]
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Con el anterior lema, se pueden conocer los monomios pertenecientes a
un ideal monomial para n = 2 identificando el punto (a,b) € Z2, con el
monomio z%y® € Flx,y] (v de hecho se pueden dibujar).

Observacion. En las matemadticas discretas, los puntos como (a,b) se deno-
minan puntos reticulares, y su nociéon se puede generalizar.

Veamoslo con un ejemplo sencillo pero ilustrativo.

Ejemplo 2.1.1. El punto (2,2) que se ve en la figura 2.1 se identifica con el
monomio z%y? € Flz, y].

Figura 2.1: Identificacién de punto reticular con monomio

El siguiente resultado indica que la pertenencia de un polinomio f en un
ideal monomial I puede determinarse viendo los monomios de f.

Lema 2.1.3. Sea I un ideal monomial y sea f € Flxy,xs, ..., x,]. Entonces
son equivalentes:

1. f estd en I.
2. Cualquier término de f estd en 1.
3. f es una combinacion F — lineal de los monomios de I.

Demostracion. (1) — (2) : Si f € I, podemos escribir
fzzgi-xﬂé(i) Ji eIF[:vl,xQ,”"xn], 220 ¢ .
i=1

De la misma manera que en el lema 2.1.2, vemos que todo término de f es
divisible por algin «(7), obteniendo (2).

(2) — (3) : Es inmediato.

(3) = (1) : Se cumple por definicién. O
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De la parte (3) del anterior resultado, se obtiene el siguiente corolario,
que sera de utilidad en la demostracién del lema de Dickson:

Corolario 2.1.1. Dos ideales monomiales I,J son iguales si y solamente si
contienen los mismos monomios.

Definicién 2.1.6. Sea I C k[xy, ..., z,]| unideal, y sea > un orden monomial
en k[xq,...,x,]. Entonces:

1. Denotamos por LT(I) al conjunto de términos lider de elementos (no
nulos) de I, es decir:

LT(I) = {c-z | existe f € I\ {0} tal que LT(f) = ca}.

2. Denotamos por (LT(I)) al ideal generado por los elementos de LT'(I).

Observacion. Sil = (f1, fa, ..., fs), entonces los ideales (LT (f1), LT (f2), ..., LT(fs))
y (LT(I)) pueden ser diferentes. Se cumple que

(LT(f1), LT(f2), -, LT(fs)) < (LT(1)),

ya que LT(f;) € LT(I) C (LT(I)) por definiciéon. No obstante, (LT'(I))
puede contenerlo estrictamente.

Por ejemplo, si I = (f1, fo) = (2® — 2xy, 2%y — 2y* + x) y usamos el orden
lexicografico en [z, y], tenemos que

v (2%y =29 +2) —y - (2¥ - 20y) = 27,
asi que 2% € I, luego x? = LT (2*) € (LT(I)). Sin embargo, 2% no es divisible
por LT(f;) = 3, ni tampoco por LT(f2) = %y, por lo que z? estd en el
ideal (LT(f1), LT(f2)) por el lema 2.1.2.

Es de suma importancia la siguiente definicion.
Definicién 2.1.7 (Base de Grébner). Fijado un orden monomial, sea I C

Flxy, 29, ..., x,] un ideal. Un subconjunto finito G = {¢1,...,¢;} de I es una
base de Grobner de [ si se cumple

(LT(I)) = (LT(g1),-- -, LT (g)).

Observacion. Cuando I = {0}, por convenio G = &.

El resto r puede variar al cambiar el orden monomial o el orden de los
polinomios f;.
El proceso del algoritmo de division en varias variables es andlogo al de
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una variable, pero en este caso se debe fijar un orden monomial para ir
dividiendo por los términos lideres de los polinomios y tener los monomios
de cada polinomio con un cierto orden. Dependiendo del orden que se fije,
tendremos resultados diferentes (la descomposicién no es unica pero el resto
de la divisién si que lo es si los polinomios f; forman una base de Groebner.).
Esto se ve mas claro con el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.1.1. Sea I C Flxq,xo,...,x,] unideal y sea G = {g1, g2, -, Gt}
una base de Grébner de I. Entonces, para f € Flzy, xo,. .., x,] existe un ini-
co polinomio r € Flxq, xa,. .., z,] tal que:

1. Eziste algun g € I tal que f = g + .

2. Ningun término de r es divisible por cualquiera de los monomios

LT(gl)v LT(92>’ s 7LT(gt)'

En particular, r es el resto de la division de f por G sin importar el orden
de los elementos de G cuando se realiza el algoritmo de division.

Demostracion. Por el algoritmo de division 2.1.1 se obtiene f =¢q; - g1 + qo -
g2+ -+q - g+, donde r cumple (1). También se cumple (2) si denotamos
g=q-g1+q g2+ -+q-g €1 (vaque G es una base de Grébner de I).
Queda asi probada la existencia de 7.

Ahora supongamos que existen g,¢' € I 'y r,7" € Flzy,x9,...,2,] tales que
f=g+r =g+ ysatisfacen (1) y (2). Entonces ' —r = g—¢' € I, asi que
sir # 1’ entonces LT (r' —r) € (LT(I)) = (LT(g1), LT(g2), ..., LT (g:)). Por
el lema 2.1.2, se sigue que LT (" —r) es divisible por algin LT(g;), pero esto
entra en contradiccién con (1), ya que ningun término de r,r’ es divisible por
algin LT(g;). La tnica opcién plausible es que 7 —r = 0, y asi la unicidad
quedaria probada. O

Es comtn denominar al resto r la forma inicial de f.
Como corolario de la proposicién anterior, se puede obtener un criterio (me-
diante bases de Grébner) para determinar cudndo un polinomio dado f per-
tenece a un ideal I.

Corolario 2.1.2. Sea G = {g1,...,9:} una base de Grébner para un ideal
I C Flxy,...,x,), y sea f € Flxq,...,x,]. Entonces, f € I si y solo si el
resto de la division de f por G es cero.

Demostracion. Sir = 0, entonces ya hemos vimos que f € I.

Reciprocamente, supongamos que f € I. Si se escribe f = f + 0, se tiene
que f satisface las dos condiciones de la proposicion anterior, y por tanto se
deduce que 0 es el resto de la divisién de f por G. n
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Por lo dicho anteriormente, queda claro que al realizar la division, siempre
que la base sea de Grobmer y se haya fijado un orden monomial, el resto
serd unico. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.1.8. Fijado un orden monomial, si F' es una base de Grobner,
. o —F
decimos que 7 es el resto de la divisién de f por F', y se denota por r = f .

El siguiente teorema afirma que es posible definir una cantidad finita de
generadores en un ideal monomial.

Teorema 2.1.2 (Lema de Dickson). Sea I = (z® | a € A) C Flzy, 29, ..., 2,).
Entonces I se puede escribir de la forma I = (x"‘(l),wa@), e ,xa(s)> donde
a(l),a(2),...,a(s) € A. Es decir, todo ideal monomial tiene una base finita.

Demostracion. La prueba se realiza por induccién sobre el nimero de varia-
bles n.

Para n = 1, se tiene que [ esta generado por los monomios x¢, con a € A C
Z>( un entero positivo. Sea [ el elemento mas pequeno de A. Entonces < o
para cualquier a@ € A, por lo que xf divide a todos los posibles generadores
2¢. De ello se sigue que I = (z7).

Supongamos la propiedad cierta para n — 1 y probémosla para n > 1 varia-

bles. Consideramos el anillo de polinomios F[z1, z, ..., 2,_1,y], asi tenemos
elementos de la forma x®y™ con a € Z%;' y m € Zy.

Sea I C F[xq,x9,..., 2, 1,y] un ideal monomial. Para encontrar generado-
res para I, consideramos el ideal 'proyeccién’ de I sobre Flay, 29, ..., 2, 1] :
J = (z% | x%y™ € I), para alginm > 0, m € N. Por hipétesis de induccion, J
estd finitamente generado, y podemos decir que J = <:ca(1), z*® . ,xa(s)),
para algunos (i) € Z%;".

Podemos ver por la definicién de J que z*®@y™ € [ para cadai = 1,2,...,s.

Sea m = méax{m; | 1 < i < s}. Ahora consideramos los m ideales J; =
(2P | 2Py € I) paral = 0,1...,m — 1. (los ideales J; se pueden ver co-
mo la 'rebanada’ de I que contienen exactamente a los monomios y'). Apli-
cando otra vez la hipdtesis de induccion, tenemos que los ideales J; estan
finitamente generados, es decir, para cada [ existen a;(j) € Z’;gl tales que
J, = <xaz(1)’ xaz(2)’ N _l»az(Sl)>‘

Veamos que [ esta generado por los monomios que generan los ideales

o Jo, J1y ooy I

Cualquier polinomio de I es divisible por alguno de los elementos que gene-
ran estos ideales:

Sea x%y? un elemento genérico de I. Si p < m entonces algiin elemento ge-
nerador z®*@WyP del ideal J, divide a z®y? (por el algoritmo de divisién). Si
p > m, entonces algin generador z*y™ del ideal J divide al monomio z*y?
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escogido por la construccion de J.

Por el lema 2.1.2, los monomios anteriores escogidos generan un ideal que
tiene los mismos monomios que I, y por el corolario 2.1.1, concluimos que
estos son iguales. Para completar la demostracion, necesitamos mostrar que
el conjunto finito de generadores puede ser elegido a partir de un conjunto
dado de generadores para el ideal. Si volvemos a escribir las variables co-

mo i, Ts,...,%T,, entonces nuestro ideal monomial es I = (z*|a € A) C
F,[z1,22,...,2,]. Debemos demostrar que I estda generado por un ntme-
ro finito de los 2%, donde o € A. Segun el parrafo anterior, sabemos que
I = (2% 8@ 286)) para algunos monomios % en I. Como 2 €
I = (z® : a € A), por el lema 2.1.2 deducimos que z°® es divisible
por 2% para algin a(i) € A. A partir de aqui, es facil concluir que I =
(o) 0@ (), O

Para comprender mejor como funciona la demostracion del lema de Dick-
son, apliquémoslo al ideal I = (z%y? 23y*, 2%y®) . A partir de la represen-
tacion de los exponentes, podemos observar que la ”proyeccion”del ideal es
J = (x*) C k[z]. Como z?y® € I, se tiene m = 5. Luego obtenemos las
rebanadas” J;, 0 < i < 4 = m — 1, generadas por monomios que contienen y*:

Jo=J1 =10}, Jo = Js = (2), Jy = (x3).

Estas rebanadas”se pueden identificar utilizando la representacion de los
exponentes. Luego, la demostracion del lema de Dickson nos brinda I =
(297, a'y?, 2y, 23yt).

El lema de Dickson resuelve el problema de la descripcion de ideales para
ideales monomiales, ya que establece que dicho ideal tiene una base finita.
Esto a su vez, nos permite resolver el problema de pertenencia en ideales
monomiales. Es decir, si I = (x®M 222  2%)) entonces se puede ver
que si un polinomio f pertenece a I siy solo si el resto de la divisién de f
por 2z @) 2) e cero.

Podemos ver también que todo ideal tiene una base de Grobner finita.

Proposicién 2.1.2. Supongamos que I C k[xy, ..., z,] es un ideal diferente
de {0}. Entonces:

1. LT(I) es un ideal monomiall.
2. Existen g1, 9s, ..., 9 € I tales que LT'(I) = (LT (q1), LT(g2),...,LT(g:)).

Demostracion. Veamos (1): Los monomios lideres LM (g) de los elementos
g € I\ {0} generan el ideal monomial (LM (g) | g € I\ {0}). Como LM (g) y
LT(g) difieren por una constante no nula, general el mismo ideal, y se tiene
que (LT(g) | g € I\ {0}) = (LT(I)). Por tanto, el ideal (LT(I)) es mono-
mial.
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Para ver (2), aplicaremos el lema de Dickson a (1): existen g1,92,...,g; €
I tales que (LT(I)) = (LM(¢q1),LM(g2),...,LM(g:)). Como LM(g;) =
ALT(g;) con A # 0 un escalar de F, se sigue como antes que (LT(I)) =
<LT(91)’ LT(92>7 te 7LT(gt)>' u

Apoyéandonos en esta proposicion demostraremos de manera constructiva
que todo ideal tiene un conjunto finito de generadores. Este resultado se
conoce como el teorema de la base de Hilbert:

Teorema 2.1.3 (Teorema de la base de Hilbert). Todo ideal I C k[xq,. .., x,]
tiene un conjunto finito de generadores, es decir, existen gi,qs,...,q9; € 1

tales que I = (g1, G2, .-, Gt) -

Demostracion. Sil = {0}, se cample trivialmente. Supongamos que I # {0}.
Fijado un orden monomial >, el ideal I tiene un conjunto de términos

lideres LT(I). Segin la proposicién anterior, existen gi,¢s,...,q € I ta-
les que (LT(I)) = (LT(q1),LT(g2),...,LT(g:)). Queremos ver que I =
(91,925, 1)

Es claro que (g1, 92,...,9:) C I, ya que cada g; esta en I.

Para ver el inverso, tenemos que demostrar que I C (g1, ga, ..., g¢). Supon-
gamos que f € I es un polinomio cualquiera. Si aplicamos el algoritmo de
divisién de 2.1.1 para dividir f por (g1, ga,- - -, g¢), obtenemos una expresién

de la forma
f=a-g+a@ gt +ta-g+r
donde ningin término de r es divisible por ninguno de los monomios LT(g;).

Supongamos que r # 0. Despejando r de la expresion anterior:

r=f—-q-g1+q g+ - +aq-a,

y estd en I porque es una resta en I. Si r # 0, entonces LT(r) € (LT(I)) =
(LT(g1),LT(g2),--.,LT(g¢)), y del lema 2.1.2 se sigue que LT'(r) debe ser
divisible por algun LT(g;). Esto va en contra del algoritmo de divisién 2.1.1,
por lo que r necesariamente debe ser 0. Asi se tiene que

f=q -g1+q g+ +¢ g <€{g,9, -, G),

por lo que I C (g1, 92, ...,9:), que era la contencién que faltaba.

[

Del teorema de la base de Hilbert se puede deducir facilmente que todo
ideal tiene una base de Grobner:
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Corolario 2.1.3. Fijado un orden monomial > en Flxy,zo,...,x,], todo
ideal I de F|xy,xs,...,x,] tiene una base de Grébner. Ademds, cualquier
base de Grobner de I es una base de 1.

Demostracion. Dado un ideal no nulo, el conjunto G = {g1, 92, ..., g} cons-
truido en la prueba del teorema anterior es una base de Grobner por de-
finicién. Para ver que es una base de I, hemos visto en el teorema de la
base de Hilbert que si (LT(I)) = (LT(g1),LT(g2),...,LT(g;)), entonces
(I) = (91,92, ---,9:), concluyendo asi la prueba. O

Por lo explicado anteriormente, tiene sentido la siguiente definicién:

Definicién 2.1.9. Una base generadora {z®', 2%?,... 2%} de un ideal I (es
decir, I = (z® 2% ... x%)) es minimal si % no divide a x% para i # j,
donde o; = (o1, g, - . ., Qup) € ZZ,,.

Dicho de otra manera, una base es minimal si sus elementos no se dividen
entre si utilizando el algoritmo de divisién 2.1.1.

Proposicién 2.1.3. Una base minimal de un ideal es unica.

Demostracion. Consideremos una B = {z® 22 ... z%} base minimal del
ideal I, esto es, [ = (x™, 22, ..., x%). Supongamos que existe otra base
B = {2, 2% ... 2%} de I. Entonces existe i tal que x% divide a 2!,
También, existe j tal que % divide a 2%, luego 2% divide a 2™, y por
ser una base minimal, son el mismo elemento. Asi obtenemos z? = x%.
Repitiendo el proceso y razonando por recurrencia, terminamos viendo que
la base B’ estd contenida en la base B que teniamos. Haciendo el mismo
proceso pero al revés, obtenemos la otra contencion, y asi, demostrando la
unicidad de la base. ]

Junto con la proposicion anterior, nos aseguraremos de que todo ideal
monomial tiene una base minimal unica.

Proposicion 2.1.4. Todo ideal monomial tiene una base minimal.

Demostracion. Como hemos visto antes, es finitamente generado. Como el
ideal I es finitamente generado, entonces tiene una base finita. Consideremos
una base finita cualquiera (z®, 22, ..., 2%) de I, estoes, [ = (x*, 2%, ..., 2%).
Para ver que es una base minimal, debemos ver que 2 no divide a 2% si

1 # j. Se realiza el proceso de divisién y si se da el caso x% divide a x® si

1 # 7, por el lema que caracteriza los elementos de los ideales monomiales,
podemos reemplazar x® por x* .

También sabemos por la proposicién 2.1.3 que esta base es tnica. n
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De esta ultima proposicién podemos deducir que fijado un orden mono-
mial, un ideal monomial tiene una base de Grobner que es tnica. Esta propie-
dad de unicidad es importante porque garantiza que hay una forma canénica
de representar el ideal monomial, y podemos usar esta base de Grobner tini-
ca para realizar diversos calculos y resolver problemas relacionados con el
ideal. Ademas, esta unicidad simplifica el estudio y la manipulacion de los
ideales monomiales en diversas aplicaciones matematicas y computacionales.
También, teniendo en cuenta lo anterior, tenemos la unicidad del resto de la
divisién por una base de Grobner, que es lo que realmente necesitaremos. Ve-
remos la aplicacién de esto cuando se demuestre la cota de Schwartz-Zippel.

Observacion. Existe un algoritmo para calcular bases de Grobner de un ideal,
denominado algoritmo de Bucherberg. Para este trabajo solamente usaremos
los resultados de existencia y las propiedades de las bases de Grobner, no
sera necesario calcular una de manera explicita.

2.2. Cuerpos finitos

En esta seccién se introduciran conceptos sobre los cuerpos finitos, ya que
el lema de Shwartz-Zippel lo escribiremos sobre cuerpos finitos y también los
necesitaremos en el siguiente capitulo, que trata sobre Network Coding.

Por definiciéon un cuerpo es finito si tiene un ntmero finito de elementos.
Hablaremos de las propiedades fundamentales de los cuerpos finitos y des-
cribiremos algunos métodos sobre la construccion de cuerpos finitos. Algu-
nos de estos conceptos se han visto en asignaturas obligatorias del grado
como Estructuras Algebraicas y Ecuaciones Algebraicas, y se han revisado
en algunas asignaturas optativas como Criptografia, Algebra Conmutativa y
Computacional o Cédigos Correctores.

Para este capitulo se ha utilizado como referencia [5].

2.2.1. Caracterizacion de los cuerpos finitos

Teorema 2.2.1. El cuerpo F de p" elementos existe y es unico para cada
primo p y cada entero positivo T.

El cuerpo finito de ¢ elementos se denota por F,. En el resto de esta
seccién se fijard el cardinal de un cuerpo por ¢ = p” donde p es un nimero
primo y r es un ntmero natural.

Lema 2.2.1. SiF, es un cuerpo finito de q elementos entonces cada a € F,
cumple a? = a.
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Demostracion. La tesis del lema es trivial para a = 0. Por el otro lado, los
elementos no nulos de [F, forman un grupo multiplicativo de orden g — 1. Por
tanto, a4t = 1 para cada a € F, \ {0}, y multiplicando por a obtenemos el
resultado deseado. O

A partir del lema anterior se puede deducir el siguiente resultado:
Lema 2.2.2. El grupo multiplicativo Fy es un grupo ciclico.

La prueba de 2.2.2 se puede ver en [5] (pags. 46-47). Pueden haber varios
generadores del grupo (F*,-), los cuales se denominan elementos primitivos
del cuerpo F. Esto se detalla mejor en la siguiente definicién:

Definicién 2.2.1. Un elemento a € F, es primitivo si
Fr = (a) ={a,a® ...,a" % a’'}.

Observacion. Para los elementos primitivos de un cuerpo finito, también se
utiliza la notacién F; = (a).

Notemos que F; = F,\ {Op,} (al tratarse de un cuerpo, todo elemento no
nulo tiene inverso para el producto). También se puede construir un cuerpo
finito sobre I, de ¢ = p” elementos mediante un polinomio irreducible de
grado r sobre F,, aunque no es trivial afirmar que para cada cuerpo de p
elementos existe un polinomio irreducible de grado r (pero es cierto). Se
necesita un resultado auxiliar para poder demostrarlo, no obstante, se puede
demostrar de otra manera: que para cada p primo y para cada natural r > 0
se tiene un cuerpo finito de p" elementos.

Proposicién 2.2.1. Las raices del polinomio x4 — x son todos los elementos
del cuerpo F,.

Demostracion. El polinomio ¢ — x de grado ¢ tiene a lo sumo ¢ raices en
F,. Por el lema 2.2.1, sabemos que estas ¢ raices son todos los elementos de
[F,. Por lo tanto, el polinomio dado es el indicado. O

Ahora veamos otra manera de representar los elementos de un cuerpo.

Proposicién 2.2.2. Si el cardinal de F, es ¢ = p”, entonces el cuerpo F, es
isomorfo a F,[x],/(f), donde f € F,[x] es un polinomio irreducible de grado
T,

Para ver que esta representacion es factible para cada cuerpo de tamano
g, es necesaria la siguiente proposicién, cuya demostracion esté en [5](pag.
47).
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Proposicién 2.2.3. Para cada cuerpo finito F,, y para cada entero positivo
r, existe un polinomio irreducible en F,[x] de grado r.

Observacion. Es comun utilizar la notacién F,[x]., para denotar a los poli-
nomios de grado estrictamente menor que 7 con coeficientes en F,,.

A partir de los dos anteriores resultados, se puede deducir que el cuerpo
[F, tiene estructura de espacio vectorial r-dimensional sobre el cuerpo I,
identificando un polinomio de F,[z]-, con una r—tupla de elementos de F,,.

Observacion. Es bien conocido de las asignaturas del grado que el cuerpo
finito I, es una extensién de grado r del cuerpo F,, y se denota de la forma:
[F,:F,| =r.

2.2.2. Representaciones de un cuerpo finito

Para un cuerpo finito se tienen tres diferentes representaciones posibles:

» Representacion ciclica. F, = {0,1,a,...,a97%}, donde « es un ele-
mento primitivo. De esta manera para cada elemento a € F, existe
i€{0,1,2,...,q—2} tal que a = .

= Representacion polinomial. Visto en la proposicién 2.2.2 Asi un ele-
mento de [, puede representarse como un polinomio de F,[z] de grado
menor o igual que r (siendo g = p”) médulo f.

» Representacion como F,-espacio vectorial de dimension r. En esta si-
tuacion los elementos son vectores con coordenadas en F, de tamano
7.

Dependiendo de nuestros intereses, utilizaremos una representaciéon u otra.
Esta ultima representacion sera la que mas interés tendrd en el Network
Coding, ya que se usaran aplicaciones lineales para realizar la codificacion en
los nodos.

2.3. Cota de footprint y lema de Schwartz-
Zippel

La idea principal en esta seccién es acotar superiormente el nimero de
ceros de un polinomio de varias variables. Esto es relevante para demostrar
que existe una solucién lineal al problema de Network Coding en un cuerpo
de tamano lo suficientemente grande. Antes de demostrar el teorema, demos-
traremos una proposicion que utilizaremos para resultados posteriores.
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Proposicién 2.3.1. Sea I C Flzy,2o,...,2,) un ideal y A(I) = {z* | z* &
LT(I)}. Entonces se tiene un isomorfismo (de espacios vectoriales) entre

Flxy, xo, ..., x,] /T y A(I).

Demostracion. Veamos que la aplicacion ¢ : Flxq, xq, ..., x,]/T — A(I) defi-
nida como ¢([f]) := [f]¢ es un isomorfismo, donde G es una base de Grobner
de I.

Si f € Flay, o, ..., 1,], entonces denotando r = [f]¢, tenemos que f = ¢+,

donde q € I. De ello, deducimos que f —r € I, es decir, que f es congruente
con r modulo I. Por el algoritmo de divisiéon, podemos afirmar que r es una
combinacién F-lineal de los términos que no pertenecen a (LT (I)) y que por
cada polinomio f existe un tnico resto.

Veamos que ¢ es un homomorfismo:

(N1 +19) = [f +91° =19+ [9)7 =D (Ca + da)2* =
=3 (ea)z® + Y (da)z® = $(1f]) + 6([9)).

También se cumple que para cualquier escalar A € F : ¢([\f]) = [\f]¢ =

A1 = Aa([f]).
Por tanto, ¢ es lineal y es biyectiva, entonces es un isomorfismo por lo ante-
rior. O

La proposicién anterior se puede visualizar en el caso n = 2.

Teorema 2.3.1 (Cota de footprint). Sea I un ideal monomial de F,[z]. Se
cumple que

VDI <A,
donde A(I) = {z* | z* ¢ LT(I)}

Demostracion. Definimos la aplicacion ¢ : Fy[x] — FZ" como ¢(G) := (G(a))acrs-
Se trata de una aplicacion de evaluacién lineal donde para cada polinomio del
anillo de polinomios de varias variables sobre [F,, se hace una evaluacién en

los ¢" elementos en Fy. Que la aplicacion ¢ esta bien definida resulta claro,

y es lineal porque

YGH+AH) = (G+AH)(@)acry = (G(@))acry +(AH(@))acry = ¢(G)+Ad(H).

En segundo lugar, consideraremos un ideal I C F,[x] y su conjunto de ceros
V(I)={a€F}; | F(a) =0, VF € I}.

Definimos una aplicacién ¢ : F,[x] — FYDl donde ¢ : G (G(a))acv(n)-
Si f € I, por definicién de V(I), f(a) = 0,Va € V(I). Lo que significa que
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I C Ker(¢), por lo que podria considerarse el cociente por el ideal I.
Definimos v : Fy[x]/I — FY D! como

((G]) = (G(@))acvry,

donde se considera la clase del polinomio G € Fy[x]| en el cociente por el
ideal I ([G]) donde [G] = G + I. Esta funcién esté bien definida (si [F] = [G]
entones F(a) = G(a), Va € V(I)).

La aplicacion ¢ es sobreyectiva: si tenemos ¢" puntos, existe un polinomio
en Fy[x] de grado a lo sumo ¢" — 1 que interpola los puntos (G(a))acrs (por
el teorema de interpolacién de Lagrange en varias variables).

Ast, [V(I)| < [Fp| porque V(I) C Fy.

Como ¢ es sobreyectiva, entonces ¢ también lo es, ya que el conjunto de
llegada de ¢, que es V (I), esté contenido en el conjunto de llegada de ¢, que
es ;. También, al ser ¢ la restriccion del cociente por I de b, se tiene que
1) es sobreyectiva.

De esta sobreyectividad deducimos las desigualdades de cardinales

V()| = dim(FlY Dl < dim(F,[x]/1).

Recordamos la proposicion 2.3.1. En ella, demostramos que la aplicacién era
un isomorfismo entre los espacios Fy[x|/I y A(I), lo cual implica una igualdad
de cardinales entre el conjunto de salida y el de llegada:

dim(F, [x]/1) = [A(D).

Esta desigualdad se conoce como la ”footprint bound” (en castellano, ”cota
de la huella”). Por lo tanto, llegamos a que |V (I)| < |A(T)]. O

El conjunto A(7) puede verse graficamente para n = 2. Supongamos que,
por ejemplo, ¢ = 5 y que el ideal I estd generado por los monomios z#, 32,
23y?, 3y y z'y. Entonces A(I) corresponderia a la zona sombreada de la
figura 2.2. Esto esta relacionado con el lema de Dickson.

Es bastante ilustrativo obtenerlo: la zona gris en principio es infinita, pero
siempre podemos anadir los polinomios z° — z, y°> — y al ideal I y V(I) no
cambiard, ya que como se vio en la parte de cuerpos finitos, los elementos
de FF5 son raices de ambos polinomios. De esta forma, se afiaden los puntos
(0,5) y (5,0) al ideal, obteniendo una zona gris finita.

Sobre el resto de puntos que estan en el ideal, se quitaria la parte de arriba
a la derecha, quedando el resto de partes intactas.

Con esta forma de verlo, podemos ver que los puntos (3,2) y (4,1) son su-
perfluos, y que si prescindimos de los monomios asociados a esos puntos, el
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ideal generado seria el mismo, ya que seguiria habiendo la misma zona gris
en la figura.

De esta manera, los puntos que quedan dentro de la zona sombreada se co-
rresponden con los monomios que estan en el ideal.

Esto muy 1til para obtener su cardinal.

Y

Figura 2.2: Conjunto A(I) para n = 2

La cota de Schwartz-Zippel es una consecuencia del teorema 2.3.1.

Corolario 2.3.1 (Cota de Schwartz-Zippel). Sea q € Z, tal que ¢ = p" con p
un nidmero primo yr > 0. Sea P € F,[x| un polinomio de grado d. Entonces,

V(P)| < q"'d,
donde V(P) es el conjunto de ceros del polinomio P sobre el cuerpo IF,,.

Demostracién. Consideremos ahora el caso I = (P), donde P € F,[x] es el
polinomio del enunciado.

Por la teoria de cuerpos finitos, sabemos que las raices del polinomio x? — x
son todos los elementos del cuerpo F, donde ¢ = p". Entonces, si estamos
calculando los ceros de un polinomio P en [, al estar estas raices en el
cuerpo, también seran raices de x? — x. Teniendo en cuenta lo anterior, se
verifica la igualdad |V(P)| = |V(P, z{ — z1, 2] — x9, ..., 22 — x,)|.

Usando |V (I)| < |A({)], llegamos a que

|V(I)| < |A(P7$({ _'Tla'rg _$27"-axz _In>|

Si vemos que este tltimo cardinal es menor o igual que deg(P)-¢" !, obtendre-
mos la tesis que querfamos demostrar y se verificarfa la cota |V (P)| < ¢"~'d.
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Demostrar esto es equivalente a demostrar que

n

¢ —[[(a—b:) < q"" - deg(P sz,

=1

donde b; son los grados méaximos correspondientes a las variables x; del poli-
nomio P del enunciado. Se puede ver por induccion sobre n € N. Paran =1
se cumple trivialmente, y para n = 2 se tiene que ¢> — (¢ — by) - (¢ — by) =
q-(by+by)—by-by <q-(by+by), yaqueb; >0 paracadai € {1,2,...,n}.
Ahora lo suponemos cierto para n — 1 y lo probamos para n. Se cumple

entonces que
n—1

¢ = [l@-0) <o Zb
=1
Ahora multiplicando por ¢ — b,, a cada lado de la ecuaciéon y desarrollando
los productos, obtenemos (aqui asumimos que 0 < b, < ¢, que si no ocurre,
se puede obtener reordenando los términos):

n n—1 n—1

[l =" b <a > bi—q" 0,0 b (21)

i=1 =1 i=1

Como b; > 0 para cada i € {1,2,...,n}, entonces ¢"2-b, - >\, Lb; > 0, por

lo que
n—1 n—1 n—1

gt Zbi —q"% by, Zbi < ¢t b;.

=1 i=1 i=1

Sumando el término ¢" ! - b, a cada lado de la desigualdad 2.1 obtenemos

finalmente .

qn H(q_b wa

i=1
concluyendo asi la demostracién. ]
En el siguiente capitulo se vera cémo este resultado es de ayuda para

demostrar que existe una soluciéon al problema lineal del Network Coding
con una fuente y varios sumideros.
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Capitulo 3

Network coding

Como se mencioné al final del primer capitulo, en este capitulo se ha-
blara de manera mas detallada sobre el problema de una red de flujo con un
mensaje (en Fy, lo que son n mensajes en F,) y miltiples llegadas con una
fuente.

Mientras que en el capitulo 1 tratdbamos la comunicacién en una red con
una salida y una llegada, ahora tratamos el caso multicast, es decir, de co-
municacién en una red de flujo con una salida y varias llegadas, donde todas
las llegadas deben obtener simultaneamente todos los mensajes enviados por
la salida.

Esta parte puede ser formulada de varias formas en diferentes niveles de ge-
neralidad. Al igual que en el capitulo 1, se fijard una red de flujo (G, s, T, ¢)
con G = (V,E) un grafo dirigido, pero esta vez denotaremos por T =
{t1,ta,...,t,} como el conjunto de las n llegadas. También fijamos un cuerpo
finito genérico F.

Una referencia muy 1til en este campo es [6]. También ha sido de utilidad el
articulo [4].

3.1. Redes sin ciclos

Trabajaremos con redes sin ciclos (en inglés, acyclic networks). Veamos a
qué nos referimos con esto.

Definicién 3.1.1 (ciclo). Un camino p = (vg, vy, . .., vx) en G forma un ciclo
stvg=v, y k> 1.

También pueden haber ciclos en un mismo vértice.

Definicién 3.1.2 (bucle). Un camino p = (vg, v1,...,v;) en G es un bucle
si es un ciclo con k = 1.

23
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Definicién 3.1.3. Decimos que (G, s, T, ¢) es una red de flujo aciclica si G
es un grafo sin ciclos, es decir, que E no contiene ciclos.

Partiamos del problema del grafo mariposa expuesto en la secciéon 1.3. Ya
se explicd en detalle en qué consistia el problema y la solucién. Este ejemplo

'd

b
Source @ ot

se puede generalizar a multiples mensajes con multiples llegadas desde una
salida (este tema es una de las partes fundamentales de la codificacién en
redes).

En este capitulo se tratard el caso de varios mensajes en F,, una fuente y
multiples llegadas.

También existe un retraso o delay en el envio de la informacion. El procesa-
miento en los nodos es la mayor causa de delay, por lo que se suele buscar
un grafo simple y rapido como circuito.

No obstante, en las redes aciclicas puede presuponerse que no existe delay.
., Por qué podemos asumirlo? Porque al no haber ciclos, cada mensaje se pue-
de procesar de manera independiente (tanto la codificacién como el envio
del mensaje). El proceso de cada mensaje es independiente de los mensajes
secuenciales, por lo que el problema del Network Coding es independiente de
la propagacion del delay, lo que incluye el proceso del delay en los nodos.
En las redes con ciclos no ocurre lo mismo, porque la propagacion y la codi-
ficacién de mensajes secuenciales (es decir, que se encadenan en los envios)
podrian entrelazarse entre ellos, por lo que conviene considerar el delay.

En resumen, en las redes aciclicas solo tenemos que preocuparnos del proceso
y no del retraso.

Observacion. En el Network Coding es comin denominar a las aristas del
grafo como canales de la red, aunque en general, se refiere a un enlace de
comunicacién o camino entre dos nodos de la red. En este escrito se conside-
rard el primer caso excepto que se diga lo contrario.
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Supongamos que la fuente s tiene un conjunto de canales imaginarios, de
los cuales recibe el mensaje que se mandard. Ese conjunto se denotara por
In(s) y su cardinal por w.

La unidad de datos o simbolo depende del cuerpo base sobre el que se
trabaje, por ejemplo, si el cuerpo es F, = [Fy la unidad de datos en la red es
el bit.

Un mensaje m estd compuesto por w unidades de datos, luego m € F*
como vector.

La fuente s recibe un mensaje m de los w canales imaginarios (un simbolo
por canal), y lo manda transmitiendo un simbolo f.(m) € F a cada canal ¢
en la red.

Observacion. La unidad de datos en la red podria ser cualquiera, por ejemplo,
si quisiéramos usar bytes en lugar de bits tenemos que considerar Fosq, ya
que 256 = 28 (aqui hemos usado que 1 byte = 8 bits).

3.2. Codificacién en redes con miiltiples pa-
quetes

En esta seccién se vera la existencia de la solucién al problema del Network
Coding y se detallara la construccién de la misma. También se explicara el
problema extendido del Network Coding, y por qué funciona.

A partir de ahora fijaremos un mensaje enviado, que denotaremos por m =
(ma,my,...,my,) € Fp.

Empecemos a definir el entorno en el que demostraremos la existencia de esta
solucién de una manera constructiva.

Definicién 3.2.1 (Descripcién local de una red cédigo en una red aciclica).
Sea F un cuerpo y w un entero positivo.

Un cédigo de red w—dimensional y F—evaluado sobre una red de comunica-
cién aciclica consiste en una aplicacién de codificacién local

ke : Flmwl
para cada nodo u en la red y cada canal e € out(u).

La anterior definicién nos da el proceso de codificacién en cada nodo del
grafo, pero no nos brinda los valores concretos de f.(m). Por ello, se da una
definicion equivalente pero mas generalizada, que describe tanto el codigo de
la red como los mecanismos de codificacién locales, obteniendo los valores
f.(m) de manera recursiva.
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Definicién 3.2.2 (Descripcion global de una red cédigo en una red aciclica).
Sea [F un cuerpo y w un entero positivo.

Un codigo de red w—dimensional y F—evaluado sobre una red de comunica-
cién aciclica consiste en una aplicacién de codificacién local k. : Fl@l — F
y una aplicacién de codificacién global f, : F¥ — F para cada canal e
en la red tal que:

= Para cada nodo u y cada canal e € out(u), fo(m) estd univocamente
determinado por (fg(m),d € in(u)) y k. es la aplicacién:

(fa(m),d € in(u)) — fe(m).

» Para los w canales imaginarios e, las aplicaciones f, son las proyecciones
del espacio F* a las w diferentes coordenadas, respectivamente.

La definicién dada anteriormente es suficiente para obtener los f.(m)

siempre y cuando conozcamos los valores iniciales, es decir, los que se envian
desde la fuente s.
Estas definiciones son muy abstractas pero no es mucho mas complejo que
dar a los canales un valor determinado. La aplicacion f, asocia a cada arista
un valor determinado, y k. nos da las reglas de cémo los valores de llegada a
un nodo generan el valor que sale por la arista e (es decir, como los valores
de llegada a un nodo se codifican para dar lugar al valor de salida). Vedmoslo
con un ejemplo aplicado a la red mariposa:

Ejemplo 3.2.1. Sea m = (a,b) el mensaje que se envia. En la red mariposa,
las asignaciones locales de codificacion son:

s (@, )
.(a;b)
Kot
Koy

??‘l

Koo b
103 (@) (a)
( ) = ( )
l;’vsw (CL, b) v4t1 (CL b) U4t2 (a b) =a+b

Las asignaciones globales de codificacion seran :

ey a
K,

fe(m) =a para e = 08,SU;,V103Yy Uit

fo(m)=b para e =0's, svs, 1203 ¥ Uats
fe(m) =a+b para e = v3vg, Ust1 y VU4lo

donde os y 0's denotan los dos canales imaginarios que llegan a la fuente s.
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Es de interés que las aplicaciones en cada nodo sean lineales, ya que
este tipo de funciones suelen hacer mas rapido el circuito, sobre todo en
el proceso en los nodos. También sabemos que las aplicaciones lineales se
pueden representar mediante matrices, por lo que interesaria caracterizarlas
mediante estas.

Definicién 3.2.3. Un par de canales (d,e) son adyacentes cuando existe
un nodo u con d € in(u) y e € out(u).

La anterior definicién nos es de utilidad en la siguiente.

Definicién 3.2.4 (Descripcién local de un c6digo de red lineal en una red
aciclica). Sea F un cuerpo y w un entero positivo.

Un cédigo de red lineal w—dimensional y F—evaluado sobre una red de co-
municacién aciclica consiste en un escalar k4., denominado el nicleo de
codificacién local, para cada par adyacente (d,e). El nicleo de codifica-
ci6n local en el nodo u es la matriz de tamano |in(u)| X |out(u)| dada por
K, = [kd,e]‘

La estructura de la matriz K, implica de forma implicita un orden entre
los canales.

Definicién 3.2.5 (Descripcion global de un cédigo de red lineal en una red
aciclica). Sea F un cuerpo y w un entero positivo.

Un codigo de red lineal w—dimensional y F—evaluado sobre una red de co-
municacion aciclica consiste en un escalar kg4, y en un vector w—dimensional
fe para cada canal e, denominado niicleo de codificaciéon global, tal que

" fe =2 ucin(u) Kaefd, donde e € out(u)

» Los vectores f, para los w canales imaginarios e € in(s) forman una
base del espacio vectorial F*.

Como se comentd sobre las definiciones 3.2.1 y 3.2.2, se puede ver que
conociendo kg, se puede obtener f..
La ultima condicién de la definicién anterior implica que la matriz formada
por los vectores f. es de rango maximo, siendo asi posible encontrar su inversa
(por la derecha). Esto es clave para hallar el mensaje.
Sabiendo esto, si en una fuente se genera un mensaje m de la forma de un
vector w — dimensional, entonces un nodo u recibe los simbolos m - fy, d €
in(u), de donde se calcula el simbolo m - f. para mandarlo a cada canal
e € out(u) mediante la siguiente combinacién lineal:

m- fe=m- Z kd,efd: Z kd,e(m'fd)-

dein(u) dein(u)
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Si todas las aplicaciones locales de codificacion son lineales entonces la apli-
cacion de codificacién global serd lineal, y viceversa. Dados los ntucleos de
codificacién locales para todos los canales en una red aciclica, los nicleos de
codificacién globales se pueden calcular recursivamente en cualquier orden,
aunque con ciertas condiciones limitantes. Con el siguiente ejemplo sobre la
red mariposa se vera mas claro.

Ejemplo 3.2.2. Las matrices de nicleos de codificacion local en los nodos
son las siguientes:

10 1
Ks:(o 1), Ky, =K, =K, =(1 1), Kvsz(l)

Los nucleos de codificacion global correspondientes son:
(

para e = 0s,Svy,V1V3 Y U1l1,

fe:

para e = 0's, SUg, VU3 ¥ Vals,

para e = v3Uy, Usl1 ¥ Uglo.

==

\

Los nucleos de codificacién local/global describen un cédigo de red bidi-
mensional independientemente de la eleccion del cuerpo base [F.

Se puede encontrar la descripcion general para un cédigo de red lineal
cualquiera sobre la red mariposa en [6] (pag. 18).

Si la fuente s envia combinaciones de my, ms, ..., m, y cada vértice envia
combinaciones de los simbolos que recibe (todas IF-lineales), entonces cada
sumidero ty, para cada k € {1,2,..., N} recibe n; combinaciones lineales de
la forma

n
k .
dalmg Vi=1.2,...,n, (3.1)
i=1
donde ny = |in(t;)|. Esta combinacién lineal se puede representar me-
diante el producto de un vector por una matriz, de la siguiente manera:

k) k) (R)

ay; Qg A1py,
P B () ()

(my,ma,....my)- | -+ 2 _ 2l —m . AW (3.2)
8l
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La matriz A® se llama matriz de transferencia a t;, y existen N de
estas matrices (que es el nimero de llegadas). Para que ¢ recupere el mensaje
m = (my, my, ..., my), tiene que resolver el sistema m - A®) = r,, donde r;
son los sfmbolos recibidos en t;. Si tomamos por cierto que la matriz A®)
es de rango maximo n para cada k (necesitaremos que n; > n), podremos
considerar la inversa por la derecha de la matriz A®) (esto es, una matriz
B® e Fmxn tal que AWBW® = [, donde I, es la matriz identidad de
tamano n, para cada k = 1,2,...N). Asi tendriamos que el sumidero tj
puede obtener el mensaje como sigue:

m =r;, - B®. (3.3)

Una forma de simplificarlo es considerar solo problemas donde n, = n para
cada k =1,2,..., N, es decir, asumir que la matriz A® sea cuadrada. Tam-

bién debe ser regular para poder hallar su matriz inversa B%*) (esto es, que
det(A®) £0).

Ejemplo 3.2.3. En la red mariposa, las matrices de transferencia para cada

llegada son: AWM = ( (1) 1 ) asociada a ti, y A®? = ( 1 (1) ) asociada a
to.

3.3. Existencia de un cédigo de red lineal

Demostraremos que existe solucién al problema del Network Coding de
una forma existencial, y después daremos algoritmos para obtener el cédigo.
Consideramos una red de flujo aciclica sin delays, tal y como hemos explicado
al comienzo del capitulo.

Asumimos que todos los canales tienen capacidad para transportar un tinico
mensaje en [F, y que el mensaje es de tamafio F} (asi, n, = n para cada
k=1,2,...,N). También supondremos que el corte minimo de s a t; es n,
y que

lout(s)| = |in(tx)| =n paracada k=1,2,...,N.
Para recuperar el mensaje necesitamos recuperar los n paquetes de informa-
cion, y para ello cada llegada t;, debe invertir la matriz de transferencia

AR —

i s
Py’(b) Py'(b) -+ Py (b)

e Fy™ " (3.4)

PY(b) Py'(b) --- Pul(b)

nl



60 CAPITULO 3. NETWORK CODING

donde Pi(jk) € F,lx1,29,...,2,.], 7 es el nimero de total de coeficientes en la
red, y b son los coeficientes de las combinaciones lineales que llegan a la red.
Sea P®(b) = det(A®), siendo P*) un polinomio de n variables sobre F,,
para cada k=1,2,..., N.

Por el teorema de max-flow min-cut (teorema 1.1.2), existe una solucién para
cada sumidero tj, luego la matriz A%®) debe ser regular, es decir, P*) # 0
para cada k =1,2,..., N.

Podemos considerar el polinomio P = PW . P® ... PN e F [x1,25,..., 2,],
que es el producto de todos los anteriores.

Aplicando el lema de Schwartz-Zippel (teorema 2.3.1) al polinomio P, tene-
mos que

[V(P)] < ¢"" - deg(P).
Notemos que si ¢ > deg(P), entonces |V (P)| < ¢" = |F,|. Por tanto, existe
una solucién b al problema del Network Coding lineal, ya que
P(b) = det(AW) - det(A?) - - det(AM) £ 0.
Con esto se prueba la existencia de una solucién, aunque no se ha especificado
la forma en la que se obtiene.

Observacion. Notemos que si se escogen los coeficientes b = (by, bs, ..., b,)
uniformemente al azar, la probabilidad de encontrar una soluciéon aumenta
conforme mas grande sea el tamano del cuerpo sobre el que se trabaja

deg(P)

Pr(P(b) #0) > 1 — —1, sig— oo

De esto podemos deducir que cuanto mas grande sea el tamano del cuer-
po en un codigo de red lineal obtenido uniformemente al azar, habrd més
probabilidad de éxito en la obtencién de una solucion.

3.4. Construccion de un cédigo de red lineal

Hemos visto que existe una solucién al problema lineal del Nework Co-
ding. En esta seccion daremos una demostracién alternativa, que sera cons-
tructiva, y también veremos un algoritmo con el que se podra calcular el
cédigo lineal sobre la red. En verdad, para obtener el mensaje solo nos in-
teresa la codificacion en los sumideros.

Recordamos que en el capitulo 1 se demostro el teorema de max-flow min-
cut, donde suponiamos la conservacion de la informacién en cada nodo. Si
consideramos el maximo flujo de s a un vértice u € V, teniendo en cuenta
el teorema, la tasa de informacién recibida por el nodo u no puede exceder
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el méximo flujo de s a u (ese valor se denota por maxflow(u)). De manera
similar, podemos hacer lo mismo para un conjunto de vértices:

Definicién 3.4.1. Sea Z = {ujy,us,...,u;} un conjunto de vértices de G
donde ninguno de ellos es una fuente. Se define el méximo flujo de los vértices
{uy,us,...,u} como

maxflow(Z) = max{maxflow(u;) | i =1,2,...,l}

La anterior definicion es una cota superior y en general, alcanzarla depen-
de de la topologia de la red, la dimension w y el esquema de codificacién. En
nuestro caso, va a poder alcanzarse siempre para cada u, por definicién. Se
definen tres clases de cddigos de red lineales segun si la cota antes mencionada
es alcanzada o no.

Definicién 3.4.2. Sean f, los vectores de los niicleos de codificacion globales
en un codigo de red lineal w—dimensional y F—evaluada en una red aciclica.
Sea V,, = ({fe : e € in(u)}) para cada nodo u. Entonces, el cédigo de red
lineal puede ser:

» multicast lineal si dim(V,) = w para cada nodo u € V \ {s} con
maxflow(u) > w.

» broadcast lineal si dim(V,) = min{w, maxflow(u)} para cada u €

V\ {s}.

» dispersién lineal si dim((U,e7zV,)) = min{w, maxflow(Z)} para cada
coleccion Z que no contiene una fuente.

Se pueden ver unos ejemplos sencillos e ilustrativos de este tipo de cédigos
de red lineales en [6] (pag. 21).
Toda dispersion lineal es un broadcast lineal y todo broadcast lineal es un
multicast lineal, pero no ocurre al revés.
Estos sistemas tienen una gran variedad de aplicaciones, desde los sistemas
LAN hasta la conversion de imagenes de color a blanco y negro. Cada uno se
utiliza con diferentes propositos, generalmente el multicast lineal y el broad-
cast lineal son los mas extendidos, y el de dispersion lineal se utiliza cuando
el problema requiere de una mayor especificidad, ya que este iltimo es mas
fuerte que el multicast y que el broadcast.
En nuestro caso serd suficiente la condicién dim(V;,) = w para 1 < k < N,
porque para hallar el mensaje es suficiente con que se dé el rango méaximo en
la llegada, sin importar lo que ocurra en los nodos intermedios. Observamos
que esta condicién es claramente mas débil que en el multicast lineal, ya que
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esta también nos pide la condicion para los nodos intermedios.

En esta seccién demostraremos que existe una solucién para la dispersiéon
lineal, quedando asi probado automaticamente para el resto de casos, en par-
ticular, para el nuestro, que es mas débil incluso que el multicast lineal.
Una manera de construir un problema de multicast/broadcast/dispersion li-
neal es considerando un cédigo de red lineal donde cada coleccion de nicleos
de codificacion global que puedan ser linealmente independientes, lo sean.
Esto motiva la definicion de codigo de red lineal genérico:

Definicién 3.4.3 (cédigo de red genérico). Sea F un cuerpo y w un entero
porsitivo.

Un cédigo de red lineal w—dimensional y F—evaluado sobre una red de comu-
nicacién aciclica es genérico si siendo {eg, es, ..., e, } un conjunto de canales
arbitrario con u; € e;, se cumple que los vectores f,, fe,, .- -, fe,, son lineal-
mente independientes siempre que

{fa:dein(uy)}) & {fe, 1k #7}) paral<j<m

La condicién realmente quiere decir que cualquier conjunto de nucleos de
codificacion global que puedan ser linealmente independientes lo seran.
A continuacién se verd la existencia de un codigo de red lineal genérico, y
que ademds cualquier codigo de red lineal genérico es también un sistema
de dispersion lineal. No obstante, no cualquier sistema de dispersién es un
cddigo de red lineal genérico.
Cabe destacar que la anterior definicién estd escrita en términos del dlgebra
lineal y que no se ha necesitado la nociéon de flujo maximo, al contrario que
en las definiciones anteriores.
La existencia de un codigo de red lineal genérica w—dimensional y F—evaluada
depende del valor de w, del cuerpo base F y de la topologia de la red.

Observacion. ;jEs lo mismo una red de cédigo que un cédigo de red? No.
Dada una red, se realiza la codificacién de la misma mediante un cédigo de
red, donde al final del proceso se llega a una red codificada o red de cédigo.
Estos casos pueden ser no lineales, aunque nosotros solo consideraremos los
lineales.

Para poder considerar un sistema de este tipo, se requiere que algunas
colecciones de nticleos de codificacién global generen el mayor ntimero posible
de dimensiones. Esto es equivalente a que ciertas funciones tomen valores no
nulos, donde las variables de los polinomios sean los nticleos indeterminados
(se puede ver con que el rango de la matriz sea maximo).

El siguiente lema es consecuencia directa de la cota de Schwartz-Zippel 2.3.1,
vista en el capitulo 2.



3.4. CONSTRUCCION DE UN CODIGO DE RED LINEAL 63

Lema 3.4.1. Sea g(x1,x2, ..., z,) un polinomio no nulo sobre un cuerpo fini-
toF (g € Flxy,xa,...,2,)). Si |F| > deg(g), entonces ezisten ay, ag, ..., a, €
F tal que g(ay,as,...,a,) # 0.

Demostracion. Denotemos |F| = ¢ y deg(g) = d. La tesis del lema es equiva-
lente a la condicién V(g) & Fy, siendo V/(g) el conjunto de ceros del polino-
mio g. Por el resultado 2.3.1, sabemos que se cumple |V (g)| < d-¢"'. Por
hipétesis del lema, ¢ > d, y utilizando la condicién anterior, se tiene

V(g <d-¢" ' <q-¢" ' =q¢"=F|.

Lo cual implica que efectivamente, V(g) C [y, que es lo mismo que la expre-
sion 3 a = (ay,aq,...,a,) € F} tal que g(ay, ay, ... a,) #0. O

Recordemos que V,, = ({fs : d € In(u)}). Veamos ahora un algoritmo
simple de construccién de un cédigo lineal.

3.4.1. Algoritmo de construccion de un cédigo de red
lineal genérico

Sea w un entero positivo y una red aciclica de N canales. Este algoritmo
construye un codigo de red lineal w—dimensional y F—evaluado cuando el
cuerpo tiene mas de (N Ifl_ 1) elementos. El siguiente procedimiento engloba
nucleos de codificacién globales que forman una red de codigo lineal global:

Algoritmo 2: Algoritmodemulticastlineal

Input :w >0, (G,s,T,c) red aciclica con N llegadas
Output: El nicleo de codificacion global f, para cada e € E del
codigo de red lineal
1 para e € I/ cada canal en la red que no sea un canal imaginario
hacer
fe == 0 //Inicializaciéon para u € V' (ordenados de la fuente al

sumidero) hacer
para cada canal e € out(u) hacer

Escoger un vector v en el espacio V, tal que
v ¢ ({fa:de€}) donde 9 es cualquier conjunto de w — 1
canales, incluyendo los posibles canales imaginarios en

in(s) \ {e}, con Vi, & ({fa:d € });
L fe = 1_);

2 devolver f,.
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Observacion. El algoritmo es de tipo greedy o voraz, esto quiere decir que en
cada iteracién se escoge el paso mas simple o directo a nivel local, que no
serd necesariamente el éptimo a nivel global. Este tipo de algoritmos no son
6ptimos por lo general, pero tienen sus ventajas, como por ejemplo, garantizar
la existencia de una solucion de forma constructiva. No suelen implementarse
en la practica, y se buscan algoritmos mas elaborados aunque también mas
eficientes a nivel global.

La demostracién completa sobre el procedimiento del algoritmo 2 se en-
cuentra en la pagina 36 de [6].
Dado que se verifica el algoritmo, podemos afirmar el siguiente teorema:

Teorema 3.4.1. Dado un entero positivo y una red aciclica, existe una red
de codigo lineal genérica w—dimensional y F—evaluada para un cuerpo base
F suficientemente grande.

Demostracion. El algoritmo expuesto anteriormente justifica el resultado.

O]
Se derivan bastantes resultados del teorema anterior:

Corolario 3.4.1. Dado un entero positivo w y una red aciclica, existe una
dispersion lineal w—dimensional y F—evaluada para un cuerpo suficiente-
mente grande.

Demostracion. Todo codigo de red lineal genérico es una dispersion lineal
(esto se verd en un resultado posterior, en particular, en el teorema 3.4.2). [

Corolario 3.4.2. Dado un entero positivo w y una red aciclica, existe un
broadcast lineal w— dimensional y F— evaluada para un cuerpo suficientemen-
te grande.

Corolario 3.4.3. Dado un entero positivo w y una red aciclica, existe un
multicast lineal w— dimensional y F—evaluada para un cuerpo suficientemente
grande.

Los dos corolarios 3.4.3 y 3.4.2 se siguen inmediatamente del anterior
porque las condiciones de la tesis son menos fuertes pero las hipdtesis son las
mismas. Introducimos la siguiente definiciéon para simplificar la notacion:

Definicién 3.4.4. Sea T = {uy,ug,...,u,} un conjunto de nodos en una
red. El conjunto cut(Z) son las aristas con llegada en uno de los u; y salida
de un nodo que no esta en Z.

Observacion. Si s € I, entonces cut(Z) contiene a todos los w canales ima-
ginarios.
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Ejemplo 3.4.1. Para la red mariposa, si cogemos Z = {vg,v4}, se tie-
ne que cut(Z) = {svi,vsvs}. En cambio, para el conjunto de nodos J =
{8, V2,04, 11,12} tenemos que su corte es cut(J) = {o0s,0's, v3v4,v1t1}, donde
0s y 0's representan los dos canales imaginarios.

Antes de seguir con un nuevo resultado, introduciremos un nuevo término.

Definicién 3.4.5. Supongamos un grafo G = (V, E) con una fuente s y un
sumidero t.

Se dice que un nodo v esta en el upstream de u si para todos los cortes
minimos de u a t (S,7), v estd en S. Decimos que un nodo v esté en el
downstream de u si para todos los cortes minimos de uw a t (A, B), v estd en
B.

Se dice que un nodo v es central cuando no es ni upstream ni downstream,
esto es, que existe un corte minimo (S,7") de u a t tal que v € S (upstream),
y otro corte minimo (S’,7”) tal que v € T" (downstream).

Estos conceptos son bastante utilizados en redes de flujo y teoria de la
comunicacion, y se pueden generalizar para grafos con varias llegadas, e in-
cluso varias salidas. Intuitivamente, se utiliza para referirse para saber si un
nodo v se encuentra "antes” o ”después” de u, dando un orden a los vértices
del grafo. Por ejemplo, para un nodo u que no es ni fuente ni sumidero, s
esta en el upstream de u y t estd en el downstream de .

Lema 3.4.2. Sea f. el nicleo de codificacion lineal para un canal e en una
red codificada linealmente sobre una red aciclica. Entonces,

{fe:e e cut(D)}) = (VuerVu)

Demostracion. Primero, notemos que
(UuezVu) = ({f. : e acaba en un nodo de Z}).

Necesitamos mostrar que el siguiente conjunto es vacio: ¥ = {c: f. ¢ ({f. :
e € cut(Z)})y ¢ se dirige a un nodo de Z.

Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que existe ¢ € U tal que
¢ € out(u). De la definicién de cédigo de red lineal, f. es es una combinacién
lineal de vectores f; donde d € in(u). Como f. ¢ ({f. : e € cut(Z)}, existe
un canal d € in(u) con f; ¢ ({f. : e € cut(Z)}. Como d estd en el upstream
de ¢, debe ser d ¢ V. Asi el final de d es el origen de c. Esto hace que ¢ sea
un canal de cut(Z), contradiciendo que f. & ({f. : e € cut(Z)}). O
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Lema 3.4.3. Sea Z un conjunto de nodos que no son fuentes en una red
aciclica con w canales 1tmaginarios. Entonces,

min{w, mazflow(Z)} = %IICI\I} |cut(T)|,

donde |cut(J)| es el cardinal del conjunto J.

Demostracion. En la prueba nos apoyaremos en el resultado de max-flow
min-cut que aplica a una red con una fuente y un sumidero.

Si colapsamos todo el conjunto Z en un sumidero, y consideramos una fuente
imaginaria en el upstream de S, entonces el maximo flujo entre este par de
fuente y sumidero es precisamente el minimo entre el maximo flujo de Z y w;
y el corte minimo entre este par es precisamente el minimo de la capacidad
del corte J con J D Z, ya que consideramos que solo se puede enviar un
mensaje por cada arista. O

El anterior lema es parecido al max-flow min-cut en un problema de red
de flujo.

Teorema 3.4.2. Todo codigo de red lineal genérico es un codigo de disper-
sion lineal.

Demostracion. Sea f. el nicleo de codificacion global para cada canal e en
un codigo de red lineal genérico w—dimensional en una red aciclica. Consi-
deremos la notacion

span(Z) := ({fe : e € cut(Z)}) = (UuerVa)

para un conjunto de nodos Z que no contiene la fuente. Claramente, para cada
conjunto J D Z (J puede contener s), tenemos que span(J) D span(Z), y
por lo tanto,

dim(span(Z)) < dim(span(J)) < |cut(J)|,

es decir, llegamos a que dim(span(Z)) < mingc 7 [cut(J)|. Por el lema ante-
rior,

dim(span(Z)) < Ileclg lcut(J)| = min{w, maxflow(Z)} < w. (3.5)

Para que el cédigo de red lineal dado sea una dispersion lineal, necesitamos
que se cumpla la definicién, es decir, que dim(span(Z)) = min{w, maxflow(Z)}
para cada conjunto Z de nodos (de los que ninguno es una fuente). Por 3.5
esto se cumple si: o bien dim(span(Z)) = w o bien existe un conjunto J que
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contiene a Z tal que dim(span(Z)) = |cut(J)| (donde J puede contener s).
Si se cumple dim(span(Z)) = w ya se tendria.
Supongamos entonces que dim(span(Z)) < w (no puede ser mayor) y veamos
que se da

dim(span(Z)) = |cut(J)|. (3.6)

Como el c6digo de red lineal es genérico, por definicién se tiene que dim(span(Z))
es igual a o bien |cut(J)| o bien |cut(ZU{s})|, dependiendo de si |cut(Z)| < w
o no. Con esto se llega a la afirmacion que se queria considerando J como Z
o ZU{s}.

Después, consideremos que hay més nodos que no son fuente fuera de Z. Sea
u un nodo cualquiera de ellos, y consideremos el conjunto Z' = Z U {u}.
Entonces, si dim(span(Z’)) = w, consideraremos J' el conjunto de todos los
nodos, si no, la existencia de ese conjunto se sigue de la hipotesis de induc-
cién.

Ahora si dim(span(Z’)) = dim(span(Z), entonces se verifica la ecuacién 3.6
tomando J por J'. Por otro lado, si asumimos dim(span(Z’)) > dim(span(Z),
entonces existe un canal d € in(u) tal que

fa & span(Z). (3.7)

La anterior afirmacién se aplica a cada nodo u fuera de Z que no sea una
fuente. Por haber asumido dim(span(Z)) < w, esto se aplica también para el
caso donde el nodo u es una fuente. Con esto, debemos mostrar que

dim(span(Z)) = |span(Z)|. (3.8)

Esto implicaria 3.6. En realidad la ecuacion 3.8 equivale a que los mensajes
codificados a través de las aristas incidentes en los nodos de Z sean lineal-
mente independientes.

Consideremos cut(Z) = {ejy, e, ..., ey} donde e; € out(u;), y apliquémoslo
a 3.7 para u = u; para cada j. Entonces, existe un canal d € in(u) tal que
fa ¢ span(Z). Luego

(fa:deinju;)) & (fe, | 1 <k <m) =span(Z), j=12,....,m.
De ello se sigue, usando la notacién dada para span(Z), lo siguiente:
(fa:d €in(uy)) & (fe, : k #7),

porque claramente {ej : k # j} es un subconjunto de {ey,es, ..., en}.
Por lo tanto, existe un conjunto de nodos J' que contiene a Z’ tal que

dim(span(J’)) = |cut(J)’|.
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Por la definicién de cédigo de red genérico, la cual muestra la condicién ne-

cesaria para un cédigo de red lineal sea genérico, los vectores fe,, fey,-- -, fe,n
son linealmente independientes. Esto tltimo verifica 3.6, que era lo que
queriamos para concluir la prueba. O

Con este teorema se garantiza que los resultados obtenidos para las redes
genéricas son aplicables para el resto de situaciones, y en particular, para el
multicast lineal.

Realmente el multicast lineal es mucho mas fuerte que la condiciéon que
exigiamos. En el multicast lineal se puede hallar la inversa a la derecha en
cada nodo, mientras que para funcionar basta tenerlo para las fuentes sola-
mente.

Aqui se ha brindado una demostracion constructiva, mostrando también los
algoritmos que se llevan a cabo para implementarlo, lo que demuestra su
existencia. Esto dltimo era el objetivo de la seccion.

Como introducciéon a la optimizacion de algoritmos, la siguiente seccién
tratard de proporcionar un algoritmo mas refinado que el que acabamos de
ver. Para nuestro caso, es suficiente ver la existencia del multicast lineal, no
obstante, en la referencia [6] (pdgs. 44-50) se puede encontrar una construc-
ciéon para una red lineal genérica estatica, que es mucho mas fuerte que el
multicast lineal.

3.4.2. Algoritmo mas 6ptimo para el multicast lineal

Hemos visto anteriormente el algoritmo de construccion del problema
multicast lineal. Se puede modificar el algoritmo anterior para construir de
manera mas eficiente un multicast lineal, en concreto, uno que sea w —
dimensional y F—evaluado sobre una red aciclica con |F| > 7, donde n
es el nimero de nodos intermedios wuy,us,...,u, con maxflow(u;) > w.
También es cierto que cuanta mas baja sea la cota (N;:lfl_ 1), mas fuertes
son las declaraciones de existencia. El siguiente procedimiento describe un
ntcleo de codificacién global f. para cada canal e en la red de manera que

dim(V,,,) = w para 1 < q <mn:
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Algoritmo 3: Construccion de un cédigo lineal genérico en una red
de comunicacién

Input :w >0, (G,s,T,c) red aciclica con N llegadas
Output: El ntcleo de codificacion global f, para cada e € E del
codigo de red lineal
para cada canal e en una red hacer
| fe:==0 //como inicializacién

=

para g = 1;9 < n;q + + hacer
3 para i = 1;i < w;7 + + hacer

N

eq,i ‘= {el canal imaginario que inicia el camino P, ;}

// esto es una inicializacion

// después e, ; serd actualizado dindmicamente moviéndose

// alo largo del camino P,; hasta que e,; se convierta en un
| // canal en In(ug).

4 para cada nodo u, en cualquier orden de upstream a downstream
hacer
5 para cada canal e € out(u) hacer

Escoger un vector v € V, tal que v ¢ ({fe,, : j # i}) para
cada par (gq,1); //Verificacién de independencia lineal

fe = v; para cada par (q,7) hacer
L €q,i = €,

6 devolver f,
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Conclusion

En resumen, la codificacién en redes se ha convertido en una herramienta
esencial para abordar la transmisién de la informacion de manera eficiente
en sistemas con un emisor y varios receptores. A lo largo de este trabajo,
hemos explorado algunos de los retos asociados con la implementacion del
Linear Network Coding, incluyendo consideraciones sobre la gestion del flujo.

Hemos planteado la pregunta de cémo se extiende este concepto cuan-

do hay multiples emisores y receptores, lo que generaria nuevas soluciones
potenciales. Puede estudiarse la nocién de redes de flujo equivalentes para
simplificar estos problemas mas complejos a formas méas manejables.
Si bien hemos utilizado el algoritmo de Ford Fulkerson como una herra-
mienta efectiva en nuestra investigacion, es importante destacar que existen
algoritmos mas eficientes que podrian ser objeto de investigaciones futuras.
La busqueda de algoritmos de tiempo polinomial més eficientes es un area
de investigacion que sigue desarrollandose.

Por 1ltimo, no hemos abordado la cuestion del tamatio de los simbolos en
la red, ni hemos explorado completamente las posibilidades de optimizacién
de la complejidad memoristica. Estas areas ofrecen oportunidades adicionales
para mejorar la eficiencia y el rendimiento de la codificacion en redes lineales.

71



72

CAPITULO 3. NETWORK CODING



Bibliografia

Thomas H Cormen, Charles E Leiserson, Ronald L Rivest, and Clifford
Stein. Introduction to algorithms. MIT press, 2022.

David Cox, John Little, Donal O’Shea, and Moss Sweedler. Ideals, varie-
ties, and algorithms. American Mathematical Monthly, 101(6):582-586,
1994.

David A Cox, John Little, and Donal O’shea. Using algebraic geometry,
volume 185. Springer Science & Business Media, 2006.

Ralf Koetter and Muriel Médard. An algebraic approach to network
coding. IEEE/ACM transactions on networking, 11(5):782-795, 2003.

Rudolf Lidl and Harald Niederreiter. Introduction to finite fields and their
applications. Cambridge university press, 1994.

Raymond W Yeung. Network coding theory. Now Publishers Inc, 2006.

73



