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Resumen:

La teoria wavelet es ampliamente aplicable en diversos campos, desde el procesamiento
de senales hasta la deteccién de patrones en datos complejos, gracias a su capacidad
para descomponer senales en diferentes escalas y localizaciones. Los frames, una
generalizacion de las bases tradicionales, permiten descripciones redundantes y mas
adaptables. Uniendo ambos conceptos surgen los sistemas framelets. Estos son familias
finitas de funciones que comparten propiedades similares a las wavelets, pero dentro de
un marco mas general, el de los frames, siendo cruciales en el procesamiento de senales.

Encontrar sistemas de framelets es esencial para operaciones como compresion,
descomposicion y reconstruccion de senales. Sin embargo, la construccion de estos es
una tarea complicada. El objetivo de este trabajo es presentar los principios de Extension
Unitaria y Oblicua, los cuales permiten la construccion de sistemas framelets a partir de
ciertas condiciones. Se realiza una revision de los diferentes planteamientos que han
llevado a estos principios, se presentan algunos ejemplos y se comentara la
generalizacion que supuso el Ultimo de los planteamientos.

Palabras clave:

Banco de Filtros, Ecuaciones de Refinamiento, Filtro, Frame, Framelet, Funcion refinable,
Funciones de refinamiento, Mascara de refinamiento, Par de Framelets duales, Principio
de Extension Oblicua, Principio de Extension Unitaria

Abstract:

Wavelet theory is widely applicable in various fields, from signal processing to pattern
detection in complex data, thanks to its ability to decompose signals into different scales
and locations. Frames, a generalization of traditional bases, allow for redundant and more
adaptable descriptions. Combining both concepts gives rise to framelet systems. These
are finite families of functions that share properties similar to wavelets but within a more
general framework, that of frames, being crucial in signal processing.

Finding framelet systems is essential for operations such as compression, decomposition,
and reconstruction of signals. However, constructing these systems is a complicated task.
The aim of this work is to present the Unitary and Oblique Extension principles, which
allow for the construction of framelet systems from certain conditions. A review of the
different approaches that have led to these principles is conducted, some examples are
presented, and the generalization that the latest approach entailed will be discussed.
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Introduccion

La teoria wavelet es un campo emergente en las matematicas de hoy en
dia con gran cantidad de aplicaciones en diferentes ambitos. La idea inicial
en esta teorfa consiste en obtener bases ortonormales de L?*(R") formadas
por trasladadas y dilatadas (discretas) de una tnica funcién ¢, la wavelet.

Estas bases presentan ventajas con respecto a otras mas clasicas, como
por ejemplo las bases trigonométricas asociadas a la transformada de Fourier.
En particular las bases wavelet tienen la capacidad de representar cambios
locales en el tiempo y la frecuencia, lo que permite analizar senales de manera
mas eficiente que la transformada de Fourier la cual proporciona informacién
global sobre toda la senal. Ello es debido en gran medida a que la mayoria
de las bases ortonormales wavelet (al menos las de soporte compacto) esté
asociada a un andlisis multirresoluciéon que permite examinar una senal a
diferentes escalas, lo que facilita la deteccién de caracteristicas importantes
en diferentes niveles de detalle. Se comentara en el Capitulo [1] Seccién [1.3

Mas alld de bases ortonormales existen familias de funciones que permi-
ten la representacién de funciones en un espacio de Hilbert cualquiera, por
ejemplo las bases de Riesz o los frames. En este trabajo nos centraremos en
el concepto de frame que generaliza el de base, pues permite la descripcién
de los elementos de manera redundante al eliminar la propiedad de indepen-
decia lineal. Lo introduciremos en en el Capitulo [I] seccién [1.1} Debido a esa
redudancia en la descomposicion de los elementos, estos sistemas son mucho
mas flexibles y ttiles en el procesamiento de senales. Esto se expondra en el
teorema de [Descomposicion frame| de [1].

El propésito de nuestro trabajo es el estudio de los sistemas frame ge-
nerados mediante traslaciones y dilataciones discretas de familias finitas de
funciones. Estas familias finitas de generadores se denominan cominmente
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framelets, expresion que surge de la combinacién de frame wavelet(capitulo
seccién ). Estudiaremos framelets simples, validos tanto para la des-
composicion como la reconstruccién, y también pares duales de framelets,
que utilizan uno de los framelets para la descomposicion y otro la reconstruc-
ci6én (capitulo (1| seccion . La cuestion principal estriba en encontrar estos
framelets. Abordaremos este problema mediante el |Principio de Extension|
[7] v el |Principio de Extension Oblicual [4], que son los resultados
fundamentales de este trabajo. Estos Principios desempenan un papel crucial
en la teoria framelet, ya que posibilitan la caracterizacion de los framelets
mediante dos ecuaciones relativas a las méscaras de refinamiento, concepto
introducido en el capitulo [I] Seccion (1.3l Esas ecuaciones variaran segun el
teorema. Construir framelets no es a priori algo facil, de aqui la importancia
de estos resultado.

Al mismo tiempo se pretende hacer una revision histérica de dos enfoques
para llegar a estos resultados:

1. El primero de ellos, el enfoque inical y més clasico de Ron y Shen [7],
que también puede encontrarse en Christensen [I]. Este planteamiento
utiliza el andlisis multirresolucion para llegar al |Principio de Extension|

que a su vez permite construir framelets.

2. El segundo es un enfoque mas moderno, con un andlisis centrado en la
transformada framelet discreta. Seguiremos Bin Han [5], pero su texto
original es [4]. Aqui notar que no haremos hincapié en la transformada
y sus propiedades, simplemente la utilizaremos como una herramienta
para llegar al resultado fundamental, El [Principio de Extension Obli-
lcual para obtener directamente pares de framelets duales.

Aunque Bin Han no utilice el planteamiento del andlisis multirresolucion
para llegar al Principio de Extension Oblicua, en la practica se tratara de
preservar ese andlisis multirresolucién. Ello quedard garantizado al utilizar
funciones refinables y ecuaciones de refinamiento (concepto introducido en
el capitulo [1] seccién [1.3). En su trabajo original [4] Bin Han va mds alld
presentando directamente estos resultado (y maés), a espacios de Sobolev y
funciones generalizadas.

En el capitulo 2| empezaremos con el enfoque cldsico. Después de un
laborioso trabajo previo, en el que expondremos un contexto general donde
trabajar, enunciaremos y demostraremos detalladamente resultados previos
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al Principio de Extensién Unitaria que nos ayudaran en la prueba de este. To-
do ello reflejado en el capitulo [2] seccién Con ello llegaremos al Principio
de Extension Unitaria y luego al Principio de Extension Oblicua (Secciones
y que surge casi de manera inmediata. Para finalizar este capitulo
hemos desarrollado varios ejemplos de [I] y [3], basados en B-splines, que
mostraran el por qué el Principio de Extension Oblicua es mas conveniente

(Seccion [2.4)).

En el capitulo[3], pasaremos al enfoque de Bin Han partiendo de conceptos
relacionados con la transformada framelet discreta (seccién [3.1)) que permi-
ten estudiar la propiedad de perfecta reconstruccién de una transformada
framelet discreta (seccién . En esta propiedad estd la clave para llegar
al Principio de Extension Oblicua, sin recurrir al Principio de Extension Uni-
taria. Uno de los mayores avances es que se pasa a trabajar directamente con
pares de framelets duales. Concluiremos la parte tedrica con unas reflexiones
acerca de la generalizacién que supone esta perspectiva. Ademads, se mostrard
un algoritmo, basado en el andlisis multirresolucién, para construir pares de
framelets duales. Para concluir hemos detallado ejemplos de [3], basados en
B-splines, que muestran cémo funciona el algoritmo.

Ademas, este texto dispone de un apéndice el cual recuerda
resultados sobre analisis reall, |Operadores en un espacio de Hilbert]| [Series de|
[Fourier] [Iranstormada de Fourier|y [B-Splines|







Capitulo 1

Nociones premilimares

Este capitulo se estructura en tres secciones distintas. En la primera
seccion, se presentaran los conceptos fundamentales de frame, frame ajusta-
do, operador preframe, operador de sintesis, operador frame, frame dual y
frame dual canénico. Ademads, se enunciara y demostrara el teorema de des-
composicion frame. Este resultado es esencial, ya que muestra que un frame
actila como una base generalizada, permitiendo la descomposicién de cual-
quier elemento de un espacio de Hilbert en términos de los elementos del
frame, aunque esta descomposicién no sea tnica.

En la segunda seccién, se introducira el concepto de framelet, comenzan-
do con los operadores de traslacion, dilatacion y modulacion. Posteriormente,
se abordara la nocién de momento de anulacion y pares de framelets duales.
Esta seccion también explorara propiedades de los operadores y sus relaciones
con la transformada de Fourier.

En la tercera seccidon, se presentaran conceptos basicos relevantes para
los capitulos 2 y 3. Se comenzara definiendo funcién refinable, méscara de
refinamiento, filtro, ecuaciones de refinamiento y reglas de suma. La seccion
concluird con una discusion sobre la conservacién del analisis multirresolu-
cién.
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1.1. Frames en un espacio de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert. En esta seccion se utilizaran resultados ge-
nerales de operadores en espacios de Hilbert, estos apareceran en el apéndice

A2

Recordemos que una familia {f;}%2; en H es de Bessel si exite B > 0 tal
que:

STUL P <BIfIE, Ve

k=1
A lo largo de esta seccidén se utilizaran propiedades de familias de Bessel dado
que es la mitad de la definicion de frame.

Definicién 1.1. Una familia {f;};2; en H es un frame de H si existen
constantes A,B > 0 tal que:

AlFIP < STUE P < BIFIP,  YfeH.
k=1

Las constantes A y B son las cotas frame y no son unicas, en el caso
de que coincidan se da un caso de frames realmente interesante, los frames
ajustados :

STUE P = ANfIZ Vf e
k=1

Comentaremos méas adelante la importancia de estos.

Proposicién 1.2 (Denso). Sea D C H denso y supongamos {fi}e>, una
familia en H tal que existen constantes A,B > 0 de manera que:

AlIFIP <D KE fP < BIfIR,  VfeD.
k=1

Entonces {fi}72, es un frame de H con cotas frame A y B.

Demostracion. Sea f € H—D existen {f,}o°_, € D tal que f = lim, 00 fin-
Entonces,

o

[(F f)l? = D1l fon, i),
k=1

T

1
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por la continuidad del producto escalar:

Z’ 1H;Ofm7fk = hm Z‘ fm;fk

k=1

Aplicando la hipétesis y la monotonia del limite se sigue
, 2 < I 2 < I 2.
dim Al fl* < nggo;wm,fm < lim B|fn|
Y, por continuidad secuencial:
AILFIP < DKL 1P < BIFIP.
k=1

Lo que concluye la prueba dada la generalidad de f. [

Definiremos ahora 3 operadores que juegan un papel importante en el
desarrollo de la teoria frame.

Definicién 1.3. Sea {f;};>, una frame de H llamaremos:

1. Operador pre-frame:

T:02(N)—H, T(x Zxkfk (1.1)

2. Operador de sintesis:

T H — C(N), T(f) = {{f. fi) }ils. (1.2)

3. Componiendo T" y T™ se obtiene el operador frame que denotaremos
por S:

S H—H, S(f)=TT(f)=> (f.fu)f (1.3)
k=1
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Proposicién 1.4. El operador pre-frame T es un operador acotado (conti-

nuo) y |T| < VB.

Demostracion. Obviamente T es lineal gracias a la asociatividad de la suma
y el producto. Recordemos que {f;}72, es una secuencia de Bessel con cota

B.

Sea x = {x;}2, € £*(N). En primer lugar queremos probar que la expresién
estd bien definida, es decir, que la suma es convergente. Para ello veamos que
la sucesién de sumas parciales {ch\;l z 13-, es de Cauchy (recordemos que
estamos trabajando en un espacio completo):

Sean n,m € N con n > m, entonces

Z oS

La propiedad ||z[| = supy,—; |{z,y)| aplicada a nuestro caso implica:

Z o

k=m+1

n

Z Ty fr

k=m+1

n

= lsup ‘( Z xkfka ’— sup Z xkfk g

l9ll=1 =t [y S—

utilizando la |[Desigualdad de Cauchy-Schwarzf

n 1/2 1/2 n 1/2
() (e o) s

k=m+1 l911=1 =1 k=m+1

Puesto que {z;}?2, € *(N) sabemos que la sucesién de las sumas parciales
{Z]kV:mH |z,|?}3_; es de Cauchy. Por tanto hemos probado que "2 @ fx
es convergente pues la sucesion de sumas parciales es de Cauchy.

Un razonamiento similiar a lo anterior muestra que 7" es un operador acotado
y para todo x € ¢*(N)

IT()|| < VB|lx|| = || T < VB,
pues la norma del operador viene definida como

IT[| = inf {M >0 [[T(x)[| < Mllx]|} .
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Lema 1.5. El operador frame S es acotado, invertible, autoadjunto y positi-
0.

Demostracion. Que S es acotado se deduce por ser S composicion de dos
operadores acotados. Ademas,

IS = 77| = ||IT||* < B.

Puesto que S* = (TT*)* = T*T = S se tiene que S es autoadjunto. A lo
largo del texto se utilizaran estas propiedades, para el resto de la prueba
citamos Christensen [II, pdgs 100-101]. O

Definicién 1.6. Dados dos frames de H, {fi}72, v {9k}, se dice que son
frames duales si

F=> (fa)fe VfeM
k=1

o 1A o)
A {fi}72, sele conoce como frame de reconstruccién y a {gi} 3>, como frame
de descomposicién.

Dado un frame {fx}72,; existen varios frames duales. Para mds informa-
cién ver Christensen [I, pags 126-130]. El més tipico es el conocido como
frame dual candnico y denotado por {S™'f.}?,, se le denomina asi pues
hace un papel parecido a las bases duales en la teoria de bases.

Proposicién 1.7. {S7'fi}22, define un frame de H y es dual de {fr}32,.

Demostracién. En primer lugar, como S es autoadjunto también lo serd S—1.
Supongamos f € H, tenemos:

S UE ST le L f P < BISTUAR < BISTYPIA
k=1

Luego, {S™'fx}2, es una familia de Bessel y el operador frame estd bien
definido. Por definicién de este:

Mg

(f, ST f)S =5~ Z T ffe=8T188T = ST,

i

1
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esto muestra que el operador frame de {S™'f;}3°, es S™' y conmuta con S
e I, luego:

BFIP <Y WL ST )P < ATYIFII
k=1

En conclusién, {S™!f;}32, es un frame con cotas frame A~' y B~1.

Veamos ahora que {S™'f}22, v {fx}2, son duales:
f=85"f= Z U ffe= Z<f, ST i) fis
k=1

donde hemos utilizado que S~ es autoadjunto. [

La cuestion por la que se dice que un frame es una base generalizada es
que también tiene la propiedad de que cualquier elemento del espacio se puede
expresar como combinacién lineal (quizds infinita) de elementos del frame.
Es decir, para toda funcién f € H se tiene que existen ciertos {ci(f)}32, de

manera que
F=> "l
k=1

Al no ser una base en el sentido estricto de la palabra los coeficientes no
sera unicos. Veremos en el siguiente teorema que, efectivamente, se tiene esta
propiedad y veremos cudles son los coeficientes.

Teorema 1.8 (Descomposicion frame). Sea {fi}7>, un frame de H con ope-
rador frame S. Entonces,

=Y (87 fu) e, (1.4)

f= Z £ IS e (1.5)
Ademds ambas series convergen absolutamente para toda f € H.

Demostracion. Sea f € H. Notemos que al ser {f;}72, un frame también es
una familia de Bessel y que {(f, S7!fx)}2, € (3(N).



CAPITULO 1. NOCIONES PREMILIMARES 17

1. Probemos la primera igualdad. Se sabe que S~! es autoadjunto luego:

=88 =Y UST i fe =D (. ST i) i
k=1

k=1

2. La segunda, utilizando linealidad y continuidad del operador S—!

o0

=871 =S i fe =D U ) ST e
k=1

k=1
[

Los ntmeros (f, S7!f;) se denominan coeficientes frame. Se vislumbra
una dificultad en la teoria frame, y es la de calcular el operador S—!. Por
ello se requeriere trabajar con otro frames duales que ayuden a la hora de la
implementacion.

En la construccion de frames con determinadas propiedades es esencial co-
nocer el comportamiento del frame dual canénico. Sin embargo, en un frame
general no se tiene conocimiento de este. Por ejemplo, si un frame tiene es-
tructura wavelet nada asegura que el dual la tenga. Es aqui donde entran en
juego los frames ajustados, en estos casos el frame dual candnico conserva la
estructura del frame. Veremos el por qué en el siguiente corolario del teorema
de |Descomposicion framel

Corolario 1.9. Si {fx}?2, es un frame ajustado con cota A entonces el frame
dual candnico es {A7 i}, vy

Z [ e, VfEH.
k:
Demostracion. La definicién del operador frame S muestra que
(Sf.f) = Z| ()l = AP = (AS, ), VfeH.

Notemos que como operadores S = Al vy, por ende, S~' = A~!]. Por tltimo

aplicamos (|1.4)). O
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1.2. Framelets y framelets duales

Para introducir los framelets es necesario conocer al menos la nocién de
wavelet, para mas informacién sobre wavelets ver [2]. La teorfa framelet, al
igual que la wavelet, estd basada en dos operadores de L*(R), las traslaciones
y las dilataciones que, respectivamente, vienen dadas por las expresiones
siguientes:

T,: L*(R) — L*(R), (T.f)(x)=f(x —a), acR. (1.6)

Dy: I*(R) — L*(R), <Dbf><x>=ﬁf<§>, b0 (17)

Decimos que ¢ es un wavelet si las funciones

a 1 x—0b
{0"(@)}apen = (ThDap) (2) = ’(I|—1/2(10(T)7 ACR?

forman una base ortonormal de L?(R).

Nuestro propdsito es encontrar sistemas framelets. Estos surgen como
concepto paralelo, pues un framelet es una funcién ¢ de modo que {@ap }(ap)e;
definido como antes, forme un frame.

Con fin de ser viable computacionalmente lo mas normal es restringir
/A a subconjuntos al menos numerables de R. Es por ello que a lo largo del
texto trabajaremos con sistemas diadicos. Estos son una restriccion de los
operadores D y T" de manera que las dilataciones son potencias de 2 y las
traslaciones por enteros. Lo denotaremos como sigue:

(DI Typ)(x) = 212 p(2a — k).

En este caso especial tenemos una relacién que justifica el orden de los ope-
radores en las definiciones

T.D’ = DTy, DTy, =Ty-5D’, j,k € Z.
A lo largo de todo el texto utilizaremos la segunda notacion.

Dada la importancia del concepto daremos una definicion en términos mas
generales, pues no tiene por qué haber una tinica funcién generadora.
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Definicién 1.10. Sea {1, ..., ¢,} un conjunto finito de funciones de L*(R)
diremos que {®1,...,@,} es un framelet si existen constantes positivas A y
B de manera que

AIFIP <D [ DTepy)* < BIIfIP, Vf € LA(R).

(=1 k,jeZ

En el caso de haber un tnico conjunto de funciones también se puede deno-
minar framelet simple, aunque se utilizara tinicamente framelet.

Una propiedad que buscaremos a lo largo del texto es que el framelet
tenga momento de anulacién de orden m, para cierto m € N. Se presenta la
definicién a continuacion.

Definicién 1.11 (Momento de anulacién). Decimos que ¢ tiene momento
de anulacién de orden m si

/xkgo(x)dx:()parak:O,...,m—l.
R

Daremos una breve descripcion de la utilidad de esta propiedad, para
més informacién y detalle ver Mallat [6].

En el contexto de la compresién de datos, en la practica, no se pueden
almacenar infinitos coeficientes frame y es por ello que si ¢ tiene un gran
nimero de momentos nulos los coeficientes frame (f, D'Tjp) decrecen répi-
damente a medida que j — co. Para ello hay que imponer que la funcién ¢
sea de soporte compacto y que la funcién f sea suficientemente diferenciable
con derivadas acotadas.

Ademas, bajo condiciones similares, ademas de momentos de anulacion
de orden elevado, sobre la funcion ¢ se puede asegurar suficiente regularidad.

Como se comentd en la seccion anterior tenemos especial interés en co-
nocer frames duales, combinando las definiciones surge el siguiente concepto:

Definicién 1.12. Sean dos familias de funciones {¢1, ..., 0.} v {©1,- .-, ¢n}
de L*(R), decimos que son un par de framelets duales si los frames generados
por ellas, respectivamente, son frames duales, es decir, se tiene:

F=Y_ (£, D'Trp) D' Tre.

(=1 jkeZ
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En este caso a {(pg}ge{lwn} se le denomina framelet de descomposicién
v a {@r}eeqr,...ny se le denomina framelet de reconstruccién. Sin embargo, no
tienen un papel especial en si mismos pues uno puede hacer de otro. Veamos
el motivo, imaginemos que ¢ = 1, es decir, que tenemos ¢ y ¢ framelets
entonces

f=> [ DTio)D'Tig < f= > (f, D'Tig)D'Tip.

JkEL 4,kEZ

Esto se deduce de considerar T el operador pre-frame de {DTyp};rez vy U
el operador preframe de {D’T},$}; rez v hacer la equivalencia:

TU =] <— UT"=1.

1.2.1. Propiedades de los operadores

A mayores de la traslacion y la dilatacién se define otro operador que se
conoce como modulacién y viene dado por

E.: *(R) — L*(R), (E.f)(z)=¢e"f(z), ceR. (1.8)

A continuacién se expondran propiedades de los operadores definidos
arriba, y es gracias a ellas por lo que utilizamos los operadores para el desa-
rrollo tedrico. Estas propiedades se desarrollaran utilizando la transformada
de Fourier con parametro 27:

.H@zﬂo:émmﬁmm ceR.

Hasta que no se diga lo contrario se seguira utilizando la transformada
de Fourier de este modo. En el ultimo capitulo se pasara a trabajar con
parametro 7.

Nota. Lo enunciaremos en términos del operador traslacién pero es analogo
para la dilatacion y la modulacion.

Proposicién 1.13. Dado a € R y el operador traslacion T, se cumple:
1. T, es un operador unitario.

2. Para toda f € L*(R) la funcidn que envia y — T,f es continua.
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Demostracion. 1. Para probar que es unitario veamos que 77 = T, !. Para
toda f,g € L*(R):

<Taf) g> - /OO f(l’ — Cb)mdl’

Con el cambio de variable z := x — a (abusamos de la notacion):

~ [ S e = (7. 7-0g).

Ademas el operador T, tiene como inversa T_,, entonces podemos con-
cluir que T =T, 1.

2. Para probar la continuidad de y — T} f supongamos que f es una fun-
cion continua de soporte compacto, que sabemos que es un denso de
L?*(R). Por comodidad probemos la continuidad en gy = 0 y suponga-
mos que el soporte de f estd contenido en un intervalo [« 5].

11

Entonces, para y € (—3, 5) la funcién

Wz) =T, f(x) =Ty f(x) = flx —y) — f(z)

tiene soporte en el intervalo [—% +a,B+ %] Puesto que f es continua
en un compacto, en virtud del teorema de Heine, también es uniforme-
mente continua. Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

€

——, Vz eR,
b—a+1 *

[f(x—y) = f(2)] <

cuando |y| < §. Entonces, para ese §, se tiene que

B+3 1/2
HTyf—TyofH=</ 1 |f<:c—y)—f(:c)|2d:c> <e

Lo hemos probado para un denso de L?*(R) falta verlo para cualquier
f e L3(R).

Por ser C.(R) un denso existe g € C.(R) tal que |[f — g|| < 5 lo que
implica que ||T,f — Tpg|| < 5, ¥p € R. Como g € C.(R), por lo
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probado arriba, existe § > 0 tal que ||T,g — T,,9|| < §. Utilizando la
desigualdad triangular:

”Tyf - Tyof” < HTyf - TyQH + ||Tyg - TonH + ||Ty0g - Tyof” <€

Luego queda comprobada la continuidad.

]

Como bien se comenté arriba, la teoria framelet se basa en estos opera-
dores y sus composiciones, es por eso que nos resultard conveniente enunciar
algunas de sus relaciones:

Tach(I) — e27ric(zfa)f(x . CL) — 6727ricaEcTaf(x)’

| b
TbDaf<x) = \/mf(g - a) = DaTb/af(x)a
DuE.f(x) = ——c2ie/a (LY — B D, f(x).

Vlal al

La versatilidad de estos operadores también viene motivada por sus bue-
nas relaciones con la transformada de Fourier, pues en esta teoria habitual-
mente se pasa al ambito de las frecuencias. En el siguiente lema enunciaremos
relaciones de conmutatividad de los tres operadores con la transformada de
Fourier.

Lema 1.14 (Relaciones de conmutatividad con la transformada de Fourier).
Sea a € R, se tiene:

1. FT, = E_,F.
2. FE, =1T,F.
3. FD, = D1 F.

4. FDi = Di'F.
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Demostracidn. Sean f € L*(R) y § € R: Demostramos I:
FI.f(€) = / f(x —a)e ™28 dy = / F(a)e 2T+t gy
R R
= E—a / f(x)e—Qﬂ'iitfdx — E—aff(g)
R

Demostramos 2:

FEf€) = [

eQﬂia:ﬁf<x)6727rixfdx _ / f(m)ef%rix({fa)dx
R R

— F(§— a) = TFS(E).

Demostramos 3:

Fo.6) = [

E e—?ﬂix& _ a1/2/f(x)€—27rixa§dl,
R

1
Wik

= Fa'?f(a€) = DL Ff(€).

4 es un caso particular de 3. O]

1.3. Funciones refinables, ecuaciones de refi-
namiento y filtros

En este texto estamos particularmente interesados en obtener framelets
(frameletes duales) ajustados que se deriven de una funcién refinable (pares
de funciones refinables). Recordemos que estamos trabajando con sistemas
diadicos luego el factor de dilatacién es 2.

En la préctica trabajaremos con el espacio ya conocido ¢*(Z). Sabemos que
via el desarrollo en serie de Fourier existe una isometria entre L*(T) y (*(Z).
Es por ello que las siguientes definiciones se pueden dar en ambos dominios.
Nosotros optaremos por L?(T) y luego estableceremos la relacién correspon-
diente.

Definicién 1.15. Una funcién ¢ € L*(R) se dice que es refinable si

P(27) = Ho(7)P(7), (1.9)

donde Hy € L>(T). Hy se denomina mascara de refinamiento o simplemente
mascara.
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Por cuestién de simplicidad aunque normalmente las méscaras también se
conocen como filtros nosotros optaremos por reservar la palabra maéascara
para las funciones y filtro para las sucesiones formadas por sus respectivos
coeficientes del desarrollo en serie de Fourier.

Definicién 1.16 (Ecuaciones de refinamiento). Para el desarrollo teérico

supondremos conocidas las méscaras Hy, ..., H, € L>(T) y definimos fun-
ciones 9, € L*(R) de manera que:
Ve(2y) = Hi(v)@(y), £=1,....n. (1.10)

A las funciones 9, se las conoce como funciones de refinamiento.

Llamaremos banco de filtros a la familia {ay, . .., a,} donde a; son sucesiones
formadas por los coeficientes de H; via desarrollo en serie de Fourier.

Reformulando la ecuacién ([1.10) se tiene:

Ve(v) = Hi(v/2)8(v/2), £=1,...,n.

Escribimos en términos de la serie de Fourier de H, (denotando como ¢, a
los coeficientes) y el operador dilatacién :

Ui =V2Y B D76 = V2 criBi Do

kez rez
= \/52 Crp B2 D = \/52 Ce e DT_yp.
keZ kez

Donde se han utilizado las relaciones entre operadores. En conclusién, se
verifica:

bo(x) =2  crpp(2z + k). (1.11)

keZ

Esta formula sera la més importante en los ejemplos que expondremos en los
capitulos sucesivos pues relaciona todos los elementos del framelet con ¢, y
permite graficar las funciones de manera mas sencilla. En esos ejemplos se
supondra también que el filtro asociado a la mascara H, sera finito, con ello
gracias a la ecuacion la funcién refinable tendra soporte compacto.

Notacion. En el texto denotaremos ¢(&)|a(¢) si existe un polinomio trigo-
nométrico 27 periédico p(&) tal que
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Comunmente a serd una mascara asociada a la funcion refinable, o bien una
mascara asociada a una funcién de refinamiento.

La siguiente proposicion relaciona los momentos de anulacién de una
funcion de refinamiento y sus respectivas mascaras bajo ciertas condiciones
que detallamos:

Proposicién 1.17. Sea a un filtro de la ecuacion de refinamiento (1.9)) aso-
ciado a ¢ y b un filtro asociado a la funcion i de (L.10). Supondremos que

a tiene soporte finito y > ., ax(0) =1, §(0) =1 y que Y, ., be(0) = 0. En-
tonces 1 tiene momento de anulacién de orden r si y solo si (1—e~%)"|b(€).

Demostracion. En primer lugar notemos que, al tener b soporte finito, b ya
es un polinomio trigonométrico de periodo 27. Ademas, por la misma razon,
como a también tiene soporte finito la funcién refinable ¢ tiene soporte com-
pacto, por ello ¢ es C*. Se procede por induccién en 7.

Caso r = 1: Supongamos v tiene momento de orden 1, luego:
0= [ vt = 5(0) = 50)(0)
R

Como p(0) =1 se tiene que 5(0) = 0. Entonces
-0

donde la suma es finita, luego b visto como polinomio en la variable z,
> kez bra®, tiene una rafz cuando evaluamos en z = 1. Entonces es equiva-

lente a que b(€) = (1 — e~%)p(€&) donde p(€) es un polinomio trigonométrico.
Suponemos cierto para k =1,...,r — 1 veamoslo para k = r:
0= [ rutar — @90 = Be@Or|_ =0
R -
Utilizando la regla de derivacién de Leibniz se tiene

r

S ©)F e

k=0

= 0.
=0
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Donde utilizamos la hipdtesis de induccion y soélo sobrevive el ultimo su-
mando, pues b*(0) = 0 para todo & = 0,...,r — 1. Entonces, gracias a
que (0) = 1 se deduce que /Z;T)(O) = 0 y por tanto si vemos b como un
polinomio en la variable x se verifica que la derivada r-ésima y todas sus
derivadas anteriores se anulan en x = 1 luego b(z) = (1 — x)"p(z) y por ello

b(x) = (1 — e 4)7p(&).

Todos los razonamientos son reversibles luego queda probada la equiva-
lencia. O

La notacion anterior es fundamental en la siguiente propiedad de los
filtros: las reglas de suma, que detallaremos a continuacion.

Definicién 1.18 (Reglas de suma). Diremos que un filtro a satisface las
reglas de suma de orden n si y solo si

a(g) = (L+e74)"p(8),

donde p(§) es un polinomio trigonométrico 2 periédico. Con la notacién
introducida la definicién es equivalente a (1 + e~%)[a(¢).

Nuestro objetivo variara segun el capitulo. En el capitulo 2 sera dar
condiciones a las mascaras para que {W}ge{lwn} sea un framelet ajustado
de L*(R). En el capitulo 3 se trabajaran con dos bancos de filtros y asf obtener
pares de framelets duales. La cuestién serd dar condiciones a los bancos de
filtros.

En la practica se parte de la funcion refinable y luego se calcula la méasca-
ra de refinamiento asociada. La funcion refinable casi siempre es de soporte
compacto pues toda funcién refinable esta asociada a un analisis multirreso-
lucién (a continuacién aclaramos el concepto).

A modo informativo, si ¢ es de soporte compacto, esta construccion con-
serva la estructura de andlisis multirresolucién, esto es, en una familia de
. 2 <z
subespacios cerrados {V;};ez de L*(R) y una funcién ¢ € Vj tal que se cum-
plen las siguientes condiciones:

1. .ViCcVyCcWp...
2. U;V; = L*(R) y n;V; = {0}.
3. p €V & ¢(2z) € Vi
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4. pe Vo = Trp € Vo,Vk € Z.
5. {Trp}rez es una base ortonormal de Vj.

obviando la tltima propiedad, pues queremos un frame. Puesto que 3. implica
que V; = D’V es decir, son versiones escaladas de Vj, si queremos aproximar
una funcion ¢ € L*(R) con este método la opcién mas natural es empezar
en cierto Vj. Si en ese subespacio no hay elemento que aproxime de manera
adecuada a nuestra funciéon buscamos j mayor y simplemente reescalamos al
espacio que nos interese. Ademds, desde el punto de vista computacional es
mucho mas eficiente.






Capitulo 2

El Principio de Extension
Oblicua aplicado a un framelet

En este capitulo se presentarda y demostrara el Principio de Extension
Unitaria de [7] que describe cémo se pueden elegir mascaras de refinamiento
de funciones v1,...,1, para que generen un frame ajustado de L*(R). Y
posteriormente el Principio de Extension Oblicua que surge como generali-
zacion.

Para comenzar expondremos un contexto general en el que se trabajara,
luego enunciaremos y demostraremos detalladamente resultados previos al
Principio de Extension Unitaria y que nos ayudaran en la prueba de este.

Mas tarde seguira el enunciado y demostracién del Principio de Extension
Unitaria y un corolario que es el utilizado en la practica.

Después, presentaremos el Principio de Extension Oblicua junto con su
correspondiente demostracion y efectivamente veremos que el Principio de
Extension Unitaria es un caso particular. Estos Principios son muy impor-
tantes en la teoria framelet pues permiten caracterizar los framelets mediante
dos ecuaciones, que varian segun el teorema, relativa a las mascaras de refi-
namiento.

Por 1ltimo, mostraremos estos resultados con ejemplos practicos, todos
basados en B-splines. En primer lugar, vamos a ver dos ejemplos donde uti-
lizaremos el Principio de Extension Unitaria comprenderemos mejor su po-

29
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tencial y sus limitaciones, cuando se usan B-splines. Luego, pondremos otro
ejemplo relacionado con el Principio de Extensién Oblicua que, junto con un
teorema especifico para B-splines, resolvera las limitaciones del Principio de
Extension Unitaria.
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En este planteamiento seguiremos trabajando con la transformada de
Fourier:

flo) = [ raetan, ¢er
R
Partiremos de una funcién refinable ¢, con méascara asociada Hy, que cumpla
lim @(v) = 1.
v—0

Buscaremos condiciones en las méascaras Hy, ..., H, para que las funciones
Y1, ...,1%, dadas por las ecuaciones de refinamiento ([1.9) sean un framelet de
L?(R), es decir, que 11, ..., 1, genere un frame ajustado de L?(R).

Notacion. Resultard conveniente escribir una matriz (n+ 1) x 2 de funciones
definida por
Ho(y) Ti2Ho(7)
Hi(y) TijpHi(v)
H(y) = . . ;7 €R. (2.1)

Ho(7) TijoHo()

Pasemos a introducir lemas y proposiciones para llegar al Principio de
Extension Unitaria.

2.1. Resultados previos

Recordemos que la periodizacién de una funcién f viene dada por
> fly+nT), ~eR,
nez

donde T sera el periodo. En nuestro caso nos interesa trabajar con funciones
1-periddicas luego trabajaremos con

P =) f(y+n), veR

neZ

Proposicién 2.1. Si f € L'(R) entonces la periodizacion de f estd bien
definida y Pf € L'(T). Ademds,

/_ Tty = [C PR (2.2)

1
2
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Demostracion. Veamos que Pf estda bien definida, es decir, que la serie
Yonez | f(y+n)| <oopectyeR.

Sea f € L'(R) sabemos que:

/ 1)l < oo

o0

Dividimos la integral en (—oo, 5] y (5, 00):

1. Partimos el primer intervalo y hacemos un cambio de variable v :=
v+ n:

[

2. Siguiendo el mismo razonamiento, con el cambio v : =~y —n

/_é 2y = Z/ 2y

_2/1 —n|d7—2/1 (v + n)|dy.

n=—oo

2y = Z/ 2y = Z/é Py +m)ldy.

1
2

Uniendo ambas se llega a:

/ |d7—2/1 (v+n)|dy < oc.
- 3

n=—oo

En virtud del [Teorema de la convergencia dominadal >-> _ f(y 4+ n) con-
verge absolutamente para casi todo vy € Ry

Z/1 (v +n)ldy = /i2|f(7+n)|d7.

neEZ T2 nez

Como

PO If(v+n)l, vER,

neL
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se tiene que Pf € L'(T). Para demostrar la igualdad del enunciado se aplica
de nuevo el [Teorema de la convergencia dominadal y:

/f dv—Z/lf’wrndv / warndv ij(v)d%

n=—oo 2 Nn=—00

donde se ha utilizado que limy_, ., Zﬁl vl +n)=3"_f(y+n)yque
125 FOr+n)l < 201 (y +n)l € LY(T). 0

Proposicién 2.2. Sean g, € L*(R) y supongamos que P(9p) € L*(T).
Entonces

P(9®) = Z<9> PEx) Ex (2.3)
kEZ
y 1
[ 1P@e)Pdy = 3 1o, B (24)
2 keZ

Demostracién. Puesto que g, € L*(R), en virtud de la [Desigualdad de|

9% € LY(R). Gracias a la proposicién E la periodizacién de gp
dada por

=> g(y+n)3(y +n),

ne’

estd bien definida. Por un lado tenemos:

(9. PEy) = /_ N 9(NB()e™* dy.

o0

Por otro lado de (2.1)) se sigue

/ g( )(’/5_ Qﬂzkvd,y / Z ’7 + n '7 + n) —2mik(~y+n) )d’}/ _

- 72 neL

/ O gy +n)P(y +n))e > dy.
1

2 neZ
Uniendo ambas:

(9. PEy) /129 v+ 0Py +n))e M dy.

2 nez
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Como P(gp) € L*(T) se tiene que (g, pEy) es el k-ésimo coeficiente del
desarrollo en serie de Fourier de la funcién P(gp).

En conclusién, puesto que P(gp) € L*(T), el desarrollo estd bien definido

y se obtiene la primera igualdad (2.3)). La segunda (2.4]) es la [Identidad de
aplicada a nuestra funcién. O

Observacion 1. Como ya vimos en el capitulo 1 en[1.2|es suficiente probar la
condicién de frame en un subconjunto denso de L*(R), por ello trabajaremos
en el espacio denso dado por

D:={feL*R):feCR)}
Donde f es la transformada de Fourier y C,(R) es el espacio de las funciones
reales continuas con soporte compacto.
Lema 2.3. Supongamos que ¢ € L*(R) y f € D entonces P((DIf)P) €
L*(T).

Demostracion. Por un lado, la hipétesis ¢ € L*(R) implica que $ € L*(R)
(Ver apéndice [A.4)).

Por otro lado, f € D implica que f € C,(R) C L(R). Como D7 es un
operador de L?(R) en L?*(R) entonces también se tiene que D7 f € L*(R).

A —

Por la [Desigualdad de Holder] el producto (D7f)p € L'(R). En virtud de la
proposicién Iﬁl la periodizacién P((D? f)) estd bien definido y pertenece a
LY(T).

Sin embargo, para aplicar el lema anterior es necesario probar que P(( D’ f )55) €
L3(T). Sabemos que f tiene soporte compacto en consecuencia su versién di-
latada lo tendra.

Por tanto, 3 M > 0 tal que fuera de [-M, M| la funcién es nula. Siy € T la
periodizacion se transforma en una suma finita:

PUD NHP) =Y (D7) (y +m)B(y +n)
=1 > DNy +mel+n)| <D flle Y B0y +0)l.
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Démonos cuenta que tenemos un escalar por una combinacion lineal finita
de traslaciones de @, que pertenece a L*(R), luego por ser espacio vectorial

1D flloe D 180y +n)] € L*(T) = P((D’ /)§) € L*(T).

n=—M

O

Lema 2.4. Sean ¢ € L*(R) y f € D. Supongamos que lim,_,o p(y) = 1.
Entonces, para todo € > 0 existe J € Z tal que para todo j > J se tiene:

(L= elFII* <Y1 D Tugp) P < (1 +o)lIf 1%

kEZ

Demostracion. Fijemos j € Z y f € D arbitrarios. Veamos que para todo
e > 0 se tiene:

(L= lID P <D K DTp) P < (1+ )| DY f]1”

kEZ

Por el [Teorema de Plancherell se sigue que

Por las relaciones de conmutatividad descritas en el capitulo [1] seccién [1.2.1
coincide con:

<Djfa E—k@) :
Ahora bien, como P((D?f)3) € L*(T) (lema [2.3) se puede aplicar la propo-
sicién anterior ecuacion ([2.4) resultando que:

1

STUD L) = / P )B) () Py

kEZ -

[

1
2

N

2

S D)y +n)@(y +n)

neL

dy.

Sea € > 0. Como lim,_,o @(v) = 1, por definicién de limite

1
36 € (0, 5) tal que si |y] < & entonces (1 —¢) < |P(7)]* < (1 +e).
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Elegimos J € Z de manera que, para todo j > J, DJ f tenga soporte en
[0, §]. Entonces para esos valores de j se tiene:

/_é

La igualdad viene justificada porque el tinico valor de n para que la funcién
tenga soporte en el intervalo es n = 0.

2

SO D)+ m)B0 )| dy = / (D F)RO) P

neL

[V

Con todo ello hemos llegado a que:
SO UDI, B / (D7 ) ()P Py = 1D 31
kEeZ
Por la condicion de limite de arriba se tiene:
L =lIDfIP <D LD Tep)” < (1+ o) |ID ..
kcZ

Utilizando que D’ y la transformada de Fourier son operadores unitarios
concluimos:

IDfIP = (D7}, D' fy = (f, ) = (/. ) = IfII*.
Llegando a:

(L=olfI> <D W D'Tip) < (1+ o) fI

keZ

]

Lema 2.5. Sean v, € L*(R) con { = {1,...,n} y f € D. Entonces para todo
JEZLZ yl=A{1,...,n} se tiene que

{{f, D’ Tyth) }rez € C*(Z).

Demostracion. Queremos ver que y_, . [{f, D?Ti1)|> < oo para todo j € Z

y ¢ ={1,...,n}. Fijamos ¢, j y f de sus respectivos conjuntos y aplicamos
el lema [2.3] Entonces se tiene:

P((D’ f)ihy) € L*(T).
En virtud de la ecuacién ([2.4)) se concluye. O]
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Observacién 2. Por el lema [2.4] la serie de Fourier cuyos coeficientes son
{{f, DITy1)y) }rez estd bien definida. Luego tiene sentido considerar la familia

de funciones Fj, € L*(T) dada por la serie de Fourier, es decir,

Fjp = Z(f, D’Tw)E_, j€Z, (e€{l,...,n}.

kEZ

Fio=Y ([, D'Tip)E_y, jEL.

kEZ

Puesto que F}; estd definido en términos de 1), la cual estd definida en térmi-
nos de ¢ y Hy, lo razonable es buscar expresiones para Fj, en términos de
Fjoy Hy. Por conveniencia trabajaremos con Fj_q .

Lema 2.6. Sean p,¢1,...,1Y, funciones refinables y Hy, ..., H, sus respec-
tivas madscaras. Entonces para todo j € Z y ¢ =0,...,n se cumple:

Fivo(vy) = 272 (Hy(v/2) F0(7v/2)+Th o He(v/2) Ty 2 Fjo(7/2))  p.c.t fy(E R)
2.5

Demostracion. Utilizando las propiedades de D7, F y las relaciones de con-
mutatividad se tiene que:

(f, D' "Thabe) = (D77 f, D™ Tyaby) = (D7 f, Tox D™ ' 1by)
= (FD 7 f, FTo, D™ ") = (DI f, E_oy, Diy).

Gracias a que estamos trabajando con sistemas diddicos y que 1@(27) =
Hy(v)@() se verifica:

(Df, Efsz@ — (D’ f, E_9, 22 H, ).

Por la definicién de producto escalar en L?(R) la expresién anterior es

21/2 / (DY) BB Eak (7).

—00

Usando las propiedades de P, en particular la ecuacion ([2.2)):

_ 912 [* p((DI YH,BEw) (7)dn.

N|=
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Puesto que la funcion Fy es periddica se sigue que:

P((D? [)HipEa)(v) = Y _(D? fYHiGEw) (7 +n)

neL

= Z(Djf)(7 +n)HyB(7y + n) Eg(y +n)

ne”

neL

Aplicado a nuestra expresion:

2 [ PR ) )

P((D? ) Hi) () Ezi(y)dy +2'/7 /O P((D? f)HeP) () Ear(7)dy.

0
_ 21/2/

1
2

1

En la primera integral utilizando un cambio de variable dado por v := vy — 3:

1
2 1 1

[ PTG Bty = [ TP DR = 5By = )i

1
2

Y por definicién del operador Ti,5 y que T} /o Eo, = Eoy

Jun

- / TP ) ER) (1) o B ()

Jun

_ /0 : T1jsP((D? fYH2)(7) Eare () dr.

En resumen:
1
5

(f, DI\ Tap) :21/2/ (P((D? fYHB)(v) + Tay2P (D’ fYHB) (7)) Ear(v)dr.

0

Si consideramos el desarrollo en serie de Fourier de la funcién %—periodica
P((D f)Hip) + T1 o P((D’ f)HiP),

se deduce que (f, D?"'Tya),) es el —k-ésimo coeficiente con respecto a la base
ortonormal de {2'/2Ey;} ez de L*(0, 1).
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Por un lado, notemos que:
E—k('y) — €2m(_kh _ 627ri(—2k)7/2 — E—Zk:(')//z)-

Por otro lado, utilizando la definicion de Fj_;, (2.5)):

Fi16(7) = Z<f7 D’ i) B (7). (2.6)

keZ

Uniendo ambas:

Fi_14(v) = 27 1/2 Z<f, DjflTkWﬂl/QEka(’Y/z)

kEZ

= 2" '\2P((DV fYH,3) + T o P((D fYH,3)(v/2).

Como la funcién Hy es 1-periddica:
P(D’ fYH)(v) = HP((D’ f)3)(7).
Ahora bien, en la prueba del lema [2.4] se vio que (f, DiTyp) = (D7 f, E_43).
Fio =Y (D'f,E@)E_x(7)
keZ
P((D?f)2) (),

donde hemos aplicado la proposicion (las condiciones de la proposiciénn
se verifican gracias al lema . Entonces

Fjo =P((D'/)2)().
Uniendo todo lo que hemos conseguido:
Fy_1p=2"Y2(P((D’ fYH @) + Ty sP((D’ f HHP))(v/2)
= 27 2(HP((D 1)?) + Ta o HP (DY £)$)) (7/2)
= 271/2 (HeFjo + T1/2H£ Fjo)(7/2)
—= 27 V2(H,(y/2)Fj0(7/2) + Wﬂ/z Fjo(v/2))-

Como queriamos probar. ]
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En términos de la matriz H definida antes, el lema se puede enunciar de
la siguiente manera:

Corolario 2.7. Sean ¢,v1, ..., 10, funciones refinables y Hy, . .., H, sus res-
pectivas mdscaras. Se tiene:

Fj—l,Og’Y;
Fi_11(y F
_ o—1/2 50(7/2)
‘ =2 H(v/2) (T1/2Fj,0<’7/2)) '
Fj—l,n(’Y)
Demostracion.
Fi_10(7) (Ho(v/2)Fj0(v/2) + Tyj2Ho(v/2)T1/2Fj0(7/2))
Fi_11(7) N (Hi(v/2)Fj0(v/2) + Ty o Hy (7/2>T1/2Fj,0(’7/2))
Fy1a(%) (02 Fyol/2) + Tapa B3 D T2 Fra(1/2)

HOE’}/% T1/2HOE'7§
Hi(y) TippHi(y Fiof
e 7,0 7/2)
=9 (T1/2Fj,0(7/2))

H,(7y) T1/2Hn(7)

~1/27 7~ 7o) Fj’o( /2)
=272 H(~/2) (Tl/sz,Z(V/QQ '
n

Observacion 3. Si consideramos que H es unitaria, H(y)*H(y) = I, en-
tonces tenemos una isometria de C? en C**!'. Es decir para todo v € C? se
verifica que

[H ]l gnir = [[ollca -

Lema 2.8. Sean ©,v1, ..., 1, funciones refinables y Hy, ..., H, sus respecti-
vas mdscaras y supongamos que H(v)*H(y) = I p.c.t. v € T. Entonces para
todo 7 € Z y toda f € D se tiene:

SULDIT)P =3 S 1 D T

keZ (=0 keZ
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Demostracion. Partimos del lado derecho de la igualdad, por definicién,
Fiovg = Y eg{fs D7 by E_y, Tuego (f, DI"MTity) es el —k-ésimo coefi-
ciente del desarrollo en serie de Fourier de F;_;,. En virtud de la [dentidad|
[de Parsevall se tiene:

SOS WA D TP =Y / C|Ey ()P

1
{=0 k€eZ =0 2

Notemos que

| impa = |

1
2 (=0 2

P}—l,n (7) Cn+1
Por el corolario 2.7k

1

3 2 e [ Fro(v/2) |
F._ 24 :/ 2~ V2H (~/2 ( 70 d~.
/_%;| J 1,6(7)' Y _% (7/ ) T1/25370(7/2> o Y

Y por ser una isometria:

— 27! /_ % <T1i}f?}(;y(/3}2>>

1
2
1. La primera integral con el cambio de variable y := /2 es igual a:

2

%
= 2_1/ (1 Fs0(v/2) P+ T2 Fyo(v/2) ) dy.
. B

1
2

1
/ Fo(y) Py

=

2. La segunda integral con el cambio de variable v := /2 — 1/2 es igual

a:
=1

/ IFyo(y) Py

w1

Por la aditividad de la integral con respecto a los extremos de integracion y
como Fj  es 1-periddica es igual a

[ 0B0Pa = [ (5P

3 _1
1 2
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En conclusién

SN D T = / (Fso(n)Pdy = S 1(f, DITig)

(=0 keZ keZ

N:\»—t

Donde hemos aplicado la [Identidad de Parsevall en la segunda igualdad. [J

Proposicion 2.9. Sean ¢, 11, ..., funciones refinables y Hy, ..., H, sus
respectivas mascaras. Supongamos que H(y)*H(y) = I p.c.t. v € T, enton-
ces:

a) {Trptrez es una familia de Bessel.

b) Si f € L*(R) entonces

lim Z| 1. D’Ty0)* = 0.

j——o0
kEZ

Demostracion. Como consecuencia del lema anterior, si consideramos f € D,
para todo j € Z se tiene:

STHLDTT) P < I DT .

k€EZ keZ

Por el lema [2.4], dado € > 0 existe jo > 0 tal que

Y KLDPT) P < (1+ )| fIP.

kEZ

Aplicando recursivamente la primera desigualdad jy veces se llega a:

STUATON <> U DPTip)* < (L+o)|lf1I%

kEZ keZ

Ahora bien como el € es arbitrario se tiene que

Y UATe) P < IIFI1%

keZ

En virtud del lema del como la desigualdad se cumple en D se cumple
en L*(R). Por tanto hemos probado la primera afirmacién.
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Para probar la segunda comencemos observando que { D' Tj,¢} ez es tam-
bién una familia de Bessel para todo j € Z:

Sea j fijo, queremos ver que para todo f € L*(R) se cumple
> KL DT) > < IFII
keZ
Puesto que D’ es unitaria es equivalente a probar:
S UDT L Tp) < IIFI1
kez
Ahora bien, sabemos que {Tjp}rez es una familia de Bessel, luego:
> UDTf, Tup)? < |ID7 %,
keZ
y por ser D’ unitaria (conserva el producto escalar) se tiene:
S UDT L Tp) < IIFI1
keZ

Como queriamos.
Sea I C R un intervalo acotado, podemos escribir que
f=rfxr+f(1=xi)
Usando que |a + b]? < 2(]al? + |b|?) obtenemos
‘<f7 DJTkQOHQ = ’<fXI + f(l - XI)?Dka¢ |2
= {fxr, D'Tig) + (f(1 = x1), D'Tip) [* <
2(I(fxr, DT |* + [{f (1 = x1), D Tip) ).

Por tener series de términos positivos se tiene:

ST DT = S (v + £(1—x1), D Thep) 2

keZ k€EZ

D Hfxn DTeg) + (F(1 = x1), D Tip) P <

kEZ

23 [(fxn, DTep) > + 2D [(f(1 = x1), D' Tiep)
keZ kEZ

<2> [(fxn DPTep) P + 21| F(1 = x|
keZ
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La tltima desigualdad viene justificada porque {D’Typ}rez es una familia
de Bessel.

Cogiendo I suficientemente grande podemos hacer || f(1 — x;)||* arbitra-
riamente pequeno. Luego, nos basta con ver que

lim > [ fxn D Tip)* = 0.
J keZ
Por definicion:

S DT =2 S| [ fa)e@e el

keZ keZ

Por la |Desigualdad de Cauchy-Schwarz| y cambio de variable:

< 2|| 7|1 Z/w @z k) fdr = 2| fIP Z/ ()| d.

keZ kez Y 21—k

Veamos que en efecto tiende a 0 cuando j — —oo:

Consideramos g;(z) = 27|¢(x)|x27_x la cual estd acotada por una funcién
integrable |¢(x)|, ademés:

/le kzﬂWux:/%(@d%

lim g; = 0 (La funcion caracteristica se reduce al 0).
Jj——00

Concluimos aplicando el [Teorema de la convergencia dominadal O

2.2. Principio de Extension Unitaria

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar el Principio de Extension
Unitaria, pilar fundamental de este capitulo. Gracias a todos estos lemas
previos la prueba serd mas sencilla.

Teorema 2.10 (Principio de Extensién Unitaria). Sean ¢, 11, ..., ¢, fun-
ciones refinables y Hy, ..., H, sus respectivas mdscaras y supongamos que
H(y)*H(y) = I p.c.t. v € T. Entonces {{¢}eecqr,..ny consituye un framelet
ajustado de L?(R) con cota igual a 1, y

77777

F=> 33 (£, DTib) D’ Tithy, Vf € L*(R). (2.7)

t=1 j€Z kel
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Demostracion. Sea una funcion f € D.

Partimos de Y, |(f, DITy¢)|*. En virtud del lema , para cualquier
J € Z se tiene

STUE DT = DS 1(F, D Thape)

keZ =0 keZ

=Y WD TP+ 0> [ DV ) P
kel (=1 kez

S DT+ S S DT+ Y S 1 D T
kez (=1 keZ (=1 keZ

Iterando el proceso, se tiene que para todo m < j:

n j—1
STHED T =D (LD "Tep) P+ D) > [f, DT P
keZ keZ (=0 p=m k€EZ

Sea € > 0 fijo pero arbitrario y por el lema exise jo > 0 tal que para todo
J>Jo
(L=alfI> <D KD Tep)P < 1+ fI1%

keZ

Uniendo ambas se sigue que para todo 7 > joy m < j

n j—1

L=OlAP <D ULD" TP+ Y > W DT> < (L + o)l fIP.

keZ (=0 p=m keZ
(2.8)

Por un lado por la proposicién .b)

/ m 2

keZ
lo que implica que

n j—1

S DT+ S S S DT =3 S I D)

keZ =0 p=m k€EZ (=0 p=—o00 k€Z
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Por otro lado haciendo 7 — oo

—Zn: Z > W DP T Z Z > If, DTty

/=0 p=—o0 kEZ {=0 p=—00 kEZ

Como (2.8) se cumple para todo j > jo y m < j y las series convergen
sabemos:

(1= @llf]* < Z Z > WD) < 1+l fI*
(=0 p=—oc0 k€EZ

Se concluye, dada la generalidad de €, que para toda f € D

ZZZ| DT P = |l FI1%.

(=0 jEZ keZ

Como D es un m Denso| de L?(R) la igualdad se cumple para toda f € L*(R).

-----

Considerando S es operador frame se tiene
=881 =YY (S, D'Tiaoe) D' Tihy.
(=0 jEZ kel
Haciendo la adjunta y puesto que S~! es autoadjunto:

- Z Z Z(f, ST D Tiabe) D’ Tyt

(=0 jEZ kEZ

-----

-----

Ahora bien, tenemos un frame ajustado con cota 1 luego podemos utilizar

(Sf.f) = ZZZMDJTM P =117 = {5,

=0 jEZ keZ

lo que implica que S = I = S~! = I y por tanto

F=Y Y D'Ti) DTy,  Vf € L*(R).

(=1 jeZ keZ
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También es comtun que el [Principio de Extension Unitarialse enuncie di-
rectamente como el siguiente corolario. Este da condiciones a las mascaras
de refinamiento para que unicamente con dos ecuaciones las respectivas fun-
ciones refinables formen un framelet ajustado de L?(R). Notar que construir
framelets no es a priori algo facil, de aqui la importancia de este resultado.

Corolario 2.11. Sean @, ¥y, ...,%, funciones refinables y Hy, ..., H, sus
respectivas mascaras y supongamos que p.c.t. v € T:

{ Z?:o [Hi(y)]? =1,
> im0 Hi()Th o Hy(7y) = 0.

(2.9)

-----

Demostracion. Nos basta con ver que

{ oo [ Hl()]? =1,
Yoveo He(V)Ti2He(y) =0

< H(y)'H(y)=1.

Se tiene que:

. S o He(v) He(v) Yoreo He(V)T1j2Ho(y)
HO)H ) = (ze TRl ) zfzﬁTque_<v>T1/2He<v>)

_ ( Zz 0‘H€< )|2 Z?:()WTINHE(’Y))‘
Ze oTl/QHE( ) ( ) ZZ:0T1/2T1/2|H€(7)|2

Utilizando que Hy es de periodo 1:

_ > o [He()? St He() T2 He(y) _ (10
B <Z?:0;IE(7)T1/2H5<7) KZ@=0|H€( )7 ) <O 1> =

Z?:o ‘HEW)P =1,
= { > vmo He(7)T1j2He(7y) = 0.
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2.3. Principio de Extension Oblicua

El siguiente resultado generaliza el teorema anterior pues notemos que si
0 = 1 en el enunciado obtenemos el [Principio de Extension Unitarial

Teorema 2.12 (Principio de Extensién Oblicua). Sean ¢, )y, ..., ¥, funcio-
nes refinables y Hy, ..., H, sus respectivas mdscaras. Supongamos que existe
una funcion @ € L>(T) estrictamente positiva y tal que p.c.ty € T:

lim O(~) =

¥—0

I

Sl

I
wi= O

Ho(1 oy +)8(29) + 1Ly He(i) Hi(y +v) :{ ) st v
(2.10)

.....

al.

Demostracién. Definimos ¢ € L*(R) por

©=0(7)P(7).

Definimos las funciones 1-periédicas .7{7), ..., H, por:
Hy(v) =/ ——=H, Ho(vy) = ——Ho(y), Ce€{l,...,n}.
La idea es intentar aplicar el |Principio de Extension Unitaria| a Q, EIVO, ceey f[vn

y obtener un frame ajustado {Dkaw}j,keme{l ny- Y, posteriormente, de-

,,,,,

mostrar que @ =1y, VL €{l,...,n}. Veamos que se cumplen las hip6tesis
del |Principio de Extension Unitariaf

Por un lado,

\/6 (,/5 \/ 2")/ HO

= ) 0B = oty ))A(v)-
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Por otro lado,
lim () = lim (\/ 9(7)90(7)) =

Si =0 por hipoétesis se tiene que p.c.t v € T:

S = G+ 3 O =
=0

0(v)

Por tanto, Hy,...,H, € L*(T). Ademés, como 6(2(y + 2) = 0(27) se
sigueque p.c.t v € T:

0(2v)

1 1
ZHz )Hi(y + 2) - HO(V)H0(7+§)
0(7)0(~ + 3)
1 & I
+ — > Hi()He(v+5)
0(1)0(y + 3) =1
=0.
Ahora bien, si definimos ZZ)\I, i ,% €omo:

b)) = T(3(), Le{l,. .. n}

estamos en condiciones de aplicar el |Pr1n01p10 de Extension Unitaria, luego

.....

1.

Para concluir, veamos que QZ@ =y, Ve{l,...,n}

Du(27) = — O Hily 37) = 9n(2y).

\/ ('y)

Lo que muestra que ng = 1)y. O

Para concluir esta seccién comentemos algunas ventajas del
[Extension Oblicual frente al|Principio de Extension Unitarial Las ilustraremos
en la siguiente seccién mediante varios ejemplos. El primero de ellos, ademas
de generar frames ajustados con menor nimero de generadores, permite con-
seguir momentos de anulacién mas altos de las funciones de refinamiento.
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2.4. Ejemplos

Vamos a proporcionar tres ejemplos de construccién de frames de L%(R)
e ilustraremos por qué el |Principio de Extension Oblicualresulta mas ttil. El
primero y el segundo son una revisién de varios ejemplos de [I] mientras que
para el tercero hemos seguido [3].

Los ejemplos se basaran en B-splines, ver apéndice para mas informacion
sobre ellos.

Ejemplo 2.13. Partimos de la funcién refinable ¢ := N el B-spline de
orden 2 (ver figura (A.1))). Queremos construir un framelet de L*(R) con dos
elementos. Veamos que estamos en las condiciones de aplicar el
E ATROTIET

Ya conocemos N, (ver ecuacién (A.2))), luego

1— e 2mim\? e — e 2 _sin (7y) )\
o~ _ _ —miy _ —miry .
) ( 2miry ) <e ( 2miry >> (e ( ™ )>

Luego lim,_,o §(y) = 1. Por otro lado, queremos que se cumpla la ecuacion
de refinamiento ((1.9)

P(27) = Ho(v)2(7),
para cierto Hy de L*(T). Despejando se obtiene:

1_6727”'27 2 .
o(27) ( 2mi2y ) 1— et \?
Ho(v) = = )

PO) (g ) BT
2miry
(1 _ 6727”;7)(1 + 672m'7) 2 (1 + 6727ri'y) 2 o
- (o) = (T =t

Como queremos tnicamente dos generadores del frame definimos H; y Hs de
la siguiente manera:

1
—=C
V2
L (ST ey

V2

Hi(7) = iv/2e™ 2™ sin (1) cos (17) = I sin (277)

2 T4
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(1 _ e—27r7j’y)2

Hy(y) = (i)°e ™ sin® (17) = ~——

Utilizando que cos (m(y — 1/2)) = sin (1), la matriz H(y) viene dada por:

HO T1/2H0 6_27”‘7 C082 (7.[.,}/) _6—27ri'y sin2 (77-'7)
H(/Y) = H1 T1/2H1 = \/Ti(l _2€V—472rzy) \/T§<1 —26._427")/)
Hy Th/9H, % w

Veamos que se verifica las condiciones (2.9)), trabajaremos con las formas
trigonométricas de las exponenciales. La primera se traduce en:

cos® (1) + 2sin? (1) cos® (1) + sin? (1) = (sin? (77) + cos? (77))? = 1.
Mientras que la segunda:

Ho(y)T' 2o Ho(y) = —e2™7 cog? (7rfy)e_2”” sin? (my) = — cos? (77) sin® (77),

Hy(y)Th o Hi(y) = —iv/2e¥™ sin () cos (m7y)iv/2e 2™ sin (1) cos (77)
= 2cos® () sin® (),

Hy ()T 2 Ha(7y) = —€*™7 sin® (my)e” > cos® (my) = — cos” () sin® (7).

Sumando las tres resulta 0. Luego se verifica lo deseado.

Buscamos funciones 11, 1 de manera que se cumplan las ecuaciones de
refinamiento (|1.11))

V() = 22 ceop(2x + k), (=1,2.
keZ

Recordemos que Hq(y) = TZ

~—~

1 — e~*™). Identificando términos se tiene que

¥2 si k=0,
Ck71 == —\/Ti si k= —2,
0 en otro caso.

Luego, 1 (x) = 1 (p(22) — p(22 — 2)) = L(No(2) — No(22 — 2)).
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Razonando del mismo modo:

1— —2miy)2 1 ) )
Hz(’Y) _ ( 64 ) _ Z(l _ 26—27rw + 6_47T”).

Identificamos los términos correspondientes:

1 . _
1 S1 l{? = 0,
o) 4 si k=1,
k2 — 1 .
1 si k= -2,
0 en otro caso.

Luego, ¥a(x) = L(No(22) — 2N5(2z — 1) + No(22 — 2)).

Por el corolario podemos asegurar que {11,1,} es un framelet ajus-
tado de L?(R). En las figuras se muestran estas funciones.

Para concluir veamos lo que ocurre con los momentos de anulacion, apli-
caremos la proposicién [I.17] Notemos que el pardmetro en las transformadas
de Fourier de este capitulo y el utilizado para las transformadas en la pro-
posicion son distintos, ya que ahora aparecera 2m. El resultado sigue siendo
cierto. Verifiquemos las hipotesis:

El filtro asociado a Hj tiene soporte finito pues basta observar que es un poli-

nomio trigonométrico y Hy(0) = 1. Tenemos que lim,_,y @(y) = 1. Sin embar-

go, ¢ = Nj tiene soporte compacto entonces p es C* y por ello lim,_,o §(y) =
(176727”‘0)2

$(0) = 1. Por tltimo, H;(0) = ¥2(1 — e~7) = 0 y H,(0) = L= "0 =,

Entonces, como Hi(y) = \/Tﬁ(l — e (1 + e72™) se tiene que (1 —
e ?™7)|H,(v) y aplicando la proposicién comentada mas arriba ¢; tiene mo-

mento de anulacion de orden 1.

Para H,, como (1 —e2™)2| Hy() entonces 1 tiene momento de anula-
cién de orden 2.
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0.6

0.4

_04..

_D_ﬁ_

044

|

L]
-
™

_0_4_

_Uﬁ—

_Ug..

(b) ¥a(x)

Figura 2.1: Elementos del framelet del ejemplo 2.13, construidos segun el
[Principio de Extension Unitarial y N, como funcién refinable.
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Ejemplo 2.14. Haremos, sin detalle, lo mismo con el B-spline cibico Ny
(ver figura (A.2)). Al final del ejemplo comentaremos varias observaciones.

Los célculos seran omitidos ya que son analogos a los del ejemplo anterior.
Para que se satisfaga la ecuacion de refinamiento y utilizando H,
debe ser e~ cos? (7). En este caso consideramos a mayores Hz y Hy, luego
la matriz H es:

=417 ot (17) e~ sin* (77)
2e 4™ sin (1) cos? (1) 2”17 cos (my) sin® ()
H(y) = | =V6e ™7 sin® (my) cos® (17)  —v/6e "™ sin® (my) cos” ()
—2e~44 sin® (1) cos (17) —2e™ ™ cos® (my) sin ()
=477 sint (1) e~ 1™ cost (1)

Se puede comprobar de manera analoga al ejemplo anterior que se verifican
las condiciones del corolario[2.11} Del mismo modo que antes desarrollaremos

cada H, en su serie de Fourier para obtener 1,...,1, via ecuaciones de
refinamiento ((1.11)). Escribimos directamente los coeficientes del desarrollo:
( 1 : .
3 si k=0,
1 : _
1 S1 k= —17
21 .
Ck,1 = a1 Sl k=— , -
-1 . o
Ky S1 k —4,
[ 0 en otro caso.
(V6 -
16 S1 k= O,
Y6 si k= -2,
Ck2 = % . 1 4 .
16 s1 - %
[ 0 en otro caso.
( % si k=0,
21 .
1 S1 k= —1,
Ck,3 = % si k= —3, .
—1 . .
Iy S1 k —4,
(. 0 en otro caso.
¢ 1 : .
15 s k=0,
7 S1 k —1,
: si k=-2,
Cry4 = =1 : .
1 S1 k’ == —37
1 . o
G si k=—4,
0  en otro caso.
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Mediante las ecuaciones de refinamiento ((1.11)) obtenemos las funciones de
refinamiento siguientes:

() = 7(p(22) + 2p(2 — 1) — 2p(22 — 3) — p(2x —4),

() = g(s@(%) +20(22 = 2) + (22 — 4)),
Ua(a) = 3(p(22) = 26(20 — 1) + 2p(20 = 3) — (20 — ),

Yae) = 5(p(22) — Ap(2r — 1) + 6p(22 — 2) — dp(22 — 3) + p(2z — 1))

Podemos asegurar, en virtud del corolario que {11,109, 13,14} es un
framelet ajustado de L?(IR). Las graficas de estas funciones estan en la figuras

22

Con respecto a los momentos de anulacién de las funciones de refinamien-
to, razonando al igual que en el ejemplo anterior y utilizando la proposicion

[1.1I7] se llega a que:

(1 6727”‘7)1”—_]1 (), 11 momento de orden 1,
(1 — e 2")2| Hy(ry), 1 momento de orden 2,
(1 e—27ri'y)3| H;(v), = 13 momento de orden 3,
(1 6—27”7)4|H4(’y). 14 momento de orden 4.

Utilizando el |Principio de Extension Unitarial el nimero de generadores
del frame crece con el orden del B-spline ([I], Teorema 11.1.3). Notemos que
las funciones de refinamiento (los generadores) son combinaciones lineales
de la funcién refinable entonces aquellas heredan la regularidad de esta. Por
tanto si queremos aumentar la regularidad de los elementos del framelet
necesitamos aumentar el nimero de generadores.

Esto en la practica es ineficiente pues como ilustran estos ejemplos la
complejidad en los calculos crece a medida que aumenta el nimero de gene-
radores. En el primer ejemplo tenemos que v, 15 heredan las propiedades de
N, luego son de clase C° mientras que en el segundo 1, 1y, 13, 14 heredan
las propiedades de N, luego son de clase C3.
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(c) ¥3(x) (d) Ya(x)

Figura 2.2: Elementos del framelet del ejemplo 2.14, construidos segun el
[Principio de Extension Unitarialy Ny como funcién refinable.
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En la practica lo que normalmente se busca es que haya el menor ntime-
ro de generadores posibles. Enunciaremos dos resultados, un corolario del
[Principio de Extension Oblicualy un teorema, que resuelven la cuestién com-
binados con el [Principio de Extension Oblicual

El teorema, especifico para B-splines, nos da una expresion de 6 para
aplicar posteriormente el corolario.

El corolario nos da condiciones sobre 6 y Hy, ..., H, para que via |[Principio
lde Extension Oblicua) consigamos un frame con 2 generadores.

Para enunciar el corolario y no hacerlo muy extenso introduciremos aqui
la notacién y condiciones que nos hagan falta. La demostracién aparece en
Christensen, [I] como ejercicio.

Consideremos 6 € L>(T) estrictamente positiva y tal que lim,_,o60(y) = 1.
Dada H, funcién 1-periddica:

1) = 80) = 006) (1H)P + |y + )7

y p,o funciones 1-periddicas:

Corolario 2.15. Sea ¢ una funcion refinable y Hy una mdscara de ¢. Sean
0,7, p,o definidas arriba de manera que n sea positiva. Sean

; 1
Hi(y) = €™ p20)Ho(y +35) v Ha(v) = Ho(v)o(27).
Entonces las funciones {1¢}7_, dadas por las ecuaciones de refinamiento ge-
neran un frame ajustado {D?Titbe}jkezo—12 de L*(R).

Si elegimos las funciones p, 0 de manera que sean polinomios trigonométri-
cos entonces los generadores del frame seran combinaciones lineales finitas
de traslaciones y dilataciones de ¢, que es lo interesante en la realidad.

El teorema a enunciar se basa en el Principio de Extensién Oblicua y es
una herramienta poderosisima para lo que queremos ilustrar en este ejemplo.
La prueba se encuentra en Daubechies, Bin Han, Ron y Shen, [3].



o8 2.4. EJEMPLOS

Teorema 2.16. Sea By, el B-spline de orden 2m con mdscara Ho(y) =
cos (7w)2m. Entonces para cada entero positivo con M < 2m existe un poli-
nomio trigonométrico

M-1

0(7) =1+ ¢;sin(my)” (2.11)

j=1
que cumple:

» Los generadores del frame via Fxtension Oblicua tienen exactamente
momento de anulacion de orden M.

= La funcion n es positiva.
» Los coeficientes c; son positivos, lo que implica 8 es positivo.
Los coeficientes c; se determinan pidiendo que:
oo . 4m M—1
25— . ,
(14‘2%%) =1+ chy3+0(|y|M) y — 00. (2.12)
j=1

e
~ (2))1(2) + 1

Pasaremos a mostrar una construcciéon de un framelet con estos resulta-

dos.

Ejemplo 2.17. Siguiendo con el ejemplo de ¢ = N4. Recordemos que de la
ecuacién de refinamiento ([1.9)) era

(1 + 6727ri7)4

Hoy(v) = 16

El teorema anterior para el caso m = 2 y M = 4 nos proporciona

2452 1657 44 311
O(~) = 222 9 22 o (4my) —
() = a5~ gap @8 (2 + 5 c0s (4m) = o

cos (677).

Entonces, aplicando el corolario [2.15] se tiene:

Hi(v) = (1 — e ?™)*[0,004648178373
+0,037185426987¢ 2™ + 0,231579575890¢*™*
+0,077492027449¢ ™ + 0,009686503431¢ "],
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Hy(7) = (1 — e *™)*[0,00815406597
+0,065232527739¢ 2™ + 0,221444746610e 4™
+0,401674890361e 5 4 0,257134715206¢ 5™

10,078828706252¢ 1™ 4 0,009853588281e 1™,

Utilizando las ecuaciones de refinamiento ([1.11)) se obtienen 1)y, ¥s:

—%2(%) = (0,004648178373N,(2x) + 0,01859271350N, (22 — 1

( )
+0,110726938 1N, (22 — 2) — 0,6443064278 Ny (22 — 3)
+0,9451023194 N, (22 — 4) — 0,4629267256 Ny (2 — 5)
—0,0202695133N,(22 — 6) 4 0,03874601373N4(2x — 7)
+0,009686503431 N, (22 — 8)),

1/’22(“””) = 0,00815406597Ny(2) + 0,03261626386 Ny (27 — 1)

(
+0,00943903142 N, (22 — 2) — 0,1253251935N4 (2 — 3)
—0,2736724120N, (22 — 4) + 0,6397927283N, (22 — 5)
—0,1479077614N, (22 — 6) — 0,1933060862N,(2z — 7)
+0,0009414199N, (22 — 8) + 0,0009414199N, (22 — 9)

+0,009853588281 Ny (22 — 10).

Entonces aseguramos que {11, %, } es un framelet ajustado de L*(R) con la
regularidad deseada, C3. Las graficas de este ejemplo estén en la figura .

En cuanto a los momentos de anulacién de las funciones de refinamiento
se tiene lo siguiente. De manera analoga al primer ejemplo de la seccién
se verifican las hipétesis del resultado. Ademds, como (1 — e 2™)4|H,(v) y
(1 — e72™)4| Hy(v) entonces tanto 11 y ¥, tienen momentos de anulacién de
orden 4.

Como conclusién, el [Principio de Extension Oblicual permite reducir el
numero de generadores asi como aumentar los momentos de anulacién de las
funciones de refinamiento.




60 2.4. EJEMPLOS
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Figura 2.3: Elementos del framelet del ejemplo 2.17, construidos segun el
[Principio de Extension Oblicualy Ny como funcion refinable.




Capitulo 3

Principio de Extension Oblicua
aplicado a framelets duales

En este capitulo, introduciremos conceptos desde una perspectiva mas
reciente, siguiendo la linea de investigacién propuesta por Bin Han la cual
utiliza la transformada framelet discreta [5].

Historicamente, se utilizan funciones refinables para desarrollar el Princi-
pio de Extensién Oblicua, como hemos visto a lo largo del texto. Este nuevo
enfoque aunque permite mantener la propiedad de analisis multirresolucién
puede prescindir de ello. Sin embargo en la practica es comun trabajar con
funciones refinables pues facilita el trabajo en la construccion de los framelets.

En esta seccidén, se presenta la transformada framelet discreta, funda-
mentada en dos operadores: subdivisiéon y transicion. Se aborda también el
estudio de las condiciones bajo las cuales la transformada framelet discreta
satisface la propiedad de reconstruccién perfecta, y cémo a partir de esta se
puede formular y demostrar el Principio de Extensién Oblicua.

Ademas, se exploran conceptos como el banco de filtros de framelets
duales y el PEO-banco de filtros de framelets duales. Se muestra que esta
formulacién generaliza los planteamientos discutidos en el capitulo 2.

Por 1ltimo, se presenta un algoritmo para la construccion de framelets
duales a partir de un PEO-banco de filtros de framelets duales, acompanado
de dos ejemplos ilustrativos.

61
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3.1. Terminologia

En esta seccion pasaremos a trabajar con la transformada de Fourier
siguiente:

(FHE) = Fle) = /R f(z)e iz, € R

comentando que haciendo una modulacion de 27 en el dominio de las frecun-
cias podemos relacionar ambos enfoques. Al cambiar esta definicién pasare-

mos de trabajar con mascaras de refinamiento 1-periddicas a 2w-periddicas,

del mismo modo las traslaciones de pardmetro 1 que aparecian frecuente-

mente seran ahora de parametro . ’
Por otro lado, utilizaremos la siguiente notacion:
1. 4 como la sucesién de elementos tal que
6(0)=1 y 6(k)=0,Yk#0.

Ademsds, & cumple que 5 (&) = 1 pues el tinico sumando que sobrevive
en el desarrollo de Fourier es £ =0 .

2. Dado u € (y(Z) se define u*(k) = u(—k) para todo k en su soporte.

3. Dotamos al espacio (£5(Z))"*(™+1) del siguiente producto interno:

n

((wo, ... wn), (WMo, .., W)} = > (we, We)ez)-

=0
Y la norma se define:
n
(wo, -, wa) 17,z == Y lwellazy.
£=0

La transformada framelet discreta puede ser descrita en términos de dos
operadores, el de subdivisién y el de transicién. Los definiremos formalmente
a continuacion:

Definicién 3.1 (Operador de subdivisién). Sea un filtro u € ¢3(Z) y una
sucesion v € ((Z), se define para todo j € Z el operador de subdivisién
Sy U(Z) — L(Z) por:

[Su](j) =2 v(k)ulj — 2k). (3.1)
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Observacién 4. También podemos dar la definicion en términos del desa-
rrollo en serie de Fourier resultando:

O =D Sw(i)e ™ =>"2>"v(k)u(j — 2k)e

JE€L JEZ kel
=2 St - e =23 olh) T
kEZ JEZ keZ JEZ

= 20(28)u().
Nota. El cambio de las sumas se puede hacer como consecuencia de la con-
vergencia de las series, garantizada porque u € {y(Z).

Definicién 3.2 (Operador de transicién). Sea un filtro u € ¢3(Z) y una
sucesion v € ((Z), se define para todo j € Z el operador de transicién

To: U(Z) — €(Z) por:
§) =2 v(k)uk - 2j). (3.2)
keZ

Observacién 5. Del mismo modo de antes se puede dar la definicién en
términos de los desarrollos de Fourier:

= 3 Tl = Y23 u(kyulk — 2)e

JEL JEL k€L
=23 o) a2 =2 Y ) Y e e
kEZ JEZ kez €27,
=23 u(k) Y u(fe e a<§>a<§> 3§+ s + )
kEZ JE2Z
Notacion. Denotaremos {y, ..., u,} a un banco de filtros para la descom-
posicién. Y {uo,...,u,} a un banco de filtros para la reconstrucciéon

Una transformada framelet discreta de un nivel consiste en dos partes, un
framelet discreto de un nivel para la descomposicion y otro framelet discreto
de un nivel para la reconstruccion. Veamos lo que son:

Definicién 3.3. Dada v € ¢(Z) un framelet discreto de un nivel para la
descomposicién a través del banco de filtros {uy, ..., u,} es:
V2

wy = 77‘@1}, (=0,...,n. (3.3)
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A los wy se les conoce como coeficientes framelets de la senal v.

Definicién 3.4. Sea {uq, . .., u,} un banco de filtros para la descomposicion.
Llamamos operador de andlisis (o de descomposicién) framelet discreto a

través de {T, .. ., 1, } al operador W : £(Z) —s £(Z)*™D) definido por:

W) = — (Tayv, .-, Ta,v), v € LZ). (3.4)

n

Definicién 3.5. Sea {ug,...,u,} un banco de filtros para la reconstruc-
cién. Llamamos operador de reconstruccién (o de sintesis) framelet discreto
a través de {ug, ..., u,} al operador V : £(Z)*("+1) — ((Z) definido por:

2 n
V(wo, ..., wy) == \/T_ZSWU)@, Wo, -« ., Wy € U(Z). (3.5)
=0

Proposicién 3.6. Sea u € (y(Z) un filtro de soporte finito de Z. Entonces
Sy Uo(Z) — U5(Z) es el operador adjunto de T, : o(Z) — lo(Z).

Demostracion. Queremos ver que para todo v, w € ¢5(7Z) se tiene que
(Sulv), w) = (v, Tu(w)).

Por las propiedades de la serie de Fourier sabemos que:

Iy

Suto)w) = 5 [ ST~ - [ seoaeTE

Haciendo la separacion sigueinte:

/_7r u(§u(§/2)w(E/2)d + /w u(u(/2)w(/2)dg

21 -

t/”aomwm@@mma
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Y la traslacion € 4 27 en la primera y ultima integral. Ademads, utilizando la
periodicidad de v se tiene:

- [ Oe/TED + /2 + w2+ m)ie
1 Q . —————
=5 [ HOTI ) = (v, Tw)).
En conclusion, 7 = S,. O

Corolario 3.7. En el espacio ({2(Z))*>* "V el operador adjunto de V es W.

Demostracion. Basta tomar utilizar la definicién del producto escalar en el
espacio (£5(Z))>*™+1) que hemos dado al comienzo del capitulo y aplicar la
proposicion anterior a cada sumando. O

Este corolario resultara 1til en la siguiente seccién.

3.2. Reconstruccion perfecta de la transfor-
mada framelet discreta
Definicién 3.8. Decimos que la transformada framelet discreta asociada a

un banco de filtros ({ug, ..., u,}, {uo, ..., u,}) tiene la propiedad de recons-
truccion perfecta si

— 1<
YWo = o ;SWTW —v, YvelZ). (3.6)

Ejemplo 3.9. Veamos que expresion adquiere esta propiedad aplicada a &.
Fijemos una componente ¢ del banco de filtros. Aplicamos 7z,, resultando
que para todo j € Z:

[72,0](5) = 2ue(=27).
Aplicamos S,,:
[Su ) (Ta0)(j) = 4 wu(—2k)uelj — 2k) = 4 W (2k)ue(2k + j).

keZ keZ
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En conclusién, (3.6]) se traduce en :

n

DO w2k + 2k) = %5(3'), Vj e Z.

(=0 keZ

Observacion 6. Utilizando la versién transformada de las definiciones de
Ta, v Su, tenemos que para v € {5(Z) (3.6 es equivalente a

—

ST (©) = Tral(26)(€)

= B(E) () Te(€) + T(E + 7)TLe(€ + ) T(£)-

Por lo tanto la reconstruccién perfecta (3.6) se da si y solo si (tomando
conjugados):

0(8) =0(6) Y ur©)we(€) + 0(€ +m) > (€ +mae(e).  (3.7)

Notemos que para v € £(Z) no se cumpliria con estas condiciones, pues habria
que asegurar convergencia de series y reordenaciones.

Bin Han basa el [Principio de Extension Oblicual en la reconstruccion
perfecta. Daremos unas caracterizaciones de esta propiedad que resultaran
especialmente ttiles en la prueba de dicho principio.

Teorema 3.10 (Reconstruccion perfecta). Sean ug, . . ., Up, Ug, - - ., Uy € Lo(Z).
Son equivalentes:

1. Elbanco de filtros ({ug, ..., un}, {uo, ..., u,}) tiene la propiedad de per-
fecta reconstruccion.

2. Para todo v € ly(Z) se tiene VWb = .

3. VWu = v se cumple para v =20 y 6(- — 1), es decir,

n

>N Uy + 2k)ue(j +n + 2k) = %5(3'), vn e {0,1},j € Z. (3.8)

(=0 keZ
4. Para todo £ € R se cumple:

{ S () = 1, (3.9)

> i we(&)ue(€ + ) = 0.
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Demostracion. Puesto que las sucesiones § y 6(- — 1) € (y(Z) C U(Z) se
deduce I = 2 = 5.

Para probar 3 = / se considera (3.7 y evaluamos en:
v =24.

v =48(- — 1). (en este caso tenemos §(- — 1)(§) = e %) :

n

L= " (&)ue(€) — Y (€ + m)ae(€).

=0

Ahora bien, sumando ambas y restando se obtiene, respectivamente:

1=>"w(©w©€) v 0= (& +m)ul).

Probemos ahora 4 = 2. Sea v € (y(Z) por hipétesis se cumple (3.7)).
Aplicando la observacién 6, se tiene la propiedad de perfecta reconstruccion
y por ello 2.

Solamente resta demostrar 2 = 1. Sea v € {(Z). Por hipétesis todos
los filtros tienen soporte finito luego existe N > 0 tal que todos los filtros

U, - -+, Up, Ug, - - -, Uy, tienen el soporte contenido en [—N, N|. Sea j € Z fijo
pero arbitrario. Definimos v; € £y(Z):
(k) si keZn[j—2N,j+2N],
vy (k) = 0 en otro caso.

Como todos los filtros tienen el soporte en [—N, N], para todo k € Z N

(=5, 2N tenemos:
j+2N
—ZZ PYg(r — 2k) = 2 Z v(r)ue(r — 2k)
r€L r=j—2N

j+2N

=2 > v(r)u(r — 2k) = [Tg,v;](k).

r=j—2N
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Ahora bien, aplicando S, a [Tz,v] para todo ¢ =0, ..., n:

SlTenli) = > [Tal®yueli - 24)

Por tanto, aplicando 2:

EN STl = 5 S8 TrJu) = vy() = o(i).
=0

Definicién 3.11. La condicién 4 del teorema anterior se puede reescribir
como:

W) . () @WE) . wm(©) Y _ (10
(a“fo(gﬂ) 5;(5+7r)> (UAO(§+7T) @(Hw)) _(0 1)'
(3.10)

Un banco de filtros que satisface la propiedad de reconstruccion perfec-
ta en términos de las matrices anteriores se denomina banco de filtros de
framelets duales.

Teorema 3.12. Sea uy,...,u, € ly(Z) filtros. Consideremos W : ly(Z) —
(€o(Z)) >+ Son, equivalentes:

1. W es una isometria, es decir,

VUl @pyixon =0l Vo € bL(Z).

2. Wu, Ww) = (v,w) para todo v,w € l5(Z).
3. WW =1, esto es, WWuv = v para todo v € l5(Z).

4. El banco de filtros {uq, ..., u,} satisface la propiedad de reconstruccion
perfecta:

(%@(f)w) . a;@?w) <%Z(T§(§n> - a;@?m)i ((1) ?)
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Demostracion. Como 1 es un caso particular de 2 se tiene 2 = 1.

Probamos 1 = 2. Tomando en I la adjunta, para todo v € (5(Z), se
verifica:

Wo, Wu) = W Wu,v) = (v,v). (3.11)

Sean v,w € l5(Z), utilizando las identidades de polarizacién (ver apéndice

se sigue:
Wu, Ww) = (W Wo, w)
= VW )0 4 w) — W —w), 0 w)
+HIWW(v +iw), v + iw) — i(WW(v — iw), v — iw)].

Utilizando (3.11]) se tiene:

:Z[<U+w70+w>—<U—w,v—w>+i<v+iw,v+iw)—i(v—iw,v—iw}]

= (v, w).

Probemos 2 = 3, para ello sea v € (5(Z), de 2 se tiene que para todo
w € 62 (Z)

WWo,w) = (v, w),
lo que implica que W*Wuv = v.

8 = 2. Supongamos v, w € (*(Z) y planteamos (Wv, Wuw) ahora hacemos
la adjunta W*Wu, w). Aplicamos la hipétesis resultando (v, w).

Debido a que W* = §, 3 es equivalente a la propiedad de reconstruccion
perfecta, entonces aplicando el teorema anterior se deduce la equivalencia 3
— 4. O

Nota. En 1, por la definicién de norma en (£5(Z))**™+1) se tiene:

1 n
ol = Vol = 3 2o Tactlyy (312)
=0
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3.3. El Principio de Extension Oblicua

Teorema 3.13 (Principio de Extensién Oblicua). Sean O, a, le, o ,En, a,by...,b, €
Uy(Z). Son equivalentes:

1. El banco de filtros ({a; l;vl, .. ,gn}, {a;b1,...,b,})e tiene la propiedad
de reconstruccion perfecta generalizada:

* 1 * 1 .
6" x v = 35,0 *7761))—#5;&,[7;}1}:1}, Yo e l(Z). (3.13)

2. Para todo v € ly(Z) se tiene (3.13)).

3. (3.13) se cumple para v =24 y §(- —1).
4. Para todo & € R se tiene:

(3.14)

Demostracion. Todas las equivalencias tienen el mismo argumento que en la
demostracion del teorema de |[Reconstruccion perfectal

Aun asi veremos como es la féormula de en el dominio de las fre-
cuencias, utilizaremos las expresiones de T y S definidas en las observaciones
My Bl Para no hacerlo muy extenso iremos término a término y luego suma-
remos:

~

1. ©%(£) = 6(€) pues:

O (&) =Y O (ke ™ =3 B(-k)je ™

k€EZ keZ

=S Bt = 3 Okt = B(¢).

keZ keZ

—

2. Por las propiedades de la convolucién 6+ x v(€) = O(£)3(€).
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4. Al igual que en el teorema de recontruccion perfecta:

% ; S Tiv = A(_é); be(E)De(€) + DE + ) ; bo(E + T)he(€).
Uniendo todo:
O u(€) = B(€) (émg)E(s)a(s) +>° 52(5)@(5)) +
(=1

B +7) (é@g)i(f Frya(e) + 3 bile + m@@) .

=1
[

Definicién 3.14 ((PEO)-banco de filtros de framelets duales). Un banco

de filtros ({a; le, o ,En}, {a;b1,...,b,})e que satisface las condiciones para
todo £ € R:
{ BE)ENAE) + X1 b (€)= B0, (315)
O(2§)a(§)a( +m) + D5 be(§)be(§ + m) = 0.

se denomina un (PEO)-banco de filtros de framelets duales.

Como caso particular del teorema de [Principio de Extension Oblicual
surge el siguiente resultado. Antes introduciremos notacién que nos facilitard
el asunto:

Notacion. Denotaremos:

-~ ~

O =0 % 0*, esto es, O(¢) := |0(¢)|?,
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Teorema 3.15. Sea 0,a,by,...,b, € ly(Z) sucesiones. Entonces

10" % Tavl|7,z) + Z 1 Te,0l1 7,2 = 2067 * 0|7,

=1
si y solo si el banco de filtros {a;by,...,by}e cumple
O e B (RO . RO ) _
(bl(g +7) o ba(€F 7r)> (bl(f +7) . ba(E+ 7r)> Map(8)-

(3.17)

Demostracion. Notemos que ©* = © (pues la convolucién conmuta) y que

1 [™ ~ - .
[0 vl = 5= [ BRI Pde = (0" < v.0).
Puesto que S, es la adjunta 7,, y vicerversa, se tiene

(0% Tv,0 x Tu) = ||6 7;UH?2(Z) = (0" x Tov, Tov)
= (S, (0" * T,v),v).

Y la demostracion sigue como la prueba del Teorema [Principio de Extension|

Oblicual O

Por un lado notar que estos resultados son un caso particular del
lde Extension Oblicua) presentado mas arriba (considerando tnicamente una
familia). Entonces tiene sentido que {a;by,...,b,}e sea un|[(PEO)-banco de]
ffiltros de framelets duales|ajustados si cumple la propiedad (3.18)), como caso
particular de la definicion (3.14]

Y por otro lado notar que este resultado coincide con el [Principio de Exten-|
en el planteamiento de Ron y Shen. Hemos conseguido llegar
directamente al resultado mas importante de la secciéon anterior de una mane-
ra mas rapida y general. En este caso no ha hecho falta considerar funciones
refinables. La igualdad matricial es equivalente a . La importan-
cia de este resultado es que permite caracterizar framelets duales imponiendo
dos ecuaciones a los filtros.
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3.4. Construccion de framelets duales

Pasaremos a ilustrar un algoritmo para construir pares de framelets dua-
les. Antes de nada comentar que estos razonamientos se pueden enunciar de
manera mas general con factor de dilatacién d, ver Daubechies y Bin Han [3].
Nosotros nos limitaremosa los sistemas diadicos, d = 2, con los que hemos
trabajado a lo largo del texto. Puesto que estamos interesados en la cons-
truccion y no en el detalle de las demostraciones citamos el mismo texto para
encontrarlas.

Continuaremos con la notacion del [Principio de Extension Oblicual Par-
tiremos de ¢ y @ dos funciones refinables con filtros a y @, respectivamente.
Seguimos suponiendo que todos los filtros tienen soporte finito. A mayores

pedimos que
a0)=> ar=1, a0) =) a=1

keZ keZ

y que © sea un polinomio trigonométrico de periodo 27. Notemos que si los
filtros tienen soporte finito entonces la respectiva funcién refinable tendra
soporte compacto gracias a la ecuacién de refinamiento ((1.9). Ademds, su-

pondremos que $(0) = @(0) = 1 (realmente no hace falta suponerlo con las
condiciones sobre los filtros y las ecuaciones de refinamiento se cumple).

Si construimos filtros de manera que:

1. ({@by,..., b}, {a;by,...,bp})e sea un [(PEO)-banco de filtros de fra-|
melets duales|

2. 6(0) = 1.
3. b(0)=0,0=1,...,n.
4. 0,(0)=0,0=1,...,n.

Definiendo para todo £ =1,...,n:

{ 1@(9&) =22 ez brop(2x — k),

Yo(w) =2 1 cp biep(22 — k), (3.18)

se tendria {¢1,..., ¥, } y {%, . ,@;} un par de framelets duales (ver Bin
Han [5], teorema 4.1.9). La demostracién del teorema citado emplea las técni-
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cas conocidas hasta ahora. Notemos que son la ecuacién (1.11]) aplicada a
cada funcion refinable.

Por cuestion de simplicidad centraremos la atencion en el caso n = 2.
Partiremos de ¢ y ¢ dos funciones refinables con méascaras a y a, respecti-
vamente. Hemos supuesto que a y @ son de soporte finito, por ello ¢ v ¢
tendran soporte compacto. Ademads supondremos que a y a tienen reglas de
suma de orden m y n, respectivamente.

Como hemos comentado en la pagina anterior, para_conseguir un par
de framelets duales necesitamos construir ©,by,be,b; v by de modo que se
verifiquen las condiciones 1,2,3 y 4.

Las ecuaciones (3.14)) del [Principio de Extension Oblicual se reescriben
en notacién matricial como:

B B© \(u©) _ (6 -6eyaEa)
bi(§+7) ba§+7) ) \by(€) —6(20)a(€ + m)a(s)
Por otro lado, como bien hemos comentado a lo largo del texto, tenemos

especial interés en que los framelets tengan momento de anulacién de orden
alto. Recordemos la proposicion [1.17]

En virtud de esa proposicion, si damos expresiones sencillas surgen de
manera natural las condiciones sobre los filtros by, bs:

B (€) = (1= )9 6),
{ by (&) = (1 — e~ )me~g(&). (3.19)

Donde ¢(&) es cierto polinomio trigonométrico que sea divisor de by y by,
supondremos que es un monomio. En consecuencia, las matrices anteriores
pasan a ser:

_ ((1 —egﬁ)"g(f) " _e—i<f+7(r)>)"g(§+7r)) G e—ez-@if-w)) (%8)

2/ — TSGR ) . (3.20)
—0(28)a(€ + m)a(g)

|
A/
O)
o
|
)
e
o
Q)
o
N
™
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Para construir b, y by definimos

0(&)-6(26)a(8)a(€)
FOY [ —a=crgee
f2(&) —O(26)a(E+ma(e) ’

—(1—ei &) mgle+m)2eit

y despejamos de las ecuaciones anteriores

b iEm
by (€) —¢€ 1 f2(€)
La cuestién que nos queda para llegar a lo comentado arriba es elegir 6.

Recordemos que © es un polinomio trigonométrico 27 periédico y ©(0) = 1.
Lo escogeremos de manera que f; y fs sean polinomios trigonomométricos

27 periddicos y by (0) = by(0) = 0.

Por ello presentamos en el siguiente teorema, un algoritmo para construir ©,
y por ende, by v by. Lo que necesitamos se cumple si imponemos que:

D)

(0) =1y (1—e$H[BE)AE) — B(26)B(€)], (3.22)

donde A y B seran especificados después del teorema. En consecuencia, para
cualquier entero k positivo existe un filtro de soporte finito de modo que su
transformado es un polinomio trigonométrico 2m-periddico y tal que
se verifique.

Teorema 3.16 (Construccién de O). Supongamos que A y B son dos suce-
siones finitas sobre 7. tal que A( )= l§ 0) # 0. - se verifica si y solo si
para todo £ =0,...,n—1
d* ~
0| =) ek =), (3.23)
ds =0 ez

donde \g =1 y A\ (¢ € N) vienen determinadas por la formula recursiva:

/-1

AZ:( —121 ZJ'

]=0

ZA,J# J —QJZB,J# J

keZ keZ
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Demostracion. La caracterizacion que acabamos de dar viene justificada por
la regla de derivacién de Leibniz y utilizando que A(0) = B(0):
¢

0@~ =)

EPOA© -600RO| =3 5 B i)
o RN A=)
_JZON—_) ié —=6(2 5)]'5:0 W[B(g)]‘gzo’

recordemos que al otro lado de la igualdad tenemos el factor (1 —ei)"
multiplicado por un polinomio trigonométrico de periodo 27, que no nos
interesa, derivando hasta ¢ < n y evaluando en 0 siempre se va a anular.
Luego, simplificando, para £ = 1,...,n — 1 tenemos:

2 - 1)0) 75806)

e D iz ] [ty )
prs 31 g 4)! déi _ | dEE) 0 dg=3) £=0 )
Se sigue, directamente, que (3.22)) es equivalente a (3.23)). n

En nuestro caso, lo aplicaremos a

de manera que:

(1= €)™ m[B(&) - B(26)a(€)a(é)].

Comprobemos que f; y f2 son polinomios trigonomométricos 27 periodi-
cos y que by (0) = by(0) = 0.

~

_ 69 ~ 6(2¢)a)a(e)
RO = e
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—O(28)a(€ + ma(s)
—(1 — eletm)ng(€ + m)2ei
Por hip6tesis a y a tienen reglas de suma de orden m y n, respectivamente.

Para fi, como (1 — ¢®)"tm|[B(¢) — O(2¢)a(€)a(¢)] no hay problema en el

denominador. Ademas, el haber supuesto g un monomio permite concluir de

f2(§) =

manera inmediata.

Ademas, se verifica que (1 —e*)™[a(é +7), luego f, también es un polinomio
trigonométrico de periodo 27.

Que by (0) = by(0) = 0 se deduce inmediatamente de (3.21) ya que f,(0) =
f2(0) = 0.

En resumen, para conseguir un par de framelets duales con dos funciones
refinables (de soporte compacto) dadas se procede en el siguiente orden:

1. Construir by y by segiin (13.19)).
2. Construir © mediante (13.23)).

3. Construir by y by a través del sistema (3.21)).
4. Acudir a las ecuaciones de refinamiento (3.18]).
Pasaremos ahora a exponer algunos ejemplos, de nuevo, basados en B-splines.

Ejemplo 3.17. Partimos de funciones de refinamiento ¢ = ¢ = N,. Estas

tienen como méscaras de refinamiento a(¢) = a(¢) = 274(1 + e7)4, que se
deducen de (|1.9) y de la féormula relativa a los B-splines (A.2). Se satisface:

(L+e)"a(e).
(L+e7)*a(¢).
Luego, ambas mascaras tienen reglas de suma de orden 4(n = m = 4).

Pasemos a utilizar el algoritmo:

= by y by los construfamos segun (3.19)), para simplificar lo més posible
elegiremos g(¢) = 1. Luego:

bi(€) = (1 —e7)%,
bo(€) = 7€ (1 — 7)1,
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= Lo siguiente sera conseguir @ con lo deseado. Identificando coeficientes:

Buscamos que:

6(0) = 1y (1—e)*[[6(¢) - O(26)alé)a(e)].

Utilizando ((3.23)) se tiene que:

) _ 1 —3i¢ 3i¢ —2i¢ 2i¢
O(&) = 15120( 311(e " + %) +'3168('e + e*)
—14913(e ™% + €') 4 39232).

= Unicamente faltarfa hallar by (€) y by(€). Del sistema (3.21)) se obtienen:

= (1 — e_i§)4 —6i Y . R
bi(€) = ———2-(311(e %% 0i€) 1- 2488 (e 5t
1(5? 370720 ( (e‘ +e‘ )+ (e | +e | )
+16736(e" + 7€) + 81640(e¥ 4 e73¢) 4 250049 (% 4 e7)

+494944(e™ + e~ + 654400).

= (1 — e_i£)4 4 s . ey
b =~ 7 (311 U3 61§ 24 3i€ 5i&

5(&) 153540 (3 (e‘ +e | ) +2488(e | +e | )
+10205(e** 4 %) 4-29392(e™ + e7*%)

+61868(1 + e %¢) + 86704e ™).

Por tanto, ya hemos encontrado los filtros asociados a ”(Zg, ¢ =1,2. Utilizamos
las ecuaciones de refinamiento (3.18]):

i (x) = p(2x) — 4p(22 — 1) + 692z — 2) — 4p(2z — 3) + (22 — 4),

o(z) = (2 + 1) — 4p(2z) + 6022 — 1) — 4p(2x — 2) + (22 — 3),



CAPITULO 3. PRINCIPIO DE EXTENSION OBLICUA APLICADO A
FRAMELETS DUALES 79

—~ 67453p(2x)  311p(22 —9)  311p(2z — 10
Bz =2 |- p(2r) | 3w —9)  311p(2z — 10)

1935360 967680 3870720
233473p(2z —2)  17887Tp(20 —3)  67453p(2x — 4)
1935360 967680 1935360
311p(2z+6) 1783¢(2x —6)  311p(2z +5)
3870720 483840 967680
_19967¢(20 —5) | 865p(20 +4) | 4T3p(20 +3)
967680 387072 64512
1783p(2z + 2) N 473022 —7) N 865¢(2x — 8)
483840 64512 387072
19967p(20 +1) 17887 (22 — 1)
967680 967680 7

-~ A11p(2) | 2119p(22 + 2 2 —
o) = 2 |- LLe(z) | 219p(2r +2)  568Tp(2z - 5)

483840 483840 120960
Bllp(2r+3)  411lp(20 —6)  31lp(2r +4)
120960 483840 483840
| 21103p(20 —2) | 2627p(2r—3)  21103p(2z — 4)
483840 15120 483840
_ 5687p(2z — 1) N 47022 —7) N 2119¢(2z — 8)
120960 10080 483840
3lp(20 —9) | 3llp(20 —10) | 4Tp(20 +1)
120960 483840 10080

En conclusién, {¢1, s}, {;Z)vl, ;/J\;} son un par de framelets duales. Ambos fra-
melets tienen momentos de orden 4 por construccion. Pues

Y donde se aplica la proposicion|1.17] Pasaremos a ilustrarlos a continuacion:
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(a) () (b) a ()
(c) () (d) ¥2(a)

Figura 3.1: Elementos del par de framelets duales del ejemplo 3.17, construi-
dos segtin el [Principio de Extension Oblicualy Ny como funciones refinables.
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Ejemplo 3.18. Veamos ahora otro ejemplo del algoritmo con funciones re-
finables distintas. Ahora consideraremos p = Ny y ¢ = Ny .

En este caso, gracias a la ecuacion de refinamiento ([1.9)) y a la férmula relativa
a los B-splines (A.2)), ¢ y @ tienen méscaras de refinamiento a(¢) = 274(1 +

e=6)4 vy G(€) = 272(1 + e~i€)2, respectivamente. Ademds satisfacen las reglas
de suma de orden 4 y 2 (n = 2, m = 4). Aplicamos el algoritmo de nuevo:

= Segun ((3.19) construimos los filtros by y by. Para simplificar elegiremos
9(&) = —1.

bi(€) = —(1— )2,
bo(€) = =€ (1 — )2,

= Calculamos O segun el algoritmo expuesto en (3.23)):

~ 1 . . . .
o) = %(13(625 4 e73) — 112(1 + e7%%) 4 438¢ 7).

= Por tltimo hallamos b; y by. Del sistema (3.21)) se obtiene:

(1—e %) _4ie | 4t —3ie | 3¢
W(l?)(e +e ) +78(€ + e )

+356(e 2 + e2€) 4 1226(e 7 + %) + 2334),

bi(€) =

= (1 — )4

ba(§) = 7630 (39(e%¢ + e ¥€) 4 234(e + &%)

+613(e7%% 4 1) + 948¢7%).

Ahora expresamos las mascaras de refinamiento

P1(z) = 2 (—p(27) + 2027 — 1) — (22 — 2)),

Pa() = 2 (20(22) — (22 + 1) — (22 — 1)),
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Ta) o | TE20) 615020 +2) | 109(2r 5

15360 7680 7680
&@@m—@_FB$Q$—ﬂ_%B@Qx—&
7680 7680 15360
B@@x+$_%B&@x+4)+4%@@x—%
7680 15360 1280
355(2r —3) 73352z —4)  35p(2x — 1)
256 15360 256
109¢(2x)
7680 |

%(I) _ 9 _894,5(295) L 13p(2z +2)  @(2x —5)

7680 2560 30
8952z — 6)  133(2x —7)  135(2z — )
T 7680 T 1280 2560
_}ggamx-—2)+;ﬂ3¢@x-3)_]ggaex-a
3840 1920 3840
_@@x—n_%B6@x+U
30 1280

En conclusién {¢1, 15}, {E, fwvg} son un par de framelets duales. Estos tienen
momentos de anulacién de orden 2 y 4 respectivamente, pues se aplica la
proposicién [1.17) a lo siguiente:

{ (1= e )2h(e), £=1.2,

(1 — e ®)Aby(8), £=1,2.

Pasaremos a ilustrarlos a continuacion:
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034

0.159

0.104

0.14
0054

—0.14
—0.054

(c) ¥1 () (d) a(x)

Figura 3.2: Elementos del par de framelets duales del ejemplo 3.18, cons-
truidos segun el [Principio de Extension Oblicual y Ny y Ny como funciones
refinables.







Apéndice A
Apéndice

En este apéndice vamos a recordar algunos conceptos y resultados que se
manejan a lo largo del texto principal.

A.1. Algunos resultados sobre analisis real

En esta seccién los conjuntos E y F' serdan conjuntos reales medibles y
asumiremos que todas las funciones involucradas seran Lebesgue medibles.

Teorema A.1l (Teorema de la convergencia dominada). Sea g € L'(R) y
{fntnen una sucesion de funciones tal que |f,(x)] < g(x) y lim, o frn(z)
existe para casi todo x € E. Entonces

/ lim f,(z)de = lim [ f.(z)dx
En*)OO n—oo E

Teorema A.2 (Teorema de Fubini-Tonelli). Sea f : Ex F — C una funcion
medible Lebesgque y m(x,y) una medida producto.

Fubini Si f € LY(E x F) entonces

[ swaintea) = [ ([ sear)as= [ ([ reac)ay

Tonelli Si f es no negativa se tiene la igualdad anterior.

85
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Teorema A.3 (Desigualdad de Hélder). Sean 1 < p < g < oo tal que sean
exponentes conjugados entonces para todo f € LP(E) y g € LI(E):

1follze < N fllemllgllee)
La siguiente desigualdad es véalida para cualquier espacio con producto
interno.

Teorema A.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si £ es un espacio con
producto interno, x,y € H se tiene que:

(2, y)] < (@, 2) 2 (y, y)"/?

Teorema A.5. Para todo f € LP(R) con1 <p<ooyge L'(R), (f*g)(x)
estd bien definido para casi todo v € R, fxg € LP(R) y ||f * g|lrr) <

£l ey 19l 21 () -

A.2. Operadores en un espacio de Hilbert

Sean H; v Hs espacios de Hilbert no nulos y consideremos un operador
U:
U : 7‘[1 — 7‘[2

Recordemos que se define le operador adjunto como:

U*:Hy — Hy, tal que (z,Uy)y, = (U'x,y)p,, Yz € Hi,y€ Hs

Consideremos ahora H := H; = H,.

Decimos que un operador U es unitario si se cumple UU* = U*U = I. En el
caso de que U sea unitario se tiene

(Ux,Uy) = (x,y), Vr,y € H
Si U* = U decimos que el operador autoadjunto y en tal caso

[U|l = sup [{Uz,z)]

[lz]|=1
Decimos que un operador es positivo si:

(Uzr,xy >0, YreH
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En el caso de que tengamos U un operador positivo y acotado entonces
siempre es autoadjunto.

Si U es un operador acotado se tiene la identidad de polarizacién:

(Ua,y) = LU+ )2+ y) — (U = ).z~ )
+i(U(z +iy), x + 1y) — i(U(x — 1y), z — iy)], Va,y € H

A.3. Series de Fourier

En este texto segin el capitulo se trabaja en el intervalo [—m, 7] o [, 2],

llamaremos a ambos T y en este apéndice utilizaremos el primer intervalo.
Para f € L'(T) se definde su serie de Fourier como Y, , f(k)e*, « € T

~

donde f(k) se define:
N 1 —ikt
= — ¢ Z
F) = 5o [ searn ke

A.4. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una funcién f € L*(R) viene definida por:

Gﬂ@zﬂﬁ:éﬂwﬂm%afeR

Proposicién A.6 (Propiedades). Sean ¢, € R, A € R—{0} y f,g € L*(R).
Se tienen:

4 FON©) = NFE)

Teorema A.7 (Férmula de Inversion). Si f y f pertenecen a L'(R) entonces

f@Zf%ﬂwzéﬂWWWﬁ (A1)
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Teorema A.8 (Identidad de Parseval). Si f € L'(R) N L?(R) entonces
f e L*(R)NCy(R). Ademds,

11220 = / (@) Pz = / )P = | FIage

Teorema A.9 (Teorema de Plancherel). La transformada de Fourier F :
L*(R) — L*(R) estd bien definida y Ff = f para todo f € L'(R) N L*(R).

Ademas,

122wy = 1 fll 2wy v (£, 9) = (f.9), Vf.geLX(R)
De manera similar se puede definir para F L.

Corolario A.10. La transformada de Fourier
F:L*(R) — L*(R)
es una biyeccion con inversa F L.

Es comtun encontrar la transformada de Fourier definida por:

/ f(z)e ™ dx
R

Los teoremas son idénticos salvo un factor 27 que multiplica.

A.5. B-Splines

Los B-splines se definen de manera recursiva partiendo de
Ni(z) = xp0,1()
y de manera general el B-spline de orden n + 1 se define como
Npy1 = N, x Ny.
Por ejemplo, el B-spline de orden 2. N, viene dado por:

x si z € [0,
No(z)=4¢ 2—x si x €[l
0 en otro caso



APENDICE A. APENDICE

Figura A.1: B-spline lineal Ny(x)
Otro que utilizaremos serd N, que tiene la forma:

( 13

i si
—Z + 227 — 2w 4 2 si
Ny(z) = % — 422 4+ 102 — 2—32 si
—%+2x2—8x—|—33—2 si
\ 0 en otro caso

Figura A.2: B-spline cibico Ny(x)
Una propiedad que utilizaremos a lo largo del texto es:

wo- (5)

27y
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Mascara de refinamiento,

Operador de reconstruccion, [64]
Operador de subdivision,
Operador de sintesis,
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Operador de transicion,
Operador frame,
Operador pre-frame,

Par de framelets duales,

PEO-banco de filtros de framelets dua-
les,

Periodizacion,

Principio de Extensién Oblicua, [48]
[7Ql

Principio de Extensién Unitaria, [44]

Reconstruccién perfecta,
Reglas de suma,

Wavelet,
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