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Resumen

Si pensamos en geometria proyectiva, en base a los conocimientos adquiridos en
el grado, nos resulta casi imposible imaginarlo sin contar con un espacio vecto-
rial o una referencia proyectiva. El objetivo de este trabajo reside en estudiar esta
materia desde un punto de vista meramente geométrico, para ello, construiremos
espacios afines y proyectivos, a través de argumentos sintéticos, demostrando asi
que, si bien los razonamientos analiticos dominan, en general, el mundo del pen-
samiento matemadtico, un proceso axiomatico llevado con atencion puede desem-
bocar en construcciones paralelas y, en ocasiones mas esclarecedoras.

A lo largo del texto se estudiardn resultados como los de Desargues, Pappus o
el Teorema fundamental, asi como otros que los relacionan entre si. También, se
introducirdn los conceptos de proyectividad, perspectividad, cuaterna armonica o
sexteto armoénico y elementos de importancia como el principio de dualidad o el
concepto de orden de un plano proyectivo, entre otros.

La peculiaridad de este documento se encuentra en la forma en que se presentan
los resultados dado que, siempre que sea posible, se abordardn de forma grafi-
ca incluyendo multiples figuras que servirdn de apoyo visual a la demostracion,
facilitado el seguimiento de la materia pese a su elevado nivel de abstraccion.
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Introduccion

Los espacios proyectivos, asi como los espacios afines, son objetos que tenemos
naturalmente vinculados con el dlgebra y, en particular, con los espacios vectoria-
les. Sin embargo, ;podrian los argumentos que sostienen la geometria proyectiva
presentarse con independencia de los espacios vectoriales?

Con el fin de satisfacer la cuestion anterior, siguiendo el libro de Hartshorne [6],
abordamos el primer capitulo presentando las bases de la materia que nos ocupa.
Partimos de la propia definicién de geometria apoyandonos en el texto de Beu-
telspacher y Rosenbaum [2, pags 1-2], con el fin de realizar todas las construc-
ciones estructurando el pensamiento desde la base més primitiva. A continuacion,
exponemos las relaciones entre las dos estructuras principales que se tratan, los
planos proyectivo y afin, a través de la operacion complecion [[11, pags 26-28],
concretizdndolo sobre un ejemplo sugerido por Moorehouse en [[10, pags.40-41].
Finalmente se incluye un ejemplo fundamental en este campo, el plano proyecti-
vo real, que nos permitird precisar multiples conceptos adquiridos a lo largo del
capitulo y establecer una relacion directa con la visién analitica de la geometria
proyectiva.

Una vez examinados los conceptos fundamentales, dedicamos el segundo capi-
tulo a estudiar el Teorema de Desargues, uno de los resultados principales en el
contexto proyectivo.

El tercer capitulo, se centra en el Teorema de Pappus 'y el Teorema fundamental
de la geometria proyectiva, asi como resultados que evidencian la relacién entre
ellos y con el Teorema de Desargues.

No obstante, aunque hasta el momento se haya abordado todo desde una visién
sintética, sabemos que estas construcciones pueden realizarse sobre un cuerpo.
Asi, el cuarto capitulo muestra un tipo concreto de planos proyectivos, los cons-
truidos sobre anillos de division. Se introduce el ejemplo del cuerpo de los cuater-
niones apoyandonos en el escrito de Fraleigh [ pags. 224-226], como prototipo
de anillo de divisién no conmutativo. A lo largo del quinto capitulo, estudiamos
la propiedad del orden, remitiéndonos al texto [[1]]. Veremos el Teorema de Bruck-
Ryser [10, pag. 85], ademds de ejemplos de planos de orden 9 [8, pags. 187-195]
y orden 10 [9, pags. 1117-1122].

Para concluir, el sexto capitulo se centra en la introduccion de coordenadas en
el plano proyectivo desarguesiano, utilizando como referencia principal el libro
de Seidenberg [12, pigs. 68-80]. Aunque no se presentardn los resultados con las
demostraciones completas, se introducen los sextetos arménicos que, posterior-
mente, se empleardn en la construccién del citado plano.
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Nota. Todas las figuras que se presentan en este trabajo son de elaboracion propia.



Capitulo 1

Plano afin y plano proyectivo

El objeto de este capitulo reside en presentar las bases de la geometria proyectiva
sintética. Partiendo de los axiomas pertinentes construiremos, a través de razona-
mientos meramente 16gicos, objetos geométricos tales como los espacios afines y
proyectivos, asi como algunas propiedades basicas que, de forma natural, suceden
a las definiciones.

1.1. Introduccion a la geometria sintética

Definiciéon 1.1. Definimos una geometria como un par G = (£2,1), donde Q es
un conjunto e / una relacion, simétrica y reflexiva, sobre dicho conjunto. A esta
relacion [ la llamamos incidencia.

La definicién anterior expone el caso donde £2 es un conjunto que contiene los
elementos geométricos que estemos considerando e I describe la relacién de con-
tencion entre ellos. De esta forma se verifica que rectas y puntos inciden en planos,
puntos inciden en rectas, etc.

Definicion 1.2. Una configuracion plana de una geometria G = (,I) es un par
€ = (P,%) donde &, # son subconjuntos de Q que satisfacen el siguiente
axioma:

C1: Dados dos elementos distintos p,q de & inciden, a lo sumo, en un solo
elemento de Z.

Dada una configuracién ¢ = (&, %), a los elementos de & los llamaremos pun-
tos, y a los de elementos de & los llamaremos rectas.

Observacion 1. Notemos que la relacién de incidencia I de la geometria a la que

9
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pertenece el 2 del que son subconjuntos los elementos de ¢, actia determinando
las relaciones entre los elementos de & y #, de forma que podran entenderse las
rectas como subconjuntos de Z.

En la misma linea hemos de mencionar otro abuso de notacion que se repetird a lo
largo del texto con la intencién de manejar un lenguaje més geométrico, este serd
sustituir el verbo incidir por “ pertenecer a” o * pasar por” . Con esto, diremos
que un punto pertenece a una recta cuando el punto incide en el subconjunto de 2
con el que se relaciona a dicha recta; asi mismo, escribiremos una recta pasa por
un punto cuando el subconjunto de £2 con el que se relaciona la recta contenga al
punto mencionado.

Definicion 1.3. Definimos como plano a cada configuracion plana dada como esta
descrito arriba.

Ejemplo 1.4.
= Cualquier conjunto de puntos, con o sin rectas, es una configuracion.

= En algunos casos una geometria plana se puede dar a partir de un conjunto
universal E, de modo que los objetos de G = (,I) sean subconjuntos no
vacios de E, y la relacién de incidencia coincida con el hecho de que la
interseccidn de los dos elementos considerados sea no vacia.

Definicion 1.5. Llamamos matriz de incidencia a una matriz con tantas filas como
elementos tenga &7, y tantas columnas como elementos tenga %. Sus entradas
serdn o bien m; j = 1, si el punto P, € & incide en larecta r; € Z, o bien m; ; =0
en el caso contrario.

Definicion 1.6. Se define la restriccion de una geometria G = (£2,/) a una confi-
guracion ¢ = (£, %) dada como G = (P UZ, 15 %)

Observacion 2. En general, cuando trabajemos en un plano afin o proyectivo
entenderemos que trabajamos en la geometria restringida a la configuracién perti-
nente aunque no se mencione.

Definicion 1.7. Dados n puntos Py, Ps, ..., P, diremos que,

= son colineales si existe una recta que contiene a todos ellos. De igual forma
diremos que son no colineales si no estan alineados.

= son coplanarios si existe un plano que los contiene.

Definicién 1.8. Un plano afin es una configuracion A = (Fy, %) de una geo-
metria G = (£2,1) que satisface los siguientes axiomas:

Al: Dos puntos distintos inciden en una tnica recta;
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A2: Dados una recta y un punto exterior ella, existe una tnica recta paralela a la
primera, tal que dicho punto incide en ella;

A3: Existen tres puntos no colineales.

Nos referiremos a las rectas de un plano afin como rectas afines y a sus puntos
como puntos afines.

Una primera consecuencia que podemos extraer de la definicién anterior es que
dos rectas son paralelas si son iguales o si no tienen ningtin punto en comdun, es
decir, dos rectas no paralelas inciden en un tnico punto. Por consiguiente, todo
par de rectas afines no paralelas tiene, a lo sumo, un punto en comun.

De igual forma, haciendo una primera incursién en el pensamiento axiomatico,
podemos plantearnos algunas cuestiones geométricas bésicas sobre los planos afi-
nes. Exponemos como ejemplo las siguientes:

¢ Toda recta tiene, al menos, dos puntos?

Veamos que la respuesta es afirmativa. Para comenzar, consideremos una recta ¢
y tres puntos no alineados distintos y exteriores a ¢, a los que denotaremos P,Q
y R. Notemos que podemos tomar dicha configuracién dado que A3 garantiza la
existencia de los puntos y, por la definicidn de plano afin, existen rectas contenidas
en él.

Distingamos tres casos:

= Supongamos que P,Q y R son exteriores a ¢ y definamos r| := QR, rp :=
PQ y r3 := PR. En primer lugar comprobemos que no pueden ser las tres
paralelas a /.
Supongamos sin pérdida de la generalidad que r; || ¢, entonces como P, Q
y R son no colineales se tiene que r; }f rp y r1 }f r3 luego, por transitividad,
ra,r3 Jt £. Con esto concluimos que o bien una tnica recta es paralela a ¢, o
bien no lo es ninguna.

Ahora, denotando P =, N{y P, = r3MN ¥, comprobamos que si existe una
recta paralela a ¢ esta tiene, al menos, dos puntos. Notemos ademads que, en
el caso en que las tres rectas sean no paralelas a ¢, basta tomar los mismos P
y P,. Finalmente, podemos afirmar que en ambos casos P; y P» son puntos
distintos pues, de lo contrario, las rectas r; y r3 tendrian dos puntos en
comun (P y Pp) luego habrian de ser la misma, implicando asi que P,Q y R
serian puntos alineados.
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T3 T2
¢ P, P/ ¢

°p

0 P

. Q

W R

R
(a)

(b)

Figura 1.1: ; Toda recta tiene, al menos, dos puntos?
Casol: tres puntos exteriores

= Supongamos ahora que uno de los puntos, por ejemplo P, incide en .
Trazamos la recta que pasa por los dos puntos exteriores a ¢, esta es, la recta
r1, y observamos que pueden darse dos situaciones: o bien la recta rq incide
con la primera en un nuevo punto Pj, o bien son paralelas. En este tltimo
caso tomamos la recta r3, y por ser Q exterior a ella existe una tnica paralela
t que pasa por dicho punto. Entonces ¢ y £ inciden en un punto P;.

En ambas situaciones P es distinto de P ya que, de lo contrario, P pertene-
ceria a la recta | en la primera situacién, o Q perteneceria a la recta r3 en
la segunda y, en consecuencia, P,Q y R serian puntos alineados.

1

- ¢ \ ,

P1 P

Q.
[ ] R R
(a) (b)

Figura 1.2: Caso2: dos puntos exteriores sin paralelismo




CAPITULO 1. PLANO AFIN Y PLANO PROYECTIVO 13

ot s

Figura 1.4: Caso3: dos puntos exteriores con paralelismo

= Por ultimo, supongamos que dos, de los tres puntos considerados, inciden
en la recta ¢, entonces el resultado es trivial.

Por consiguiente, podemos afirmar que toda recta en un plano afin tiene, al menos,
dos puntos.

Observacion 3. Notemos en relacion al segundo caso que si primeramente traza-
mos las rectas r, 6 r3 el punto resultante de incidir con la recta ¢ seria de nuevo P,
por lo que no habria sido ttil. Ademas, cuando se da el paralelismo entre las rectas
¢y ry podriamos haber razonado de forma andloga comenzando por la recta r, y
habiendo trazado la paralela por R debido a la simetria de Q y R en el problema.

¢ En todo plano afin finito hay tantas rectas como puntos?

Veamos cudl es la menor configuracién que verifica los axiomas de plano afin y
determinemos la respuesta a la pregunta anterior.

Consideremos una recta ¢, y un punto exterior a ella, P. Por A2, existe una tnica
recta s en la que incide Py es paralela a /.

(@) (b)

Figura 1.5: ;En todo plano afin hay tantas rectas como puntos?
Paso 1

Tomemos, a continuacién, dos puntos Q'y R de ¢ que, acabamos de probar, existen.
Tracemos la recta en la que inciden P y Q, que sabemos Unica, y de la que R es
punto exterior. De nuevo, por A2, podemos trazar la paralela a PQ que pasa por R
a la que denotamos ¢.
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@) (b)

Figura 1.6: Paso 2

Ahora, las rectas s y ¢ inciden en un Unico punto, al que denotaremos 7.

t

Figura 1.7: Paso 3

Este punto 7 es distinto de P, puesto que si fueran el mismo la recta ¢ seria coinci-
dente con PQ para cumplir la condicién de paralelismo, pero esto es absurdo pues
implicaria que R deberia pertenecer a PQ y sabemos que es exterior a dicha recta.
Andlogamente, 7' no puede ser igual a Q, dado que este dltimo es exterior tanto a
scomoat.

Para concluir, notemos que las rectas PQ y QR pueden incidir, o no. Inciden, por
ejemplo, en el plano proyectivo como veremos mas adelante. Sin embargo, dado
que la existencia de este punto no se deduce de los axiomas impuestos, no lo
tendremos en cuenta por ahora.

Por consiguiente, la configuracién anterior sugiere que la respuesta a la pregunta
planteada es negativa, pues consta de 4 puntos (P, Q, R, T) y 6 rectas (¢, s, t, PQ,
PR, OT).
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Figura 1.8: Paso 4

Definiciéon 1.9. Definimos como plano proyectivo a cualquier configuracién P =
(Pp,Xp) de una geometria G = (2,1) que cumpla los siguientes axiomas:

P1: Dos puntos distintos inciden en una tnica recta;

P2: Dos rectas distintas se cortan en, al menos, un punto;
P3: Existen tres puntos no colineales;

P4: Todas las rectas contienen, al menos, tres puntos.

Nos referiremos a las rectas de un plano proyectivo como rectas proyectivas y a
sus puntos como puntos proyectivos.

Deteniéndonos sobre el tercer axioma observamos que su asumpcion lleva implici-
ta la exclusion del paralelismo, lo que nos lleva a definir una recta en este espacio
a la que denotaremos recta del infinito. No obstante reciba un nombre especial,
cabe destacar que no existe distincion entre esta recta y el resto de elementos de
Kp.

Definicion 1.10. La recta del infinito, representada por /.., es un elemento geomé-
trico caracteristico de los planos proyectivos, y debe ser entendida como la recta
cuyos puntos representan el conjunto de direcciones de un espacio afin. La recta
del infinito es, por tanto, la formada por los puntos de incidencia de los conjuntos
de rectas interpretadas como paralelas en un plano afin.

Nos referiremos a estos puntos como puntos ideales y, dada una recta s, repre-
sentaremos por [s] su punto ideal, es decir, el punto de incidencia del conjunto de
rectas con la direccién de s en un plano afin con /...

Proposicion 1.11. El cuarto axioma es equivalente a suponer que existen cuatro
puntos tres a tres no alineados.

Demostracion. Supongamos que se cumplen P1-P4 y veamos que existen cuatro
puntos no alineados.
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Sean P, Q y R tres puntos no colineales que existen por P3. Definimos r := PQ
y, por P4, existe un punto 77 € r; distinto de P y de Q. A continuacién, definimos
ry := T1R que es tnica por P1 y, de nuevo por P4, podemos considerar un punto
1.

R

Figura 1.9: Proposicién 1.11
Configuracion inicial

R

Figura 1.10: Paso 1

T 1

Figura 1.11: Paso 2

Notemos que T3 es distinto de Q, puesto que de lo contrario en r; incidirian Q y
T; lo que es absurdo, pues la tnica recta que pasa por estos puntos es r; y ha de
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ser distinta a r» ya que, de lo contrario, P, Q y R serian colineales. Por la simetria
del problema 75 es distinto de P.

Veamos el reciproco, para ello supongamos que existen cuatro puntos tres a tres
no colineales y veamos que se verifica P4.

Sean P, Q, R, T cuatro puntos no alineados tres a tres, entonces por P1 existen las
rectas ry = PQ; r» = OR; r3 = RT; ry = PT; rs = QT'; r¢ = PR. Ahora, por P2,
observamos que tenemos tres nuevos puntos 71 = r1Nr3; Th =rsMNrg; 13 = rpNry,
de donde se sigue P4. ]

Figura 1.12: Reciproco.
Paso 1

r2

T3

Figura 1.13: Paso 2
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18 PROYECTIVAS

1.2. Transformaciones entre configuraciones afines
y proyectivas

Tras presentar las definiciones de plano afin y plano proyectivo es natural pregun-
tarse si existe alguna forma de completar el primero para que verifique la axio-
matica del segundo, o de modificar la configuracién proyectiva de forma que se
adapte a una configuracién afin. Con este propdsito presentamos las operaciones
de complecion y su construccion inversa, que nos ayudardn a dar respuesta a estas
cuestiones.

1.2.1. La complecién de un plano afin

Definicién 1.12. Dado un plano afin A = (P, %y ), seleccionamos un objeto
los & X y definimos # = X%y U {l}. Por otro lado, consideramos el conjunto de
direcciones en un plano afin (al que denotamos Dy ), y definimos

P = ({1} x Za)U ({2} x Da).

Entonces, definimos la complecién de A como la configuracién Cy = (2, %).

De acuerdo con la definicién, los elementos de % podran ser o bien, rectas afines
junto con su punto ideal; o bien, la recta del infinito. Para probar que esta confi-
guracion es, en efecto, un plano proyectivo hemos de comprobar que verifica los
axiomas P1 — P4.

Proposicion 1.13. La complecion Cy, de un plano afin A es un plano proyectivo.

Demostracion. P1: Consideremos dos puntos distintos, Py Q con P,Q € &y
veamos si pertenecen a una Unica recta. Distingamos tres casos:

i) En primer lugar, supongamos que P,Q € #,, entonces se sigue de Al
que pertenecen a una Unica recta afin, y es claro que esta no es la recta
del infinito, pues de lo contrario P y Q serian puntos ideales por lo que
no pertenecerian a %, .

i1) En segundo lugar, supongamos que P es un punto ideal, entonces exis-
te una recta m € %, tal que P = [m], y sea Q € &) pero Q ¢ m.
Disponemos entonces de un recta, m, y un punto exterior a ella, Q,
luego por A2 existe una recta n paralela a m que pasa por Q, de forma
que [n] = [m] = P, por lo que Py Q inciden en una tnica recta, n.
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P m P=[m]
‘Q loo ‘Q >zx
(a) Configuracion inicial (b) P1. Paso 1
Figura 1.14: Complecion de A.
P1.
m P=[m]=[n]

Figura 1.15: P1. Paso 2

iii) Finalmente, el caso en que ambos puntos son ideales es trivial, pues
por definicién ambos inciden inicamente en la recta del infinito.

P2: Sean £y m dos rectas distintas de Z. De nuevo distingamos casos:

1) Por un lado, si ambas rectas son afines y no paralelas entonces hemos
visto que se cortan en un unico punto afin. En cambio, si son paralelas,
por definicién de recta del infinito, [¢] = [m] y, {Nm = [¢].

ii) Por otro lado, si una de las rectas, por ejemplo ¢, es la recta de infinito,
entonces [m| € ¢, luego [ Nm = [m)].

P3: La existencia de tres puntos no alineados se sigue de A3. Sin embargo,
hemos de ver que tres puntos P, Q y R no colineales en A tampoco lo son en
C., pero esto es claro ya que # = %y UL, y P,Q, R ¢ /.., luego permanecen
no alineados.

P4: Anteriormente probamos que toda recta afin tiene, al menos, dos puntos
luego, si ahora afiadimos a cada recta su punto ideal, concluimos que toda
recta proyectiva contiene, al menos, tres puntos.

]
Para ejemplificar el enunciado anterior vamos a estudiar la complecion del plano
afin de cuatro puntos.

Ejemplo 1.14. Complecion plano afin de cuatro puntos.
Consideramos el plano afin A = ({P, P, P, Py}, {PQ,OR,s,t}) (ver figura[1.7),
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y lo completamos con la recta del infinito obteniendo asi tres nuevos puntos. Dos
de estos, Ps y Py, se encuentran sobre /., por ser los puntos de incidencia de ambos
pares de rectas afinmente paralelas (PQ || ¢; OR || s). El dltimo punto, P; incidide
en la recta del infinito debido a que las rectas P; Py y P, P; se cruzan.

Py P

PQ P4

Figura 1.16: Ejemplo: Complecion de A.
Paso 1

Figura 1.17: Paso 2
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Py

Figura 1.18: Paso 3

Nota. Anteriormente probamos que la configuracién de la que hemos partido en
este ejemplo da lugar al menor plano afin posible, en consecuencia, el plano pro-
yectivo resultante de su complecion constituye, de nuevo, la menor configuraciéon
que verifica la axiomadtica de plano proyectivo.

¢ Toda recta afin tiene el mismo niimero de puntos?

Al principio del capitulo comprobamos que en toda recta afin inciden, al menos,
dos puntos, sin embargo, la cuestién actual es mds fuerte dado que su respuesta
afirmativa implica la existencia de una biyeccién entre todo par de rectas afines.
Siguiendo un razonamiento axiomatico podriamos plantearlo como sigue.
Supongamos que disponemos de dos rectas distintas ¢ y m y un punto exterior
a ambas al que llamaremos O. Sabemos que toda recta afin tiene al menos dos
puntos, luego podemos sefialar P,Q € ¢. A continuacién, definimos P, como el
punto de interseccién entre m y la recta OP. De esta forma, podemos definir la
aplicacion

S/ —m
P+— ®(P) =mNOP

que es trivialmente biyectiva.

Pese a la aparente coherencia de la demostracion anterior notemos que no es va-
lida debido a la falsedad del argumento inicial. Observemos que hemos supuesto
que disponemos de dos rectas distintas (¢ y m) y un punto exterior a ambas(O),
entonces para completar la prueba habriamos de demostrar que dicho punto exte-
rior existe.
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m

Figura 1.19: ;Toda recta afin tiene el mismo nimero de puntos?
Configuracion inicial

m

Figura 1.20: Paso 1

Figura 1.21: Paso 2

No obstante la existencia de dos rectas paralelas en una configuracion afin es tri-
vial gracias al segundo axioma, la posibilidad de incluir un punto exterior a ambas
en la configuracion no es correcto en todos los casos. Nos sirve como contraejem-
plo la configuracién resultante al construir el plano afin completado, donde pode-
mos observar que el punto P; es ideal pero podria ser afin en el caso en que las
rectas afines sobre las que inciden se cortaran en el espacio afin (ver figura[I.18).

¢ Toda recta proyectiva tiene el mismo niimero de puntos?

En este caso, tomando ¢ y m como rectas proyectivas, si es posible establecer la
biyeccién propuesta en el caso afin debido a que en esta configuracién podemos
garantizar la existencia de un punto exterior a ambas rectas.

Lema 1.15. Dada una recta en P existen tres puntos no colineales que no inciden
en dicha recta.
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Demostracion. Por P3 existen tres puntos P,Q,R € &p no alineados y, por P1,
PQ,0OR,PR € %p.

En particular, disponemos de una recta, PQ, y un punto exterior a ella, R. Ahora,
trazamos las rectas PR y QR, y sabemos que en cada recta inciden, al menos,
tres puntos, por lo que existen 77 y 7> incidentes respectivamente en las rectas
anteriores. Asi, R, T1 y T son tres puntos distintos exteriores a la recta. L

Por consiguiente, siempre disponemos de una recta y tres puntos no alineados
con lo que, si denotamos por ¢ la recta dada y trazamos otra por dos de los tres
puntos exteriores a la que denotamos m, resta inicamente un punto exterior al que
podemos denominar O.

1.2.2. Operacion inversa a la complecion

A través de la construccidn desarrollada en la seccion anterior es claro que cada
plano afin tiene una complecién tinica. No obstante parece razonable suponer que
la construccién inversa cumple la misma propiedad de unicidad, veremos que esto
no es asi.

Estudiemos qué ocurre cuando suprimimos un elemento cualquiera del conjunto
de rectas de una configuracion proyectiva para, posteriormente, ver como son las
configuraciones resultantes si realizamos el mismo proceso eligiendo una recta
distinta.

Sea P = (Pp, %p), elegimos un elemento cualquiera ¢y € Zp y definimos los
conjuntos

@P = QZP\{P €ly:Pe QZP}; @P :@p\{fo}
que conforman una nueva configuracién € = (Pp, #p)
Proposicion 1.16. La configuracion € es un plano afin.
Demostracion. Al: Tomamos P, Q € Pp entonces P, Q € Zp no incidentes en
{y y, por P1, existe una tnica recta que pasa por ambos.

A2: Consideramos s € @p yPe @p no incidente en s, entonces #p contiene
una recta ¢ tal que P incide en ¢ y, ademds st € {y. Ahora, por definicién
sabemos que los puntos de ¢ son los de interseccidn entre clases de rectas
paralelas luego, pese a eliminar £y, se mantiene t € %p.

A3: En virtud del[I.15]podemos garantizar que existen tres puntos no alineados
en e .

]
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/Se obtiene el mismo plano afin a partir de la supresion de dos rectas distintas de
un plano proyectivo?

Consideremos un plano proyectivo P = (Zp, %p), seleccionamos dos rectas £y, {| €
Xp y definimos

gz]p: yp\{PGﬁo:PE gz]p}; 9?[@:%[@\50

gz]p = gz[p\{P €l:Pc QZ]P}; e@]p :%P\/gl
con lo que obtenemos respectivamente las configuraciones
Cg = (@P,e@p);
C = (P, Ky)
Hemos visto que estas son configuraciones afines, por lo que las denotaremos
A() =% y Al =%.
Definicién 1.17. Dadas dos configuraciones ¢ = (2, %), ¢ = (&, %) llamamos
isomorfismo de configuraciones a la aplicacién
&6 —C
tal que & = (¢, y), con
0P — P

V. —X
de forma que las relaciones de incidencia se mantengan invariantes.

Nota. Dos configuraciones relacionadas mediante un isomorfismo se llaman iso-
morfas y se representa por ¢ = €.

Estas configuraciones estan biunivocamente relacionadas y sus estructuras se con-
sideran equivalentes, es por esto que cominmente se comenten abusos de notacién
estableciendo la unicidad de determinadas configuraciones cuando, rigurosamen-
te, se trata de unicidad salvo isomorfismo.

Veremos que Ay y A; no son, en general, isomorfos. Sin embargo hay casos en
los que esta relacion si se cumple, ejemplo de ello es el isomorfismo entre planos
afines resultantes al eliminar distintas rectas del plano proyectivo es el plano de
Fano. Es fécil de comprobar mediante inspeccion de las matrices de incidencia
resultantes.
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Consideremos la configuracién de Fano, a la que representaremos por A= ({A, B, C,
D,E.F,G},{a,b,c,d,e, f,g}), entonces las relaciones de incidencia que la carac-
terizan vienen dadas por la siguiente matriz:

. A BCDEFG
al 01 0100
b 01 01 100
c 1 1 0 0 010
d 001 1 0T1O0
e 1 00 1 0 O 1
f o1 1 0 0 0 1
g 00001 11

que es la matriz de incidencia de A.

Figura 1.22: Ejemplo: Plano de Fano.
A

Supongamos que eliminamos la recta d y, por consiguiente, C, D y F, entonces
con el objeto de hallar la configuracion resultante de una manera sencilla basta
tomar la matriz de incidencia anterior y suprimir la fila correspondiente a d, asi
como las columnas determinadas por los puntos C, D y F'.

. A BEG
al 010
b 01 1 0
c 1 1 0 O
e 1 0 0 1
f 01 0 1
g 0 0 1 1
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Se corresponde con la configuracién A = ({A,B,E,G},{a,b,c,e, f,g})

Por otro lado repetimos el proceso suprimiendo la recta a y, con ella, los puntos A,
Cy E. Como resultado obtenemos la configuracion A= ({,B,D,F,G},{b,c,d,e, f,g}),
cuya matriz de incidencia resulta

B D F G
b 1 1 0 0
c 1 0 1 0
d 01 1 0
e 0 1 0 1
f 1 0 0 1
g 0 0 1 1

Figura 1.24: A
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Entonces podemos definir un isomorfismo
p:A—A

de forma que p(A) =B, p(B) =D, p(E) =F, p(G) =G.

Como indicdbamos arriba no es lo habitual poder establecer isomorfismos entre
los distintos planos afines obtenidos a partir de un mismo plano proyectivo, mas
adelante en este trabajo se proporcionard un caso particular que nos permitird
analizar la cuestion.

1.3. El plano proyectivo real

Con el proposito de dar un sentido més concreto a lo estudiado a lo largo del capi-
tulo, finalizamos el mismo con el estudio del plano proyectivo real que, veremos,
se obtiene mediante la compleccién del plano de la geometria euclidea. Este plano
tiene multiples aplicaciones en la geometria, debido a que su construccién coinci-
de con la del espacio R? de rectas que inciden en un punto destacado denominado
origen.

Definicion 1.18. Entendemos por geometria euclidea, al conjunto de configura-
ciones E = (g, Zr) que verifican los postulados siguientes:

E1: Dados dos puntos se puede trazar una recta que los une;

E2: Cualquier segmento puede prolongarse de manera continua en cualquier
sentido;

E3: Se puede trazar una circunferencia con centro en cualquier punto y de cual-
quier radio;

E4: Todos los dngulos rectos son congruentes;

ES: (Postulado de las paralelas). Si una linea recta corta a otras dos, de tal
manera que la suma de los dos dngulos interiores del mismo lado sea menor
que dos rectos, las otras dos rectas se cortan, al prolongarlas, por el lado en
el que estan los 4ngulos menores que dos rectos.

En concreto, llamamos plano euclideo a las configuraciones de la forma anterior
que cumplan E1, E2 y ES.

Nota. El quinto postulado puede reescribirse de forma mds sencilla como sigue:
por un punto exterior a una recta pasa una vnica paralela.
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De la definicion se sigue como corolario que el plano Euclideo es un plano afin,
con lo que podemos completarlo con la recta del infinito, dando lugar a un plano
proyectivo.

Para trabajar con el plano euclideo de manera analitica necesitamos introducir un
sistema de referencia, para ello presentamos las coordenadas cartesianas. Asi, to-
do punto P del plano euclideo ser expresado mediante una dupla P = (x,y) € R?
que representa la distancia a un punto distinguido en el espacio, al que denomi-
namos origen de referencia u origen de coordenadas, y representaremos como
0.

Definicion 1.19. Dado un punto en un espacio cualquiera, se define el haz de
rectas con centro en ese punto, como el conjunto de rectas en las que incide el
mismo. Los elementos de un haz de rectas vienen caracterizados por su pendiente,
que puede ser un ndmero real o infinito en el caso de las rectas horizontales.
Representamos dicha pendiente por m.

Acorde a la definicion anterior, las clases de puntos ideales correspondientes a las
rectas pertenecientes a la complecion del plano euclideo, vienen determinados por
la pendiente de la recta que pasa por O y un punto afin (x,y) que incida en esta.

Definicién 1.20. Sea R3 el plano euclideo tridimensional, tomemos O, un punto
cualquiera de R?, y definamos L como el conjunto de rectas que pasan por O. Asf,
un punto de L es una recta en la que incide O y una recta de L es el conjunto de
rectas que pasan por O e inciden en un mismo plano. Expresado de otra forma, L
es el conjunto de rectas vectoriales de R en las que incide O.
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(b) puntos de L

(c) rectas de L

Figura 1.25: L: Plano proyectivo en R?

Proposicion 1.21. L es un plano proyectivo.

Demostracion. Veamos que L verifica P1-P4.

P1: Consideremos dos puntos distintos de L, A; y A;. Para ver que por ellos
pasa una unica recta razonamos como sigue: Supongamos que existen dos
rectas en L, /1 y ¢, tales que A; y A, inciden en ambas, pero como estamos
en un plano afin, en virtud de A1 concluimos que ¢; y ¢, son la misma recta,
llegando asi a un absurdo.

A

(a) (b)

Figura 1.26: Proposicién 1.21.
P1

P2: Sean ¢,/ € L dos rectas distintas que, por definiciéon de L no pueden ser
paralelas puesto que O incide en ambas. Por tanto, como dos rectas afines
no paralelas se cortan en un tGnico punto, afirmamos que £ N¥¢y =P € L.
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/ :

() (b)

Figura 1.27: Proposicién 1.21.
P2

P3: Se sigue de A3.

P4: Sea A un plano vectorial contenido en R® y {e1, e, } una base vectorial de A.
Entonces es claro que existen al menos tres rectas vectoriales /] =< ej >;
€2 =< e >; £3 =< e;+e >.

O

Presentamos a continuacion la definicion analitica de plano proyectivo, a la que
nos referiremos como S, de nuevo, introduciremos este concepto a través de la
incorporacién de coordenadas homogéneas.

Definicion 1.22. Un punto de S es una recta, ¢, que pasa por O. A su vez, un punto
P €/ € S sera representado por una tupla (x1,x,x3) € £ donde x1,x2,x3 no pueden
ser 0 simultdneamente.

Los nimeros reales x,x;,x3 se llaman coordenadas homogéneas y se cumple que
cualquier otro punto de ¢ se representa por (Axy,Ax;,Ax3), donde A € R no nulo.
En sintesis,

3. . P ./
S ={(x1,x2,x3) €R’; x1,x2,x3 #0; (x1,x2,x3) = (x7,%5,X3) si X; = Ax; con
i=1,2,3}
Definicion 1.23. Diremos que dos planos proyectivos son isomorfos, si existe una

biyeccion entre ellos que preserva la colinealidad, es decir, envia puntos colineales
en puntos colineales.

Proposicion 1.24. El plano proyectivo definido con coordenadas homogéneas, es
isomorfo al plano proyectivo obtenido a completar el plano euclideo, y se deno-
mina plano proyectivo real.

Demostracion. Consideremos Sy E como los definidos anteriormente, donde el
plano euclideo se entiende dado con coordenadas cartesianas (x,y). Denotemos
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por Cg a su complecion. Busquemos, entonces, establecer un isomorfismo entre S
y Ckg.

Definimos ® : § — Cg y sea P = (x1,x2,x3) € S entonces,

i) Six3 # 0 definimos
X1 X2
D(P) = (—,—).
X3 X3
Notemos que estd bien definida pues, si P’ = (x],x5,x5) es otro punto de la
misma recta, la imagen no cambia ya que

/lxl QL)Q X1 X2

d(P) ) = ®(P).

T A A xa X
Ademds, es sobreyectiva, pues todo punto (x,y) € Cg es imagen por ® de
(x,y,1) €8.

ii) Six3 =0, entonces definimos ®(P) como el punto ideal de Cg con pendien-
te m = ;C—; Esta bien definida ya que x; y x; no pueden ser simultineamente
nulas. Y, de nuevo, tomando P’ = (x},x},0), el valor de la pendiente resul-
tante coincide con la de P. También en este caso, P es sobryectiva, pues si
m € R basta tomar P = (1,m,0), mientras que si m = oo serd imagen por P
del punto con coordenadas homogéneas (0, 1,0).

Por tanto, @ es una biyeccion y, por consiguiente, isomorfismo. Para dar la prueba
por concluida basta ver que la colinealidad se mantiene por ®.

Sabemos que en R? la ecuacién de una recta que pasa por O viene dada por
aix;+opxy +0a3x3 =0 con oy € R para i=1,2,3 no todas nulas

luego esta es también la forma en que describimos una recta en S. Consideramos
entonces ¢ € S la forma anterior, supongamos primero que ¢, ¢ no son simul-
tdneamente nulas, entonces para los puntos con tercera coordenada O definimos
X1 = A0y, x; =—A0y asi suimagen por @ serd el punto ideal correspondiente a
la recta con pendiente m = }—‘j‘, punto que pertenece a una recta de Cg.

Por dltimo tenemos el caso en que o = o = 0 lo que equivale a decir que la
recta / tiene por ecuacioén x3 = 0, de manera que cualquier punto de S con tercera
coordenada nula tiene como imagen por ¢ un punto ideal de Cg, dando lugar en
conjunto a una recta, {w.

]






Capitulo 2

Axioma de Desargues. Objetos y
transformaciones proyectivas

En el capitulo anterior vimos que a partir de cuatro axiomas podemos construir un
plano proyectivo pero ;podemos afiadir nuevos axiomas sin “estropear” la estruc-
tura? ;Hay un limite en el nimero de axiomas que podemos afnadir? Tratando de
dar respuesta a estas preguntas se desarrolla el presente capitulo. En su primera
seccion afiadiremos el Axioma de Desargues, y estudiaremos qué efecto tiene so-
bre el plano proyectivo. A continuacion, con el proposito de trabajar sobre el plano
proyectivo con mayor facilidad ahondaremos en algunas estructuras proyectivas,
como son las perspectividades, las proyectividades y las cuaternas arménicas.

2.1. Teorema de Desargues

El Teorema de Desargues es uno de los resultados fundamentales de la geome-
tria proyectiva. Si bien es cierto que no es correcto denotarlo teorema (ya que no
es posible probarlo inicamente a partir de los axiomas P1-P4), es histéricamente
conocido de esta forma. Veremos que este enunciado se verifica en el plano pro-
yectivo y, de forma mds general, en cualquier plano proyectivo sumergido en R3,
lo que nos permitird posteriormente tomarlo como un nuevo axioma dando lugar
a configuraciones que denominaremos planos desarguesianos, cuya definicion re-
sulta de exigir un poco mds a la definicién de plano proyectivo.

Teorema 2.1. Axioma de Desargues: Dadas tres rectas (a, by c¢) y dos puntos
incidentes en cada una de ellas (A y A'; By B'; Cy C' resp.), los puntos P =
ABNA'B', Q =BCNB'C' y R=ACNA'C' estardn alineados si, y sélo si, las
rectas iniciales son concurrentes.

33
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Figura 2.1: Teorema de Desargues
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Es pertinente en este punto presentar la definicion de espacio proyectivo tridi-
mensional, con intencion de sefialar que podremos aumentar la dimensién de los
espacios proyectivos tanto como queramos, teniendo en cuenta que habremos de
definir los hiperelementos necesarios en cada caso.

Definicién 2.2. Un espacio proyectivo tridimensional es un conjunto dotado de
unos elementos que llamaremos puntos, subconjuntos de puntos a los que llama-
mos rectas y subconjuntos de rectas que referiremos como planos, que cumple los
siguientes axiomas:

S1: Dos puntos distintos inciden en una unica recta;

S2: Tres puntos no colineales inciden en un tnico plano;
S3: Unarecta y un plano inciden en, al menos, un punto;
S4: Dos planos tienen, al menos, una recta en comun;
S5: En toda recta inciden, al menos, tres puntos.

Nota. En el capitulo anterior vimos cémo completar el plano Euclideo con el
fin de obtener el plano proyectivo real (I.3)), ahora, a través de un proceso ana-
logo partiendo del plano Euclideo tridimensional (con coordenadas homogéneas
(x,¥,2)), se obtiene un nuevo plano proyectivo, el plano real tridimensional.

2.1.1. Existencia de planos proyectivos no desarguesianos

Antes de establecer el teorema de Desargues como axioma hemos de comprobar
que ciertamente resulta independiente de P1-P4, para ello probaremos que existen
configuraciones que se ajustan a P1-P4 pero no al citado teorema, asi como otras
que cumplen los cinco enunciados.

Definicion 2.3. Diremos que un espacio es desarguesiano si verifica los axiomas
P1-P4 y, para toda configuracion de 10 puntos y 10 rectas, se cumple el enunciado
del teorema de Desargues.

Espacio proyectivo no desarguesiano

Sea my una configuracion que puede estar formada por sélo puntos (afines o idea-
les) o por puntos y rectas, es decir, si representamos 7wy = (Py,, %x,) puede darse
el caso Zn, =0 .

Sea m; una nueva configuracién tal que los puntos de 7; son los de 7y, mientras
que sus rectas son las resultantes de unir cada par de elementos de &z, ademads
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de las ya existentes en %r,. Es decir,

T = (Pn,, #n)) = (Pny %my V{PQ; P,QE Py })

Construimos 7 a partir de ;. Asf, los puntos de 7, son los de &7z, mds los puntos
de incidencia entre las rectas no paralelas en %y, y sus rectas coinciden con las
de m; ampliadas con los nuevos puntos incluidos en #y,. Luego,

ﬂ«.2 - (E@ﬂz,l@ﬂ2) - (:@%U{I’ﬂs; r,S E%m},%m)

Notemos que 7| verifica,

1. Todo par de puntos distintos incide en una recta;
mientras que 7, cumple,

2. Todo par de rectas distintas incide en un punto.
Sin embargo, 7; no cumple 2, ni 7, responde a 1.

Razonando por recurrencia, construimos una sucesion de configuraciones tales
que 7, verificard 1 si n es impar, o 2 en el caso de n par.

SeaIl=U;’_, y definamos una recta L como un subconjunto L C IT de forma que
para cualquier n se cumpla LN 7, es una recta de 7,.

Ejemplo 2.4. si tomamos como configuracién de partida o = ({ Py, P>, P3, P4, Ps },0),
los primeros elementos de la sucesion de configuraciones generadas son los si-
guientes

(a) mo

(b) m
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(a) m (b) 3

Figura 2.3: Ejemplo: Plano proyectivo no desarguesiano

Proposicion 2.5. Si my contiene, al menos, cuatro puntos no alineados tres a tres,
entonces I1 es un plano proyectivo.

Demostracion. Hemos definido I como unién de todos los 7,, luego, en parti-
cular, IT verifica ambas propiedades, 1 y 2, por tanto, es trivial que P1 y P2 se
satisfacen en esta configuracion. Ademads, por hipétesis del enunciado ha de veri-
ficarse P3, restando tnicamente comprobar P4.

Por construccién, IT es el conjunto de los puntos tales que, partiendo de 7, o
bien se encuentran sobre rectas resultantes de unir dos puntos distintos; o bien
son puntos de incidencia entre dos rectas distintas del conjunto. Asi es claro que
toda recta tiene, al menos, tres puntos (utilizando una vez mds que por dos puntos
afines pasa una Unica recta y que dos rectas se cortan en un dUnico punto), luego
si las rectas inciden en el espacio afin es claro que tendrédn, al menos, tres puntos
mientras que, si las rectas son afinmente paralelas, tendrdn como tercer punto su
punto ideal. ]

Definicién 2.6. Nos referiremos a I1 como plano proyectivo libre generado por
o.

Definicion 2.7. Dado un punto P € I1, definimos su nivel como el menor n > 0 tal
que P € m,. Asimismo, para cada recta L C II definimos su nivel como el menor
n > 0 tal que LN 7, es una recta.

Proposicion 2.8. El plano proyectivo libre generado por my es infinito si, y solo

si, Ty no es una configuracion proyectiva.

Demostracion. Notemos que si 7y es una configuracién que verifica los axiomas
de proyectivo cumple, en particular cumple 1 y 2 por lo que en ningun paso de la
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recurrencia se anadiran elementos. L]

Definicion 2.9. Denotamos como configuracion confinada a cualquier configura-
cioén que verifique que cada punto incide en, al menos, tres rectas y, a su vez, cada
recta pase por, al menos, tres puntos.

Ejemplo 2.10. La configuraciéon de Desargues (2.1)) es una configuracién confi-
nada.

Proposicion 2.11. Cualquier configuracion confinada finita de 11 estd contenida
en .

Demostracion. Sea A una configuracion confinada contenida en II, y sea n el
maximo nivel alcanzado por los elementos de A. Supongamos, sin pérdida de la
generalidad, que si L C A es un elemento con nivel n, entonces por definicién
LN, es una recta pero LN 7,1 no lo es. Razonemos por induccién sobre n.

= Sin=0es trivial, ya que A C 7.

= Veamos qué ocurre cuando n > 0.
L es la recta resultante al unir dos puntos de m,_; que no incidian sobre
la misma recta en 7,_;, pero estamos suponiendo que todos los elementos
de A, en particular los puntos, tiene nivel menor o igual que n, por lo que
pertenecen a T, y, en consecuencia, L ha de contener, al menos, dos de ellos
llevdndonos a a un absurdo.

]

La proposicion anterior evidencia el hecho de que si existe en IT una configuracion
que verifique el teorema de desargues (2.1)), dicha configuracién ya se encontraba
contenida en 7y, podemos formalizar este enunciado como sigue.

Corolario 2.12. El espacio proyectivo libre generado por my es desarguesiano si,
y sélo si, el teorema de Desargues se cumple en .

Proposicion 2.13. Sea my una configuracion con cuatro puntos y ninguna recta,
el plano proyectivo libre generado por my es un plano no desarguesiano.

Demostracion. De acuerdo con el corolario (2.12)) podemos tomar una configura-
cion de 10 puntos como sigue: primero elegimos A, B, C, O tres a tres no alineados,
a continuacién, tomamos A’ € OA, B’ € OB, C' € OC de forma que A’, B' y C’ tam-
poco estén alineados y, por dltimo, construimos P = ACNA'C', Q = BCNB'C'y
R =ABNA'B'. Ahora, si el enunciado de Desargues se verificara entonces P, Q
y R estarian alineados y dispondriamos de una configuracién de 10 puntos y 10
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rectas en I, luego también contenida en 7y en virtud de la proposicién 2.11] lo
cual es absurdo, puesto que habiamos supuesto que 7y es una configuracién con
elementos insuficientes para cumplir el teorema Desargues (2.1). O

Ejemplo 2.14. Como ejemplo del enunciado anterior podemos considerar la si-
guiente configuracion, construir el plano proyectivo libre generado por ella y, pos-
teriormente, encontrar una configuracion en que no cumpla el teorema de Desar-

gues (2.1).
Tomamos como configuracién de partida

o = ({P1,P>,P5,P4,Ps},0)

entonces,
= ({P1, P, P3,Ps,Ps} ,{{1,02,03,04,05,05})

con lo que

= ({P1>P27P37P47P5}U{P57P67P7}7{617€2>£3vg47‘€5766})

(a) mo

(b) m

(c) m
(d) 73
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e

(a) my (b) 75

Figura 2.5: Ejemplo proposicién 2.13

Elegimos los siete puntos sefialados en la imagen que cumplen la hipétesis de
desargues (2.1)) y realizamos la construccién de P 'y Q como dicta el axioma per-
tinente, entonces trazamos la recta PQ y observamos que su punto de incidencia
con C'B’ (etiquetado como R') es exterior a 1 recta CB, luego R = CBNC'B’ es
distinto de " = PQNC'B’, con lo que concluimos que P, Q' y R no son colineales
por lo que no se cumple Desargues (2.1).

Figura 2.6: Paso 1
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el

Figura 2.7: Paso 2

Por consiguiente existen espacios proyectivos que, pese a cumplir los axiomas
P1-P4, no verifican el teorema de Desargues(2.)), permitiéndonos por tanto tomar
este dltimo como un nuevo axioma.

P5: Teorema de Desargues (2.1)).

2.1.2. Todo plano proyectivo tridimensional es desarguesiano

Teorema 2.15. El teorema de Desargues se cumple en el plano proyectivo
tridimensional, sin necesidad de asumir que todos los puntos del enunciado se
encuentren sobre el mismo plano. En particular, el enunciado es cierto para cual-
quier plano que se encuentre sumergido en un espacio proyectivo tridimensional.

Carecemos de momento de las herramientas necesarias para poder demostrar este
resultado, que se probard en . 11|
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En un plano proyectivo, al igual que sobre otras estructuras algebraicas, podemos
encontrar varios elementos que aplicar a las configuraciones. El objetivo de esta
seccion reside en estudiar distintos elementos que nos ayudardn a continuar de-
sarrollando nuevos aspectos de las configuraciones proyectivas, facilitindonos las
demostraciones y la comprension geométrica de las mismas.

2.2. Lapropiedad de dualidad en las geometrias pro-
yectivas

En lo desarrollado hasta ahora hemos podido notar una cierto grado de simetria
entre los elementos denotados como rectas y puntos dentro del espacio proyec-
tivo. La teoria de la dualidad pone en evidencia dicha semejanza y formaliza el
concepto.

Recordemos la primera definicion de este trabajo, 1a definicién de geometria(1.1),
que involucra el concepto de incidencia como la relacién de equivalencia existente
entre los elementos de un determinado conjunto formado por puntos y rectas.

Abhora, si expresamos la geometria primeramente descrita por (Q,7) como una
terna (P,L,I) donde P y L son respectivamente el conjunto de puntos y rectas de
Q, obtendremos la geometria dual intercambiando el papel de ambos y definiendo
una nueva relacion de incidencia dada por la relacion inversa de /. Observemos
por tanto, que la geometria dual (P*,L*,I*) con P* =L; L* = P; I* = I es-
td determinada por la matriz traspuesta de la de incidencia que caracteriza a la
geometria inicial.

Teorema 2.16. Principio de dualidad. Sea T cualquier enunciado sobre el espa-
cio proyectivo que pueda ser demostrado a partir de P1-P4 (y P5 si el espacio
es desarguesiano), entonces el enunciado dual T* se obtiene a partir de cambiar
cada elemento/concepto siguiente por su equivalente

punto — recta
pertenece <—>  pasa por
contenido <+— contiene

colineal ~<— concurrente
y también podrd ser probado a partir de los citados axiomas.

Nota. Observemos que es posible garantizar la veracidad de los enunciados duales
gracias a la existencia de la recta del infinito, pues sin esta no habria simetria en
la geometria plana, por lo que no seria posible garantizar la equivalencia entre
puntos y rectas.
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Cabe mencionar también que la dualidad es una propiedad invariante bajo iso-
morfismos para aquellos planos proyectivos denominados autoduales, es decir,
aquellos que son isomorfos a su dual.

Definicion 2.17. Sea IT un plano proyectivo y sea IT* otro conjunto formado por
las rectas de I1, a las que llamaremos puntos duales, y otros elementos, denotados
rectas duales, que serdn los haces de rectas centrados en los puntos de I1.

Proposicion 2.18. IT* es un plano proyectivo y recibe el nombre de plano proyec-
tivo dual. Ademds, si I1 es desarguesiano, IT* también lo es.

Demostracion. Comencemos comprobando que cumple los axiomas P1-P4 que
reformularemos como P1*-P4*,

P1*: Sean P*, Q" dos puntos distintos en IT*, entonces existen una tnica recta
dual que contiene a ambos. El enunciado dual establece que dadas dos rectas
distintas de IT existe un tnico haz de rectas que contiene a ambas, es decir,
ambas rectas inciden en un unico punto (lo que es claro por P2) que seré el
centro del haz de rectas pertinente.

P2*: Sean ¢* y m* dos rectas duales, entonces se cortan en, al menos un punto. El
dual de este enunciado indica que dos haces de rectas centrados en puntos
de IT contienen una recta comin, lo cual es evidente a partir de P1, pues
basta unir los centro de los haces para obtener una recta perteneciente a
ambos.

P3*: Existen P*, Q*, R* no colineales en IT*. Cuyo dual expresa la existencia de
tres rectas no concurrentes en I, pero esto es claro ya que por P3 existen
tres puntos no alineados A, B, C, luego las rectas AB, AC y BC no pueden
incidir en un mismo punto pues implicaria que los puntos habrian de estar
sobre la misma recta.

P4*: Toda recta dual tiene, al menos, tres puntos duales. La traduccién dual de

este enunciado determina la pertenencia de, al menos, tres rectas en cada
haz centrado en un punto de Il. Vedmoslo,
Tomamos P € IT como centro del haz de rectas y sea £ una recta que no pasa
por P (notemos que esta recta existe pues existen tres puntos no alineados).
Entonces por P4, inciden dobre ¢, al menos, tres puntos Q1, Q», Q3 a través
de los cuales podemos dibujar las rectas PQ1, PQ;, PQ3 pertenecientes por
tanto en el haz de rectas centrado en P con lo que concluimos.

Por consiguiente, podemos afirmar que IT* es un plano proyectivo que verifica
P1*-P4*.

Vamos a ver ahora qué ocurre si suponemos I desarguesiano.
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P5*: Sean O*, A*, B*, C*, A*/, B*,, C¥ siete puntos distintos de IT* de forma que

O*A*A*, O*B*B*, 0*C*C* son colineales y A*, B, C*; A*, B¥, C* no lo
son. Entonces P* = A*B* ﬂA*/B*/; Q" =A*C* ﬂA*/C*/; R* = B*C*NB*C¥
son colineales.
Su expresion dual recibe el nombre de teorema de Desargues dual Sean
o,a,b,c,d, b, siete rectas distintas de IT tales que oad’, obb’, occ’ son
concurrentes y a, b, ¢; d’, b’, ¢’ no lo son. Entonces p = (aNb)U (a' ND');
g=(anc)u(d' ne);r=(bNec)U(® Ne'Yson concurrentes.

Figura 2.8: Desargues dual.
Configuracioén inicial.

'La unién indica la recta que pasa por ambos puntos de incidencia de los respectivos pares de
rectas.
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Figura 2.9: Desargues dual

Para probar esto denotaremos los puntos de incidencia de las rectas ante-
riores como sigue: O = oad’, A=oNbNb, A =0ncnNc, B=anb,
B =anc, C=dnNb, C =dnc. Entonces observemos que dispone-
mos de una configuracion de siete puntos que, por hipétesis del enunciado,
verifica P5, con lo que concluimos que los puntos P = ABNA'B' = bNc;
Q0 =ACNA'C'=b'Nc’; R=BCNB'C’' = pNgq son colineales, pero PQ = r
luego p, g, r son concurrentes.

]

2.3. Objetos proyectivos: Cuaternas armonicas

En el marco analitico conocemos varios resultados que relacionan elementos per-
tenecientes a una misma estructura algebraica (teorema de Tales, teorema de Pita-
goras o elementos geométricos como el baricentro, la mediatriz...), con la motiva-
cién de conocer relaciones de este tipo en el contexto proyectivo estudiaremos el
cuadrivértice completo y las cuaternas armonicas.
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Definicion 2.19. Llamamos cuadrivértice completo a la construccion resultante
de tomar una configuracién de cuatro puntos, tres a tres no colineales y proceder
como sigue:

Dibujamos las seis rectas que los unen y definimos los puntos diagonales del
cuadrivértice completo P=ABNCD, Q =ACNBDy R=ADNBC.

(a)

(b)

Figura 2.10: Definicién cuadrivértice completo
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No obstante P, Q, R podrian estar alineados (por ejemplo, en el plano proyectivo
de siete puntos (I.18), esto no ocurre en el plano proyectivo real, por lo no pode-
mos asumir que los puntos diagonales sean colineales en general. Por este motivo
tomaremos esto como axioma y estudiaremos su coherencia en relacién con la
axiomadtica anterior.

P6: Axioma de Fano. Los puntos diagonales de un cuadrivértice completo nun-
ca son colineales.

c

(@ | (b)

Figura 2.11: Axioma de Fano
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Definicion 2.20. Dada una configuracién de cuatro puntos distintos y colineales,
A, B, Cy D, lo llamaremos cuaterna armonica si existe un cuadrivértice completo
de forma que A y B sean dos de los puntos diagonales del cuadrivértice. Como
notacion utilizaremos H(AB,CD).

A%

A C B D

Figura 2.12: Definicién cuaterna armoénica

Nota. La exigencia de que los cuatro puntos sean distintos se debe a poder afirmar
que los puntos diagonales del cuadrivértice completo resultante en la construccién
son no alineados. De hecho, el concepto de cuaterna armoénica no tiene sentido a
menos que se verifique el axioma de Fano (2.3), por lo que a partir de ahora
asumiremos que P6 se verifica siempre que trabajemos con cuaternas armonicas.

Proposicion 2.21. Si A, B, C y D, forman una cuaterna armonica en el plano
proyectivo entonces C, D, A 'y B también.

Demostracion. Consideramos la cuaterna armonica formada por A, B, C, D, luego
existe un cuadrivértice Q1, Oz, O3, Q4 que la soporta.

Veamos que si tomamos los puntos C, D, A, B existird también un cuadrivértice
Qll, le, Ql3, Qil soportando esta cuaterna.
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@1

Q4

A C B D

Figura 2.13: Proposicion 2.20. Paso 1

Q.

A c B D

Figura 2.14: Paso 2

Para ello consideremos A, C, D y veamos que B es su cuarto arménico. Elegimos
las rectas

ar =AQ1 ay=AQ3
c1=C01 c2=CQ03
di=0Q1 dy=DQ4

y aplicamos Desargues dual . Asi, obtenemos tres rectas concurrentes, ¢1, 5,
{3, pero observemos que /1 = Q104 y ¢3 = 0203, luego por construccion ¢; y
¢, pertenecen al haz de rectas centrado en B, lo que implica que las tres rectas
confluyen en B siendo este el cuarto armoénico de A, C, D como queriamos probar.

]
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dl\ ay
cy C2

do < as

N -
\ /

>

A C B D

Figura 2.15: Paso 3

Corolario 2.22. Si A, B, C y D forman una cuaterna armonica, entonces se tienen
las ocho cuaternas armonicas siguientes:

H(A,B,C,D) H(B,A,C,D) H(A,B,D,C) H(BAD,C)

H(C,D,A,B) H(C,D,B,A) H(D,CAB) H(D,C,BA)

Definiciéon 2.23. Diremos que dos tridngulos estdn en perspectiva cuando se ve-
rifica la siguiente situacion geométrica. En esta situacion, los tridngulos XYV y

Figura 2.16: Definicién perspectiva

X'Y'V' estdn en perspectiva. El punto W se denomina centro de perspectiva.
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Proposicion 2.24. Sean A, B, C tres puntos distintos y colineales, entonces existe
punto D tal que H(AB,CD). De hecho, si el espacio es desarguesiano, D es tinico
y recibe el nombre de cuarto armonico.

Demostracion. Comencemos probando la existencia del punto D dados A, B, C
alineados. En primer lugar, trazamos dos rectas cualesquiera pertenecientes al haz
de rectas con centro en A y una recta cualquiera del haz de rectas con centro en C,
exigiendo a todas ellas diferir de la recta AB. Denotémoslas ¢, m y n respectiva-
mente.

A c B

T

Figura 2.17: Proposicion 2.23.
Configuracion inicial

Observemos que las tres rectas dibujadas inciden dos a dos, dando lugar a dos
nuevos puntos, que llamaremos X e Y.

A continuacidn, trazamos las rectas BY y BX, cuya respectiva incidencia con £ y
m designamos V y W. Finalmente, aludiendo al axioma de Fano (2.3), el punto
D =ABNVW es distinto de A, By C, con lo que hemos obtenido un punto D tal
que H(AB,CD)
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X m

A C B D

Figura 2.18: Paso 1

n 14

Ve

m

A C B D

Figura 2.19: Paso 2

Supongamos ahora que el espacio es desarguesiano y veamos la unicidad del pun-
to D arriba construido. Razonamos por reduccién al absurdo.

Sea D' un punto tal que H(AB,CD') con D' # D, luego por la definicién de cua-
terna armonica, existe un cuadrilidtero completo XYVW tal que A = XV NYW;
B=XWNYV;CeXY;DeVW. Denotemos por ' = AX; m' = AW; n' = CX
entonces, si aplicamos la construccién realizada en la primera parte de la demos-
tracin a esta configuracion, obtendremos D’.

Esto es suficiente para demostrar que la eleccién de las rectas ¢, m,n tomadas en
un comienzo son independientes del punto D resultante. Para ello veamos los tres
casos que se podrian presentar, variando en cada uno de ellos una de las rectas.

= Veamos lo que ocurre al sustituir £ por otra recta distinta £'.
Sea D el punto construido a partir de ¢,m,n, y sea XYVW el cuadrilitero
completo que interviene en dicha construcién. Sea ¢’ una recta que pasa por
A, distinta de m, y denotemos el cuadrilatero resultante X'Y'V'W’ (notemos



CAPITULO 2. AXIOMA DE DESARGUES. OBJETOS Y
TRANSFORMACIONES PROYECTIVAS 53

que Y es comun a ambos cuadrildteros por ser el punto de incidencia de
m y n que hemos mantenido invariantes). Terminaremos si probamos que
VW NV'W' = D, es decir, ABNV'W' = D.

Observemos que en la configuracion actual disponemos de dos tridngu-
los XVW y X'V'W’, para los cuales Y funciona como centro de perspec-
tiva y cuyos pares de lados correspondientes inciden en A = XV N X'V,
B=VWNV'W'. Con lo anterior, disponemos de una configuracién confina-
da en un espacio desarguesiano donde las rectas BX,m,n son concurrentes
en Y, luego necesariamente los lados restantes de los tridngulos inciden en
un punto VW NV'W’' = D € AB.

Como el punto de incidencia se encuentra sobre AB y ha de verificarse la
existencia de un cuadrivértice completo, el punto ha de ser dnicoy D = D'.

El
n l

N

A C B D

Figura 2.20: Caso 1. Cambio /, paso 1
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vV X/m
e
v
Y
A cC B D

Figura 2.21: Caso 1. Cambio ¢, paso 2

= El caso de sustituir la recta m es idéntico al anterior debido a la simetria
de la configuracion, por lo que su prueba consiste en reproducir la recién
expuesta intercambiando los papeles de ¢y m.

= Veamos lo que ocurre al sustituir n por otra recta n’ distinta a la primera.
Sea D el punto construido a partir de ¢, m,n; sea XYV W el cuadrildtero com-
pleto que interviene en dicha construccién; y sea X'Y'V/W’ el cuadrilatero
obtenido a partir de £, m ,n’. De nuevo, queremos ver que la incidencia entre

V'W'y AB es exactamente D.

Figura 2.22: Caso 1. Cambio n, paso 1
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Consideramos los tridngulos XYW y Y'V'X’, donde los lados correspon-
dientes inciden en A, B,C que por hipdtesis son colineales. Haciendo uso
del enunciado dual del teorema de desargues (2.2) podemos concluir que
las rectas X'Y, Y’X y V'W son concurrentes en un punto O.

Figura 2.23: Caso 1. Cambio n, paso 2

bnNe

A C B D
Figura 2.24: Caso 1. Cambio n, paso 3
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Mediante un razonamiento paralelo, tomamos los tridngulos XVY y Y'X'W’
y aplicando P5* (2.2), de nuevo concluimos que las rectas X'Y, Y'X y VW’
son concurrentes.

n

vV Y

A C B

Se

Figura 2.25: Caso 1. Cambio n, paso 4

anb

bNne
b N’

a’ nb’

A C B

Se

Figura 2.26: Caso 1. Cambio n, paso 4
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Para concluir, observemos que las tnicas rectas que difieren entre las confi-
guraciones resultantes al aplicar desargues dual son V'W 'y VW', luego
el punto de incidencia de ambas ternas de rectas ha de ser el mismo.

En resumen, dos pares de lados correspondientes inciden en A y B, y el
tercero (V'W, VW) ha de incidir sobre la misma recta AB, luego D € V'W.

]

2.4. Transformaciones proyectivas: Perspectividades
y proyectividades

En espacios con una métrica definida conocemos transformaciones tales como la
homotecia, la traslacion y la rotacion; sin embargo, en los espacios proyectivos no
tenemos definido el concepto de distancia ya que la no existencia de coordenadas
impide que tengan sentido las transformaciones que acabamos de listar. Por es-
te motivo, introducimos las perspectividades y proyectividades, transformaciones
entre configuraciones que se comportan de forma similar a las biyecciones en el
ambito proyectivo.

Definicién 2.25. Una perspectividad es una aplicacion entre dos rectas (afines o
proyectivas), £ y ¢’ que podemos definir de la siguiente forma:

(N — 1
Ar— A =0/N0A

donde O es un punto exterior a ambas rectas llamado centro de perspectividad.

z ~

4
L S~ 14

¢ B A

Figura 2.27: Definicién perspectividad

Nota. La existencia de O se deriva de los axiomas de plano proyectivo. Dadas dos
rectas, por P4, inciden tres puntos en cada una de ellas, llamémoslos A, B,C € 'y
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A, B',C" € V', entonces tomando dos pares de puntos cualesquiera formados por
un elemento en cada recta, el punto de incidencia entre estas es exteriora £y .

Proposicion 2.26.
a) Toda perspectividad es una biyeccion.
b) La inversa de una perspectividad es también perspectividad

¢) La composicion de dos o mds perspectividades, no tiene por qué ser una
perspectividad.

Demostracion.

a) Veamos que una perspectividad es una aplicacion inyectiva y sobreyectiva.
La inyectividad es clara, ya que tomando un punto cualquiera A € ¢ existe
una unica recta OA y, a su vez, el punto de incidencia de OA y £ es unico,
luego no puede haber dos puntos en ¢ con la misma imagen.

De forma similar vemos que se trata de una aplicacion sobreyectiva, dado
que tomando un punto cualquiera A en £/, existe una tnica recta distinta de
esta que pasa por O. Asi, el punto de incidencia entre OA’ y ¢ da lugar a un
punto en /, cuya imagen por la perspectividad es A’.

Notemos que, si £ y ¢ inciden en un punto X, este se mantiene invariante
por la perspectividad.

b) Acabamos de ver que la aplicacion es biyectiva, luego admite inversa. De-
finimos la aplicacién inversa como sigue:

ORC 0 — 1
A'—A=(N0A

Entonces,

(RO o(URYA) = (I'AO(A)=A 2.1)

(UR)o (U AO)(A) = (Ur)A)=A (2.2)

luego, por 1| (¢ A€) o (¢ A L") =1d y porR2J ((AL)o (¢ A L) =1d con lo
que

(At =0Re
y concluimos que la inversa de una perspectividad es, de nuevo, una pers-
pectividad.
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¢) Veamos que no es cierto proporcionando un contragjemplo.

Sean £, ' y " tres rectas distintas dos a dos, definimos:

(Nl — 1
Ar— A =0NO0A

OR0 0 — 0"
A A =0"n0'A

donde Oy O’ los centros respectivos de las perspectividades.

Consideremos cuatro puntos Y, A, B, C € ¢ y calculemos su imagen por
¢ AV obteniendo respectivamente Y', A’, B', C' € ¢'. Ahora, la perspectividad
¢’ A 0" aplicada a los puntos recién obtenidos proporciona Y, A”, B”, C" €
¢ correspondientemente. A la vista de estos puntos, notemos que no existe
una perspectividad que transforme el primer conjunto en el segundo, puesto
que seria £ A £’ que mantendria Y invariable, luego Y = Y” lo que es falso
siguiendo la cadena de perspectividades anterior.

Figura 2.28: Proposicién 2.25 c.
Configuracion inicial
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Figura 2.30: Paso 2

Definicion 2.27. Una proyectividad es una aplicacion entre dos rectas (pueden ser
la misma), que puede ser expresada como composicion de perspectividades.

N YA

Nota.

= Toda proyectividad es trivialmente biyeccién, como consecuencia de que
toda perspectividad lo es.

= La composicion de proyectividades es proyectividad, debido a que, de nue-
vo, se puede escribir como composicion de perspectividades.

= La aplicacién identidad es una proyectividad y, en consecuencia, una pers-
pectividad.
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Proposicion 2.28. Sea ¢ una recta. Entonces el conjunto de proyectividades de ¢
en si mismo, junto con la operacion composicion, es un grupo al que denotaremos
por PJ({).

Demostracion. Sabemos que un grupo es un conjunto no vacio junto con una
operacion binaria; esta operacion ha de ser asociativa; ha de existir un elemento
neutro; y cada elemento debe tener inverso dentro del grupo. Veamos que todo
esto se cumple:

Existe elemento neutro. La identidad se puede obtener facilmente a partir
de la composicion de una perspectividad y su inversa, es claro que es una
proyectividad, luego pertenece al conjunto PJ(¢)y, debido a que su compo-
sicidn con otras proyectividades no altera la imagen de ningtn elemento, es
claro que constituye el elemento neutro de PJ(?).

La operacién ha de ser asociativa. Sean pp, p;, p3 tres proyectividades,
donde p; = m; | om;3 om;,, con m; perspectividad y n; € N para todo i =
1,2,3; j=1,2,...,n;. Por tanto,
(P1op2)ops =
(myjomyp0...0Mm|  OMy 1 OMY20...0MY y,) OM3 | OM320...0M3,, =
M| 10M|20...0M]| OM)|OM220...0M) , OM31OM320...0M3 3 =
My 1 OM|20...0Myp 0 (M OMY20...0M)y, OM3 | OM320...0M3 p,) =
p1o(p2op3)

Cada elemento tiene inverso en el grupo. Sea p = mjomyo...om, una

proyectividad y su desarrollo como composicion de perspectividades. Sean

l,mZ’ Lo ,m, ! las inversas de cada perspectividad respectivamente. En-

1 1 1

ny

tonces, p~* coincide con m,; Io..0 m, om; , vedmoslo,

po(mlo...omytom ") =
1 1 -1
omy ) =

omf1 =

(myompo...omy)o(m, o...omy

mlomzo...o(mno(m,;l)o...omgl

m1omzo...o(ld)o...omglomfl:

.=1d

1 1

andlogamente, (m,'o...om;' om;')op = Id, luego, p~
~1

m, o ml_l. Entonces podemos concluir que, en efecto, la inversa de una

1 _ -1
=m, o...0
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proyectividad es de nuevo proyectividad y, que toda proyectividad tiene in-
versa dentro del grupo.

]

Definicion 2.29. Dados una recta ¢ y dos puntos O, A exteriores a ella, definimos
la proyeccion de A sobre ¢ al punto OAN Y.

Proposicion 2.30. Sea ¢ un recta, y sean A, B y C tres puntos distintos sobre ella.
Sea A', B' y C' una terna distinta a la primera, de puntos colineales y exteriores
a la recta dada. Entonces existe una proyectividad de ¢ en si misma que envia la
primera terna en la segunda.

Demostracion. Sea ¢ una recta tal que los puntos dados inciden en ella. Comen-
cemos eligiendo una recta cualquiera distinta de la dada y tal que no pasa por A ni
A’. Sea O un punto exterior a ambas rectas, entonces proyectamos la terna A, B, C
sobre ¢’ dando lugar a los puntos A”, B”, C", con lo que tenemos ABC AA”B"C"
concentroen O,y A ¢ (", A" ¢ /.

. .

() (b)

Figura 2.31: Proposicion 2.29.
Configuracién inicial



CAPITULO 2. AXIOMA DE DESARGUES. OBJETOS Y
TRANSFORMACIONES PROYECTIVAS 63

Basta por tanto con construir una proyectividad de ¢ en ¢ que envie A’'B'C’ en
A”B"C". Con este proposito trazamos las rectas A’B”, A”B’', A’/C", A”C’; definimos
los puntos B” := A’'B"NA"B’, C" := A’C" NA"C’; y construimos la recta ¢ =
B"'C", cuya incidencia con A’A” denotaremos A"

B/” C///

° ° o’

A;'/ B// C//

v
111] C
A///

1’
o ¢

A;'/ Bl Cll

Figura 2.33: Paso 2
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Ahora, tenemos la cadena de perspectividades /A £ A ¢" centradas en A’ y A resp.
y que, al componerse con la perspectividad inicial, da lugar a £ A £ A 0" A ¢, que
se trata de una proyectividad de la recta en si misma y cuya imagen de A, B, C
coincide con A’, B/, C'.

"
117 C
A///

1"

YL

Figura 2.34: Paso3, { A 0"

Cll:

Figura 2.35: Paso 4, ("' R 0"
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o

O

Figura 2.36: Paso 5, ¢ A /¢

O

Corolario 2.31. Una proyectividad envia cuaternas armonicas en cuaternas ar-
monicas.

Demostracion. Dado que toda proyectividad es composicion de perspectividades
bastaré probar que una perspectividad envia cuaternas armonicas en cuaternas ar-
monicas.

Sea / unarectay A, B, C, D € /'y supongamos que ¢ A /' es una perspectividad
centrada en O con /' distinta de la recta dada y O un punto exterior a ambas; ade-
mads supongamos H(A,B,C,D).

Denotemos A’, B', C', D' € ¢’ a las imédgenes de los puntos dados por la perspec-
tividad anterior, y definamos ¢” := AB’. Entonces la cadena de perspectividades
centradas en O, { A {" A ¢’ coincide con la proyectividad inicial, por lo que pode-
mos considerar ¢ A £ y " A ¢’ por separado.

Supongamos que hemos tomado ¢’ de forma que A sea el punto de incidencia entre
ambas rectas, de esta forma el problema actual se reduce al siguiente:

Sean { AV centrada en Oy sean A := (N V', B, C, D cuatro puntos incidentes en {
tales que H(A,B,C,D). Demostrar que H(A,B',C',D') donde B/, C', D' € ¢’ son
las imdgenes de B, C, D.

Para demostrarlo comencemos dibujando la recta BC' y definamos X := BC' N OA.
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b“

— 5 h
Figura 2.37: Corolario 2.30
H(A,B,C,D)
Y

Figura 2.38: Paso 1

A continuacién, consideramos el cuadrildtero completo OX B'C’. Trivialmente dos
de sus puntos diagonales son A y B; ademds C incide en el lado OC’ del cuadril-
tero y, con esto, deducimos que el cuarto armoénico debe ser el punto de incidencia
entre las rectas XB' y £, al que denotamos D.

Finalmente consideremos el cuadrilatero completo OXBD, dos de sus puntos dia-
gonales son A y B', y los otros dos son los puntos C' = ¢ NBX y D' = ¢{'NOD.
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Figura 2.39: Paso 2
OXB'C'

Figura 2.40: Paso 3
OXBD

]

Definicion 2.32. Diremos que un grupo es r-veces transitivo cuando, dadas dos
tuplas de r elementos del grupo, exista una transformacion que envie la primera
en la segunda.

Considerando esta definicion, otra consecuencia que podemos obtener es que el
grupo PJ({) es tres veces transitivo, pero no cuatro, esto es, dadas dos ternas de
puntos hemos probado en la proposicion (2.30) que existe un elemento del grupo
que envia una en la otra. Sin embargo, dadas dos cuaternas esto no es cierto ya
que, de lo contrario, deberia enviar cuaternas de puntos arménicos en cuaternas de
puntos armoénicos y, lo tinico que podemos garantizar gracias al corolario anterior
(2.31) es que se cumple en caso de que ambas sean cuaternas armaénicas.






Capitulo 3

Axioma de Pappus y Teorema
fundamental

En el capitulo anterior nos preguntdbamos si existia la posibilidad de anadir nue-
vos axiomas a P1-P4 y, en que medida, afectaria esto al espacio generado. En la
primera seccién de dicho capitulo confirmamos que esto es posible presentando el
Axioma de Desargues (2.1)) y, con ello, obtuvimos los espacios proyectivos desar-
guesianos. En este capitulo, presentaremos dos nuevos enunciados: el Axioma de
Pappus (3.1) y el Teorema fundamental de la geometria proyectiva (3.8). Veremos
que las nuevas configuraciones proyectivas a las que dan lugar son estrictamen-
te mas restrictivas que las estudiadas hasta ahora. Como ejemplo paradigmatico
de planos proyectivos que cumplen estos resultados tenemos el plano proyectivo
obtenido sobre un cuerpo conmutativo. Finalmente, estudiaremos que el TF no se
puede deducir a partir de la definicién sintética de plano proyectivo, ni tampoco
haciendo uso de los axiomas de Desargues o Fano. En particular, probaremos que
el Axioma de Pappus implica el de Desargues, y que, de hecho, es equivalente al
TF.

El Teorema fundamental (3.8) no se puede deducir a partir de la definicién sin-
tética estudiada de plano proyectivo ni tampoco haciendo uso de los axiomas de
Desargues (2.1) o Fano (2.3), es por esto que introducimos el Axioma de Pappus.

3.1. El Axioma de Pappus
Teorema 3.1. Axioma de Pappus: Sean ( y ¢’ dos rectas y sean A, B, C € {; A/,

B, C' € 0 todos ellos distintos de { N {'. Definimos P =AB' NA'B; Q = AC'NA'C;
R = BC'NB'C. Entonces P, Q y R son colineales.

69
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(©

Figura 3.1: Axioma de Pappus

Este axioma puede enunciarse también en el espacio afin, dado que hemos pro-
bado que basta eliminar una recta del espacio proyectivo para obtener un espacio
afin, si tomamos la recta PQR como recta del infinito el enunciado continda siendo
vélido, y se corresponde al siguiente enunciado:

Teorema 3.2. Pappus afin. Sean { y {' dos rectas afines y A, By C; A, B' y ('
dos ternas de puntos sobre cada una de ellas respectivamente. Si las rectas AB' y
A'B), asi como, AC' y C'B son paralelas entre si, entonces BC' y B'C también lo
sony P, Qy R son puntos del infinito (por consecuente colineales).

Otra opcidén de representacion que posee este teorema es su version dual proyec-
tiva, que se enuncia como sigue.

Teorema 3.3. Pappus dual. Dados A, B dos puntos, y ay,a, as, by, by, b3 seis
rectas distintas entre si y distintas a la recta AB, tales que las tres primera per-
tenecen al haz de rectas centrado en A, y las restantes al haz de rectas centrado
en B. Entonces las rectas p = (a1 Nby) + (aa Nby); g = (a1 Nb3)+ (a3 Nby);
r = (axNbz)+ (a3 Nby) son concurrentes.
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(b)

Figura 3.2: Axioma de Pappus dual

Definicién 3.4. Diremos que un espacio es pappusiano si cample P1-P4 y, para
toda configuracién de seis puntos y dos rectas dispuesta como dicta el axioma de
Pappus (3.1), se verifica el mismo. De lo contrario diremos que el espacio es no
pappusiano.

3.1.1. Pappus implica Desargues

Teorema 3.5. de Hessenberg. El axioma de Pappus (3.1) implica el Teorema de
Desargues (2.1).

Demostracion. Sea O, A, B, C, A’, B y C' una configuracién de siete puntos que
satisface la hispétesis del Teorema de Desargues (2.1]), entonces construyamos P,
0O, R como dicta el citado teorema y probemos que estan alineados.

Figura 3.3: Teorema de Hessenberg.
Configuracion inicial
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Figura 3.4: Paso 0

En un primer paso comenzamos definiendo § = A’C' N AB para, a continuacion,
aplicar el axioma de Pappus (3.1) a la configuracién formada por O, C, C', B, S,
A, que determina tres puntos colineales

P,=0SNBC ; P,=0ANBC' ; Q

Figura 3.5: Paso 1
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Figura 3.6: Paso 1.1

En un segundo paso, tomamos O, B, B, C, A’, S, y en virtud de P5 obtenemos
la colinealidad de
P ; PB=0SNBC ; P



74 3.1. EL AXIOMA DE PAPPUS

Figura 3.7: Paso 2

Por dltimo, elegimos los puntos B, C’, P, P, P;, S'y concluimos, gracias al axioma
de Pappus (3.1)), 1a colinealidad de

R ; P=BSNPP ; Q=CSNPP
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Figura 3.8: Paso 4

Nota. En cada paso previo al uso del axioma de Pappus (3.1)) deberfamos compro-
bar que la configuracion sobre la cual se aplica estd formada por puntos distintos.
Si no hemos hecho notar este aspecto en el momento pertinente se debe a la trivia-
lidad de esta distincion, puesto que los puntos pertenecientes a la configuracion
de partida son diferentes por hipdtesis, y los que introducimos posteriormente son
resultado de la interseccion de las rectas resultantes al unir los primeros.

Corolario 3.6. Todo espacio proyectivo pappusiano, es también desarguesiano.

Corolario 3.7. Todo espacio proyectivo que no cumpla el axioma de Desargues,
tampoco verifica el axioma de Pappus.

Por consiguiente, la proposicién (2.13)) constituye un ejemplo de espacio proyecti-
vo no pappusiano. Ademds, refleja la independecia de P1-P4 con respecto al axio-
ma de Pappus, lo que nos permite afirmar que podemos adoptar este enunciado
como séptimo axioma.

P7: Axioma de Pappus. (3.1))



76 3.2. EL TEOREMA FUNDAMENTAL

3.1.2. Espacio proyectivo desarguesiano no pappusiano

Mis adelante estudiaremos el plano proyectivo de los cuaterniones, que constituye
un ejemplo de plano proyectivo desarguesiano no pappusiano, revelando que el
reciproco del Teorema de Hessemberg (3.5) no es cierto.

3.2. El Teorema Fundamental

Teorema 3.8. Teorema fundamental de la geometria proyectiva (TF): Sean {
y ¢ dos rectas y sean A, By C; A', B' y C' dos ternas de puntos sobre £ y {'
respectivamente. Entonces existe una vnica proyectividad que envia la primera
terna en la segunda.

3.2.1. Demostracion del Teorema Fundamental

Como hemos adelantado al comienzo del capitulo, la principal motivacién que
nos ha llevado a presentar el axioma de Pappus reside en demostrar el TF
(3-8). Realizaremos la prueba de manera constructiva, en presencia de los axiomas
P1-P6, pero previamente presentaremos una serie de resultados previos para poder
llegar a ella.

Proposicion 3.9. Si una configuracion proyectiva cumple el Teorema fundamental
(3-8) entonces también verifica el Axioma de Pappus (3.1)).

Demostracion. Sean (, (', A, B, C, A’, B’ y C' como en el enunciado del axioma
de Pappus (3.1)), y supongamos que esta configuracion verifica el Teorema funda-
mental (3.8). Veamos que los puntos P =AB'NA'B; 0 =AC'NA'C; R=BC'NB'C
son colineales.

En primer lugar tracemos las rectas AB’, A’B, AC’, A'C para obtener Py Q, y de-
notemos ¢” a la recta PQ y como A” al punto de incidencia de la misma con AA’.
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Figura 3.9: Proposicién 3.39.
Configuracion inicial

Figura 3.10: Paso 1

Abhora, en virtud de la proposicién[2.30, podemos construir una proyectividad que
envia ABC en A’B'C’ como sigue: /A " A ¢' con centro en A’ y A respectivamente.
A continuacién, consideremos los puntos de incidencia Y = N /¢, Y =0 n¢”
y, observemos, que las proyectividades anteriores realizan las transformaciones
siguientes ABCY A A"PQY' A A'B'C'Y’

Figura 3.11: Paso 3
¢ AP con centro en A’
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Figura 3.12: Paso 4
"' A ¢ con centro en A

Por otro lado, definamos R' := B'CN¢" y C" := BR'N{' y consideremos la cadena
de perspectividades ¢ A £” A ¢’ esta vez con centros B’ y B respectivamente. En este
caso

ABCY APB"'R'Y AA'B'C"Y’
Zl
é”
A B C Y’ )
Y
R/
P v
B/

Figura 3.13: Paso 5
¢ A 0" con centro en B
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Figura 3.14: Paso 6
"' A ¢ con centro en B

Por consiguiente, tenemos dos proyectividades desde £ a ¢ que transforman ABY
en A’B'Y’, luego por el TF (3.8)) concluimos que se trata de la misma. Con esto,
también han de coincidir C' = C” y R’ = R, por lo tanto P, Q y R estdn alineados.

[]

Lema 3.10. Sea { Am A n, centrada en O y P resp. y donde { # n'y supongamos
que, o bien {, m, n son concurrentes, o bien O, P, { N\ n son colineales. Entonces,
{ estd en perspectiva con n, es decir, existe un punto Q tal que la perspectividad
que transforma { en n con centro en Q da lugar a las mismas imdgenes que la
proyectividad { An := { xm An.

Observacion 4. Omitimos la demostracion de este lema por su similitud a la

prueba desarrollada a continuacidn, no obstante puede encontrarse en [6]].

Lema 3.11. Sea { Am An, con centro en Oy P resp. y donde { # n 'y supongamos
que, ni £, m, n son concurrentes, ni O, P, {N\n son colineales. Entonces existe una
recta m' y puntos O' € n, P’ € { de forma que { Am' An con centros en O' y P’
resp. da lugar a la misma proyectividad que £ xm A n.

Demostracion. Sean ¢, m, n, Oy P los elementos de la configuracién dada.

Consideremos dos puntos A, A’ € ¢ tales que AA’ A BB’ A CC' con centros en O, P
respectivamente.
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m n

Figura 3.15: Lema 3.41
Configuracion inicial

Figura 3.16: Paso 2
¢ A m con centro en O

Figura 3.17: Paso 3
m A n con centro en P

Definamos O’ = OP Nn. Ahora, dado que estamos suponiendo que O, Py X :=
N n no estdn alineados, entonces O' # X, con lo que O' ¢ (. A continuacion,
dibujamos las rectas O'A, O'A’ y denotamos D := O'/ANPCy D' := O'A'nPC'.
Observando la configuracién actual notamos que los lados correspondientes de los
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tridngulos ABD y A’B'D’ inciden respectivamente en los puntos O, P, O’ que son
colineales, entonces, por el enunciado de Desargues dual (2.2), concluimos que
las rectas que £, m'y m; := DD’ concurre, y lo hacen en el punto Y := £Nm.

Figura 3.19: Paso 5
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Ademads, m; queda determinada por los puntos D e Y, con lo que si A’ varia a lo
largo de ¢, también lo hard D" sobre m.

Con lo anterior observamos que ambas proyectividades transforman A, A’ en C'y
C’, luego la proyectividad inicial coincide con ¢ Amj An (centradas en O y P resp.)
como queriamos ver.

Figura 3.20: Paso 6
¢ A mj con centro en O’

Figura 3.21: Paso 7
mj An con centro en P
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[]

Lema 3.12. Sean { y ¢’ dos rectas distintas, entonces cualquier proyectividad { N
puede ser expresada como composicion de dos perspectividades.

Demostracion. Recordemos que habiamos definido una perspectividad como com-
posicion de proyectividades, por tanto, basta ver que cualquier cadena de perspec-
tividades de longitud n > 2 puede reducirse a una de longitud n — 1. En particular,
basta ver que podemos reducir la composicion de tres perspectividades a dos. Pro-
bemos esto por induccidn.

El argumento del lema anterior mostraba que podemos mover la recta m para evi-
tar cualquier punto dado, con lo que serd suficiente probar que { Am An Ao con
centros en P, Q y R resp. es una cadena de tres perspectividades donde £ # o0,y
asi, la proyectividad resultante ¢ A o podra ser expresada como la composicién de,
a lo sumo, de dos perspectividades.

En primer lugar, sim=¢,6 m=n,6 m=,6 n=~,, 6 n = o en virtud del lema
[3.10Jel problema se reduce trivialmente a la composicién de dos perspectividades,
por tanto supondremos que las cuatro rectas son distintas entre si.

En segundo lugar, utilizando el resultado del lema [3.10] tenemos uno de los si-
guientes casos:

= m Ao en cuyo caso habriamos terminado.

» Podemos mover n de forma que los centros de las perspectividades m An y

n Ao se encuentren sobre m y o resp., dando lugar a: / Am An A o con centros
en P, Qy Rresp.; ¢, m, n, o distintas entre si; Q €0y R € m.
Si ahora definimos X :=¢MNm, Z :=nNoy trazamos la recta XZ, asumiendo
que X ¢ o (ya que de lo contrario por el lema[3.11]podriamos mover m hasta
X ¢ o), obtendremos que, Q ¢ XZ. Proyectamos m AXZ con centro en Q,
de forma que BB’ = HH'.
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m

Figura 3.22: Lema 3.42
Paso 1

m

Figura 3.23: Paso 2

Ahora, CDH esta en perspectiva con C'D'H’ desde Z, y los pares de lados
correspondientes inciden en Q, Ry, en virtud de P35, el par restante lo hace
en un punto N € OR. De este modo, N queda determinado por la recta DH
y ademds podemos afirmar que, pese a variar D’ y H', N sigue incidiendo
sobre la recta D’H’, en otras palabras XZ A o centrado en N.
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Figura 3.25: Paso 4

Andlogamente, los tridngulos ABH y A’B'H’ estén en perspectiva respecto
de X, luego haciendo uso de P5 de nuevo, tenemos que AH y A’H’ inciden
en M € PQ. En consecuencia, ¢/ A XZ centrado en M.
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Figura 3.26: Paso 5

Figura 3.27: Paso 6

En sintesis, tenemos la proyectividad de partida expresada como composi-
cioén de dos proyectividades: ¢ A XZ A o centradas en M y N resp.

X

Figura 3.28: Paso 7
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3.2.2. Pappus y Desargues implican TF

Teorema 3.13. Los axiomas de Pappus y Desargues (2.1)), en presencia de
P1-P4, implican el Teorema Fundamental (3.8).

Demostracion. Dada unarecta ¢, y dos ternas de puntos incidentes en ella y distin-
tos entre si, A, B, C; A’, B', C’, debemos probar que existe una tnica proyectividad
que transforma la primera terna en la segunda.

Seleccionemos una recta ' sobre la que no incida ninguno de los puntos dados
y proyectemos A’, B/, C’ sobre ¢’ dando lugar resp. a los puntos A}, B}, C}. Asi,
hemos reducido el problema a A, B, C € £y A}, B, C} € ' donde todos los puntos
difieren de /N ¢'. En esta situacion basta ver que existe una tnica proyectividad
tal que ABC AA'B'C’, pero ya sabemos que dicha proyectividad existe dado que lo
probamos en la proposicion [2.30] luego se trata de ver que cualquier otra proyec-
tividad coincide con esta.

caso 1: Tomemos una proyectividad cualquiera y supongamos que es, de hecho, una
perspectividad. Sea ¢ A ' centrada en O tal que ABC AA’B'C’. Definamos
P:=AB' NA'B, Q :=AC'NA'Cy sea /" := PQ. Veamos que ¢ pasa por
X :=ine'.

Figura 3.29: Teorema 3.43
Caso 1. Configuracion inicial

En vista de P53, los pares de lados correspondientes de los tridngulos A’BC
y AB'C’ (que se encuentran en perspectiva desde 0), inciden en los puntos
P, Q'y X resp. Por consiguiente, ¢’ queda determinada por los puntos Py
X, lo que nos permite observar que, a medida que variamos C, la perspec-
tividad ¢ A ¢’ centrada en O coincide con ¢ A £ A ¢' con centros en A’ y A
respectivamente.
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Figura 3.30: Caso 1. Paso 1

4

A/

Figura 3.31: Caso 1. Paso 2

caso 2: Supongamos esta vez que tomamos una proyectividad cualquiera que no es
perspectividad, sin embargo, por el lema [3.12] puede ser expresado como
composicién de, exactamente, dos perspectividades. Ademads, en virtud del
lema [3.11] podemos asumir que los centros inciden, respectivamente sobre
¢"y £. Asitenemos £ AL" A ¢’ con centro en R' y R; entonces ABCAA"B"C" A
A'B'C’ y, por tanto, tenemos la siguiente configuracion siguiente:

Figura 3.32: Caso 2.
Configuracion inicial
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Aplicando ahora el axioma de Pappus (3.1) el punto P := AB'NA’B incide
en la recta £”, andlogamente aplicando el mismo axioma a las ternas ACR y
A’C'R’ obtenemos que el punto Q := AC' NA’C incide en la recta £”.

EH

By i Rrl

Figura 3.33: Caso 2. Paso 1

Figura 3.34: Caso 2. Paso 2
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Con todo esto, la recta ¢’ es la empleada en la proposicion para cons-
truir la proyectividad ¢ A £ A ¢’ con centro en A’ y A respectivamente, por
lo que si D € £ es un punto cualquiera y definimos D" := R'DN{" y D' =
RD" N/, el resultado de aplicar el axioma de Pappus a ADR, A'D'R’, es
que los puntos AD'NA’D, A”, D" son colineales, y ademas AD' NA'D € /",
lo que implica que D tiene como imagen D" para la proyectividad de la
proposicion [3.10/luego, en efecto, estas coinciden.

Figura 3.35: Caso 2. Paso 3

]

Corolario 3.14. (del Teorema Fundamental). Una proyectividad entre las rectas ¢
y ' (£ #1') es una perspectividad si, y sélo si, mantiene fijo su punto de incidencia
Y =00V

En resumen, hemos probado, en presencia de P1-P4, las siguientes implicaciones
entre los axiomas expuestos:

» Teorema de Hessemberg: Pappus = Desargues. (3.5)

= TF = Pappus. (3.9)
» Pappus y Desargues = TF. (3.13)






Capitulo 4

Planos proyectivos sobre anillos de
division

Hasta ahora hemos presentado la geometria proyectiva tinicamente desde una vi-
sién sintética, no obstante, desde el punto de vista analitico sabemos que para
construir un plano proyectivo hemos de hacerlo sobre un cuerpo. En este marco
se presenta el actual capitulo, destacando los planos proyectivos construidos so-
bre unas estructuras determinadas: los anillos de division. El estudio de planos
proyectivos sobre estos cuerpos enriquecerdn la construccion axiomdtica, permi-
tiéndonos estudiar con mayor facilidad, en capitulos posteriores, la propiedad del
orden a través de ejemplos concretos, asi como profundizar en los automorfismos
e isomorfismos de una forma menos abstracta.

4.1. Introduccion a los anillos de division

Definicion 4.1. Un anillo de division es un conjunto, al que denotaremos [F, junto
con dos operaciones, + y -, a las que nos referiremos como suma y producto
respectivamente, tal que:

» (F,+) es un grupo abeliano;
= Los elementos no nulos de F forman un grupo para el producto;
» La distributividad de la suma respecto al producto.

De hecho, un anillo de division es un cuerpo, sea conmutativo o no, sin embargo,
en general se llama cuerpo a aquellos que son conmutativos. Por tanto diremos
que, un anillo de division F es un cuerpo si, y sélo si, (F,-) es un grupo conmuta-
tivo.

93
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4.1.1. Los cuaterniones

El ejemplo mds conocido de anillo de division es el cuerpo de los cuaternio-
nes.
SeaH:=R xR xR x R, entonces la operacién suma da una operacién de adicion.
A continuacién, definimos los siguientes elementos en H:

(1,0,0,0) i=(0,1,0,0)
(0,0,1,0) k=(0,0,0,1)

1
J

con lo que tenemos

ap x 1= (01,0,0,0) ar*i= (O,az,0,0)
a3*j:<0707a370) a4*k=(0,070,a4)

de donde se sigue

a1 tayxitazxj+agxk= (al,az,a3,a4)

Si elegimos el 1 como el elemento neutro para el producto, podemos definir
I xa =ax1 = a; ademds podemos establecer las siguientes relaciones entre los
elementos anteriores:

P=—1 j*?=-1 KkK=-1
ixj=k jxk=i kxi=]
jxi=—k kxj=—i ixk=—]

Con el fin de que se cumplan las reglas de la distributividad, el producto sobre H
se define de la siguiente forma.

(a1 +azi+azj+agk) * (b1 +bai+ b3 j+ bsk) =
(a1by — azby — asbs — agby) +
(a1by + arby +azbs+asb3)i +
(a1bs — azbs +aszby —asby)j +
(a1bs+ arbz — asby + asby )k
Para concluir, con las estructuras introducidas, definimos el grupo de los cuater-
niones como (H, -) y notemos que, en efecto, se trata de un anillo de division.

= Lano conmutatividad se hace evidente tras haber definido ij = ky ji = —k.
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» El grupo de los cuaterniones es isomorfo al subanillo M;(C), de donde se
sigue la asociatividad del producto. EI

» La asociatividad del producto con respecto de la suma es trivial en base a lo
anterior.

= En relacién a la existencia de inversos para el producto, tomemos a = a; +
axi+ az j+ ask con a # 0, entonces dado que

(a1 + api 4 a3 j + ask) * (a1 — axi — a3 j — ask) :a%+a%+a%—|—ai

si tomamos ||a|| *2 = a} + a3 + a3 +aj y a= aj — axi — a3 j — ask observa-
mos que

a aj a . as ag
lall®>  llail*  lla2f* lasl*® [asl?

luego todo elemento en H tiene inverso.

k

Nota. Como adelantamos en un capitulo anterior, el plano proyectivo de los cua-
terniones sostiene el Teorema de Desargues (2.1) pero no el de Pappus (3.1]).
Por un lado, sabemos que es desarguesiano porque estd construido sobre un anillo
de division; sin embargo, no es pappusiano ya que es condicidn necesaria que sea
conmutativo. Como consecuencia se trata de un contraejemplo al reciproco del
Teorema de Hessemberg (3.5).

4.1.2. Los anillos de division finitos son cuerpos

Definicion 4.2. Sea [F un anillo de divisién, definimos la caracteristica de IF como
el menor entero p > 1 tal que

1+1+4-+1=0
—_———
p veces

si no existe este p diremos que [F tiene caracteristica cero. Representamos esto
como Char(F)

Proposicion 4.3. La caracteristica de cualquier anillo de division es un niimero
primo.

Demostracion. Sea F un anillo de divisién con Char(F) = p, y suppongamos que
p =m*nconm,n > 1, entonces

(Ll D (L Lo 1) =0

m veces n veces

luego necesariamente o bien m = 0, o bien n = 0 llegando asi a un absurdo. L[]

'Su demostracién se puede encontrar en el ejercicio 19 del texto [S].
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Proposicién 4.4. Para cada p primo, existe un cuerpo IF), de p elementos y ca-
racteristica p.

Demostracion. Tomemos el conjunto F ={0,1,...,p— 1} y definamos las opera-
ciones suma y producto tratando los simbolos anteriores como nimeros enteros y
operando médulo p, entonces como establecimos en IF), es un cuerpo y, dado
que estamos trabajando médulo p, es evidente que Char(F,) = p. O

Proposicion 4.5. Sea T, donde g = p", r € N'y p primo, entonces F es un cuerpo
con Char(Fy) = p y q elementos.

Notemos que todo cuerpo finito tiene como caracteristica un nimero primo, pero
el reciproco es falso, es decir, existen cuerpos infinitos con caracteristica primo.

Se tiene como ejemplo F,[X] el anillo de fracciones sobre el anillo de divisién
[F,,; se trata de un cuerpo infinito cuya caracteristica es 2.

Teorema 4.6. Teorema de Wedderburn.

Todo anillo de division finito es un cuerpo conmutativo.

Demostracion. Se puede ver la prueba en [3] 0
Los cuaterniones son un ejemplo de cuerpo no conmutativo respecto de la suma
ni del producto.

Corolario 4.7. Como consecuencia del teorema anterior se tiene que todo plano
proyectivo finito y desargesiano es, de hecho, pappusiano.

Ahora que hemos comprobado que [F), es, en efecto, un cuerpo, podemos construir
un plano proyectivo sobre él.

4.2. Construccion de planos proyectivos sobre ani-
llos de division

4.2.1. Coordenadas

Definicion 4.8. Sea [F un anillo de division, entonces definimos el plano proyec-
tivo de coordenadas sobre F como la configuracién P4 = (2, %), donde

P = {[(xl,XQ,X3)] DoX1,X2,X3 € F X1,X2,X3 7& 0 } :F\{O}

2véase el Teorema m
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Rape={{{(x1,x2,x3)] € 2} : xja+x0+x3¢=0: a,b,c€F a,b,c#0}

Observacion 5.

= La relacién de equivalencia que define las clases que son elementos de &,
viene dada por (x1,x2,x3) = (Ax;,Ax2,Ax3) para A € F A #0.

» Sien %, incide un punto (x1,x2,x3), lo hace toda su clase, pues si [(x,x2,x3)] =
[(¥1,y2,¥3)] entonces yia + yrb + y3c = Axja+ Axob+ Axze = A(xja+
x2b+x3¢) =0.

= Observemos que el producto por escalares se define por la izquierda en F,
mientras que el producto entre elementos del cuerpo se da por la derecha.

Construccion de planos proyectivos sobre

Proposicion 4.9. IP’IZF es un plano proyectivo.

Demostracion. Como en demostraciones anteriores, para comprobar que IP’IZF es un
plano proyectivo hemos de ver que se cumplen los axiomas P1-P4.

P1: Sean Q; = [(x1,x2,x3)], @2 = [(¥1,¥2,¥3)] dos elementos diferentes de .
Para probar que ambos inciden en una tnica recta hemos de ver que existen
a, by cunicos tales que

xia—+xyb+x3c 4.1)
yia+ y2b+y3c “4.2)
(4.3)

Siguiendo lo anterior tenemos:

ue x2b+x3c  yrb+ysc
X1 1

yix2b +y1x3¢ = x1y20 + x1y3¢
b(y1x2 — x1y2) +c(y1x3 —x1y3)
_C)’1x3 —X1)3

YiX2 —X1)2

bh—

Por consiguiente, R (2bime _ vimoas ) €S UNA recta sobre la que se encuen-

3 IR S By R
tran Q1 y O>.
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P2:

P3:
P4

Para ver la unicidad es suficiente darse cuenta que, por la forma en la que
esta definido el producto, R, . coincide con Ryy py e ya que x1a+x2b +
x3cxjall + xobu + x3cit = 0. Por tanto, la relacion de pertenencia de los
puntos a la recta es independiente de la eleccion de ¢ ya que esta serd la
misma sin importar el valor de este pardmetro.

Debido a los papeles simétricos que toman los puntos y las rectas en este
contexto, es suficiente con seguir un razonamiento andlogo al anterior, con
la salvedad de cuidar que el producto se realiza por la izquierda en lugar de
por la derecha, como fue especificado en su definicion.

Basta considerar las clases [(1,0,0)], [(0,1,0)], [(0,0,1)].

Sean [(x1,x2,x3)], [(V1,¥2,¥3)], [(z1,22,23)] tres elementos diferentes de &7,
entonces todos ellos pertenecen a %, - con a, b, c € I solucién del sistema
compatible determinado siguiente:

xia+xob+x3c 4.4)
yia+ y2b+ysc 4.5)
zia+z22b+z3c (4.6)
4.7)

O]

Nota. Aligual que hemos presentado la construccion de un plano proyectivo sobre
un anillo de division, puede realizarse el proceso paralelo con el fin de obtener un
plano afin.

Ejemplo 4.10.

= Sobre un anillo de division con caracteristica O

Si consideramos [F = R y construimos IP%R nos encontramos con la construc-
cion realizada en el capitulo 1, es decir, el plano proyectivo real.

Sobre un anillo de division con caracteristica 2

Tenemos en este caso el anillo de division [, cuyos elementos podemos
escribir como {0, 1}. Veamos que IP’22 = (P, %) es el plano proyectivo de
siete puntos con

Z =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (1,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1)}

KX ={ax)+bxy+cx3=0: a,b,c €F, a,b,c#0}.
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(0,1,0)

(0,1,1)

(0,0,1) (1,0,1) (1,0,0)

Figura 4.1: IP’H%2

Ahora que sabemos que IP’IZF es plano proyectivo para cualquier anillo de divisién
[F, podemos exigir mas y preguntarnos si verifica los axiomas PS5, P6 y P7.

Teorema 4.11. Los planos proyectivos construidos sobre anillos de division siem-
pre son desarguesianos.

Demostracion. Consideremos I anillo de divisién, y ]P’IZF el plano proyectivo cons-
truido sobre el mismo. Por dimensionalidad, IP’% estd sumergido en IP’]3F (plano pro-
yectivo tridimensional sobre [F) luego, si probamos que este ultimo es desargue-
siano, tendremos, por consiguiente, que el Teorema de Desargues (2.1)) se cumple

en el plano proyectivo que estamos estudiando.

Observemos que los puntos de P3 son clases de equivalencia de la forma [(xy,x2,x3,x4)]
con no todas las coordenadas nulas, y que es equivalente a [(Ax),Axy, Ax3, Axy)]
donde A # 0y A € F. En particular, IP’IZF es un plano contenido en IF’]%, se trata del
plano de ecuacion x4 = 0.

Veamos el siguiente resultado para concluir la demostracion:

El Teorema de Desargues (2.1) se cumple en el plano proyectivo tridimensional,
sin necesidad de asumir que todos los puntos del enunciado se encuentren sobre
el mismo plano. En particular, el enunciado es cierto para cualquier plano que se
encuentre sumergido en un espacio proyectivo tridimensional.

En primer lugar estudiemos el caso en que los puntos A, B, C se encuentran sobre
un plano X, mientras que A, B/, C’ estdn en ¥’ distinto al primero. Por su parte, el
punto O es un punto exterior a ambos planos.

Las rectas AB y A’B’ se encuentran en el plano determinado por OAB e inciden en
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un punto que llamaremos P, andlogamente las rectas BC y B'C’ estén contenidas
en el plano OBC e inciden en un punto R; por su parte AC y A’C’ pertenecen al
plano OAC e inciden en un punto Q. Los puntos de incidencia P, Q y R pertenecen
a X y también a X/, por tanto se encuentran en la recta LNY'.

Para el segundo caso supongamos que A, B, C, A’, B', C’ son coplanarios. Elija-
mos un punto X exterior al plano que contiene la configuracién anterior (existe
por S5). Comencemos dibujando las rectas que unen dicho punto con los antes
mencionados y, a continuacién, seleccionemos un D € XB cualquiera distinto de
B; finalmente, definamos D' = XD N OB.

Ahora, los tridngulos ADC y A’D'C’ estén en perspectiva desde O y se encuen-
tran situados en planos distintos, luego del caso anterior se deduce que los puntos
P =ADNA'D', 0’ = ACNA'C', R = BCNB'C’ estan alineados, por lo que su
proyeccion desde X sobre el plano que soporta la configuracién inicial da lugar de
nuevo a tres puntos P, Q y R colineales.

]

4.2.2. Automorfismos

Para poder continuar desarrollando la teoria sobre la construccion y propiedades
de los planos proyectivos sobre anillos de division, es adecuado presentar algunos
resultados sobre automorfismos y matrices en este contexto proyectivo.

Omitiremos la demostracion de muchos de los siguientes resultados debido a que
sus argumentos principales se basan en propiedades matriciales que carecen de di-
ficultad e interés para el tema que nos concierne, no obstante, incluiremos aquellas
que puedan aportar ideas interesantes.

Definicion 4.12. Un automorfismo sobre un anillo de division [F es una aplicacion
biyectiva a la que representaremos por 0 y que se comporta como sigue,

o F —F
a»—)ac

tal que (a+b) =a®+b° y (ab)°® = a®b°. De donde se sigue 0° =0y 1° = 1.

Definicion 4.13. Una matriz A con coeficientes en [F es invertible si existe una
matriz A~ ! talque AA~ ' =A"1A = 1.

Proposicion 4.14. Sea A = (a;j) una matriz invertible de tamario 3x3 con coefi-
cientes en IF, entonces las ecuaciones xf = a1x| +axxy + azxz definen un automor-
fismo que denotaremos por Ty de IP’IZF.
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En lo que resta de seccion nos referiremos a los puntos (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),
(1,1,1) como P;, P, P; y Q resp.

Proposicion 4.15. Sean A y A’ dos matrices invertibles, entonces la imagen tanto
por Ty, como por Ty coincide para los puntos Py, P>, P3, Q si, y solo si, existe
AeFcond#0ytal que A= AA'.

Definicién 4.16. Sea [F un anillo de division, el conjunto
{a€eF ab=ba para todo b €}

es un cuerpo y se llama centro de F.

Proposicion 4.17. Sea A € F con A # 0y consideremos la matriz Al. Entonces el
automorfismo T), es la identidad para IF’IZF si, y sdlo si, A pertenece al centro de F.
En caso contrario, Ty (x1,x2,x3) = (x7,x5,x7) donde ¢ (x) = AxA 1.

Corolario 4.18. Sean A y A’ dos matrices invertibles, entonces Ty = Ty si, y solo
si, existe A perteneciente al centro de F con A # 0y tal que A = AA'.

Definiciéon 4.19. Denotamos como PGL(2,F) al grupo de automorfismos de IP’%F
de la forma T para alguna matriz invertible A.

Ahora que tenemos definidos el grupo de automorfismos de [, y el mismo grupo
para el plano proyectivo sobre [, veamos que existe una relacién de isomorfia
entre ellos.

Proposicion 4.20. Sean A, B, C, D y A’, B, C', D’ dos cuaternas de puntos no
colineales tres a tres, entonces existe un elemento T € PGL(2,TF) tal que T(A) =
A T(B)=B,T(C)=C,T(D)=D.

Proposicion 4.21. T € PGL(2,F) es dnica si, y sélo si, F es conmutativo.

Demostracion. Se sigue de las proposiciones yH.18| ya que I es conmutativo
equivale a que coincida con su centro. ]

Proposicion 4.22. Sea ¢ € IP’IZF un automorfismo cualquiera que deja fijos Py,
Py, P3, O, entonces existe un automorfismo & € Aut(F) tal que @(x1,xp,x3) =
(x§,x5,x5) con (x1,x2,x3) € PE.

Demostracion. Comencemos demostrando el enunciado en el caso particular si-
guiente:

Sea F =R, tomemos ¢ € Aut(]P’]%) tal que deja fijos Py, P>, P3, Q, entonces existe un
automorfismo ¢ € Aut(R) tal que @(x1,x2,x3) = (x¥,x3,x5) con (x1,x2,x3) € P§.
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En este caso nos encontramos sobre el plano euclideo, en el que tenemos definido
un sistema de coordenadas homogéneas EI, por ello podemos notar que ¢ deja
invariante la recta de ecuacién x3 = 0, dado que inciden en ella los puntos P; y Ps.

En consecuencia con lo anterior, elegiremos esta recta como linea del infinito
y consideraremos el plano afin A = P4\ {x3 = 0}, asf ¢(A) = A, luego es un
automorfismo del plano afin, y usaremos las coordenadas afines x = ;C—;; y= %

Ahora, como ¢ deja fijos P; y P>, enviard rectas horizontales en rectas horizonta-
les, y rectas verticales en rectas verticales. Ademds, mantiene invariante el punto
P;3 y Q con coordenadas afines (0,0) y (1,1) respectivamente, lo que implica que
se mantienen fijos ambos ejes de coordendas.

Sea (a,0) un punto sobre el eje horizontal, entonces ¢@((a,0)) estd también sobre
el mismo eje, con lo que puede escribirse también como (a®,0) para un elemento
a® € R. De este modo definimos la aplicacion,

o:R—R
de donde se sigue 0° =0y 1° = 1.
©0.0%) (a”,a%)
©.a) (a,a)
on| (L)
(ITO) (a,0) (a”.0)

Figura 4.2: Proposicion 4.23
Automorfismo o

Observamos entonces que o envia la recta x = y en ella misma (por mantenerse
P3 y O fijos) y las rectas verticales tienen como imagen rectas verticales, por eso

¢(a,a) = p({x=y}n{x=a}) = 9(a,a) = p({xr =y} N{x =a®}) = (a®,a°)

3El desarrollado en la dltima seccién del capitulo 1.
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De forma andaloga, las rectas horizontales tienen como imagen rectas horizontales,
de donde se deduce ¢((0,a)) = (0,a°).

Por tltimo, sea (a,b) un punto cualquiera, deducimos graficamente, dibujando las
rectas x = a, y = b que ¢((a,b)) = (a®,b%).

Con todo, la accion de @ sobre el plano afin viene completamente determinado
por la aplicaciéon o que hemos construido.

Para finalizar la prueba en el caso real hemos de comprobar que ¢ € Aut(A).

En primer lugar, sean a,b € R dos elementos que tomamos sobre el eje X, luego
tienen como coordenadas (a,0) y (b,0), podemos construir gométricamente el
punto (a+ b,0) siguiendo los siguientes pasos:

Primero, trazamos las rectas x = a e y = 1 obteniendo como interseccién el punto
(a,1). A continuacién, unimos el punto (0, 1) con el (b,0) para, finalmente, trazar
la recta paralela a esta incidente en (a, 1), siendo el punto de interseccién entre
esta recta y x = 0 el buscado, (a+b,0).

Ahora, como o({y=1}) = {y = 1}; ({x=a}) = {x=a}; ¢((b,0)) = (b°,0);
ademds conserva interseccién, unién y paralelismo, luego ¢((a+ b,0)) = (a® +
b°,0), conlo que (a+b,)° = (a® +b°,0).

(0,1) :

= T
|
I
~
T
| ‘u‘_‘\\ k‘*‘\\_\

" . T

((I,O) (;U’O) \Fbao) (20-70) (a:ba 0) ((a—i—b)",(})

Figura 4.3: Proposicion 4.23
Definicién de suma en ¢

En segundo lugar, mediante otra construcciéon podemos obtener el punto (ab,0) a
partir de (a,0) y (b,0) también geométricamente.

Comenzamos dibujando las rectas y = x y x = a cuya intersecciéon denotamos co-
mo (a,a). De nuevo unimos los puntos (0, 1) y (b,0) y trazamos la paralela a esta
por (a,a), finalmente la interseccién entre esta recta y x =0 es (ab,0).

De nuevo, ¢({y = x}) = {y = x}; p({x=a}) = {x=a%}; ¢((0,0)) = (b°,0).
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(1,0) (a,0) (b,0) (ab,0)
Figura 4.4: Proposicién 4.23
Definicién de producto en &

Ademds como conserva interseccion, union y paralelismo, ¢ ((ab,0)) = (a°b°,0),
con lo que (ab) = (a®°b°,0).

Por consiguiente, concluimos que ¢ es un automorfismo.

Ahora, volviendo al plano proyectivo real, debemos estudiar como afecta ¢ en un
punto con coordenadas homogéneas (x1,x2,x3). Distingamos dos casos,

= Si el punto tiene tercera coordenada nula, lo escribiremos como punto de
interseccion entre {x3 = 0} y la recta que une P; con (x,x2,1), que serd
un punto afin con coordenadas afines (x,x,). Es por esto que @(xj,x;) =
(x¢,x9) con coordenadas homogéneas (x{,x$,1). Asi, intersectando las
rectas transformadas obtenemos ¢ (x1,x2,0) = (x{,x7,0).

= Si x3 # 0, entonces (x1,x,x3) es un punto afin, con coordenadas afines
X X . x$ x§ .
x =715y =732 luego @(x,y) = (x%,y%) = x—é,,x—gy) Por tanto, ¢(x,y) tiene

coordenadas homogéneas (x{,x5,x5 )

Para concluir la prueba debemos ver, mediante geometria analitica sobre I, que las
construcciones para a + b y ab funcionan. La prueba completa se puede encontrar
en el libro [6] [

Proposicion 4.23. La aplicacion

Aut(F) —Aut (P%)
C— 0

con ¢ definida como en la proposicion anterior, es un isomorfismo que tiene como
imagen el subgrupo de Aut(IP)IZF) que deja fijos los puntos Py, P>, Pz, Q.
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Demostracion. Se sigue de la demostracion anterior, para ver que es una biyec-
cién se debe aplicar 0 y 6’ € Aur(FF) al punto (x,1,0), entonces se ve que las
imdgenes coinciden con lo que x° = x° y, por consiguiente, ¢ = ¢’. De nuevo se
puede encontrarla demostraciéon completa en [6]. ]

Nota. Disponemos de dos subgrupos del grupo de automorfismos de PZ, que son
PGL(2,F) y aquel que deja fijos los puntos P;, P, P, Q, lo que indica que cual-
quier automorfismo de IP’IZF puede expresarse como producto de dos elementos en
cualquiera de los dos subgrupos.

4.2.3. Los axiomas de Pappus y Fano

Habiendo comprendido cémo funcionan los automorfismos en este contexto po-
demos continuar estudiando las situaciones en las que los axiomas de Pappus (3.1))
y Fano (2.3) se cumplen en estos espacios.

Lema 4.24. Sean (, A, B, C; V', A', B', C' dos configuraciones contenidas en
IP’% y conformadas por una recta y tres puntos no colineales exteriores a la recta.
Entonces existe un automorfismo @ de P tal que ¢({) =¢', o(A) =A’, (B) =B,
p(C)=C"

Demostracion. Definimos X =/NAC,Y =¢NBC; X' =0'NA'C",Y =/ NnB'C'.
Entonces A, B, X, Y; A’, B, X', Y’ son dos cuaternas de puntos no colineales tres
a tres entonces por la proposicién existe un automorfismo ¢ de IP’%F que envia
la primera cuaterna en la segunda, de donde se sigue (¢) =0y o(C)=C". O

Teorema 4.25. ]P’]% verifica el axioma de Pappus si, y solo si, el anillo de
division [F es conmutativo.

Demostracion. Sea [F un anillo de division. Supongamos que IP)IZF cumple el axio-
ma de Pappus (3.1) y que x3 = 0 es la recta del infinito. Sean a,b € I los repre-
sentaremos como (a,0), (b,0).

Seax+ (b— 1)y = b la recta que une los puntos (1,1) y (b,0), si ahora trazamos
la paralela por (a,a) obtenemos la recta x 4+ (b — 1)y = ba, construyendo asi el
punto (ba,0). Para obtener el producto en el orden contrario basta con invertir el
razonamiento, asi, partiendo de la recta que pasa por (1,1) y (a,0) llegamos al
punto de coordenadas (b,b) y la version afin del axioma de Pappus indica
que ambos puntos coinciden, con lo que ab = ba y [F es conmutativo.

Para la implicacién en el sentido contrario supondremos que [ es conmutativo y
veremos que se cumple el axioma de Pappus.
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Sean P =AB'NA’B, R = BC'NB'C y denotemos por ¢’ := PR, asumiendo que el
punto X = /N ¢ no incide en ¢” Iﬂ SeaY =ARN/{ , entonces Y ¢ (" y A, X,Y no
son colineales.

En consecuencia, por el lema previo podemos encontrar un automorfismo ¢ de
PZ que envia ¢ en la recta x3 = 0, y los puntos A, X, ¥ en (1,1), (0,0), (1,0)
respectivamente.

Tenemos por tanto la situacion siguiente,

C =Abb)
B =Aa,a)
A=A1,1)
| N
I
1 \
. e
X =(0,0) Y=(100 C"=(a,0) B =(b,0) A" = (ba,0)

Figura 4.5: Teorema 4.26

donde queremos ver que larecta AC’ es paralela a A’C. Aunque atin no disponemos
de una definicién formal, la forma de multiplicar en el espacio (construido sobre
F) que definiremos en el capitulo 6, conllevard la trivialidad del resultado.

]

Pasamos ahora al dltimo axioma que nos concierne, el de Fano , y observe-
mos que gracias a los conocimientos que hemos ido adquiriendo sobre anillos de
divisién podemos afirmar que los tres puntos diagonales de un cuadrivértice sobre
un plano proyectivo estdn alineados si y solamente si la caracteristica del cuerpo
base es 2. Esto, en términos del axioma, se traduce en el siguiente teorema.

Teorema 4.26. PZ verifica el axioma de Fano si, y sdlo si, char(F) # 2.

Demostracion. Dado que [F puede ser un cuerpo no conmutativo evitaremos el
uso de matrices y presentaremos una demostracion directa.

4si esto pasara tomamos los pares PQ 6 QR, y si sigue incidiendo directamente tendremos que
P,Q R estan alineados.
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Eligiendo un automorfismo en IP’% podemos suponer (por la prop. | que (1,1,0),
(1,0,1), (0,1,1) son colineales, esto es, pertenecen a la misma recta de la forma
aixi +azxxy +aszxz =0 con ay,az,as € F no todos nulos. Por tanto, se cumple

aj+a;=0 4.8)
a+az3=0 4.9)
ay+az=0 (4.10)
de donde se sigue que
a) = —ap (4.1 1)
al = —a3 (4.12)
az = —a3 (4.13)

Entonces, o bien a, = 0, lo que implica a; = a3 = 0, o bien se da el caso 2 =0
con lo que char(F) = 2, llegando en ambos casos a un absurdo. De este tltimo
caso se sigue la equivalencia buscamos demostrar. ]






Capitulo 5

Planos proyectivos finitos

Considerando lo estudiado hasta el momento, es claro que los planos proyectivos
axiomadticos pueden ser finitos o infinitos, en particular, enfatizamos el caso de los
planos proyectivos finitos dado que producen estructuras combinatorias intere-
santes sobre las que todavia existen preguntas abiertas. Para estudiar estos planos
proyectivos usaremos fundamentalmente la propiedad del orden, que se define co-
mo el ndmero de puntos de un plano proyectivo menos uno. Cuando los planos
proyectivos estdn construidos sobre anillos de division (o cuerpos), el orden es
el nimero de elementos del anillo de division (o del cuerpo). En cambio, existen
planos proyectivos finitos donde el orden no se corresponde con este ndmero.

En este capitulo desarrollamos algunas de estas ideas, asi como el hecho de que
planos proyectivos finitos de un determinado orden pueden estar construidos, o
no, sobre un cuerpo, como ocurre para el caso de orden 9. Incidentalmente, en el
caso finito los anillos de division y los cuerpos conmutativos coinciden.

5.1. Orden

Definicion 5.1.

= Definimos el orden de un plano afin como el nimero de puntos afines inci-
dentes en cada recta afin.

= Definimos el orden de un plano proyectivo como el nimero de puntos pro-
yectivos por los que pasa una recta proyectiva menos uno.

Como ejemplos podemos tomar el plano euclideo, que es un plano afin cuyo orden
es infinito, o el plano de Fano, tratindose de un plano proyectivo de orden dos.

109
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Nota. En particular, el orden de un plano proyectivo construido sobre un anillo
de division, es igual al nimero de elementos de dicho anillo que, sabemos, serd
siempre potencia de un ndmero primo.

Notemos que la definicion de orden en el caso del plano proyectivo carece de
ambigiiedad gracias a la siguiente proposicion.

Proposicion 5.2. En un plano proyectivo toda las rectas tienen el mismo niimero
de puntos.

Demostracion. Dadas dos rectas distintas £, € Zp y sea A € &p un punto exte-
rior a ambas. Entones podemos construir una funcién biyectiva .7 de forma que
para cualquier Z € ¢, 7 (Z) = AZNY{'. Asi, 7 (¢) = ¢' con lo que en ambas rectas
incide el mismo ndmero de puntos. [

Estudiemos brevemente algunas propiedades de existencia y cardinalidad.

Proposicion 5.3. Un plano afin de orden n existe si, y solo si, existe un plano
proyectivo con el mismo orderﬂ

Demostracion. Sea A un plano afin de orden n, entonces su complecién es una
configuracién %, con una recta mas que A, y un punto mas en cada una de sus
rectas. Por tanto, tenemos un plano proyectivo con n+ 1 puntos en cada recta, es
decir, €, es un plano proyectivo de orden n.

Reciprocamente, dado un plano proyectivo P de orden n hemos visto que podemos
obtener un plano afin eliminando una recta cualquiera de #p. Observando que
cada recta proyectiva del plano de partida incide en n + 1 puntos, concluimos que
las rectas afines del plano obtenido al suprimir la recta elegida tendrd orden n. [

Proposicion 5.4. Sea P = (Pp, %p) un plano proyectivo de orden n, entonces
Pp y Rp tienen el mismo niimero de elementos: n> +n+ 1.

Demostracion. El hecho de que el plano proyectivo dado tenga orden n implica,
por definicién, que en cada recta inciden n+ 1 puntos, y que por cada punto pasan
n+ 1 rectas.

= Sea P € &p y sabemos que en €l inciden n + 1 rectas, que a su vez inciden
en n-+ 1 puntos, esto hace (n -+ 1)? elementos. Sin embargo, por dos puntos
distintos incide una dnica recta, lo que hace un total de » rectas. Por tanto,
el nimero total de rectas que contiene %Zp serd (n+1)> —n =n>+n+1.

"Hay que tener en cuenta la definicién de orden en cada caso.
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» Por otro lado, si comenzamos considerando una recta r € %p y sabemos
que inciden en ella n 4 1 puntos, por los que de nuevo pasan n + 1 rectas.
Sin embargo, cada par de rectas distintas incide en un tnico punto, lo que
son exactamente n puntos y, en consecuencia, el nimero total de elementos
de Ppes (n+1)>—n=n’>+n+1.

]

5.2. Planos finitos sobre un anillo de division

Vimos en el capitulo anterior que *“ Los planos proyectivos construidos sobre ani-
llos de divisién siempre son desarguesianos”.

También hemos demostrado que es condicidn necesaria y suficiente para que un
cuerpo F sea anillo de division, que (F,-) sea un grupo conmutativo. Ademads,
sabemos que, si ¢ = p”, r € N'y p primo, entonces F, es un cuerpo con Char(F;) =
Py q elementos.

Entonces, podemos afirmar que para cada nimero expresable como potencia de
un nimero primo existe, al menos, un plano proyectivo construido sobre el anillo
de divisién correspondiente. Este plano proyectivo, segin lo visto en tendra
como orden el nimero elementos del anillo de divisién Pl

Reciprocamente, bastard considerar un plano proyectivo sobre un anillo de di-
visién con g = p” elementos (donde r € N y p primo), para obtener un plano
proyectivo desarguesiano con caracteristica p y g elementos.

5.3. Restriccion de orden para planos proyectivos

Con lo estudiado hasta ahora podriamos definir infinidad de planos proyectivos
sin ambigiiedad pero de dicho estudio surgen también cuestiones como ;todos los
ordenes son posibles?, ;ha de tener el plano proyectivo alguna particularidad?

Primeramente podemos asegurar, que podemos construir planos proyectivos so-
bre anillos de divisién de la forma I, estos tendrén la particularidad de que su
orden sea una potencia de primo, y los planos proyectivos generados a partir de
estos ultimos tendrdn su mismo orden. Con esto, podemos extraer como primera
conclusién que para cualquier potencia de un niimero primo existe un plano pro-
yectivo con ese orden, permitiéndonos deducir que existen planos proyectivos de

2Teorema

3Ver definicién



112 5.3. RESTRICCION DE ORDEN PARA PLANOS PROYECTIVOS

orden infinito numerable.

No obstante la conclusién anterior es valida, el estudio del orden de los planos
proyectivos continda siendo un problema abierto en muchos aspectos, con lo que
no es factible realizar més afirmaciones tan contundentes. Dado que restringir la
existencia de planos proyectivos de determinados 6érdenes no es viable, partiremos
del supuesto que afirma que existen planos proyectivos de cualquier orden. Sin
embargo, lo que si nos serd posible es restringir esta existencia aplicando el teo-
rema de Bruck-Ryser (5.5) para determinar sobre qué cuerpos pueden construirse
planos proyectivos con 6rdenes adecuados, garantizando asi la no existencia de
los mismos para otros determinados 6rdenes.

Por ahora, podemos afirmar que el orden de todos los planos proyectivos finitos
que se conocen se encuentra en la secuencia A246655 proporcionada por OEISE]
que incluye todos los nimeros que pueden ser expresados como potencia de pri-
mo, pero conocer si existen planos proyectivos finitos con ordenes fuera de esta
lista estd ain por determinar.

Comenzamos presentando el teorema de restriccion de ordenes.

Teorema 5.5. (de Bruck-Ryser). Sea n € N cumpliendo n =1 mod 4 6 n =
2 mod 4,y tal que no existen a,b € N con n> = a®> +b?, entonces no existe ningiin
plano proyectivo finito de orden n.

Presentamos este teorema sin demostracion, ya que su desarrollo excede las com-
petencias de este trabajo. Desde su publicacion, el estudio del teorema, asi como la
busqueda de respuestas al problema de los 6rdenes, han desembocado en demos-
traciones alternativas mds asequibles como la que se presenta en [3]]. Asimismo,
se han redactado adaptaciones de la demostracion original que, con la ayuda de
lemas intermedios, facilitan la comprensién de la misma, como es el caso de la
proporcionada en [10].

Notemos que el teorema anterior nos proporciona un gran sesgo para las posibi-
lidades del orden, por ejemplo, ninguno de los enteros 6, 14, 21, 22, 30, 33 se
puede expresar como suma de dos cuadrados, con lo que podemos afirmar que no
existen planos proyectivos con estos 6rdenes.

En resumen, hasta ahora hemos podido determinar dos propiedades que han de
cumplir los 6rdenes de los anillos de division para que se verifique la existencia
de planos proyectivos sobre ellos. En primer lugar, el orden ha de ser potencia de
un ndmero primo, y en segundo lugar, ha de cumplir el teorema anterior. Con esto,
los 6rdenes menores o iguales a 100 que no cumplen ninguno de los anteriores
son: 10, 12, 15, 18, 20, 24, 26, 28, 34, 35, 36, 39, 40, 44, 45, 48, 50, 51, 52, 55,

“Enciclopedia On-line de las Secuencias de los Ntimeros Enteros.
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56, 58, 60, 63, 65, 68, 72,74, 75, 76, 80, 82, 84, 85, 87, 88, 90, 91, 92, 95, 96, 98,
99, and 100.

5.4. Demostraciones de existencia y no existencia a
través de la computacion

Como hemos mencionado, se han realizado diversos estudios sobre los planos
proyectivos de 6rdenes pertenecientes a la lista anterior aunque la mayoria de ellos
no han obtenido nada concluyente debido a los altos recursos computacionales que
se requieren en cada caso. Presentamos a continuacién algunos comentarios sobre
dos estudios que se han podido completar y con los que se ha demostrado, por
un lado, que si existen planos proyectivos de orden 9 y, por otro, que no existe
ninguno de orden 10.

5.4.1. La no-existencia de planos proyectivos de orden 10

Un grupo de investigacion de la Concondial University ha probado, a través de
la computacién, que las posibilidades de que existan planos proyectivos de este
orden son infimas.

El hecho que sugiere renegar de este hallazgo como una demostracién riguro-
sa se centra en que el proceso realizado consiste en una prueba experimental, lo
que lleva implicita la posibilidad de errores (en este caso de programacion o de
hardware). No obstante pudieran darse los mismos, en el escrito se exponen las
multiples medidas que tomaron para evitarlos, asi como las labores de comproba-
cién y contraste de resultados, con todo esto los autores abogan que la conclusion
puede tomarse como cierta.

La idea que da lugar al comienzo de la demostracion de la no existencia de pla-
nos proyectivos de orden 10 surge de la teoria de cddigos y puede encontrarse
desarrollada en el articulo [9]].

5.4.2. La existencia de planos proyectivos de orden 9

Otro de los focos en el estudio del orden de los planos proyectivos reside en cono-
cer la unicidad (salvo isomorfismos) de estos. Recordando lo expuesto en el primer
capitulo sobre isomorfismos de configuraciones, es claro que podemos establecer
estas aplicaciones entre estructuras de planos proyectivos construidos sobre ani-
llos de division, asi generaremos grupos de isomorfia y podremos averiguar el
nimero exacto de planos proyectivos de orden n existentes salvo isomorfia, lo
que permitird clasificar los planos proyectivos dentro de cada orden. Actualmente
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se sabe que todos los planos proyectivos de orden 2 son isomorfos al plano de
Fano, pero esto no puede tomarse como propiedad general. De hecho, los planos
proyectivos de orden 3, 4, 5, 7y 8 son tnicos salvo isomorfismo. En particular, el
caso de orden 8 fue probado comparando la estructura de cientos de casos reali-
zando las cuentas manualmente. Sin embargo, la unicidad de los planos de orden
mayor que 9 continua siendo un problema abierto.

. Como se relaciona la computacion en este contexto?

Hasta ahora hemos presentado la computacién como una herramienta para refutar
la existencia de planos proyectivos de determinados érdenes, pero este caso resalta
una idea diferente.

Es claro que podemos expresar 9 como 32, con lo que la existencia de planos pro-
yectivos de este orden estd garantizada, la cuestion que aparece tras esto es deter-
minar cudntos son los planos proyectivos (Gnicos salvo isomorfismo) que poseen
este orden. Es esta la labor de la computacion en este caso, asistir al estableci-
miento de isomorfismos como via para determinar planos proyectivos tnicos.

En el trabajo de G. Kolesova y L. Thiel [8] exponen que, partiendo de los cua-
tro planos proyectivos de orden 9 conocidos hasta ese momento, la computacion
muestra que todos los demds son isomorfos a alguno de ellos, con lo que conclu-
yen que no existen mas clases de isomorfia que las cuatro que se conocian y, en
consecuencia, no existen mas planos proyectivos de orden 9.

En el libro [[10] dice: “Hay exactamente cuatro clases de isomorfia de planos pro-
yectivos de orden 9: El plano clésico, el plano proyectivo de Hall de orden 9, el
dual de este ultimo y el plano de Hughes de orden 9. El nimero de érbitas en estos
planos es 1, 2, 2, 2 respectivamente, lo que da un total de 7 clases de isomorfia de
los planos afines de orden 9.”

Asi, sabiendo que existen 7 planos afines de orden 9, podemos concluir que para
un orden relativamente pequefio hay mads clases de isomorfia de planos afines
que de planos proyectivos. Lo que nos permite sentenciar que existe algin plano
proyectivo tal que, al eliminar rectas distintas como recta del infinito, se obtienen
planos afines no isomorfos.



Capitulo 6

Kl plano de coordenadas
homogéneas

Si [P es un plano proyectivo desarguesiano, entonces existe un anillo de divisiéon F
tal que P = ]P’IZF. El principal objetivo de este capitulo es presentar la construccion,
paso a paso, de un anillo de divisién [ de forma que PP = IPIZF.

6.1. Sextetos armonicos de Seidenberg

Comenzamos presentando los sextetos armonicos, un objeto geométrico propues-
to por Seidenberg EI que nos permitird desarrollar con mayor facilidad los argu-
mentos que serdn requeridos para las demostraciones de este capitulo.

Definicion 6.1. Diremos que A, B, C; A’, B' y C' forman un sexteto arménico
si existen cuatro puntos P, Q, R y S no colineales de forma que se verifique la
siguiente configuracion.

IConsultar libro [12]].
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Figura 6.1: Sexteto arménico

Para representar que los puntos anteriores forman un sexteto arménico empleare-
mos la siguiente notacién: Q(A,B,C;A’,B',C").

6.1.1. Equivalencias entre sextetos armoénicos

Los sextetos arménicos cumplen algunas de las propiedades estudiadas para las
cuaternas armoénicas (observemos que estas tltimas son un caso particular de las
primeras). Por ejemplo, se cumplen los siguientes resultados:

= Ay A’ pueden coincidir, asi como By B’y C y (', si dos de estas situa-
ciones se dan simultidneamente, se obtiene una cuaterna armonica. En otras
palabras, H(A,B,C,D) = Q(A,B,C;A,B’,C).

= No puede ocurrir, en el contexto en que trabajamos, a excepcion del caso de
caracteristica 2, que los A = A’, B= B’y C = C’ en la misma configuracion.

Ademads, notemos que dada la disposicion de un sexteto armonico, los puntos dia-
gonales del cuadrivértice completo que lo soporta P, Q, R y S pueden situarse
en cualquiera de los vértices manteniendo que los puntos A, B, C, A", B y ('
contindan verificando Q(A,B,C;A’,B’,C"). Esto es, existen 4! = 24 sextetos equi-
valentes.

Para verlo, consideremos

a=(AA) B=(BB) 7=
o= (A7A/) ﬁ_l = (BlvB) Y_l = (CI7C)
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y, convenimos expresar
0(A,B,C;A",B',C") := o, B, 7]

Abhora, intercambiando sus posiciones tenemos seis sextetos, diferentes y equiva-
lentes, que podemos expresar como sigue:

la,B; =B,V =[r. . Bl =[a, v, Bl = [B,v,e] = [v. B, 0]

Por otro lado, cambiando adecuadamente el orden de los puntos P, Q, Ry S tam-
bién tenemos que [, 3,7] es igual a [B,a~',y~!] entonces, combinando este
enunciado con los seis sextetos anteriores tenemos que,

[ By =B e =[ra” B =[a L BT =B o =[BT o]

[ By =B,y =y o Bl =[a Ly LBl = B,y e =y B ]
[a7ﬁ_17}/—1] = [ﬁ_laaay_l] = [}/_laa’ﬁ_]] = [avy_lvﬁ_]] - [ﬁ_]7y_lva] = [y_]vﬁ_laa]
Es decir, no podemos asegurar que [o,3,7] sea equivalente a [o~!, 8,7]. Mis

adelante veremos que si esto ocurriera se daria la conmutatividad del producto.

Corolario 6.2. Dados A, B, C, A', B' y C' tales que Q(A,B,C;A’,B',C"), entonces
se cumple su equivalencia con las otras 23 disposiciones.
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6.2. Sextetos armonicos en el caso desarguesiano

6.2.1. Existencia y unicidad del sexto armoénico

Teorema 6.3. El sexto armonico de cinco puntos dados existe y es vinico.

Demostracion. El problema que abordamos ahora parte de los puntos A, A, B, B/
y C; el objeto reside en demostrar la existencia de un tinico punto C’ de forma que

Q(A,B,C;A",B',C) ]

Existencia

Supongamos dada una recta £ y cinco puntos sobre ella A, A’, B, B' y C, entonces
comenzamos trazamos sendas rectas r| y rp que incidan en ¢ respectivamente en
los puntos A y A’, y otra recta r3 que lo haga en C. Ahora, a los puntos de incidencia
de r3 con ry y r; los denotamos Q y R y dibujamos las rectas OB’ y RB, de donde
obtenemos S = r» N OB’ y P = ri N RB. Asi, tenemos un cuadrivértice completo
con vértices p, O, Ry Sy concluimos que el sexto armonico existe y es el punto
de incidencia entre PS'y /.

Unicidad
Dados A, A’, B, B' y C puntos colineales, la construccion de un sexto arménico es
univoca a partir de

m UnarectarconA €r
= Unarectar conA’ €7
s UnarectalconC €/

Construiremos el sexto armoénico C ; /¢ Y veremos que todo sexto armoénico es de
P

esta forma para una terna de rectas dada (ry,r},£). Con esto, probar la unicidad
equivale a demostrar la igualdad C; , , = C;l oy donde (r,',¢) y (r1,r},t) son dos
ternas de rectas con las propiedades requeridas.

Realizamos la demostracion en tres etapas

! . !

1. Cr,r’,[ - Crl,r’,€
/ . !

2. Cr,r’,f - Cr.,r/1 A
/ _ /

3. Cr,r’,é - Cr,r’,t

2Supondremos que los puntos de partida son colineales y que sélo existen las degeneraciones
permitidas, por ejemplo A = A’.
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Etapa 1. Supongamos que la recta que pasa por A es r;. En esta situacion,
el cuadrivértice completo resultante es el que tiene por vértices P, Q1, Ry y Si.
Ademads, podemos notar que los tridngulos PQOS y P QS estdn en proyeccion
desde el punto R;. Aplicando el Teorema de Desargues (2.1)), como los puntos A,
B’y P;S| N PS, estan alineados, entonces C = C'.

. . . ! o
En consecuencia, por simetria, €, , , = C, s ).

Figura 6.2: Mover una recta incidente en A

Etapa 2. Es suficiente con seguir un procedimiento paralelo al anterior re-

emplazando r por 1. Asi, mediante los mismos argumentos, se concluye que
! Y
n LT e

Etapa 3.

Supongamos que la recta que pasa por C es ¢t. Como antes, P;, Q1, R; y S, dan
lugar a un nuevo cuadrivértice completo.

Definimos los puntos E = rN7'; F; = PRy N Q1S1; F = PRNQS. Y fijandonos en
los tridngulos PSF y P1S|Fj, observamos que se encuentran en proyeccion desde
el punto C, = P;S1 N PS. Ahora, si demostramos que E, F, F; son colineales,
entonces C = C’. De donde se sigue que B, C; y B estén alineados y, empleando
el resultado de Desargues , C = C' = C; como querfamos ver.

Para probar lo anterior es suficiente elegir los tridngulos B'Q;Q y BR|R, entonces
podemos comprobar que estidn en proyeccion desde C'y, de nuevo, por el Teorema
de Desargues (2.1)), E, F; y F estan, en efecto, alineados. Con lo que se cumple lo
anterior y podemos afirmar C’ = C

nrte
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AI

Figura 6.3: E, F; y F alineados

r
m

Figura 6.4: B, C; y B’ colineales
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6.3. Operaciones en el anillo de division

Definicion 6.4. Sea P = (%p, Zp) un plano proyectivo, una referencia proyectiva
es un conjunto { Py, P, Py;% }, formado por cuatro puntos pertenecientes a Pp
tres a tres no colineales. % recibe el nombre de punto unidad.

En primer lugar, fijaremos una referencia proyectiva {Py, P, P»;% } dentro de P.
Llamaremos cero al punto Fy e infinito al punto Pj.

Ahora, consideremos la recta ¢ que pasa por Py y P;. Entonces los elementos de [F
se identificardn con ¢\ {P; }, en otras palabras, se corresponderdn con los puntos
de /¢ distintos del infinito.

Tomemos Py = (1,0,0), P, = (1,1,0), P, = (1,0,1) y Z = (1,1,1), y considere-
mos la recta ¢ definida arriba, que tiene como ecuacién x3 = 0.

A continuacién, definimos geométricamente dos operaciones a las que llamare-
mos, respectivamente, suma y producto, y que representaremos por + y -. Con
este desarrollo, podremos afirmar que [F es un cuerpo con dos operaciones bien
definidas, sin embargo, como expresamos con anterioridad ain habremos de pro-
bar algunas propiedades adicionales para poder verificar que se trata de un anillo
de division.

Como venimos haciendo hasta el momento, las demostraciones restantes pueden
realizarse mediante construcciones geométricas similares a las ya presentadas.
Debido a la similitud de las pruebas realizamos sélo algunas de ellas a modo
de ejemplo.

6.3.1. Operacion suma
Definimos la recta y como la dnica sobre la que inciden Py y Ps.

Sean a = (1,a,0) b = (1,b,0) dos elementos cualesquiera, entonces el elemento
suma de estos dos serd representado por (1,a+ b,0), y lo obtendremos mediante
la siguiente construccién geométrica.

1. Trazamos una recta paralela a £ por el punto Py g 1.

2. Andlogamente dibujamos la paralela a y incidente en (1,a,0) que, en su in-
terseccion con la anterior, da lugar a un punto al que denotamos por (1,a,1)

3. Tras esto, unimos P ¢ 1) con (b,0) y, para concluir, dibujamos la recta para-
lela que pasa por (1,a,1) y, cuya incidencia con £ es el punto suma buscado,
es decir, (1,a+b,0).
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P10

Figura 6.5: Definicién operacion suma, version proyectiva.
Configuracion inicial

P

Puio a b

Figura 6.6: paso 1.

Figura 6.7: paso 2.

Nota. La misma construccion se puede realizar en su version afin, es suficiente
con suprimir la primera coordenada de cada punto involucrado en el proceso.
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Py

Py

) Py
Puio) a b (1,a+b,0)
Figura 6.8: paso 3.
Yy
P, u 1,a,1)
\\ \\\
~ \\
\\\\ \\
PO - h [ Py
Paio a b (1,a +b,0)

Figura 6.9: Operacién suma, version afin

Existencia del elemento neutro para la suma

Es sencillo comprobar que el neutro para la suma es Fy.

P

Paipy «a

Figura 6.10: Neutro para la suma
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Concluimos por tanto que Pp+a=a+ Py =a.

Asociatividad de la suma

(©)b+c (d)a+(b+c)

Figura 6.11: Demostracién asociatividad de la suma
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Py

Figura 6.12: Demostracion asociatividad de la suma

Conmutatividad de la suma

Esta propiedad se deriva de la demostracién del teorema[6.3]
Comencemos tomando la siguiente referencia.
Ph=0=C P]:O):A:A, P, =R P(I,OJ):Q
a=B b="H a+b=C_

Una vez probada la existencia del sexto arménico, de entre las propiedades vistas

al definir los sextetos se manifiesta la posibilidad de alterar el orden de los puntos,
esto es,

Q(A,B,C;A',B',C") < Q(C,B,A;C",B,A")
Q(A,B,C;A',B',C") <= Q(A,B,C";A’",B,C)

con lo que

0(w,a,0;0,b,a+b) <— Q(0,a,0;a+b,b,0) <— Q(0,b,w;b+a,a,®)

y, por tanto, a+b =b+a.
Con esto podemos afirmar que a + b es el sexto arménico de ®,a,0,®,b y, en
consecuencia es unico, derivandose de ello la conmutatividad de la suma.
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Figura 6.13: Suma de elementos mediante sextetos

6.3.2. Operacion producto

Sean ¢, y, (1,a,0) y (1,b,0) como antes. Para definir el producto de (1,a,0) y
(1,b,0) procedemos como expondremos a continuacion.

1. Consideremos la recta que pasa por los puntos Py y %, a la que llamaremos
m.

2. Sea (1,a,a) el punto de interseccién de m con la paralela a y que pasa por
(1,a,0)

3. Unimos % con (1,b,0) y, finalmente, trazamos la paralela a esta que pasa
por (1,a,a). Su incidencia con £ es el punto (1,ab,0) que buscdbamos.
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P10y

Figura 6.14: Definicién operacion producto, version proyectiva.
Configuracion inicial

Paio) a b

Figura 6.15: paso 1.

P(l.l.()) a b

Figura 6.16: paso 2.

Nota. De igual manera que para la operacion anterior, se puede dar una version
afin para el producto como se muestra en la siguiente figura.
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Py a b

Figura 6.17: paso 3.

Papo1) u

Py

Piio a b

Figura 6.18: Operacién producto, version afin

Existencia del elemento neutro para el producto
El razonamiento es idéntico al anterior, en este caso el neutro resulta ser Pq j ).

P

Paio a

Figura 6.19: Neutro para el producto



CAPITULO 6. EL PLANO DE COORDENADAS HOMOGENEAS 129

Existencia del inverso para el producto

Como se comprueba en la figura, el inverso serd el elemento que permita trazar una

recta paralela a la que pasa por P(1,1,0)y (1,a,1). Asi,axa ! =a™ ' = P1,1,0)-
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a? Pui0) a b

Figura 6.20: Inverso para el producto

Conmutatividad del producto

Es importante destacar que la prueba de la conmutatividad del producto no es
posible debido a que este elemento no puede expresarse cOmo sexto armonico.

El producto como sexto arménico no permite hacer una alteracién de orden de
manera que se cumpla ab = ba. En otras palabras, para el caso de la suma, dado
0(w,a,0;,b,a+b) hemos visto que Q(0,b, w;b+a,a,®) es una de las 23 con-
figuraciones equivalente a la primera, en el caso del producto obtener un sexteto
equivalente a Q(w,a,O; ®,b,ab) no es posible.

Veamoslo tomando la siguiente referencia.

OZA P(LL()):A/
a=B2B b=F
w=C ab=C

(L,a,1) =P v =Q
P,=R UbNPP =S

En la imagen anterior podemos observar que
0(0,a,0; P 1 o), b,ab)

pero no se cumple que Q(0, b, a);P(LLO),a?ab), por consiguiente deducimos que
el producto no es conmutativo.
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Figura 6.21: El producto no es conmutativo

6.4. Introduccion de coordenadas homogéneas en P

Como ultimo propésito de esta seccion mostramos una forma de introducir coor-
denadas homogéneas en este espacio, pues recordemos que uno de los propdsitos
de este capitulo reside en ver que existe un anillo de division [ tal que el espacio
de coordenadas homogéneas sobre él es isomorfo a IP%.

6.4.1. Coordenadas en el espacio proyectivo

Como antes, partimos de una referencia proyectiva {Py, P, P»; % }, cuyos puntos
son Py = (1,0,0), P, = (1,1,0), P, = (1,0,1) y % = (1,1,1). Por su parte, las
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rectas que los unen serdn / es la recta de ecuacién x, = 0; asimismo, ¢; serd
la que cumple la ecuacién x; = 0; finalmente, tomamos /.. aquella que verifica
xo = 1 y que elegimos como recta del infinito.

Es conveniente recordar que habiamos definido el anillo de divisién F, como el
conjunto de puntos que inciden en lo \ P;.

Sentadas estas bases, para coordinatizar un punto cualquiera, A, del espacio, se-
guiremos tres pasos.

= En primer lugar trazamos la recta que une A con Pj cuya interseccién con ¢
da lugar a un punto de la forma (1,0, u). Este valor i constituye la tercera
coordenada del punto A.

= A continuacidn, dibujamos la recta que pasa por P, y el punto dado. En
esta ocasion, dicha recta incide con ¢y en un punto de la forma (1,1,0), y
tomaremos A como segunda coordenada del punto A.

= Finalmente, en relacién a la primera coordenada de A, elegiremos siempre
la unidad.

Por consiguiente, el punto A coordinatizado resulta ser (1,A, ).

LY N\ p

Pz1.1.0) (I-A-")

Figura 6.22: Introduccién de coordenadas en el plano proyectivo

6.4.2. Coordenadas en el espacio afin

El proceso geométrico expuesto arriba permite también la introduccién de coor-
denadas en el espacio afin. Serd suficiente con eliminar la primera coordenada de
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cada elemento para obtener las coordenadas afines del mismo.

4 !
I
I
I

I A—(

(1,0, ) ! =A_LLA‘!“)
|
I
|
I
|
P Uu'!
(1.0.1)“_ _________ ?_ _____________________________
I
I
I
I
|
I
P I
0 J'-. £y
P10 (1,A,0)

Figura 6.23: Introduccién de coordenadas en el plano afin
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