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Abstract

In the present work, the stationary Dirac-Weyl equation for massless electrons in
a graphene network is solved in the presence of electric and magnetic fields. The
objective is to study the dynamics of electrons in graphene in the presence of an
electric field and a magnetic field with a certain symmetry to know the scattering
conditions and possible confinement states in the region of the graphene plane where
these fields are applied. A study will be carried out from the classical and quantum
point of view of scattering and electron confinement conditions for wells and barriers
of both electrical and magnetic potential. To do this, the Dirac-Weyl equation is
expressed in a more convenient form for our particular study and that will allow
us to study the dynamics of the massless electron with an equation analogous to a
Schrodinger-type equation. This contributes to a better understanding of the physics
of the problem to be studied since, in this way, effective energy potentials can be
defined as if it were a Schrodinger equation.

Resumen

En el presente trabajo se resuelve la ecuación de Dirac-Weyl estacionaria pa-
ra electrones sin masa en una red de grafeno en presencia de campos eléctricos y
magnéticos. El objetivo es estudiar la dinámica de los electrones en el grafeno en
presencia de un campo eléctrico y un campo magnético con una cierta simetría para
conocer las condiciones de scattering y de posibles estados de confinamiento en la re-
gión del plano del grafeno donde se aplican estos campos. Se hará un estudio desde el
punto de vista clásico y cuántico del scattering y de las condiciones de confinamien-
to del electrón para pozos y barreras de potencial tanto eléctrico como magnético.
Para ello, se expresa la ecuación de Dirac-Weyl en una forma más conveniente para
nuestro estudio particular y que va a permitir estudiar la dinámica del electrón sin
masa con una ecuación análoga a una ecuación de tipo Schrodinger. Esto contribuye
a una mejor comprensión de la física del problema a estudiar pues, de esta forma,
se pueden definir unos potenciales de energía efectivos como si de una ecuación de
Schrodinger se tratara.
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1 Introducción

El objetivo del presente trabajo es el estudio de la dinámica del electrón en el
grafeno cuando es sometido a campos eléctricos y magnéticos con una configuración
y simetría tales que pueden producir el efecto de estados confinados del electrón a
modo de una guía de onda.

El carbono tiene cuatro formas cristalinas perfectas, entre ellas el grafito. El gra-
feno es un alótropo del carbono de un átomo de grosor, que constituye un entra-
mado de átomos de carbono en forma de panal. De esta forma, se puede considerar
el grafito como una pila de capas de grafeno. El carbono tiene cuatro electrones de
valencia, tres de los cuales forman enlaces estrechos con átomos vecinos en el plano.
Sin embargo, los portadores de carga del grafeno son especialmente singulares. Estos
portadores imitan a partículas relativistas y se describen a partir de la ecuación de
Dirac-Weyl en lugar de la ecuación de Schrodinger. La interacción de los electrones
con la red de grafeno da lugar a nuevas cuasipartículas que, a bajas energías, se
describen con precisión mediante la ecuación de Dirac-Weyl (2+1) dimensional, con
una velocidad efectiva vF . Estas cuasipartículas se denominan fermiones de Dirac
sin masa. Pueden verse como electrones que han perdido su masa en reposo.

En el grafeno, el orbital 2s de cada átomo de carbono interactúa con los orbitales
2px y 2py para formar tres orbitales híbridos sp2. Las interacciones dan como resul-
tado tres enlaces llamados enlaces σv, que son el tipo más fuerte de enlace covalente.
Los enlaces σv tienen los electrones localizados a lo largo del plano que conecta los
átomos de carbono y son responsables de las propiedades del grafeno. Los electro-
nes 2pz forman enlaces covalentes llamados enlaces π, donde la nube de electrones se
distribuye normal al plano que conecta los átomos de carbono. Los electrones 2pz es-
tán débilmente unidos a los núcleos y, por tanto, están relativamente deslocalizados.
Estos electrones deslocalizados son los responsables de la propiedades electrónicas
del grafeno.

El grafeno tiene una red en forma de panal. La longitud del enlace carbono-carbono
es aproximadamente aC−C ≈ 1, 42 Å. La red se puede caracterizar como una red de
Bravais con una base de dos átomos, indicados como A y B en la figura 1.0.1, y estos
contribuyen con un total de dos electrones π por celda unitaria a las propiedades
electrónicas del grafeno. La red es hexagonal, y la celda unitaria primitiva puede
considerarse un paralelogramo equilátero de lado a = |a1| = |a2| = aC−C

√
3 ≈

2, 46 Å.
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Figura 1.0.1: Red de grafeno

Si nos centramos en la estructura de bandas del grafeno, debemos construir una
función de onda adecuada que cumpla el teorema de Bloch, es decir, Ψ(r +R) =
eikRΨ(r). A partir de esta función de onda, el cálculo posterior de las bandas de
energía es sencillo. Así, la función de onda se construye en términos de combinaciones
de orbitales atómicos. Para el grafeno, la función de onda es una combinación de
dos funciones de Bloch de subred:

Ψ(k, r) = CAΦA (k, r) + CBΦB (k, r)

donde A y B denotan los dos tipos diferentes de átomos de carbono presentes en
la celda unidad del grafeno. De esta manera, podemos considerar que la red del
grafeno se compone de dos subredes de carbono equivalentes A y B, lo que da lugar
a que los estados electrónicos se compongan de estados pertenecientes a las diferentes
subredes, y sus contribuciones relativas se tengan en cuenta utilizando funciones de
onda de dos componentes (espinores). De este modo, tendremos, por ejemplo, para
el caso de la función de onda de tipo A

ΦA (k, r) =
1√
N

N∑
j

eikRAjϕ (r −RAj)

siendo N el número de celdas unitarias en la red, RAj son los vectores que identifican
las ubicaciones de todos los átomos de tipo A en el grafeno y ϕ (r −RAj) las funciones
de onda de los orbitales atómicos que son funciones ortonormales suficientemente
localizadas como para que, a distancias cada vez más alejadas del punto central
RAj, las funciones decaigan a cero rápidamente. Además, estas funciones ΦA (k, r)
también deben cumplir el teorema de Bloch.

Una vez definidas las funciones ΦA (k, r) y ΦB (k, r), teniendo en cuenta que cum-
plen el teorema de Bloch, así como unas condiciones de contorno, ya se puede cons-
truir la función Ψ(k, r) = CAΦA + CBΦB. Esta función de onda introducida en la
ecuación de Schrodinger permite obtener un sistema de ecuaciones en los coeficientes
CA y CB, con los que se calculan los valores de las bandas de energía en función de k.
Las bandas de energía positiva y negativa obtenidas por la resolución de la ecuación
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se llaman bandas de conducción y bandas de valencia respectivamente. Las bandas
de valencia y conducción tienen estructura similar, al menos para energías cercanas
a la energía de Fermi. Dentro de este rango restringido, las bandas de energía son
aproximadamente imágenes especulares. Esta simetría no se mantiene en una am-
plia gama de energías, sin embargo, esta aproximación es muy útil porque gran parte
de la dinámica electrónica ocurre a lo largo de un rango relativamente pequeño de
energías cercanas a la energía de Fermi. Debido a la ausencia de banda prohibida
en el nivel de Fermi, y el hecho de que las bandas de conducción y valencia se tocan
en la energía de Fermi, el grafeno es considerado un semiconductor semimetálico
o de banda prohibida cero. El comportamiento de los electrones del grafeno en la
energía de Fermi es de gran interés porque la estructura de bandas tiene una disper-
sión que es representativa de las llamadas partículas sin masa (partículas con masa
efectiva cero). Y para partículas sin masa, la relatividad especial de Einstein tiene
un importante papel en la forma de la ecuación de onda de la mecánica cuántica
relativista de Dirac para describir la dinámica de las partículas. De aquí que, en
el presente trabajo, se aborde el estudio con la ecuación de Dirac (y clásicamente
con la relatividad especial) pero para partículas sin masa. Los puntos en los que la
banda de conducción y la banda de valencia se tocan se llaman puntos de Dirac,
y es en las proximidades de estos puntos en los que se cumple una relación lineal
entre la energía y el momento, siendo la constante de proporcionalidad la velocidad
de Fermi, vF , que es el gradiente de la energía respecto del momento.

Figura 1.0.2: Izquierda: Espectro de energía. Derecha: Primer plano de las bandas
de energía cerca de uno de los puntos de Dirac.

En este trabajo se aborda la resolución de la ecuación de Dirac-Weyl estacionaria
para electrones sin masa en una red de grafeno en presencia de campos eléctricos y
magnéticos. El objetivo es estudiar la dinámica de los electrones en presencia de un
campo eléctrico y un campo magnético con una cierta simetría.

En la primera parte del trabajo se expresa la ecuación de Dirac-Weyl en una
forma más conveniente para nuestro estudio particular. Esta forma de proceder va a
permitir estudiar la dinámica del electrón sin masa con una ecuación análoga a una
ecuación de tipo Schrodinger. La razón por la que se procede de esta forma estriba
en una mejor comprensión de la física del problema a estudiar pues, de esta forma,

6



se pueden definir unos potenciales de energía efectivos como si de una ecuación de
Schrodinger se tratara.

Posteriormente se realiza el estudio desde el punto de vista clásico del scattering
y de las condiciones en las que se puede dar confinamiento del electrón para pozos y
barreras de potencial. En primer lugar se estudia el scattering para un pozo o barrera
de potencial eléctrico constante. En este caso se verá que hay unas determinadas
condiciones en la energía, el momento lineal y el valor del potencial que harán que
la partícula se comporte dentro del pozo o barrera como si de una guía de onda
se tratara, haciendo que la partícula quede confinada dentro de dicha región. En
segundo lugar, se estudia el scattering para un pozo o barrera de un potencial vector
magnético constante. Igualmente a como ocurre en el caso eléctrico, con el potencial
vector magnético también se van a dar unas condiciones determinadas en la energía,
momento lineal y potencial vector tales que la partícula permanece confinada en la
región donde está presente el potencial vector.

La siguiente parte del trabajo se centra en el estudio del scattering y condiciones
de confinamiento del electrón para potencial eléctrico y potencial vector magnético
desde el punto de vista cuántico, mediante la resolución de la ecuación de Dirac-
Weyl vista en la primera parte del trabajo. Primeramente se estudian las soluciones
scattering de la ecuación diferencial de segundo orden para un potencial eléctrico
constante, mediante la definición de un potencial de energía efectivo, y se obtienen
los coeficientes de transmisión y reflexión. Después se buscan las soluciones que dan
lugar al confinamiento del electrón volviendo a resolver la misma ecuación diferen-
cial pero redefiniendo los parámetros que darán lugar a las condiciones en las que
el electrón permanece confinado. Posteriormente, se obtienen las soluciones scatte-
ring y las que dan lugar al confinamiento del electrón pero con un potencial vector
magnético constante, usando la misma ecuación diferencial en la que, también, se
ha definido un potencial efectivo pero para un campo magnético.

Finalmente se concluye con un análisis y comparación de las soluciones obteni-
das en las dos últimas partes del trabajo, es decir, aquellas que tratan sobre el
scattering y el confinamiento abordados, primeramente, desde el estudio clásico y,
posteriormente, desde el estudio cuántico.

Para la elaboración de la introducción se han usado las referencias [1] y [2], que
son de carácter más general que el resto de los artículos empleados en este trabajo.
En el estudio cuántico de las guías de onda tanto eléctricas como magnéticas así
como el estudio de la ecuación de Dirac-Weyl se ha tomado la referencia [3]. Y en el
resto del trabajo se han considerado las referencias [4] y [5], que son estudios algo
más generales que el [3] pero que están directamente enfocados en el estudio del
grafeno.
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2 Ecuación de Dirac-Weyl
estacionaria

La dinámica de baja energía para electrones sin masa y spin 1/2 con velocidad de
Fermi en el grafeno viene descrita por la ecuación (2+1) dimensional de Dirac-Weyl
(1). Buscaremos las soluciones analíticas de la ecuación en presencia de campos ex-
ternos eléctrico y magnético con una cierta simetría. En concreto, vamos a considerar
la simetría de los campos a lo largo de la dirección del eje ’y’; ambos campos son
perpendiculares, el eléctrico estará en el plano xy, mientras que el magnético tendrá
la dirección del eje z perpendicular al plano del grafeno.

vF (σ. (p+ eA))Ψ (x) = (E − V (x))Ψ (x) (2.0.1)

siendo σ =(σx, σy) las matrices de Pauli, vF la velocidad de Fermi, p = (px, py) las
dos componentes del operador momento en el plano xy, e la carga del electrón y
A (x) ,V (x) los potenciales magnético y eléctrico, respectivamente; la función Ψ(x)
es un pseudospinor de dos componentes.

Tal y como han sido definidos anteriormente los potenciales eléctrico y magnético
tendremos, para el caso del eléctrico que V (x) = V (x); y para el caso del magnético,
sabiendo que el campo magnético debe ser perpendicular al plano del grafeno, es
decir, en la dirección z, y como

B = ∇∧A ⇒ Bz = ∂xAy − ∂yAx

y puesto que hemos considerado una simetría a lo largo del eje ’y’ tendremos que A =
(0, Ay (x)). De este modo, los campos eléctrico y magnético quedan determinados
por los vectores:

E (x) = −dV (x)

dx
ex; B (x) = ∂xAy (x) ez

Así vemos que, tanto el vector campo eléctrico como el vector campo magnético van
a depender sólo de la componente ’x’.

Vamos a considerar como función de onda solución de la ecuación (2.0.1) una
función propia del operador momento py = −iℏ∂y con valor propio ℏk, ya que

pyΨ(x, y) = −iℏ∂yΨ(x, y) = ℏkΨ (x, y) ⇒ i∂yΨ(x, y) + kΨ(x, y) = 0

Ψ (x, y) = eiky
(

ψ1 (x)
iψ2 (x)

)
(2.0.2)

Si, a continuación, reemplazamos todos los campos y operadores en la ecuación
(2.0.1)
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vF

[(
0 1
1 0

)
px +

(
0 −i
i 0

)
(py + eAy)

]
Ψ(x) = (E − V )Ψ (x)

obtenemos:

vF

(
0 px − ipy − ieAy

px + ipy + ieAy 0

)(
eikyψ1

ieikyψ2

)
= (E − V )

(
eikyψ1

ieikyψ2

)
e introduciendo los operadores del momento lineal

vF

(
0 −iℏ∂x + i2ℏ∂y − ieAy

−iℏ∂x − i2ℏ∂y + ieAy 0

)(
eikyψ1

ieikyψ2

)
= (E−V )

(
eikyψ1

ieikyψ2

)
A continuación, aplicamos los operadores sobre las exponenciales y simplificamos en
ambos miembros de la ecuación la función exponencial:

ℏvF
(

0 ∂x + k + eAy

ℏ
−∂x + k + eAy

ℏ 0

)(
ψ1

ψ2

)
= (E − V )

(
ψ1

ψ2

)
Si reordenamos las ecuaciones

∂xψ2 =
E − V

ℏvF
ψ1 − kψ2 −

eAy

ℏ
ψ2

∂xψ1 = kψ1 +
eAy

ℏ
ψ1 −

(E − V )

ℏvF
ψ2

y expresamos de nuevo de forma matricial(
∂x 0
0 ∂x

)(
ψ1

ψ2

)
=

(
k + eAy

ℏ
−(E−V )

ℏvF
E−V
ℏvF

−
(
k + eAy

ℏ

) )( ψ1

ψ2

)
Podemos simplificar la notación si llamamos

W (x) := k +
eAy

ℏ
, ∆(x) :=

E − V

ℏvF

y de esta forma
∂xΨR(x) =MΨR(x) (2.0.3)

siendo

M =

(
W (x) −∆(x)
∆(x) −W (x)

)
; ΨR(x) =

(
ψ1(x)
ψ2(x)

)
Si ahora diferenciamos la ecuación (2.0.3)

∂xxΨR(x) =
dM(x)

dx
ΨR(x) +M∂xΨR(x)

M ′ =
dM

dx
, ∆′ =

d∆

dx
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∂xxΨR(x) =M ′ΨR(x) +MMΨR(x)

∂xxΨR (x) =
(
M ′ +M2

)
ΨR (x) (2.0.4)

siendo

M ′ =

(
W ′(x) −∆′(x)
∆′(x) −W ′(x)

)
;M2 =

(
W 2(x)−∆2(x) 0

0 W 2(x)−∆2(x)

)
Así vemos que una de las matrices es diagonal y la otra lleva la parte no diagonal.
Posteriormente se discutirán las opciones de diagonalización para desacoplar las
ecuaciones.
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3 Estudio clásico de guía de ondas

En este apartado nos proponemos discutir desde el punto de vista clásico los
diferentes casos de scattering de un electrón que atraviesa una barrera de potencial.
Veremos los casos en los que sólo tengamos una barrera/pozo de potencial eléctrico
y sólo una barrera/pozo de potencial magnético.

3.1. Caso clásico de potencial eléctrico

En este caso vamos a suponer una barrera/pozo de potencial de la forma

V(x) =

{
−v0, |x| < 1,

0, |x| > 1

Hay, por tanto, tres regiones: I para x < −1, II para −1 < x < 1 y III para x > 1. Y,
por otro lado, si v0 > 0 será un pozo de potencial y en el caso de que v0 < 0 será una
barrera de potencial. Vamos a analizar el caso de una partícula clásica que incide
desde la izquierda, es decir, desde x < −1, y cuyo valor de px esté comprendido
entre cero e infinito. Estudiaremos el comportamiento del electrón en las fronteras
de las tres regiones.

3.1.1. Scattering potencial eléctrico. Paso de la región I a II

Debemos tener en cuenta que la energía no permanece constante puesto que el
electrón pasa a una una zona con un potencial diferente de cero. Supongamos que
inicialmente la partícula tiene una energía E y un momento p = (px, py); a la
componente py le asignamos un valor constante py = k. La componente px, de
acuerdo con la relación relativista (tomando c = 1)

E2 = p2x + p2y ⇒ E2 = p2x + k2 ⇒ px =
√
E2 − k2

Justo al otro lado de la frontera, en la región II, su energía efectiva valdrá E ′ = E+v0.
Y en cuanto a la componente p′x en la región II, su expresión será

p′x =

√
(E + v0)

2 − k2

el electrón se ve sometido a la acción de una fuerza eléctrica debido al gradiente de
potencial que existe en la frontera. La fuerza que aparecerá hará que la cantidad
de movimiento px se modifique. Es decir, aparece una fuerza favorable a la entrada
en la región II si se trata de un pozo de potencial (se incrementa la cantidad de
movimiento puesto que p′x > px al ser v0 > 0) y desfavorable si se trata de una
barrera (en este caso al ser v0 < 0 ⇒ p′x < px).

11



Si nos fijamos ahora en la expresión de la componente horizontal del momento
lineal, vemos que se deberá cumplir que

px =
√
E2 − k2 ⇒ |E| > |k|

esto implica que p′x tendrá en principio un valor mínimo cuando E = k, de valor

p′x,min =

√
(k + v0)

2 − k2

Sin embargo, si se trata de una barrera de potencial (v0 < 0) el valor de p′x,min es
complejo y, por tanto, la partícula no atravesará la barrera. En este último caso
será necesario que la energía mínima para pasar a la región II con una barrera de
potencial cumpla

|E + v0| > |k|

Atendiendo a la expresión

p′x =

√
(E + v0)

2 − k2

podemos analizar la situación en la que

|E + v0| > |k| y |E| < |k|

En este caso, al imponer que |E| < |k| implica que es imposible que esté en la región
I pero, si también se impone que |E+v0| > |k|, entonces la partícula sí puede estar en
la región II. Luego si la partícula tiene unos valores de la energía que cumplan estas
últimas condiciones, permanecerá dentro de la región II. La partícula se encuentra
con un gradiente de potencial desfavorable para salir de la región II puesto que su
energía es insuficiente para superarlo. Por tanto, clásicamente, se da una situación
concreta donde la partícula permanece en un estado confinado.

Ángulos de incidencia y salida

Podemos ahora considerar el estudio desde el punto de vista de los ángulos de
incidencia y salida de la partícula al atravesar la frontera. Si llamamos α al ángulo
de incidencia desde la región I y β al de salida a la región II:

tanα =
py
px

=
k

px
=

k√
E2 − k2

, tan β =
k

p′x
=

k√
(E + v0)

2 − k2
⇒ α > β

Así, si el ángulo de incidencia es cero entonces la componente py del momento lineal
tanto en la región I como en la II es cero, por lo que k = 0, y en consecuencia

tanα = tan β = 0 ⇒ α = β = 0

Si el ángulo de incidencia ahora es de noventa grados

tanα → ∞ ⇒ px = 0 ⇒ E = k ⇒ β < π/2
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En la figura 3.1.1 se ha representado tanto el ángulo de incidencia en la región
I como el refractado en la región II en función de la energía. Tal y como puede
verse, cuando el valor de la energía es próximo al valor de k el ángulo de incidencia
tiende hacia el valor máximo, mientras que el ángulo refractado permanece siempre
inferior al de incidencia. También puede verse la dependencia respecto al valor del
potencial eléctrico. Para valores de potencial positivos, es decir, pozos de potencial, a
mayor valor, mayor rango de valores de la energía en los que es posible tener estados
confinados. En el caso de barreras de potencial se observa que no hay confinamiento
y, además, el valor del ángulo de incidencia es inferior que el ángulo refractado, lo
que indica la imposibilidad de atravesar la barrera a partir de un cierto ángulo de
entrada a la región II.
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Figura 3.1.1: Ángulos de incidencia y salida para diferentes valores de energía y
potencial eléctrico. En verde se representa la curva de valores para el
ángulo incidente, en azul el máximo ángulo de entrada, y en rojo el
ángulo de salida. La zona sombreada corresponde a los valores en los
que hay confinamiento.

3.1.2. Scattering potencial eléctrico. Paso a la región III

En el paso de la región II a la región III todo sucederá de manera análoga a la
situación anterior pero en sentido inverso. Así, si ahora inicialmente los valores de
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la energía y el momento lineal en la región II son, respectivamente,

E + v0, p
′
x =

√
(E + v0)

2 − k2

con p′y = k, al llegar a la frontera de separación la componente p′y no se verá afectada
y, en la región III, la componente p′′y = k. Con la energía tendremos que, en la región
III, volverá a valer lo mismo que en la región I, ya que ahora el potencial vuelve a
valer cero después de pasar la frontera. Y con la componente p′x ocurrirá que pasará
a valer

p′′x =
√
E2 − k2 = px

puesto que ahora la partícula se enfrenta a un gradiente de potencial desfavorable
(favorable si es una barrera) para pasar a la región III, por lo que su momento lineal
p′x disminuirá (aumentará para una barrera) hasta el valor que tenía inicialmente en
la región I.

La figura 3.1.2 representa bajo qué condiciones de energía, momento lineal y po-
tencial eléctrico se da confinamiento. En la gráfica (a) se observa que la región de
confinamiento es simétrica respecto al momento lineal, puesto que la fuerza eléctrica
no depende del signo del momento lineal. Las rectas que aparecen en verde y azul
corresponden a las condiciones |E| < |k| y |E + v0| > k, respectivamente, puestas
como igualdades. De ahí que el vértice inferior cambiará de posición al modificar
el valor del potencial, desplazándose más hacia abajo para mayor valor del poten-
cial. En la gráfica (b) se ha representado la energía frente al potencial. También
presenta simetría respecto al potencial debido al valor absoluto en la condición de
confinamiento.
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Figura 3.1.2: En sombreado se representa la zona donde se da confinamiento
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3.2. Caso clásico de potencial magnético

En nuestro caso estamos considerando que el potencial vector magnético sólo tiene
componente Ay (x) y en consecuencia, como B = ∇ ∧A =⇒ B = (0, 0, ∂xAy (x)).
Y la expresión de la barrera/pozo del potencial vector magnético será de la forma:

Ay (x) =

{
−a0, |x| < 1

0, |x| > 1

Igual que sucedía con el caso eléctrico, también tenemos tres regiones: la región I
para x < −1, la II para −1 < x < 1 y la III para x > 1. Y de manera equivalente al
caso eléctrico si a0 < 0 será una barrera y si a0 > 0 será un pozo.

A diferencia del caso eléctrico, ahora la energía de la partícula no va a cambiar al
pasar las dos fronteras de las regiones puesto que el campo magnético no modifica
la energía del electrón. Además, el momento lineal sí se va a ver modificado al
atravesar las fronteras. El campo magnético existente en las fronteras de separación
es perpendicular al plano por el que se mueve la partícula y, teniendo en cuenta la
característica de la fuerza de Lorentz, la partícula se verá desviada de la trayectoria
de una manera o de otra dependiendo de la componente py del momento lineal. A
esta componente, como en el caso eléctrico, le vamos a asignar el valor k. A diferencia
del caso eléctrico, ya no existe simetría en cuanto a la dirección de la componente
py = k. Es decir, hay que analizar de forma diferente los casos en los que la componte
py sea positiva y negativa (cuando k > 0 y k < 0). La razón está en que la fuerza
de Lorentz que va a actuar sobre el electrón depende de la dirección incidente de
la partícula, dirección que va estar determinada por el momento lineal. Vamos a
considerar también que la partícula incide desde la izquierda.

3.2.1. Scattering potencial magnético para valores de k
positivos

Tal y como hicimos en el caso eléctrico analizaremos qué ocurre con la partícula
al atravesar las dos fronteras que separan las regiones.

Paso de la región I a la II

En el paso de la región I a la II la energía de la partícula, al tratarse de un
campo magnético, no se va a ver modificada. Vamos a considerar que la energía y
las componentes del momento lineal en la región I son, respectivamente, E, px, k.
Estas magnitudes estarán relacionadas a través de

E2 = p2x + k2 =⇒ px =
√
E2 − k2

para partículas relativistas de masa cero (tomando c = 1). Por tanto, en principio
la energía debe tener al menos un valor mínimo |E| ≥ |k|. A diferencia del caso
eléctrico, ahora la componente del momento lineal py sí va a cambiar al pasar a la
región II:

p′y = py −Ay = k + a0
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Así, la componente del momento lineal en la región II tendrá la expresión

p′x =

√
E2 − (k + a0)

2

Es necesario que la energía de la partícula sea superior a un determinado valor para
que pueda pasar la frontera. Ese valor mínimo de la energía será

|E| ≥ |k + a0|

Luego, para que sea posible el paso a la región II la energía mínima debe ser k + a0
y no k como se había propuesto al principio, por lo que el px mínimo será

px,min =

√
(k + a0)

2 − k2

De esta última condición vemos que

|k + a0| > |k|

si a0 > 0. Pero en el caso de una barrera, como estamos considerando k > 0, y el
momento lineal p′y en la región II pasa a valer k− |a0|, el valor de px será complejo,
ya que |E| > |k + a0| < |k|, y se dará la situación de confinamiento al ser imposible
que esté la partícula en la región I pero sí en la región II.

Ángulos de incidencia y salida

Si ahora consideramos el estudio desde el punto de vista de los ángulos de inciden-
cia y salida de la partícula al atravesar la frontera entre las regiones I y II, llamando
α al ángulo de incidencia y β al de salida a la región II, tenemos:

tanα =
|k|
px

≤ |k|
px,min

⇒

{ |k|√
(|k|+a0)

2−k2
= tanαmax a0 > 0

αmax = π
2

a0 < 0

tan β =
p′y
p′x

=
|k|+ a0√

E2 − (|k|+ a0)
2
;E = |k|+ a0 ⇒ βmax =

π

2

De esta forma, si la partícula se acerca a la frontera de separación entre las regiones
I y II con una energía superior a la mínima y una dirección tal que su segunda
componente del momento lineal sea positiva, al llegar a la frontera experimentará
una fuerza debido a la variación del potencial vector magnético en forma de escalón
que hay en la separación entre las regiones. Esta variación del potencial vector se
traduce en un campo magnético perpendicular al plano que, por acción de la fuerza
de Lorentz, provoca una desviación de la partícula en un ángulo β. Si la energía
tiene el valor mínimo, entonces el máximo ángulo de desviación en la región II será
de π/2 y, en consecuencia, la partícula se moverá sobre la frontera y no pasará a la
región II. Para energías inferiores a la mínima la partícula se verá sometida a una
reflexión sobre la frontera de separación, regresando de nuevo a la región I. Esto
es así porque la dirección del vector momento lineal es tal que, al verse sometido a
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un campo magnético perpendicular al plano, da lugar a una fuerza de Lorentz cuya
dirección está en el plano pero que expulsa a la partícula de nuevo a la región I.
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Figura 3.2.1: Ángulos de incidencia y salida para diferentes valores de la energía y
el potencial vector. En verde se representa la curva de valores para el
ángulo incidente, en azul el máximo ángulo de entrada, y en rojo el
ángulo de salida. La zona sombreada corresponde a los valores para los
que se da confinamiento.

En la figura 3.2.1 puede verse que, elegido un valor de k constante, sólo aparece
confinamiento cuando se trata de barreras de potencial. En este caso el ángulo de
incidencia siempre es superior al de refracción. Sin embargo, en los casos en los que
hay un pozo de potencial no se produce confinamiento y el ángulo de incidencia
es inferior al de refracción debido a la tendencia del potencial vector magnético a
expulsar a la partícula. De hecho, para valores del ángulo de incidencia cercanos a
su máximo se observa que el ángulo refractado se acerca a los 90º, es decir, que al
llegar al máximo de incidencia la partícula no pasa a la región II.

Paso de la región II a la III

En el paso de la región II a la III, también la energía permanece constante y
variará el momento lineal. Como ya se ha visto antes sólo pasará a la región II
cuando la energía sea superior a |k + a0|, por lo que sólo se pueden considerar
energías superiores a la mínima. Así, si en la región II la componente del momento
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lineal p′y era k + a0, al atravesar la frontera de separación entre las regiones II y III
volverá a sufrir una variación de signo opuesto al del paso por la frontera entre I y
II, por lo que

p′′y = k + a0 − a0 = k = py

Y de igual manera,

p′′x =

√
E2 −

(
p′y − a0

)2
=

√
E2 − (k + a0 − a0)

2 = px

En el momento de atravesar la frontera la partícula se ve sometida a un campo
magnético perpendicular al plano que, por acción de la fuerza de Lorentz, desvía
la trayectoria de la partícula emergiendo a la región III con un ángulo igual al de
incidencia en la región I. Como se ha podido analizar, en ningún caso tenemos a la
partícula confinada dentro de la región II.

3.2.2. Scattering potencial magnético para valores de k
negativos. Caso 1

En este primer caso se considera que la segunda componente del momento lineal
en la región II es negativa, es decir, p′y < 0. Ahora la partícula se va a dirigir a la
frontera de separación en una dirección tal que la componente segunda del momento
lineal es negativa. Esto cambiará algunas situaciones respecto al caso anterior.

Consideremos que la energía y el momento lineal en la región I son E, px, py = k
y, como en el caso anterior

E2 = p2x + k2 =⇒ px =
√
E2 − k2

A continuación, obtenemos la expresión para el momento lineal en la región II consi-
derando que, al igual que en el caso anterior, la energía no cambia y la componente
del momento lineal py experimenta un cambio

p′y = py −Ay = k + a0

Por tanto, la expresión de la componente del momento lineal p′x en la región II será

p′x =
√
E2 − p′2y

Si p′y < 0 tendremos que
k + a0 < 0

Esta condición se cumple siempre que tengamos una barrera porque a0 < 0, pero no
siempre en un pozo (donde a0 > 0). Por tanto,

p′x =

√
E2 − (k + a0)

2

y el valor mínimo que debe tener p′x corresponderá cuando

E = k + a0
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ya que

px =

√
(k + a0)

2 − k2

condición que se cumplirá siempre que a0 < 0 (barrera de potencial) y no se cumplirá
en pozos de potencial. De este modo, p′x > p′x,min y, en consecuencia, la partícula
atraviesa la frontera de separación. Nunca la atravesará si se trata de un pozo de
potencial.

Ángulos de incidencia y salida

Desde el punto de vista de los ángulos de incidencia en la región I, α, y salida a
la región II, β, tendremos:

tanα =
−|k|
px

≤ −|k|
px,mı́nimo

=
−|k|√

(−|k| − |a0|)2 − k2
= tanαmax

tan β =
p′y
p′x

=
−|k| − |a0|√

E2 − (−|k| − |a0|)2
;E = −|k| − |a0| ⇒ βmax =

π

2

3.2.3. Scattering potencial magnético para valores de k
negativos. Caso 2

Ahora, en este segundo caso, se aborda la situación en la que la segunda com-
ponente del momento lineal es positiva, es decir, p′y > 0. Así, si p′y > 0 tendremos
que

−|k|+ a0 > 0 ⇒ a0 > |k|

Y esta condición sólo se puede cumplir si a0 > 0, es decir, para pozos de potencial.
En este caso no puede atravesar una barrera de potencial. Sin embargo, aquí se
pueden dar dos casos:

Que p′y < |k|, en consecuencia,

0 < −|k|+ |a0| < |k| ⇒ |k| < |a0| < 2|k|

De la expresión de p′x,min se tiene que p′x > p′x,min si

|E| > |k + a0|

pero en esta situación también se cumple que, al ser k < 0 y a0 > 0,

|E| < |k|

y encontramos que

px =

√
(−|k|+ |a0|)2 − k2

no tiene solución real, luego estamos en una situación donde la partícula per-
manece confinada en la región II.
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Que p′y > |k| implica que

−|k|+ |a0| > |k| ⇒ |a0| > 2|k|

Y, en este caso, con una energía

E = −|k|+ |a0|

sería posible que la partícula pase a la región II, puesto que ahora

px =

√
(−|k|+ |a0|)2 − k2

con |a0| > 2|k|, no tiene un valor complejo como en el caso anterior.

Ángulos de incidencia y salida

En términos de los ángulos de incidencia y salida:

tanα =
−|k|
px

≤ −|k|
px,mı́nimo

=
−|k|√

(−|k|+ |a0|)2 − k2
= tanαmax

tan β =
p′y
p′x

=
−|k|+ |a0|√

E2 − (−|k|+ |a0|)2
;E = −|k|+ |a0| ⇒ βmax =

π

2

En la figura 3.2.2 se han representado cuatro situaciones correspondientes al mis-
mo valor de k < 0 pero diferentes valores del potencial vector magnético. En la
gráfica (a), al tratarse de una barrera, no aparece zona de confinamiento, que sí se
da en las gráficas (b) y (c). En estas dos, hay un pozo de potencial con diferente
valor en cada una de ellas. Un mayor valor del potencial vector hace que el ángulo
de refracción pase a tener valores positivos. En la gráfica (d), el valor del potencial
vector es superior al doble del valor absoluto de k, lo que hace que, no sólo el ángulo
de refracción siga siendo positivo, también implica que no se dé confinamiento de
la partícula. Tanto en la gráfica (c) como en la (d) los ángulos de refracción son
bastante pequeños y positivos hasta que el ángulo de incidencia se aproxima a su
valor máximo; es en ese momento en el que el ángulo de refracción en (d) aumenta
más rápido llegando a alcanzar valores en los que la partícula se quedaría en la zona
de separación de las dos regiones.
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Figura 3.2.2: Ángulos de incidencia y salida para distintos valores de la energía y
el potencial vector. En verde se representa la curva de valores para el
ángulo incidente, en azul el máximo ángulo de entrada, y en rojo el
ángulo de salida. La zona sombreada corresponde a los valores en los
que hay confinamiento.

La figura 3.2.3 representa las zonas de confinamiento en función de la energía, el
momento lineal y el potencial vector magnético. La gráfica (a) representa la energía
frente al momento para un valor fijo del potencial vector. Las rectas que aparecen
en verde y azul corresponden a las condiciones |E| < |k| y |E| > |k + a0|, respec-
tivamente, puestas como igualdades. Se observa ahora que la simetría en la zona
de confinamiento ha cambiado respecto a la que se daba con el potencial eléctrico.
Esto es así porque la energía no se ve modificada por la acción del potencial vector
magnético.
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Figura 3.2.3: Representación en sombreado de las zonas en las que existe confina-
miento
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4 Estudio cuántico de guía de
ondas

Después de un análisis clásico de las barreras/pozos de potencial eléctrico y mag-
nético es momento de abordar el estudio desde el punto de vista cuántico haciendo
uso de la ecuación de Dirac-Weyl (2.0.1), que para nuestro estudio particular se
concreta en la ecuación (2.0.4). Recordemos brevemente esta última ecuación y los
parámetros a ella asociados:

∂xxΨR (x) =
(
M ′ +M2

)
ΨR (x)

donde

M ′ =

(
W ′ (x) −∆′ (x)
∆′ (x) −W ′ (x)

)
; M2 =

(
W 2 (x)−∆2 (x) 0

0 W 2 (x)−∆2 (x)

)
siendo la prima la derivada respecto de x,

W (x) := k +
eAy

ℏ
:= k +Ay(x); ∆ (x) :=

E − V

ℏvF
:= ε− V(x)

4.1. Caso cuántico de potencial eléctrico

Igual que en el estudio clásico, suponemos como en el caso clásico un potencial
eléctrico de la forma:

V(x) =

{
−v0, |x| < 1,

0, |x| > 1

Como no hay presencia de campo magnético la ecuación (2.0.4) quedará simplificada
de la siguiente forma:

∂xxΨR (x) =

[(
0 −∆′ (x)

∆′ (x) 0

)
+

(
k2 −∆2 (x) 0

0 k2 −∆2 (x)

)]
ΨR (x)

(4.1.1)
donde ahora W (x) = k ⇒ W ′ (x) = 0, así como ∆(x) = ε − V(x) ⇒ ∆′ (x) =
−V ′ (x).

Para proceder a su resolución debemos diagonalizar la matriz

M ′ =

(
0 −∆′ (x)

∆′ (x) 0

)
= V ′ (x)

(
0 1
−1 0

)
Si calculamos los valores propios de la matriz

(
0 1
−1 0

)
, obtenemos λ = ±i, a los

que corresponde como vectores propios
(

1
i

)
y
(

1
−i

)
. Por tanto, la matriz de
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cambio de base será
T =

(
1 1
i −i

)
de tal forma que la nueva matriz M diagonalizada resulta

M̃ ′ = T−1M ′T = V ′ (x)

(
−i 0
0 i

)
Esta diagonalización implica un cambio de base, que afectará a ΨR de la forma

Ψ̃R = T−1ΨR =
1

2

(
1 −i
1 i

)(
ψ1

ψ2

)
⇒

{
ψ̃1 =

1
2
(ψ1 − iψ2)

ψ̃2 =
1
2
(ψ1 + iψ2)

Y el sistema dado por la ecuación (4.1.1) resulta

∂xxΨ̃ =
(
M̃ ′ + M̃2

)
Ψ̃{

∂xxψ̃1 =
(
−iV ′ + k2 − (ε− V)2

)
ψ̃1

∂xxψ̃2 =
(
iV ′ + k2 − (ε− V)2

)
ψ̃2

Si ahora introducimos la expresión para V (x), y consideramos sólo la ecuación de
ψ̃1:

−∂xxψ̃1 (x) + Vef (x) ψ̃1 (x) = ε2ψ̃1 (x) ; p2x = ε2 − k2 (4.1.2)

Vef =

{
−iv0δ (x+ 1) + iv0δ (x− 1)− 2v0ε− v20 |x| ≤ 1

k2 |x| > 1

Al igual que en el caso clásico, tendremos las tres regiones en las que resolver la
ecuación (4.1.2). La expresión de Vef introduce no sólo el desarrollo del cuadrado
del binomio que contiene la energía de la partícula y el potencial eléctrico (ε− V)2,
también introduce la función delta de Dirac. Es la derivada del escalón de potencial
la que da cuenta de la aparición de la función delta de Dirac con peso iv0, y que
nos dará lugar a una de las condiciones que hay que exigir para el cálculo de la
solución, que es el cambio en la derivada de la función solución en los puntos donde
cambia el potencial. Este cambio será necesariamente el valor del peso de la delta
de Dirac, iv0. También hay que exigir la continuidad de la función solución en los
mismos puntos. Por tanto, las dos condiciones son:

ψ̃1,I (−1) = ψ̃1,II (−1) ; ∂xψ̃1,I (−1)− iv0ψ̃1,I (−1) = ∂xψ̃1,II (−1)

ψ̃1,II(1) = ψ̃1,III (1) ; ∂xψ̃1,II (1) + iv0ψ̃1,II (1) = ∂xψ̃1,III (1)

4.1.1. Scattering potencial eléctrico

Veamos primeramente las soluciones generales por regiones:
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Región I (x < −1):

∂xxψ̃1,I (x) = −p2xψ̃1,I (x) ⇒ ψ̃1,I = αIe
−ipxx + βIe

ipxx

donde las soluciones son del tipo onda asociada a partícula libre incidente y
reflejada. Aquí vemos que px =

√
ε2 − k2 es el momento lineal de la partícula.

Como en el caso clásico, si |ε| < |k| entonces el momento lineal es complejo.

Región II (−1 < x < 1):

∂xxψ̃1,II (x) = (−2v0ε− v20 − ε2 + k2)ψ̃1,II (x) ⇒ ∂xxψ̃1,II (x) = −p′2x ψ̃1,II (x)

siendo p′2x = (ε+ v0)
2 − k2. Así, las soluciones son:

ψ̃1,II = αIIe
−ip′xx + βIIe

ip′xx

Región III (x > 1):

∂xxψ̃1,III (x) = −p2xψ̃1,III (x) ⇒ ψ̃1,III = αIIIe
−ipxx + βIIIe

ipxx

solución que coincide con la de la región I, es decir, de tipo onda asociada a
una partícula libre.

Si queremos obtener los coeficientes de transmisión y de reflexión debemos exigir
que la función de onda sea continua y derivable en los puntos x = −1 y x = 1:

αIe
ipx + βIe

−ipx = αIIe
ip′x + βIIe

−ip′x

−αIipxe
ipx + βIipxe

−ipx = −αIIip
′
xe

ip′x + βIIip
′
xe

−ip′x

αIIe
−ip′x + βIIe

ip′x = αIIIe
−ipx + βIIIe

ipx

−αIIip
′
xe

−ip′x + βIIip
′
xe

ip′x = −αIIIipxe
−ipx + βIIIipxe

ipx

Resolviendo el sistema, con αIII = 0, en función del parámetro βI obtenemos los
coeficientes de transmisión y reflexión:

Te = |βIII
βI

|2 = 4p2xp
′2
x

4p2xp
′2
x cos2 (2p′x) + (p′2x + p2x)

2 sin2 (2p′x)

Re = |αI

βI
|2 = (p′2x − p2x)

2
sin2 (2p′x)

4p2xp
′2
x cos2 (2p′x) + (p′2x + p2x)

2 sin2 (2p′x)

La figura 4.1.1 representa el coeficiente de transmisión en función del ángulo de
incidencia para diferentes valores del potencial eléctrico. Se observa que a medida
que el valor del potencial eléctrico se acerca a cero la gráfica del coeficiente es más
plana y muy cercana al valor 1; y cuando se trata de potenciales que cumplen v0 < 0,
es decir, barreras de potencial, donde clásicamente no hay paso a la región II, aquí
también se observa que el coefieciente de transmisión va a cero. Es decir, no se
aprecia un efecto túnel.
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También es de destacar que se producen resonancias en el coeficiente de transmi-
sión que hacen que alcanze el valor máximo, es decir, la unidad, cuando el valor del
momento lineal que aparece en las funciones seno y coseno del denominador en la
expresión del coeficiente de transmisión es tal que cancela la función seno. De alguna
manera hay un cierto impedimento al paso a través de la región II.
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Figura 4.1.1: Coeficiente de transmisión frente al ángulo de incidencia

4.1.2. Estados confinados en potencial eléctrico

Las soluciones para estados confinados son:

Región I:

∂xxψ̃1,I = p2xψ̃1,I =⇒ ψ̃1.I = Aepxx, px =
√
k2 − ε2 > 0

Región II:

−∂xxψ̃1,II +
(
−2v0ε− v20

)
ψ̃1,II = (ε2 − k2)ψ̃1,II =⇒ ψ̃1,II = Ceip

′
xx +De−ip′xx

siendo p′x =
√

(ε+ v0)
2 − k2 > 0

Región III:

−∂xxψ̃1,III = −p2xψ̃1,III =⇒ ψ̃1,III = Fe−pxx, px =
√
k2 − ε2 > 0
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Teniendo en cuenta las dos condiciones que deben cumplir las funciones solución se
llega a las siguientes ecuaciones para determinar los parámetros A, C, D y F:

Ae−px = Ce−ip′x +Deip
′
x

Apxe
−px = iv0Ae

−px + Cip′xe
−ip′x −Dip′xe

ip′x

Ceip
′
x +De−ip′x = Fe−px

Cip′xe
ip′x −Dip′xe

−ip′x = −Fpxe−px − iv0

(
Ceip

′
x +De−ip′x

)
Para que exista solución distinta de la trivial, el determinante de la matriz de los
coeficientes debe ser igual a cero. Esto implica una relación de los parámetros px, p′x
y v0 (o lo que es equivalente, de los parámetros k, ε y v0) que resulta:

tan 2p′x =
2pxp

′
x

p′2x − p2x − v20
√
k2 − ε2

√
(ε+ v0)

2 − k2 =
[
ε (ε+ v0)− k2

]
tan 2

√
(ε+ v0)

2 − k2

Esta última igualdad es la condición que deben cumplir las soluciones en el caso de
estados confinados. Sus soluciones nos dan el espectro discreto de energías posibles,
es decir, la cuantización.

En las gráficas de la figura 4.1.2 se representan en sombreado las zonas de con-
finamiento, tal y como se representaron en el estudio clásico, pero donde ahora se
observa la discretización de la energía. Si en cualquiera de las gráficas se fija un
valor, bien de k o bien de v0, entonces el número de estados de energía posibles será
sólo de hasta tres valores diferentes. Esto claramente contrasta con el estudio clásico
donde existe un espectro continuo de energía.
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Figura 4.1.2: Representación del espectro de energías para k = 2 y v0 = 3
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Figura 4.1.3: Representación de la parte real de la función de onda en dos niveles
diferentes de energía excitados para estados confinados correspondien-
tes a k = 2 y v0 = 3

4.1.3. Análisis de las soluciones

A continuación, vamos a analizar las soluciones obtenidas en cada región y com-
parar las situaciones con el caso clásico.

Región I: en el momento de obtener la solución, puesto que hemos estudiado el
caso en el que la partícula está confinada, la exponencial debe ser decreciente
cuando x tiende a menos infinito. Por esta razón, px =

√
k2 − ε2 > 0, lo que

implica que la energía debe tener un valor inferior al momento lineal, |ε| < |k|.
Clásicamente también obtuvimos que, en la región I, la energía debía tener un
valor inferior a |k|.
Si no hubiéramos exigido que px > 0, entonces la exponencial sería compleja,
donde ahora |ε| > |k|, y sería la solución para una onda plana que una parte
se transmite a la siguiente región y otra se refleja en la frontera de separación,
tal y como se estudió clásicamente.

Región II: en esta región, la función de onda solución son exponenciales com-
plejas correspondientes a soluciones tipo onda transmitida y reflejada, que
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están confinadas en un pozo/barrera de anchura fija. La cuantización de la
energía viene determinada al exigir que tengamos dentro de la anchura del
pozo/barrera un número entero de semilongitudes de onda.

Por otra parte, la condición p′x =
√
(ε+ v0)

2 − k2 > 0 implica que |ε+v0| > |k|,
condición que también se da en el caso clásico.

Región III: de manera análoga a la región I, la exponencial solución debe ser
decreciente para estados confinados. Esto implica la misma condición que en
la región I. También, en el caso de que |ε| > |k|, la solución corresponderá a
una onda plana.

4.2. Caso cuántico de potencial magnético

Supondremos, análogamente al caso eléctrico, un potencial vector magnético de
la forma:

Ay (x) =

{
−a0, |x| < 1

0, |x| > 1

Como ahora no hay presencia del campo eléctrico, la ecuación (2.0.4) será de la
forma:

∂xxΨR (x) =

(
W ′ (x) 0

0 −W ′ (x)

)
ΨR (x) +

(
W 2 − ε2 0

0 W 2 − ε2

)
ΨR (x)

donde
W (x) := k +

e

ℏ
Ay (x) := k −Ay (x) ; W ′ (x) = −A′

y (x)

∂xxΨR (x) =

(
−A′

y (x) + (k −Ay (x))
2 − ε2 0

0 A′
y (x) + (k −Ay (x))

2 − ε2

)
ΨR (x)

De este sistema de ecuaciones resolvemos la primera de las ecuaciones que nos dará
como solución la función ψ1:

−∂xxψ1 (x) + (−A′
y (x) + (k −Ay (x))

2)ψ1 (x) = ε2ψ1 (x) (4.2.1)

Si desarrollamos el cuadrado del binomio, introducimos un potencial efectivo como
en el caso eléctrico y particularizamos para el pozo de potencial vector magnético:

Vef =

{
−a0δ (x+ 1) + a0δ (x− 1) + a20 + 2ka0 |x| < 1

k2 |x| > 1

−∂xxψ1 (x) + Vefψ1 (x) = ε2ψ1 (x) , p2x = ε2 − k2

4.2.1. Scattering potencial magnético

Al igual que en el caso eléctrico, obtengamos primero las soluciones generales:
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Región I (x < −1):

∂xxψ1,I (x) = −p2xψ1,I (x) ⇒ ψ1,I = α′
Ie

−ipxx + β′
Ie

ipxx

solución que corresponde a la de una onda asociada a una partícula libre con
momento px =

√
ε2 − k2.

Región II (−1 < x < 1):

∂xxψ1,II (x) =
(
k2 + a20 + 2ka0 − ε2

)
ψ1,II (x) ⇒ ∂xxψ1,II (x) = −p′2xψ1 (x)

siendo p′x =
√
ε2 − (k + a0)

2, y que tiene por solución

ψ1,II = α′
IIe

−ip′xx + β′
IIe

ip′xx

Región III (x > 1):

∂xxψ1,III (x) = −p2xψ1,III (x) ⇒ ψ1,III = α′
IIIe

−ipxx + β′
IIIe

ipxx

solución que coincide con la región I.

Si queremos obtener los coeficientes de transmisión y de reflexión debemos exigir
que la función de onda sea continua y derivable en los puntos x = −1 y x = 1:

α′
Ie

ipx + β′
Ie

−ipx = α′
IIe

ip′x + β′
IIe

−ip′x

−α′
Iipxe

ipx + β′
Iipxe

−ipx = −α′
IIip

′
xe

ip′x + β′
IIip

′
xe

−ip′x

α′
IIe

−ip′x + β′
IIe

ip′x = α′
IIIe

−ipx + β′
IIIe

ipx

−α′
IIip

′
xe

−ip′x + β′
IIip

′
xe

ip′x = −α′
IIIipxe

−ipx + β′
IIIipxe

ipx

Resolviendo el sistema, con α′
III = 0, en función del parámetro β′

I obtenemos los
coeficientes de transmisión y reflexión:

Tm = |β
′
III

β′
I

|2 = 4p2xp
′2
x

4p2xp
′2
x cos2 (2p′x) + (p′2x + p2x)

2 sin2 (2p′x)

Rm = |α
′
I

β′
I

|2 = (p′2x − p2x)
2
sin2 (2p′x)

4p2xp
′2
x cos2 (2p′x) + (p′2x + p2x)

2 sin2 (2p′x)

La figura 4.2.1 representa el coeficiente de transmisión en función del ángulo de
incidencia para diferentes valores del potencial vector magnético. Se observa que a
medida que el valor del potencial vector se acerca a cero la gráfica del coeficiente es
más plana y muy cercana al valor 1; y cuando se trata de potenciales vector magné-
tico en los que a0 > 0, es decir, condiciones donde clásicamente hay un impedimento
al paso a la región II (como si actuaran a modo de barreras de potencial eléctrico),
aquí también se observa que el coefieciente de transmisión va a cero. Es decir, no se
aprecia un efecto túnel.

Es de destacar que se producen resonancias en el coeficiente de transmisión que
hacen que alcanze el valor máximo, es decir, la unidad, cuando el valor del momento
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lineal que aparece en las funciones seno y coseno del denominador en la expresión
del coeficiente de transmisión es tal que cancela la función seno. De alguna manera
hay un cierto impedimento al paso a través de la región II.
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Figura 4.2.1: Coeficiente de transmisión frente al ángulo de incidencia

4.2.2. Estados confinados en potencial magnético

Las soluciones para estados confinados son:

Región I:

∂xxψ1,I = p2xψ1,I ⇒ ψ1,I = A′epxx, px =
√
k2 − ε2 > 0

Región II:

∂xxψ1,II =
(
a20 + 2ka0 + k2 − ε2

)
ψ1,II ⇒ ∂xxψ1,II = −p′2xψ1,II ⇒ ψ1,II = C ′eip

′
xx+D′e−ip′xx

p′x =

√
ε2 − (k + a0)

2

Región III:

∂xxψ1,III = p2xψ1,III ⇒ ψ1,III = F ′e−pxx, px =
√
k2 − ε2 > 0

Si imponemos las condiciones de continuidad:

ψ1,I (−1) = ψ1,II (−1) ; ∂xψ1,I (−1)− a0ψ1,I (−1) = ∂xψ1,II (−1)
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ψ1,II (1) = ψ1,III (1) ; ∂xψ1,II (1) + a0ψ1,II (1) = ∂xψ1,III (1)

que nos llevan al sistema homogéneo:

A′e−px = C ′e−ip′x +D′eip
′
x

A′pxe
−px − a0A

′e−px = C ′ip′xe
−ip′x −D′ip′xe

ip′x

C ′eip
′
x +D′e−ip′x = F ′e−px

C ′ip′xe
ip′x −D′ip′xe

−ip′x + a0C
′eip

′
x + a0D

′e−ip′x = −F ′pxe
−px

de donde se llega a la relación:

tan 2p′x =
2pxp

′
x

p′2
x + a20 − p2x

√
k2 − ε2

√
ε2 − (k + a0)

2 =
(
ε2 − k2 − ka0

)
tan 2

√
ε2 − (k + a0)

2

Esta última igualdad es la condición que deben cumplir las soluciones en el caso de
estados confinados. Sus soluciones nos dan el espectro discreto de energías posibles,
es decir, la cuantización.

En las gráficas de la figura 4.2.2 se representan en sombreado las zonas de con-
finamiento, tal y como se representaron en el estudio clásico, pero donde ahora se
observa la discretización de la energía. Si en cualquiera de las gráficas se fija un
valor, bien de k o bien de a0, entonces el número de estados de energía posibles será
sólo de hasta tres valores diferentes. Esto claramente contrasta con el estudio clásico
donde existe un espectro continuo de energía.
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Figura 4.2.2: Representación del espectro discreto de energías
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Figura 4.2.3: Representación de la parte real de la función de onda en dos niveles
diferentes de energía para estados confinados correspondientes a k =
−4 y a0 = 2

4.2.3. Análisis de las soluciones

Análogamente a como hemos hecho para el campo eléctrico ahora analizamos las
soluciones en cada región.

Regiones I y III: si hemos buscado soluciones donde se dé confinamiento, la
función deberá ser una exponencial decreciente con la condición de que px =√
k2 − ε2 > 0 ⇒ |ε| < |k|. Caso contrario, obtendríamos una onda plana que

atraviesa la frontera y que también puede sufrir una reflexión.

Región II: en esta región, la función de onda solución son exponenciales com-
plejas correspondientes a soluciones tipo onda transmitida y reflejada, que
están confinadas en un pozo/barrera de anchura fija. La cuantización de la
energía viene determinada al exigir que tengamos dentro de la anchura del
pozo/barrera un número entero de semilongitudes de onda.

Por otra parte, la condición p′x =
√
ε2 − (k + a0)

2 > 0, implica que |ε| >
|k + a0|. Además, en el caso de confinamiento, también tenemos la condición
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de |ε| < |k|. Es decir, es necesario que la partícula incida en una dirección en la
que la segunda componente del momento lineal sea negativa. Esta era la misma
condición que se obtuvo clásicamente, donde existía una cierta asimetría según
fuera la dirección incidente.
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5 Conclusiones

A lo largo del presente trabajo se ha estudiado, tanto desde el punto de vista
clásico como cuántico, el comportamiento del electrón sin masa en el grafeno para
guías de onda eléctricas y magnéticas. Resumimos aquí los detalles más interesantes:

En el caso de guías de onda eléctricas:

En el estudio del scattering clásico para un perfil rectangular de tipo po-
zo/barrera en guías de onda eléctricas se ha visto que existe una simetría en
la dinámica del electrón, en relación al signo de la segunda componente del
momento lineal (k), en el momento de incidir sobre la superficie de separación.
Esto es debido al hecho de que la fuerza eléctrica no depende de la dirección
del momento lineal incidente.

Por otra parte, las condiciones respecto a los parámetros: momento lineal (k),
energía y valor del potencial eléctrico que determinan el confinamiento del
electrón en la zona donde se aplica el potencial eléctrico, están claramente
muy delimitadas por unas condiciones. Estas condiciones deben ser tal que el
valor absoluto de k en el momento de incidir sea superior al valor absoluto
de la energía, pero inferior al valor absoluto de la suma de energía y poten-
cial eléctrico. Además, esta condición se cumple para el caso de barreras de
potencial.

En el estudio cuántico del scattering, la simetría encontrada en el estudio
clásico también se cumple cuando se estudia mediante la ecuación de Dirac-
Weyl. En este caso la simetría viene del hecho de que, al resolver la ecuación,
se deben imponer unas condiciones de scatttering que den como solución en
la región I una onda plana incidente asociada al electrón (partícula libre). Es
de resaltar que cuando se trata de potenciales que cumplen v0 < 0, es decir,
barreras de potencial, donde clásicamente no hay paso a la región II, aquí
también se observa que el coefieciente de transmisión cae a cero. Es decir, no
se aprecia un efecto túnel. Se producen resonancias, en los estados scattering,
en el coeficiente de transmisión que hacen que alcanze el valor máximo, es decir,
la unidad, cuando el valor del momento lineal que aparece en las funciones seno
y coseno del denominador en la expresión del coeficiente de transmisión es tal
que cancela la función seno. De alguna manera hay un cierto impedimento al
paso a través de la región II.

Para el estudio cuántico de estados confinados se impuso a las ecuaciones
que, la función de onda del electrón incidente decreciera a cero para distancias
lejanas a la zona donde se aplica el potencial. Esta restricción lleva a las mismas
condiciones de confinamiento respecto a los parámetros de energía, momento
lineal (k) y potencial eléctrico que se dan en el caso clásico.
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Al imponer en la resolución de la ecuación de Dirac-Weyl para estados confina-
dos que la función de onda sea continua y derivable en los puntos de separación
de las tres regiones, se obtiene una ecuación no lineal en los parámetros ener-
gía, momento lineal (k) y potencial eléctrico. Esta situación no se da en el caso
clásico porque, desde un punto de vista cuántico, la anchura de la región de
confinamiento debe ser un múltiplo entero de semilongitudes de onda asociadas
al electrón confinado en la región II para diferentes valores de la energía . Esta
situación es la que conduce a la cuantización o discretización de los niveles de
energía en dicha región.

Para guías de onda magnéticas:

Análogamente, también se ha estudiado el scattering clásico para un perfil
rectangular de tipo pozo/barrera en guías de onda magnéticas. En este caso
existe cierta simetría en la dinámica de la partícula, pero esta vez la simetría
viene dada respecto a la energía. Esto es debido a que la acción del potencial
vector magnético no influye sobre la energía del electrón, y sí sobre su dirección,
rompiéndose ahora la simetría que antes se daba en el caso eléctrico respecto
del momento lineal. La razón está en que la fuerza magnética depende del
momento lineal.

Las condiciones de confinamiento, en el caso clásico en la región II, están tam-
bién determinadas por unas condiciones en los parámetros de energía, momento
lineal y potencial vector magnético. En este caso, una de las condiciones coin-
cide con el caso eléctrico, y es que la energía en valor absoluto tenga un valor
inferior al valor absoluto de k. La segunda condición es que el valor absoluto de
la energía sea superior al valor absoluto de la suma de k y el potencial vector
magnético. Estas condiciones implican que es posible el confinamiento en el
caso de pozos de potencial si k < 0, pero también se puede dar confinamiento
con barreras de potencial si k > 0.

Al analizar el scattering del electrón usando la ecuación de Dirac-Weyl se da
la misma simetría respecto a la energía que en el caso clásico. Al resolver la
ecuación e imponer condiciones de scattering en las que la partícula incidente
se comporte como una onda plana (partícula libre) se tienen los mismos re-
quisitos que se obtuvieron clásicamente respecto a los parámetros de energía,
momento lineal y potencial vector magnético. Por otro lado, cuando se trata
de potenciales vector magnético en los que a0 > 0, es decir, condiciones donde
clásicamente hay un impedimento al paso a la región II también se observa
que el coefieciente de transmisión cae a cero. Es decir, no se aprecia un efecto
túnel. Se observa que se producen resonancias en el coeficiente de transmisión
en los estados de scattering, que hacen que alcanze el valor máximo, es decir, la
unidad, cuando el valor del momento lineal que aparece en las funciones seno
y coseno del denominador en la expresión del coeficiente de transmisión es tal
que cancela la función seno. De alguna manera hay un cierto impedimento al
paso a través de la región II.

En el estudio cuántico del confinamiento, también se deben cumplir las mismas
condiciones que en el caso cuántico del potencial eléctrico, es decir, función de
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onda decreciente y que tiende a cero para distancias lejanas a la región II.
Esto lleva a las mismas condiciones para el confinamiento que en el estudio
clásico. También en este caso, al imponer que la función de onda sea continua
y derivable en los puntos de separación de las tres regiones, se obtiene una
ecuación no lineal que relaciona los parámetros de energía, momento lineal y
potencial vector magnético. Su resolución conduce a la obtención de los valores
del espectro discreto de la energía, es decir, a la cuantización de los niveles de
energía en la zona de confinamiento.

En este estudio sobre guías de onda eléctricas y magnéticas en el grafeno, tanto su
enfoque clásico como cuántico arrojan importantes similitudes. Esto es de esperar,
como corresponde al uso de ambas teorías, pues un estudio clásico siempre permite
dar una primera visión que, al final, necesitará, por tratarse de un sistema como el
grafeno, del aporte de la teoría cuántica. Mediante el estudio a través de la ecuación
de Dirac-Weyl no sólo se vuelven a reproducir las conclusiones que se alcanzan desde
el punto de vista clásico, también permite dar cuenta de algunos hechos no previstos
por la teoría clásica. Sin duda, lo más destacable es la discretización de los niveles
de energía para estados ligados del electrón dentro de la región en la que se aplican
los potenciales eléctrico y magnético, así como los fenómenos de resonancias en el
coeficiente de transmisión en los estados de scattering. Además, no es apreciable un
efecto túnel en las barreras de potencial; un análisis más detallado, con la posibilidad
de variación de la anchura de la región II arrojaría más resultados.

Un estudio cuántico, tanto de los estados confinados como de los estados de scat-
tering, puede ser abordado con más profundidad en posteriores trabajos. Existen
detalles importantes de la función de onda en los diferentes estados de energía que
podrían ser estudiados en las zonas de separación de las regiones en las que se aplican
los potenciales. Asimismo, se pueden analizar las resonancias en estados scattering
tanto para potenciales eléctricos como magnéticos, teniendo en cuenta, además, po-
sibles variaciones en la anchura de la región en la que se aplican los potenciales.

Todas las gráficas han sido realizadas por el autor del presente trabajo mediante
el software Mathematica.
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