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Resumen

Se estudiaran los grupos divisibles, sus propiedades y sus relaciones con otras estruc-
turas, se propondran y justificaran resultados acerca de su descomposicion como grupos
mas sencillos. Tras esto se estudiaran los grupos linealmente compactos, se dara su rela-
cion con los limites inversos y se propondran comparaciones con otras nociones de indole

similar.
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Abstract

Divisible groups, their properties and their relationships with other structures will be
studied, results on their decomposition as simpler groups will be proposed and justified.
After this, the linearly compact groups will be studied, their relationship with the inverse
limit of groups will be given and comparisons with other notions of a similar nature will

be proposed.
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Introduccion

En la teoria de grupos abelianos, los conceptos de grupos divisibles y grupos linealmen-
te compactos juegan un papel crucial debido a sus propiedades algebraicas y topologicas
caracteristicas. Mientras que los grupos divisibles se caracterizan por su capacidad para
‘dividir’ elementos por cualquier nimero entero, los grupos linealmente compactos des-
tacan por sus propiedades topoldgicas en términos de subgrupos, completitud, y més
propiedades que se estudiaran. Este tltimo tipo son, de hecho, grupos cuyo estudio es un
asunto ya obsoleto, dada la fecha de la mayor parte de publicaciones que se referenciaran
en el respectivo capitulo. El interés en su estudio en este trabajo reside en la escasez de
veces que en el grado se han manejado los conceptos de grupos de torsion, grupos libres,
sistema y limite inverso, y un largo etcétera.

Para ello se introduciran estos conceptos por medio de definiciones, y pudiendo ser
ampliado en algin caso concreto por un ejemplo. Los resultados que conllevaran estas
definiciones se enunciaran mediante lemas, proposiciones, corolarios y etcétera, y se pro-
porcionard (excepto en algin caso concreto) su correspondiente prueba.

El trabajo sigue principalmente el libro [6] durante el capitulo de grupos divisibles y
del paper [1], y alguna definicién se ha sacado del libro [3]. En el segundo capitulo se
emplearan también referencias a [1],[5] y [2], algunas de las cuales trabajan con médulos,
debido a que el contenido que se puede encontrar acerca de los grupos de este segundo
capitulo se remonta a los anos 50-60.

El trabajo se estructura de la siguiente manera. En el capitulo 1 se llevard a cabo una
revision acerca de divisibilidad de un grupo, estudio de su parte libre y parte de torsion,
propiedad de inyectividad y finalizara con resultados acerca de la descomposicién de este
tipo de grupos. Se introduciran también ejemplos de grupos con estas caracteristicas a
medida que avance el capitulo y se vayan dando nuevos resultados.

En el segundo capitulo, mas extenso, se introducira a la nociéon de topologia lineal
y de compacidad lineal, dando resultados acerca del comportamiento de estos grupos y
relaciones con otros grupos con otras caracteristicas, como lo son los grupos finitamente
generados, Artinianos, etcétera. Se comprobara también la relacién que tiene el concep-
to ’compacidad lineal” con los conceptos de 'compacidad’ y ‘compacidad algebraica’. Se

trabajara también con los niimeros p-adicos.



Capitulo 0. Nociones preliminares

0.1. Nociones preliminares

Daremos aqui informacién previa a los temas a tratar, que estando aqui presente, no

se mencionara en los capitulos posteriores:

Definicién 0.1. Por grupo topolégico G se entiende un conjunto G que cumple:
= (G es un grupo con respecto a las operaciones +, — y el elemento neutro 0.
= (G es un espacio topoldgico, es decir, tiene asociada una topologia 7

Un subgrupo topologico es un subgrupo H de G con la topologia subespacio inducida por

G.

Esta definicion cobra especial relevancia en el segundo capitulo, en el cual un grupo
linealmente compacto requerird de una topologia, por lo que serda automaticamente un
grupo topoldgico. A pesar de ello, nos referiremos a estos también como sencillamente

grupos, obviando lo 'topolégico’.

Definicién 0.2. Un morfismo de grupos topolégicos ¢ : G — H es un homomorfismo

continuo del grupo G al grupo H.

Similarmente a lo anterior, en lo que resta de trabajo nos referiremos a estos como

morfismos a secas.

Con respecto también al segundo capitulo, tienen especial importancia los grupos cociente

y la aplicacion proyeccién al cociente:
Definicién 0.3. Sea G un grupo y H subgrupo de éste. El grupo cociente
G/H={9+H:9ecG}

es el grupo formado por las clases g + H.
La aplicacion

m:G— G/H

es un morfismo que lleva a un elemento g en su clase g + H se denomina proyeccion.
Para este grupo cociente G /U, la topologia inducida por G se denomina topologia cociente

y sus abiertos V' C G/ H son los conjuntos cuya contraimagen en G es un conjunto abierto.

En esta topologia (que es la que consideraremos siempre que estemos hablando de gru-
pos cociente) la aplicacién proyeccién es una aplicacién abierta, es decir, envia abiertos
de G en abiertos en G/H: Si A C G es un abierto de G, el conjunto H + A es abierto
(es unién de los conjuntos h + A con h € H que son claramente abiertos) por lo que la

contraimagen de la imagen de A es abierto, luego la imagen de A debe ser abierta.
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En lo respectivo a los subgrupos topoldgicos, estos cumplen una propiedad muy intere-
sante: todo subgrupo abierto es también cerrado.

Dado un subgrupo H C G abierto de un grupo G tenemos que cada clase g + H (para
g € () es también un abierto. G\ H debe ser un conjunto cerrado en G por ser el comple-
mentario del abierto H, pero como la unién de todas las clases abiertas g+ H con g € G\ H
da el conjunto G \ H, este debe ser también abierto, por lo que su complementario H es

cerrado.



Capitulo 1

Grupos abelianos divisibles

Comenzaremos viendo una serie de definiciones clave para el resto del contenido, asi
como un resultado acerca de su descomposicién.
Sea GG un grupo abeliano (usaremos notacién aditiva), y z,y € G elementos de G, con érde-
nes finitos respectivos m, n. Si l = mem(m,n), entonces ocurre que l[(x +y) = lx +ly = 0,
es decir, el orden de x + y divide a [. De hecho, dado un entero positivo n, el conjunto de
todos los elementos = en G que satisfacen la ecuacién nax = 0 forman un subgrupo de G,
al que se le denota G[n]. Asi mismo, los elementos que tienen como orden una potencia

de un primo fijo p, forman también un subgrupo de G:

Definicién 1.1. Denotamos por G,, y llamamos p-componente o componente p-primaria
de G, al subgrupo G, C G formado por todos los elementos que tienen orden una potencia

del primo p.
De igual forma, el conjunto de todos los elementos de orden finito de G también:

Definicién 1.2. Decimos que T' C G, es el subgrupo de torsion de G si T esta compuesto

por todos los elementos de orden finito.

Esto nos da las herramientas suficientes para demostrar un primer resultado:

Proposicién 1.3. (de descomposicion primaria): El subgrupo de torsion T de un grupo

abeliano G es la suma directa de todas las componentes primarias de G.

Demostracion. Sea x € T elemento de orden finito m. Entonces m descompone como
producto de primos distintos m = p{'ps...pi*. Denotemos m; = m/p;". Es sencillo ob-
servar que, al ser pi,po, ..., pr primos distintos entre si, los enteros mq, ms, ..., my tienen

como minimo comun multiplo de todos ellos 1. Por tanto existen enteros Iy, ls, ..., [}, de tal



1.1. Diwsibilidad

forma que lymy + lams + ... + [pymy, = 1. Entonces © = 1o = (lymy + lomg + ... + [ymy)z =
liymyix + lbomex + ... + mgx = Lz + loxs + ... + 2, donde x; = myx parat1=1,2, ..., k.
Cada uno de estos z; tienen orden p;’, es decir, cada x; pertenece a su respectiva compo-
nente p;-primaria para ¢ = 1, ..., k.

Veamos ahora que, en efecto, la suma es directa: dados dos primos cualesquiera distintos p
y ¢, tenemos que comprobar que la interseccion de G, y Gy es el elemento nulo. Suponga-
mos que g € G, N G,. Entonces existen enteros positivos m,n tal que p™g =0y ¢"g = 0.
Como p™ y q™ son potencias de primos distintos, sabemos que existen dos enteros a, b tal
que ap™ + bg™ = 1. Pero entonces g = 1g = (ap™ + bq™)g = ap™g + bq"g = 0+ 0 = 0, por
lo tanto la suma es directa. 0 O]

Mediante este teorema, podemos centrarnos en el estudio por separado de dos tipos
de grupos, estos son, los libres de torsion, y los grupos de torsion, que, a su vez, se pueden

reducir en el estudio de las componentes primarias.

1.1. Divisibilidad

A continuacién se introduce el concepto principal de este capitulo:

Definicién 1.4. Sea GG un grupo abeliano. Un elemento g € G se dice divisible por el
entero positivo m si existe algiin elemento g; € G de forma que g = mg;. Si todos los
elementos de GG son divisibles por cualquier entero positivo, diremos que G es un grupo

abeliano divisible.
Una propiedad interesante de estos grupos divisibles tiene que ver con la suma directa:

Proposicion 1.5. Sea el grupo G = @G, suma directa de los grupos G;, donde I es
un conjunto de indices, finito o infinito. Entonces G es divisible si y solo si todos los G

son divisibles.

Demostracion. Supongamos que cada uno de los G;, con ¢ € I, son divisibles. Sea = € G
un elemento de GG y m > 0 un entero positivo. Tenemos que demostrar que existe un y € G
ervidonde z; € GVie Iy

x; # 0 para un numero finito de z;. Como los G; son divisibles, podemos encontrar un y;

de tal forma que x = my. Como = € @;c;G;, entonces © = > |

para cada x; de manera que x; = my;. Por tanto z; = Ziel my; = mziel y;- Tomando
Y = Y ;c; i se demuestra esta implicacién.

Supongamos ahora G divisible. Sea x; € GG; para un ¢ € [ cualquiera, y m > 0 un entero
positivo. Tenemos que probar que existe un y; € G; de manera que x; = my;. Sabemos
que, como G es divisible, existe un elemento y € G de tal forma que x; = my. Entonces,
dado que y = Z]EI y; para unos ciertos y; € Gj, y tal que la cantidad de y; # 0 es
finita, podemos poner x; = ng‘el y; = my; + mzjel,j# y;. Pasando el término y; a

la izquierda obtenemos la igualdad x; — my;, = Zje I.ji Y- Como z; —my; € G; y

10



Capitulo 1. Grupos cuasiciclicos

> el j2i MY; # G; (ya que la suma es directa y por tanto la interseccién de dos grupos
Gy Gy, distintos esa el 0), no queda mas remedio que x; — my; = 0, por lo que x; = my;

con y; € G; como queriamos. O

Ejemplos: Como ejemplos de grupos divisibles, estd el grupo Q de los niimeros ra-
cionales. Este es, ademas, un grupo libre de torsion.
En cambio, el grupo Q/Z es también un grupo divisible, pero ya no es libre de torsién: da-
do el elemento m/n+7% € Q/Z, donde m,n € Z, tenemos que n(m/n+7Z) = m+7Z = Ogyz

1.2. Grupos cuasiciclicos

Retomando el ejemplo de Q/Z anterior, y aplicando el Teorema 1.1, resulta en que
Q/Z es la suma directa de sus componentes primarias, cada una de las cuales es también
divisible. De hecho, para una componente p-primaria P, se tiene que esta esta formada
por las clases m/p’ + Z, generadas por los elementos b; = 1/p’ +Z, y ademds se satisfacen
las relaciones pb; = 0y pb;11 = b;.

Inversamente, definamos P como un grupo con generadores aq, as, as, ..., a los cuales

les pedimos que cumplan las siguientes propiedades:

Definicién 1.6. Si un grupo P tiene un conjunto de generadores {aj, as,as, ...} de tal

forma que para algin primo p se cumpla

1. pa; =0
2. pa;;1 = a; para todoi € {1,2,3,...}

3. a;+a; = a; + a; para todos i, j € {1,2,3,...}

Este grupo P se le denomina como p-grupo cuasiciclico o como grupo de Prifer de tipo

p>, v se denota por Z(p™).

Ciertamente entonces P es un grupo abeliano, y mas concretamente un p-grupo. Ha-
ciendo una identificacién ¢ : P — P de forma que a; — b;, tenemos que ¢ es un
isomorfismo, puesto que los elementos de P pueden ser vistos de la forma ma; para al-
gunos enteros adecuados m e 7. Es decir, la aplicacion ¢ que lleva el elemento ma; de P
en el elemento mb; = m(1/p" +Z) = m/p' + Z de P nos permite ver el grupo P como la
p-componente de Q/Z, por lo que P funciona a modo de p-grupo divisible.

Esto nos servird, mas adelante, para ver que todo grupo abeliano divisible se puede des-

componer como suma directa de grupos de Priifer de tipo p> y copias de Q.

11



1.3. Propiedad de inyectividad de grupos abelianos divisibles

1.3. Propiedad de inyectividad de grupos abelianos
divisibles

A continuacién veremos un tipo especial de grupos que guardan mucha relacién con

los grupos divisibles, estos son, los grupos inyectivos:

Definicién 1.7. Un grupo G se dice inyectivo si, dados H y K grupos abelianos, un
homomorfismo v : H — G, y un monomorfismo (homomorfismo inyectivo) p: H — K,
se puede encontrar otro homomorfismo g : K — G de forma que a = uf, es decir, tal

que el diagrama de homomorfismos

H—Y K (1.1)

/
i

G

sea conmutativo.

Observaciéon 1.8. Esto puede verse también de la siguiente manera: como el homomor-
fismo p es inyectivo, H ~ I'm(u) < K, por lo que podemos ver el grupo H directamente
como subgrupo de K, y donde p es el mapa de inclusion. Entonces la afirmacion anterior
sobre un grupo inyectivo puede traducirse en que la aplicacién o : H — G puede ex-
tenderse al homomorfismo §: K — G, en el sentido de que « es la restriccién de § al

conjunto H.

Veremos, de hecho, que las propiedades de divisibilidad e inyectividad son equivalentes

en el marco de los grupos abelianos.
Teorema 1.9. Un grupo abeliano es inyectivo si y solo si es divisible.

Demostracion. Supongamos GG grupo abeliano inyectivo. Veamos que, dados un elemento
g € G y un entero positivo m cualesquiera, m divide a g: consideremos el homomorfismo
o mZ — G determinado por la asignacion m — ¢, y la inclusién 7 : mZ — Z.
Como G es divisible, podemos encontrar un homomorfismo § : Z — G de forma que el

diagrama

sea conmutativo. Entonces g = a(m) = a(m) = B(r(m)) = S(m) = mB(1), luego m

divide a g. Por lo tanto el grupo G es divisible.

12



Capitulo 1. Propiedad de inyectividad de grupos abelianos divisibles

Supongamos ahora que el grupo G es divisible, y asumamos que tenemos unos grupos
K y H, un monomorfismo p : H — K, y un homomorfismo a : H — G. Como p es
inyectivo, el grupo H es isomorfo a I'm(a) C K, por lo que podemos tomar H ~ I'm(«)
como subgrupo de K, y p la inclusion, sin pérdida de generalidad. Tendremos que exten-
der la aplicacién « al grupo K.

Sea S entonces el conjunto de todas las extensiones parciales v de «a, es decir, homomor-
fismos v : L — G donde H < L < K y tal que y(h) = a(h) para todo h € H. En S
consideremos el orden siguiente: 7; < 7; para ~; : Ly — G, v; : Ly — G si L; C Lj y
7, es extension de «;. Veremos que este conjunto tiene un elemento maximal, y para ello
trataremos de aplicar el lema de Zorn.

Consideremos para ello una cadena {7;};c; creciente en S en el sentido anterior. Sea
L = UjerL; y v : L — G definida por (I) = ~;(I) cuando [ € L;. Esto tiene sentido
pues las ; coinciden donde estdan definidas. Por tanto v es una cota superior del conjunto
{7i}ier, lo que quiere decir que el conjunto S tiene un maximal, § : L. — G. Ahora lo
que tendremos que ver es que, efectivamente, L = K. Para ello, supongamos que existe
un elemento z € K tal que z ¢ L. Puede suceder entonces que, o bien LN < x >= 0, o
bien LN < x ># 0.

En el primer caso, sea M = L& < x >. Entonces podemos extender f a 1 : M — G
con sencillamente asignar §1(x) = 0, y por lo tanto S no seria elemento maximal, lo cual
es una contradiccion.

Si, en cambio LN < z ># 0, eso quiere decir que existe un nx € L para algin entero
positivo n. Sea de nuevo M = L@ < x >. Supongamos que [3(nz) = g para un elemento
g. Como G es divisible, g = ng; para algin g; en G. Como todo elemento de M se puede
escribir de la forma [ + max con [ € L y m entero no negativo menor que n, podemos ex-
tender de nuevo 3 a fy : M — G, de forma que (I +mx) = B(l) + mg;. Esto indicaria
que [ no es maximal y concluye la prueba. O]

La consecuencia mas importante de este teorema es la propiedad de suma directa de

grupos divisibles, que veremos inmediatamente:

Proposiciéon 1.10. St G es un grupo abeliano, y D es un subgrupo divisible de este,

entonces G = D @ E, donde E es un subgrupo de G.

Demostracion. Sea 7 : D — G la aplicacion de inclusién de D en G. Por el teorema

anterior, el grupo D resulta inyectivo, por lo que podemos dibujar el diagrama conmutativo

13



1.4. FEstructura de grupos abelianos divisibles

donde la aplicacion I es la identidad. Entonces tenemos que I(d) = f7(d) = 5(d) = d para
todo d € D, y esto implica que los elementos de la forma g— 3(g) con g € G pertenecen al
ker(8) = E, pues (g—pB(g)) = B(9)—B(B(g)) = B(g)—B(g9) = 0 (B(B(g)) = 1(B(g)) pues
la aplicacién 8 se comporta como la identidad al actuar sobre elementos de D). Como
g=p(g9)+g— B(g) para todo g € G, de esto se sigue que G = D + ker(8) = D + E.

Para comprobar que la suma es directa, supongamos que g € D N E. Entonces g = (g)
pues g € Dy (g) =0 pues g € E = ker(8), por lo tanto g = 0, lo que quiere decir que
DNE=0yqueG=D®FE. ]

Es especialmente interesante esta descomposicion cuando el grupo F es un grupo

reducido:

Definicién 1.11. Un grupo E se dice reducido si no tiene subgrupos divisibles ademés

del trivial.

El siguiente resultado nos da la relacién entre estos subgrupos reducidos y los divisibles
de un grupo, ademas nos permite reducir el estudio de un grupo a sus subgrupos divisible

y reducido.

Teorema 1.12. St G es un grupo abeliano, existe un unico subgrupo D divisible mayor a

cualquier otro subgrupo divisible, y tal que G = D @ E, donde E es un subgrupo reducido.

Demostracion. Tomamos D como la suma de todos los subgrupos divisibles de G. Es
evidente entonces que D es un subgrupo divisible. Aplicando la proposiciéon anterior,
G = D& E. Ver que E es reducido es sencillo puesto que si no lo fuese la suma no podria

ser directa. O

1.4. Estructura de grupos abelianos divisibles

El siguiente teorema, final de esta seccién, nos darda ya un método para caracterizar
los grupos abelianos divisibles, y este no es otro que reducirnos a copias de Q y a grupos

de Priifer de tipo p>

Teorema 1.13. Un grupo G es divisible si y solo si se puede descomponer en sumas

directas de copias isomorfas de Q y de grupos cuasiciclicos.

Demostracion. Solo deberemos probar que si G es divisible entonces es suma directa de
copias isomorfas de Q y de grupos cuasiciclicos, pues ya sabemos que éstos son divisibles,
y por tanto asi sera también su suma.

Sea entonces GG un grupo abeliano divisible, y T el subgrupo de torsiéon de G. Veamos
primero que T es divisible: si x € T'y m > 0 es un entero, existe un elemento y € G tal
que my = x. Sin es el orden de x, entonces nmy = nx = 0 y por tanto y es un elemento de

torsién, luego y € T'y por tanto T es divisible. Como hemos visto anteriormente (Teorema

14



Capitulo 1. FEstructura de grupos abelianos divisibles

1.1), T es la suma directa de todas las componentes primarias de GG, cada una de ellas,
a su vez, divisible. Consecuentemente podemos reducir la demostracion a dos casos: G es
un grupo libre de torsién y G' es un p-grupo:

Supongamos que G es un grupo libre de torsion. Sea g € GG, y m un entero positivo.
Entonces existe un g; de forma que g = mg;, que de hecho es tnico: si hubiesen g, g de
tal forma que g = mg; = mgs, entonces m(g; — go) = 0, por lo tanto g; — go € G tendria
orden que divide a m, lo cual es absurdo, pues G es libre de torsiéon. Podemos entonces
denotar el elemento g; como g/m. Tenemos asi una accién de Q en G, lo que convierte a
G en un Q-médulo. Pero un Q-moédulo es un espacio vectorial sobre Q, y por tanto tendra
una base. Visto como un grupo abeliano entonces, G es una suma directa de copias de Q

Sea ahora G un p-grupo, y P = G|[p], es decir, z € P si tiene exactamente orden p.
Entonces P es un médulo sobre Z/pZ, en términos de la accién z(n + pZ) = nz, donde
xr € P, n € Z. P se comporta, entonces, como un espacio vectorial: sea ¢ su dimension
(un numero cardinal). Formemos ahora una suma directa G* de ¢ grupos de tipo p*, y
pongamos P* = G*[p]. Entonces P* es también un espacio de dimensién ¢ sobre Z/pZ, y
hay un monomorfismo a : P* — G que identifica isomoérficamente a P* con P. Como G

es divisible, es un grupo inyectivo, por lo que podemos hacer el diagrama conmutativo:

P = G~

7
s

donde 7 es la inclusién de P* en G* y 3 es la extension del homomorfismo « a G*. Si ker(5)

[0}

G

fuese distinto a cero, tendria que contener un elemento g* € G*, que supongamos de orden
p¥, v entonces el elemento p*~!g tiene orden p, por lo que B(p*~1g) = p*~1B(g) = 0, algo
que no puede suceder pues [ identifica isomoérficamente a P* con P. De igual manera,
si Im(B) # G, tendrfamos un g € G de orden p/ para algin entero positivo j y tal que
no es imagen de ningin elemento en G*. Pero entonces el elemento p’~!g tiene orden p y
tampoco serfa imagen de ningin elemento en G*, lo cual es absurdo. Por tanto £ es un

isomorfismo, y la prueba esta completada. O
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Capitulo 2

Grupos abelianos linealmente

compactos

En este capitulo estudiaremos los Grupos linealmente compactos, y estableceremos su
relacién con otras estructuras algebraicas, como lo son los limites inversos, los espacios
completos, etcétera. Veremos también la relacion entre los términos ’compacto’, ’alge-
braicamente compacto’ y ’compacto’. Nos referiremos, en todo lo que sigue, a grupos
topoldgicos sencillamente como grupos, dado que la nociéon de compacidad lineal implica

ya de por si una topologia.

Definicién 2.1. Se dice que G tiene topologia lineal si existe un sistema de subgrupos
{Ui}ier de G tal que, para cualquier g € G, las clases laterales g + Ui (i € I) forman un
sistema fundamental de entornos de g, es decir, para cualquier entorno V' C G del punto

g, existe un U; tal que g+ Ui C V.

Las operaciones del grupo son continuas en cualquier topologia lineal, siempre se su-

pone que las topologias son Hausdorft, es decir, N;c;U; = 0.

Definicién 2.2. Un grupo linealmente compacto es un grupo GG con una topologia lineal
tal que si {g; + G; : j € I} es un sistema de clases laterales médulo subgrupos cerrados
G con la propiedad de interseccién finita (es decir, cualquier nimero finito de g; + G;
tiene una interseccién no vacfa), entonces la interseccién Njer(g; + G;) de todos ellos es

no vacia.

Nuestro objetivo actual es estudiar la estructura algebraica de los grupos linealmente
compactos. En particular, veremos que todo grupo que admite una topologia compacta,
es linealmente compacto en alguna topologia adecuada, mientras que todos los grupos
linealmente compactos son algebraicamente compactos. Veremos asi que se puede obtener
un sistema completo de invariantes para los grupos linealmente compactos.

En la obtencién de estos invariantes juega un papel fundamental el hecho de que todo gru-

po G linealmente compacto se puede descomponer como un producto directo G = Hp Gy,
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donde, para cada primo p, G, es un médulo topoldgico sobre los enteros p-adicos, con la
topologia del producto en G.

Para los componentes G,. podemos aplicar la teorfa de la dualidad de Kaplansky y Scho-
neborn [1](entre médulos p-ddicos discretos y linealmente compactos) para obtener un
teorema de estructura completo en grupos linealmente compactos. Usaremos las siguien-

tes notaciones:

» Z, = grupo de enteros p-ddicos;

» Q, = grupo de ntmeros p-adicos;

Requeriremos previamente unos resultados sobre grupos linealmente compactos:
Proposicion 2.3. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) Un subgrupo de un grupo linealmente compacto es linealmente compacto si y solo si

es cerrado.

b) La imagen de un grupo linealmente compacto a través de un homomorfismo continuo

es también un grupo linealmente compacto.

c) Si f: Gy — Gy es un homomorfismo continuo de un grupo linealmente compacto

G1 a un grupo G, el nicleo ker(f) es un subgrupo linealmente compacto de G .

d) El producto de grupos linealmente compactos es también un grupo linealmente com-

pacto con la topologia producto.
Demostraciones:

a) Sea G un grupo linealmente compacto y H un subgrupo linealmente compacto
de G. Supongamos que H no es cerrado, es decir, que existe un x € G tal que
x € Fr(H) pero x ¢ H. Como x estd en la frontera de H, cualquier entorno de x de
la forma x + G; interseca a H en al menos un punto, pongamos h; € (x + G;) N H.
Los conjuntos (x + G;) N H tienen la propiedad de la interseccién finita: dados
Q1,12, ..vy in, la interseccion ((x+ Gy ) NH)N((z+G,) NH)N...N((z+G,,)NH) =
HNn((z+Gy)N(x+Gy)NoonN(z+ Gy,)) es no vacia (la interseccién finita de
entornos es también un entorno). Dado que H es linealmente compacto, tenemos que
la interseccion total N;er(x + G;) N H es no vacia. Esta interseccién es precisamente
x,y debe estar en H. Entonces hemos llegado a una contradiccién y por tanto x € H

y H debe ser cerrado.

Supongamos ahora que H es un subgrupo cerrado del grupo linealmente compacto
G. Veamos que la topologia de subespacio de H es también una topologia lineal:
dado h € H, los entornos de h en G son de la forma h + G;, con © € I. por
tanto los de H como subespacio de G son de la forma (h 4+ G;) N H. Tomando
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los subgrupos H; = G; N H, de H tenemos que (h + G;) N H = h + H;, pues si
r € (h+G;)NH, entonces x —h € G; y también x —h € H, (pues x,h € H), por lo
que x —h € G;NH = H;, luego x € h+ H;. Reciprocamente: si x € h+ H; entonces
x—h e H;,=G;NH. Por un lado x — h € G, implica que x € h + G;, y por otra
parte x € H pues asi lo hemos supuesto, por lo tanto z € (h + G;) N H. Hemos
visto que H tiene topologia lineal, falta ver la propiedad de la interseccion: sean
{h; + H;}, con i € [ y H; subgrupo cerrado de H, entornos en H con la propiedad
de la interseccion finita. Dado que H es cerrado en G, los subgrupos H; cerrados
en H son también cerrados en G. Como G es linealmente compacto, se cumple que
la interseccion N;crh; + H; es distinta al vacio en G, y como h; + H; C H para
todo ¢ € I, la interseccion debe estar en H. Hemos probado entonces que H es un

subgrupo linealmente compacto de G. 0

Sea GG un grupo linealmente compacto, y a : G — K un homomorfismo continuo
del grupo G en el grupo K, en el que supondremos sin pérdida de generalidad que
K = Im(a). Veamos que K es también un grupo linealmente compacto. Para ello,
veamos primero que la topologia inducida en K por el homomorfismo « es lineal:
Sea k € K y V C K un entorno de k. Deberemos hallar un subgrupo K; C K de
forma que k € k+ K; C V. Sea U C G un subconjunto de G tal que a(U) =V,
y g € U tal que a(g) = k. Como G es un grupo linealmente compacto, existe un
subgrupo G; de G tal que g € g + G; C U. Tomando K; = «(G;), se tiene que
alg) =k € alg+ Gi) = a(g) + a(G;) = k+ K; C o(U) = V. Esto prueba que la

topologia inducida en K por « es una topologia lineal.

Queda comprobar la propiedad de la interseccién: sean {k; + K;};c; un conjunto
de entornos que cumplen que cualquier interseccion finita entre ellos es no vacia.
Veamos que entonces la interseccién total tampoco lo es. Sean ¢g; € G, con i € [
elementos de G tal que «a(g;) = k; para cada i € I; y G; C G subgrupos de G
de forma que a(G;) = K; para cada I € I. Como las intersecciones finitas de los
k;+ K; no son vacias, tampoco lo pueden ser las de los ¢g;+G;. Como G es linealmente
compacto, esto quiere decir que la interseccién total de los g; + G; es no vacia. Por

lo tanto, a(Mierg; + Gi) C Nierk; + K; y por tanto es no vacia. O

Por ser el conjunto {0} C G2 cerrado en Go, y el homomorfismo f continuo, la
contraimagen f~1(0) = ker(f) debe ser un subgrupo cerrado en Gy, que es lineal-
mente compacto. Entonces por la propiedad a), el subgrupo ker(f) es linealmente

compacto. L]

Para probar que que el producto de grupos linealmente compactos es también li-

nealmente compacto, pongamos G = [[..; G;, donde cada uno de los G; es un grupo

iel
linealmente compacto. Veamos primero que G tiene una topologia lineal dada por

la topologia producto: sean ¢ € G y V un entorno de g en G. Entonces, por ser



2.1. Limite inverso

base de la topologia producto, podemos encontrar un entorno de g dentro de V' de

v=]Juix [] G

jed i€I\J

la forma

, donde J es una cantidad finita de indices de I. Como cada G; es linealmente
compacto, (en particular para los j € J), sabemos que en cada G; con j € J
podemos tomar entornos de la forma g; + H; C Uj, siendo H; subgrupo de G, y g;

la proyeccién en GG de g. Formando el conjunto

H(gj"‘Hj) X H (9: + Gi) :9+(HHJ X H Gi)

jeJ ieI\J jedJ i€I\J

, este cumple que esté contenido en U = Hje] U, x HZ.GI\J G,; C V. Luego la topologia
producto de G es lineal.

Falta probar que una familia de entornos de la forma {gx + Hy }rex (donde g, € G
y Hr C G es un subgrupo para cada k € K) con la propiedad de la interseccion
finita, cumplen también que la interseccion total es distinta del vacio. Para ver esto,
supongamos que estos entornos cumplen la propiedad de la interseccion finita, pero
la interseccién total es vacia. Esto quiere decir que en alguna coordenada (es decir,
para algtin ¢ € I) de la interseccién es el vacio. Por lo tanto para algun G; se tiene
que se cumple la propiedad de la interseccién finita, pero no la total, por lo que
hemos llegado a una contradiccion, ya que este grupo donde ocurre esto no seria

linealmente compacto. O

2.1. Limite inverso

El limite inverso juega un papel fundamental en la teoria de grupos linealmente com-
pactos. Para entender qué es un limite inverso, debemos comprender bien qué es un

Sistema Inverso:

Definicién 2.4. Un sistema inverso de grupos consiste en un trio (1, {G; }ier, { fi;}) (aun-

que por abreviar pondremos ({G;}ier, {fi;}) ) formado por:
I Un conjunto ordenado de indices 1.
IT Una familia de subgrupos {G}}icr.
III Una familia de homomorfismos { f;;};>; con i > j e i,j € I que cumplen:

° fij;GiHGjparaiZjCOHiy]'el

o fi, =1dg, paratodoi € I.
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Capitulo 2. Limite inverso

e Dados unos indices ,j,k € I de forma que ¢ > j > k, los homomorfismos

fz‘j’fjh fir se cumple que fij o fjk = fik-

Ejemplos: Como ejemplo de un primer sistema inverso muy trivial, dado un grupo
G, podemos poner G; = Gy los homomorfismos igual a la identidad, f;; = Idg.
Otro ejemplo menos trivial es el de los enteros Z/p"Z. Este es, dado un primo p, el sistema

formado por

» El conjunto de indices I = N (por lo que renombraremos i = n).
« G, =7Z/p"Z

= los homomorfismos f,,, para m,n € N con m > n se corresponden con hacer el
modulo en el grupo Z/p"Z, es decir, dado un z € Z/p™Z, su imagen en Z/p"Z

mediante el homomorfismo f;; es ¢;;(2) =z mdd p”

Visto ya lo que es un sistema inverso, podemos pasar entonces a la definicién del limite

Inverso:

Definicién 2.5. Dado un sistema inverso ({G; }icr, { fi;}), diremos que un grupo G y una
coleccién de homomorfismos {7;};c; donde 7; : G — G; para cada i € I es el limite

inverso del sistema inverso ({G;}ier, {¢i;}), y escribiremos
G = 1&“ Gi={(g:) € HGi : fi;(g;) = g; para todo i > j}
icl

si se cumple que:

GcHGi

iel
» Para cualesquiera ¢, j,k € I con i > j, se tiene que f;; om; = 7;

De hecho, este limite inverso cumple también otra propiedad muy importante que hace

a este grupo unico salvo isomorfismos, llamada Propiedad universal del limite inverso:

Teorema 2.6. Sea {G}, fij, I} un sistema inverso de grupos G, y sea G su limite inverso:
G ={(g:) € [[Gi: fii(9:) = g; para todo i > j}
iel

Entonces, dado un grupo L junto con homomorfismos {¢;}icr tal que fi; o ¢; = ¢; para
todo i > 7 en I, existe un unico homomorfismo continuo u : L — G tal que m; o u = ¢;

para todo i € 1
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Demostracion: Como G C [[,.; Gi consideramos u : L — G tal que, para un [ € L,
u(l) = g donde g = (g;) € G es tal que ¢;(l) = g; para cada i € I. Por construccién de u,
tenemos m; ou = ¢; Vi € I. Como las proyecciones 7; y ¢; son continuas para todo indice,
y u(l) = (mi(u(l));) € G C [;¢; Gi, la aplicacion u es continua también.

Para ver su unicidad, supongamos u,v : L — G homomorfismos continuos distin-
tos que cumplen 7 0o u = ¢;, m; ov = ¢; para todo ¢+ € I. Como son distintos, de-
be existir un elemento | € L tal que u(l) # v(l), pongamos u(l) = g = (¢;) € G,
v(l) = ¢’ = (g;) € G. Entonces debe existir algtn indice j € I tal que g; # gj, y por lo
tanto ¢;(1) = (mjou)(l) = g; # g; = (7 0 v)(I) = ¢;(I), lo cual es absurdo. Por tanto el

homomorfismo u debe ser tinico. O

Observacion 2.7. Basicamente, y para tener una idea mas esquematica de este teorema,

lo que nos quiere decir este resultado es que podemos formar el siguiente diagrama:

Ahora que ya conocemos un poco mas los sistemas y limites inversos, podemos empezar
a dar unos primeros resultados que vinculan a estos limites inversos con grupos linealmente

compactos, aunque antes requeriremos de la siguiente proposicién:

Proposicién 2.8. El limite inverso de un sistema inverso ({G}ier, {¢ij}) es cerrado en

la topologia producto.

Demostracion: Veamos que el limite inverso de unos grupos linealmente compactos
{G}ier es interseccion de cerrados en el producto, y por tanto G = l£n GG; un subgrupo
cerrado del grupo [[,.; Gi:

Dados 7,7 € I con i > 7, formamos el conjunto

Cij = {(gr) € [[ Gr : fis(9) = 9}

kel

22



Capitulo 2. Condicion del minimo

. Como es evidente, por construccion del limite inverso, para cuales quiera i, j € I tal que
i > j, tenemos que G' C Cj;. De hecho, es sencillo ver que la interseccién de todos estos

C;; es exactamente el limite inverso:

G =lm G; = ﬂ Cij

i>j,5€l

. Por lo tanto G es interseccién de cerrados, luego G es cerrado en [[,.; Gi. O

Ahora ya podemos dar un primer resultado para grupos linealmente compactos en térmi-

nos del limite inverso:

Proposicién 2.9. El limite inverso G = 1&1 G, de grupos linealmente compactos G; es

linealmente compacto.

Demostracion: Si los G son linealmente compactos, por las propiedad anteriores de

grupos linealmente compactos, el grupo producto K = []..; G; es linealmente compacto.

iel
Por la proposicién anterior, el grupo G es cerrado en K, y de nuevo por las propiedades
iniciales que hemos visto de grupos linealmente compactos, al ser G cerrado en un lineal-

mente compacto K, automéaticamente G es también linealmente compacto. 0

De hecho, posteriormente probaremos un resultado mas potente, que nos dird que un
grupo es linealmente compacto si y solo si es limite inverso de unos grupos que cumplen
cierta propiedad. Sin embargo, para ello necesitaremos definir un nuevo tipo de grupo,

que en teoria de médulos se llaman Artinianos:

2.2. Condicion del minimo

Para los proximos resultados debemos tener en cuenta las siguientes definiciones:

Definicién 2.10. Dado un grupo abeliano G, diremos que el subgrupo S C G es el zécalo
de G (traduccion literal de socle of G), y escribiremos S = soc(G) si S es el subgrupo
generado por todos los subgrupos minimales no triviales, es decir, aquellos subgrupos que

no contienen a ningin otro subgrupo a parte del trivial.

Observaciéon 2.11. De hecho el zécalo S = Soc(G) de un grupo G es un subgrupo de la
torsién de G:

Supongamos que hay un subgrupo H minimal tal que un elemento g € H es de orden
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infinito. Este elemento ya genera un subgrupo de por si, < ¢ >C H, por lo que tiene
que ocurrir que < g >= H (pues H es minimal). Tomando ahora el elemento g + g, éste
también genera un subgrupo < g+g¢g >, por lo que debe ocurrir que < g+g >=< g >= H.
Por tanto para algin n € Z se cumple que n(g + g) = g, es decir, G es combinacién de
g+ g,y por tanto (2n — 1)g = 0. Como para un n € Z, 2n — 1 # 0, tiene que ocurrir que
g tenga orden 2n — 1. Pero esto es absurdo pues hemos considerado a g libre de torsion.
Por tanto los subgrupos minimales que generan el zécalo son grupos de orden finito. Estos

deben ser, por lo tanto, de orden primo, por lo que el zécalo se puede definir también como
soc(G) = (g € G : g tiene orden primo )

Definicién 2.12. Diremos que un grupo G cumple la condicion del minimo en subgrupos
si toda cadena descendente de subgrupos de GG se vuelve constante después de un nimero
finito de pasos. Es decir, para toda cadena descendente H; O Hy O H3 D ... existe un

entero n de pasos tal que H, = H; para todo j > n.
Con estas definiciones probaremos el siguiente lema:

Proposicion 2.13. Un grupo G cumple con la condicion del minimo en los subgrupos si

y solo si su zdcalo Soc(G) es finito.

Demostracion: Supongamos que G cumple la condicién del minimo en subgrupos, y
veamos que Soc(G) debe ser finito. Para ello, supongamos que es infinito e intentemos
llegar a una contradiccién: si el zécalo de G fuese infinito, esto implica que hay infinitos
subgrupos de G de orden primo {H,};en tal que cada H; estd generado por un elemento

h; de orden primo distinto a otro h;. Consideremos entonces los siguientes subgrupos:

n Kl = EB?ile

Con ellos podemos formar la cadena descendente:
KiDKyDK3D..DOK,D..

Esta cadena de subgrupos cumple ser estrictamente decreciente (en el sentido de que
h; ¢ K,y1, pues sino su orden primo seria divisible por otros primos), e infinita, por lo
que G no cumplirfa la condicién del minimo, llegando asi a una contradiccion.

Supongamos ahora que el zécalo es finito, y { H;}¥; la familia de subconjuntos minimales
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Capitulo 2. Condicion del minimo

no triviales de G. Sea L; D Ly D ... una cadena decreciente de subgrupos no triviales de
G. Por la definicién de grupos minimales, existird un subconjunto J; C J de indices tal
que ey, H; = Hj, para todo k > n a partir de un n € N en adelante. Como J es finito,
también lo es Jp, por lo tanto la sucesion debe estabilizarse en algiin momento. Luego G

cumple con la condiciéon del minimo en subgrupos. U

Usando este resultado precedente se consigue probar la siguiente proposicién que rela-
ciona la condicién del minimo y la compacidad lineal cuando la topologia del grupo en

cuestion es la discreta:

Proposicion 2.14. Un grupo G con la topologia discreta es linealmente compacto si y solo
st cumple la condicion del minimo en los subgrupos, es decir, si toda cadena de subgrupos
G1 > Gy > G3 > ... estrictamente descendiente de G es finita.

Demostracion: Sea G un grupo linealmente compacto con la topologia discreta. Vea-
mos que G no tiene elementos de orden infinito: si asi fuese, supongamos que p € G es un
elemento de orden infinito. Entonces las clases cerradas sg+s;p'+8op>+...+5,_1p" 1 4+p"Z
cumplen la propiedad de la interseccion finita, sin embargo la interseccién de todas estas
clases es vacia, y por tanto GG no tiene elementos de orden infinito. Es decir, G es un grupo
de torsién. Sea entonces S = {g € G : g tiene orden primo} su z6calo, y {b;};c;r una base
de S de forma que cada b; tenga orden primo. Consideremos B; el subgrupo generado
por todos los b;, 7 € I tal que ¢ # j. Entonces, las clases cerradas b; + B; cumplen la
propiedad de la interseccién finita, pero la total resulta vacia a menos que el conjunto de
indices I sea vacio. Esto quiere decir que el zécalo Soc(G) estd finitamente generado, y
por tanto es finito. A su vez, como ya hemos visto que todos los elementos tienen orden
finito, esto implica que no podemos formar una cadena estrictamente descendiente (en
algin momento llegaremos a uno de los subgrupos generados por un inico elemento b;, y
de ahi no podremos extraer otro subgrupo aparte del trivial). Por lo tanto G cumple con

la condicion del minimo en subgrupos.

Por otro lado, sea G un grupo que cumple la condicién del minimo en los subgrupos.
Supongamos que tenemos las clases laterales {g;+ G} e, donde g; € G y G; es subgrupo
de G para todo j € J, y que estas clases cumplen la propiedad de la interseccién finita.
Entonces, seleccionando un minimal en las intersecciones finitas G, N ... N G; , (la con-
dicién del minimo nos garantiza que existe este minimal), se sigue que la interseccion de
todos los g; + G es igual a la interseccion de las clases correspondientes a la interseccion

finita minimal, y por tanto es no vacia, luego G es linealmente compacto. U

Proposicion 2.15. Si G es un grupo linealmente compacto y U es un subgrupo abierto

de éste, el grupo cociente G /U cumple la condicion del minimo en subgrupos.

25



Demostracion: Consideremos Hy O Hy O Hsz O ... una cadena descendente de sub-
grupos en G/U, y sea aplicacién m : G — G /U la proyeccién candnica. Tomando las
contraimdgenes cerradas 7 !(H;) podemos formar la cadena descendiente en G de estas
contraimdgenes: 7' (H;) D 7 ' (Hy) D 7 '(H3) D .... El subgrupo U estd contenido en
todas estas contraimédgenes, por lo que tanto la interseccién finita como la total es dis-
tinta del vacio. Por lo tanto, llegarda un punto que la sucesion se estabilice y no pueda
seguir decreciendo, es decir, existe un n tal que 7~ (H,) = 7 !(H},) para cualquier k > n.
Tomando de nuevo las proyecciones tendremos que H, = Hj para todo k > n por lo que
la sucesién se estabiliza en G/U, y esto implica que se cumple la condicién del minimo en
subgrupos en G/U. O

De hecho G/U es linalmente compacto en la topologia discreta. Este tltimo resultado
es el que nos servira para demostrar un resultado mas fuerte que el que vimos antes sobre

limites inversos y grupos linealmente compactos:

Teorema 2.16. Un grupo es linealmente compacto si y solo si es el limite inverso de

grupos que cumplen la condicion del minimo.

Demostracion: Supongamos que el grupo G es el limite inverso de grupos G; con
la condicién del minimo. Entonces, tomando la topologia discreta en cada uno de ellos,
obtenemos por el lema anterior que estos G; son linealmente compactos, y por la propie-
dad d), el limite inverso de linealmente compactos es linealmente compacto, luego G es
linealmente compacto.

Supongamos ahora que G es un grupo linealmente compacto y sean {U; };c; una familia de
subgrupos que forman un sistema fundamental de entornos alrededor del 0, que podemos
suponer abiertos sin pérdida de generalidad. Entonces, por el resultado anterior, el grupo
cociente G/U; satisface la condicién del minimo en subgrupos para cualquier i € I. Para
cada par de indices ¢,5 € I tal que U; C U; tomamos la aplicacién 7r§- :G/U;, — G/U;
que lleva a+U; en a+ Uj;. Los grupos cocientes G /U; junto con las aplicaciones anteriores
forman un sistema inverso cuyo limite debe ser, por la propiedad universal del limite, el

grupo G. 0J

Viéndolo de nuevo en el diagrama es mas facil su comprension:
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Capitulo 2. Completitud

G/U, G/U;

Es decir, si G es un grupo linealmente compacto, este teorema nos dice que siempre

tendremos un sistema inverso ({G;}ier, {fi;}), de modo que:

= Los grupos que forman el sistema inverso son los grupos cociente con G médulo un

U; de los que forman el sistema fundamental de entornos del 0, es decir G; = G/U;.

= Los homomorfismos {f;;} se corresponden con las aplicaciones 7’ : G /U; — G/U;

empleadas en la anterior demostracion.

Curiosamente este concepto de ver un grupo linealmente compacto como un limite de
grupos con la condicién del minimo es muy similar a otro concepto que no esté en desuso,

al contrario que la compacidad lineal:

Definicién 2.17. Diremos que un grupo G es profinito si es limite inverso de grupos

finitos.

Por ser finitos cumplen la condicién del minimo, por lo que un grupo profinito es tam-
bién linealmente compacto.
El sistema dado por los Z/p"Z del que hemos hablado antes tiene como limite inverso un
grupo llamado grupo de los enteros p-adicos, que por lo anterior debe ser profinito y por

tanto linealmente compacto. Lo estudiaremos mas profundamente en lo posterior.

2.3. Completitud

Cuando hablamos de espacios completos, se suele entender por ellos espacios con una
métrica, en los que cualquier sucesion de Cauchy es convergente. Sin embargo, si se quiere
definir esta nociéon mas generalmente, y en concreto para nuestros grupos linealmente

compactos, debemos darlo en términos de la topologia del grupo:
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2.4. Compacidad y compacidad algebraica

Definicién 2.18. Diremos que un grupo abeliano G es completo respecto a su topologia

T si existe una familia de subgrupos G; € 7 de G de forma que:
G= an G/G;

Por lo visto anteriormente, sabemos que si un grupo G es linealmente compacto, es
limite inverso de grupos con la condicién del minimo. Por lo tanto la siguiente propiedad

se da sin demostracion:
Proposicién 2.19. Todo grupo linealmente compacto es completo.

Es facil anticipar que no todo grupo completo va a ser linealmente compacto (por
ejemplo el grupo R), pero anadiendo unas condiciones a sus subgrupos, se consigue el

siguiente resultado:

Teorema 2.20. Un grupo G con la topologia lineal es linealmente compacto si y solo si es
completo y los grupos factores modulo subgrupos abiertos de G cumplen con la condicion

del minimo en subgrupos.

Demostracion. La primera implicacién se deduce facilmente de lo anterior.

Si G es completo, G = lm G /G, v estos G/G; cumplen con la condicién del minimo
en los subgrupos por hipdtesis, entonces G es un limite inverso de grupos {G/G,}icr
que cumplen la condicién del minimo en subgrupos, y por el Teorema 2, es linealmente

compacto. ]

2.4. Compacidad y compacidad algebraica

2.4.1. Compacidad

A continuacién daremos unos resultados que relacionan entre si los conceptos de com-
pacidad y compacidad lineal, para ello, usaremos una de las equivalencias de la definicion

de compacidad:

Definicién 2.21. Diremos que un grupo G es compacto si para toda familia de subcon-
juntos cerrados {F;};c; de G con la propiedad de la interseccién finita, su interseccién

total es distinta al vacio

Se puede intuir que no todo grupo linealmente compacto sera compacto, y esto es
cierto, por ejemplo para el grupo de los nimeros p-adicos Q, (que no es otro que el
cuerpo de fracciones del grupo Z,, pero, como veremos més tarde, este si es compacto).
Seguidamente veremos un resultado que nos dird cuando un grupo linealmente compacto

es compacto, pero anterior a ello necesitaremos el siguiente lema:

Proposicion 2.22. Si G es limite inverso de grupos G; finitos, es compacto
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Capitulo 2. Compacidad

Demostracion: Si los G; son finitos, son compactos en la topologia discreta. Por tanto

el producto [],, el

subconjunto cerrado de un compacto, es compacto. 0

G, es compacto en la topologia producto. Como G C []..; G es un

Proposicién 2.23. Un grupo linealmente compacto y acotado (en el sentido de que hay

una cota superior para el orden de cualquier elemento) es compacto.

Demostracion : Sea GG un grupo acotado en el sentido del enunciado y linealmente
compacto. Por el Teorema 1, G debe ser limite inverso de grupos G; que cumplen la
condicién del minimo en subgrupos. Entonces por el Lema 1 su zocalo debe ser finito.
Como ademas hay una cota superior para el orden de cualquier elemento, cada G; debe

ser un grupo finito. Dado que G es el limite inverso de grupos finitos, debe ser compacto.[]

La relacion entre compacidad y compacidad lineal va més alla cuando se trata con grupos

con la siguiente topologia:

Definicién 2.24. Para un grupo G, llamamos topologia Z-adica a la topologia lineal para

la que los subconjuntos
nG ={ng:g€ G} paran=12..
forman un sistema fundamental de entornos alrededor del 0.
Esta topologia es claramente lineal, y ademas se cumple que:

Proposicién 2.25. Un grupo G linealmente compacto con la topologia Z-adica es com-

pacto.

Demostracion: Consideremos los grupos G/nG para n = 1,2, .... Estos cumplen que
tienen la topologia discreta y son linealmente compactos. Ademads estan acotados en el
sentido anterior: sea g +nG € G/nG entonces el orden de ¢ divide a n, pues n(g+nG) =
ng +nG C nG = 0g. Esto implica que los G/nG deben ser finitos, y de igual manera que

antes, al ser G limite inverso de grupos finitos, G debe ser compacto. 0

A continuacién, veamos estos conceptos en algunos ejemplos de grupos:

= Kl grupo de los enteros p—édicos:

Zyp = {(an)nen € H Z|p"Z : aj = fij(a;) =a; méd p’ Vi, j € N tal que i > j}
neN
con la topologia p-adica (que en este caso es la misma que la Z-adica) son un grupo
linealmente compacto. En particular, este grupo es limite inverso Z, = @1 Z]p"Z
Para un elemento a € Z,, los subconjuntos de la forma a + p"Z, son un sistema
fundamental de entornos de este punto. Es linealmente compacto, pues es limite
inverso de grupos Z/p"Z que cumplen la condicién del minimo, y por el corolario

anterior, también es compacto.
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El grupo K = R/Z es el grupo de los numeros reales méd 1, es algebraicamente el

producto

K= IR/Z = H Z(poo) = H {(an)nEZ S Z/an, Ap = Qpi1 mod pn}

p primo p primo

Con la topologia discreta en cada Z(p>), todos estos grupos son linealmente com-
pactos, y por la propiedades vistas anteriormente, el producto de todos estos grupos

con la topologia producto da un grupo linealmente compacto.

El grupo R de los niimeros reales tiene muchas topologias lineales. Es, de hecho, iso-
morfo al grupo Q, de los nimeros p-adicos, y este tltimo es el limite inverso de gru-
pos de tipo Z(p*), supongamos C,, = Z(p>°). Entonces tenemos que Q, = 1&1 Ch,
donde los homomorfismos que forman parte del sistema inverso ({C;}ier, { fi;}) son
los f;; tal que, para j = ¢ — 1, los homomorfismos f;;_; llevan elementos de orden

p* de C; a elementos de orden pF~! de C;_;.

2.4.2. Compacidad Algebraica

Al igual que pasaba con grupos linealmente compactos y compactos, los grupos al-

gebraicamente compactos también guardan mucha relacion con el tema principal de esta

seccion. Empecemos por definir qué es un grupo algebraicamente compacto:

Definicién 2.26. Diremos que un grupo G es algebraicamente compacto si cumple una

de las siguientes tres condiciones equivalentes entre si:

)

1)

I11)

G es un sumando directo de un grupo compacto C'. Es decir, si C' es un grupo
compacto y existe K un subgrupo de C tal que G & K = C, entonces G es algebrai-

camente compacto (y K también).

G es sumando directo de todo grupo que lo contiene como subgrupo puro (G C C
es subgrupo puro de C' si nG = GNnC para 1,2,3, ... ). Es decir, si para todo grupo
C que contiene a GG como subgrupo puro, entonces existe un subgrupo K C C' tal
que G K =C.

Si dado un sistema de una cantidad I de ecuaciones en G de la forma
Znijxj = g; con el
J

y tal que para cualquier subconjunto finito de I, el sistema tiene solucién, entonces

el sistema completo tiene también solucién

Los siguientes dos teoremas nos ayudaran a comprender la relacién entre grupos com-

pactos, linealmente compactos y algebraicamente compactos:
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Capitulo 2. Compacidad algebraica

Teorema 2.27. Un grupo que admite una topologia compacta admite también una topo-

logia linealmente compacta.

Demostracion: Todo grupo que admita una topologia compacta es un producto direc-
to de grupos de tipo Z(p"), Z(p™), Z, y R,[2] de manera que el nimero de grupos del
tipo Z(p™) no supera al nimero de grupos del tipo R. Todos estos grupos admiten una

topologia linealmente compacta, por lo tanto su producto también lo admite.

El reciproco, en cambio, no tiene por qué ser cierto, es decir, un grupo con una topologia
linealmente compacta no admite necesariamente una topologia compacta. Por ejemplo, el
grupo Z(p>) con la topologia discreta es un grupo linealmente compacto, sin embargo,

no es compacto. 0]

Teorema 2.28. Todo grupo linealmente compacto es algebraicamente compacto.

Demostracion: Veamos que un grupo linealmente compacto GG cumple con la condicion

[II. Para ello, supongamos que tenemos el sistema de ecuaciones:

Z”z‘j%‘ =g;coni €l
J
, que tiene solucion para cualquier subsistema finito. Entonces una solucién para la i-
ésima ecuacién puede verse como un elemento (..., ¢, ...) del producto [[; G = G* (un G
por cada componente j), para la cual sustituir z; = ¢; resuelve la ecuacién i-ésima. Sea
S; C G* el conjunto de soluciones de la ecuacion i-ésima.

Denotemos por R; el conjunto de soluciones de la ecuacion

E nijr; =0 coni € [
J
;)] € S; una solucién cualquiera de la i-ésima

ecuacién. Entonces se tiene S; = s* + R;. Repitiendo ese razonamiento para todo indice

(es un subgrupo cerrado), y sea s = (s

de I, obtendremos las clases {s* + R;}icr = {S:}icr, que deben tener la propiedad de la
interseccién finita. Como G* es linealmente compacto (por serlo G), la interseccién total
de todas las clases {s' + R;}ic; es no vacfa, y por lo tanto existe una solucién para el

sistema anterior. Por esta razon, G es algebraicamente compacto. 0

Al igual que antes, el reciproco no tiene por qué darse necesariamente. Por ejemplo:

» la suma directa de un cantidad numerable de grupos ciclicos del mismo orden p* es
algebraicamente compacto, pero no linealmente compacto. Para ver esto, dado una
potencia p* de un p primo, podemos considerar los grupos distintos {G,, },en donde

cada G, tiene orden p*. Este grupo G cumple, por la definicién equivalente niimero
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I1, ser algebraicamemte compacto, pero no asi compacto: Si lo fuese, como todo orden
esta acotado, por la prop. 2.21 deberia ser compacto, pero no lo es, pues un sistema
de cerrados con la propiedad de la interseccion finita no cumple necesariamente que

su interseccién exista (pensemos en los conjuntos cerrados H,, = &%°_ G,,)

= Un grupo que sea producto de un nimero finito o infinito numerable de copias de Q
también cumple ser algebraicamente compacto, pero tampoco es linealmente com-

pacto.

Por el Teorema 2 sabemos que un grupo G linealmente compacto puede escribirse como
G = @M, donde los M; son grupos que cumplen con la condicién del minimo en sub-
grupos. Por un teorema de Kurosh|[l], cada M; es suma directa de una cantidad finita de
grupos de tipo Z(p"™) donde p es primo y n < oo

Si para cada M; nos reducimos a las p-componentes M;,:

M;, = {m € M, : m tiene orden una potencia de p}

y consideramos las restricciones de los homomorfismos f;; : M; — M, para ¢ > j, enton-
ces esto forma a su vez el sistema inverso({G; }ier, { fij}): comprobemos que efectivamente
es un sistema inverso:
Dado m; € M, con orden p*, tendremos que, para un j € I con j < i, fi;(Ops) =
fii(pFmy) = pFfij(m;) = Oaz; tiene como limite inverso un grupo G), que debe ser un
factor directo del grupo G:

G, = M M, C G

Los p-grupos son, de forma natural, p-médulos, (es decir, multiplicar por un entero p-
adico es una operacion continua en estos grupos) por lo que cada G, cumple también ser
p-moédulo. Esto permite verificar que G es suma directa de los G, cuando p recorre todos
los primos:

G = Dp primoGp

Donde la topologia lineal de G' coincide con la topologia producto heredada de los G,,.

El producto directo de los anillos compactos Z, de los enteros p-adicos es la completacién

del anillo de enteros en la topologia Z-adica;
z= 1] z,
p primo

Un sistema fundamental de entornos de 0 esta formado por los ideales nZ paran = 1,2, ...
Todo grupo de torsion es, de forma natural, un Z—médulo, y al igual que antes, se sigue

de esto que todo grupo linealmente compacto es un Z-médulo topoldgico, es decir, si
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Capitulo 2. Compacidad algebraica

G = Hp G, entonces para cada (), los enteros p-adicos actian de la forma natural, mien-
tras que los enteros g-adicos (tal que p # ¢) actian sobre G, de forma trivial.

La demostracion del siguiente resultado fue dada por Schoneborn:

Teorema 2.29. Todo grupo linealmente compacto G es un Z-médulo topoldgico, y existe
un unica descomposicion G = Hp Gy, donde para cada primo p, G, es un modulo p-ddico

topoldgico.

En vista de este teorema, y para lograr dar uno acerca de la estructura de los grupos
abelianos linealmente compactos, nos podemos reducir a aquellos que son modulos p-
adicos. Kaplansky|[!] establecié un teorema de dualidad entre todas las clases de médulos
p-adicos linealmente compactos y todas las clases de modulos p-ddicos discretos, mediante
homomorfismos continuos al médulo discreto Z(p>). Consecuentemente, estos médulos p-

adicos linealmente compactos son, desde un punto de vista algebraico, los grupos
homy, (M, Z(p™))

donde M denota a un médulo p-adico discreto.

Para entender estos homomorfismos, empecemos por un submodulo basico B € M. Por
lo visto anteriormente, B es suma directa de grupos de tipo Z(p*>) y de grupos de tipo

Z,, que son modulos p-adicos:

B=&2 (®,Z(p7) & D, Ly)

Por tanto, el cociente de M médulo B sera un grupo con la siguiente forma:

M/B = @/Z(p>) @ ©,Qp

Estos grupos son divisibles, y por tanto, como se ha visto en la primera seccion, son grupos

inyectivos.
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Capitulo 3
Conclusion

Empezando por los grupos divisibles, hemos empezado viendo como descomponen, de
forma primaria, en sus subgrupos de torsién y los libres, dando asi resultados que nos han
proporcionado la herramienta para establecer la correspondencia de estos grupos con los
que cumplen la propiedad de inyectividad. Esta correspondencia nos sirvié para dar una
serie de resultados que son ciertos para grupos inyectivos, y con estos resultados se logro

demostrar un resultado mucho méas fuerte acerca de la descomposicién de éstos.

En el segundo capitulo comenzamos el estudio con la definicién de grupos linealmente
compactos, y aplicando las propiedades extraidas de esta, conseguimos dar unas prime-
ras propiedades acerca de la compacidad lineal. Proseguimos enunciando los sistemas y
limites inversos, para dar con estos un nuevo significado a la compacidad lineal que nos
sirvi6 para establecer unas nuevas propiedades sobre estos grupos, siendo esta (quizd) la
herramienta mas 1til del capitulo. Se vio también un concepto més actual que es muy
similar a nuestra compacidad lineal, aunque mas restrictivo en cuanto a su caracterizacion
como limite inverso. Tras esto pudimos establecer cial es la relacién entre la compacidad,

la compacidad algebraica y la 'nuestra’, ayudandonos con algin ejemplo.
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