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Introduccion

Nacidos de la necesidad de resolver ecuaciones en teoria de ntmeros y desarrollada
profundamente en el siglo XX, los numeros p-adicos son una extensién fascinante de
los nimeros racionales que permiten una nueva forma de entender las congruencias y la
distancia entre estos nimeros. Esta nueva teoria tuvo un impacto significativo en diversas
areas de las matematicas, incluyendo la teoria de nimeros, el andlisis, el algebra y la
criptografia.

La historia de los nimeros p-adicos comienza con la idea de congruencia modular
introducida por Carl Friedrich Gauss en su obra Disquisitiones Arithmeticae (1801). Gauss
estudio las propiedades de los niimeros enteros bajo aritmética modular, que sentaron las
bases para el desarrollo posterior de los niimeros p-adicos.

Sin embargo, el concepto formal de los ntimeros p-adicos fue introducido por el ma-
tematico aleman Kurt Hensel en 1897. Hensel observé que, al extender el concepto de valor
absoluto a los numeros racionales de una manera diferente, se podia definir una nueva
topologia que daba lugar a los niimeros p-adicos. Su obra fue pionera y abrié una nueva
rama en la teoria de niimeros, proporcionando una herramienta poderosa para entender
problemas clasicos desde una perspectiva novedosa.

A lo largo del siglo XX, varios matematicos hicieron contribuciones significativas al
desarrollo y la comprension de los niimeros p-adicos. Entre ellos destaca Helmut Hasse,
quien aplico los nimeros p-adicos a la teoria de campos y ecuaciones diofanticas, y Ernst
Witt, creador de los vectores de Witt, que aclaran y generalizan la estructura de los
numeros p-adicos, y la formulacion de las extensiones de Witt, que tienen aplicaciones en
la teoria de ntimeros y la geometria algebraica.

Ademas, la teoria p-ddica ha sido fundamental en el desarrollo de la teoria de formas
modulares y la conjetura de Taniyama-Shimura, que fue crucial en la demostracion del
ultimo teorema de Fermat por Andrew Wiles en 1995. Los ntimeros p-ddicos también
han sido aplicados en criptografia y en ciencias de la computacion, donde un grupo de
matematicos indios presentaron un algoritmo para multiplicacién de enteros basado en
los nimeros p-adicos y que ofrece la mejor complejidad en bits.

A lo largo de este trabajo construiremos estos numeros con detenimiento, siguiendo
para ello el libro de Fernando Q.Gouvéa [1]. Comenzaremos por el primer capitulo, en el
que generalizaremos la definicion de valor absoluto a cualquier cuerpo, haciendo especial
énfasis en los valores absolutos no arquimedianos, cuya propiedad especial dara pie a una
topologia métrica muy distinta a la que acostumbramos en Q. También presentaremos el
Teorema de Ostrowski, que demostraremos siguiendo el texto de Brain Conrad [4], y que
nos ayudara a entender mejor como son todos los valores absolutos que podemos definir
sobre Q, ademés de dar una pequena introduccién a las valoraciones sobre un cuerpo,
para lo cual seguiremos el libro de Ribenboim [2].
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Tras este primer capitulo mas general donde sentaremos las bases para la definicién
de los niimeros p-adicos, abordaremos ya la complecion de Q, presentando el problema de
incompletitud de este cuerpo, siguiendo para ello la prueba de José Carlos Santos [5], y
construiremos un nuevo cuerpo que lo complete, finalizando este segundo capitulo con la
definicién de Q,.

En el tercer y tltimo capitulo, describiremos la estructura algebraica y topoldgica del
nuevo cuerpo Q,, daremos una idea de cémo representar sus elementos y finalizaremos el
trabajo enunciando y demostrando, en dos versiones distintas, el que es posiblemente el
resultado mas importante de la teoria p-adica, el Lema de Hensel, cuya primera version
demostraremos siguiendo la prueba el texto de Yiduan Zheng [6], y que nos proporcionara
un método para obtener todas las raices de una ecuacién en congruencias y que es aplicable
también en la creacién de algoritmos para la factorizacion de polinomios.

Aunque no hablaremos de ello en esta memoria debido a que nos extenderiamos de-
masiado, en el cuerpo QQ, podemos definir todos aquellos conceptos tipicos del analisis
como la continuidad, derivacion, integracién, series... Estos tendran propiedades distintas
a las del analisis clasico, siendo una de las mas notables, como veremos mas adelante, la
convergencia de las series, menos sutil de lo que estamos acostumbrados.

Por 1ltimo, enunciaremos el Teorema de Hasse-Minkowski, de gran importancia y que,
aunque no demostraremos debido a que necesitariamos un estudio profundo de las formas
cuadraticas para ello, no podia faltar en este trabajo pues dara una utilidad practica a
toda la teoria que habremos desarrollado hasta entonces.

En resumen, los nimeros p-adicos nos proporcionaran una perspectiva diferente y
complementaria a la de los nimeros reales, ampliando las herramientas disponibles para
el analisis matematico y la resolucion de problemas en diversas dreas de las matematicas.
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Capitulo 1

Fundamentos

Los valores absolutos en el contexto de un cuerpo K son una herramienta fundamental
en el estudio del Analisis. Estas funciones nos proporcionan una nocién de distancia o
tamano en el cuerpo, permitiendo definir conceptos como limites, continuidad y derivabi-
lidad. En esencia, los valores absolutos capturan la nociéon de magnitud, independiente-
mente de la direccién, y son una pieza clave en el estudio de las propiedades algebraicas
y topoldgicas de un cuerpo.

1.1. Valores Absolutos sobre un Cuerpo

Cuando hablamos de valores absolutos, rapidamente se nos viene a la mente el valor
absoluto usual sobre R que asigna a cada nimero real ese mismo ntimero si es positivo
o su opuesto si es negativo. A continuacién daremos una definicién méas general sobre
un cuerpo arbitrario y una serie de propiedades, ademas de presentar un caso particu-
lar sobre Q que nos resultara de gran interés a medida que vayamos avanzando en el texto.

Definicién 1.1.1. Sea K un cuerpo. Un valor absoluto definido en K es una funcion
|| K— R,
que cumple lo siguiente:
1) |z| =0 si, y solo si, © =0;
2) |zy| = |x|ly| para cada z,y € K;
3) |z +y| < x|+ |y| para cada x,y € K.

Definicién 1.1.2. Un valor absoluto sobre K se dice que es no arquimediano si satisface
las condiciones 1),2),3) y, ademds,

|z + y| < méax{|x], y|}

para cada x,y € K.
De no cumplir esta ultima propiedad, se dice que el valor absoluto es arquimediano.
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Observacion 1.1.3. FEsta ultima es mas fuerte que la desigualdad triangular. Habitual-
mente lo que haremos para probar que una aplicacion es un valor absoluto no arquimediano
serd probar las propiedades 1) y 2) junto con esta propiedad.

A lo largo de este texto veremos las curiosas propiedades que derivan de estos valores
absolutos no arquimedianos y como resulta méas sencillo trabajar con ellos.

Ejemplo 1.1.4.

a)

b)

St tomamos el cuerpo K = Q podemos definir la funcion

T stx >0,
|z| = -
—x stx <0.

Que es el valor absoluto usual, otras veces llamado valor absoluto infinito y de-
notado como | - | por motivos que veremos mds adelante. Nétese ademds que es
arquimediano ya que para cualesquiera x,y € Q. se tiene que

|z +y| =2 +y > mix{z,y}.

Tomando, de nuevo, el cuerpo Q, podemos definir la funcion

1 six#0,
|x|:{ ?

0 stx=0.
Que es el denominado valor absoluto trivial, el cual es no arquimediano.

Sea K un cuerpo, K[X] su anillo de polinomios y K(X) su cuerpo de fracciones.
Entonces podemos definir una aplicacion, vs, que da lugar a un valor absoluto no
arquimediano en K(X) de la siguiente forma:
Para cualquier f(X) € K[X], vo(f(X)) = —deg(f(X)). Ahora extendemos esto a
K(X) haciendo:
f(X ))
Voo | =75 | = Voo f X)) — Voo g X
(25 = oslr0) - vato(x)
con el ajuste de v5(0) = 0.
Es sencillo comprobar que la aplicacion

| oo K(X) — Ry, [ f(X)]oe = e 0D

es un valor absoluto no arquimediano.

A partir de la desigualdad triangular podemos obtener otra que nos serda de gran
utilidad a la hora de probar ciertos resultados, la llamada sequnda desigualdad triangular:

Lema 1.1.5 (Segunda desigualdad triangular). Sea K un cuerpo y | - | un valor
absoluto definido en €él. Para cada x,y € K se cumple

2] = [yl < lz =yl
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Demostracion. En virtud de la desigualdad triangular,
[ = |z +y -yl <|z —yl+lyl = le] = [yl < |z —yl
De la misma forma,
yl=ly+z—af <[z —yl+[z] = |yl = 2] < |z —y| = || = Jy| = —|z =yl
Y, por tanto, se tiene que
—lz =yl <l|z| = [yl < o =yl = |lz] =yl < |z —yl.
O

Proposicion 1.1.6. Sea K un cuerpo finito. Entonces el unico valor absoluto sobre K es
el trivial.

Demostracion. Sea K* el grupo multiplicativo de las unidades de K, entonces todos sus
elementos tienen orden finito y supongamos que existe z € K* con |z| = M ¢ {0,1}.

Entonces existe n € N tal que z = 2" lo que implica que M = |z| = |2"| = |z|* = M" y,
como M € Ry, entonces M = M"™ = M(M" ! —1) =0, lo cual implica necesariamente
que M € {0,1} y llegamos a un absurdo. O

A continuacion vamos a definir un caso particular de valor absoluto sobre Q que nos
sera de gran interés a lo largo del texto y que dard pie a definir los nimeros que dan
nombre a este trabajo. Para ello requerimos de algunas definiciones y resultados previos.

Lema 1.1.7. Sea p € Z un primo cualquiera. Entonces cualquier entero n € Z puede ser
escrito de forma unica como n = p'n’ con p{n'.

Demostracion. Basta con recordar que el anillo de los nimeros enteros (Z,+, ) es DFU.
O

Definicién 1.1.8. Sea p € Z un numero primo. Se define la valoracion p-adica en Z
como la funcion

vy, : Z\ {0} — R
que a cada entero n € Z\ {0} le asigna el valor v,(n), siendo este el inico entero positivo
tal que

n=p*™n' con ptn.

Esta funcién estd bien definida segun el lema previo. Ahora cabe preguntarse, ;po-
demos "extender” esta funcion a los racionales? La respuesta es si, y lo haremos de la
siguiente manera:

Sea z =a/b e Q\ {0} entonces definimos v,(x) como
a
0(@) = vy (5 ) = vola) = 0, (0).
Antes de continuar debemos comprobar que esta funcién esta bien definida en Q \ {0}.
Notemos primero que, para cada par de enteros h,t € Z, si escribimos

h=p"n, t=p"m con p{nm

entonces ht = p"»tnm y de aqui se extrae que v,(ht) = v,(h) + v,(t).
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Lema 1.1.9. Para cualquier x € Q \ {0} el valor v,(x) no depende de la representacion
de x como cociente de dos enteros.

Demostracion. Fijado un = € Q \ {0}, supongamos que tenemos dos representaciones
distintas de x como cociente de dos enteros

Entonces,
ad = bc = vy(ad) = v,(bc) = v,(a) +v,(d) = v,(b) +v,(c) = vy(a) —v,(b) = vy(c) —v,(d),
que es lo que se queria demostrar. O]

Propiedades 1.1.10. Para cada x,y € Q\ {0} se cumple:

a a
1) = p””(r)g conptfaby, six= pkg con p 1 ab, necesariamente k = v,(x).

2) vp(xy) = vyp(x) + vy(y).

3) vy(x +y) > min{v,(z), v,(y)}.
Demostracion.
pvp(n)a

1) Sea xr = % = pvp(—’m)b — pUp(n)_vp(m)% = p’l)p(i)% con p T a yp ,f b’ luego P 1’ Clb.

Ahora supongamos que podemos escribir z como

kCL

z=p'y con p1ab

y supongamos que k > v,(z) (el caso contrario es andlogo). Entonces

pk% = p”p(“’)g con p{ abed

igualando las dos expresiones de x que conocemos

k—vp(x)
a vy () € ¢ p va
x:pkg:pp()a:;l:Tﬁ]”Cb

y llegamos a una contradiccion.

2) Empleando el apartado anterior, si z = p“?’(x)%, Yy = p”f’(y)g, entonces

)+up(y) 4€

_ vp(x

y claramente p t abed pues pfaby p1cd.
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3) Supongamos que v,(x) = min{v,(x),v,(y)} (en caso contrario se razonaria igual).
Entonces v,(y) — v,(x) >0y

a

b

(@) ad + pvp(y)_”p(z) be
bd

c
+ pvp(y)_ — pv

— por(@)
r+y=p?
y=pr d

con p 1 abed.

Si v,(y) — vy(z) > 0 entonces p t (ad + p*»@~»@bc) v ptbd. En virtud del primer
apartado, v,(x + y) = min{v,(z),v,(y)}.

En el caso de que v,(y) —v,(x) = 0, entonces podria darse que p | (ad+p®~vr@pc)
y entonces

vp(x) ad -+ pvp(y)_vp(x) bC
p bd

t
= p””(z)“‘@ con n>1, pftbd

y, por el primer apartado, v,(z + y) = v,(x) + n > min{v,(x), v,(y)}.

Si v,(y) — vy(z) = 0 pero p 1 (ad + p»® =2 @)pe) entonces se volverfa a dar la
igualdad.

Se concluye, por tanto, que v,(z + y) > min{v,(z), v,(y)}.

]

La funcién v,, que acabamos de definir sobre el cuerpo Q para cada nimero primo
p, no es un valor absoluto ya que puede tomar valores negativos (vy(1/2) = —1). Sin
embargo, podemos definir un valor absoluto a partir de ella, transformando las buenas
propiedades vistas en el lema anterior en aquellas dadas en la Definicién 1.1.1.

Definicién 1.1.11. Se define el valor absoluto p-adico sobre Q como la funcion |- |, :
Q — Ry dada por

0 st x = 0.

ol = {p%(@ six € Q\ {0},

Proposicién 1.1.12. Para cada p € Z primo, la funcion | - |, definida anteriormente es
un valor absoluto no arquimediano sobre Q.

Demostracion. Son resultado inmediato de las Propiedades 1.1.10:

1) |0[, = 0 por definicién y, si |z|, = p~»® = 0, como p* # 0 para todo a € R
necesariamente debe ser x = 0.

2) Sean T,y € Q \ {O} = |gj‘y‘p — p—Up(l'y) — p—vp(l‘)_vp(y) = p—’Up(ﬂ?)p—’Up(y) = |x‘p|y|p
Sean ahora z,y € Q y supongamos que z = 0 (el caso y = 0 es similar) = |zy|, =
0 ylp = [0[, = 0= [0],]yl,-

3) Supongamos que v,(y) > v,(x) (en caso contrario se razonarfa de la misma manera).
Por la Propiedad 1.1.10.3 se tiene que

’33 + y|p = p_vp(m+y) < p_vp(z) = méx{|x]p, |y|p} < |x|p + |y|p‘

Ademéds hemos probado que |- |, es un valor absoluto no arquimediano sobre Q.
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m
Ejemplo 1.1.13.
o) K=Q,p=T,

‘ 2058 | 77 (F85) _ 7vr(15330)—vr(2058) _ 71-3 _

. 49’

15330

ya que 2058 =T7-3-2 y 15330 =73-7-5-3-2.

b) Sea A un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones. Sea v: A—{0} — R
una funcion que satisface las Propiedades 1.1.10.2 y 1.1.10.3 Si extendemos v a K
de la forma v(a/b) = v(a) — v(b), entonces se puede probar que la funcion

"|v:K—>R+

definida por |x|, = e @ six #0 y |0, = 0, es un valor absoluto no arquimediano
sobre K. En efecto, veamos que se cumplen las cuatro propiedades:

i) |0|, = 0 por definicion.
i) |zyl, = e V@) = g=v(@) V() = g~v(@)e—vly) = |Z[o]y]o-

ii1) Supongamos que v(y) > v(x), por la Propiedad 1.1.10.3 se tiene que
‘1‘ + y‘v = efv(ery) < ev(x) = méx{‘x|v, |y|v} < |x’v + |y‘v

iv) Implicita en el apartado anterior.

Observacion 1.1.14. Realmente, cualquier nimero ¢ > 1 puede servir como base para
un valor absoluto no arquimediano. En el caso de que el cuerpo K sea finito, una buena
eleccion para esta base seria la caracteristica del cuerpo.

1.2. Propiedades basicas del valor absoluto sobre un
cuerpo
En esta seccién vamos a presentar algunas propiedades fundamentales de un valor

absoluto no trivial sobre un cuerpo arbitrario K. También daremos una caracterizacion
de los valores absolutos no arquimedianos.

Propiedades 1.2.1. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto no trivial definido en él.
Entonces:
1) 1] =1;

1
2) |lo7t = Tl para cada x € K\ {0};

3) SixzeKylaz" =1 entonces |x| =1;
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4) [ =1=1
5) para cada x € K, | — z| = |z].
Demostracion.
1) |1] = |1-1] = |1] - [1] = |1]*. Luego tenemos un nimero real positivo a = |1| que

satisface la ecuacién a = a®> = a = 1.

1
2) Seaz € K\ {0}, [z~ z|=|1|=1=|z7 ] |z|]=1= |z7}| = —.

]

3) Sea z € K cualquiera, si |z |z|™ = 1 entonces, como |x| es un nimero positivo,
debe ser |z| = {/|z|* = |C/ﬂoo = 1 donde | - | denota el valor absoluto usual de R.

n‘_

4) |(=1)?| =1 =1=]—1| =1 por el apartado anterior.
5) Sea x € K cualquiera, entonces | — x| = | — 1| - x| =1 |z| = |z|.
L]

Definicién 1.2.2. Si tenemos un cuerpo K, definimos la imagen de Z en K como la
imagen de Z por el homomorfismo ¢ : Z — K definido por

n veces

——l
1+1+...+1 sin > 0,
nr— <0 stn =20,

—(1+1+...4+1) sin<O.

Teorema 1.2.3. Sea A = ¢(Z) C K la imagen de Z en K. Un valor absoluto, | - |, en K
es no arquimediano si, y solo si, |a| <1 para todo a € A.

Demostracion.

n veces
A

~

Supongamos que | - | es no arquimediano. Sea a = (1+ 1+ ...+ 1) € A, realizando
una induccién sobre n € N tenemos que:
1) Para n = 1, entonces a = 1 y, por tanto, |a| = |1| = 1.
n veces

—N—
2) Supongamos que se cumple para n, es decir, que para a = 1+ 1+ ... + 1, se tiene

n+1 veces
7\

7 N . . .
que |a| < 1. Paraa = (1+1+...4+ 1) se tiene que, por ser |- | no arquimediano
n veces n veces
7\ 7\

7 N 7 )

la|=|(1+1+...+ D)+ <max{|1+1+..+1),]1|} =1L

n veces

Para el caso de a = — ,(1 +1+4+...+ 1)‘ se procederia igual manera por inducciéon sobre n
y teniendo en cuenta que | — 1| = 1y que |a — 1| < max{|a|,| — 1|} = max{|a|,1} = 1.
Se concluye, por tanto, que |a| < 1 para todo a € A.



8 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Supongamos ahora que |a| < 1 para todo a € A. Sean z,y € Ky m € N. Por el

Binomio de Newton,
(z+y)" = E (j)xjy !

5=0
donde 2° = ¢° = 1.
Como (Z”) € A, usando la hipotesis tenemos que

Gl

-

7=0

Por tanto,

@+ y™ = |(z + )" < Z i y|™ < (m + 1) (méax {|z], |y| )"

7=0

Tomando la raiz k-ésima,
2yl < Vm o+ 1-max{Jal, |yl
Finalmente, tomando limites cuando m — oo concluimos que:
|2+ y| < méx {|x], |y[}.
Esto tltimo implica que | - | es no arquimediano. O
Corolario 1.2.4. Un valor absoluto,| - |, sobre Q es no arquimediano si, y solo si,
sup{|n|:n € Z} = 1.

Demostracion.
Supongamos que es no arquimediano. Entonces por el teorema anterior,

In] <1 paratodo n € Z.

Luego, sup{|n| : n € Z} <1y, como 1 € Z, se tiene que sup{|n|: n € Z} = 1.
Supongamos ahora que sup{|n|: n € Z} = 1. Entonces |n| < 1 para todo n € Zy,
por el teorema anterior, el valor absoluto es no arquimediano. O]

1.3. Topologia

En R se definia la topologia usual como aquella que tenia como base de abiertos a
la clase formada por todos los intervalos abiertos. Por otro lado, haciendo uso del valor
absoluto usual en R, se definia la topologia métrica como aquella cuya base de abiertos
viene dada por las bolas abiertas de radio positivo y centradas en cualquier punto y es ya
conocido que ambas topologias coinciden. Hemos visto que en un cuerpo se puede definir
un valor absoluto. A continuacién veremos que a partir de un valor absoluto podemos
siempre medir distancias y esto nos permitira definir una topologia métrica sobre K.

Tanto en esta seccién como mas adelante apareceran conceptos topoldgicos como es-
pacio conexo, compacto, localmente compacto... Por lo general no daremos su definicion
y utilizaremos, sin demostrarlos, los resultados més basicos de Topologia General, que su-
pondremos conocidos, aunque si recordaremos algunos otros conceptos cuando se requiera.



1.3. TOPOLOGIA 9

Definicién 1.3.1. Una distancia en un conjunto X es una funcion
d: X xX —R

que satisface las siguientes propiedades:

1) d(z,y) > 0 para todos x,y € X; la igualdad se da si, y solo si, x = y;

2) d(z,y) = d(y, ) para todos x,y € X;

3) d(x,z) <d(x,y) + d(y, z) para todos x,y,z € X (Desigualdad triangular).
Al par (X, d) se le conoce como espacio métrico.

Definicién 1.3.2. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto definido en él. Dados dos
elementos x,y € K, se define la distancia entre x e y, como

Lema 1.3.3. La funcion d : K x K — R de la Definicion 1.3.2 es una distancia en K.

Demostracion. Debemos ver que d(z,y) = |r — y| satisface las tres propiedades de la
definicion de distancia sobre un conjunto.

1) Sean x,y € K, entonces |z — y| > 0 por definicién. Ademas,

lt—y|=0<=2x—y=0<=x=1y.

2) Sean z,y € K, entonces d(x,y) = |[x —y| = | — ||z —y| = |y — x| = d(y, x).
3) Sean z,y,2 € K, entonces |[x —z| = |z —z2—y+y| < |z —y|+ |y — 2|
[

Lema 1.3.4. Sea || un valor absoluto sobre un cuerpo K y d la distancia asociada a este
valor absoluto. Entonces |-| es no arquimediano si, y solo si, para cualesquiera x,y,z € K
se cumple:

d(z,y) < max{d(z,z),d(y,z)} (Desigualdad ultramétrica).

Demostracion.
Supongamos que | - | es no arquimediano y sean x,y,z € K cualesquiera. Entonces,
por ser no arquimediano,

d(z,y) = |(z — 2) + (z —y)| < méx{d(z, 2),d(y, 2)}.

Supongamos ahora que se da la desigualdad del enunciado para cualquier x,y, z € K.
Sean ahora z,y € K, si tomamos z = (0 entonces

[z +yl =z = (=y)| = d(z, —y) <méax{d(z,0),d(-y,0)} =
= max{|z[, | — y[} = méx{|z], |y[}.
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Un conjunto con una distancia definida que satisface la desigualdad ultramétrica se
dice que es un espacio ultramétrico. Por el lema anterior podemos ver que todo cuerpo con
un valor absoluto no arquimediano definido en €l es, considerando la distancia asociada a
este valor absoluto, un espacio ultramétrico.

Proposicién 1.3.5. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto no arquimediano definido
en él. Six,y € K son tales que |x| # |y|, entonces

|+ y| = méx{fa], [y]}.

Demostracion. Tomamos x,y € K tales que |z| # |y|. Podemos suponer que |y| < |z| (en
el caso contrario se razonaria de igual manera). Como el valor absoluto es no arquimediano,
tenemos que

|7+ y| < méx{[z], [y|} = ||

Para obtener la desigualad contraria, notemos que, como |y| < |z|,
] = |z +y —yl S mdx{|z +yl, [yl} = |z +yl,
ya que de ser max{|z + y|, |y|} = |y| entonces |z| < |y| lo cual no puede ser. O]

Corolario 1.3.6. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto no arquimediano definido en
él. Entonces dados x,y,z € K cualesquiera,

Demostracion. Tomemos x,y, z € K cualesquiera. Si |z —y| = |y — 2| entonces ya estaria.
De lo contrario, si |x — y| # |y — z|, por el resultado anterior,

2 — 2| = (v —y) + (y — 2)| = méx{|z — y|, [y — 2[}.
0

A través de este pequeno corolario podemos deducir que, dados tres puntos cuales-
quiera, el triangulo que forman es isésceles. Esto tendra gran importancia a la hora de
trabajar con la topologia de un cuerpo cuando el valor absoluto sea no arquimediano.

Aligual que se hace para la topologia métrica de R, cuyos abiertos son los formados por
uniones de bolas abiertas, para la topologia de nuestro cuerpo definiremos dichas bolas,
empleando para ello la distancia que, ya sabemos, podemos establecer una vez contamos
con un valor absoluto definido.

Definicién 1.3.7. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto definido en €él. Dados a € K
yr >0, se define la bola abierta de centro a y radio r como

Bla,r)={zx e K:d(z,a)<r}={zxeK:|z—a| <r},

y la bola cerrada de centro a y radio r como

Bla,r)={r € K:d(z,a) <r}={z€K: |z —a| <r}.
Se define la topologia sobre K asociada a |- | como la topologia métrica para la distancia

asociada a ||, es decir, aquella cuyos abiertos son las uniones, numerables o no, de bolas
abiertas.
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Recordemos que una aplicacion entre dos espacios topologicos se dice que es continua
si la imagen inversa de cualquier abierto del espacio de llegada es siempre un abierto
del dominio. Esto se puede expresar méas facilmente para el caso de espacios métricos en
términos de € — 0.

Proposicién 1.3.8. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto definido en él, entonces
este dltimo define una aplicacion continua para la topologia sobre K asociada a |- | y la
topologia usual en R .

Demostracion. Sabemos que la aplicacién d : K x K — R es continua para la topologia
métrica inducida por ella misma, por tanto, | - | = djgx {0y también lo es. O

Proposicién 1.3.9. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto no arquimediano definido
en €él. Las aplicaciones

1) F:Kx K — K dada por F(x,y) =x + y para cada x,y € K,
2) G:Kx K — K dada por G(z,y) = zy para cada x,y € K,
son continuas para la topologia métrica en K.
Demostracion. Fijamos un € > 0O:

1) Sea (xg,y0) € K x K cualquiera. Tomando § = €/2; si (z,y) € K x K son tales que
|zog — x| <9, |yo — y| < 0, entonces

|F' (20, y0) — F(2,y)| = [wo +yo — 2 — y| < [0 —z[ +[yo —y[ <20 =,
por lo que la aplicacion F' es continua.

2) De nuevo, sea (xg,yo) € K x K cualquiera. Entonces tomamos M, My € R, tales
que |xo| < M e |yo| < Ms. Tomando ahora

\/(Ml + M2)2 + 4e — (Ml + MQ)
2

6:

tendriamos que, para cada (z,y) € K x K con |xg — x| < d e |yo — y| < 0 se tendria
que

|G (z0,90) — G(x,y)| = |zoyo — 2y| = |xoyo — TYo + Yo — Y| <
< z| - |yo — yl + |yo| - |wo — x| < 6* + (M + My)d =,

y concluimos que la aplicacién G también es continua.
m

A continuacion veremos como resultado una serie de curiosas propiedades relativas a
estas bolas cuando el valor absoluto definido en K es no arquimediano.

Proposicién 1.3.10. Sea K un cuerpo y | -| un valor absoluto no arquimediano definido
en €l. Entonces:
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1) Todo punto que pertenece a una bola abierta es centro de la misma.

2) Todo punto que pertenece a una bola cerrada es centro de la misma.

3) Para cualquier a € K y para todo r > 0, B(a,r) es cerrado y abierto.

4) Para cualquier a € K y para todo r > 0, B(a,r) es cerrado y abierto.

5) Dos bolas abiertas o bien son disjuntas o bien una estd contenida en la otra.

6) Dos bolas cerradas de radio positivo o bien son disjuntas o bien una estd contenida

en la otra.

Demostracion.

1)

6)

Sea b € B(a,r)y x € B(b,r). Entonces
|t —a|=|r—b+b—a|l <mix{|z —b,|b—a|l} <.

Por tanto B(b,r) C B(a,r). La contencién B(a,r) C B(b,r) se prueba andlogamente
y se concluye que B(a,r) = B(b,r).

Se prueba de la misma manera que el apartado anterior, sustituyendo las desigual-
dades estrictas por no estrictas.

Si consideramos B(a, 1), entonces es abierta por definicién. Por otro lado, si tomamos
y € K\ B(a,r) entonces para cualquier z € B(y, ), si fuese x € B(a,r) entonces

ly—al=ly—a+z -z <mdx{lz —y|, [z —al} <r

y se llega al absurdo. Por tanto B(y,r) C K\ B(a,r), lo que implica que este iltimo
es abierto y su complementario cerrado.

Sea B(a,r), entonces es claro que para cualquier b € B(a,r) se cumple, por lo visto

en el segundo apartado, que B(b,7) C B(b,7) = B(a,r). Luego, es abierto. Por

otro lado, si tomamos y € K\ B(a,) entonces para cualquier z € B(y,r), si fuese
z € B(a,r) entonces

ly—a|l=y—a+z -2z <mix{|lz -y, |v —al} <r

y se llega al absurdo. Por tanto B(y,r) € K\ B(a,r), por lo que este tltimo es
abierto y su complementario cerrado.

Supongamos que B(a,r) N B(b,s) # 0. Sea x € B(a,r)N B(b, s), entonces B(a,r) =
B(z,r) y B(b,s) = B(x,s). Luego B(a,r) C B(b,s) o B(b,s) C B(a,r) segin sea

r<sos<r.

Es andloga a la demostracién del apartado previo.
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Ejemplo 1.3.11. Veamos que, si consideramos el cuerpo Q con el valor absoluto p-ddico,
| - |p, entonces

B(0,1) = B(0,1) U B(1,1) U B(2,1) U ..B(p — 1,1).

Primero, si tomamos n,m € N con 0 <n <m < p—1, si fuese B(n,1) N B(m,1) # 0,
entonces B(n,1) = B(m,1), luego n € B(m,1) y |m —n|, < 1. Pero0 <m —n < p lo
que implica que v,(m —n) =0y |m —n|, =1 y llegamos a una contradiccion. Por tanto
podemos afirmar que las p bolas serdn disjuntas.

Para probar la igualdad lo haremos probando ambas contenciones:

Sea v € B(0,1), es decir, v = 7 con ptb. Si probamos que

{a+(p),(a—=b)+(p),(a—=2b) +(p),....(a— (p—1)b) + (p)} C Z,

son p elementos distintos en Z,, entonces alguno de ellos debe ser divisible por p. Supon-
gamos que

(a—th)+(p) =(a—nb)+(p) con 0<n<t<p—-1<+=
< (a—nb)—(a—th) e (p)<=p|(t—n)b<=p|(t —n).

Pero 0 <t—n <p—1 vy llegamos a una contradiccion. Podemos afirmar entonces que
todos los elementos son distintos vy, por tanto, uno de ellos, pongamos a — mb, debe ser
divisible por p. Esto implica lo siguiente:

a—mb

2 =p @) <1 pues v,(a —mb) > 0.

p

|x—m|p =

Reciprocamente, si tomamos x = a/b € B(0,1)UB(1,1)U...UB(p—1,1):
e Siz € B(0,1) C B(0,1) y ya estaria.

e Siz e B(j,1) para algin j = 1,...,p— 1, veamos que ||, =1 o lo que es lo mismo,
vp(x) = 0. Primeramente tendriamos que
a—jb
b

— pvp(b)_vp(a_jb) < 1

a . ‘

|x_3|p: g_]p

p

Esto implica que a — jb es divisible por una potencia de p estrictamente mayor que
aquella por la que podemos dividir a b. Escribamos
a—j3b=p"t yb=p"h, entonces

a—jb p"t
b ph

con m >r, pfth.

Despejando x = a/b tendriamos que

a prt+gb  pt(p"t+jh)  (p™"t 4+ jh)

b ph prh h

x = :
Si p dividiese a (p" "t + jh) entonces necesariamente p | jh pero esto no puede ser
ya queptj ypth, luegopt (p™"t+jh)h lo que implica, por la Propiedad 1.1.10.1,
que vy(z) =0, luego x € B(0,1).
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Recordamos que, dado un punto x € K, se definia su componente conexa como la
union de todos los subconjuntos conexos que contienen a z, que, por ser la uniéon de
conjuntos conexos y no disjuntos, es conexa.

El siguiente resultado nos proporciona una particularidad mas de la topologia genera-
da por un valor absoluto no arquimediano.

Proposicién 1.3.12. Sea K un cuerpo y |- |, un valor absoluto no arquimediano definido
en €él. Entonces el espacio K es totalmente disconezo.

Demostracion. Vamos a probar primero que todo subconjunto con dos elementos distintos
no puede ser conexo.

Sea S € K un subconjunto con z,y € S'y x # y. Tomamos r € R con 0 < r < |z — y|.
Entonces y ¢ B(z,r). Como esta bola es también cerrada, K\ B(z,r) es abierto.

reA=SNB(x,r) C B(z,r), ye€ B=SN(K\ B(z,r)) CK\ B(z,r).

Como S = AL B y ambos son abiertos para la topologia del subespacio en S, se concluye
que S no es conexo. Esto, junto con el hecho de que todo conjunto unipuntual es conexo,
nos asegura que el espacio K es totalmente disconexo. O

1.4. Algebra

En esta seccién ahondaremos en las estructuras algebraicas que podemos definir a
partir de un cuerpo con un valor absoluto no arquimediano.

También haremos una breve introduccion a los anillos de valoracion que nos sera de
gran utilidad mas adelante, cuando estemos explorando las propiedades del cuerpo de los
nimeros p-adicos.

Proposicién 1.4.1. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto no arquimediano definido
en €l. Entonces la bola cerrada

O=B(0,1)={zeK:|z| <1}
es un subanillo del cuerpo K.

Demostracidn. Sean x,y € B(0, 1), entonces y € B(x, 1) lo que implica que x—y € B(0,1)
pues B(0,1) = B(z, 1). Por otro lado, como

lzy| = |z| - Jy| < |z <1,

podemos concluir que O es un subanillo de K.
]

Proposicién 1.4.2. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto no arquimediano definido
en €él. Entonces la bola abierta

B = B(0,1)

es un ideal del anillo O y todo elemento del conjunto O\ B es invertible en O.
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Demostracion. Veamos primero que es, efectivamente, un ideal.
Sean z,y € B(0, 1) entonces:

1) € B(0,1)=B(y,l) = |r—y|<1=2—y € B(0,1).
) Sear € O=B(0,1) = |rz|=|r|-|z| < |z| < 1= rz € B(0,1).

Veamos ahora que O* = {z € K: |z| = 1}.
Si x € O*, entonces z, 27! € O, es decir, |z| <1y |z7!| < 1y, como se cumple que

=zl =1,

|z - x
necesariamente || = 1.
Para la contencién contraria, tomamos un z € K tal que |z| = 1. Si fuese z7! € O, se
tendria que |z7!| > 1y entonces

l=|z-x lz| - |27t = |27 > 1,

lo cual es imposible. O

Observacién 1.4.3. El dltimo aserto del enunciado previo implica que, en los anteriores
términos, el ideal B es maximal para el anillo O. En consecuencia, el anillo cociente
O/B es un cuerpo al que daremos nombre. De hecho, como veremos mds adelante cuando
hablemos de valoraciones sobre un cuerpo, B es el inico ideal maximal del anillo O.

Definicién 1.4.4. Sea K un cuerpo y |- | un valor absoluto no arquimediano sobre él. El
subanillo B
O =B(0,1)cK
recibe el nombre de anillo de valoracién de | - |. El ideal
B=B(0,1)CcO
recibe el nombre ideal de valoracién de | - |. Por 4ltimo, el cuerpo
K=9%3

recibe el nombre de cuerpo de residuos de | - |.

A continuacién vamos a ver qué forma toman estos objetos algebraicos cuando consi-
deramos el caso particular del valor absoluto p-adico. Recordemos que, dado un ntimero
primo p y un entero n, el nimero, también entero y no negativo, v,(n), no es mas que
la potencia a la que aparece elevado p en la descomposicién en primos de n. Con esto en
mente, pasamos al siguiente resultado:

Proposicién 1.4.5. Sea K = Q con el valor absoluto p-ddico | - |,. Entonces:

1) El anillo de valoracion de | - |, es O = Zy) = {% € Q:vyla) —v,(b) > 0}.

2) El ideal de valoracion de |- |, es B = pZgy = {% € Q:vyla) —vy(b) > O}.
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3) cuerpo de residuos de | - |, es K = Z/pZ'

Demostracion.

1)

Por definicién,

O =B(0,1) = {% cQ: ’% < 1} _ {% €Q: pr®-u@ < 1} -
p

= {% €Q:uy(b) < vp(a)}.

A partir de esta redefinicién del anillo de valoracion de | - |, es sencillo probar que
O =Zgy).

Aplicando los mismos argumentos que antes,

B:B<o,1):{%e@:]%

< 1} — {% cQ: @ < 1} _
_ {% €Q:vyb) < Up(a)},

De aqui se obtiene inmediatamente que B = pZy).

Segtn lo probado en los dos apartados anteriores, queremos demostrar que
Z ~ 7L
WVl = L

Para ello nos vamos a valer del homomorfismo inclusién ¢ : Z < Z, y de aquel
de paso al cociente

. L
T Z(p) — (1?)/pZ(p)7

que sabemos que son inyectivo y sobreyectivo respectivamente.

Definimos ahora el homomorfismo dado por la composicion de los dos anteriores,
f = moi. Si vemos que es sobreyectivo y que ker(f) = pZ, en virtud del Primer
Teorema de Isomorfia, concluiriamos que

“w=Im(h = Loy,

Primero, es claro que pZ C ker(f) ya que pZ C pZy). Por otro lado, los tnicos
enteros que se encuentran en pZy, son los miltiplos de p, por tanto ker(f) = pZ.

Continuando con la sobreyectividad, sea a/b+ pZy,) € Z(pypz(p) cualquiera. Quere-

mos ver que existe n € Z tal que

es decir, ptby p| (a — nb).

La primera condicién se cumple pues a/b € Z,). Para la segunda condicién usamos
un resultado probado en el Ejemplo 1.3.11 que nos asegura que existe un n €
{0,1,....,p — 1} tal que p | (a — nb). Hemos probado entonces que f = moi es
sobreyectiva y, por tanto,

7, o~ T
L= T Ly
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]

Ejemplo 1.4.6. Vamos a calcular el anillo de valoracion, el ideal de valoracion y el cuer-
po de residuos para K(X) con el valor absoluto | - |« definido en el Ejemplo 1.1.4.c:

:{@E]K(X) EEX)‘ <1}:{LX>EK(X) odeB(F(0)- deg(g<X>><1}:

9(X) x) 9(X) =
7(X) N )
~ {255 € Kx) den(s () < deato(0) }.
_ X)) s _ X)) . o deB(F(X))~deg(s(X) _
B‘{g< y €K g<X>L<1} {ngK(X)' <1}
() |
_ {m € K(X) : deg(f(X)) < deg<g<X>>} .

Calcular el cuerpo de residuos requiere algo mds de trabajo. Vamos a empezar definiendo
una aplicacion ¢ : O — K dada por

X))
£(X) 51 g% € B,
w(Q(X)): LTG(X) o fX) 4 g
Imexy St g &8

donde LT (f(X)) representa el término lider del polinomio. Veamos que estd bien definida,
que es sobreyectiva y que se trata, efectivamente, de un homomorfismo:

e Supongamos que tenemos dos representaciones distintas de la misma fraccion:

f(X) _ h(X) _
0 = 1% FX)U(X) = h(X)g(X).

Entonces los términos lideres de izquierda y derecha deben coincidir:

LT(FOOUX)) = LT((X)g(X)) <= LT(f(X))LT(UX)) = LT(h(X))LT(g(X))
LT(f(X)) _ LT(h(X))
LT(g(X)) ~ LT((X))

Por lo que la imagen por ¢ no depende del representante.

e Para probar la sobreyectividad, tomamos un elemento cualquiera
a € K. Este elemento puede verse como un cociente de polinomios constantes a =
a/l € O que claramente no pertenece a B. Entonces

a.

o (1) = zrcs -

Y queda probada la sobreyectividad. Veamos que es homomorfismo de anillos:

e ©(0) =0 ya que 0 € B por ser este ultimo un ideal.
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e Sean g(_x; };((—))(()) € O. Entonces si % € B (respect. % € B), se tiene que
%% € B por ser un ideal. Por tanto,

() ==+ (w ) # (i)

En el caso de que ngg h&{)) ¢ B, es decir, deg(f(X)) = deg(g(X)) y deg(h(X)) =

deg(I(X)), entonces L35 ¢ B ya que deg(f(X)h(X)) = deg(g(X)I(X)) v,

) 9(X) 1(X)
ademds,

; (f(X) h(X)> _ LT(f(X)MX)) _ LT(f(X))LT(h(X))
g(X) UX) ) LT(g(X)I(X)))  LT(g(X)LT((X)))

=+ (i) (i)

Por tanto, la aplicacion se comporta como un homomorfismo para el producto.

f(X) h(X) J(X) hMX f(X) | hX)
° fe NUEVo, SEan 1%y, Ty € O, si S0 ﬁ € B, entonces T € By se
iene:
X h(X X h(X
(10 100Y (1 >>w< ),
9(X)  UX) 9(X) [(X)
En el caso de que % € B pero I(—X)) ¢ B (respect. f 9? B pero W € B), es

decir, deg(f(X)) < deg(g(X)) y deg(h(X)) = deg(l(X)) entonces

deg(f (X)U(X) + g(X)n(X)) = deg(g(X)n(X)) = deg(g(X)) + deg(h(X)) =
= deg(g(X)) + deg(I(X)) = deg(g(X)I(X)).

h(X) X)+g9(X)h(X

Podemos afirmar entonces que 588 I = g(X)l(X) L eB Y
JCONNICON NN I
(50 * 10 9”( )
_ LT (X)UX) + g(X)h(X)) _ LT(g(X)h ( )) LT ) ))
LT(g(X)I(X)) LT(9(X)(X)) X)L
_LT(h(X)) _ h(X) f(X) )
= Tracey =+ (i) =+ (i ) (1< >)

Por dltimo, si % M ¢ B, es decir, deg(f(X)) = deg(g (X)) y deg(h(X)) =

deg({(X)), pueden ocurrir dos cosas: % + l(X e Bo g(xg + Z(X) ¢ B. En el
primer caso,

fX)  WX)

0 I € B < LT(f(X)I(X)) + LT(g(X)h(X)) = 0 <=

LT(f(X)  LT(h(z) [ F(X) )Y
I (e(x) T ITa(x)) ¥ <g<X>) e (Z<X>) N
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(X)  Ux) 9(X) UX)
h(X

Por tanto, ¢ (f(X) + M2 )> =0=9 <@> + @ (h(x)) Si por el contrario % +
¢ B, quiere decir que los términos lideres de los polinomios f(X)I(X) y

l(X)
g(X)h(X) no se anulan al sumarlos y, por tanto

( (X)+hX)):¢<f( )(X)ﬂ)L

) "X g(XlX>
_ LT(fCOUX) + g(X)R(X)) _ LT(FOO))LT((X)) + LT(g(X) LT(h(X)) _
LT(g(X)I(X) LT(g(X)) LT(I(X))
CLT(F(X)) | LT((X))  ( f(X) B(X)
T IT(g(X) | IT((X)) S”(goo) ((X))

Por lo que se trata de un homomorfismo. Ademds es inmediato que ker(yp) = B ya
que el término lider de un polinomio no nulo es siempre distinto de cero. En virtud
del Primer Teorema de Isomorfia concluimos que

K=95~K.

1.5. Valores Absolutos en QQ

Al comienzo del capitulo habiamos presentado tres tipos valores absolutos diferentes

sobre Q: el valor absoluto trivial, el valor absoluto usual | - |, y, para cada primo p, el
valor absoluto p-ddico | - |,
A lo largo de esta seccién veremos que cualquier otro valor absoluto que definamos sobre
Q sera, en esencia, igual a alguno de los ya conocidos. Pero, ;qué significa que dos valores
absolutos sean iguales? Sabemos que dos anillos son esencialmente el mismo si existe un
isomorfismo que los relaciona. También sabemos que dos funciones definidas en un con-
junto son iguales si coinciden las imagenes de cada punto del dominio. A continuacién,
veremos cuando podemos decir que dos valores absolutos “el mismo” y daremos herra-
mientas para comprobarlo.

Definicién 1.5.1. Dos valores absolutos | - |1 y | - |2 definidos en un cuerpo K son equi-
valentes si todo conjunto abierto respecto de uno lo es respecto del otro.

Lema 1.5.2. Sea |-| un valor absoluto no arquimediano definido en un cuerpo K. Entonces
para cada nimero real o« > 0, |- |* es un valor absoluto no arquimediano sobre K.

Demostracion. Las propiedades 1)y 2) de la Definicién 1.1.1. son inmediatas. Para probar
la desigualdad triangular y la propiedad no arquimediana lo que haremos sera probar la
segunda que es mas fuerte. Para ello basta tener en cuenta que | - | es no arquimediano,
entonces
|z +y|* < (méx{|z], [y[})* = max{|x|*, |y|*}.
O]

Observacion 1.5.3. Notese que sin la condicion de no arquimediano, el lema anterior
no seria cierto en el sentido de que |- |* podria no ser ni siquiera un valor absoluto. Para
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mostrar esto basta considerar en R el valor absoluto usual con a« = 2, v =1, y = 2
entonces
IT+22=9>[1]* +|2]* = 5.

El siguiente resultado nos proporciona una herramienta eficaz para comparar dos va-
lores absolutos:

Proposicién 1.5.4. Sean ||y y |- |2 dos valores absolutos definidos en un cuerpo K. Son
equivalentes:

1) |-|1 y|-|2 son equivalentes.
2) Para cualquier x € K se tiene que |x|; < 1 si, y solo si |z]y < 1.

3) Existe « € Ry tal que para cada x € K se cumple que

[T = |5,

Demostracion.
Supongamos que | - |1 y | - |2 son equivalentes y sean

B;(0,1) ={z €K : |z|; <1} para j=1,2.

Entonces si € By(0,1) se tiene que lim,, ., 2" = 0 para la topologia inducida por | - |
ya que |z"|; = |z|}. Como, por hipétesis, B2(0,1) es un entorno abierto del 0 para esa
misma topologia, existe un ng € N tal que |z|y < 1 para cada n > ng lo que implica que
|l”2 < 1.

Con un razonamiento simétrico tendriamos que si |z|s < 1 entonces |z|; < 1.
Supongamos ahora que para cualquier z € K se tiene que |z|; < 1 si, y solo si
|[L’|2 < 1.

Sea y € K satisfaciendo que |y|; # 0y |y|2 # 1. Reemplazando y por y~1 si fuese necesario,
podemos asumir que 0 < |y|; < 1. Asi, haciendo uso de la hipdtesis,

In(ly[1)
In(ly|)

, .. . a

es un numero real positivo que, ademds, es el que cumple que |y|§ = |y|o.

Si existiese x € K tal que |z|; # |x|$ entonces, de nuevo, reemplazando z por ! si fuese
necesario, existe un punto z en K con

=

jz[7 < [zl2.

Ahora elegimos un nimero racional r/s satisfaciendo que

ar/s r/s

lz|f < |yli " = [yl < zle

Esta eleccién es posible porque la imagen de la aplicacién /s — |y]g/ * es densa en (0, 00).
Se tiene entonces que
[2°|7 <[y = ly"l2 < 2”2,
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y se concluye que
|2y~ <1, |2°y "2 > 1,

lo que contradice la hipdtesis inicial. Luego |z|{ = |z|2 para todo z € K.
Supongamos que existe a« € R, tal que para cada z € K se cumple que

|1 = |3
Entonces, para cualquier par (a,r) € K x R,
Bi(a,r) = By(a, /).
Efectivamente,
lz—aly <r <= |x—als <r <= |z —aly <r/e

Esto es suficiente para probar que ambas topologias son equivalentes ya que, si U C es
un abierto para la topologia inducida por | - |1, para cualquier elemento x € U existe una
bola Bi(z,r) C Uy, por lo que acabamos de ver, By(z,r'/*) C U.

O

Proposicién 1.5.5 (Férmula del producto). Para todo x € Q\ {0} se cumple que

H |z|, =1,

pePU{co}
donde P denota el conjunto de todos los nimeros primos.
Demostracion. Vamos a suponer primero que x € Z™'. Sea
— €162 (8
L =P1Py---Dr

su descomposicién en primos. Por comodidad llamemos P, = {p € P : p t x}. Podemos
clasificar el valor de |z|, en funcién de p de la siguiente forma:

1 sip € Py,
[zl = 4P sip¢ P,
x si p = o0.

Descomponemos entonces el producto de la siguiente forma:

T leb=TT el TT telo-lebo = TT 1 T o =

pEPU{oc0} PEPL PE P pEP i=1

€1 —€2 —€r

=p; Dy . Dy

Finalmente, como | —z|, = |z|,, podemos extender el resultado a todo Z y, por el segundo
apartado de Propiedades 1.2.1, se concluye el resultado para todo Q. O

Ejemplo 1.5.6.
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a) Sea | -| el valor absoluto usual en R. Es sencillo comprobar que | -|" = /] -] es otro
valor absoluto en R (la desigualdad triangular proviene de que va+b < \/a + Vb
para a,b > 0). Por la dltima caracterizacion del lema anterior, como |x| = (|z|')?,
ambos valores absolutos son equivalentes.

b) Otro ejemplo de equivalencia seria el del valor absoluto p-ddico para cualquier primo
p y el del Ejemplo 1.1.13.b. En este caso, bastaria tomar o = In (p).

c) En general un valor absoluto no arquimediano, | - |1, y otro arquimediano, | - |2,
definidos sobre el mismo cuerpo K, no pueden ser equivalentes. Para ver esto, basta
emplear la tercera caracterizacion del lema anterior. Sabemos que existen x,y € K
tales que

|z + ylo > max{ |z, |y|2}

Si ambos valores absolutos fuesen equivalentes, existiria o € Ry con |a|{ = |a|z para
cada a € K. Luego,

|z +ylz = [z 4+ y[f < méx{|z]y, [y[1}* = max{[z|{, [y|T} = méx{|z]2, [y[2}
y se llega a una contradiccion.

Lema 1.5.7. Sea | - | un valor absoluto sobre Q. Si existen C' > 0 y a > 0 tales que
In| < Cn® (|n| > Cn® respect.) para cada entero n > 1, entonces |k| < |k|e (|k] > |k
respect.) para todo k € Z.

Demostracion. Fijamos dos enteros n > 1y r > 1 cualesquiera. Entonces,
In"| < Cn™ = /|n"| < VCnre = {/|n|r < VCOnre = |n| < CYrn.

Haciendo tender ahora r — 0o obtenemos que |n| < n® = |n|% para todo n > 1y, como
|n| = | —nl, podemos afirmar que |k| < |k|%, para todo k € Z (el caso k = 0 es trivial). O

Lema 1.5.8. Sean |- |1 y | - |2 dos valores absolutos sobre Q tales que existe o > 0 con
Ipl1 = |pl§ para cada p € ZF primo, entonces |- |1 y |- |2 son equivalentes.

., a . - .y .
Demostracion. Sea q = 7 € Q cualquiera. Tomando la descomposicién en primos de a y
b se tiene que

€1 .62 Ejr
a u“ph Djy ---Pj,

Ty wp eyt
H _lah _ pite il Il pali” - Ipsli”
bl bl |y pff‘h |1 [P |57 - Lo, |
pals ™ pals ™ I lsr R G RS 05l e p ly  lals _jage
o ls™ ol ™ o™ ot [ s et ey, lols Tl

= lql3.

Y, en virtud de la Proposicién 1.5.4, los dos valores absolutos |-|; y |-|2 son equivalentes. [
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Ya tenemos las herramientas necesarias para comparar dos valores absolutos y ver si
son, esencialmente, “el mismo” o no. A continuaciéon haremos uso de ellas para demos-
trar el resultado mas importante de esta seccién: el Teorema de Ostrowski. Este viene a
corroborar lo que ya habiamos anticipado: en Q cualquier valor absoluto es equivalente a
uno de los tres ya conocidos.

Teorema 1.5.9 (Ostrowski). Todo valor absoluto arquimediano en Q es equivalente a
| - |oo y todo valor absoluto no trivial no arquimediano en Q es equivalente a | - |, para
algun primo p.

Demostracion. Veamos primero que cualquier valor absoluto arquimediano, |- |, en Q es
equivalente a | - |«. Para ello vamos a encontrar un o € R, que cumpla

lq| = lalo

para todo ¢ € Q.
Sea ng el menor entero positivo tal que |ng| > 1 que existe por el Corolario 1.2.4 y tomamos
a > 0 de tal manera que n§ = |ng|, es decir, o = log,, (|ng|) > 0. Entonces,

0] = ng = [nolS.

Consideramos ahora la expansién en base ny de un entero cualquiera n > 1:

t
n:Zamé, con 0<a; <ng,t>20y a > 1.
i=0

Como ny era el menor entero positivo satisfaciendo |ng| > 1, se tiene que |a;| < 1 Vi =

0,1,...,t. Asi,
t A t - ’no‘t
] < aillngl < nj| = I
i=0 i=0 [nol
Sea
C= L >0
S 1—1/|ne| T
se tiene que
t
n| < L Cng* < Cn®,
1—1/|ng|

pues a; > 1y, por tanto, nf < n. Se concluye que para todo n > 1 se tiene que |n| < Cn®.
Aplicando ahora el Lema 1.5.7. podemos afirmar que |k| < |k|% para todo k € Z.
Buscamos ahora obtener la desigualdad contraria. Como hicimos anteriormente, basta
probar que existe un H > 0 tal que |n| > Hn® para todo entero n > 1y aplicar el Lema
1.5.7.

Fijamos un entero n > 0 y, como antes, consideramos su desarrollo en base ny dado por
n=3"!_,amj. Se tiene que nf < n < nh™ (pues 0 < a; < ng), ast

ng U = |nglt = |ntt — 0+ n| < [n§ —n| + 0| < (5 —n)® + |nl,
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donde, para el ultimo paso, se ha usado la desigualdad |k| < k* probada antes. Luego,
ol 2 5 = (gt = =g (1= (1 ) ) 2
L)

e (-(-0))
o
1 (0%
Hzl—(l——> > 0,
no

obtenemos la desigualdad |n| > Hn® para todo n > 1. En virtud del Lema 1.5.7 se
concluye que

tomando

|k| = |k|S, paratodo k € Z.

Hasta aqui hemos probado la igualdad de arriba solo en Z, pero esto es suficiente para
extenderlo a QQ ya que, para cada ¢ = € Q,

m 1 _\m|_\m!§o_‘m‘o‘_ o
|q|_‘n‘_|m‘n_‘n‘_‘n‘go_noo_‘(ﬂoo
En virtud del Lema 1.5.4, los dos valores absolutos sobre Q, |- | y | - |o0, son equivalentes.

Ahora nos centraremos en el caso de un valor absoluto no trivial no arquimediano, | - |,

sobre Q y vamos a ver que es equivalente a | - |, para algin primo p.

Por el Corolario 1.2.4, se tiene que |n| < 1 para todo n € Z.

Si todos los primos positivos tuviesen |p| = 1, entonces dado un m € Z \ {0} cualquiera,
m| = [pypy o | = [P [p2| . Ipy | = 1,

y | - | seria trivial. Por tanto, debe existir al menos un primo positivo p € Z satisfaciendo

Ip| < 1. Ademés, este primo p es el tinico que lo cumple ya que, de existir otro, p’ € ZT\{p},

con [p'| < 1, por la identidad de Bézout, existirian a,b € Z\ {0} con ap+ bp’ =1y, como

consecuencia,

1 = [1] = |ap + bp'| < méax{lal|p|, [0]|p'|} < max{]al, [b]} <1,

lo que es absurdo.
Tomando o = log,,(1/p) se tiene que

pl*=1/p=Ipl, y [P|*=1=1p,

para todo primo distinto de p. Por tanto, |-|* y |- |, coinciden en todos los enteros primos
positivos y, por el Lema 1.5.8 se concluye que |- |y | - |, son equivalentes. O

Este resultado es fundamental y lo usaremos de ahora en adelante para extender todo
el trabajo que hagamos para valores absolutos p-adicos a cualquier valor absoluto no
trivial no arquimediano.
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1.6. Valoraciones sobre un cuerpo K

En Algebra, una valoracién sobre un cuerpo es una funcién que asocia a cada elemento
otro perteneciente a un grupo ordenado. En especial, cuando ese grupo ordenado de llegada
es RU {00}, nos permiten medir, de cierta manera, el “orden” o “la multiplicidad” de los
elementos del cuerpo.

Las valoraciones juegan un papel importante en diversas ramas de las matematicas,
incluyendo teoria de nimeros, geometria algebraica y analisis p-adico.

A lo largo de este texto ya hemos hablado de un caso particular, la valoracion p-adi-
ca, que es la que genera el valor absoluto p-adico. En esta seccién veremos la definicion
general, algunas propiedades, algunos resultados y ejemplos de valoraciones distintas a la
que ya conocemos, siguiendo para ello el texto de Paulo Ribenboim [2].

Definicién 1.6.1. Se dice que (G,+,<) es un grupo Abeliano totalmente ordenado si
(G,+) es un grupo Abeliano y < es un orden total en G tal que para todo a,b,c € G,

a<b=— a+c<b+ec.

Definicién 1.6.2. Sea K un cuerpo y (G, 4+, <) un grupo Abeliano totalmente ordenado.
Una valoracion sobre K es una aplicacion

v:K— GU {0}
que satisface las siguientes condiciones:
1)wv

x) = 00 si, y solo si, x =0;

(
2) v(zy) = v(z) +v(y) para cada x,y € K;
3) v(z +y) > min{v(x),v(y)} para cada x,y € K.
Al par (K, v) se le conoce como cuerpo de valoracion.

Definicién 1.6.3. Sea K un cuerpo. Una valoracion de rango uno sobre K es una valo-
racion, v, con llegada en un subgrupo de (R, +, <).

Es este caso especial de valoraciones, las de rango uno, las que vamos a estudiar con
mas detenimiento.

Ejemplo 1.6.4. Algunos ejemplos de valoraciones sobre un cuerpo son:

a) La llamada valoracién trivial que estd definida sobre un cuerpo cualquiera K como

{0 six # 0,

v(a:): oo stx=0.

b) La valoracion p-ddica, v,, que se estudio en la seccion 1.1. Ademds, en este caso en
particular donde la llegada es en Z se dice que es una valoracion discreta.
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¢) Sea K = C(X) el cuerpo de las funciones racionales en la recta afin Al y fija-
mos un punto a € AL. Para un polinomio f(X) no nulo, definimos v,(f) como
la multiplicidad de la raiz X = a en f y extendemos a K haciendo lo siguiente:
va(f/9) = va(f) — va(g) con el convenio de v,(h) = oo si h(X) = 0.
Entonces v, define una valoracion sobre K y su anillo de valoracion son las fun-
ciones racionales que no tienen un polo X = a, es decir, cuyo denominador no se
anula en X = a.

Propiedades 1.6.5. Sea K un cuerpo con una valoracion v. Entonces, para cada x,y €

K\ {0}

4) siv(x) <wv(y) entonces v(x +y) = v(z).

Demostracion.
1) Por definicién, v(1) = v(1-1) = v(1) + v(1), por lo que necesariamente v(1) = 0.
2) Por la propiedad anterior, 0 = v(1) = v(zx™!) = v(z) + v(z™1).

3) v(—z) =v(=1) +v(x) = v(x) ya que v(1) = v((=1)?) = v(=1) + v(=1) = 0, por lo

4) Supongamos que v(z) < v(y). Por reduccién al absurdo, si suponemos que
v(z +y) > min{o(z),v(y)} = v(z),
entonces
v(z) = v(z+y—y) = minfu(z +y), v(=y)} = min{o(z +y), v(y)}.

Ahora, si fuese min{v(z + y),v(y)} = v(y), entonces la cadena de desigualdades
anterior nos llevaria a que v(x) > v(y), lo que contradiria nuestra hipdtesis inicial.
Necesariamente, min{v(z + y),v(y)} = v(z + y) y llegamos entonces a que

v(z) >v(x+y),
lo que nos lleva a un absurdo.
[

Definicién 1.6.6. Sea K un cuerpo y vi,vs dos wvaloraciones de rango uno sobre K.
Decimos que estas dos valoraciones son equivalentes si existe un niumero real a > 0 tal
que va(x) = avi(x) para cada x € K.
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De forma anéloga al Ejemplo 1.1.13.b), a partir de una valoracién, v, de rango uno
sobre K, podemos definir siempre un valor absoluto no arquimediano utilizando como
base cualquier niimero real @ > 1, haciendo |z| = o=@, De esta forma y como veremos
en los siguientes resultados, las valoraciones de rango uno equivalentes guardan una estre-
cha relacién con los valores absolutos no arquimedianos equivalentes vistos en el capitulo
anterior.

Lema 1.6.7. Sea v una valoracion de rango uno sobre K y 1 < a < B dos niumeros
reales. Entonces los wvalores absolutos no arquimedianos definidos por |z|; = o=@ y
|z = 8@, para cada x € K, son equivalentes.

Demostracion. Tomando r = log,(8) > 0, entonces
i = (o) = 57D =Ja,,
para cada z € K. En virtud del Lema 1.5.4, |- |; y | - |2 son equivalentes. O

Lema 1.6.8. Sea a« > 1 y vy, vo dos valoraciones de rango uno equivalentes sobre K.
Entonces los valores absolutos no arquimedianos |x|; = o=@ y |z|y = a72@ son
equivalentes.

Demostracion. Es inmediato a partir del Lema 1.5.4 y de la definicién de valoraciones de
rango uno equivalentes. O

Definimos ahora los conjuntos formados por las clases de equivalencias de valoraciones
de rango uno y valores absolutos sobre un cuerpo K:

V := {clases de equivalencia de valoraciones de rango uno sobre K},

A = {clases de equivalencia de valores absolutos no arquimedianos sobre K}.

Se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.6.9. Sea K un cuerpo. Eziste una aplicacion f: A — 'V biyectiva.

Demostracion. Fijamos un nimero real o > 1. Definimos la aplicacion
f:A—YV

como aquella que asocia a cada clase de un valor absoluto no arquimediano |-| la valoracién
de rango uno v(z) = —log,(|z|). El Lema 1.6.7 y el Lema 1.6.8 nos asegura que esta
aplicacion estd bien definida. Veamos que se trata de una biyeccion.

Sean |- |1 y | - |2 dos valores absolutos no arquimedianos no equivalentes y supongamos
que su imagen por f es la misma, es decir, existe > 0 tal que

log,,(|z[1) = rlog,(|zl2)
para cada x € K. Por tanto,

ol = alotale) — 7 10al) — (jof, ),
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por lo que |- |; y | - |2 son equivalentes y hemos llegado a una contradiccién. Podemos
asegurar que f es inyectiva.

Para la sobreyectividad, tomemos una valoracion, v’, de rango uno sobre K. Consideramos
el valor absoluto no arquimediano dado por |z| = o~¥'®). Entonces la imagen de este
ultimo por f es la valoracién dada por

v(z) = —log,(|z]) = —log,(a™®) = —(=v/(z)) = v/(w),
y concluimos que f es una biyeccion. n

Gracias a este resultado, podemos trabajar indistintamente con valores absolutos no
arquimedianos sobre K o con valoraciones sobre K, segiin nos convenga.

Definicién 1.6.10. Sea K un cuerpo y v una valoracion sobre K. El subanillo
A, ={r €K:v(zx) >0}

se denomina anillo de valoracién de v. Un dominio de integridad D se dice que es un
anillo de valoracién cuando existe una valoracion v sobre K(D) tal que D = A,. En el
caso particular de que exista una valoracion, v, de rango uno tal que D = A, se dice que
D es un anillo de valoracion de rango uno.

Observacién 1.6.11. Notemos que A, = K(D) exactamente cuando v es la valoracion
trivial.

Esta definicion encaja perfectamente con la dada en la Definicion 1.4.4 para el caso
particular de la valoracion p-adica.

Proposicion 1.6.12. Sean vy y vy dos wvaloraciones de rango uno sobre K. FEntonces
A, = Ay, si, y solo si, v1 y v son equivalentes.

Demostracion. Si consideramos los valores absolutos asociados |- |1 y |« |2, en virtud de
la Proposicion 1.6.9, queremos demostrar que:

|- |1y |-]2 equivalentes si, y solo si, By :={x € K: |z|; <1} = By :=={z € K: |z|], < 1}.

Supongamos que | - |y y |- |2 son equivalentes. Entonces existe un r > 0 tal que
|z|o = |x|] para cada = € K. Claramente tenemos una contencién ya que

lz], <1 = |z|} < 1= |z|; <17 =1.

La contraria es también inmediata por el mismo argumento ya que |z|; = (|z|2)/" para
cada x € K.

Supongamos que By = By. Entonces, en virtud del Lema 1.5.4, usando la segunda
equivalencia de este resultado, podemos asegurar que |- |; y | - |2 son equivalentes. ]

Definicién 1.6.13. Un grupo Abeliano totalmente ordenado, (G,+,<), se dice que sa-
tisface la Propiedad Arquimediana si para todo a,b € G con 0 < a < b, existe n € N tal

que
n veces

——f
b<na=a-+a-+..+a.
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A continuaciéon vamos a presentar un lema que méas tarde nos ayudara a caracterizar
los anillos de valoracién de rango uno de dos formas distintas. Su demostraciéon, que
aparece en el texto de Laszlo Fuchs [3] y que originalmente se la debemos a Otto Ludwing
Holder, no la daremos con todo el detalle necesario ya que para ello seria preciso dar las
definiciones y las principales propiedades de las Cortaduras de Dedekind y creemos que
esto no justificaria la extension que esto nos llevaria para un resultado que es técnico y
que se aleja del objeto central del trabajo.

Lema 1.6.14. Si (G,+,<) es un grupo Abeliano totalmente ordenado que satisface la
Propiedad Arquimediana, entonces existe un isomorfismo que conserva el orden entre G
y un subgrupo de (R,+, <).

Demostracion. Podemos suponer que G # {0} y entonces existe un @ € G con a > 0.
Vamos a definir una aplicacién p : G — R de la siguiente forma:

o s(a) =1.

e Si b > 0, consideramos el conjunto
m

Sy = {—GQ:n>O,ma<nb}.
n

Sia < b, entonces 1 € 5. Si por el contrario b < a, por la Propiedad Arquimediana,
existe n € N tal que 1/n € S,. Por tanto, Sy # +0. Ademds, si b < a entonces
1 ¢ Sy ysia<b,porlomismo que antes, existe m € N tal que b < ma y, por tanto,
m ¢ Sp. En cualquiera de los casos, S, # Q.

Por otro lado, si tenemos m/n € S, y m'/n’ € Q con m'/n’ < m/n, entonces
ma < nby m'n < mn'. Juntando ambas desigualdades,

m'mna < mn'nb = m'a <n'b= m'/n’ €5

Por tanto S, debe estar acotado superiormente ya que sabemos que existe, al menos,
un racional que no pertenece a S, y también sabemos que un numero pertenece,
todos los menos también por lo que si no existiese cota superior, deberia ser Q = 5.
Definimos entonces p(b) = sup S, (un conjunto S, de racionales satisfaciendo estas
condiciones se dice que es una cortadura de Dedekind).

e Sibe G conb < 0, entonces p(b) = —u(—b) que si estd definido pues —b > 0y
usamos el apartado anterior.

e Por ultimo, x(0) = 0.

Ahora habria que verificar que u es, en efecto, un isomorfismo que conserva el orden.
Es en este momento cuando necesitariamos utilizar las propiedades de las Cortaduras de
Dedekind que, como ya anticipamos, se alejan del objeto central del trabajo y supondrian
extenderlo en exceso, por lo que omitiremos este paso.

Utilizando entonces las propiedades de las Cortaduras de Dedekind se llega a que ve que
(b —c) = pu(b) — p(e) y u(b) > 0 si, y solo si, b > 0 para cada b, ¢ € G. Por tanto, u es
un isomorfismo que preserva el orden y hemos probado lo que queriamos. O

Notacién 1.6.15. Sea A C R un subanillo de un anillo R y x € R\ A. Denotamos por
Alz] al minimo anillo que contiene al subanillo A y al elemento x.
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Tenemos ya todas las herramientas necesarias para demostrar el siguiente resultado

que caracteriza los anillos de valoracion:

Teorema 1.6.16. Sea D un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones. Son
equivalentes:

1) D es un anillo de valoracion de rango uno no trivial.
2) D es un subanillo mazimal propio de K.

3) Se cumplen las siguientes dos propiedades:

i) para cada x € K \ {0}, si x ¢ D, entonces x~' € D;
ii) sea w € D con x™' ¢ D. Siy e K*, entonces existe n € N tal que z" € Dy.

Demostracion.

Supongamos que D es un anillo de valoracién no trivial. Entonces, por la
Proposicién 1.6.12, D # K ya que, de lo contrario, v seria trivial. Sea B C K un
subanillo tal que D C B C K. Seax € By x ¢ D, entonces v(x) < 0, lo que implica
que v(z~!) > 0.

Sea y € K \ {0}, si consideramos los nimeros reales v(z™') y v(y™'), sabemos
que existe un n € N tal que nv(z™!) > v(y™!), luego v(y) > v(x™) por lo que
y € Dx™ C DB C B. Por tanto, B = K y como consecuencia, DD es un subanillo
maximal propio de K.

m Para probar i), supongamos que D es un subanillo maximal propio de K.
Sea * € K con z ¢ D. Por reduccién al absurdo, supongamos que z~! ¢ D.
Entonces, D[z!] es un subanillo que contiene estrictamente a D que, por hipétesis,
es maximal, luego D[z~ 1] = K. Podemos escribir entonces

r=ag+azr t+.. +ax ™

con a; € D para cada 1 = 0,1,...,n. De esta manera,

" = qoa™ + a "+ L+ ay.

De la misma forma, para cada k > 1, se puede expresar "% como una combinacién

lineal con coeficientes en D, de los elementos 1, z, z?%,..., ". Por tanto, K = D|x]
es un D-modulo finitamente generado. Como K es el cuerpo de fracciones de D y
K # D, hemos llegado a una contradicciéon ya que K no es un ideal fraccionario.
Por tanto, 27! € D.

Para probar i), sea x € D con ! ¢ D, entonces D[z~!] = K por la maximalidad
de D. Sea ahora y € K* cualquiera, entonces y~' € D[x™!] y pude ser escrito como

y_l =ay+amr 4+ ... Faz"

con ag, dq, ..., a, € D. Si denotamos

a=apx" +az" t+ ... +a, €D,
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esto implica que y~! = az™" y entonces 2" = ay € Dy.

Supongamos que se cumplen las dos propiedades de 3) y denotemos por
U = D*. Comenzamos definiendo el grupo G = K */U y vamos a ver que podemos
establecer en él un orden total.

Sean x,y € K* (denotamos por zU e yU sus respectivas clases en GG) con zU £ yU,
entonces z 1 y, por lo que yz~! ¢ D. Teniendo en cuenta nuestra hipdtesis, necesa-
riamente (yz~1)™' = 2y~ € D, por lo que yU < zU. Con esto hemos probado que
GG es un grupo multiplicativo totalmente ordenado.

Ahora, si U < zU con U # zU, significa que existe x € D y = ¢ U, por lo que
=t ¢ D. SiyU € G, aplicando i), existe n € N tal que 2" € Dy, por lo que y
divide a 2™ y asi yU < 2"U = (2U)". Esto prueba que G satisface la Propiedad
Arquimediana.

Sabemos, ademads, que existe un isomorfismo, ¢, entre un grupo Abeliano aditivo
y ordenado, H, y el grupo multiplicativo ordenado G anteriormente descrito y que
dicho isomorfismo conserva el orden. Esto hace que H satisfaga la Propiedad Ar-
quimediana y, en virtud del Lema 1.6.14, podemos considerar H como un subgrupo
de (R, +, <). Definimos una aplicacién

v: K — HU/{oo},
dada por

e v(0) = oc;

e Six e K* sea z, = ¢(xU) € H, entonces v(z) = z,. Veamos que v es una
valoracién en K. Si z, = ¢(2U) y 2z, = ¢(yU) con x,y € K*, entonces

2y + 2y = O(axU) + ¢(yU) = ¢p(aU - yU) = ¢(zyU)

por tanto, v(zy) = v(z) + v(y). De la misma forma, si v(x) < v(y), entonces
xU < yU y asi x | y. Como consecuencia, x | (z + y), luego

v(z +y) = v(z) = minfu(z), v(y)}-

Para finalizar, notemos que x € D si, y solo si, U < xU, es decir, z € D si, y
solo si, v(z) > 0, lo que implica que D es el anillo de valoracién de v lo que
concluye la prueba.

]

Finalizamos esta pequena introduccion a las valoraciones sobre un cuerpo con un re-
sultado que utilizaremos mas adelante en la descripcién de los niimeros p-adicos:

Proposicion 1.6.17. Sea D un anillo de valoracion de rango uno no trivial, entonces D
es un anillo local.

Demostracion. Por el Teorema 1.6.16, sabemos que para cada x € K \ {0} con = ¢ D
entonces x~! € D. Como D C K (por ser anillo de valoracién no trivial) entonces D no
puede ser un cuerpo al ser K el minimo cuerpo que contiene a D. Sabemos entonces que
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existe un ideal maximal de D no nulo que llamamos M. Queremos ver que es el Unico.
Por reduccion al absurdo, si existiese otro ideal maximal M’ £ M de D, entonces escojo
z,y € Dconx € M\ M ey e M\ M. Considero el elemento xy~' € K. Si ay~* € D,
entonces z = zy 'y € M’ lo cual es una contradiccién, por lo que zy~' ¢ D. Del mismo
modo, z 'y ¢ D. Por tanto hemos contradicho nuestra hipétesis al suponer que existen
dos ideales maximales distintos en D. Afirmamos que D es un anillo local. O]

Observacion 1.6.18. FEste resultado también es cierto para anillos de valoracion que
no sean necesariamente de rango uno. La demostracion es muy similar aunque para el
proposito para el que nosotros para el queremos este resultado, es suficiente con demos-
trarlo para el caso de rango uno.



Capitulo 2

Compleciéon de Q

A pesar de su riqueza y versatilidad, Q tiene una propiedad notable: no es completo
para ningun valor absoluto no trivial. Esta caracteristica significa que hay sucesiones de
numeros racionales que convergen a un limite que no esta en Q, lo que sugiere que el cuer-
po de los racionales es “demasiado pequeno”para abarcar todos los niimeros de interés.
La falta de completitud hace que su utilidad en diversas areas matematicas y en aplica-
ciones practicas donde se requiere el tratamiento de la totalidad de los niimeros reales sea
limitada. Es por ello que resulta de gran interés la complecién de Q y, en especial para
nosotros, la que se realiza a través de un valor absoluto p-adico.

2.1. Introducciéon

Comenzamos este nuevo capitulo recordando algunos conceptos bésicos de Analisis y
justificando la necesidad de anadir limites a algunas sucesiones de interés.

A lo largo de esta seccién trataremos con limites respecto de diferentes valores abso-
lutos sin hacer distincién entre la notacién. Salvo que se indique otra cosa, los limites de
sucesiones de valores absolutos seran respecto del valor absoluto usual en R y, cuando las
sucesiones sean de nimeros racionales que no vengan indicados como valores absolutos,
los limites se tomaran respecto del valor absoluto p-adico.

Definicién 2.1.1. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto definido en él.

1) Una sucesion (x,)nen de elementos de K se dice que es de Cauchy si para cada
€ > 0, emiste un ng € N, que depende de €, tal que

|2y — T < € S0 mym > ny.

2) Se dice que K es completo para | - | si toda sucesion de Cauchy de elementos de K
tiene limite en K.

Ejemplo 2.1.2. Veamos que Q no es completo para | - |«. Definimos la ya conocida
sucesion N
Ty = (1—|——> , neN,
n

33
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que es claramente de niumeros racionales. Esta sucesion converge hacia e cuando n — 0o,
por lo que es de Cauchy para |- |o. Sin embargo, e ¢ Q, por lo que no puede ser completo.

Es ya conocido que R es completo para el valor absoluto | - |o. De hecho, como Q
es denso en R, es el cuerpo més pequeno que contiene a QQ y que es completo para este
valor absoluto. En estas circunstancias se dice que R es el completado de Q para el valor
absoluto | - |«. Este término se puede generalizar a cualquier cuerpo K a través de la
siguiente definicién:

Definicién 2.1.3. Sea K un cuerpo y | - | un valor absoluto definido en él. Se dice que
otro cuerpo L. con un valor absoluto | - |1, definido en él, y para el cual es completo, es el
completado de K para el valor absoluto |- | si existe una inclusion i : K — L tal que i(K)
es denso en L y |z| = |i(x)|L para todo x € K.

Lema 2.1.4. Sea | - | un valor absoluto no arquimediano definido en Q. Entonces una
sucesion de numeros racionales, (T,)nen, €s de Cauchy para |-| si, y solo si, lim,, o0 |Tpi1—
z,| = 0.

Demostracion.

Es inmediata.

Supongamos que lim,, o |Zn41 — 2, = 0. Fijado un € > 0, entonces existe ng € N tal
que |z,41 — x,| < € para todo n > ng.

Sean ahora m,l > ny y supongamos que m = [ + s. Entonces

|xm - ZL’[| = |xm —Tm-1t+Tm-1—Tm—2+Tm-2— . — Tm-st1 + Tin—st1 — IL’[| <
< max{|Tm — T, [Tmo1 — Tm—z|, o [Tmesi1 — @]} < e
Por tanto, (x,).en €s una sucesién de Cauchy. n

Este tltimo resultado no es necesariamente cierto cuando se tiene un valor absoluto
arquimediano. Basta considerar en R, con el valor absoluto | - |, la sucesién se sumas
parciales de la serie armoénica:

n

S":Z%’ n € N,

k=1
que no es de Cauchy por no ser convergente y ser R completo y, sin embargo,

1
lim [Speq — S,| . = I —0
A 9 = Bnloe = 0 20T

Lema 2.1.5. Consideramos en Q un valor absoluto no trivial |-|. Sea (z,)nen una sucesion
de Cauchy de nimeros racionales para ese valor absoluto, entonces existe M > 0 tal que
|z,| < M para cadan € N.

Demostracion. Fijado un € > 0, existe ng € N tal que

|Tp — @ < €
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para todo n,m > ng. Empleando la segunda desigualdad triangular,
|Tn| = || < |2 — 2| <€ = |z,| < €+ |2
para cada n, m > ng. Tomando m = ny,
|z,] < €4 |2y,
para cada n > ng. Sea M = max{|x|, |xa|, ..., |[Tng—1|, |Tno|, € + |0y |}, entonces
|z,| < M para todo n € N,

como queriamos demostrar. O

A continuacién vamos a presentar dos propiedades relativas a la suma y producto de
limites que, si bien son ya conocidos en Anadlisis, conviene generalizarlas para cualquier
cuerpo con un valor absoluto no trivial.

Lema 2.1.6. Sea K un cuerpo con un valor absoluto no trivial, |- |, definido en €l y sean
(Zn)neN, (Yn)nen dos sucesiones en K tales que, para ese valor absoluto,

lim z, =z, lim y,=y.

n—00 n—00
Entonces:
1) lim,, x, + yp =+ ¥.
2) lim,,, z,y, = zy.
Demostracion. 1) Fijado un € > 0, existen ng, my € N satisfaciendo que
€ €
| — 2] < 5 lyn —y| < B}

para todo n > ng, m > mg. Entonces, para cada n > Ny = max{ng, mo} se tiene

que
€

2

€
|mn+yn—x—y\§|xn—x|+|yn—yl<§—l— =€

2) Por el lema previo podemos encontrar un M > 0 tal que |y,| < M y |z| < M.
Sea € > 0, sabemos que existen ng, mg € N satisfaciendo que

=2l < 5 =yl < 55

In — T arr) n - arT

on TS o

para todo n > ng, m > mg. Entonces, para cada n > Ny = max{ng, mo} se tiene
que

|mnyn - $y| = |Inyn - xyn| + |xyn - $y| = |xn - I||yn| + |yn - y||{L‘| <
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Seguidamente vamos a demostrar un importante resultado que ya habiamos adelanta-
do en la introduccién de esta seccion.

Proposicion 2.1.7. El cuerpo Q de los racionales no es completo para ningin valor
absoluto no trivial.

Demostracion. Gracias al Teorema de Ostrowski podemos trabajar tinicamente con los
valores absolutos del tipo | - |, cuando p < co. Lo que vamos a hacer serd fijar un valor
absoluto | - |, para algin primo p < oo (ya estd probado que Q no es completo para |- |)
y encontrar una sucesién de Cauchy que no sea convergente para | - |,.

Consideramos la sucesion en Q dada por

(Tn)nen = (Z pk!>

En virtud del Lema 2.1.4, dado que

neN

|Trg1 — Tnlp = |p(n+1)!|p = p_(nﬂ)! — 0,
n—oo

tenemos que la sucesion (z,)nen es efectivamente de Cauchy para | - |,. Por reduccién al
absurdo, vamos a suponer ahora que lim,,_,, z, = a/b respecto de |-|,, cona € Zy b e N
coprimos.
Para cada n € N, es claro p solo divide una vez a > _,_, p* como consecuencia se tiene
que Y r_ p* €S(0,p7!) :={z € Q: |z| = p~'} para cada n € Ny, por ser este conjunto
cerrado (es el complementario de B(0,1) U (Q \ B(0,1))), el limite también estard en la
esfera, luego podemos afirmar que |a/b|, = p~*, lo que implica, por el hecho de que a y b
sean coprimos, que p 1 b. Esto ltimo lo utilizaremos més adelante.
Fijado un n € N cualquiera, tenemos que

n+m m n m n
a o, Y (n+k)! k! 7 (k) _ & _ k!
p = dim, D o= lim 3 pa D = lim 3 = - e

, . | , — |
De nuevo, como cada uno de los términos > ", p R estd en la esfera S (0, P (”“)'), el
limite cuando m tiene a infinito también debe pertenecer a dicha esfera, es decir,

a/b— zn:pk!
k=1

De esto iltimo, junto con el hecho de que p t b, se deduce que

v (a - pr’“) = U (b (% B ZPM» = v,(b) + v, (% - Zp’“’) -

=0+(n+1)!=Mn+1),

_ p—(n—‘rl)!.

p

es decir, p™ ™| (a— by, pt).
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Por otro lado,

a— bi:pk!
k=1

n n! ni+1 _ 1
00 k=1 k=0

< |a)so 4 bp™ .

Tomando limites respecto del valor absoluto | - |o,

- bn!+1 b
limu:h’m< o] ):0<1,

n—00 p("JFl)! n—o0 p(n+1)! pn-n!fl

luego, para un ng € N suficientemente grande, se tendria que

no
a—>b Zpk!
k=1

< |a|oo + bpnol—l-l < p(no—ﬁ-l)!'

o0

Por tanto hemos llegado a que }a —-b> p* |OO es un entero no negativo que es multiplo
de p"*tD' vy a la vez, es estrictamente menor que p"tY'. La tnica posibilidad es que
|a —-b> p* |OO = 0 pero esto no es posible pues habiamos visto que ‘a -b> P ‘p =
p~ ("' £ 0y, como consecuencia, a — b ;_, p* # 0.

Hemos llegado a una contradiccién y, por ende, la sucesién de Cauchy (x,),en no puede
converger en QQ lo que implica que este 1ltimo no es completo para ningtin valor absoluto

no trivial. O

2.2. Construccion de Q,

Como ya hemos visto en la seccién anterior, Q no es completo respecto de ningin
valor absoluto no trivial, por lo que nuestro siguiente objetivo sera lograr que lo sea. De
este modo, cuando completamos respecto | - |, lo que obtendremos seran los llamados
numeros p-adicos, que representaremos por Q,. En particular, podriamos decir que los
nimeros reales son los nimeros oo-adicos. La manera en la que vamos a completar QQ es
bastante intuitiva. Fijado un nimero primo p vamos a anadir todos los limites, respecto
de |-|,, de cualquier sucesiéon de Cauchy de nimeros racionales, identificando aquellas que
de converger, lo harfan hacia el mismo limite.

Definicién 2.2.1. Denotamos por € = C,(Q) al conjunto de todas las sucesiones de
Cauchy para | - |, de elementos de Q, es decir,

C = Cp(Q) = {(zn)nen : (Tn)nen es una sucesion de Cauchy de Q para |- |,}.

De ahora en adelante, cuando no haya confusion, omitiremos nombrar el valor abso-
luto p-adico para el que una sucesion es de Cauchy. A continuacién vamos a probar dos
resultados que si bien ya son conocidos en Anélisis, es necesario verificar que se cumplen
para un valor absoluto p-adico.
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Proposicién 2.2.2. Sean (2,)nen, (Yn)nen € C, entonces las operaciones
(xn>n€N + (yn)nEN = (.an + yn)n€N7

(xn>n€N : (yn)neN = (xnyn)neNv

hacen que (C,+,+) sea un anillo conmutativo con unidad.

Demostracién. Unicamente vamos a probar que € es cerrado para las operaciones de suma
y producto, siendo el resto de propiedades sencillas de demostrar.
Sean (Z,)nen, (Yn)nen € €, entonces fijado un € > 0 sabemos que existen ng, mg € C tales
que

€ €
57 |y7' _yS|P < §
para cada n,m > ng y r,s > mg. Tomando Ny = max{ng, mo} y aplicando la desigualdad
triangular, se tiene que, para cada n, m > N,

|Tn = Tmlp <

€
por lo que (xn + yn)neN € C.

Continuando con el producto, en virtud del Lema 2.1.5 sabemos que existe M > 0 tal que
|Z0p, [Ynlp < M para todo n € N. Fijado un € > 0, existen ny,m; € N tales que

€

|xn_$m|p< |yr_ys|p< oM

€
2M’
para cada n,m > n; y r,s > my. Tomando N7 = max{n;, m;} se tendria que, para todo
n,m 2 N17

|xnyn - xmym|p - |xnyn — TnplYm + TnYm — $mym|p S |xn(yn - ym)lp + |ym(wn - xm)|p -

€ €
AR /SN
ont Mo T ©

por lo que (Z,Yn)nen € C. O

= |$n|p|yn - ym|p + |ym|p|xn - xm|p <M

Observacion 2.2.3. Aunque no lo hayamos probado en la demostracion anterior, es
claro que el elemento neutro para la suma es la sucesion constante (x,)nen = (0)nen y €l
elemento neutro para el producto es la sucesion constante (Ty)neny = (1)nen-

Nos preguntamos ahora si nuestro nuevo anillo es un dominio o, mejor atin, un cuerpo.
Con el siguiente ejemplo veremos que existen divisores del cero distintos del cero y, por
tanto, no es dominio y, consecuentemente, tampoco cuerpo.

Ejemplo 2.2.4. Definimos las sucesiones de nimeros racionales (,)nen, (Yn)nen dadas
por

Lop—1 = 07 Ton = pna

Yon—1 = pn, Yan = 0,

para cada n € N. Es claro que (Tp)nen * (Yn)nen = (0)nen ¥ que ninguna de ellas es la
sucesion idénticamente nula. Veamos que son de Cauchy:

|Ton—1]p = 0, |x2s|p =p " para cada n € N.
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Sea € > 0 cualquiera, sabemos que existe ng € N tal que

E <€
para todo n > ng. Entonces para cada r,s > 2nq se tendria que:

e Sir,s impares, entonces claramente |z, — 4|, = 0], < €.

e Sir pary s impar (respect. v impar y s par), r/2 > ng por lo que

< €.

|Tr — Zolp = |20 |p = ‘pr/2|p =

o pr/2

e Por dltimo, st r y s son pares, supongamos sin pérdida de generalidad que r < s.
Entonces se tendria que

|mr . xs’p — }pr/Q . ps/Q{p _ ’pr/2(1 . ps/2—r/2>‘

— | =L <

P pr/2

p =
s/2—r/2|

r/2
=[], [1—p*7", €,
donde para la peniiltima igualdad hemos utilizado que pt (1 —p*/?>7"/2) y, por tanto,

su valor absoluto p-ddico es igual a uno.

Queda claro que la sucesion (T,)nen €s de Cauchy.
Mediante un razonamiento similar se concluye que (Yn)nen también lo es y, como conse-
cuencia, el anillo C no es un dominio al contener divisores del cero distintos del cero.

Definicién 2.2.5. Se define el subconjunto N C € como
N = {(xy)neny € C: lim z, = 0}.
n—oo

Es sencillo ver, en base a que el producto de una sucesién que converge hacia cero por
otra sucesion acotada converge también hacia cero y por el Lema 2.1.6, que el conjunto
anteriormente definido es un ideal del anillo C.

Lema 2.2.6. Sea (x,)nen € C que no tiende hacia cero. Entonces existen 6 > 0 yng € N
tal que |z,|, > 6 para todo n > ny.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que para todo 0 > 0 y para cada
no € N, podemos encontrar un n > ng tal que |z,[, < 9.

Fijamos un ¢ > 0 cualquiera. Por ser una sucesiéon de Cauchy, existe ng € N tal que
|Tp, — Tpm|p < €/2 para cada n,m > ny.

Por otra parte, para ese €/2 y ese ng € N, por lo dicho anteriormente, deberd existir un
N > ng tal que |xy]|, < €/2. Entonces, si n > ng:

€ €
|‘T;n|p§ |xn—xN‘p+|xN‘p< §+§:€’

pero esto implicaria que x,, — 0, que es una contradiccion. O
n—oo
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Proposicién 2.2.7. El ideal N C C es maximal.

Demostracion. Supongamos que existe un ideal M del anillo € con N C M y veamos que
debe ser entonces M = € (o lo que es lo mismo, 1 € M).
Como N C M, debe existir (z,)nen € M que no converge hacia cero. Entonces ((z,,)nen, N) C

M.
En virtud del Lema 2.2.6, deben existir un 6 > 0 y un ny € N tales que

Tl =6 >0

para cada n > ny. Esto implica que x,, # 0 para cada n > ngy. A partir de esto vamos a
definir una sucesién dada por

0 si n < ng,
Yn = .
" 1/z, sin>ng.

Lo primero que vamos a ver es que se trata de una sucesiéon de Cauchy. Para ello vamos
a emplear la caracterizacién de sucesiones de Cauchy que nos proporciona el Lema 2.1.4:

lim | [p = lim | [p = lim ! ! =
nsoo 1 Il T nlp 213%3 Ynt1 = Hnlp = 10 Tn1 T,
. @ — Zpgalp . T — 2l 1
= LA R A -t 0 vF - _ —
nlggo |5Bn+1|p|$n|p - nlgnoo 0?2 02 nlﬁlnolo |$n+1 xnlp 0,

por lo que podemos asegurar que (y,)neny € C. La sucesién producto (2,)nen(Yn)nen €

((xn)nen) es de la forma:
{0 si n < ng,
TnlYn =

1 sin > nyg.

que claramente converge hacia 1. Por tanto, la sucesion (1—2, 4 )nen = (1)nen—(TnYn)nen €
N y podemos escribir

€<(I7JLZnGN> eN

A\

™~

(1>n€N = (xnyn)néN + ((1)nEN - (xnyn)nEN) = (1)n6N € <((5En)nENa N) M,
que es exactamente lo que queriamos probar. O

La idea que hay detras de los resultados anteriores es usar el ideal N para identificar
entre si las diferentes sucesiones de € que deberian converger hacia un mismo limite, es
decir, aquellas cuya diferencia se va haciendo cada vez mas y mas pequena hasta converger
a cero.

Ya tenemos entonces todos los ingredientes que nos van a permitir definir un nuevo
cuerpo que completard a Q respecto del valor absoluto p-adico.

Definicién 2.2.8. Se define el cuerpo de los nimeros p-adicos, denotado por Q,, como

@p:e/j\f'
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No debe llevarnos a confusién el nombre de niumeros p-ddicos ya que, en realidad, los
elementos de @Q, no son nimeros como tal, si no clases de equivalencia de sucesiones de
Cauchy en Q.

A continuacion, vamos a probar que este cuerpo, junto con un valor absoluto adecuado
que definiremos en las siguientes lineas, completa a Q.

Lema 2.2.9. Sea (z,)nen una sucesion de Cauchy que no converge hacia cero. Entonces
existe un ng € N tal que |z,|, = |xm|, para todo n,m > ny.

Demostracion. Por el Lema 2.2.6, sabemos que existe un 6 > 0 y un n; € N tal que
|Zp]p >0 >0
para cada n > ny. Por otro lado, como (z,).en es de Cauchy, existe un ny € N tal que
| — T |p < 6
para cada n,m > ny. Tomando ny = méx{n, ny}, se tiene que
|2 = Tmlp < 6 < max{[@nlp, [Tmlp}

para cada n,m > ny. Atendiendo a esto tltimo, si existiesen n,m > ng tales que |x,|, #
|Zm|p, entonces, en virtud de la Proposicién 1.3.5,

6 > [xy — Tilp = |20 + (—2m)|p = max{|znp, | — Tlp} = max{|znlp, [Tmlp} > 6,
llegando a una contradiccién. Se concluye que |z,|, = ||, para cada n,m > ny. ]

Lema 2.2.10. Sea (z,)nen una sucesion de Cauchy que converge hacia cero. Entonces
lim, o0 |n|p eziste y vale cero.

Demostracion. Fijado un € > 0, existe un ng € N tal que
|z, < €
para cada n > ng. Como ||zy,|,| . = |2n|p, entonces claramente lim,, o |2y, = 0. O

Lema 2.2.11. Sean A € Q, ¥ (Tn)nen, (Yn)nen € € dos representantes distintos de .
Entonces
litn [z, = L [y,

n—0o0

Demostracion. Sea X € Qp ¥ (2n)nen, (Un)nen € € dos representantes distintos de A, es
decir, lim,, . x,, — y, = 0. Entonces,
lim |z, — yu|p, = 0.

n—o0

Aplicando el Lema 1.1.5, se tiene que
0 < ||znlp — |yn|p|oo <|zp = ynlp = nlgrolo ([znlp = ynlp) = 0,

que es lo mismo que decir que lim,_, |y |, = My, o0 [Yn - O
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Gracias a estos tres lemas, vamos a poder definir un valor absoluto en Q, que, adelan-
tamos ya, hard que Q, sea completo. Recordemos que @Q, es un cociente, por ello, cada
vez que nos refiramos a un elemento A € Q,, realmente estamos hablando de una clase de
equivalencia formada por sucesiones de Cauchy con la condicién de que la diferencia de
dos cualesquiera de ellas converja hacia cero.

Definicién 2.2.12. Sea A € Q, y (z,,)nen es un representante de dicha clase, entonces
definimos |\|, como
Alp = nh_{go |Tnlp-

Aunque la notaciéon sea la misma, no debemos confundir el valor absoluto p-adico de-
finido para los niimeros racionales con este nuevo valor absoluto, definido para nimeros
p-adicos. Tenemos mucho que probar aqui. Nuestro objetivo final sera ver que (Q,, | - |,)
es el completado de Q. Pero antes debemos ver que la definicién anterior nos proporciona
un valor absoluto no arquimediano sobre Q,,.

Proposicién 2.2.13. La aplicacion | - |, : Q, — Ry es un valor absoluto no arquime-
diano.

Demostracion. Recordemos que un elemento A € Q, es el cero si, y solo si, algin repre-
sentante suyo estd en N (aunque de estar uno, lo estan todos).

Sea A € Q, y (%n)nen un representante de dicha clase. Supongamos que |A|, = lim, o0 |4,
0 y recordemos que dicho limite es respecto del valor absoluto usual en R. Entonces, fijado
un € > 0 cualquiera, existe ng € N tal que

l|Znlpl, = |2n|p < € para todon > ng.

y, en consecuencia, (,)neny € Ny A = 0.
Reciprocamente, si A = 0, significa que lim,,_,, x,, = 0 y, por el Lema 2.2.10,

Alp = nh_{glo |%nlp = 0.

Continuando con el producto, sean A, it € Qp, v (%) nen, (Yn)nen € € sendos representantes
de sus clases. Entonces,

|)‘ﬂ|p = nlggo |$nyn|p = nlggo |xn|p nlggo |yn|p = |>‘|p|ﬂ|p‘

Por 1ultimo vamos a probar la propiedad no arquimediana que, como ya hemos visto a lo
largo de este texto, es més fuerte que la desigualdad triangular. De nuevo, sean \, u € Q,
Y (Tn)nen, (Yn)nen € € representantes de las respectivas clases. Entonces,

A+ N|p = nlggo |xn + yn|p < nlggo méx{|$71|pa |yn’p} =

méx{ lim ’xn|p= lim ‘ynlp} = mzix{\Mm |:u‘p}~
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Ya tenemos el primer paso. Ahora vamos a definir una inclusién de Q en @@, de manera
que satisfaga las condiciones de la Definicién 2.1.3.

Proposicién 2.2.14. La aplicacion i : Q — Q,, dada por i(x) = \;, siendo A\, la clase
de la sucesion constante (T)nen, €s inyectiva y cumple que

|z|, = |i(z)|, para cada z € Q.

Demostracion. Comenzando por la inyectividad, sean x,y € Q distintos y supongamos
que i(x) = i(y). Esto quiere decir que las sucesiones constantes (x),en ¥ (¥)nen pertenecen
a la misma clase de Q,. Por tanto, la sucesién resta de ambas debe estar en N. Como
(x — Y)nen €s una sucesién constante, converge hacia x —y € Q, por lo que debe ser z =y
y hemos llegado a una contradiccion.

La segunda parte es inmediata. Dado un z € Q cualquiera, entonces i(z) tiene a (z)nen
como representante, por tanto,

|Z(x)|p = nlglolo |x|p = |x|p'

m

Proposicién 2.2.15. Para todo A € Q, no nulo, existe m € Z tal que |\|, = p~

Demostracion. Sea A € Q, \ {0} v (2,,)nen un representante suyo. Entonces sabemos por
el Lema 2.2.9 que existe un ng € N tal que |z,|, converge hacia |z,,|, = p~@0) = p=™
con m € Z. Teniendo en cuenta como se define ||, concluimos que |A|, = lim,, o |24], =
|Zp,|p, = p~™ para cierto m € Z. O

Siguiendo la Definicién 2.1.3, el siguiente paso serd probar que i(Q) es denso en Q
para la topologia métrica generada por | - |,.

Proposicién 2.2.16. El conjunto i(Q) es denso en Q, para la topologia generada por
| ’ |p-

Demostracion. Recordemos que p € i(Q) <= pu = (z),en para algin z € Q.

Fijamos A € Q, y r > 0. Vamos a ver que, entonces, existe un elemento de i(Q) en la

bola B(A, 7). Sea (z,)nen un representante de la clase A y € < r positivo. Como (2,)nen
es de Cauchy, sabemos que existe ng € N tal que

|y — Tp|p < €

para cada n, m > ny.
Sea p € Q, la clase a la que pertenece la sucesién constante ((2,, )nen), €s decir, @ = i(z,,).
Entonces, (2, — &, )nen €s un representante de la clase A — u y se tiene que

A —plp = nh_{{)lo |Tn = Ty lp = nh_,r%o T — Tpplp S €<
n>ng
Por tanto, 1 = (Zn, )nen € 1(Q) N B(A, 7).
Como toda bola abierta y no vacfa del espacio (Q,, | - |,) tiene interseccién no vacia con
i(Q), se concluye que i(Q) es denso en (Q,, | - |,)- O
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Observaciéon 2.2.17. Notese que hemos necesitado tomar € < r ya que las desigualdades
estrictas no necesariamente se conservan bajo el limite. Basta pensar en la sucesion, en
(R, | |oo), dada por (1—1/n)nen, que es estrictamente menor que 1 en todos sus términos
pero su limite es 1.

Por tltimo, nos queda probar que el cuerpo Q,, es completo respecto del valor absoluto

|'|p-

Proposicién 2.2.18. Q, es completo respecto del valor absoluto | - |,.

Demostracion. Sea (Am)men una sucesién de Cauchy de elementos de Q, para el valor
absoluto | - |,. Veamos que tiene limite en dicho cuerpo.
Por la densidad de i(Q) sabemos que, para cada m € N, existe una sucesién i(zn (m )) Ci(Q)
tal que

A = lim i(z(™).

n
n—oo

Entonces, por lo anterior, para cada m € N, existe un NV,, € N tal que

. (m 1
‘)\m—z(x; ))‘p< p” (2.1)
para cada n > N,,. Construimos una sucesién de subindices tomando, para cada m € N,
un j,, > N,, y lo podemos hacer de forma que

<2< o <Jm <

Definimos la sucesién de ntimeros racionales [,, = x,(f" Veamos primero que es de Cauchy

en Q.
Fijamos un € > 0, como (A, )men s de Cauchy en Q,, existe V; € N tal que

N — Ny < =

para cada r, s > Nj. Por otro lado, por la forma en la que hemos escogido los j, se tiene

() 1 0 (5) 1
< - < -.
)] <3 pe-ie] <3
Asi pues, para todo r, s > 3/e tendriamos que .
1 € 1 e
A —i(a™)] <= <2 ()] < =< 2.
@] <3< i) <2<f

Por tanto, para cada r,s > Ny = max{Ny,3/e} se cumple, en virtud de la desigualdad
triangular,

p p

<
P

s — z'(xgj))‘p <3. g — e

Al A= Aslp +
p
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Ya hemos probado que (I,,)nen €s una sucesién de Cauchy en Q, por tanto, podemos
considerar su clase p € Q,,.
Primeramente, para cada m € N, se tiene que

L n—o0

‘u—z (U‘zlmw@—wﬁp
p
y, como la sucesién es de Cauchy, existe Ny € N tal que

= b <

para cada n,m > Ns. De aqui obtenemos que, tomando m > N,

—'lezl’ by — bl = 1000 [l — l]y < <
‘N Z(xym )p nggo|n m|p gi_{%|n m|p— 9
Por otro lado, usando (2.1),
1 €
A — (™) < = < =
‘ ]m ) p m 2

para cada m > 2/e.
Entonces, para cada m > max{ Ny, 2/¢},

o) )
p
‘,u—i(x(:j ‘ ) )\m <2- 5 =€
Por tanto, la clase i € Q, es el limite de la sucesién de Cauchy (A;)men- O

Lema 2.2.19. Sea (z,)nen una sucesion de Cauchy en Q. Se tiene que

Jm i(en)

, = A [y,
donde el valor absoluto de la izquierda es aquel de la Definicion 2.2.12 y el de la derecha
el valor absoluto p-ddico en Q.

Demostracion. Como (Z,)nen €s una sucesion de Cauchy en Q, el Lema 2.2.9 y el Lema
2.2.10 nos aseguran que la sucesion (|x,|,)nen converge en (R, |-| ). La sucesion (i(x,))nen
de @, es claramente de Cauchy pues

i(@a) = i(2n)lp = [i(2n = @)y = |0 — Tl

La Proposicién 2.2.18 nos asegura que (i(x,,))nen es convergente en Q,. Ademds, es claro
que limy, o0 |Z5]p, = Umy o0 [i(24) -

En virtud de la Proposicién 1.3.8 se tiene que lim,,_, |i(2,)], = | 1m0 i(2y)[p. Con-
cluimos que

= lim |z,

lim i(x,) = am

n—oo
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Observacion 2.2.20. Notemos que si tenemos un cuerpo cualquiera K con un wvalor
absoluto no arquimediano | -| definido en €l y un homomorfismo de inclusion j : K — Q,
satisfaciendo que j(K) es denso en Q,, entonces el resultado anterior es igualmente cierto
para cualquier sucesion de Cauchy de K.

Los resultados anteriores nos permiten demostrar el siguiente teorema que sera de
gran importancia de ahora en adelante, ya que nos permitird trabajar con Q, olvidando
la construccion.

Teorema 2.2.21. Para cada primo p € Z* existe un cuerpo Q, con un valor absoluto no
arquimediano | - |, cumpliendo que

1) eziste un homomorfismo de cuerpos inyectivo Q — Q,, y el valor absoluto inducido
por | -], en Q a través de esa inclusion es el valor absoluto p-ddico;

2) la imagen de Q por esa inclusion es densa en Q, ;

3) Q, es completo respecto del valor absoluto | - |,.

El cuerpo Q, satisfaciendo 1), 2) y 3) es unico salvo el isomorfismo que preserva los
valores absolutos.

Demostracion. Las afirmaciones 1), 2) y 3) ya han sido probadas en las Proposiciones
2.2.14, 2.2.15, 2.2.16, 2.2.18 respectivamente. Solo nos queda probar la unicidad.

Sea K otro cuerpo con un valor absoluto no arquimediano |- | definido en él que satisface
las condiciones 1), 2) y 3) y denotemos por

1:Q— Qp,
J:Q—K,

a los dos homomorfismos inyectivos. Veamos que la aplicaciéon f : Q, — K, que cumple
|f(i(z)], = |j(z)|k para todo z € Q, estd bien definida y es un isomorfismo.
Tomamos A € Q,. Hay dos posibilidades:
Si A € i(Q), entonces un representante de A seria la sucesién constante (x),ey para algun
z € Q y definimos f(\) := j(x).
En otro caso, por la propiedad 2), debe existir una sucesioén (x,),en de Q tal que

A= lim i(z,). (2.2)

n—oo

Como toda sucesion convergente es de Cauchy, (i(z,))nen es de Cauchy y, como |i(x)|, =
|z|, = |j(x)|k para todo x € Q, para cada n,m € N se tiene que

|i(zn) — () |p = |i(zn — xm>|p = |z — Tmlp = (20 — Tm) |k = () = J(m)|

y la sucesion (j(x,,))nen también es de Cauchy en K.
Como K es completo por la propiedad &), la anterior sucesién tiene limite. Definimos
entonces la imagen de A como

) = lim ().

n—oo
Antes de continuar, debemos ver que f estd bien definida. Tomemos un elemento A € Q,
y dos representantes suyos (a,)nen ¥ (bn)nen-
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e Si A € i(Q), entonces necesariamente existe a € Q tal que a,, = a = b, para todo
n € N por lo que no hay problemas.

e SiAe@Q,\i(Q), sean (xy)nen, (Yn)nen dos sucesiones de Q tales que

lim i(x,) = lm i(y,) = A

n—oo n—oo

Queremos ver que lim,, . j(x,) = lim,,_, j(y,). Notemos que
17(@n) = (yn) [ = 17(@n =)l = [0 =Ynlp = [i(@n=yn)lp = [i(2n) =i(yn) ], —— 0.
Por tanto, f(\) no depende de la sucesién de Q escogida.

Veamos ahora que |f(\)|x = ||, para todo A € Q,. Por un lado, si A € i(Q),

(Al = li(@) ], = |zlp = 15 ()& = [F (V)]

Por el contrario, si A = lim,, o i(x,) € Q, \ i(Q) cualquiera, entonces por el Lema 2.2.19
y la Observacién 2.2.20,

Al = | i i(wn)] = M [o(en)l, = M |(en)lye = | M j(en)] =
= [f(N)k-

Por tanto, la aplicacion f conserva el valor absoluto. En particular, al conservar el
valor absoluto, es claramente continua ya que para cada € > 0, tomando § = € > 0, si
A= sl < 8, entonces | F(\) — F(u)|x = |fO = wli = [A— sl < .

Veamos que es un homomorfismo de cuerpos usando, para ello, el Lema 2.1.6.

Sean «, 8 € Q,, sabemos que existen sucesiones (Zy)nen, (Yn)nen de Q tales que a =
lim,, o0 i(2), B = lim, o i(y,). Atendiendo a la continuidad de f:

fla+p)=f (Jgrgoi(mn) + Jggoi(ynﬁ =f <JE§O (i(zy) + i(yn))) -

— (Mm@ + yn)) = i F(i(a + 90)) = i j(a+ya) = lim (i(a) + (p)) =

= Tim (o) + lim j(ya) = i f(i(a)) + lim fGi(y) = f (1 iCen)) + £ (Hm i) =
= f(a) + £(B).

De la misma forma se prueba que f(af) = f(«)f(f8). Tomando ahora dos elementos
inversos el uno del otro, A, \™! € Q,, se tiene que

fllg,) = fOXT) = FfN)T! = 1k,

por tanto f es un homomorfismo de cuerpos.

La inyectividad esta clara por ser f un homomorfismo de cuerpos no nulo pues ker(f) es
un ideal de un cuerpo que no es el total y, por tanto, ker(f) = {0}.

Queremos ver ahora que f es sobreyectiva. Para ello usaremos un razonamiento inverso
al que habiamos empleado para su definicién. Sea p € K. Como j(Q) es denso en K,
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debe existir una sucesién (z,),en de racionales tal que p = lim,_,o j(x,) y, como Q,
es completo, lim,,_,~ i(x,) existe y lo llamamos A € Q,. Entonces, por como habfamos
definido f, tenemos que f(\) = py f es sobreyectiva.

Por 1ltimo, notemos que j : Q — K es continua al preservar el valor absoluto de cada
elemento de z € Q. Si vemos a (Q como un subconjunto denso de @Q,,, entonces existe una
unica extension de la inclusién j al cuerpo Q,, que es precisamente la aplicacién f. Si
tuviésemos otro isomorfismo, g : Q, — K, preservando los valores absolutos, entonces es
una aplicacién continua. Ademds, como g es isomorfismo, g(1g,) = 1k = j(1g, ), por tanto
gz = jjz ¥, en consecuencia, gp = j. Por tanto, la aplicacién g es continua y extiende a
j, por lo que necesariamente g = f, concluyendo asi la demostracion. O



Capitulo 3

Primeras propiedades de

En el capitulo anterior definimos el cuerpo de los nimeros p-adicos como una comple-
cién de Q respecto del valor absoluto p-adico.

En este nuevo capitulo nos adentraremos en las propiedades de Q,, estudiando su
estructura algebraica, su topologia, la representacion de sus elementos y finalizaremos con
dos versiones del Lema de Hensel. También enunciaremos el Teorema de Hasse-Minkowski
con el fin de plantear una utilidad practica de los nimeros p-adicos.

3.1. Estructura algebraica y topoldgica de Q,

El objetivo de esta seccion sera explorar la estructura algebraica de los nimeros p-
adicos. Para ello vamos a particularizar lo visto en la seccién 1.4 al cuerpo Q, con el valor
absoluto no arquimediano |- [,. A su vez, también hablaremos de la topologia métrica que
induce el valor absoluto | - |, en Q,.

Comenzamos introduciendo un nuevo tipo de notacién que recalca el hecho de que po-
demos ver al cuerpo de los racionales Q como un subcuerpo de Q,, gracias a los resultados
vistos en la seccién anterior.

Notaciéon 3.1.1. De ahora en adelante, para cada o € Q, entenderemos por a a la
sucesion constante i(o) = (o, o, ..., ...), es decir, cuando hablemos de o € Q y a € Q,
en un mismo enunciado, nos estaremos refiriendo a un numero racional en el primer caso
y a la sucesion constante en Q, en el seqgundo, aunque los trataremos indistintamente
gracias a lo visto en las proposiciones 2.2.14 y 2.2.15.

Definicién 3.1.2. El anillo de valoracion de | - |, sobre el cuerpo Q,,
Zp ={r € Qp:|z], <1},
recibe el nombre de enteros p-adicos.

Claramente Z, es un caso particular de lo ya visto en la seccién 1.4, por lo que ya
conocemos algunas de sus propiedades derivadas de la topologia métrica generada por un
valor absoluto no arquimediano. La siguiente coleccién de proposiciones son importantes
y dan lugar a una serie de consecuencias implicitas que mas tarde detallaremos.

49
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Lema 3.1.3. Sea p € Z primo y n > 1. Si med(a,p) = 1, entonces la ecuacion ax = 1
(méd p™) tiene solucion.

Demostracion. Como med(a,p) = 1, entonces para cada n € N, med(a,p”) = 1. Por la
Identidad de Bézout, sabemos que existen r, s € Z tales que

ra+spt=1=ra—1=—-sp" = ra=1 (mdd p")
y ese r € Z resuelve la ecuacion. O]

De ahora en adelante denotaremos por pZ, al ideal del anillo Z, generado por p.
Notemos que si x € Z,, entonces

1
:%§1<:>|x|p§—.
p |p|p p

x x
x € ply, <= Jy € Z, tal que —:y<:>‘—
p p

Proposicién 3.1.4. El anillo Z, es un anillo local cuyo ideal mazimal es pZ,.

Demostracion. Primeramente, Z, es un anillo de valoracién y, por la Proposicién 1.6.17,
es un anillo local. Ademds, por la Proposicién 1.4.2, B(0,1) = {x € Q, : |z|, < 1} es su
ideal maximal. Queremos ver ahora que B(0,1) = pZ,.

Si x € B(0,1), por la Proposicién 2.2.15, existe n € Z tal que |z|, = p~™ < 1 por lo que
debe ser n > 1, lo que implica que |z|, = p™™ < 1/py, por tanto, x € pZ,.

Hemos probado que B(0,1) C pZ,. Como B(0,1) es maximal, las tinicas opciones son
pZ, = Z, o B(0,1) = pZ,. Notemos que la primera de ellas es imposible ya que |1/p|, =
p > 1, por lo que 1 ¢ pZ,. Concluimos que B(0,1) = pZ,. ]

Proposicion 3.1.5. Se cumple que

a

QN Zy = Zg, ::{b

€ Q:vy(a) —vy(b) > 0} .
Demostracion. Es inmediato. O

Proposicién 3.1.6. Dado x € Z, yn > 1, existe un unico o € Z con 0 < o < p" — 1 tal
que |z —al, <p ™.

Demostracion. Tomamos x € Z, y fijamos un n > 1. Como Q es denso en Q,, sabemos
que existe un elemento de Q tan cercano a x como queramos. En particular, existe a/b € Q
tal que

<p "<l
P

a
xr — —

b

Primeramente, por tratarse de un valor absoluto no arquimediano,

a , a
Smax{)a:—— ,\a:|p} <1.
p bp

5l =5+
| =|-—2+x
p Ib

b
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Por la Proposicién 3.1.5, a/b € Z,). Podemos asumir entonces que p { b. Aplicando ahora
el Lema 3.1.3, existe ¢ € Z tal que bce =1 mdéd p", es decir, p" | (1 —bc). Se tiene entonces
que

_ pvp(b)fvp(afabc) _ pfvp(afabc) — p*Up(a(lfbc)) S pfn.

Por tanto, hemos encontrado un entero, ac € 7Z, tal que

a a )
|m—ac|p:‘x——+——ac‘ Smax{‘x——
P

— < —n.
b b bly 1 ac‘p}—p

Nos falta ver que podemos tomarlo en entre cero y p™ — 1 pero esto es inmediato ya que
existe un inico @« € Z con 0 < a < p" — 1y o = ac (médd p"), es decir, p" | (ac — a) y en
consecuencia |ac — al, < p~". Se tiene entonces que

a a
)
p

|z — al, = | — ac + ac — a|, < max{|zr — ac|,, |ac — af,} <p™",

y ya hemos encontrado el entero « satisfaciendo las dos hipotesis.

Ademas, si existiese otro entero S con 0 < g <p"—1, f#ay |x— ], <p " De las dos
primeras condiciones que cumple [ junto con el hecho de que 0 < a < p™ — 1 obtenemos
que p" 1 (e — (). Utilizando ahora la tercera propiedad de [3,

|a_ﬁ|p = |O‘_95+x_5|p < méx{|a—:17|p, 1B _x|p} <p"

lo que implica que p" | (o — ) y hemos llegado a una contradiccién. Concluimos que
existe un unico entero « con 0 < a <p" —1ly|a—z|, <p " ]

Proposicién 3.1.7. Para cada x € Z,, existe una tinica sucesion de Cauchy (o )nen que
converge hacia x satisfaciendo que:

1) o, € Z cumple que 0 < o, < p" — 1,
2) para cadan € N, a,1 = o, (méd p*).

Demostracion. Sea x € 7Z, cualquiera. Por la proposicién anterior, para cada n € N, existe
un tnico oy, € Z tal que 0 < o, < p" — 1y |2 — aylp, < p~™. Veamos que la sucesion
(n)nen cumple las condiciones del enunciado:
Primero, fijado un € > 0, existe ng € N tal que p™ < € para todo n > ngy. Entonces, para
cada n > ny,

|z — apl, <p ™" <e,

lo que nos asegura que (ay,)nen converge hacia z y, como consecuencia, es de Cauchy.
Segundo, para cada n € N,

|1 — an|p =log —ay + 2 — x|p < méx{|z — an-&-l’pa |z — an|p} <p"

por tanto, p" | (ap1 — ) 0, lo que es lo mismo, a1 = ay, (méd p™).
Para demostrar la unicidad, supongamos que existe otra sucesién (8, )nen de enteros que
converge hacia x tal que:
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1) B, € Z cumple que 0 < 3, <p" — 1,
2) para cadan € N, 5,1 = £, (mdd p™).

Supongamos que existe n € N tal que «,, # 3,. Tenemos, por la primera propiedad que
cumplen ambos nimeros, que p" { (a,, — 3,,) vy, por tanto, |a, — B,|, > p~™. Por otro lado,
existe my € N tal que

|amo - x|p S p—n’ ’Bmo - x‘p S p—n‘

Claramente podemos suponer que my = n + k con k > 1. Entonces,

|05n - Bn‘p - |an — Qpy1 T Q1 — Qpao + Qpyo+ oo — Qpap — Qi p—
—Bn = But1 + Bas1 — Burz + Bave + oo — Bagk — Buk —x +2p <
< méX{|an - an+1|pa |an+1 - an+2|p7 ) |an+k—1 - an+k|p7 |an+k - x|p7

|Bn - ﬁn+1|p7 ’BnJrl - 5n+2|p7 ) lﬁnJrkfl - 5n+k|pa ‘ﬁnJrk - xlp} S pin

y hemos llegado a que p™" < |y, — Bulp, < p~™ que es absurdo. Por tanto, la sucesién que
converge a r y satisface las condiciones del enunciado es tnica. O]

Observacién 3.1.8. Sea p € Z primo. Una sucesion (a,)nen de nimeros enteros que
satisface las dos condiciones de la proposicion anterior:

e 0 < a, <p"—1 para cada n € N;
® a, 1 =y, (m6d p™) para cada n € N;

se dice que es una sucesion coherente. Es inmediato que toda sucesion coherente es de
Cauchy ya que la sequnda condicion nos asequra que |Gpi1 — Qplp, < p~™.

De esta coleccion de cuatro resultados, que podemos considerar como un tnico teore-
ma, se desprenden una serie de consecuencias, algunas mas evidentes y otras que presen-
taremos a modo de resultados. La primera de ellas, y quizas la méas importante, es que
Z,, es el completado de Z respecto del valor absoluto p-adico, de hecho, algunos textos
que construyen los numeros p-adicos, lo hacen probando primero esto. A continuacion,
veremos una serie de corolarios que nos ayudaran a escrudinar mas todavia la estructura
algebraica de Q,.

Corolario 3.1.9. Se tiene lo siguiente:
1) Para cada x € Q,, existe n > 0 tal que p"x € Z,.
2) Para cada n € Z, la aplicacion
U1 Qp — Q@
dada por Yy, (x) = p™x es un homeomorfismo.

3) Los conjuntos p"Z,, para cada n € Z, forman una base de abiertos del 0 € Q, que,
ademds, recubren todo Q,.
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Demostracion.

1)

Sea z € ). Si x = 0 entonces claramente x € Z,. Supongamos que = # 0. Entonces
por la Proposicién 2.2.15, existe n € Z tal que |z|, = p™"
Si n > 0 entonces claramente x = p’z € Z,.
Si n < 0 entonces considero el entero positivo —n. Entonces p~™"z € Z, ya que
—n . —-n _on._-—n __

|, =[P, 2], =p"p " = 1.
Veamos que la aplicacién 1, es un homomorfismo de grupos aditivos biyectivo,
continuo y con inversa continua.
Sean z,y € Q,, entonces

Un(z+y) =p"(x+y) =p"z+ 0"y = ul(z) + Puly).

Por ende, 1, es un homomorfismo de grupos aditivos (esto no es necesario para esta
demostracién pero nos vendra bien mas tarde).
Para probar la inyectividad, si z,y € Q,,

Un(1) = Yu(y) <= po =p"y = r=y.

Por ultimo, para la sobreyectividad, si y € Q,, entonces p™"y € Q, y ¥, (p™"y) = y.
La continuidad de 1, esta clara gracias a la Proposicion 1.3.9, ya que es una res-
triccién de la aplicacion producto al subespacio {p"} x Q,.
Lo mismo para su inversa, que vuelve a ser la aplicaciéon producto restringida esta
vez al subespacio {p~"} x Q,. Por tanto, 1, es un isomorfismo de grupos aditivos
continuo con inversa continua, es decir, un homeomorfismo.

Recordemos que los elementos del ideal principal p"Z, con n € Z estan caracteriza-
dos por:

x € p'l, = ‘% <1<z, <p™".

Py
Teniendo esto en cuenta, es inmediato que 0 € p"Z, para cada n € Z. Ademds, como
¥, es un homeomorfismo, la imagen de abiertos es abierta. Esto nos asegura que
U (Z,) = p"Z, es un abierto (Z, = B(0, 1) es abierto por la Proposicién 1.3.10).
Para ver que es una base de abiertos, sea r > 0, consideramos la bola B(0, r). Existe
n € Z* tal que p~™ < r. Entonces, para cada « € p"Z,,

‘i <l=|z|, <]p",=p " <r=x¢€ B(0,r),
P,

lo que significa que, efectivamente, {p"Z},cz, forma una base de abiertos del 0 € Q,,.
Por ultimo, gracias a lo visto en el apartado 1) de este corolario,

Ur'z, =q,

nel
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Observacion 3.1.10. Es claro que, para cada n > 1, si restringimos el dominio del
homeomorfismo v, al anillo Z, entonces la imagen de dicha aplicacion estd contenida en
L.

A continuacién, vamos a ver cémo podemos extender la valoracién p-ddica, v, a Q,.
Recordemos que, dado un z € Q, |z|, = p~v®)_ Por la Proposicién 2.2.15, para cada
x € Q,p, |z|, = p~" para algin n € Z. Intuitivamente, podemos definir, para cada x € Q,,
vp(z) como ese entero n. Podemos dar una definicién mds natural gracias al corolario
anterior:

Lema 3.1.11. Sea x € Q,\ {0}. Entonces eziste ng =max{n € Z: x € p"Z,} y se tiene
que vy() = ng.

Demostracion. Sea ng € Z tal que |z|, = p™™°, es decir, ng = v,(z). Entonces, € p™Z.
Si tomamos otro entero n > ng, se tiene que p~"™ > p~" y, como consecuencia,

[zl =p™" > p™" = a & p Ly
Concluimos que ng = méx{n € Z : x € p"Z,}. ]

Observaciéon 3.1.12. Ndétese que para el caso de x = 0 € Q,, tiene sentido asignar el
valor v,(0) = oo ya que 0 € p"Z, para cada n € Zy, por lo que el conjunto max{n € Z :
0 € p"Z,} no estaria acotado.

Para finalizar esta breve introduccion a la estructura algebraica de QQ,,, vamos con un
importante resultado que mas adelante nos ayudara a demostrar que hay una correspon-
dencia biyectiva entre los elementos de Z,, y las sucesiones de Cauchy de este mismo anillo.
Pero antes, definamos que es una sucesion exacta:

Definicién 3.1.13. Una sucesion A = B % C se dice que es exacta si Im(f) = ker(g).
Una sucesion de cinco términos se dice que es exacta st lo es cada una de sus partes.

Proposicién 3.1.14. Para cada n > 1, existe un homomorfismo de anillos, @,, tal que

la sucesion
n‘Zp

P
0——>Zp——>zpi””—>z/pnz—>o,

es exacta y las aplicaciones son continuas (considerando en Z/an la topologia discreta).
En particular,

7 ~ 7
Demostracion. Primeramente, por el 3.1.9, la aplicacién 1, es inyectiva y continua lo que
implica que 9,7, es también inyectiva y continua, por tanto, Im(0) = 0 = ker(¢,z ).
Ademds, Im (¢ 7 ) = p"Zy.

Continuando con la sucesion, definimos ahora la aplicacion

on Ly — Ly
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dada por ¢, (z) = a, (mdéd p") siendo a,, el tnico que satisface que 0 < o, < p" — 1y
|z — ay|, < p~™ (existe en virtud de la Proposicion 3.1.6).
Veamos que se trata de un homomorfismo de anillos. Sean z,y € Z,, entonces

pn(z) =, @u(y) =P, enlz+y)=A
siendo «, B y A los tinicos enteros entre 0 y p™ — 1 tales que
[z —amly <p™ ly—FBalp <™ lzty—Ap<p™
Queremos ver que a + = A (méd p").
o+ B-Ap=la—a+B-y+at+y— A, <mix{lo—afp, [B -yl lr+y— A} <p™",

por lo que p" | (o + f — A) y esto implica que ¢, (z +y) = on(x) + ©n(y).
Por otro lado, para esos mismos z,y € Z,, sea 0 € Z, el unico entero entre 0 y p" — 1 tal
que

lzy — 6], <p™", e, 0= pu(ry),

queremos ver que aff = 4§ (méd p").
@B =0y = |af —wy + 2y — Br + P — b, < max{|Blpla — x|y, 2y — 0, 2|6 — ylp}
o [zllB =yl <18 —yl, <p~", pues|z|, € B(0,1);
o |zy—dlp <p™

e Si p | B, entonces |5], < 1y entonces |S|yla — z|, < |a — x|, < p~™. Si por el
contrario p t 3, entonces |5], =1y |B|pla — 2|, = |a — x|, <p™.

Por tanto, |af — d|, < p~" y como consecuencia aff = ¢ (méd p™). Hemos probado que
¥, es un homomorfismo de anillos.
En cuanto al nicleo de ¢, se tiene que

x € ker(p,) <= pn(r) =, (mdd p") =0 (mdd p") <= |z], <p " <=
1z € p"Zy=1m(Yn, )

Si tomamos un elemento (o (méd p")) € Z/an cualquiera, podemos suponer sin ningin
problema que 0 < a < p™ — 1. Entonces a € Z y, como Z — Z,, pn(«) es el tnico entero
comprendido entre el cero y p” — 1 con |a — p,(a)|, < p~™, es decir, ¢,(a) = «, por lo
que ¢, es sobreyectiva.

Para la continuidad de ¢,, si tomamos (« (mdéd p™)) € Z/pnz, con 0 < a < p"—1,
queremos ver que ¢, ' ({a (mdd p™)}) es un abierto de Z,, es decir, la interseccién de un
abierto de Q,, con Z,. Pero esto es claro ya que

on ({a (méd p")}) ={z €Z,: |z —al, <p™"} = Bla,p™") NZ,.

Por tanto, para cada V C Z/an se tiene que ¢, (V) = U, {e} es abierto para el
subespacio Z, y, por ende, ¢, es continua. Concluimos que la cadena

Yn
00— Zy —5 2y 25 L/ — 0
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es exacta y todas las aplicaciones que la componen son continuas (0 — Z,, y Z/an —0

es inmediato que lo son).
Ademas, en virtud del Primer Teorema de Isomorfia aplicado a ¢,,, tenemos que

Y n
Z%nzp =L/ g,
O

Continuando con la exploracién de Q,, vamos a adentrarnos ahora en su topologia (la
generada por | - |,).

Como ya advertimos en la seccion 1.3, daremos por conocidos los conceptos de espacio
de Hausdorff, espacio topolégico compacto y espacio topoldgico conexo.

Recordamos que un espacio topoldgico se dice que es localmente compacto cuando
todo punto tiene un entorno compacto.

Lema 3.1.15. Sea a € Q yn € Z. Entonces
a+p'Z, ={re€Q,:x—acp'Z,} = Bla,p").
Demostracion. Sabemos que, para cada z,y € Q,, se tiene que
r—y€ePl, = |lx—yl, <p "
Tomando y = a se obtiene la igualdad entre ambos conjuntos. O

Proposicién 3.1.16. Q, es un espacio topoldgico de Hausdorff totalmente disconexo.

Demostracion. Que Q, sea disconexo es inmediato por la Proposiciéon 1.3.12. Ademas,

por ser un espacio métrico, es un espacio de Hausdorff. O
Lema 3.1.17. Sea K un cuerpo con un valor absoluto no arquimediano, |- |, definido en
él. Entonces K con la topologia generada por | - | es localmente compacto si, y solo si,

existe un entorno del cero que sea compacto.

Demostracion.
Es inmediato por la definicién de localmente compacto.
Supongamos que existe un entorno U del cero compacto. Tomemos un punto a € K
cualquiera. Entonces, existe 7 > 0 con B(0,7) C U. Por tanto, B(0,r/2) C B(0,r) C
U. Sabemos que B(0,7/2) es compacta por ser un subespacio cerrado de un compacto.
Ademas, la aplicacién

T, K— K

dada por T,(x) = a + x es continua en virtud de la Proposicién 1.3.9. Por otro lado,
z€a+ B(0,r)2) <=1 —a€ B(0,r/2) < |vr —a| <r/2 <=z € B(a,r/2).

Como Tj, es continua, la imagen de un compacto es compacta y, por tanto, T.(B(0,7/2)) =
a+ B(0,r/2) = B(a,r/2) es compacto. O

Proposicién 3.1.18. Z, es compacto.
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Demostracion. Por un resultado de Topologia en Espacios Métricos, sabemos que todo
subespacio completo y totalmente acotado es compacto (recordemos que un espacio métri-
co es totalmente acotado si para cada € > 0 existe un nimero finito de bolas, con centro en
ese espacio y radio €, que lo recubren). Por un lado, Z, es completo por ser un subespacio
cerrado de un completo.

Fijamos un n € N cualquiera, veamos que

Zpy = U B(i,p™).

Sea x € Z,, en virtud de la Proposicién 3.1.6, existe un inicoa € Zcon 0 < a < p"—1
tal que |z — af, < p~™", es decir, x € B(a,p™"). Por tanto,

pn—1

z,< | Bli.p™).

i=0
Six € B(i,p™™) para algin i € {0,1,...,p" — 1},

1
<1

p“p(i) -

[l = o — i +il, < max{le — i, [i],} < max{1/p",1/p*"} =

9

ya que p™ {4 y entonces 0 < v,(i) < n. Por tanto, € Z, y tenemos la igualdad.
Ahora, sea € > 0 cualquiera, sabemos que existe ng € N tal que p~™ < € y tendriamos, a
tenor de lo visto arriba, que

p"o—l p"o—l
z,= |J BG,p™) < |J B(e),
=0 =0

pues claramente B(i,p~ ") C B(i,¢€) para cada i € {0,1,...,p"™ — 1}.
De esta forma, Z, es completo y totalmente acotado y, por tanto, compacto. O

Corolario 3.1.19. Q, es localmente compacto.

Demostracion. Consecuencia directa de la Proposicion 3.1.18 junto con el Lema 3.1.17.
O

3.2. Representacién mediante sucesiones coherentes

Hasta ahora, los elementos de @, siguen siendo desconocidos para nosotros. Hemos
trabajado sobre las propiedades algebraicas y topoldgicas, pero no sabemos qué aspec-
to tienen los nimeros p-adicos mas alla de que son clases integradas por sucesiones de
Cauchy. En esta seccién daremos, a través de sucesiones coherentes, la primera de las dos
representaciones distintas de los elementos de @, de las que hablaremos.

Sabemos, gracias a la Proposicién 3.1.7, que para cada x € Z, existe una tnica suce-
sién coherente (ver Observacién 3.1.8), y por tanto de Cauchy, de elementos de Z, que
converge hacia x. Tenemos entonces una correspondencia inyectiva entre los elementos
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de Z, y las sucesiones coherentes de enteros p-adicos. Pero ademds, como Z, es cerrado
y cada sucesién coherente es convergente (recordemos que Z, es completo), dicho limite
deberd estar necesariamente en 7Z,.

Atendiendo al parrafo anterior, podemos crear una correspondencia biyectiva entre los
enteros p-adicos y las sucesiones coherentes de Z,, y, de esta manera, identificar cada ente-
ro p-adico con su correspondiente sucesién coherente. A continuacion vamos a formalizar
esta idea mediante un resultado, pero antes necesitamos presentar los ingredientes que
utilizaremos.

Recordamos la aplicacion
on: Ly — Ly

definida en la Proposicién 3.1.14, donde ¢, (z) = a,, (méd p™), siendo «, el tnico entero
tal que 0 < o, < p" — 1 con |z — |, < p~™. Para simplificar la notacién, llamaremos

A, = Z/an

y consideramos en A, la topologia discreta (todos los subconjuntos de A, son abiertos).
El segundo ingrediente que necesitamos es el producto cartesiano de todos estos espa-
cios A,,, denotado por
JTAn =41 x Ay x ox Ay x .

neN

y donde consideraremos, como es de esperar, la ya conocida topologia producto. Los ele-
mentos de este espacio seran sucesiones (a,),en donde a,, € A, para cadan € N. Ademaés,
en virtud de la Proposicion 3.1.18 y de un conocido resultado de Topologia General, po-
demos afirmar que ], .y An es compacto para la topologia producto. Denotaremos por

Ry = {(an)nen € H Ap t (ap)nen coherente} C H A,

neN neN

al subespacio formado por todas las sucesiones coherentes. Estamos ya en condiciones de
presentar el siguiente resultado:

Proposicion 3.2.1. La aplicacion

gp:Zp—>HAn,

neN
dada por p(z) = (pn(2))nen para cada x € Z,, es inyectiva y se tiene que Im(p) = R,.

Demostracion. Sea x € Z,, entonces ¢(x) = (pn(x))nen = (an)nen que, en virtud de la
Proposicién 3.1.7, es una sucesion coherente y, por tanto, Im(¢) C R,

Si ahora tomamos una sucesién coherente (a,),en € R, entonces ya hemos visto que
converge hacia un elemento z € Z,. Ademas, sabemos, de nuevo por la Proposicién 3.1.7,
que existe una unica sucesion coherente convergiendo hacia x y esa es, precisamente,
(on(x))nen- Se concluye que (¢, (x))neny = (@n)nen ¥ como consecuencia Im(p) = R,
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Para probar la inyectividad, lo haremos por reduccién al absurdo. Sean z,y € Z, dos
enteros p-ddicos distintos y supongamos que ¢(z) = (©n(2))nene(y) = (©n(y))nen. Co-
mo ambas sucesiones coinciden, deben converger hacia el mismo limite, pero la primera
converge hacia x y la segunda hacia y, llegando a una contradiccién. Podemos afirmar
entonces que ¢ es inyectiva. O

El resultado anterior formaliza lo que ya habiamos anticipado al inicio de la seccién.
Podemos representar los enteros p-adicos a través de las sucesiones coherentes de R,,.

3.3. Representacién mediante expansiones p-adicas

Introducimos ahora otro tipo de representacion para enteros p-adicos que es, quizas, la
que nos da una visiéon mas concreta de Q,, las expansiones p-adicas, las cuales nos permi-
ten descomponer y analizar niimeros p-adicos en base a potencias de p. Veremos que todo
entero p-adico tiene una expansion que le identifica y luego extenderemos esta propiedad
a cualquier niimero p-adico. Esta representaciéon es particularmente ttil para la resolucion
de ecuaciones diofanticas, la teoria de congruencias y otros problemas aritméticos.

Notacion 3.3.1. Al contrario de la seccion anterior donde tomdbamosn > 1, a lo largo de
esta haremos un cambio de subindices y consideraremos que las sucesiones estan indexadas
a partir del cero con este inclusive.

Lema 3.3.2. Sea K un cuerpo y |- | un valor absoluto no arquimediano definido en él tal
que K es completo para dicho valor absoluto. Entonces para cualquier sucesion (an)nen, ,

oo
E a, converge <= lim |a,| = 0.
n—o0

n=0

Demostracion. Supongamos que lim,, o, |a,| = 0. Entonces para cualquier n, m € Ny con
m > n se tiene que, por la propiedad no arquimediana,

S

n+1<k<m

|Sp — Su| = <max{|ag| :n+1<k <m},

y, usando la hipétesis, concluimos que la sucesién de sumas parciales (S,)nen, €s de
Cauchy, y, por tanto, convergente por ser K completo. O

El siguiente teorema es uno de los més importantes en lo concerniente a representacion
los nimeros p-adicos.
Teorema 3.3.3. Todo elemento x € Z, se puede escribir de forma tnica como
[e.e]
n=0

con b, € {0,1,....,p — 1} para todo n € Ny.
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Demostracion. Consideramos una serie cualquiera como la del enunciado, > 7 b,p" con
b, € {0,1,...,p — 1} para todo n € Ny. Denotemos por

es decir, (S, )nen, €s la sucesién de sumas parciales. Notemos que, para cada n € Ny,
|Snlp < max{[bolp, [b1p]ps --s [bap" [} = |bjpj|p <1,

donde b; con j € {0,1,...,n} es el primer coeficiente no nulo de la suma.
Por el Lema 3.3.2, es claro que la serie converge en @, pues

020" |p = [bnlplp" |, < IP"|, =p7" ;;) 0.
Sea x =Y 7 b,p". Entonces, en virtud del Lema 2.2.19, se tiene que

= lim [S,|, <1,
n—oo

ol = fim 5
por lo que x € Z,. Ademas, es claro que para todo n € Ny,

Veamos qué aspecto tienen los b,,.
Como z + pZ, € Zzypzp = Z/pZ, existe un dnico ag € {0,1,....p — 1} tal que x = ao

(méd p), es decir, x = ag + y1p para algin y; € Z,. Tenemos entonces

1

|z — a0|p = |ylp|p = |yl|p|p|p > 1_9

De la misma forma, podemos tomar a; € {0,1,....p — 1} como el tnico entero tal que
Y1 = a1 + y2p para algun y, € Z,. Juntando ambas expresiones se tiene que

T = ay + a1p + yop*

con

1
|2 = (a0 + ap) |y = [12p”ly = lal,lpl, < 0

Repitiendo este razonamiento se llega a que, para cada n € N,

_ 1
|z — (ag + ap + ... + an_1p" "+ anp™)|p, < ey
con ai € {0,1,...,p — 1} para cada k = 0,1, ...,n. La sucesién T,, = ag + a1p + ... + a,p"
cumple que, para un € > 0 cualquiera, existe ng € N tal que 1/p"™! < € para cada n > ny
y, por tanto,

v —T,| <

pn+1 <€
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para cada n > ng. Podemos afirmar entonces que lim,, ., T;, = .
Supongamos que las dos series (0 expansiones) que tenemos para x son distintas:

o [o¢]
T = E b, = g an
n=0 n=0

y b, # a, para algin n € Nj.

Sea m = min{m € Ny : b,, # a,,}. Tenemos que b,, #Z a,, (méd p) lo que implica que
b, — aml, = 1.

Por cémo hemos definido m se tiene que

m m 1
|Sm - Tm|p = |(bm - a'm)p |p = |bm - am|p|p |p =

7

Pero, por la propiedad no arquimediana del valor absoluto, se tendria que

. 1
|Sm — Tonlp = |Sm — v + & — T |p < méx{|Sy, — x|p, | T — x|} < el

Hemos llegado a una contradiccién lo que significa que a,, = b, para todo n € Nj. Asi
pues, hemos probado que podemos identificar cada elemento de Z, con la serie > 7 a,
construida anteriormente. O

Observacion 3.3.4. Notemos que si tenemos x,y € Z, tales que v =y (méd p") para
cada n € N, entonces, por como hemos construido las expansiones p-ddicas, se tendria
que ambas coincidirian y como consecuencia r = 1.

Ya hemos demostrado que podemos representar de forma tinica mediante el limite de
una serie a todo elemento de Z,. Ahora lo que nos interesa es extender esta representacién
a los nimeros p-adicos. Esto es sencillo a raiz del teorema anterior:

Corolario 3.3.5. Todo x € Q, se puede escribir de forma tinica como
r= > bp",
n=-—ng
con 0 <b, <p—1para cadan € Ny y —ng = v,(x).

Demostracion. Sea x € Q,. Si x € Z, entonces v,(x) > 0. Por el Teorema 3.3.3 podemos

escribir
o
n=0

con 0 <b, <p-—1 para cada n € Nj.
Supongamos que v,(x) = ng > 0. En ese caso, haciendo la misma construccién que en la
demostracion del Teorema 3.3.3,

T =Dby4bip+ ... +bpy_1p" 4 yp™
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con y € Zj,. Tenemos que

p "= ‘fyp = |bp+bip+ ...+ bno*lpno_l + ypn0|p’

por lo que necesariamente by = b; = ... = b,,—1 = 0. Por tanto x = Zzozno bp™ si x € Zy.
Supongamos ahora que = € Q, \ Z,. Entonces v,(x) = —ng < 0 con ny € N. En virtud

del Corolario 3.1.9, existe y € Z, con v,(y) = 0 tal que x = yp~"°. Por lo que acabamos
de probar arriba, sabemos que

y= Z cnp" = chp",
n=vy(y) n=0

con 0 < ¢, <p—1 para cada n € Ny. Sustituyendo:
o0 o [o¢]
e (e i = Y- Y o
n=0 n=0 Jj=—no
con 0 < ¢; < p—1 paracada j € Ny, que es exactamente lo que queriamos demostrar. [

Ejemplo 3.3.6.

a) La expansion p-ddica de 1/(1 — p™) para cualquier m € N:

o

() = —

1—pm

n

La forma de demostrarlo es andloga a la suma de series geométricas que se estudia
en Andlisis, pero con para el valor absoluto | -|,. Notemos ademds que la condicion
necesaria y suficiente de convergencia para series geométricas para el valor absoluto

usual, en el caso del valor absoluto p-ddico también se cumple ya que [p™|, =p ™ <
1.

b) Ahora vamos a dar una idea de cémo calcular la expansion T-ddica de 128/9 wutili-
zando lo anterior. Para ello, lo primero que tenemos que hacer es buscar la minima
potencia de T que es congruente con 1 modulo 9.

73 =343 =38-9+ 1.

Ahora escribimos 128/9 como la diferencia entre el primer entero mayor, en este
caso, 15 pues 128/9 = 14,2222222 y un nimero racional en el que aparezca 1 — 7"
para algin n € N en el denominador:

12 1
128 = 15—z =15-7-= 15—7§ =15-7 58

en virtud del apartado anterior.
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3.4. Lema de Hensel

Los ntimeros p-adicos, introducidos a finales del siglo XIX, proporcionan una forma
alternativa de analizar ecuaciones polinémicas y resolver problemas de congruencias que
no pueden ser tratados adecuadamente en el contexto de los niimeros racionales o reales.
El Lema de Hensel, a menudo comparado con el Teorema de Newton para aproximaciones
en analisis real, permite transformar soluciones aproximadas de ecuaciones polinémicas
modulo p a soluciones exactas en el cuerpo de los niimeros p-adicos. En términos mas for-
males, si una ecuacion polindmica tiene una raiz que satisface ciertas condiciones médulo
p, entonces esta raiz puede ser elevada a una solucién en el contexto p-adico. A lo largo de
esta seccion demostraremos este resultado, dando algin ejemplo de uso y alguna conexion
con otras areas de las matematicas. También enunciaremos y demostraremos una version
mas general del Lema de Hensel, el cual nos asegura que si un polinomio se factoriza
modulo p en dos polinomios coprimos, entonces esta factorizacion se puede elevar a cual-
quier potencia mayor de p. Esto proporciona un algoritmo para lo que se conoce como
levantamiento de Hensel, que es fundamental en la factorizaciéon de polinomios y es uno
de los mas eficientes conocidos.

Notacién 3.4.1. Sea F(X) =Y __,axX" € Z,[X] un polinomio. Denotamos por F'(X)
a la deriwada de F(X), es decir,

n
F(X) =) kayX*".
k=0
Unicamente precisamos de un lema previo antes del Lema de Hensel:

Lema 3.4.2. Sea K un cuerpo y F(X) € K[X]. Entonces
F(X+Y)=FX)+ F(X)Y +G(X,Y)Y?
para algin polinomio G(X,Y) € K[X,Y].

Demostracion. Escribamos F/(X) = ag+a; X +...+a,X™ para algun n € Ny. Sustituyendo
X por X +Y y usando el Binomio de Newton,

FIX+Y)=a+a;(X+Y)+ ... +a,(X+Y)" =

=aymX +aY + Y ap(XF+ XY 4+ Gu(X,Y)Y?)
k=2

siendo G(X,Y) la suma de todos los términos de los binomios (X + Y)* (excepto de los
dos primeros que ya los hemos sacado fuera) y sacando Y2 como factor comin, por lo que
Gr(X,Y) es siempre un polinomio. Por tanto,

FX4Y) =) axX '+ kap X' 'Y+ Gu(X,Y)Y? = F(X)+F'(X)Y +G(X, Y)Y
k=0 k=0 k=2

con G(X,Y) € K[X,Y]. O
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Teorema 3.4.3 (Lema de Hensel). Sea F(X) = ap + a1 X + ... + azX? un polinomio
con a; € Z, para cada i € {0,1,....d}. Supongamos que existe un elemento de 5 € Z/pZ
tal que

F(B)=0 (méd p)

F'(B) Z0  (mdd p).

Entonces existe un inico a € Z,, tal que o = f (méd p) y F(a) = 0.

Demostracion. Mediante inducciéon vamos a construir una sucesién de Cauchy de elemen-
tos de Z, cuyo limite serd la raiz a buscada. Buscamos entonces una sucesion (o, )nen C Z,
tal que:

o F(a,) =0 (mdd p"),
e a, =3 (mdd p),

para todo n € N.
Para n = 1 es inmediato tomando «; = (. Supongamos que es cierto para n, es decir,
existen oy, ..., oy, € Zj, tales que

e Flag) =0 (méd pb),
® Q= 5 (méd p)a

para cada k =1,2,...,n.
Queremos encontrar un elemento 41 € Z, tal que

o Flap+1) =0 (méd p™*),
e anp1 = (mdd p).

Usando nuestra hipotesis de induccion, existe una raiz «,, que es divisible por p”. Para
que la sucesion que estamos construyendo sea de Cauchy, el término o, debe cumplir
que a1 = oy, (méd p™). Ademds, de satisfacer esa condicién, entonces

Y

S

|1 — Blp = |1 — B+ an — anlp, < mdx{ a1 — anly, lan — Blp} <

lo que implica que a,1 = 5 (méd p).
Para cumplir la condicién de Cauchy, el a,,,1 buscado se debe poder escribir como

Apt1 = Qp + pntn

para algin t,, € Z,, por lo que la busqueda del a,,1; se reduce a la buscar un ¢, € Z, tal
que
F(oy, +p"t™) =0 (méd p"th).

Por el Lema 3.4.2,

F(a,+p't,) = F(ozn)—i—F/(ocn)p”tn—l—G(an,p”tn)p2”ti = F(an)+F'(an)p™t, (mdd p"“),
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ya que p"* | p?™ para todo n > 1. Queremos encontrar un ¢, € Z, tal que
Flan) + F/(an)p"tn =0 (méd p™).

Para ello notemos que, por hipétesis de induccién, F(a,) =0 (méd p™), por lo que pode-
mos escribir F'(«,,) = p"q para algiin ¢ € Z. Tenemos entonces la ecuacién en congruencias
con incognita t,,,

P'q+ F'(n)p"ta =0 (méd p™*)

que, al dividir por p”, se convierte en
q+ F'(ap)t, =0 (mdéd p).
Como F'(ay,) Z0 (méd p), F'(cw,) es una unidad de Z/pZ y claramente

tn = —q(F'(a,))™"  (méd p).

Por tanto, hemos podido construir el elemento «,, 1 de la sucesiéon. Afirmamos entonces
que existe una sucesiéon de Cauchy, (o, ).n, de enteros p-ddicos que es de Cauchy y que
cumple que F(a,) =0 (méd p") y a, = 5 (méd p) para cada n € N.

Esta sucesién converge en Z, por ser Z, completo y cerrado. Sea a = lim,, o vy € Zy,.
Queremos ver que a = (méd p) y F(a) = 0.

Sea n € N cualquiera, entonces, como a,, 41 = «, (mdéd p™), para cualquier m = n+k >n
se tendria que

Oy, — Oy = Oy — Q] + Q1 + Q2 — Q2 + oo + Q1 — Qg1 — Oy,

y teniendo en cuenta que p" divide a cada resta (a;y1 — «;), concluimos que o, = a,
(méd p™) para cada m > n. Ahora, si m — oo,

a=aq, (médp")

y, como esto es cierto para un numero natural cualquiera, tomamos n = 1 y tenemos
a = (méd p). Ya tenemos la primera condicién, veamos la segunda.
Notemos que, como o = a, (méd p™), entonces F(a) = F(a,) =0 (mdd p™), esto signi-
fica que p" | F(a) y, por ende, |F(«)|, < 1/p™. Haciendo tender n — oo, llegamos a que
|F(a)], = 0, lo que solo puede ocurrir si F'(a) = 0.
Para finalizar con la demostracién, veamos la unicidad de «. Supongamos que existe o’
tal que F(o) =0y o/ = 5=« (mdd p). Si vemos que o = a (mé6d p™) para cadan € N,
entonces tendran la misma expansién p-adica y, por el Teorema 3.3.3, podremos concluir
que o = «. Procedemos, de nuevo, por induccién sobre n:
Para n = 1 ya esta visto tres lineas mas arriba. Supongamos que se cumple para n, es
decir, o/ = a (mdd p™). Podemos escribir o/ = a + p"r, con r,, € Z,. En virtud del Lema
3.4.2,

F(d) = F(a+p"r,) = F(a) + F'(a)p™r, (méd p"*).

Como F(a') = F(a) = 0, llegamos a que
F'(Q)p"r, =0 (méd p"™) = F'(a)r, =0 (mdd p),

y, como F'(a) # 0 (méd p), llegamos a que 7, = 0 (méd p) y, como consecuencia, o/ =
a+p"ts, para algtn s, € Z,, lo que implica que o = a (méd p"*) y con esto concluye
la demostracion. O]
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Ejemplo 3.4.4.

a) Sea n > 1 que no es multiplo de p y uw € Z, con v =1 (méd p). Si consideramos
el polinomio F(X) = X" — u, entonces F(1) =1 —u =0 (méd p) y F'(1) =n #
0 (méd p). Aplicando el Lema de Hensel, existe una unica raiz « tal que o = 1
(méd p) y o™ = u.

b) Si suponemos que p > 2, una aplicacion muy 1til del Lema de Hensel es que nos
permite saber cudndo un numero p-ddico es un cuadrado. Supongamos que tenemos
r € Q. Atendiendo a las propiedades de la valoracion p-ddica, es una condicion
necesaria para que x sea un cuadrado que vy,(z) = 2k para algin k € Z. En ese
caso, y = x/p** cumple que |y|, = 1, por lo que realmente tenemos que ver cudndo
un elemento de Z,, es un cuadrado.

Siy € Z,, fuese un cuadrado, entoncesy = z
lo que implica que z € Zy,.

Consideramos el polinomio F(X) = X? —y. Entonces, por lo que acabamos de ver,
F(2)=0 (méd p) y F'(z) =22 # 0 (mdd p). Aplicando el Lema de Hensel, F(X)
tiene una raiz que es congruente con z modulo p. Por lo tanto, y € Z, serd un

2 (mod p) para algin = y|yl, = |22 = 1

cuadrado si, y solo si, su tmagen por la aplicacion de paso al cociente de Z, a Z/pZ

es un cuadrado de Z/pZ (recordemos que Zz/pzp = Z/pZ ).

Para p =2 lo anterior no es cierto ya que F'(v) =2v =0 (méd 2).
Lema 3.4.5. Seam > 1. 51§ € Q, es una raiz m-ésima de la unidad, entonces § € Zy,.

Demostracion. Supongamos que § € QQ, es una raiz m-ésima de la unidad. Entonces existe
n € Z tal que

1
Elp ==
€l p
Por tanto,

m m 1 *
1= ", =[], :p—mn:> n=0=¢e€Z,
]

Proposicién 3.4.6. Sea p € Z, un primo cualquiera y m un entero positivo cualquiera
que no es multiplo de p. Entonces existe una raiz primitiva m-ésima de la unidad en Q,
s, y solo si, m divide a p — 1.

Demostracion. Fijamos un primo cualquiera p y un entero positivo m que no es divisible
por p. Recordemos que el grupo de unidades de F, es un grupo ciclico de orden p — 1y
que

Xm—1=]]®(X)

klm

donde ®4(X) es el polinomio ciclotémico de grado k.

Por reduccién al absurdo, supongamos que m { (p — 1) y que a € Q, es una raiz
primitiva m-ésima de la unidad que claramente debe ser no nula (®,,(a) = 0). En virtud
del Lema 3.4.5, a € Z,, y que, para el polinomio F(X) = X" —1, F(a) =0y F'(a) # 0.
Entonces, por el Lema de Hensel, @ € Z, es una raiz del polinomio F(X) cuando lo
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reducimos a médulo p, es decir, o es una raiz primitiva m-ésima de la unidad en [F,. Esto
es lo mismo que decir que «, visto como un elemento de IF,, tiene orden m. Pero sabemos
que el orden de cada elemento de I, tiene que dividir a p — 1 y hemos llegado a una
contradiccion.

* *
Supongamos que m | (p — 1) alF, un generador de F; (cuyo orden sabemos que es

—1 . , . .
p — 1). Entonces, a = a’m € [} tiene orden m, por lo que es una rafz del polinomio

P,,(X) € F,[X].
Por otro lado, podemos escribir

X" 1= @, (X)Q(X)

Q(X) = ITnjnmpn Pm(X). Reduciendo a médulo p, derivando y evaluando en a,

ma™ ! = @, (@)Q(a) + Br(a)Q'(a) = B, () Q(a),

y, como Q(«) # 0, podemos afirmar que ®,,(«) =0y & () # 0. Aplicando el Lema de
Hensel, «, ahora visto como un entero p-adico, es una raiz de ®,,(X) y, por tanto, una
raiz primitiva de la unidad en Q,. O

Veamos ahora otra version del Lema de Hensel que es méas general que aquella que ya
hemos demostrado.

Notacién 3.4.7. Dados dos polinomios F(X),G(X) € Z,[X]| yn € N, decimos que son
congruentes modulo p", y escribimos

F(X)=G(X) (mdd p"),
si lo son coeficiente a coeficiente.

Teorema 3.4.8 (Lema de Hensel, Segunda Versién). Sea F(X) € Z,[X]. Suponga-
mos que existen polinomios G1(X), H1(X) € Z,[X] tales que

i) G1(X) es ménico,
i) G1(X) y Hi(X) son coprimos médulo p,
iii) F(X) = G1(X)H,(X) (méd p).
Entonces existen polinomios G(X), H(X) € Z,|X] tales que
i) G(X) es ménico,
it) G(X) = G1(X) (méd p) y H(X) = Hi(X) (mdd p),
i) F(X) = G(X)H(X).

Demostracion. Sean d = deg(F(X)) y m = deg(G1(X)). Entonces deg(H(X)) <d—m
ya que podria ser que el término de mayor grado de F'(X) fuese divisible por p y, por tanto,
cero en [F,. Vamos a construir dos sucesiones de polinomios, (G (X))nen v (Hp(X))nen
que cumplan que, para cada n € N,

i) G,,(X) monico de grado m,
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i) G(X)ne1 = Gal(X) (m6d ) y Hyr (X) = Hy(X) (méd p7),
iii) F(X)=Gu(X)H,(X) (mdd p™).
Por la condicién ii) que pedimos, Ga(X) y Ha(X) se tendrian que poder escribir como
Ga(X) = G1(X) + pRi(X), Hay(X)=Hi(X)+ pSi(X)
para ciertos polinomios R;(X), S1(X) € Z,[X]. Por tanto, la condicién iii) quedaria como

F(X) = (G(X) + pRa (X)) (HL(X) + pSi(X)) =
G1(X)Hy(X) + pGi(X)S1(X) + pHy(X) Ry (X) + p* Ry (X)S1(X) =
G1(X)Hy(X) + pG1(X)S1(X) + pHi(X)Ri(X)  (méd p*).

Como una de las hipédtesis es que FI(X) = G1(X)H(X) (mdd p), existe un polinomio
T1(X) € Zy[ X] tal que
F(X)=Gi(X)H(X) + pT1(X).

Sustituyendo, quedaria la ecuacion
pTi(X) = pGr(X)Si(X) + pHi(X)Ri(X)  (mod p?),
o lo que es lo mismo, al dividir por p,
Ty(X) = G1(X)S1(X) + Hi(X)Ry(X)  (méd p). (3.1)

Queremos ver qué forma tienen esos polinomios R;(X) y Si(X). Utilizamos ahora la
segunda hipdtesis que nos dice que G1(X) y H;(X) son coprimos. Por la Identidad de
Bézout, sabemos que existen polinomios A(X), B(X) € Z,[X] tales que

A(X)G (X) + BOXOH(X)  (mod p).

Definimos los dos polinomios

R(X) = B(X)T1(X), S(X)=AX)Ty(X).

Veamos que Go(X) = G1(X) + pRi(X) v Ho(X) = Hy(X) + pS;(X) cumplen las con-

gruencias.
ii) Claramente G5(X) = G1(X) (méd p) y Ho(X) = Hy(X) (méd p).
iii) Como R;(X) y S1(X) cumplen que Ty (X) = G1(X)S1(X) + H (X)R(X) (méd p),

Go(X)Ha(X) = (G1(X) + pRi (X)) (H2(X) 4+ pSi(X)) =
= G (X)H (X)) + pS1(X)G1(X) + pRy(X)H (X)) = G1(X)H(X) + pTh(X) =
F(X) (moéd p?).

Al polinomio G3(X) que buscamos le pedimos dos condiciones mds que a Hy(X): que sea
moénico y de grado m. El polinomio G5(X) obtenido antes cumple las congruencias, pero
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no podemos asegurar que sea ménico de grado m. Vamos a solucionar esto:
Sabemos que

T1(X) = G(X)S1(X) + Hi(X)Ry(X) (méd p).
Ahora dividimos el polinomio R; (X) entre G (X) y llamamos R;(X) al resto (no confundir
con el R;(X) que hemos usado antes para poner nombre a una de las dos incognitas). Se
tiene que

Ri(X) = Gy (X)Q(X) + By (X)

para algin polinomio Q(X) € Z,[X]. Claramente deg(R; (X)) < deg(G1(X)), por lo tanto
G1(X) + pR1(X) serd ménico de grado m. Si ahora definimos el polinomio S;(X) como

S1(X) = 51 (X) + Hi(X)Q(X)

entonces
] Ry(X)Hy(X) + $,(X)Ch(X) =
= (Bi(X) = GiX)QX)) Hi (X) + (51(X) + Hi(X)Q(X)) G (X) =
= Ri(X)Hi(X) — Gi(X)Q(X)H1(X) + S1(X)G1(X) + Hi(X)Q(X)G1(X) =

— Gi(
= Ri(X)H\(X) + S1(X)G1(X) = Th(X)  (méd p)

Por tanto, R;(X) y S1(X) son también soluciones de (3.1). Como vimos antes, esto sig-
nifica que los polinomios definidos como

G2(X) = G1(X) + pRi(X), Hy(X) = Hi(X) + pSi(X)

cumplen las condiciones i), ii) y iii) y, por tanto, los tomamos como los segundos elementos
de las sucesiones (G (X))nen ¥ (Hn(X))nen respectivamente.

Si ahora lo suponemos cierto para dos polinomios G, (X) y H,(X) utilizando un razo-
namiento idéntico al anterior, podemos encontrar polinomios G,1(X) vy Hui1(X) que
cumplan las condiciones i), ii) y iii). Este paso lo omitiremos para no extender en exceso
la demostracién, pues la forma de proceder es exactamente la misma, cambiando tnica-
mente los subindices y exponentes en funcién del G, (X) (respect. H,(X)) que queramos
calcular.

Recordemos que las congruencias entre polinomios son término a término. Entonces, si
denotamos por (gi(n))neN (respect. (h{™)nen) a la sucesion en la que cada g§”> es el coefi-

: j
ciente que acompana a X’ en el polinomio G,, por la propiedad ii) se tiene que es una

sucesion de Cauchy vy, por tanto, convergente (lo mismo para (h§"))neN).

Sean G(X) y H(X) los limites de G,,41(X) v Hp41(X) respectivamente, es decir, los coefi-
cientes de G(X) y H(X) son los limites de las correspondientes sucesiones de coeficientes
de Gpi1(X) vy Hpp1(X). Vamos a razonar para G(X), siendo idéntico para H(X).
Primeramente, sea n € N cualquiera, entonces, como G(X),+1 = G,p(X) (méd p"), para
cualquier m = n + k > n se tendria que

+Gm—k+l (X) - Gm—k;+1 (X) - Gn (X)7
y teniendo en cuenta que p™ divide a cada resta (G;1(X)—G;(X)) (siempre refiriéndonos
a los coeficientes), concluimos que G,,(X) = G,,(X) (méd p") para cada m > n. Ahora,

sim — 00,
G(X) =G(X) (méd p")



70 CAPITULO 3. PRIMERAS PROPIEDADES DE Qp

y, como esto es cierto para un nimero natural cualquiera, tomamos n = 1 y tenemos
G(X) = G1(X) (mdéd p) (respect. H(X) = Hi(X) (méd p™)). Ademas, en virtud de esto
ultimo, es claro que G(X) es ménico.

Por tltimo, si llamamos b; al coeficiente que acompania a X* en el polinomio G(X)H (X),

entonces sabemos que b; = lim,,_, o bg") donde bg") es el coeficiente que acompania a X'

en el polinomio G,(X)H,(X). Usando la propiedad iii) que satisfacen los polinomios
G,(X)H,(X), tenemos que, si denotamos por f; al coeficiente que acompana a X* en el
polinomio F(X),

‘fz - bz('n)’p <p"

para cada n € Ny cada ¢ € {0,1,...,d}. Fijado un € > 0 cualquiera, sabemos que existe
ng € N tal que p™" < € para cada n > ng. Por tanto, para todo n > ng,

=M, <p T <e

Concluimos que f; = lim,_, b = b; y, en consecuencia, F (X) = G(X)H(X), conclu-

)

yendo asi la demostracion. O

Antes finalizar este trabajo, no podemos despedirnos sin antes enunciar un resultado
de gran importancia en la teoria p-adica. Aunque no lo vayamos a probar, ya que su
demostracion requeriria un estudio pormenorizado de las formas cuadraticas y de sus pro-
piedades, algo que no creemos necesario pues se alejaria de la finalidad de esta memoria,
con el fin de justificar que los nimeros p-adicos tienen utilidad practica y no solo tedri-
ca, presentamos el siguiente teorema, el cual se lo debemos a los matematicos alemanes
Helmut Hasse & Hermann Minkowski y dice ast:

Teorema 3.4.9 (Hasse-Minkowski). Sea
F(Xy, X, ..., X)) € Q[Xy, Xy, ..., X,

una forma cuadrdtica (polinomio homogéneo de sequndo grado en n variables). Entonces
la ecuacion

F(X1,X2,..., X,) =0

tiene soluciones no triviales Q si, y solo si, tiene soluciones no triviales en Q, para cada
p < 00.

Demostracion. Ver el texto de Borevich & Shafarevich [7]. O]
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