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1. Introduccién

En este trabajo se introduce y analiza el método de Stormer-Verlet [4], [5],
un integrador numérico de ecuaciones diferenciales ordinarias ampliamente
utilizado en diversas areas de aplicacién que van desde la Astronomia, donde
es conocido como el método de Stormer, hasta la Dindmica Molecular, donde

los especialistas se refieren a él como el método de Verlet.

En la Seccién 2 se revisan distintas formulaciones del método, que permi-
ten concluir que forma parte de diversas familias de integradores temporales

que han ido apareciendo en la literatura.

En la Seccién 3 se demuestran sus principales propiedades de conserva-
cién (reversibilidad, cardcter simpléctico, conservacién del volumen, ...), y se
ilustran los resultados tedricos presentados mediante la integracion numérica
de algunos problemas concretos, para poner de manifiesto el interés de dichas
propiedades de conservacion.

La Seccion 4 se dedica a la construcciéon de la ecuacion modificada que sa-
tisfacen las soluciones numéricas calculadas con el método de Stormer-Verlet.
Un analisis de las propiedades de conservacién de la ecuacion modificada per-
mite concluir, mediante el andlisis regresivo de los errores, el buen compor-
tamiento a tiempos largos de las aproximaciones numéricas que proporciona

dicho método.

Para finalizar el trabajo, en la Seccion 5 se incluye el desarrollo de dos
versiones de paso variable, una implicita y otra explicita, del método de
Stormer-Verlet y se compara su comportamiento numérico frente a las im-
plementaciones de paso fijo de dicho método, cuando se integra el problema

de Kepler con distintas excentricidades.

En el Apéndice se incluyen los programas que se han implementado en
Python para generar los resultados numéricos que se presentan en la Seccién
D.






2. El método de Stormer-Verlet. Distintas for-

mulaciones

Antes de revisar las distintas formulaciones del método de Stormer-Verlet,
presentamos el tipo de ecuaciones que queremos resolver. Se trata de sistemas

de ecuaciones diferenciales de segundo orden con la siguiente forma
q(t) =f(q(t)), to<t<T, (2.1)

donde q : [tg,T] — R, f : R? — R? se suponen suficientemente regulares
y el punto denota derivacion respecto de t. Se suponen dadas condiciones
iniciales

ate) = qo € RY,  q(to) = vo € R% (2.2)

Nétese que la ecuacién (2.1) representa las ecuaciones de Newton para
sistemas mecanicos conservativos cuando la masa es 1, siendo la aceleracion

g y la fuerza f(q). Se observa que en (2.1), f(q) no depende de la velocidad
a.

2.1. Formulacion de dos pasos

Consideramos una longitud de paso h y una red uniforme de tiempos

t, =to+nh, 0 <n < N, siendo N un natural dado, y denotamos por q,, la

aproximacién a q(t,), solucién exacta de (2.1) en tiempo ¢, para0 <n < N.
T—to

En general h = =52, con lo que iy =T.

Si se impone la ecuacién (2.1) en t,, aproximando {(t,) por diferencias

centrales de segundo orden

q(tn) _ q(tn + h) B Qq}gn) + q(tn — h) + O(h2),
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y se reemplazan los valores de q en t,, — h, t,, y t,, +h por las correspondientes
aproximaciones numéricas q,,_1, qn ¥ Qn+1, tras multiplicar por h?, se obtiene

la formulacion de dos pasos del método de Stormer-Verlet
An+1 — 2Qn +qn-1 = th(qn)a n= 17 27 ) N — 17 (23>

que permite determinar q,.; en funcién de los dos valores anteriores q,
Y Qn—1. De las condiciones iniciales se conoce q(ty), pero no q(t;), por lo
que para poder implementar (2.3) es preciso obtener una aproximacion q; a
q(to + h). Utilizando que qo = q(to), vo = q(to) v d(to) = f(qo), vy teniendo
en cuenta el desarrollo de Taylor de segundo orden de la solucion exacta de

(2.1)

h
q(to+h) = qo + hvo + ?f(QO) +O(h?),
se puede tomar q; = qg + hvy + %2f (qo), como aproximacién a q(t;), para

poder utilizar (2.3) con n = 1.

2.2. Formulacion de un paso

Si introducimos la velocidad ¢(t) = v(t) como nueva variable indepen-
diente, podemos convertir (2.1) en un sistema de ecuaciones diferenciales de

primer orden en el espacio de fases R??
at)=vit), V) =fa), t<t<T, (2.4)

donde q,v : [to, 7] — R% f : R? — R? y se suponen conocidas condiciones
iniciales q(tg) = qo € R?, v(ty) = vo € R%

Tomamos la misma red temporal que en la Seccién 2.1 y, junto con las
aproximaciones q, a q(t, ), introducimos para 0 < n < N, aproximaciones v,
a v(t,), segunda componente de la solucién exacta de (2.4) en el tiempo t,,
dadas por la aplicacién de diferencias centrales para aproximar q(t,) = v(t,)

An+1 — An-1
o (2.5)

Vn



También, consideramos la red de tiempos intermedios £, 1 = to + (n+1)h =
iy + %, 0 <n< N -1,y denotamos por Anil ¥ Vgl las aproximaciones a

q(thr%) y V(tn+%>, dadas, respectivamente, por

qn + qn+1 ’ v

Adn+1 — dn
qn"rg - 2 n—+ - -

) (2.6)

N|=

En el primer caso se hace un promedio de las aproximaciones a q en los
dos tiempos t,, v t,+1, y en el segundo se aproxima de nuevo la derivada por

diferencias centrales.

S restamos v, 1 menos vy, partiendo de las ecuaciones (2.5) v (2.6),

operando y usando la expresién (2.3) obtenemos

_ [ 9n+1 — 9n i An+1 — dn—1
v () (g

= % (2(dn+1 — dn) — (Ant1 — Qn-1))

= (G — 20, + qu)
_2h dn+1 qn qn-1

h

= Ef(qn)'

De esta manera obtenemos una expresion que permite determinar v, 1 en
2

funcién de v,, y f(q,)

h
Vil = Va + §f(Qn) (2.7)
A partir de la segunda igualdad de (2.6), despejando q,, 41 en funcién de qy,
Y Vgl € llega a

Adn+1 = qn + hvn.g_% (28)

Por ultimo, si en (2.5) reemplazamos n por n+ 1 para tener una expresién

para Vpiy, y restamos vyii menos v, 1, utilizando la segunda igualdad de



(2.6), tras operar y usando la expresién del método (2.3) para n+1 obtenemos

Vil — Vo 1= An+2 — dn N Adn+1 — dn
m T 2h h

— % <<Qn+2 — qn) — 2(qn+1 - qn))

1

= ﬁ(qn+2 - 2anrl + Qn)

h

= §f(qn+1>'

Podemos despejar entonces v, en funcién de v, 1y f(qn+1)

h
Vgl = Vn—f—% + Ef(qnﬂ). (2.9)

Combinando las expresiones (2.7), (2.8) y (2.9) tenemos el método de un

paso para el sistema diferencial (2.4)

A
q)gz : : (qn7vn> — (anrlaVnJrl)a

dado por

Vs = Vo + 5f(an),
Ant1 = dn + AV, 1, (2.10)
Vi1 = Vn+% + %f(anrl)'

El valor de q; proporcionado por (2.10) no es otro que el sugerido en la

Seccién 2.1, y para n > 1, los valores q,, que se obtienen con (2.10) son los

mismos que los obtenidos con (2.3).

Existe una versién dual de este método, obtenida de manera analoga a
c6mo se ha obtenido (2.10), que va generando aproximaciones a las dos com-
ponentes de la solucién de (2.4) en los tiempos intermedios, y actualizando

en cada paso en primer lugar las posiciones

B
(I)é ) : (anéaqn7%> — (Vn+%7qn+%)'
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Las expresiones para avanzar un paso de longitud h son

— h
qTL - qn—% + §Vn—%7

Vil =V, 1+ hf(qn), (2.11)

n+

SIS

_ h
i = An+ 5043

Si se concatenan varios pasos de longitud i con el método (2.10), al calcular

Vip 3 se observa que

Vitd = Vag1 + %f<<1n+1)
= (Vn+% + %f(qn+1>> + %f(anrl)

= Vn—i—% + hf(qn-i-l)’

de modo que se puede reemplazar la dltima igualdad de (2.10) por v, 13 =
Vigl +hf(que1) ¥, por tanto, slo es necesario actualizar las aproximaciones a
q en los tiempos enteros y las aproximaciones a v en los tiempos intermedios.
Aunque (2.10) parece sugerir que el método necesita dos evaluaciones de f
por cada paso, tras reemplazar la expresion que actualiza v,.1 por la que
calcula v, | 3 Vemos que una evaluacion de f por paso es suficiente.

De igual manera que para <I>,(1A), tenemos que si se concatenan varios pasos

con el método (2.11), al calcular q,41 se observa que

_ h
Q1 = dptl T 5Vnyl
_ h h
= (qn + §Vn+%> + 2Vntl

= qn—l—hvn+%,

de modo que se puede reemplazar la ultima igualdad de (2.11) por q,+1 =
a, + hv, +1 ¥, por tanto, solo es necesario actualizar las aproximaciones a q
en los tiempos enteros y las aproximaciones a v en los tiempos intermedios.
Lo que hemos podido comprobar es que, ambos sistemas (2.10) y (2.11),
pueden simplificarse, dando lugar a un mismo método en el que los valores

de q se aproximan en la red de puntos natural y los valores de v se aproximan

11



en la red de tiempos intermedios:

Vn 1= anl _'_ hf(qn)7
iE 2 (2.12)
Qn+1 = dn + hvn—&-%'

Esta formulacion es la implementacion mas econémica computacionalmente
y es numéricamente mas estable que la formulacién como método de dos

pasos (2.3).

2.3. Interpretacion como un método de composiciéon

Podemos ir més alld y separar la férmula (2.10) en dos subpasos
(Vm Qn> — (VnJr%, qn+%)7
(Vn—&-%’ qn—i—%) — (Vn-i-lv qn+l)~

El primero esta dado por

h
Vard = Vot 3f(dn);
o (2.13)
qn+% =qp + §Vn+%>

y el segundo por

qn+1 = qn+% + %VnJr%a (2 14)

Vil = Vil + %f(%ﬂ)-

Esto permite escribir los métodos @;LA) y <I>,(1B) como sendas composiciones

(2.15)
donde o indica la concatenacion de dos métodos basicos.

12



Definicién 2.1. Dado un método ®;, para la integracion numérica de (2.4),
el método adjunto ®; de Py, es la aplicacion inversa del método original

implementado con longitud de paso —h, esto es,
P =D (2.16)

En otras palabras, q1 = ®5(qo) estd definida implicitamente por la relacion

(D—h(ch) = qo-

Observamos que el adjunto del método (2.13) es, por tanto,

ViI\ (v Zh (@) (v (V) L (@ (2.17)
q* q 2 v* \q q* 2 v* ’ .

-~

d

® o =07,

donde hay que realizar en primer lugar la actualizaciéon de la variable q para
que el método sea explicito. Vemos que el método (2.14) es la aplicacién
de (2.17) cuando se parte de (VnJr%, qn+%) y concluimos que @flA), dado por
(2.10), es un método de composiciéon que resulta de aplicar sucesivamente el

método (2.13) seguido de su adjunto (el método (2.14)).

Si nos fijamos ahora en <I)§LB), dado por (2.11), podemos hacer un andlisis

parecido, donde los subpasos son ahora

(Vn—%7qn—%) — (Vﬂﬂqn) — (Vn—i-%?qn—l—%)'

El primer método que se aplica es (2.14) (reemplazando n por n— 1), seguido

de su adjunto, que no es otro que (2.13).

2.4. Interpretacion como un método de escisiéon

Consideramos ahora el campo vectorial (v,f(q)) de (2.4) escrito como la

suma de los dos campos vectoriales (v,0) y (0,f(q)). Los sistemas diferen-

13



ciales asociados a estos dos campos vectoriales son:

) oa) =v(), ) oal)
1 { v(t) = 0, v B { v(t)

2 (2.18)

(a(t)).
i

Los flujos exactos ¢; ' y <p,[52] de estos dos sistemas diferenciales son sencillos
de calcular, pues ambos sistemas tienen derivada constante en el tiempo. En

concreto, partiendo de condiciones iniciales qg, v se tiene

) d1=do+1- vy, 2 ) d1 = o, 919
Pt .{V1:V07 Y P V1:V0+t'f(qO). ( )

Utilizando estas féormulas se pueden reescribir los métodos (2.13) y (2.14)

como la composicion de dos flujos exactos

1 2
(2.13) =@, 0 @i,

(1]

(2.20)
(2.14) =pi2) o oh,

y, en consecuencia, utilizando (2.20) y (2.15), las dos versiones del método de

Stormer-Verlet se pueden formular como una composicién de flujos exactos

A 2 1 2
oy = sOUQ o) o 90&/]2, (2.21)
B _ LU o 2 '

h Phrjp ©Pn" O Phpe

A los métodos construidos como composicién de flujos exactos de los sistemas
(2.18) se les conoce con el nombre de métodos de escision, pues se basan en
la idea de descomponer el campo vectorial original en la suma de varios
campos diferenciales sencillos para los que se conoce su flujo exacto. Las
composiciones simétricas que aparecen en (2.21), en las que uno de los flujos
aparece en primer y tercer lugar avanzando la soluciéon un paso de longitud
h/2, mientras que el otro flujo aparece en el medio avanzando la solucién un

paso de longitud h, se conocen como métodos de escisién de Strang (ver [9],

[7])-

Con el fin de ilustrar la interpretacién del método de Stormer-Verlet como

un método de escision escogemos la siguiente ecuacién diferencial de segundo

14



orden en una dimensién

G(t) = f(q(t)), con f(q(t)) = —sin(q(t)) (2.22)

y condiciones iniciales en ¢ = 0, (qo,v0) = (—1.9,0.4). En la Figura 1 pode-
mos ver la interpretacién grafica de (2.21), en la que se pueden observar las
composiciones de tres flujos para ambas versiones del método. En color negro

se ha representado la solucién exacta en [0, 1.5], en color rojo estan los flujos

A . B
que componen <I>,(1 ) , y en color azul aparecen los flujos que dan lugar a <I>,(1 ),
2.00
(CI§7U1) _
(a1, 1)
1.751
q1,1)
1.50 1
(q101)
1.254
(40, 1)
-(fhal'g)
= 1.00 4
0.75 A
0.50 A
—— exact
Q,v0) (%) )
0.25 1 —— ¢,
B
=0 @g)
0.00 T T T T T T T
-2.00 -1.75 -1.50 -1.25 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00

q

Figura 1: Tlustracién de (2.21).
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2.5. Interpretacion como un integrador variacional

Otra forma de obtener el método de Stormer-Verlet consiste en discreti-
zar el principio de Hamilton. El principio de Hamilton establece que el movi-
miento de un sistema mecanico entre dos posiciones cualesquiera q(ty) = qo

y q(ty) = qu es tal que se minimiza la integral de accién

[ waw.amar (2.23)

to
donde L(q(t),q(t)) es el Lagrangiano del sistema. Tipicamente, la funcién
Lagrangiana L es la diferencia entre la energia cinética y la energia potencial
del sistema, es decir,

Llalt),a(1) = ya()" Ma(r) - Ua(r), (224)

donde M es una matriz de masas que debe ser simétrica y definida positiva.

Cuando M no depende de ¢ se tiene que
oL .. 0L

=Mq, —=-VU 2.25
y las ecuaciones de Euler-Lagrange del correspondiente problema variacional,
d OL L
4oL _ oL (2.26)
dtoq Oq

se reducen al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden
Mij(t) = ~VU(a(t)). (2.27)

Notamos que (2.1) es un caso particular de (2.27) con matriz de masa igual
a la identidad y f(q) = —VU(q). Aproximamos ahora q(t) por una funcién
lineal a trozos, que interpola el integrando de (2.23) en la red de puntos
(tn,qn) paran = 0,1,..., N y la integral de accién por la regla de los trapecios
y pedimos que los valores q,, se obtengan minimizando la integral de accion
aproximada. Es decir, en vez de minimizar (2.23), se minimiza

N-1

Z Sh(Ans Ant1), (2.28)

n=0

16



donde

h n - n h n - n
Sh(n, Any1) = §L ((ln, %) + §L <Qn+1, %) . (2.29)

Si para hallar el minimo de (2.29) se pide que el gradiente con respecto de

q, sea cero, se obtienen las ecuaciones discretas de Euler-Lagrange

VQSh(qn—la qn) + vqsh(qna qn+1) = O, (230)

para n = 1,2,...,N — 1, donde V4 denota el gradiente respecto de las d
primeras variables independientes de Si,(q, Q) y Vq denota el gradiente res-
pecto de las d ultimas variables independientes de Sj(q, Q). En el caso de
que la funcién Lagrangiana L venga dada por (2.24) las ecuaciones (2.30) se
reducen a

M(Qni1 — 20n + 9n_1) + R*VU(q,) = 0, (2.31)

que es justo el método de Stormer-Verlet en su formulacién de dos pasos
(2.3), con f(q) = —M~'VU(q).

2.6. Generalizacion a sistemas diferenciales particiona-

dos

En lugar del sistema diferencial de primer orden (2.4) podemos considerar

sistemas diferenciales mas generales

q(t) =gla@),v(t),  v(t) =fla@),v(t), to<t<T, (232

donde q,v : [ty, T] = R?y f, g : R* — R? Se suponen de nuevo condiciones
iniciales q(tg) = qo € RY, v(tg) = vy € R?.

Con la misma red de puntos que la definida en la Seccion 2.2, se pueden

extender las formulas (2.13) y (2.14) para integrar el sistema diferencial (2.32)

17



del siguiente modo:

)7
),

_ h
Vippl =Vt sE(an, v, 4

N

’ (2.33)
Uil = Ao+ 58(An, Viy

NI

1),
: : (2.34)
Vgl = V1 31 (Anta, Vn+%)'

U1 = G2 + 58(Ans1, Vi

En cada uno de estos dos algoritmos evaluamos las dos componentes de la
derivada en el mismo punto, en el primer caso en (q,, v, 1 ) y en el segundo
en (Qu+i1,V, +%). El método de Stormer-Verlet se obtiene ahora mediante la
composicién simétrica de (2.33) y (2.34), como hemos hecho en la Seccién
2.3

Vol = Vot %f(qn,anr%),
qdn+1 = Qn + % g( navn+%) + g<qn+lavn+%>> ) (235>
Vi1 = Vn-i-% + %f(qn""l’ Vn-‘r%)'

Para la versiéon dual, que avanza primero la variable q y después la v, se

tienen las expresiones

A0 = Gyt + 58(dn, Vi 1),

Uil = Ao+ 58(dn; Viuy 1)

La primera ecuacion de (2.35) es implicita en v,, +1 la segunda es implicita en
Qnt1 Y, s6lo la tercera es explicita. Por su parte, en (2.36) la primera ecuacién
es implicita en qy, la segunda lo es en v, . 1,y la tercera es explicita. Es el
precio que hay que pagar para poder integrar problemas més generales (2.32)

en los que f y g dependen tanto de q como de v.

18



2.7. Ejemplo numérico: el problema de Kepler

Para ilustrar algunas de las propiedades del método de Stormer-Verlet
escogemos el problema de Kepler como ejemplo de sistema de ecuaciones
diferenciales de segundo orden del tipo (2.1) con dimensién d = 2, es decir,

de la siguiente forma

0= (o) w0=(am) e

en el que la definicién de f(q(t)) es la siguiente:

qi(t)
(q1(t)? + qa(t)2)3/2

Fijamos condiciones iniciales en £y = 0

atw = (") atw = ( ﬁ) (2.9

donde e = 0.6. La solucién de (2.37)-(2.38) con condiciones iniciales (2.39) es

periddica con periodo 27 y eso va a permitir medir facilmente errores en la

fila(t)) = — i=1,2. (2.38)

solucion numérica si el tiempo de integracion es multiplo entero del periodo.

Antes de medir errores, hemos realizado cuatro ejecuciones para mostrar
en el plano de fases (g1, ¢2) las soluciones que genera el método de Stérmer-
Verlet. Concretamente, siguiendo [5], se han utilizado longitudes de paso
h = 0.1 y h = 0.05, avanzando 58 y 300 pasos en el primer caso, y 116 y
600 pasos en el segundo. De este modo los tiempos finales de integracién han

sido T'= 5.8 y T' = 30, respectivamente.

También realizamos el mismo experimento utilizando para la integracion
del sistema de primer orden asociado a (2.4) el conocido como método de

Runge de orden 2, que en este caso particular estd dado por las siguientes
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ecuaciones
kl = f(qn>7
ky = f(qn + %Vn)v
dn+1 = qn + h(vn + %kl)a

Vo1 = Vg —+ ]’Lkg

(2.40)

En la Figura 2 se muestran los resultados para T' = 5.8 (izquierda) y para

1.0 1.0 -
0.5 054/
/ by
/] L
11 Y
{
0.0+ 0.0 T
.‘.. N h
\
0.5 \ —0.5

-1.0 T T T -1.0

1.0 1.0

0.5 0.54

0.0 0.0

-0.51 —0.5

-1.0 T T T -1.0 T T T
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5

Figura 2: Integraciéon del problema de Kepler con el método de Stormer-Verlet
en azul y con el método de Runge de orden 2 en rojo

T = 30 (derecha). Se observa que en las graficas de la izquierda no se ha
completado el primer periodo (5.8 < 27), mientras que en las gréficas de la

derecha se han completado casi 5 vueltas (87 < 30 < 107). Sin embargo,
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aunque la solucién exacta es periddica, las soluciones numéricas calculadas
no lo son, y se van alejando de la érbita exacta a medida que se incrementa
el tiempo de integracién. Dicho alejamiento es claramente mayor para las
soluciones generadas con el método de Runge (lineas rojas) que para las
obtenidas con la misma longitud de paso con el método de Verlet (lineas

azules).

Por otro lado, comparando cada grafica de la parte superior con la co-
rrespondiente grafica de la parte inferior se observa que al reducir la longitud
de paso h de 0.1 a 0.05 se obtienen resultados mas precisos pero aumenta el

nimero de evaluaciones de la funciéon f realizadas.
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3. Propiedades geométricas

En esta seccién veremos que el método de Stormer-Verler preserva las
propiedades geométricas del flujo exacto de ciertas familias de ecuaciones
diferenciales. Estas propiedades son reversibilidad, simplecticidad y conser-

vacion del volumen.

3.1. Simetria y reversibilidad

Definicién 3.1. Sea p una transformacion lineal invertible en el espacio de
fase de un sistema diferencial y = F(y). El sistema diferencial y el campo

vectorial F(y) se denominan p-reversibles si

p F(y)=~-F(py), para todoy. (3.1)
También escribiremos po F = —F o p.

Teorema 3.1. El flujo exacto ¢i(y) de un sistema diferencial p-reversible

satisface

powvi=p_op=p; " op. (3.2)

Demostracion. La identidad de la derecha es consecuencia de la propiedad
de grupo del flujo exacto, p; o, = @4, que implica ¢, 0 w_y, = [y, por
tanto, que ¢_; = ¢; *. La identidad de la izquierda se obtiene derivando en

los dos primeros términos de (3.2) y usando (3.1)

i(p o) (y)=p F(oly)) = -F((poe)(y)),
ddt (3.3)
7 (P0n)y) = —F((p-r0nm),

de donde se deduce que las dos expresiones po ; y _; 0 p son solucién de la
misma ecuacion diferencial. Como ambos tienen la misma condicion inicial,

(powo)(y) = (poop)(y) = py, se concluye la igualdad buscada. [J
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Como primer ejemplo de sistema diferencial p-reversible podemos consi-
derar el sistema (2.4), que tiene la propiedad de que invertir la direccién de la
velocidad inicial no altera la trayectoria de la solucion, sino que tnicamente

invierte el sentido de la misma. El flujo ¢, de (2.4) satisface que

th(qy V) = (Q) ‘A/) lmphca 901,(61, _‘A/> - (q7 _V>) (34>
es decir, es reversible respecto de la reflexién p : (q,v) — (q, —v).

Definicién 3.2. Un método numérico de un paso @y, se denomina p-reversible
S84
pod, = @;1 op. (3.5)

Definicién 3.3. Un método numerico de un paso ®, se denomina simétrico

o reversible respecto al tiempo, si satisface que
®,0® =1, o equivalentemente ) =} (3.6)

donde I es el operador identidad.

Teniendo en cuenta la Definicion 2.1 que establece que CD:,IL = ®7 yla
condicién (3.6), podemos concluir que un método P, es simétrico si coincide

*

con su adjunto (¢, = ®7).

Teorema 3.2. El método de Stormer-Verlet aplicado a ecuaciones diferen-
ciales de sequndo orden de la forma (2.1) es simétrico y reversible, es decir,

su formulacion de un paso cumple (3.5) y (3.6) para p(q,v) = (q, —V).

Demostracion. Para ver que el método de Stormer-Verlet es simétrico
consideramos su formulacién de un paso (2.10). Reemplazando h por —h y

cambiando n por n + 1 (es decir, reflejando el tiempo respecto al tiempo
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central £, 1 ) se obtiene

A)j—
@)1 ¢ (st Vart) = (Qn, Vi),
Vil = Vog1 + %f<qn+1);
dn = Qn+1 + hvn+%7
Vi =Vl + %f(qn),

que da, de nuevo, el mismo método. De manera equivalente, si reemplazamos

h por —h yn — % por n + % obtenemos

B)—
[(b(—h)] b (Vn-‘r%’qn-i-%) — (Vn—%7qn—%>‘
ané — Vn+% —+ hf(qn),

_ h
qn—% - q’I’L + Evn—%v

que deja invariante el método (2.11). Alternativamente, se puede demostrar
que el método de Stormer-Verlet es simétrico teniendo en cuenta que coincide
con su adjunto al ser la concatenacion de un método y de su adjunto, y

utilizando que el adjunto del adjunto es el método original.

La relacién (3.6) no se cumple, por ejemplo, para el método simpléctico
de Euler, donde la reflexion respecto del tiempo transforma el método (2.33)

en el método (2.34) y viceversa.

Veamos a continuacion que la simetria respecto al tiempo del método de

Stormer-Verlet implica también que el método es p-reversible para p(q,v) =
(q’ _V)'

Para ello tenemos que ver que el método de Stormer-Verlet de un paso

satisface

A~

®,(q,v) = (q, V) implica ®,(q, —V) = (q, —V), (3.9)
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para todos q, v y todo h, relacién andloga a (3.4), satisfecha por el flujo

exacto. Es claro que de la formulacién (2.10) del método se deduce

®,(q,v) = (q,v) implica ®_,(q,—Vv)=(q,—V), (3.10)

o, alternativamente, (q, —v) = ®7;(q, —V). La simetria (3.6) del método
de Stormer-Verlet es, por lo tanto, equivalente a la reversibilidad (3.9). O

En algunas situaciones, el flujo es p-reversible con respecto a involuciones p

1.00

0.75

Pt

0.50 1
4,)

0.25 1

|
|
I
!
> 0.00 ! P
|

- — — —
>

—0.251

—0.50 1

-0.75 4

—— @ELA) )

—-1.00 T T T T T T T
-1.00 -0.75 —0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

q

Figura 3: Ilustracion de los Teoremas 3.1 y 3.2.

distintas de la estudiada hasta ahora (q,v) — (q, —v). Por ejemplo, el flujo
del problema de Kepler (2.37)-(2.38) es también p-reversible respecto a la
involucion

p: (a1, g2, v1,v2) = (q1, —q2, —v1, V2). (3.11)
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Con el mismo argumento utilizado en la demostracién del Teorema 3.2 se
prueba que el método de Stormer-Verlet es también p-reversible para p de
la forma p(q,v) = (p1(q), p2(v)), con py, po transformaciones lineales inver-
tibles.

Otro ejemplo de p-reversibilidad la proporciona el sistema particionado

q= g(qa V)? V= f(q> V)> (3'12)

donde g(q,—v) = —g(q,v) v f(q,—v) = f(q, v), considerando la transfor-
macién p dada por p(q,v) = (q,—V).

3.2. Sistemas Hamiltonianos y simplecticidad

Consideramos ahora sistemas diferenciales de tipo Hamiltoniano

p=—-VqH(p,q), a=V,H(p,q), (3.13)

donde H : R* — R es una funcién escalar suficientemente regular de las
variables (p,q), y Vq v Vp denotan los gradientes respecto de las variables
q v p, respectivamente. El entero d es el nimero de grados de libertad del

sistema. Cuando la funcién Hamiltoniana es de la forma
H(p,q) = 3p" M 'p+U(q), (3.14)

con M una matriz de masas constante definida positiva y U(q) un potencial,
entonces el sistema (3.13) se convierte en un sistema de ecuaciones diferencia-
les de segundo orden del tipo (2.4) en el que expresamos el momento p = Mv
en términos de la velocidad y establecemos f(q) = —M~'VU(q). La igual-
dad (3.14) expresa la energia total H como la suma de la energia cinética y

de la energia potencial del sistema.
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Definicién 3.4. Sea A : R* — R* wyna aplicacion lineal (o una matriz

2d x 2d). Se dice que A es simpléctica si

I
ATJA =, con J = ( OI 0) , (3.15)

donde I denota la matriz identidad de tamano d % d.

La relacién (3.15) es formalmente similiar a la ortogonalidad (que se ob-
tendria reemplazando J por la matriz identidad), pero no esta relacionada

con la conservacion de distancias sino con la conservacion de areas. En el caso

q q

Av

Figura 4: Simplecticidad de una aplicacién lineal en R2.

d=1,siu,veR? u’Jv representa el drea del paralelogramo de lados u y
v, y el hecho de que la aplicacién lineal A sea simpléctica implica que dicha
transformacion conserva el area, pues el area del paralelogramo de lados Au

y Av es igual a
(Au)T J(Av) = u" AT JAv =" Jv. (3.16)

En la Figura 4 podemos ver un ejemplo que ilustra este hecho para la siguiente

aplicacion lineal A y vectores u y v siguientes

0 1 T T
A= (_1 125) u=[1,4] ,v=1[2,2] . (3.17)
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Tras introducir la matriz J, el sistema Hamiltoniano (3.13) se puede escribir

de forma mas compacta como
y=J 'VH(y), (3.18)
siendo y = [p”.q"]" y V = [V1, VI,

Definicién 3.5. Sea g : R?*? — R?? una aplicacién diferenciable. Se dice que

g es una transformacion simpléctica si la matriz jacobiana g' = a(igq) €s una

matriz simpléctica para todo (p,q), es decir, si

g (p,q)’Jg'(p,q) = J. (3.19)

Teorema 3.3. Sea H(p,q) una funcion dos veces diferenciable. Entonces el
flujo ¢, del sistema Hamiltoniano (3.13) es una transformacion simpléctica,

es decir, ¢,(p,q) satisface (3.19).

Demostracion. Es conocido que ¢}(po,qo) = 6(3;";0) (la derivada del
flujo respecto de la condicién inicial) es solucién de la ecuacién variacional
asociada a (3.18), es decir, que

d  dy o

E3(130,(%[0) 9(po, do)’
donde V?H(p, q) denota la matriz Hessiana de H(p,q) (que es simétrica).

= J7'V?H(¢i(po, o)) (3.20)

Queremos probar que
vi(p, @) Jey(p,a) = J, (3.21)
y sabemos que en t = 0 esta igualdad se satisface pues ¢ es el operador

identidad. Veamos entonces que la derivada respecto de t del lado izquierdo
de (3.21) es nula para todo t:

d
at (SOQ(I)O, QO)TJSO:‘/(I)Ov(:lO))

d

d T
— (EQO;(PO,QO)) Joy(Po, Qo) + ¢4 (Po, Q)" J (a@;(po’%)) (3.22)

= ©,(Po, d0)" VZH (p:(Po, a0))J " T} (Po, Qo)
+ 90;(1)07 (IO)TVQH (%(po, (Io)) 90;(1307 (Io) =0,
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ya que JI = —J y por tanto J~7TJ = —1I.

Como se ha mencionado antes, para d = 1 el hecho de que ¢, sea simplécti-
co significa que el flujo conserva el area de un conjunto acotado de valores
iniciales en el plano (p,q). Para sistemas con dimensiones mayores, la sim-
plecticidad (3.21) significa que preserva la suma de las dreas orientadas de
las proyecciones de ¢, (D) en cada plano de coordenadas (p;,q;),1 < i < d,

para cualquier conjunto bidimensional acotado de condiciones iniciales D.

Definicién 3.6. Un método numérico de un paso Py, se denomina simplécti-
co si, cuando se utiliza para integrar sistemas Hamiltonianos (3.13), el Ja-

cobiano del flujo numérico

(I)h : (pm qn) — (pn-‘rb qn-‘rl) (323)

satisface la condicion (3.19), esto es, si

o, (p, )" O, (p,q) = J, (3.24)

para todo (p,q) y todo h.

El método de Stormer-Verlet (2.35) aplicado a un sistema Hamiltoniano
(3.13) se escribe

Poiy = Pn— 5VaH (P2, ),
Gt = G+ 5 (VoH(Prig ) + VoH(Pray o)) (3:29)
Pt = Pyt — 5VaH(Poy 1, dot),
y para (2.36) la formulacién es similar
U =y 1+ 5VpH (P, 1, qn),
Pt =t — 5 (Val(P, p.00) + VaH(p,ean)),  (3.26)
UQury = Ao+ 5VeH (Do s )
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En el caso particular del Hamiltoniano (3.14), el método de Stormer-

Verlet se reduce a aplicar (2.10) con
f(q) = —M'VU(q), estableciendo p,, = Mv,,. (3.27)

Teorema 3.4. El método de Stormer-Verlet aplicado a sistemas Hamilto-

nianos (3.13) es simpléctico.

Siguiendo [5] presentamos cuatro pruebas diferentes de este resultado. To-
das ellas corresponden a diferentes interpretaciones del método: como méto-
do de composicion, como metodo de escision, como integrador variacional y
usando funciones generatrices. Cada una de estas interpretaciones se presta a
generalizaciones a otros integradores simplécticos, de orden mayor y/o para
sistemas Hamiltonianos con restricciones. La segunda prueba solo es vélida
para sistemas Hamiltonianos de la forma (3.14) y la tercera demostracion,
aunque es valida para sistemas Hamiltonianos mas generales, la presentamos,

por simplicidad, para Hamiltonianos separables.

Demostracion 1. La primera prueba usa la interpretacion del método de
Stormer-Verlet como la composicién del método simpléctico de Euler

h
Ppil =Pn— 5VeH(Ppit,dn),
+5 2 V4 +3 (3.28)

qn+% =gy + gva(PH%, qn)»

y de su adjunto

qn+1 = qn-‘,—% + %va(pn+%> qn+1)7 (3 29)

Pnt1 = Ppyl — %qu<Pn+%a dn+1)-

Simplemente es necesario comprobar que cada uno de los dos métodos
que intervienen en la composicién es simpléctico. Probemos en primer lugar

que (3.28) satisface la condicién de simplecticidad

0Pyl Ayt g O(Ppsls Ayt
( ( +1 +2)> J( ( +3 +2)> —J (3'30)

I(Pn, dn) O(Pn, dn)
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Si en (3.28) diferenciamos respecto de p, y q, tenemos

I+hHE 0\ (0Pn12:Ans2)\ [T —hHgq (3.31)
—hHpp I 9(Pn, dn) 0 I+hHg)’ '
es decir, la matriz jacobiana verifica
I+hHL 0 I —hH,
e ) @) (pq) = i (3.32)
—hHpp 1 0 I+ hHpq

donde todas las submatrices del Hessiano se evaluan en (p,,, 1 Q). Denota-

1mos
A=TIT+hH!, — A" =1+ hHpyg,

B=hHp,  — BT =hH. =B, (3.33)
C = hHyq — CT = hHL, = C.

Entonces tenemos

, A o\ (1 - Ao\ (1 —C
B a)={_5 ; 0 A7) \pat 1)\o ar
(3.34)
[ A _A-lC
- \BA'! —BA'C+ AT

Por lo tanto,

A_T A_TBT
/ T _
PP = (—CTA—T —CTA—TBT+A)
B AT A-TB
-\ —0A T —CATB+A)
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P, (p,q)" JP},(p,q) =

_ [ATTATTB 0 I A1 _A-1C

\ —cA T —cATB+A)\-T 0)]\BA' —BA'C4+ AT
AT A-TRH BA™! —BA-1C 4+ AT

—CAT —cATB+A]\-A? A-1C

donde
(0 = ATBAT - ATBAT =0,
B = ATBATC + ATTAT - ATTBATC = |, (3.35)
v = —CATBA T+ CATBA T — AA™ = —], '
0 =CATTBAT — CAPAT — CAZTBAT + CA-FAT =0
Es decir,

/ T / 0 I

Ph(p, @) SO ()= | )= (3.36)

De manera andloga se comprueba que (3.29) también es simpléctico. Por
ser composicién de dos métodos simplécticos tenemos que (3.25) es también

simpléctico. [J

Demostracion 2. La segunda demostracion es la més elegante, pero solo

sirve para casos en los que el Hamiltoniano es separable, es decir, de la forma

H(p,q) =T(p)+ Ul(q). (3.37)

Se basa en la interpretacion del método de Stormer-Verlet como método de

escisién. Como en (2.21),
A
;Y = @l 0 01 0 Pl (3.38)

33



donde ¢V y ¢! son los flujos exactos de los sistemas Hamiltonianos con fun-
ciones Hamiltonianas T'(p) = 3p” M ~'p y U(q) respectivamente, es decir,
los sistemas Hamiltonianos p = 0,q = M 'py p = —VU(q),q = 0, co-
rrespondientes a la separacién del Hamiltoniano (3.14) en energia cinética y
energia potencial. Como los flujos de sistemas Hamiltonianos son simplécti-
cos, su composicién (3.38) también lo es. La variante <I> ) del método (2.21)
tiene el flujo de T'y de U intercambiados en (3.38) y, por tanto es igualmente
simpléctico por ser composicién de dos flujos exactos de sistemas Hamilto-

nianos, que son simplécticos. []

Demostracion 3. La tercera demostracion usa la interpretacion del méto-
do de Stormet-Verlet como un integrador variacional segun se vio en la Sec-
cién 2.5. Si usamos (2.5) y la primera linea de (2.10), tenemos para Sp,(q, Q)
de (2.29), en el caso del Lagrangiano (2.24) que se corresponde con el Hamil-

toniano 3 14),

h n 4 n - n
S (qnaanrl =5 q +1 M M - U(qn)
2 h
e
2

1 (qn+1h qn) I, (qn+1h— qn> B U(an)]

_h (%)M (279 - [0a@) + Ul

2
(3.39)

Derivando respecto de q,, se tiene que

n — Un h
~VaSi(dus uin) = MR 4 V0 (q) = MV, =P, (3.40)
y de manera similar
n - Un h
VQSi(tns 1) = M 4 2V (@r) = My = Past, (341)
donde, como en la Seccién 2.5, V4 denota el gradiente respecto de las d prime-
ras variables independientes de Sj,(q, Q) y Vq denota el gradiente respecto

de las d ultimas variables independientes de S,(q, Q).
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Dados (pn,qn), la ecuacién (3.40) determina q,4; y la ecuacién (3.41)
determina p,;. La aplicacién @, : (pn,dn) = (Pnt1,dn+1) que avanza un
paso con el método de Stormer-Verlet es por lo tanto generada por la funcion
escalar S;, mediante las dos ecuaciones anteriores. El resultado deseado se
obtiene entonces del hecho de que una funcién (p,q) — (P, Q) generada por

las ecuaciones
_qu<q7 Q) - p7

es simpléctica para cualquier funcion S. Para verlo, comprobamos direc-

(3.42)

tamente que se satisface la condicién de simplecticidad. Diferenciando las
ecuaciones (3.42) obtenemos las siguientes relaciones entre las matrices de
derivadas parciales Py, Py, Qp, Qq :

Saa T 54@Qq = 0, Sa@Qp = —1,

Saq +5qQq = Pq; 5QqQp = Pp.

Estas ecuaciones nos llevan a

(Pp Pq> (o I) (Pp Pq>: (o I> (3.4
QP Qq -1 0 Qp Qq -1 0

que es la condicién de simplectidad. Con esto completamos la tercera demos-

(3.43)

tracion del caracter simpléctico del método de Stormer-Verlet. [

Demostracion 4. La cuarta demostracién se basa en considerar que el

método de Stormer-Verlet puede ser generado mediante las relaciones

P1 = Po — V¢Siu(P1, q0),

~ (3.45)
q1 =90 + VpSh<p1> q0)7
siendo §h la funcion generatriz dada por
A h
Sr(P1,q0) = §(H(p1/27CI0> + H(p1/2,91))
h2
- ZVqH(pl/% a0)" (VoH(P1/2,90) + VpH(P1/2, 1)),
(3.46)
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donde q; y p1/2 estan definidas por las férmulas del método de Stormer-Verlet

y ahora son consideradas como funciones de (pi, qo)-

Notamos que (3.45) es andlogo a (3.28), reemplazando 2H por Sy y si-
guiendo los mismos pasos que en la primera demostracion se sigue que (3.45)

define una transformacién simpléctica. [J

En la Figura 5 integramos con el método de Stormer-Verlet el problema
del péndulo (2.22), partiendo de un conjunto de condiciones iniciales dispues-
tas en un circulo. Observamos como el circulo D = {(g,v) € R? (¢ +1.9)* +
(v—0.4)2 <0.05} y su transformado, ® (D), tras la aplicacién de N pasos

2.00
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1.50 1 /,/’ (I)Nh(D)
P -
Nk .~
-
1.25 1 R
,/
,/
//
,/
> 1.00 ot
7/
4
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4
/
0.75 J/
/
/
/
/
/
II
050
0.25 A
0.00 . . . . ; . ,
-2.00 -175 -150 -125 -1.00 -0.75 —-0.50  —0.25 0.00
q

Figura 5: Simplecticidad del método de Stormer-Verlet para un Hamiltoniano

separable.
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con el método @, para que Nh = 1.5, tienen el mismo area pero no igual

forma, lo que ilustra el caracter simpléctico del método.

3.3. Conservacion del volumen

El flujo ¢; de un sistema de ecuaciones diferenciales y = F(y), cuyo
campo vectorial tiene divergencia nula (divF(y) = 0 para todo y) satisface
que det(¢;(y)) = 1 para todo y. Por lo tanto, preserva el volumen en el
espacio de fase, es decir, para todo conjunto abierto y acotado €2, y para

todo t para el que existe y,(y) para todo y € €2, se tiene
vol(p:(€2)) = vol(£2). (3.47)

El campo vectorial (v, f(q)) de la ecuacién diferencial de segundo orden (2.1),
escrito como sistema de primer orden (2.4), tiene divergencia nula, y lo mismo

es cierto para un campo vectorial Hamiltoniano general

(=VqH(p,a), Vo H(p, q)), (3.48)

con funcién Hamiltoniana dos veces diferenciable

Teorema 3.5. El método de Stormer-Verlet preserva el volumen, es decir,
vol(P(2)) = vol(Q), (3.49)

en las dos situaciones siquientes:

a. cuando se aplica a sistemas Hamiltonianos (3.13)

b. en el caso de sistemas diferenciales particionados de la forma

q= g(V), V= f(q)v (350)

con f y g arbitrarias.
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Demostracion.

a. Para el método (3.25) aplicado al sistema Hamiltoniano (3.13), la con-
servacion del volumen se obtiene de su propiedad de simplecticidad

(3.24), pues tomando determinantes en dicha igualdad se tiene que

det(®},(p,q)) = 1 para todo (p,q).

b. Para ecuaciones diferenciales particionadas de la forma (3.50), el méto-
do (2.35) puede ser considerado como un metodo de escisién (2.21), don-
de @El] y 4,0?] son los flujos exactos de q = g(v), v =0y q=0,v = f(q),
respectivamente. Como los campos vectoriales de estos flujos tienen di-
vergencia nula, el flujo exacto de cada uno de ellos preserva el volumen
y, por tanto, la composicién de los dos flujos exactos también conserva

el volumen.

Esta misma idea permite extender el método de Stormer-Verlet a otros inte-
gradores que conservan el volumen cuando se utilizan para integrar sistemas

de tres ecuaciones de la forma

&= a(y, z),
Y =bx,z), (3.51)
2= c(z,y),

para los cuales los bloques diagonales de la matriz Jacobiana son nulos. Se
puede construir un método numérico que avance un paso de longitud h me-

diante la composicién simétrica de flujos exactos siguiente

1 2 3 2 1
90%}2 © %02}2 © 90%] ° %02}2 o @;1/127 (3.52)

donde 307[51] es el flujo exacto de & = a(y,2), y = 0, 2 = 0, gp?l es el flujo

exacto de . =0,y = b(z,2), 2=0y <p1[t3] es el flujo exacto de & =0, y = 0,

Z = c¢(x,y). Los tres flujos exactos conservan el volumen y, por tanto, su
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composicién (3.52) también. Las ecuaciones del método resultante serian

xn—i—% =Tn+ %a(ynv Zn)7
yn-f—% = UYn + %b(.@n_,'_%, zn)a
Zn41l = Zn + hC(.CCn+%, ynJr%), (353)

_ h
Yn+1 = yn-i-% + §b(xn+%v Zn-i-l)v

h
Tntl = Tyl + §a(yn+1, Znt1)-

3.4. Conservacion de integrales primeras

Definicién 3.7. Una funcién I(y) no constante es una integral primera (o
cantidad conservada, o constante del movimiento, o invariante) de un sistema
diferencial y = F(y) si I(y(t)) es constante a lo largo de cada solucion o,

equivalentemente, si

[VI(y)]" F(y) =0 para todo y. (3.54)

La condicién (3.54) afirma que el gradiente VI(y) es ortogonal al campo

vectorial F(y) en cada punto del espacio de fase.

En el caso de un sistema Hamiltoniano (3.13) con funcién Hamiltoniana
H(p,q), se tiene VH = ([VoH|T,[V{HT)! y F = ([=VoH]", [V H]T)T.
Por tanto,

VoH (=VqH) +VqH"V,H =0, (3.55)

es decir, la energia total H es una integral primera. En general, la energia
total H no es constante a lo largo de las soluciones numéricas calculadas con
el método de Stormer-Verlet, pero veremos mas adelante que H se conserva

hasta términos del orden O(h?) a lo largo de intervalos de tiempo largos.

Ejemplo 3.1. El problema de Kepler (2.37)-(2.38) considerado al final de la

Seccion 2 es un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad y funcion
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Hamiltoniana ]

1
H = Z(p? 2y -
(p.q) 2(p1+p2) T

que como se acaba de ver es una integral primera del sistema. Veremos a

(3.56)

continuacion que ademas del Hamiltoniano, este sistema tiene otras cantida-
des conservadas. Una de ellas es el momento angular L(p,q) = ¢1p2 — ¢2p1,
y también son integrales primeras del sistema las componentes no nulas del

vector de Runge-Lenz-Pauli

Ay b1 0 1 q1

AQ == p2 X 0 - 2— QQ . (357)
/ T2

0 0 q1p2 — q2P1 CIR 0

La Figura 6 muestra como evolucionan a lo largo de las soluciones numéricas
calculadas con el método de Stormer-Verlet las cantidades H, L y A,. El
método preserva el momento angular, salvo errores de redondeo, (linea verde)
y solo se ven pequenos errores en el Hamiltoniano a lo largo de la solucion
numérica, pero sin que se observe un crecimiento de éstos con el tiempo (linea
azul). Sin embargo, si que aparecen desviaciones que crecen linealmente con
el tiempo de integracién en el vector de Runge-Lenz-Pauli (linea roja). En
contraste, para los métodos Runge-Kutta explicitos, no se preserva ninguna
de las integrales primeras y hay una desviacion de la constante para todas

ellas.

Ejemplo 3.2. El movimiento de un sistema de N particulas que interactian
dos a dos, con fuerzas potenciales que dependen de las distancias entre las
particulas, se formula como un sistema Hamiltoniano con 6N grados de li-
bertad y energia total

N N -1

Hpw =5 > oo+ 33 Villa—al)  (359)

i=1 i=2 j=1

Aqui q;, p; € R3 representan la posicién y el momento de la particula i—ésima

de masa m; y V;(r)(i > j) es el potencial de interaccién entre las particulas
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Figura 6: El Hamiltoniano, el momento angular y la segunda componente del

vector de Runge-Lenz-Pauli a lo largo de la solucién numérica calculada con

el método de Stormer-Verlet con paso h = 0.02.
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Figura 7: El Hamiltoniano, el momento angular y la segunda componente del

vector de Runge-Lenz-Pauli a lo largo de la solucion numérica calculada con

el método de Runge de orden 2 con paso h = 0.02.

1—ésima y j—ésima. Las ecuaciones del movimiento son

N
. | 821 .

i = P = Vi (i — q5), 3.59

q m p ; i(di — qj) ( )

donde, parai > j, vy; = vj; = = V(i) /rij con ry; = ||qi—q;|, y donde v; tie-
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ne valor arbitrario, por ejemplo, v; = 0. La conservaciéon del momento lineal

total P(p,q) = Zfil p; y del momento angular total L(p,q) = Zf\il Qi X Pi

es consecuencia de la relaciéon de simetria v;; = vj;, como se puede ver a
continuacion:
4 N N
EDITED 3) ST
i=1 i=1 j=1
L ) NN (3.60)
€ 2 (qi x p;) = Z E(pi X p;) + ZZ(% x vij(a; —qy)) = 0.

La conservacién exacta de las integrales primeras lineales, como el momento

lineal total, es comun a la mayor parte de los integradores numéricos.

Teorema 3.6. El método de Stormer-Verlet preserva las integrales primeras

lineales.

Demostracién. Sea I(q,v) = b’q + c’v una integral primera lineal. La
condicién (3.54) en el caso particular de sistemas de la forma (2.4) implica
que b’v+cTf(q) = 0 para todos q, v. Entonces, tenemos que necesariamente
c’f(q) = 0 para todo q, y b = 0, es decir, I(q,v) = cTv. Si multiplicamos
las ecuaciones primera y tercera de (2.10) por ¢’ por la izquierda y utilizamos
que c¢’f(q) = 0 tenemos que c’v, 1 = c’'v, y, por tanto, I(qui1, Vai1) =
I(qn,vy,). O

Las integrales primeras cuadraticas, en general, no son preservadas por el

método de Stormer-Verlet, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3. Consideramos el oscilador armonico, que tiene Hamiltoniano
1 1

H(p,q) = 5192 + §w2q2

(p,qg € Ry w € R es la frecuencia del oscilador). Aplicando el método de

Stormer-Verlet para su integracion tenemos que

(p"“) = A(hw) (p" ) (3.61)
Wln+1 wW(dn
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con matriz de propagacion

A(hw) = (1 -ty (1 - th2)> : (3.62)

Se comprueba facilmente que A(hw) no es una matriz ortogonal, y por tanto,
H(p,q) = ||(p,wq)T ||z no se preserva a lo largo de las soluciones numéricas.
Sin embargo, el polinomio caracteristico de A(hw) es \> — (2—h?w?)\+1, por
lo que sus autovalores tienen médulo 1 si, y solo si, |hw| < 2. Sea V' la matriz
de autovectores de A(hw), que para valores pequenos de hw es préxima a
la identidad. Tenemos que, como AV = VD y V71A™1 = D71V=! (A es
realmente A(hw)),

Ve (pn ) —y-igt (pn+1 ) _ ply-t (p”+1 ) ) (3.63)
wqn WAn+1 Wan+1

Se concluye que V= (p,, wqn)? v V1 (Prs1, wdns1)? tienen la misma norma
euclidea, pues D es diagonal con elementos diagonales de médulo 1 y es,
por tanto, una matriz ortogonal. Es decir, el método de Stormer-Verlet no

conserva ||(p,wq)? |2, pero si preserva ||V ~1(p,wq)?||.

Aunque el método de Stormer-Verlet no preserva el Hamiltoniano, pre-
serva una importante subclase de integrales primeras cuadraticas y, en par-

ticular, el momento angular total de sistemas de N cuerpos.

Teorema 3.7. El método de Sormer-Verlet preserva las integrales primeras
cuadrdticas de la forma I(q,v) = v (Cq+c) (o I(p,q) = p’ (Bq+Db) en el
caso Hamiltoniano), donde C' (respectivamente B) es una matriz cuadrada

constante y c (respectivamente b) es un vector constante.

Demostracién. Si I(q,v) es conservada por el flujo exacto, por (3.54) te-
nemos que f(q)T(Cq+c)+vICv = 0 para todos q, v. Escribiendo el método

de Stormer-Verlet como la composicion de los dos métodos simplécticos de
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Euler (2.13) y (2.14), obtenemos para la primera mitad del paso

](qn—l—%’vn—i-é) - V (an—i-l + )
— (Vo + 58(@) T (Cldn + BV, 1) + )

(3.64)
v, (Cay + c)
h
+5 2 ( )T(an + C) + V£+%Cvn+% )

donde vemos que el término de la segunda linea de la ultima igualdad es nulo

y concluimos que I(qn+%,vn+%) = 1(qn, Vn)-
Para la segunda mitad del paso, tenemos de forma analoga

[<Qn+1,Vn+1) = VgH(anH + c)
(Vn-l-l + ﬁf(qTH'l))T(C(qTH-% + %VTL—&—%) + C)

Voi1(Cdy i1 +€) (3.65)

h

+ 2 (@) (Cay +0) V0, O,y

= ](qn—&-%?Vn—l-%)‘

En conclusion, 1(q,,4.1,V,11) = I(qn, ). O

El Teorema 3.7 proporciona una demostracion adicional del caracter simplécti-

co del método de Stormer-Verlet. Consideramos el sistema Hamiltoniano
p=-VU(q), g=M"'p (3.66)

junto con su ecuacién variacional

Y — ( 0_1 _VQU(q)> Y, con Y = (Pp Pq) . (3.67)
M 0 Q Q.

La derivada del flujo es entonces ¢}(p,q) = Y (), correspondiente a las con-

diciones iniciales de p,q e Y (0) = I. La derivada ®}(p, q) de las soluciones
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numéricas con respecto a los valores iniciales es igual a Y; obtenido aplican-
do el método al sistema combinado de sistemas Hamiltonianos junto con su
ecuacion variacional, particionada en (p, Pp, Pq) v (q, Qp, Qq). Simplectici-
dad significa que las componentes de Y7 JY son integrales primeras. Puesto
que son del tipo cuadratico mixto considerado anteriormente, el Teorema
3.7 muestra que son preservadas por el método de Stormer-Verlet, es decir,
YI'JY] = Y JYy, que es justo la condicién de simplecticidad @, J®), = J.
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4. Analisis regresivo de los errores

El analisis tedérico del buen comportamiento a tiempos largos de los inte-
gradores geométricos se basa principalmente en interpretar las aproximacio-
nes numéricas generadas como la solucion exacta de un problema modificado,
lo que se conoce como andlisis regresivo de los errores. Explicaremos las ideas

principales y las ilustraremos para el método de Stormer-Verlet.

4.1. Construccion de la ecuacion modificada

La idea del andlisis regresivo de los errores es vélida para todo tipo de
ecuaciones diferenciales ordinarias cuando se integran con métodos numéricos

de un paso generales.

Por tanto, consideramos el sistema diferencial de primer orden

y =F(y), (4.1)

y un método numérico de un paso y, 11 = ®,(y,). La idea del andlisis regre-

sivo consiste en buscar una ecuacién diferencial modificada
y = F(y) + hFs(y) + h*Fs(y) +-- -, (4.2)

tal que el flujo exacto de (4.2) tras h unidades, @,(y), sea igual al flujo
numérico Py (y). Desafortunadamente, no se puede esperar que la serie que
aparece en (4.2) converja, en general, y el enunciado preciso tiene que for-

mularse como sigue a continuacién.

Teorema 4.1. Consideramos un sistema diferencial de primer orden (4.1)
con un campo vectorial infinitamente diferenciable F(y), y suponemos que el

método numérico admite un desarrollo en serie de Taylor de la forma
Ou(y) =y + hF(y) + h*Da(y) + h°Ds(y) + - - (4.3)
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con Dj(y) suficientemente requlares. Entonces para cada N > 1, existen

campos vectoriales F;(y), 1 < j < N, unicos, tales que

Oy (y) = @wnly) + OWNH), (4.4)

donde oy, es el flujo exacto del sistema diferencial modificado

y =F(y) + hFa(y) + - + BN 'Fu(y). (4.5)

Demostracion. Dejando de lado cuestiones de convergencia, desarrolla-
mos el flujo exacto de (4.2) en serie de Taylor (usaremos la notacién y(t) =
&(y) v, en consecuencia, y(0) =y)

2 3

. - h® .. h° .
2nly) =y +hy(0) + 5¥(0) + gy(?’)(()) o+

=y +h(F(y) +hF2(y) + B°Fs(y) + ) (4.6)
F(F () + RG(y) + ) (B(y) + RFo(y) +o ) oo

donde el punto denota derivacion respecto de la variable independiente ¢ y la
prima indica derivacién respecto de y. La comparacién de potencias iguales
de h en las expresiones (4.6) y (4.3) nos lleva a relaciones recurrentes para

obtener las funciones F;(y), esto es,

1

Fa(y) = Daly) = SF'F(y),
Fs(y) = Ds(y) — % (F"(F,F)(y) + F'F'F(y)) — % (F'Fy(y) + FoF(y)),

)

(4.7)

que definen univocamente las funciones F;(y) de una manera constructiva a

partir del desarrollo de Taylor del método numérico. [
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4.2. FEcuacién modificada para el método de Stormer-
Verlet

Poniendo y = (q,v)" y F(y) = (v,f(q))?, la ecuacién diferencial (2.4)
es de la forma (4.1). Para el método de Stérmer-Verlet (2.10) tenemos que

(A) B q+ hv+ %Qf(q)
Pnlav) = (v + Lf(q) + Lf(q+ hv + ’;—Zf(q))> ' (48)

Desarrollando esta funcién en serie de Taylor obtenemos (4.3) con

_1( f(q) 1 0
Dy(q,v) = 5 (f’(q)v> » Dy(q,v) = 7 <f,(q)f(q> . f”(q)(v,v)) e (4.9)

y las funciones F;(q,v) se pueden calcular como en la demostracién del
Teorema 4.1. Como el método de Stormer-Verlet es de segundo orden, la
funcién Dy(q,v) tiene que coincidir con el coeficiente de h? de la solucién
exacta y tenemos que Fy(q,v) = 0. De igualar los términos en h?® tenemos
que

F3(q7 V)

1 —2f'(q)v ) | (4.10)

12 (f'<q>f<q> +1"(q)(v. V)
y al igualar los términos en h* obtenemos que Fy(q,v) = 0. Este hecho es
debido a la simetria del método numérico, como veremos en la préxima sub-
seccion. Para valores impares mayores de j, las funciones F;(q, v) se vuelven
mas complicadas y en el desarrollo aparecen derivadas de orden mas alto de
f(q). La férmula explicita de F3(q,v) también nos muestra que la ecuacién
diferencial modificada (4.2) no responde al formato de segundo orden de la

ecuacion original (2.4).

Unos célculos equivalentes para la version (2.11) del método de Stormer-

Verlet nos da

oo Lt —f'(q)v
Falav) =5 (—4f’<q>f<q>—f"(q)(v,v>)’ )

y FQ(qv V) = F4(qa V) =0.
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4.3. Propiedades de la ecuacion diferencial modificada

De la definicién de la ecuacién modificada se sigue que para métodos de

orden r, esto es, los que satisfacen ®,(y) = pn(y) + O(h"t1), tenemos que
F;(y)=0paraj=2, .., (4.12)

Més atn, si el término dominante del error de truncacion local es E, 4 (y),
esto es, p(y) = pn(y) + " E,11(y) + O(h™2), entonces

Fo(y) =E(y) (4.13)

Por el Teorema 3.2 sabemos que el método de Stormer-Verlet es simétrico.
Para esos métodos la ecuacién modificada tiene un desarrollo en potencias
pares de h, esto es,

Fyi(y) =0paraj=1,2,.. (4.14)

Esto se puede demostrar como sigue: para reflejar la dependencia de h del
campo vectorial (4.2), denotamos con @ p(y) el flujo exacto de (4.2). El
andlisis regresivo de errores nos dice que ®,(y) = @pn(y). Por lo tanto,
tenemos que ®_,(y) = @_n_n(y) v por la propiedad de grupo del flujo
exacto, 7L (y) = (@_n_n(¥)) " = @n_n(y). La condicién de simetria (3.6)
implica que @ 4(y) = Pr—n(y) para t = h, y los cdlculos de (4.6) muestran
que esto solo es posible si se da (4.14).

A continuacién vamos a ver que las propiedades geométricas del método
de Stormer-Verlet se ponen de manifiesto en la ecuaciéon modificada. Revisa-

remos las cuatro propiedades vistas en la Seccion 3.

Teorema 4.2. Si se aplica el método de Stormer-Verlet (2.10) a una ecua-
cion diferencial (2.4) que es reversible respecto de la reflexion p(q,v) =
(q, —V), entonces cada truncacion de la ecuacion diferencial modificada es

reversible respecto de la misma reflexion.
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Demostracion. Sea F;(y) el término que acompana a h/~! en la ecuacién
modificada (4.2) del método de Stormer-Verlet ®;,. Realizaremos la demos-
tracién por induccién sobre j. Suponemos que para j = 1,..., N, el campo

vectorial F;(y) es p—reversible, es decir,

Demostremos ahora que la misma relaciéon se cumple para 7 = N + 1. Por

hipétesis, la truncacion de la ecuacién modificada
y = F(y) + hFa(y) + I*Fa(y) + -+ V' Fa(y), (4.16)

es p—reversible y por el Teorema 3.1, su flujo exacto ¢y, es p—reversible, es
decir, po @y, = @y 0 p. Por construccién de la propia ecuacién modificada,

tenemos que

Ou(y) = @nn(y) + hVHFaa(y) + O F?), (4.17)
Como ¢y p(y) =y + O(h), esto implica que

0,1 (y) = on(y) — BN Fapa(y) + OBV ). (4.18)

Tanto ®;, como @y, son p—reversibles y, por tanto, tenemos que poFy 4 =

—F N1 0 p, como queriamos probar. [

Teorema 4.3. Si se aplica el método de Stormer-Verlet (3.25) a un sistema
Hamiltoniano (3.13), entonces cada truncacion de la ecuacion modificada es

también un sistema Hamiltoniano.

Demostracion. Esta demostraciéon se basa también en el principio de in-
duccién y, por simplicidad, supondremos que el Hamiltoniano H(p,q) esta
definido en un dominio simplemente conexo. Introduciendo, como en la Sub-
seccién 3.2,y = [p”, q"] " el sistema Hamiltoniano (3.13) se escribe de forma

mds compacta como y = J 'VH(y) con J como en (3.15). Demostraremos

51



que todas las funciones F; que aparecen en la ecuaciéon modificada pueden
escribirse como

Fy(y) = J'VH,(y). (4.19)

para cierta funciéon H;. Sabemos que esto se cumple para N = 1, puesto
que Fi(y) = F(y) = J'VH(y). Ahora vamos a probar, por induccion,
que si (4.19) se cumple para j = 1,2, ..., N, entonces existe un Hamiltoniano
Hy.1(y) tal que Fyy i (y) = J'VHyy1(y). Laidea es considerar la ecuacién
modificada truncada (4.5), que es entonces un sistema Hamiltoniano con
funcién Hamiltoniana H(y) + hHs(y) + - - + A" " Hy(y). Su flujo ona(y),
comparado con el de (4.2) y, por lo tanto, con el flujo numérico del método

de Stormer-Verlet tras un paso, ®,,, satisface
O, (y) = nnly) + BV Fya(y) + O ), (4.20)

y también
O (y) = Gvaly) + PV Fy(y) + O(RY). (4.21)

Por el Teorema 3.4 y por hipétesis de induccién, ®;, y @y, son transforma-

ciones simplécticas. Esto, junto con que @y ,,(y) = I + O(h), implica que
T = B9 IO (y) = T+ WV (B, (5)7T + TP, (v) + O(2)

Lo anterior implica que Fly,; (y)" J+JFy . (y) = 0, entonces, (JF’NH)T =
FyJT = —FN,J = JFy,,. Por lo tanto, la matriz JF)y, ,(y) tiene que
ser simétrica, y al ser el dominio simplemente conexo, la funciéon JFx1(y)
es el gradiente de alguna funcién escalar Hy1(y), lo que prueba (4.19) para
j=N+1.0

Para dominios generales, el resultado también es cierto, pero la demos-

tracién requiere el uso de funciones generatrices.

Teorema 4.4. Si se aplica el método de Stérmer-Verlet (2.35) para la in-
tegracion numérica de un sistema de divergencia nula de la forma (3.50),
entonces cada truncacion de la ecuacion diferencial modificada es de diver-

gencia nula.
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Teorema 4.5. Si se aplica el método de Stérmer-Verlet (2.35) a una ecua-
cién diferencial con una integral primera de la forma I(q,v) = v'(Cq+ c),
entonces cada truncacion de la ecuacion diferencial modificada tiene I(q, V)

como integral primera

La demostraciéon del Teorema 4.4 se puede encontrar en el Teorema 4.6 de
[3]. La demostracién del Teorema 4.5 se puede realizar a partir del Teorema

4.1 de [3] y con el resultado del Teorema 3.7. Ambas se realizan por induccion.

Para ilustrar el papel de las ecuaciones modificadas, vamos a considerar
como caso particular la ecuacion del péndulo, para la cual f(g) = —sin(g). De
esta manera tenemos que F(q,v) = (v, —sin(q)) y en la ecuacién modificada
del método de Stérmer-Verlet, siguiendo (4.10),

o) — 1 —2 - cos(q)v
Fi(g,v) = (Sin(q)cos(q) +Sin(q)vz>. (4.22)

En la Figura 8 se muestra:

a. El flujo exacto de la ecuacion del péndulo, en linea continua negra.

b. La solucion numérica de la ecuacion del péndulo, calculada con el méto-

do de Stormer-Verlet con h = 0.65, en circulos negros.

c. El flujo exacto de la ecuacion diferencial modificada (truncada después
del término O(h?)) correspondiente a la versién (2.10) del método de

Stormer-Verlet, en linea discontinua roja.

Tanto las soluciones de la ecuacién exacta como de la ecuacion modificada
son periddicas, y la aproximaciéon numérica se encuentra mas cerca de las
curvas de nivel correspondientes a la ecuacién modificada, que de las curvas
de nivel de la ecuacion original. Esto se explica por el hecho de que para

flg) = —VU(q) los campos vectoriales (4.10) y (4.11) son Hamiltonianos
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Figura 8: Las lineas continuas grises muestran la solucién exacta, la linea
discontinua roja la solucién exacta de la ecuacién modificada, y los puntos

negros las soluciones obtenidas con el método numérico.

con funciones Hamiltonianas

Hs(p,q) = %VQU(Q)(P,I?) + iVU(Q)TVU(Q) y

1 1 (4.23)
Hy(p,q) = =5;V°U(a)(p,p) — EVU(Q)TVU(q),

respectivamente. En el caso del péndulo U(q) = — cos(q). Observamos una
coincidencia sorprendentemente buena entre la solucién numerica y el flujo
exacto de la ecuacién modificada dado que casi conserva la energfa H (hasta

los términos O(h?) incluidos), cuyas curvas de nivel se dibujan en la Figura
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8. Para este ejemplo tenemos:

H(p.q) = H(p,q) + h*Hs(p, q)

—12—cos()—|—h2 1005()2+1s' %(q) (4:24)
—2p q 12 q)p o1 mq) |-

4.4. Conservacion de la energia

Hemos visto en el Ejemplo 3.3 que la energia total H(p,q) de un sistema
Hamiltoniano no se preserva exactamente mediante el método de Stormer-
Verlet, aunque en este ejemplo, si que se conserva aproximadamente. También
en el caso del problema de Kepler, la Figura 6 indica que, aunque el método
de Stérmer-Verlet no conserva exactamente el Hamiltoniano (3.56), no se

producen grandes desviaciones en la energia.

En el siguiente teorema se demuestra que para sistemas Hamiltonianos
generales, si se utiliza el método de Stormer-Verlet, el Hamiltoniano se con-

serva aproximadamente durante largos intervalos de tiempos.

Teorema 4.6. Se considera un sistema Hamiltoniano (3.13) con funcion
Hamiltoniana (3.14). La energia total a lo largo de una solucidn numérica

(P, an) generada con el método de Stormer-Verlet satisface
|H(Pr, dn) — H(po, q0)| < Oh? +CnhNty, para 0 < t, = nh < h™, (4.25)

para cualquier natural N. Las constantes C' y Cy son independientes de t y de
h, y Cxn depende de las cotas de las derivadas de H hasta orden N +1 en una

region que contenga los valores de las aproximaciones numéricas (Pn, dn)-

Demostracion. Esta demostracién se basa en el caracter simpléctico del
método de Stormer-Verlet y en el uso del andlisis regresivo de los errores.

Por el Teorema 4.2, sabemos que la ecuacién diferencial modificada, truncada
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después de N términos, es también Hamiltoniana, con un Hamiltoniano H
que en un entorno de la solucién numérica dista del Hamiltoniano original H

en términos O(h?), es decir,

|H(p,q) — H(p,q)| < Ch%

Consideramos ahora H a lo largo de la solucién numérica. Escribimos la va-
riacion de H entre la condicion inicial y la aproximaciéon numérica en tiempo

t, como una suma telescépica

—_

n—

H(pp,an) — H(po,qo) = (ﬁ(ij, q;+1) — H(p;, qj)> - (4.26)

J

I
=)

Por construccién de la ecuaciéon modificada, tenemos que (pji1,9;41) =
on(pj, aj) + O(RNT), donde @), denota el flujo exacto del sistema Hamil-
toniano modificado. El flujo ¢, preserva el Hamiltoniano modificado, y, por

tanto,

H(pjs1,q541) — HPj ;) = H(pjs1, dje1) — H(Gn(ps, q;)) = OBV,

Insertando esta estimacién en la suma de (4.26) y tomando valor absoluto
obtenemos la siguiente acotaciéon

n—1

‘ﬁ(pmqn) - p07q0

' Fﬂ

<[~{ p]+l7q]+l) H(pj’qj)> ‘

n—1

<D HPs 1, 9511) — H(n(ps, a)))|

<
I
o

CyhNt = Cy - BN -nh = CyhNt,.

J=0

IN

Para el Hamiltoniano exacto H tenemos

|H(pn, dn) — H(Po, )| = |H(Pn, dn) — H(Pn, dn) + H(Pn, dn) — H(Po, do)|
< |H(pn,dn) — H(Pn, an)| + [H(Pn, an) — H(po, Q)|
< Oh? 4+ Cyh™t,,

puesto que H(po, qo) = H(po, qo). O

56



5. El método de Stormer-Verlet con paso va-

riable

El uso de integradores numéricos de paso variable para sistemas de ecua-
ciones diferenciales es recomendable para avanzar con paso pequeno cuando
la solucion exacta cambia rapidamente, y con paso grande cuando cambia len-
tamente. En general, el uso de paso variable incrementa la eficiencia de los
integradores temporales. Sin embargo, es conocido, que la forma de utilizar
pasos variables en los integradores convencionales no es directamente apli-
cable a los integradores geométricos, pues se pierden las buenas propiedades

que tienen cuando se implementan con paso fijo [8].

Una estrategia utilizada en la literatura para evitar este problema se basa

en la idea de considerar la transformacién temporal

% =9(p, ), (5.1)
y en escribir el sistema de ecuaciones diferenciales (3.13) en términos de la
nueva variable independiente 7
(;—IT) = —9(p,q)VoH(p, q), j—? =9(P,qQ)VpH(p,q).  (52)
Integrando el sistema de ecuaciones diferenciales (5.2) con paso fijo h se ge-
neran soluciones numéricas de paso variable del problema original (3.13). La
funcién g deberd ser grande cuando en la integracion de (3.13) se pueden dar
pasos grandes, y deberd ser pequena donde la solucién de (3.13) varfe mas
rapidamente. Si la transformacién (5.1) es tal que el sistema (5.2) es reversi-
ble, entonces los resultados tedricos conocidos para integradores reversibles
de paso fijo [2] se pueden aplicar a (5.2) y se mantienen las propiedades favo-
rables de la solucién numérica vista como una aproximacion de paso variable
a la solucién de (3.13).

El problema de los integradores simplécticos con paso variable estdandar
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es el posible mal comportamiento de los errores para intervalos de integracion
largos. En particular, el método dado por (5.1) y (5.2) no se comporta bien
porque, en general, los sistemas obtenidos tras el cambio de escala temporal
no son Hamiltonianos. Una solucién a este problema, sugerida por Hairer y
Reich, es utilizar las transformaciones de Poincaré. La idea es la siguiente:
si (po,qo) son las condiciones iniciales para (3.13) y Hy es el valor de la
funcién Hamiltoniana en (pg, qp), uno integra con un método simpléctico y

longitud de paso fija h el sistema Hamiltoniano con funcién Hamiltoniana
9(p,q)(H(p,q) — Ho(p,q)), es decir,

j—f = —9(p,q)VqH(p,q) — (H(p,q) — Ho) Vqg(p, q), 653
A b, Ve (p.0) — (H(p.q) + Ho) Vpo(p,a).

Nétese que para que (5.3) esté bien definido hace falta que la funcién g de
(5.1) sea diferenciable, y que la diferencia entre (5.3) y el sistema reparame-
trizado (5.2) es solo una perturbacién que se anula a lo largo de la solucién
exacta de (3.13) con condicién inicial (pg,qo), pero que hace que (5.3) sea

Hamiltoniano.

Teniendo en cuenta estas ideas, a continuacién vamos a construir imple-
mentaciones de paso variable del método de Verlet para integrar (3.13), en
el caso de que el Hamiltoniano sea de la forma (3.14), con M = I (la ma-
triz identidad). En este trabajo s6lo vamos a considerar un par de métodos
construidos utilizando el cardcter reversible de (5.1)-(5.2), aunque en [1] se
incluyen también métodos basados en el cardcter simpléctico de (5.3). Igual-
mente, entre las diversas elecciones posibles para la transformacion temporal
(5.1) que aparecen en [1], vamos a considerar aqui unicamente la parametri-

zacion dada por la longitud del arco, es decir,

g(pa) = (Ip? + IVU(@]?) . (5.4)
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5.1. Meétodo de Verlet adaptativo implicito

En [6] se propone una generalizacién del método de Stérmer-Verlet usando
el método Runge-Kutta particionado de segundo orden Lobatto ITTA-B para

el sistema (5.1)-(5.2). Las ecuaciones de dicho método son [1]

Pril =P~ 59(Pns1: ) VU (dn),

U1 = dn + 5 (g(pm%, an) + 9Py L qn+1)) Pyl 5.5
Pri1 = Pt — 59(Pns1 Anr1) VU (o),

trt1 =t + 3 (g(pm%, An) + 9(Ppy 1, qn+1)) :

que se corresponden con la aplicacién de (2.35) al sistema diferencial (5.2)
cuando H estd dada por (3.14). Esta discretizacion es reversible y preserva
el momento angular. A continuacion, analizamos cémo resolver cada una
de las ecuaciones de (5.5). Si la funcién (5.1) depende de p, entonces la
primera ecuacion es implicita en p,, | 1y definimos la siguiente iteracion para

resolverla:

pM = p,— 29! 1, @) VU(q), v =0,1,... (5.6)
2 2

(0 . = Pn, y detenemos la
n+3

iteracion cuando el cambio relativo es menor que una determinada tolerancia

Escogemos en cada paso como primer iterante p

Tol previamente fijada, es decir, si

v+1 v
||pL+%] — pﬂ% I

g < Tol. (5.7)

[
P
Si la funcién ¢ en (5.1) depende de p unicamente a través de su norma,
entonces (5.6) puede expresarse como una iteracién escalar. Por ejemplo, si
tomamos la parametrizacién g dada en (5.4), calculamos los valores Sl =

”pﬂl |2 del iterante v—ésimo, y para 81 se tiene, usando (5.6), la siguiente
2
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expresion
B =[|p, ||
L 2
n (§g<pM pan)) VU@ (5:5)
—hg( 1,qn)anU(qn) v=0,1,....

Como
1 /2

g(pﬂl,qn) (B +IVU (aa)?) (5.9)

(5.8) proporciona 3 1] g partir de A, sin que sea necesario construir pﬂ 1
2

Ademas, (5.7) se puede escribir como

(h/2)[IVU (aa)[ll9(p n+1,qn) 9(p), 1 )|

con el convenio de que g(pE:]l,qn) = 0, y se utiliza (5.9) para evaluar g.
2

< Tol, (5.10)

Cuando la condicién (5.10) se cumpla, fijamos

~1/2

9(Past,an) = (B + VU (Q)]) (5.11)

y obtenemos p, 1 sustituyendo (5.11) en la primera ecuacién de (5.5). Otra
situacion interesante es cuando (5.1) depende tinicamente de q, en cuyo caso

la primera ecuacién de (5.5) es explicita.

La segunda ecuacion de (5.5) es implicita en q,.; y la resolvemos me-

diante la siguiente iteracion

v+1
qL—:_l] =qn +3 <g(pn+%7 qn) + g(pn+ 7q£1—]i-1)> pn—i—%a V= 07 17 LRI (512)
escogiendo como primer iterante qq[ﬂrl = (,. Nuevamente, la iteracion se
detiene cuando +1]
[ L

2
q [VH]H < Tol, (5.13)
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que puede ser escrito como

v v—1
(h/2)lPns 2 l9(Pus 1 a 1) = 9(Poyr a1
P 2 < Tol, (5.14)
la
2

(1]

tomando para v = 0, g(pn+%, Q.1
2

) = —g(pn+%, Q). Cuando (5.14) se satis-
face’ ﬁjamos g(pn—&-%’ qn-l—%) = g(pn-i-%’ qzj_];'_%) Y Qn+1 = qq[,,:_}'_l
Por 1ltimo, la tercera ecuacion de (5.5) es explicita, y la actualizacién del

tiempo t,.1 también.

5.2. Meétodo de Verlet adaptativo explicito

En [1] se implementa un método completamente explicito introduciendo

una nueva variable p, que representa el reciproco de la funciéon g que define la
1

g(p,a)’

se calcula con una férmula simétrica. Las ecuaciones del método resultante

Esta nueva variable

transformacion temporal (5.1), es decir, p(p,q) =

Son
h
AQnil = dn + gpna
h
pn-i—% = Pn — JVU(qn—l—%)a
2
Pn + Pn+1 = ( ) R ) )
g pn+§7qn+§ (5 15)
h .
h
An+1 = Ayl + 2 +1Pn+1;

h (1 1
tn—i—l - tn + - —+ .
2 Pn Pn+1

Este método también es reversible y preserva el momento angular. Para el

primer paso, tomamos pg = —— . Si la funcién de escala utilizada en
g<p07 qO)
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(5.1) solo depende de q, entonces las ecuaciones segunda y cuarta de (5.15)

pueden reescribirse en una tnica ecuacién

h (1 1
n et n — < e 1. 1
Pt =5 (o ) VUla,,y) (5.16)

5.3. Experimentos numéricos

Comparamos las dos versiones del método de Stérmer-Verlet (2.10) y
(2.11), el método adaptativo implicito (5.5) y el método adaptativo explicito
(5.15), para la integracién del problema de Kepler (2.37)-(2.38) con con-
diciones iniciales (2.39), descrito en la Subseccién 2.7. Las ejecuciones las
realizamos con diferentes excentricidades, e = 0.65,0.9,0.99, puesto que es
bien conocido que cuanto mas se acerca la excentricidad a 1, mas necesa-
rio es utilizar pasos variables para realizar una integracion eficiente. Para
comparar la eficiencia de los distintos métodos se ha calculado el error de la
aproximacién numérica en T = 27 (utilizando la norma euclidea de R*), y
se han medido el tiempo de CPU necesario y el nimero de evaluaciones de
la funcién f realizadas para obtener dicha aproximacion. La ejecucién de los
algoritmos se ha hecho con Python sobre una maquina Linux con 8 CPUs,
128 GB de memoria RAM y un procesador Intel de 32 generacién con 3,4
GHz de velocidad. En los métodos adaptativos, la aproximacion numérica en
T = 27 se obtiene mediante interpolacién polinémica de Hermite, utilizan-
do las aproximaciones numeéricas en los dos tiempos consecutivos ty_1 y tn
que satisfacen ty_; < 27 < ty. Para el método adaptativo implicito hemos

utilizado una tolerancia para detener las iteraciones de punto fijo de 1075.

Para excentricidad e = 0.65 se han escogido longitudes de paso h igua-
les a 16 x 1073, 8 x 1073, 4 x 1073 y 2 x 1073. Si nos fijamos en la gréfica
de la izquierda de la Figura 9, donde mostramos el error frente al niimero
de evaluacions de f, observamos que el método mas eficiente es el adaptati-

vo explicito (EAV), seguido de las dos versiones de paso fijo del método de
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Stormer-Verlet (2.10) y (2.11) y, finalmente, el menos eficiente es el méto-
do adaptativo implicito (IAV). Sin embargo, si analizamos el error frente
al tiempo de CPU requerido por los métodos, observamos que la eficiencia
del método adaptativo implicito es comparable a la del método de Stormer-
Verlet de paso fijo (2.11). Este cambio de eficiencia en funcién de cémo la
midamos es debido a que en este problema el coste computacional de evaluar
la funcién f es relativamente pequeno frente al coste computacional del resto
de las operaciones requeridas por el método completo. Observamos también
en ambas graficas que todos los métodos considerados tienen orden de con-
vergencia 2, como cabia esperar del anélisis tedrico realizado (las pendientes

de todas las lineas representadas es aproximadamente —2).

10° 10°
--4-- SV11 --4-- SV11
SV10 SV10
10714 107t
N —e— EAV N —e— EAV
b v AV ‘\\ v AV
102 » v.. 1072 2
- - ' = e
£ 10-2 £10-3
w A . w
oy
1074 1074
10°° 10-°
107 1076
103 104 10t 10?2
N2 de evaluaciones Tiempo de CPU

Figura 9: Error frente al nimero de evaluaciones de funcién (izquierda) y

frente al tiempo de CPU (derecha) para los cuatro métodos y e = 0.65.

Para excentricidad e = 0.9 se han seleccionado longitudes de paso h
diferentes en funcién del tipo de método, para que los resultados se puedan
comparar mas facilmente. Para los métodos de paso fijo se han escogido
longitudes de paso h iguales a 8 x 1074, 4 x 107*, 2x 107* y 1 x 10~* y para
los métodos adaptativos, menos sensibles al cambio de excentricidad, se han
fijado longitudes de paso h iguales a 16 x 1074, 8 x 1074, 4x10~* y 2x107%. De
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los resultados de la Figura 10 extraemos conclusiones similares a las del caso
de excentricidad e = 0.65, en lo que se refiere al orden de los cuatro métodos
considerados, pero se observan algunas diferencias. La primera es que cuando
se analiza el error frente al nimero de evaluaciones de funcién comprobamos
que el método adaptativo implicito es mas eficiente que el método de Stormer-
Verlet (2.10) y que existe menos desventaja cuando se compara con el método
de Stormer-Verlet (2.11). La otra es que en la comparacion del error frente al
tiempo de CPU comprobamos que para e = 0.9 los dos métodos adaptativos
son igual de eficientes. Aunque las longitudes de paso h utilizadas parae = 0.9
son mas pequenas que para e = (.65, los errores que se obtienen son un poco

mas grandes, porque el problema es bastante mas dificil de integrar.

10!

10!
--4-- SV11
SV10 &-- SV11
10° v 100 SV10
o EA e EAV
. R /\Y . 1AV
-1
. 10 R
S - “w =
£1072 hN e
5 E107
1073 103
..
10744 . 10-4
1073 10-5
10* 10° 0 102 103 104
Ne de evaluaciones Tiempo de CPU

Figura 10: Error frente al nimero de evaluaciones de funcién (izquierda) y

frente al tiempo de CPU (derecha) para los cuatro métodos y e = 0.9.

Para excentricidad e = 0.99 se han escogido longitudes de paso h iguales
al6x107%, 8x107% 4x107% 2x 107* y 1 x 10~*. En este caso solo hemos
comparado los métodos de paso variable, descartando los métodos de paso fijo
debido a que necesitarian longitudes de paso extremadamente pequenas para
obtener errores por debajo de la unidad. Podemos ver los resultados en la

Figura 11. Si se compara el error frente al niimero de evaluaciones (izquierda)
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se observa que el método adaptativo explicito es mas eficiente que el implicito,
necesitando un menor nimero de evaluaciones de la funcién f para obtener
errores similares. Sin embargo, volvemos a comprobar que, dado que el coste
computacional de evaluar la funcién f es relativamente pequeno frente al
coste computacional del método completo, la eficiencia de ambos métodos
adaptativos cuando se compara el error frente al tiempo de CPU (derecha)
es practicamente idéntica. También observamos que se sigue manteniendo la
convergencia cuadratica de los dos métodos. Al estar utilizando las mismas
longitudes de paso que para e = 0.9, aunque el comportamiento relativo de
ambos métodos es muy parecido, los errores que se obtienen son bastante
mayores cuando e = 0.99.

10 10!
—e— EAV —e— EAV
1AV 1AV
10° 10°
£ 107 £ 102
w w
1072 1072
1073 1073
10° 106 103 104
N2 de evaluaciones Tiempo de CPU

Figura 11: Error frente al nimero de evaluaciones de funcién (izquierda)
y frente al tiempo de CPU (derecha) para los métodos de paso variable y
e =0.99.

Comparando las dos gréficas de la izquierda de las Figuras 10 y 11 ob-
servamos que para un mismo valor de h el nimero de evaluaciones utilizadas
por EAV e TAV es mayor para e = 0.99 que para e = 0.9. Esto es debido

a que aunque la longitud de paso utilizada en la variable 7 es la misma, la

65
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= ©=0.65
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Figura 12: Evolucion de At, frente al tiempo ¢, para el método de Verlet
adaptativo explicito con h = 4 x 10~%, para cada una de las tres excentrici-

dades consideradas. .
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funcién de escalado g en (5.1) toma valores distintos para cada excentricidad
y el numero de pasos que hay que dar para cubrir el intervalo [0, 27| en la
variable ¢ es mayor a medida que la excentricidad se acerca a 1. En la Figura
12 hemos representado los valores de At,, = t,,.1 —t, frente al tiempo t,, para
el método de Verlet adaptativo explicito con h = 4 x 10~ (los resultados
son casi idénticos para el método adaptativo implicito) y cada una de las
excentricidades estudiadas e = 0.65,0.9,0.99, para visualizar el tamano de
las diferentes longitudes de paso utilizadas en la variable original ¢. En la
Tabla 1 hemos inlcuido los valores maximo y minimo de At, para cada una

de las tres excentricidades. Tanto en la Figura 12 como en la Tabla 1 obse-

e 0.65 0.9 0.99
min(At,) | 4.74 x 1075 | 4.00 x 10-° | 4.00 x 10~
méx(At,) | 6.79 x 107* | 1.11 x 1073 | 1.53 x 1073

Tabla 1: Valores minimos y maximos de At,, para el método de Verlet adap-

tativo explicito, h = 4 x 107* y las 3 excentricidades estudiadas.

vamos que cuanto mayor es la excentricidad e, el método requiere el uso de
longitudes de paso menores en la variable original. Vemos que para e = 0.65
el minimo At,, utilizado es del orden de 107°, en el caso de e = 0.9 es del
orden de 1076 y en el caso de e = 0.99 es del orden de 10~%. Por otro lado, los
valores maximos de At,, crecen ligeramente al aumentar la excentricidad, por
lo que el cociente entre el maximo At, y el minimo At, es mayor cuando la
excentricidad es mas alta. Esto quiere decir que cuando e es muy proxima a
1, hay zonas muy dificiles de integrar que requieren pasos en ¢t muy pequenos
(cerca de 0 y de 27), pero al mismo tiempo hay otras zonas en las que la
solucién varia muy lentamente y se pueden usar pasos mucho mayores (cerca

de ), como se aprecia en la Figura 12.
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A. Cdbdigo de los métodos de la Seccion 5

En este Apéndice incluimos las funciones empleadas para los experimentos

numéricos de la Subseccion 5.3 utilizando lenguaje Python.

A.1. Método de Verlet de paso fijo (2.10)

def solveSV10(qO0, vO, h, N, UU, £, T, e):
t = Series([0])
q = Series([q0])

Series([v0])

<
Il

n_f =20

f_0 = £f(q.iloc[-11)

nf=nf+1

h2 = h/2

for i in range(N):
q_0 = q.iloc[-1]
v_0 = v.iloc[-1]

v_12 = v_0 + h2*xf_0
q-1 = q_0 + h*xv_12

f_1 = £f(q_1)

v_l = v_12 + h2xf_1
f0=1£_1

nf=nf+1
t_.1=t_.1+h

q = q.append(Series([q_1]))
v = v.append(Series([v_1]))
t = t.append(Series([t_1]1))

q.iloc[-1] = inter_Her(tl = t.iloc[-2], t2 = t.iloc[-1],
ql = q.iloc[-2], g2 = q.iloc[-1],
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vl = v.iloc[-2], v2 = v.iloc[-1],
t =T
v.iloc[-1] = inter_Her(tl = t.iloc[-2], t2 = t.iloc[-1],
ql = v.iloc[-2], g2 = v.iloc[-1],
vl = £(q.iloc[-2]), v2 = f(q.iloc[-11),
t =T

t.iloc[-1] T

return q, v, t, n_f

A.2. Método de Verlet de paso fijo (2.11)

def solveSV11(q0, vO, h, N, UU, f, T, e):

t = Series([0])
q = Series([q0])
v = Series([v0])
n_f =20
h2 = h/2

for i in range(N):
q_0 = q.iloc[-1]
v_0 = v.iloc[-1]

q-12 = q_0 + h2*xv_0

v_1 = v_0 + h*f(q_12)
nf =n7f +1

q-1 = q_12 + h2x*v_1
t_1=t_1+h

q = q.append(Series([q_1]))

v = v.append(Series([v_1]))

t = t.append(Series([t_1]))
q.iloc[-1] = inter_Her(tl = t.iloc[-2], t2 = t.iloc[-1],
ql = q.iloc[-2], g2 = q.iloc[-1],
vl = v.iloc[-2], v2 = v.iloc[-1],

t =T)
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v.iloc[-1] inter_Her(t1
ql
vl

t

t.iloc[-1] T

return q, v, t, n_f

t.iloc[-2], t2
v.iloc[-2], g2
= £(q.iloc[-2]),
T)

t.iloc[-1],
v.iloc[-1],
v2 = f(q.iloc[-11),

A.3.

Método de Verlet adaptativo implicito

def solveIAV(qO, vO, h, N, UU, f, T, e):

max_iter 100
tol 10**(-10)

Series([0])
Series([q0])
Series([v0])

UU(q.iloc[-1], £)
sq(UUO)

sqrt (UUO0_2)

n_f +1

while

A\

t.iloc[-1]:

q.iloc[-1]
v.iloc[-1]

q_0
v_0

tol + 1
0

calc

0
sq(q_0)

n_iter

g__1
beta
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while calc >= tol and n_iter < max_iter:

g_beta = (beta + UUO_2)**(-1/2)

beta = sq(v_0) + (h/2xg_beta)*+*2*UU0_2-h*g_beta*(v_0 @ UUO)
(h/2)*UU0_n*abs (g_beta-g__1)/(sqrt(beta))
g__1 = g_beta

calc
n_iter = n_iter + 1
v_12 = v_0 - h/2*(beta+UU0_2)**(-1/2)*UU0

v_12_2 = sq(v_12)
v_12_n = sqrt(v_12_2)

calc = tol + 1

n_iter = 0

q-1 = q_0
g_0 = (v_12_2+UU0_2)**(-1/2)
g_old = -g_0

while calc >= tol and n_iter < max_iter:
q_old = g_1
UU1_2 = sq(UU(q_1, £))
nf=nf+1
g_new = (v_12_2+UU1_2)*x(-1/2)
q_-1 = q_0+h/2*(g_O+g_new)*v_12
calc = (h/2*v_12_n*abs(g_new-g_old))/sqrt(sq(q_1))
g_old = g_new
n_iter = n_iter + 1

UU1 = UU(q_1, f)
nf=nf+1

UU1_2 = sq(UU1)
g_eval = (v_12_2+UU1_2)*x*(-1/2)

v_1l = v_12 - h/2*g_eval*UUl
t_0 = t_0 + h/2x(g_O+g_eval)
Uuo = UU1

guo_2 = UU1_2
UUO_n = sqrt(UU0_2)
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q = q.append(Series([q_1]1))
v = v.append(Series([v_1]1))
t = t.append(Series([t_0]))
q.iloc[-1] = inter_Her(tl = t.iloc[-2], t2 = t.iloc[-1],
ql = q.iloc[-2], g2 = q.iloc[-1],
vl = v.iloc[-2], v2 = v.iloc[-1],
t =T

v.iloc[-1] = inter_Her(tl = t.iloc[-2], t2 = t.iloc[-1],
ql = v.iloc[-2], g2 = v.iloc[-1],
vl = £(q.iloc[-2]), v2 = f(q.iloc[-1]),
t =T

t.iloc[-1] T

return q, v, t, n_f

A.4. Método de Verlet adaptativo explicito

def solveEAV(qO, vO, h, N, UU, f, T, e):
t = Series([0])
q = Series([q0])

v = Series([v0])

ro_0 = 1/g(v0, qO0, UU, £)
nf=nf+1

while T > t.iloc[-1]:
q_0 = q.iloc[-1]
v_0 = v.iloc[-1]
h2 = h/2
h2ro0 = h2/ro_0
q-12 = q_0 + h2ro0*v_0
UU12 = UU(q_12, £)
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nf=nf+1

v_12 = v_0 - h2ro0*UU12

ro_1 = 2/((sq(v_12) + sq(UU12))**(-1/2)) - ro_0
h2r1 = h2/ro_1

v_1 = v_12 - h2r1%UU12

q-1 = q_12 + v_1xh2r1

t_0 = t_0 + h2ro0 + h2ri1

ro_0 = ro_1

q = q.append(Series([q_1]))
v = v.append(Series([v_1]))
t = t.append(Series([t_0]))

q.iloc[-1] = inter_Her(t1l = t.iloc[-2], t2 = t.iloc[-1],
ql = q.iloc[-2], g2 = q.iloc[-1],
vl = v.iloc[-2], v2 = v.iloc[-1],
t =T
v.iloc[-1] = inter_Her(tl = t.iloc[-2], t2 = t.iloc[-1],
ql = v.iloc[-2], g2 = v.iloc[-1],
vl = f(q.iloc[-2]), v2 = f(q.iloc[-1]),
t =T
t.iloc[-1] =T

return q, v, t, n_f
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