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Resumen

Este trabajo se enfoca en proporcionar un marco tedrico actualizado para el cédlculo
de Clebsch, abordando los casos limite y formalizando el método simbdlico utilizado por
Clebsch y Salmon. Se formaliza el método simbdlico utilizando algebra multilineal, se
revisan las propiedades de los determinantes en anillos, y se introducen conceptos de
geometria algebraica para estudiar puntos de inflexion. Finalmente, se presenta una prueba
rigurosa del cédlculo de Clebsch para obtener una expresién cerrada del polinomio de
Salmon.

Palabras clave: G. Salmon, A. Clebsch, puntos de inflexién, geometria algebraica, méto-
do simbdlico

Abstract

This work focuses on providing an updated theoretical framework for Clebsch’s cal-
culation, addressing limit cases and formalizing the symbolic method used by Clebsch
and Salmon. The symbolic method is formalized using multilinear algebra, properties of
determinants in rings are reviewed, and concepts of algebraic geometry are introduced to
study inflection points. Finally, a rigorous proof of Clebsch’s calculation is presented to
obtain a closed expression for Salmon’s polynomial.

Keywords: G. Salmon, A. Clebsch, inflection points, algebraic geometry, symbolic method
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Capitulo 1

Introduccion

La geometria algebraica es el campo de las matematicas que estudia los conjuntos
determinados por soluciones de sistemas de ecuaciones polinomiales. Estos conjuntos de-
finen lo que se conoce como variedades algebraicas, afines o proyectivas, dependiendo del
espacio ambiente donde se estudian las soluciones. Este campo experimentd un periodo de
esplendor en el siglo XIX, gracias a matematicos como Laguerre, Cayley, Klein, Riemann,
Hilbert o Clebsch. En este marco se sittia el concepto de punto de inflexion, que da titulo
a este trabajo.

Un punto de una superficie algebraica es un punto de inflexion si existe una recta que
pasa por €l que tiene multiplicidad de interseccién al menos 4 con la superficie. Se trata
de una generalizacion del concepto de punto de inflexion de una curva. El estudio de los
puntos de inflexion de curvas y superficies fue tratado por Monge, Salmon y Cayley, entre
otros.

George Salmon, matematico y tedlogo irlandés, probd en 1849 que para una superficie
algebraica de grado d mayor o igual que 3, existe un polinomio homogéneo de grado
11d — 24 que determina sus puntos de inflexion. Ademas, proporcioné un algoritmo para
calcularlo, obteniendo una ecuacién de “forma poco conveniente”, segin él mismo afirma
en [19]. Alfred Clebsch proporcioné en 1861 un célculo para obtener el polinomio de
Salmon de una forma maés elegante ([7]). Salmon (|19]), en su libro «A treatise on the
analytic geometry of three dimensions» de 1862, sustituyé su propio calculo del polinomio
por el realizado por Clebsch.

El resultado mas conocido de Salmon es el hecho de que un cibica no singular contiene
exactamente 27 rectas, y fue desarrollado en correspondencia con Cayley. El niimero de
rectas contenidas en una superficie, estd acotado por una expresién relacionada con el
grado del polinomio de Salmon, que sigue siendo de interés en la actualidad y citado en
trabajos recientes ([10], [17], [6]).

Al igual que hace Salmon en [19], nos referiremos en este trabajo por el nombre de
calculo de Clebsch al proceso por el que este matematico obtuvo la expresion del polino-
mio de grado 11d — 24 previamente calculado por Salmon. Como era tipico de la época,
ni Salmon ni Clebsch mostraron una gran preocupacién por el rigor en sus cédlculos. Esto,
unido al empleo de técnicas caidas en desuso y a la anticuada notacion utilizada en sus
publicaciones, hace del cdlculo de Clebsch un resultado que no se comprende comple-
tamente en la actualidad. De hecho, Janos Kollar ([14]), profesor de la Universidad de
Princeton, traté de construir en 2014 el polinomio de Salmon, consiguiendo, sin embargo,



un polinomio de grado 11d — 18, superior al que Salmon afirma que deberia tener.

El proposito principal de este trabajo es proporcionar un marco tedrico actual al
calculo de Clebsch, para lo que seguiremos sus pasos, poniendo especial cuidado en los
casos limite que haya podido pasar por alto, por la falta de rigor antes mencionada.

Una técnica fundamental en el razonamiento de Clebsch es el método simbdlico. De-
sarrollado por Cayley, Aronhold, Clebsch y Gordan, consiste en un algoritmo para operar
con polinomios homogéneos introduciendo unos simbolos con determinadas propiedades
que permiten compactar la notacion. Este método, tal y como lo usan Clebsch y Salmon,
no estd formalizado y los simbolos utilizados no tienen una base matematica rigurosa. Por
ese motivo, en primer lugar, formalizaremos el método simbdlico utilizando algebra mul-
tilineal de forma similar a [9]. Esta formalizacién del método simbdlico serd fundamental
de cara a obtener el propédsito de este trabajo y proporcionara rigor a la demostracién de
Clebsch.

Gran parte del proceso a seguir consiste en trabajar con determinantes que involucran
estos simbolos. Esto, como veremos mas adelante, nos obliga a considerar determinantes
en anillos. Por este motivo, haremos una revision de las propiedades de los determinantes
basandonos en [15].

A continuacion, recogeremos los conceptos de geometria algebraica necesarios para dar
un sentido actual a la nocién de punto de inflexién. Veremos como este tipo de propiedades
locales pueden estudiarse mediante el uso de unas superficies que denominaremos polares.

Una vez abordados estos preliminares, estaremos en condiciones de proporcionar una
prueba rigurosa del calculo de Clebsch, que nos permitird obtener una expresion cerrada
para el polinomio de Salmon. Ademas, el polinomio obtenido tiene grado 11d — 24, lo que
es coherente con el resultado de Salmon. Este trabajo finaliza con la implementacién en
SageMath de un cédigo que permite calcular el polinomio resultante.

Busé et al. en [5] obtienen una férmula en términos de resultantes de varias variables
para el conjunto de puntos de inflexiéon de una hipersuperficie proyectiva, generalizando
el resultado clésico de Salmon desarrollado para superficies en P2, Dicha férmula no tiene
una expresion cerrada, por lo que deja abierta la generalizaciéon del célculo de Clebsch a
dimensién mayor que 3.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Polinomios homogéneos

El principal propésito de esta seccién es enunciar y demostrar un teorema que nos
permitira calcular la derivada formal de un polinomio en un punto, como la evaluacion
parcial de una forma multilineal, la denominada forma polar del polinomio. La existencia
de la forma polar del polinomio sentard las bases del método simbdlico, que resultara
imprescindible en la modernizacion del calculo de Clebsch llevada a cabo en este trabajo.
En el camino hacia la demostracién de este teorema, obtendremos caracterizaciones de
los polinomios homogéneos en términos de funciones y de aplicaciones multilineales.

Por otra parte, en el estudio de hipersuperficies en el espacio proyectivo, el que C sea
algebraicamente cerrado jugara un papel esencial, por lo que hemos optado por fijar el
cuerpo de los numeros complejos desde el inicio, aunque muchos de los resultados que se
trataran en la seccién son aplicables a polinomios con coeficientes en otros cuerpos.

Comenzamos la seccion introduciendo el concepto de polinomio homogéneo.

Definicién 2.1.1. Se dice que un polinomio f € C[Xy,...,X,] es homogéneo de grado
d si todos sus monomios son de grado d, es decir, si

f(X077XTL> = Z aiO .... ZnX(l)OX;n (21)
iottin=d

con a4, € C, Yig,...,i, € {0,1,2,...,d}. A lo largo de este trabajo, denotaremos
por f(X) = f(Xo,..., Xn)

A continuacién, vamos a presentar algunos resultados necesarios para obtener otras ca-
racterizaciones de los polinomios homogéneos de grado d. Para la primera caracterizacion
se sigue [25)].

Lema 2.1.2. Sea f € C[Xy,...,X,]. El polinomio f es homogéneo de grado d si y solo
si se verifica f(ZXo,...,2X,) = Z4f(X) como polinomios en C[Xy, ..., X,, Z].

Demostracion. La implicacion hacia la derecha resulta evidente a partir de la Defini-
cién [2.1.1] Veamos la otra implicacién.

Sea f € C[Xy,...,X,] un polinomio de grado k, con f(ZXy,...,ZX,) = Zf(X).
Agrupando los monomios del mismo grado, podemos escribir

f=fot+ -+ fi (2.2)



donde f; es un polinomio homogéneo de grado 1.
La implicacién hacia la derecha dice que para cada f;, con i € {1,...,k}, se verifica
fi(ZXo,...,ZX,) = Z' fi(X), por tratarse de polinomios homogéneos, entonces

f(ZXo,..., Z2X,) = fo(X) + -+ ZF fi( X) = Zf(X).

Puesto que los polinomios coinciden como polinomios en C[ Xy, ..., X,][Z], sus coeficientes
han de ser iguales, luego f;(X) =0, Vi €0,...,kconi #d,y f4(X) = f(X). Por lo que
f(X) es un polinomio homogéneo de grado d. En particular, k = d. O]

Hay que tener en cuenta que no es lo mismo hablar de un polinomio que de la funcién
que define al evaluarlo. Si dos polinomios son iguales, la funciéon que definen coincide,
pero el reciproco es en general falso. La siguiente proposicién, de la que se puede encon-
trar una demostracién en [16], nos dice que, en condiciones muy generales, la igualdad
como funciones implica la igualdad como polinomios. No entraremos en los detalles de la
demostracion.

Proposiciéon 2.1.3. Sea R un dominio de integridad y sea S C R infinito. Dado un
polinomio en n variables f € R[X] no nulo, existe b € S™ tal que f(b) # 0.

De esta proposicién se deduce inmediatamente el resultado que nos permitira iden-
tificar un polinomio homogéneo f € C[Xy,...,X,] con su funcién polinomial. Como
C[Xo, ..., Xn] es un dominio de integridad porque C lo es y C es infinito, denotando por
R = C[Xy,...,X,] y por S = C se cumplen las hipdtesis del Lema lo que nos
proporciona el siguiente resultado.

Corolario 2.1.4. Dos polinomios f,g € C[Xo, ..., X,| son iguales si y solo si las funcio-
nes polinomiales definidas por ellos son iguales.

Notacién 2.1.5. A lo largo de todo el trabajo, dado un polinomio f € C[Xy, ..., X,],
denotaremos también por f a la funcién polinomial f : C"** — C definida al evaluarlo.

A partir de estos resultados, podemos demostrar facilmente el siguiente resultado, que
proporciona la caracterizaciéon de un polinomio f homogéneo de grado d.

Proposicién 2.1.6. Sea f € C[Xy,...,X,] un polinomio de grado d. f es homogéneo de
grado d si y solo si f(AX) = M f(X), VA e C.

Demostracion. Evidentemente, si f es homogéneo de grado d, de la definicién de polinomio
homogéneo, se tiene que f(AX) = M\ f(X), VA € C, por lo que se cumple la implicacién
hacia la derecha.

Veamos que la implicacion contraria es consecuencia de los resultados anteriores.

Sea f € C[Xy,. .., X,] tal que para todo A € C se cumple que f(A\X) — M\ f(X) = 0.
Consideremos los polinomios f(ZX)y Z¢f(X) en C[Xj, . .., X,][Z], por el Corolario[2.1.4]
la igualdad como funciones, dada por hipétesis, justifica la igualdad de ambos polinomios.
Por tanto, por el Lema[2.1.2] f es homogéneo de grado d. O

La Proposicién proporciona la caracterizacion mas habituales de los polinomios
homogéneos. Sin embargo, para nuestros propdsitos, también resultara de utilidad verlos
como aplicaciones multilineales como hace Bochnak en [3]. Este enfoque coincide con el
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usualmente empleado en el estudio de las cuadricas como aplicaciones bilineales y permite
emplear toda la potencia de las herramientas del dlgebra lineal. Los resultados que se
prueban a continuacion nos permitirdan generalizar este planteamiento para polinomios
homogéneos de grado mayor que 2.

En primer lugar introduciremos el concepto de forma d-lineal simétrica ya que sera
el tipo de aplicacién multilineal que nos proporcionara la siguiente caracterizacion de un
polinomio homogéneo de grado d.

Definicién 2.1.7. Sea d € N. Una aplicacién ¢: (C"*1)? — C es una forma d-lineal
simétrica si es lineal en cada componente y dada o € Sy, una permutacion de d elementos,
se verifica que

O(T1,. .. Td) = N(To1), - - To(@)), VT1,...,xq € C*TL.

Definicién 2.1.8. Dado f € C[X,...,X,] un polinomio de grado d, se denomina
forma polar de f a una forma d-lineal simétrica, f: ((C"“)d — C, tal que

f(x) = flzx,... x), Ve e C

Una forma polar de f, de existir, determina de forma univoca el polinomio, ya que lo
determina como funcién. El siguiente resultado, demuestra que es condicién necesaria y
suficiente para la existencia de una forma polar el que f sea homogéneo.

Teorema 2.1.9. Sea f € C[Xy,...,X,] un polinomio de grado d. Son equivalentes:
1. f es homogéneo.

2. Eziste una tnica forma d-lineal simétrica, f - (C”H)d — C con f(x) = f(z,...,x),
Va € C"L, es decir, existe una tinica forma polar de f.

Demostracion. Supongamos que se verifica la segunda condicion, entonces, de la linealidad
de f se tiene que f(Ax) = f(A\x,..., \x) = MNf(x,...,z) = M\ f(x). Por tanto, la
Proposicién nos permite concluir que f es homogéneo de grado d.

Para demostrar la implicacién contraria, veamos en primer lugar que si & = (zo, . .., Z,),
y ¢: (C”“)d — C es una forma d-lineal simétrica cualquiera, entonces

d! N . ‘
$a,...,x)= Y ———— H(€0, €0,y €n) a ey (2.3)
, gl
ZO+“‘+'Ln:d
con {eg, ..., e,} la base canénica de C"*'. Esta notacién se mantendra a lo largo de todo

el trabajo.
Probaremos este resultado por induccién sobre d.
En el caso d = 1, ¢ es una aplicacién lineal, por tanto se verifica que

d(x) = zop(€o0) + -+ + T0(€n).

Supongamos ahora que d > 2 y que para todas las formas (d — 1)-lineales simétricas
se verifica ([2.3]) entonces, por la linealidad de ¢ en la primera componente y por hipdtesis



de induccidn se verifica
d—1 d—1
—— ——
o(x,...,x) =z90(€0,Z,..., &)+ -+ xr0(€0,T,...,T)
(d—1)! —
=z Y, o e e T
G0t tin=d—1

(d_ ]‘)' - i(i ~ ljz 10 7
+ o+, E ————¢(en,€0,...,€0,...,€ny...,En) TP T
io+-Fin=d—1 ’

Como ¢ es simétrica, podemos reordenar los elementos de la base candnica con el fin de
agrupar los que son iguales.

(d 1), i9+1 in
_ : - % ) - ~ ) 1 'n
¢(ZD,...,CC): Z W¢(60,...,(20,...,6717...,(3,1)x%o+---;I;Z1
iotin=d—1 O n
. _—
(d—1) R O . .
+ e Z T Z,‘gb(eo,...,eo,...,en,...,en)x’oo---a;;”H
ol -4y,

o tin=d—1

A continuacién, realizamos un cambio en el nombre del indice renombrando como i; a
i + 1 en todos los sumatorios.

(d—1)! A e
o(x,...,x) = Z ‘ ' ,'gb(eo,...,eo,...,en,...,en)xo---xn"
iot-tin=d (o — b -a!
10>0
d—1)! R .
+oeee 4 Z ,|( ) ‘gb(eo,...,eo,...,en,..‘,en);1560---3:;":
iodtin=d 19: - (Zn — 1)

Podemos eliminar la condicion i; > 0, expresando el resultado de la siguiente manera.

10 in

- ‘ : ] i e ~ - ~ 0 i
E (ZUW—F“'jLZnﬁ ¢(60""7607""6717"'7671)-1'0"'ajnn
ot +in=d 0 n 0 n:
d! 9 in ' |
C 0 N 20 in
Z ﬁ(b(eo,...,eo,...,en,...,en)Q;O...xn.
. / 19! y!
10+ +in=d

Probemos ahora que si se verifica la primera condiciéon también se cumple la segunda.
Sea f € C[Xy,...,X,] un polinomio homogéneo de grado d. Por la Definicién se
puede escribir

i in

F= D g Xg X0

io+-Fin=d

Como una aplicaciéon multilineal queda univocamente determinada por la imagen de la

base canodnica, podemos definir f, como aquella que verifica
%0 in . .
[ —— io! -+ i
f(eo,...,eo,...,en,...,en):—d' Qig ... i -

Entonces, por la ecuacion (2.3), f es una forma polar de f, y por construccién es unica. [
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Por la Proposicién como la forma multilineal f' nos proporciona toda la infor-
macion necesaria de f como funcién, también nos permite caracterizar f como polinomio.
Esta representacién de f resulta muy util a la hora de trabajar con las derivadas de f.
Veamos primero cémo derivar una forma multilineal simétrica.

Proposicién 2.1.10. Sean ¢: ((C”“)d — C una forma d-lineal simétrica y ¢: C** — C
d

la aplicacién definida por ¢(z) = (T, .. . &). Entonces, dados p € C"*' y k € N con
k <d, se verifica
"¢ a2
axh .. axzk (p) - (d— k)' ¢(p7 s Py €4y - "eik)-

Demostracion. Sea p € C*"!. Vamos a probar el resultado por induccién sobre d.
Si d =1, en virtud de la igualdad ¢(x) = ¢(x) = zop(eo) + - - - + xn@(ey), tenemos

b, . 9

Supongamos ahora que d > 2 y que el resultado es cierto parad—1. Sea k € N con k£ < d,
entonces

Lﬁg( ) — akil ag) ( )
3@1 s al’zk p)= 8%1 s ﬁmik_l 8% p

k1 d—1 d—2
= Oz - 0m. <¢(eik7w,...,w) + ¢z, e, T, ..., 2) +> (p)
u ig—1

- d—1
— dﬁ— (¢(‘a:, ., eik)> (p).

0951-1 s 83:1%—1

(p) = ¢(es).

d—1
Como ¢(Z,..., &, e;, ) es una forma (d — 1)-lineal simétrica a la que podemos aplicar la
hipdtesis de induccién, entonces,

%

(A1

como queriamos probar.

]

Corolario 2.1.11. Sea f € C[Xy,...,X,] un polinomio homogéneo de grado d, y f su
forma polar. Entonces, dados p € C"™ y k € N con k < d, se verifica
o f . Tk
W(P) = mf(p, D€y €4y ).

i1 " i

Esta propiedad sera muy util para estudiar propiedades locales de las hipersuperfi-
cies proyectivas mas adelante, ya que nos permitird calcular derivadas como evaluaciones
parciales de una forma multilineal. Esto nos lleva a desarrollar algunas herramientas de
algebra multilineal imprescindibles para nuestro propoésito.
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2.2. Algebra multilineal

Esta seccion recoge una seleccién de los principales resultados de dlgebra multilineal
que se emplearan en los capitulos finales de este trabajo. Para su redaccién hemos seguido,
principalmente, a Curtis [§], [12] y Lang [15].

En esta seccién supondremos que k es un cuerpo.

Nuestro objetivo es dotar de estructura a las d-tuplas de vectores de forma que sus
operaciones sean compatibles con las propiedades de la aplicaciéon multilineal dada por
la forma polar del polinomio. Para ello, en primer lugar, introduciremos la nocién de
producto tensorial a partir del siguiente teorema, siguiendo el desarrollo que podemos
encontrar en [§].

Teorema 2.2.1. Sean Vi,...,Vy k-espacios vectoriales. Existen un k-espacio vectorial
Vi®---@Vy y una aplicacion d-lineal t: Vi x - - xVy = Vi®---®@Vy tales que V1 ®---QVy
esta generado por la imagen de t. Ademds, dados un k-espacio vectorial W y una aplicacion
d-lineal ¢: Vi x --- x Vg — W, existe una aplicacion lineal \: V1 ®---®@Vy — W que hace
el siguiente diagrama conmutativo.

Vix--xVy—= V-

El k-espacio vectorial Vi ® --- ® Vg es unico salvo isomorfismo.

Demostracion. Sea F el conjunto de funciones f: Vi x---xVy; — k con f(vy,...,v4) =0,
para toda tupla (vy, ..., vg) € Vi Xx---xVy, salvo un nimero finito de ellas. Dadas f, f' € F
y « € k, consideramos en F las siguientes operaciones

(f + )i, va) = f(or,. .o va) + (01, - va),
(af)(vla s 7Ud) = Oéf(Ul, s ,’Ud).
Entonces, f + f’ es no nula en, a lo sumo, la unién de las tuplas en las que f y f’ son
no nulas, que es un conjunto finito, por lo que f + f € F. Ademas, si a # 0, af es no
nula en las mismas tuplas que f, luego af € F. Por tanto, F, con estas operaciones, es

un k-espacio vectorial.
Dados v; € V;, i =1,...,d, sea (v; *---xvy) la funcién de F definida por

1si(zq,...,2q) = (v1,...,0q),
0si(z1,...,24) # (V1,-..,0q).

Sea Y el subespacio de F generado por todas las funciones de la forma

(Ul*..-*vd)(xd,...,xd):{

(01 %k (V1 Vi) k- -k vg) — (Vg % kU ke vg) — (Vg K kU ke k),

(Vg k- QU k- kUg) — (Vg Kk KU K R V),

donde v;, vj1,v0 € Vi, i =1,...,dy a € k. Definimos V] ®- - -®V,; como el espacio cociente
F/Y,y la aplicacién d-lineal

tViXx-ooxVy= Ve -0V

(U17"'7vd>'—>[vl*"'*vd]
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donde [vy * - - - * v4] denota la clase de vy * - - - * vy.
Sea f € F nula salvo en las tuplas (vi1,...,0a1), .., (Vig, - - - , Vax ), €ntonces

f=f(vin,...;v¢) (v % % vgr) + -+ f(V1gy - -+, Var) (V1 * - - - % Vgg).

Por lo que [f] € V1 ® -+ ® Vj es combinacion lineal de {t(vy;,...,va),0 = 1,...,k}, es
decir, la imagen de t genera V] ® - - - ® V;. Ademas, de la definicién de Y, al tomar clases,
se tiene que la aplicacion t es d-lineal.

Finalmente, dada ¢: Vi x --- x V; — W una aplicacién bilineal, sea A\: F — W la
aplicacion definida por

>\(f) = f(UH, R ,vdl)(b(vn, e ;Udl) + e+ f(Ulk, e ,Udk)¢(vlk, R 7Udk>7

para cada f € F, donde las tuplas (vi1,...,vq41), .., (Vik, - - -, Vax) son aquellas en las que
J no se anula. Resulta sencillo comprobar que la aplicacién A es lineal. Ademds, se verifica
Y C ker A ya que las imagenes de los generadores de Y por A son

(é(vl,...,(vﬂ—i—vm),...,vd)—qb(vl,...,vil,...,vd)—gzﬁ(vl,...,vig,...,vd),
OV, 0g) — (U, V),
con v;, V1,0 € Vi, i =1,...,d y a € k, que son nulas por ser ¢ d-lineal. Por tanto,

podemos construir la aplicacién lineal A: Vi @ --- ®@ Vg — W, que a f € F le asigna
A([f]) = A(f). Esta aplicacion estd bien definida puesto que si [f] = [f], entonces se tiene

f=FeY y Af—f)=Af) = AMf') =0. Ademés,
()\Ot)(vl,...,’ljd>:A([Ul*”-*’l}d}) :5\(711*"‘*%1):¢(Ul,...,vd),

con lo que Aot = ¢ y se tiene la conmutatividad del diagrama.

A continuacion veamos que las propiedades que se exigen permiten caracterizar el
k-espacio vectorial V] ®- - -®V;, salvo isomorfismo. En efecto, supongamos que tenemos un
k-espacio vectorial T'y una aplicacién d-lineal 7: Vi x---xVy; — T tal que T' esté generado
por su imagen, y que cualquier aplicacién d-lineal ¢: Vi x - - - x V; — W descompone como
oot con o: T — W una aplicaciéon lineal. Entonces, al ser ¢ y 7 aplicaciones d-lineales
existen \: V1 ®---@V;—>Tyo:T—V,®---®V; aplicaciones lineales tales que

AMt(vg, ..oy 0q)) = T(v1, ..., Va),
o(t(v1,...,vq)) = t(ve,...,04),

para todo v; € V;, con i = 1,...,d. Por tanto,

o(At(vr,...,v4))) =0 t
Mo (T(vg, .. .,09))) = AMt(vr, .. ,0q)) = 7(v1, ..., vg).

Como T esta generada por la imagen de 7, se tiene que A o ¢ es la identidad en T, y
como Vi ® -+ ®Vy estd generada por la imagen de ¢, 0o X es la identidad en Vi ® - - - ® V.

Es decir, A y o son isomorfismos entre ambos espacios e inversos uno del otro. O]
Definicién 2.2.2. Sean Vi, ..., V, k-espacios vectoriales. El espacio vectorial V; ®---®V
que verifica las condiciones del teorema anterior se llama producto tensorial de Vi, ..., Vy
y la aplicacién ¢ se denota por t(vy,...,vq) = v; ® -+ - ® vy.
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En este teorema, hemos construido el producto tensorial de varios espacios vectoriales.
Sin embargo, es habitual en la literatura definir en primer lugar el producto tensorial
de dos espacios vectoriales, ampliar la definiciéon al producto tensorial de tres espacios
vectoriales como ((V; ® V) ® V3), v asi sucesivamente. La siguiente proposiciéon demuestra
que el resultado final, siguiendo un camino o el otro, es el mismo.

Proposicion 2.2.3. Dados Vi, V3, Vs k-espacios wvectoriales, existe un isomorfismo
c:Vi@VLae Vs = (V1 V,) ®@ Vs tal que o(v; @ vg ® v3) = (v1 ® v9) ® v3, para todo
v; € V;, 1= 1,2,3.

Demostracion. Consideremos la aplicaciéon ¢: V) x Vo x V3 — (V4 ®@ V4) ® V3 definida
como ¢(vy,v9,v3) = (V1 ® v2) ® v3. Es sencillo comprobar que esta aplicacién es trilineal,
por lo que existe una aplicacién lineal o: Vi @ Vo ® V3 — (V1 ® V) ® V3 tal que
o(v; ® vy ® v3) = (V1 ® v2) ® v3. A continuaciéon vamos a demostrar que o es el iso-
morfismo que buscamos.

Dado v3 € Vi, sea piy,: Vi x Vo = V3 @ Vo ® V3 la aplicacion bilineal definida como
o (U1, V2) = U1 ® V9 ® v3. Esta induce una aplicacion lineal \,,: Vi @ Vo - V1 @ Vo @ V3
tal que Ay, (V1 ® v2) = V1 @ vy ® 3. Sea p: (V1 @ Vo) x V3 — V; ® Vo ® V3 la aplicacion
bilineal definida por p(u, v3) = Ay (u), conu € Vi®@Vs, v3 € V3. Esta induce una aplicacién
A (VTeVeV; = Ve V,® Vs tal que A(u ® vs) = p(u,v3) para todo u € Vi ® Vs,
vg € V3. Por tanto,

A(v1 @ v9) ® v3) = (v ® V2, vV3) = Ay (V1 @ V2) = V1 ® Vg @ V3.

Como los vectores v; ® vy @ v3 con v; € Vi, © = 1,2, 3, generan el espacio Vi ® Vo ® V3,
se tiene que X o o es la identidad en este. Y como los vectores (v; ® vy) ® v con v; € V;,
i =1,2,3, generan el espacio (V; ® V5) ® V3 (es inmediato de comprobar a partir de que
V1 ® vy generan V3 @ Vo y u ® vs, con u € V) ® Va, generan (V; ® V,) ® Vi), se tiene que
oo\ es la identidad en (V; ® V4) ® V3. Por tanto, A y o son isomorfismos entre ambos
espacios. ]

El isomorfismo V; ® Vo ® V3 = V1 ® (V, ® V3) se prueba de forma andloga a la de-
mostracion realizada para ver que V; @ Vo ® V3 = (V] ® V,) ® V3. Por tanto, concluimos

~

que (V1@ WV2)®@ Vs =2V, ® (V,® V3) v que existe un isomorfismo entre ambos tal que
(v1 ® v2) ® v3 = v; ® (vy ® v3). En este sentido, se dice que el producto tensorial es
asoclativo.

Podemos usar esta propiedad para dotar a las d-tuplas de una estructura mas rica que
la de espacio vectorial. Sea V' un k-espacio vectorial y sea r € N, denotamos

V) =RV y T(V)=k
i=1
Es decir, T7(V) es el producto tensorial de V' consigo mismo 7 veces. Asimismo, definimos

T(V)= @ T"(V)={(to, t1,..), t,€T"(V) y t,=0 salvo una cantidad finita de indices}.
r=0
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T(V) es la suma directa de todos los espacios vectoriales T"(V'), que dotada de suma y
multiplicacion por escalar componente a componente es un k-espacio vectorial. Ademas,
dado r € {0,1,2,...}, la inyeccién candnica

L2 T"(V) = T(V)
£, (0,...,0,4,0,...)

permite considerar 77(V) como un subespacio vectorial de T'(V'). En particular, se tiene
que V' y k son subespacios vectoriales de T'(V).
De la asociatividad del producto tensorial se obtiene una aplicacién bilineal

®: T"(V) x T*(V) = T™(V)

tal que, dados vy, ..., .45 €V, se tiene (11 Q-+ - Qv,) @ (V11 @+ - QUpys) = V1R + - QU ys.
Esta aplicacién se extiende de forma natural a T'(V'), dotandolo de estructura de anillo y
de algebra, y da lugar a la siguiente definicion.

Definicién 2.2.4. Dado un k-espacio vectorial V', T'(V) se denomina &lgebra tensorial
de V.

El inconveniente de esta estructura es que el algebra T'(V') no es, en general, conmu-
tativa. Por tanto, no es tan 1til como necesitamos a la hora de operar y no refleja el
caracter simétrico de las formas multilineales que usamos en los polinomios homogéneos.
Para solucionar esto, vamos a definir un cociente que haga este algebra conmutativa.

Sea b, el subespacio de T" (V') generado por los elementos

(1 ® @) — (V1) ® - ® VUp(r))

conv, €V, i=1,...,ryo €S, donde S, es el grupo de permutaciones de r elementos.
Llamaremos S” (V') al espacio vectorial cociente 7" (V) /b,..

Proposicion 2.2.5. Sean V' un k-espacio vectorial y d € N. FExiste una aplicacion
d-lineal t: V4 — SV tal que S4(V') estd generado por la imagen det. Ademds, dados un
k-espacio vectorial W y una aplicacion d-lineal simétrica ¢: V¢ — W, existe una aplica-
cion lineal A: S4V) — W que hace el siquiente diagrama conmutativo.

Sd

\l

Demostracion. Sea q la aplicacién de paso al cociente T4(V) — S4(V) y llamemos ¢ a la
composicién g o t. Puesto que la imagen de ¢ genera T%(V'), tomando clases tenemos que
la imagen de t genera S¢(V).

Dada una aplicacién d-lineal simétrica ¢: V¢ — W, existe una aplicacién lineal
A V4 — TYV) tal que ¢ = X ot. Definimos A: S4V) — W por A(q(t)) = A(t), pa-
ra cada t € T4V). Para ver que A estd bien definida basta observar que by C ker \,
puesto que demostrada esa condicién, si t,¢ € T%(V) verifican q(t) = ¢(t'), se tiene
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t—t €bgy Aq(t)) —A(q(t')) = Mt —1t') = 0. En efecto, se verifica by C ker A puesto que
la imagen de los elementos que generan b, por A es

Ay ®@ -+ @ Vg) = M) @ -+ @ Vo(a)) = O(V1, -+, Va) — P(Vo1), - - -, Vo(ay) = 0

por ser ¢ simétrica. Por tanto, A esta bien definida, y como ¢ es suprayectiva, estd definida
en todo S%(V). Ademds, por construccién, hace el siguiente diagrama conmutativo

i

Vit TYV) — SUV)
\l/

En particular, ¢ = Aot. O]

Siguiendo un procedimiento andlogo, al realizado para considerar 7"(V') como un
subespacio del algebra tensorial T'(V'), vamos a definir un dlgebra en el que podamos
estudiar S” (V). Denotemos

SV) = s (v)
y [ee]
b=e..

Estudiemos b como subespacio de T'(V'). Como b, es un subespacio de T"(V) para
todo 7, b es un subespacio de T'(V'), es decir, es estable por suma y multiplicacién por
escalares. Pero ademas, dados vy, ...,v,4.5 € V y 0 € S, se verifica

((Ul®"'®vr) - (UJ(1)®"'®'U0'(T))) ®('Ur+1®"'®vr+s) =
=W ® BV QU1 @ D Upts) = (Uo(1) @+ @ Upr) @ Vpp1 @ -+ @ Vps) € by,

por lo que b es estable por multiplicacién por cualquier elemento de 7'(V'). Entonces,
b es un ideal de T(V) y el cociente T'(V)/b tiene estructura de &lgebra. Pero resulta
inmediato comprobar que T'(V)/b = S(V') como espacios vectoriales, luego a través de
esta identificacién podemos dar a S(V') estructura de dlgebra. Ademas, por construccién,
se tiene que S(V') es un algebra conmutativa.

Definicién 2.2.6. Dado un k-espacio vectorial V', S(V') se denomina dlgebra simétrica de
V. Sean u,v € S(V) denotaremos por uv al producto de ambos en S(V'). En particular,
dados vy, ...,v9 € V, vy -+ - vy es la imagen por t de (vy,...,vq).

2.3. Meétodo simbolico

La combinacién de los principales resultados de la Seccién 2.1. y la Seccion 2.2. nos
permitird operar con polinomios homogéneos en C[Xy, ..., X,] realizando los célculos en
el algebra conmutativa S(C™™!) y posteriormente trasladar los resultados de nuevo a C
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a través de una aplicacion lineal cuya construccion es el propésito de esta seccion. Esta
forma de proceder se conoce como método simbdlico.

A continuacién, aplicaremos los resultados anteriormente demostrados a V = C"*! y a
la aplicacion multilineal asociada a un polinomio homogéneo, su forma polar, obteniendo
de esta forma un significado riguroso para los simbolos que emplean Salmon y Clebsch en
sus calculos.

Proposicién 2.3.1. Sea f € C[Xy,...,X,] un polinomio homogéneo de grado d € N.
Eziste una aplicacion Ay: SY(C™"™') — C tal que para todo x € C***

f(@) = Ay (w00 + -+ + zaen)!) = Asla?)

m—f(m) a!
0X,, - 0X, (d—k)!

1k

s ((r0eo+ - nen) ey e, )

Demostracion. Consideramos la aplicacion obtenida al aplicar la Proposicion [2.2.5) a la
forma polar de f, f , y veamos que es la aplicacién que buscamos. Si denotamos por Ay a
esta aplicacién, se verifica que A;: S¢(C"™) — C es tal que, para todo @y, ..., x4 € C**!
se cumple

f(a:l, CeyXg) = Af(f(zcl, o)) = Ap(xy - xg).

Tomando 1 = -+ = g = * = xp€9 + - - - + x,€,, se obtiene la primera condicién del
enunciado de la proposicién

f(m):f(wv""w):‘/\f(wd)

Por otra parte, en virtud del Corolario [2.1.11], haciendo @1, ..., Zgx = Ty Tyg_1j = €
concluimos que
8kf d' R d—k
m(iﬂ)—mf( €y €4)
d!

== )

I Ay ((:Boeo—l—---—l—asnen e, ---eik> )

]

La aplicacién A estd completamente caracterizada dando una imagen de los elementos
€, €, coniy,... ig € {0,...,n}, puesto que dichos elementos generan S¢(C"*1) y
ademas sabemos que
otf

24
0X;, -+ iy (24)

Af(eil T eid) =
Por tanto, un polinomio se puede representar a partir de la aplicacién Ay, algo bastante
habitual en algunos textos antiguos como [24]. Podriamos haber definido la aplicacién Ay
en el algebra libre Cle;], i = 0,...,n, como aquella que verifica la ecuacién , pero sus
propiedades se obtienen de forma méas natural a partir del algebra multilineal.
Para comprobar las virtudes de esta representacion de los polinomios homogéneos
veamos un ejemplo de aplicacién del método simbdlico.
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Ejemplo 2.3.2. Veamos la demostracion del teorema de Fuler para polinomios ho-

mogéneos mediante el método simbdlico. Sea f € C[Xj, ..., X,] un polinomio homogéneo
de grado d, entonces
0 0
/ (®)+ -+ / () = zod Ap(xeg) + -+, dAs(27 e,) =

05X, oX,

= dA (@ (voeo + - + waen)) = dA (@) = d f (@)

Hasta ahora hemos considerado el método simbdlico para un solo polinomio homogéneo.
Sin embargo, en el cdlculo de Clebsch se emplea para estudiar el producto de dos polino-
mios homogéneos. Sea m € N, con m > 2, si tenemos m polinomios homogéneos f1, ..., fi
de grados dy,...,d,,, respectivamente, su producto es un polinomio homogéneo de gra-
dod=d; +---+dp, por lo que podemos estudiarlo usando Ay,...r, . Sin embargo, esta
aplicacion no refleja bien las propiedades individuales de cada uno de los polinomios de
partida. El resultado que enunciamos y demostramos a continuacion nos proporciona una
representacion de los polinomios que solventara esa deficiencia que presenta la aplicacion
Ay cuando se trabaja con varios polinomios.

Proposicion 2.3.3. Sean \; aplicaciones lineales de V; en k, con V; un k-espacio vectorial,
1t =1,...m, entonces existe una aplicacion lineal \y ® -+ - Q@ A\p: V1 ®---®V,, = k tal que

()\1 R--® >\m)<l’1 R---® l’m) — )\1(1;1) C.. /\m@m)

Demostracion. Este resultado es consecuencia inmedianta del Teorema sin mas que
aplicarlo a la aplicacién m-lineal de Ay X --- x A, Vi ® --- ® V,,, — k definida por
()\1 X"'X)\m)(l'l,...,l‘m):)\1(I1>"')\m<l’m). ]

La aplicacion Ay, ® --- ® Ay~ obtenida a partir de este resultado, nos proporciona
més informacién que la anterior, Ay..;, . Ademds, como veremos a continuacién, en el
caso de trabajar con varios polinomios homogéneos, nos permite trabajar en un algebra
conmutativa de manera analoga a como cuando teniamos un solo polinomio homogéneo.

Definimos A = T™ (S(C™"1)) con la estructura de espacio vectorial propia del producto
tensorial y un producto en A por

(U1 @+ @Up) (1 @ RUp) = (U11) @+ @ (U V)

donde wy, ..., Up,v1,. .., U, € S(C*1). Como A estd generado por elementos de esta
forma, extendiendo el producto por bilinealidad queda definido para todo elemento de A.
Este producto hereda las propiedades de asociatividad y conmutatividad del producto en
S(C™1), dotando a A de estructura de algebra conmutativa sobre los complejos. Como
tenemos una inyeccién de S*(C"*') ® -+ ® S (C"™) en A, podemos trabajar en A y
recuperar el resultado en C a través de la aplicacion Ay, @ --- @ Ay .

Notacién 2.3.4. En el iltimo capitulo usemos esto en el caso del producto de dos po-
linomios homogéneos, utilizaremos la siguiente notacion: a; = ¢; ® 1 y b; = 1 ® e;,
1=0,...,n.
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Ejemplo 2.3.5. Sean fi, fo € C[Xy,...,X,], polinomios homogéneos de grados d; y da,
respectivamente, y sean x, y € C"*!. Por la Proposicién [2.3.1] existen aplicaciones lineales

Afl y Af2 tales que f1(iB) = Afl (mdl) y f2(y> = Afz(de)'
Entonces, por la Proposicion [2.3.3]

(Af1 ® Af2)<wd1 ® yd2) = Afl (wdl)Afl (ajdl) - fl(w)fZ('!D

Esto se puede reformular utilizando la Notacién como

Ay, @ Ap,) <(a0$0 +-+ aniﬁn)dl(boyo + o+ bnyn)d2> = fi(z) fa(y).

2.4. Aplicacién de polaridad

Un polinomio admite un desarrollo de Taylor finito y exacto. Esto es consecuencia
de ser una funcion infinitamente derivable y de que las derivadas de orden mayor que
su grado son nulas. Es un resultado bien conocido que no demostraremos aqui. Se puede
encontrar una demostracioén en [2].

Teorema 2.4.1. (Férmula de Taylor) Dados f € C[Xo,...,X,], p € C""!, denotando
h=x — p se tiene que

1 & o f
f(m)—f(P)ZZg > hil---hikm(p) (2.5)

) - i
21 ,..0,0 =0

Vamos a estudiar cada uno de esos sumandos, homogéneos de grado k en h. Para ello
definimos la aplicacién de polaridad.

Definicién 2.4.2. Sean k € Ny p € C*!. Se define la aplicacién de polaridad de grado
k en p como

A¥: C[Xp, ..., X,] = C[Xo, ..., X,]
f,_>Akf: i X, - X, L(p)
P " * 00Xy, ... 0X;

il,..A,Z‘kZO
y nos referiremos a A’; f como la polar de f de grado k en p.

Resulta evidente a partir de la Definicion que la polar de f de grado k es un
polinomio homogéneo de grado k. Ademas, observemos que, usando la notacion de la
Definicién 2.4.2] el desarrollo de Taylor de f como funcién de varias variables en un punto
p € C"! no es més que

F(@) = f(p) + Abf(w—p) + - + 5 Alf(e — p). 2.6

Vamos a usar las polares para estudiar propiedades locales de un polinomio en el
punto p. Estas propiedades tendran después un significado geométrico cuando veamos los
polinomios como hipersuperficies. Observemos que si tenemos una recta que pasa por p
con vector director u € C"*!| podemos considerar el polinomio f(p + tu) € C[t] cuya
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evaluacion es la restriccion de la evaluaciéon de f a la recta. La ventaja de la representacion
dada por la férmula de Taylor en la ecuacién (2.6]) es que nos proporciona los coeficientes

que acompaiian a los monomios 1,¢,%, ..., ya que al ser las polares homogéneas, tenemos
que
1 o
Flp-+ tu) = f(p) + 1AL () + -+ o ALf(w) 27)

En la mayoria de textos, lo que aqui llamamos la aplicaciéon de polaridad de grado k se
suele denotar diferencial de orden k y en vez de representarse por AI; f, se representa por

f®)(p) o D f(p). El llamarla aplicacién de polaridad se justifica por el comportamiento
que tiene esta aplicacién al actuar sobre un polinomio homogéneo.

Proposicion 2.4.3. Sea f un polinomio homogéneo de grado d y sea f su forma polar.
Si k < d entonces, para todo p € C**

| A A
Akf(w):(di'k) f(p,...,p, T,..., o)

Demostracion. Como consecuencia del Corolario R.1.11]
d—k
d! ~
E Tiy v xzk d k) f( 7"'7paei1a'--7e'ik)-

015..,5=0

Sacando factor comun y usando la linealidad de f tenemos que

AI;f(w) ( Z Tiy T (Zx“ ,...,p,e“,...,eik)>>:

Li=0 11=0
d—k
_ e \ _ _
= Z Ly * Ty, (pa"'>p7w’ei27"'7eik) - =
12,50 =0
| d—k k
d! —— ——
f(pv"-vpa ZL,..., )

~(d—k)
]

Entonces, la aplicacion de polaridad de grado k en p actia sobre un polinomio ho-
mogéneo evaluando parcialmente en p su forma multilineal asociada d — k veces. Esto es,
esencialmente, lo que suele tomarse en algebra como definicién de la aplicacién de polari-
dad, salvo que el grado suele estar definido en términos del niimero de veces que se evalta
parcialmente p en vez de por el grado de homogeneidad en @. Por ejemplo, en el primer
capitulo del libro de geometria algebraica clasica de Dolgachev ([9]), se desarrolla, con un
lenguaje algo técnico para el nivel de grado, todo lo que hemos hecho aqui y define la polar
de grado k por Ag_k f. A nosotros nos resultard mas comoda, sin embargo, la definicién
que se ha dado, puesto que en el calculo de Clebsch trabajaremos con la primera, segunda
y tercera polar.

La aplicacion de polaridad asi definida generaliza la que estudidbamos en geometria
proyectiva en segundo para las cuddricas, que era lo que aqui llamamos primera polar. En
este caso d =2,y Ag_l f= Allj f por lo que ambas definiciones coinciden.

Considerando la aplicacion de polaridad como evaluaciéon parcial de una forma multi-
lineal, el método simbodlico permite escribirla de una forma muy sencilla.
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Proposicién 2.4.4. Dado f € C[Xy,...,X,] un polinomio homogéneo de grado d,

d!
Arf(x) = a—n Ap(p*

Demostracién. De acuerdo a la Proposicién[2.2.5] la forma d-lineal f asociada al polinomio
/v la aplicacién lineal Ay: S4(C"™) — C verifican que, para todo @1, ..., x4 € C*M,

f(xr,...,xq) = Nf(21 - - 24g).

Por lo que haciendo 1 = - = x4 p = Py Tygky1 = --- = g = &, tenemos por la
Proposicién que
Abf(m) = — 2§ - P : 2) = A (p )
P (d—FkN" b ’ d—FkN 7 '

]

Ademas, el desarrollo de Taylor no es mas que la conocida férmula del binomio de
Newton. Ya que,

fp+2) = A ((p+2)7) = A, (Z (2) pw) =3 G e,

A parte de para la representacion que hemos usado en la seccion anterior, la proposi-
cién también nos permite obtener algunas identidades tutiles que verifica la aplicacién de
polaridad.

Propiedades 2.4.5. Sean f € C[Xy,...,X,] un polinomio homogéneo de grado d,
peC™ yke0,...,d}, entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. AL f = MFAEf, para cada X € C.

2. Abf(p) = f(p).

(d—k)!

m!(d — k)!
(m —k)!(d —m)! At

3. Dado m € N, con k <m < d, se verifica A’; (Azlf) =

Demostracion.

1. Sean z € C""! y X\ € C,

d—k k
d' e N
AL f(x) = R fOp,... \p T o2)

T k
_ yd—k NS N Ak Ak
A (d_k)!f(p,...,p,az,‘..,a:)—/\ Ay f(x).

Al coincidir como funciones, coinciden como polinomios.
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. L SE i d!
2. Abf(p) = = fo. PP P = f(p)

3. Seam €N, con k<m <d,

| ~ d—m m
A’;(A?f@)) = A]; (ﬁ f(p,...,p,a:,...,a:))

m' d' d—m m—k k

- (m_k)!(d_.m)!f(p,-..,p,p,...,p,w,...,w)

~ ml(d—k)! N
= = wid —my )

Al coincidir como funciones, coinciden como polinomios.

]

Cuando estudiemos las polares como hipersuperficies en el capitulo siguiente dedicado
a la geometria algebraica, estaremos interesados en los ceros de estos polinomios. Sobre to-
do cuando p estd en la hipersuperficie, es decir, cuando f(p) = 0. La siguiente proposicién
nos da una importante propiedad de la interseccion de polares en ese caso.

Proposicién 2.4.6. Sea f € C[Xy,...,X,] un polinomio homogéneo de grado d, sea
p € C"™ tal que f(p) =0 y sea k € {1,...,d}. Entonces, dados u,u’ € C"™', si existe
A € C tal que w' = p+ u, se verifica que Alf(u) = -+ = Aff(u) = 0 si y solo si
ALf(a') =+ = AR f(u!) =

Demostracién. Sean u,u’ € C*"*! con uw = p + Au/. Desarrollando f(p + tu’) como
polinomio de Taylor en ¢ al igual que en la ecuacién ([2.6) tenemos que

td
fp+tu) = f(p) +tA,f () + -+ S AL ()
pero también se puede desarrollar como

flp+tu') = f(p+itp+tiu) = As (((1 +t)p—|—t/\u)d> ,

de cuya expresion se deduce

flo+tu') = f(p+ip+tiu) = f ((1+t) (p+1LHAu)> = (1+0)7'f (p+—)\u)

—<1+t>d(f<p>+i&f< b e Al >)

141 (1+ t)
d d—1 A1 I
= (10 (p) + 1+ )" AL () + o+ o Alf()
Ak 1(1 + t)dfkfl td)\d
k1 AR+ . Ad

tk—}—l)\k—f—l
Por tanto, el término de menor exponente es m ’;J’l, y podemos concluir que
todos los términos del polinomio de grado menor o igual que k£ son nulos. Si volvemos a
la primera expresién que dedujimos, obtenemos que A}D flu)=---= A’; flw)y=0. O
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Nota. Una vez que hemos visto con detalle lo que es la aplicacién de polaridad, resulta
pertinente una nota en cuanto a la notacién empleada. Ya hemos mencionado que esta
aplicacion es mas frecuentemente denotada por el nombre de diferencial de orden k en
textos de analisis. El emplear A’;, més similar a la notacién de Salmon [19], tiene como
objetivo el pensar en la aplicacién de polaridad como un operador que actiia localmente
en un polinomio en el punto p. Puesto que la usaremos en el calculo de Clebsch para
estudiar propiedades locales de superficies, este punto de vista adquirird un significado
mas geométrico en el siguiente capitulo.

Otra ventaja de ver la aplicacién de polaridad como un operador, y la forma que tiene
Salmon de pensar en este objeto, es que k se puede ver no como un superindice sino como
un exponente. En efecto, aunque en las propiedades de la aplicacién polar hemos visto
qué ocurre al componerlas actuando en las variables @, observemos que al componerlas
en la variable p, vemos que podemos obtener la aplicacion polar de grado k componiendo
k veces la de grado 1. Esto lo veremos en mas detalle en la tltima seccion, cuando lo
implementemos en Sage.

2.5. Determinantes

Los resultados que hemos visto hasta ahora nos van a permitir desarrollar el calculo
de Clebsch trabajando en A = T™ (S(C"™)), el dlgebra conmutativa que introdujimos
anteriormente. Durante ese proceso, sera necesario operar con determinantes sobre A, es
decir, con elementos A(1®---®1) con A € C*. Dado que A no tiene estructura de cuerpo
y por tanto las matrices de elementos de A no son un espacio vectorial, dedicaremos esta
seccion al estudio de los determinantes de matrices en un anillo conmutativo, comprobando
que el determinante en este caso tiene buenas propiedades, siguiendo [15].

A lo largo de esta seccidn, si no se especifica otra cosa, R denotard un anillo conmu-
tativo.

Definicién 2.5.1. Sea R un anillo conmutativo. Un R-moédulo M es un grupo abeliano,
usualmente escrito con notacion aditiva, junto con una operacién -: R x M — M tal que
para todos a,b € Ry x,y € M se verifica que

(ab)x = a(bz), (a+bx=ar+br, alx+y)=ar+ay y lx=u.

Si k es un cuerpo, entonces un k-modulo es un k-espacio vectorial. Dado un anillo
conmutativo R, el conjunto de matrices con elementos en R o el conjunto de n-tuplas
R™ son otros ejemplos de conjuntos a los que se puede dotar de estructura de modulo.
El concepto de médulo es mas general que el de espacio vectorial. Los conceptos de
aplicacion lineal y aplicacién multilineal se definen para moédulos de manera similar al
caso de espacios vectoriales, por lo que no detallamos su definicion.

Definicién 2.5.2. Sean M, F' dos R-moédulos, se dice que una aplicacion multilineal
f: M™ — F es alternada si en caso de existir un indice ¢ € {1,...,n — 1} tal que
T; = Ty, se verifica f(zq,...,2,) =0.

Proposicion 2.5.3. Sea M, F dos R-maodulos y f: M™ — F una aplicacion multilineal
alternada, entonces f(...,x;, xiv1,...) = —f(...,@ig1, %4, ... ), para todo 1, ..., x, € M.
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Demostracion. Se tiene que f(...,x;+ 241, Ti+Zis1, ... ) = 0 por definicién de aplicacién
multilineal alternada. Ademas, por la multilinealidad de f

JOoom 2,2 + i1 ... ) =
=flzixg, )+ ) + O @i, )+ o @i, g, )

donde f(...,zyxi...) = f(..., 241, Tig1,...) = 0. Por lo que

f(...,Ii,JZZ‘+1,...)+f(...,$i+1,$i,...) =0.
O

La propiedad de la proposicién es la que suele usarse para definir la propiedad alternada
en espacios vectoriales, donde es equivalente a la definicién que hemos usado ya que en
un cuerpo el tnico elemento que coincide con su inverso para la suma es el cero. Sin
embargo, en mddulos la definicién que hemos dado es més restrictiva. Por ejemplo, en Z2
la aplicacién bilineal dada por la matriz

2 0
(0 0)

no es alternada pero si cumple la propiedad de la proposicion.
A continuacién se introducen otras propiedades de las aplicaciones multilineales alter-
nadas que utilizaremos mas adelante.

Propiedades 2.5.4. Sea M un R-mddulo y [ una aplicacion multilineal alternada defi-
nida en M™. Sean x1,...,x, € M.

1. Sixz; =xj, coni# j, entonces f(z1,...,x,) = 0.

2. Dado a € R, para i # j se define x; = x; + ax;. Entonces

flxy, ooy ymy) = fog, .. 2k, o 2.
3. Sean vy, ...,v, € M tales que x; = a;;v; + -+ + a;pv, con a;; € R entonces
flz,. ... x,) = Z 59(0) 1,601y "+~ Anom) f (V15 -, Vp)
UESn

donde S, es el grupo de permutaciones de n elementos y sg(o) es el signo de la
permutacion o.

Demostracién. La primera propiedad es inmediata a partir de la Proposicién [2.5.3] ya
que nos permite intercambiar los elementos hasta tener x; y z; adyacentes. Entonces, por
la definicién de aplicacién multilineal alternada, la funcién se anula.

La segunda propiedad se demuestra aplicando la linealidad de f en la componente 7.
Por la primera propiedad, el sumando que contiene x; repetido se anula y la funciéon queda
invariante.

Veamos ahora la tercera propiedad. Aplicando la linealidad de f tenemos que

f(xla s 7$n> = Z a1,0(1) " " an,a(n)f(vcr(l)a s 7va(n))
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donde o recorre todas las funciones de {1, ...,n} en si mismo, no necesariamente de forma
biyectiva. Sin embargo, por la primera propiedad, si ¢ no es biyectiva la funcién se anula,
por lo que podemos restringir el sumatorio a S,. Ahora bien, por la Proposicién
podemos ordenar los argumentos de f, salvo signo, y por cada cambio de argumentos
adyacentes la expresion se multiplica por —1. Por tanto, el signo que acompana al sumando
A1,0(1) " * Onom)f(V1,...,Vs) €s precisamente sg (o). O

Definicién 2.5.5. Denotando por M,,(R) el R-médulo de las matrices cuadradas n x n
con elementos en R, se define un determinante n X n como una aplicacién

det: M,(R) = R

que considerada como funcion de los vectores columna de la matriz es multilineal alternada
y tal que det I = 1.

Proposicion 2.5.6. Si existen determinantes estos son unicos, y el determinante de una
matriz A = (a;j), 1,5 € {1,...,n} estd dado por

det A =3 59(0) oy Aot

G’GSTL

Demostracion. Sean ¢y, ..., ¢y, las columnas de A, entonces ¢; = ay;€1 + - - - + ap€,. Por
tanto, aplicando la tercera propiedad de las aplicaciones multilineales alternadas, se tiene
que

det A = det(eq,...,cpn) = Z g (0) ag(1),1* * * Go(n),n det(eq, ..., ep)

oESy

= Z g (0) to(1),1 " * Ao(n)m

UES’n

ya que det(eq,...,e,) =det] = 1. ]

Por supuesto, en el caso de las matrices con elementos en un cuerpo esta definicién
coincide con el determinante de una matriz al que estamos acostumbrados. Nos falta
probar la existencia, pero antes vamos a probar otras dos propiedades.

Proposicién 2.5.7. Dada A € M,,(R), det A = det AT.

Demostracion. Puesto que ao(1),1 - Go(n)yn = G1,0-1(1) "~ Gno-1(n) Y 58 (0) = ¢ (c71), se
tiene que

det A = Z 58 (U) Ao (1),1 " Qg(n),n = Z sg <U_1> A1,6-1(1) * " " Ap,o—1(n)

o€ESy UﬁlGSn

pero, como S, es un grupo, S, = {o~',0 € S, }, luego

Z sg (0_1) A1o-1(1) " " Opo—1(n) = Z 5 (0) a1,0(1) " * Anyom) = det At

0’716577, oESh

Proposicién 2.5.8. Dada A, B € M, (R), det (AB) = det (A) det (B).
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Demostracion. Sea C'= AB = (¢;5), definimos w; = ¢;1e1 + - - - + ¢ipe,. Entonces, por la
propiedad 3 de las aplicaciones multilineales alternadas y las proposiciones anteriores,

det (wy,...,w,) =det (C)det (eq,...,e,) = det (C).

Ademas, definiendo v; = b;1e; + - - - + b€, se tiene que w; = a;1v1 + - - - + AV, por lo
que aplicando la propiedad 3 de nuevo, se obtiene que

det (wy, ..., w,) = det (A)det (vy,...,vy)
= det (A) det (B) det (ey, ..., e,) = det (A)det (B).

O

Ya hemos visto que, de existir determinantes, son tinicos y se comportan como espe-
rariamos. Vamos a probar ahora la existencia.

Proposicion 2.5.9. Dado un anillo conmutativo R, existen los determinantes n X n y
satisfacen la regla de desarrollo por filas y columnas.

Demostracion. Probaremos este resultado por induccion en n. Cuando n = 1 definimos
det (a) = a para todo a € R. Supongamos probada la existencia de determinantes para
todo entero menor que n, sea A € M,,(R). Denotaremos por A;; a la matriz (n—1)x (n—1)
que resulta de eliminar la fila i-ésima y la columna j-ésima de la matriz A. Fijemos
arbitrariamente un ¢ € {1,...,n} y definimos

det A = Z (—1)i+ja,~j det A”
j=1

Es irrelevante la eleccion de ¢ puesto que ya hemos demostrado la unicidad del determi-
nante. Basta ver que es multilineal alternado en las columnas de A para demostrar que
existe uno. Fijada una columna k, entonces si j # k, a;; no depende de la columna k-ésima
y det A;; depende linealmente de ella. Por el contrario, si j = k, el det A;; no depende de
la columna k-ésima y a;; depende linealmente de ella. En consecuencia, la suma de todos
esos términos es lineal en cada columna, es decir, multilineal.

Para ver que es alternada supongamos que existe un k£ € {1,...,n — 1} tal que las
columnas k y k 4 1 coinciden. Entonces,

det A = (—1)i+ka,~k det A, + (—1)”“1%“1 det A; ;41 =0

puesto que a;; = a;k+1 ¥ Ak = A;k+1. Por lo que el determinante es alternado. Para ver
la regla de desarrollo por columnas basta usar la proposicién [2.5.7] ]

Ya hemos visto que la mayoria de propiedades del determinante siguen siendo ciertas
en el caso de un anillo conmutativo. Sin embargo, algunas son exclusivas de cuerpos.
Sabemos que el determinante de n vectores de K™ es nulo si y solo si son linealmente
dependientes. Esto deja de ser cierto en el caso de médulos. Por ejemplo, consideremos el

determinante en Z,4
2 0
det (1 1) = 2.
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El determinante es no nulo pero (2,1) y (0, 1) son linealmente dependientes pues 2(2, 1) +
2(0,1) = (0,0).

Ahora bien, una vez probadas las propiedades basicas y la existencia, observemos que
por la proposicion podemos considerar el determinante n X n como un polinomio
homogéneo de grado n en los coeficientes de la matriz det € R[a;;], 4,5 € {1,...,n}. Como
tal, podemos considerar la derivada simbélica del polinomio con respecto a alguna de las
entradas de la matriz. Por tanto, tiene sentido considerar cosas como

0 det

aaij

(4)

y en ocasiones nos resultara util porque nos permite aplicar el teorema de Euler para
deducir identidades de los determinantes de una forma réapida. El teorema de Euler para
polinomios homogéneos se prueba en [16] para condiciones mucho més generales que
como hicimos nosotros para polinomios en los complejos, no siendo siquiera necesaria la
conmutatividad del anillo. Dicho esto, lo usaremos a lo largo de todo el documento sin
mas comentarios. Por ejemplo, aplicando el teorema de Euler al determinante obtenemos

E CLZ]@<A) = ndet A.
— daij
7,7=1

Podemos calcular el valor de % usando el desarrollo por la fila i-ésima del determinante,

i
entonces

8det(A) 0 Xn: S(—1) ™ det Ay, | = (=1)7*7 det A;;
Ja;; N Oa;; Pt ik ik | = o g
ya que det A;; es independiente de a;; para todo k € {1,...,n}.

La regla de desarrollo por filas o columnas de un determinante se puede ver como un
caso particular del teorema de Euler cuando se aplica al polinomio homogéneo que resulta
de evaluar el determinante en todas las entradas de la matriz salvo por la fila o columna
por la que se estd desarrollando. Por la proposicién [2.5.6] el polinomio que resulta de
esa evaluacion parcial es homogéneo de grado 1, y la aplicacién del teorema de Euler
proporciona la identidad del desarrollo por fila o columna.

La parcial del determinante respecto a a;;, por ser el factor que acompana a a;; en
estos desarrollos, recibe el nombre de cofactor de a;;. Y la matriz

o ()

se denomina la matriz de cofactores de A. Una importante relacién entre los menores de
la matriz de cofactores y de la matriz original nos la proporciona el teorema de Jacobi
cuya demostracién se encuentra en el libro de Prasolov |18] y que aqui recogemos.

Teorema 2.5.10. (Jacobi) Sea R es un dominio conmutativo. Sea A = (a;j) € M, (R),
B = (b;j) su matriz de cofactores, k € {1,...,n—1}, yo € S,, con o = ;1 ; ';."
L

Entonces,

bivjy -+ iy Qigyrgiar 0 iggyjn

det | . | = (1) det ; | (det AR

bikjl T bikjk Qipjryr 7 Qiggn
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Demostracion. Vamos a probarlo primero para el caso en que o es la permutacién iden-

tidad, es decir, iy = j; =1, ..., i, = j, = n. Se tiene que
buu - b bk o b
. . all DRI a'nl
N T T N ¢/ S =
0 I A1p 0 Qpp
det(A) I 0
Tl otk o Qkkt1l Qpylktl ct Qpkgd
A1n e Afn Ak4+1,n e Qpn
ya que la entrada de la fila r-ésima y columna s-ésima del producto, con r,s € {1, ..., k},
es

n
E brt Qs
t=1

que es el determinante de la matriz que resulta al poner en la fila r-ésima de A las entradas
de la fila s-ésima. Por tanto, si r # s, el determinante es nulo por tener dos filas repetidas,
y de lo contrario es det(A).

Tomando determinantes se deduce que

bii -+ bk Ak4+1,k+1 " Gpk+1
det | .. |detA=(det A" det :
b - b Ag+1n Apn

Si det A # 0, entonces basta dividir para obtener el resultado del teorema. En el caso
de que det A = 0, consideremos det A como un polinomio de grado n en las entradas de la
matriz, todos los pasos de la demostracion siguen siendo validos puesto que hemos visto
que todas esas propiedades del determinante se verifican para un anillo conmutativo,
en este caso Ra;;], y obtenemos una igualdad entre polinomios. Ahora bien, si R es
un dominio de integridad, también lo es el anillo de polinomios R[a;;]. Y det A, como
polinomio, no es el polinomio nulo, luego podemos simplificarlo de la ecuacién. Evaluando
la identidad de polinomios en los valores de las entradas de A queda demostrado el teorema
para la permutacion identidad.

Sea ahora la matriz A = (d,,) donde @, = a;,;,, entonces det A = (—1)*) det A.
Si denotamos por B = (l;,,s) a la matriz de cofactores de A, entonces by, = (—1)Sg(0)birjs
puesto que una transposicién de filas, o columnas, en la matriz A induce la misma trans-
posicion de la fila, o columna, correspondiente en la matriz adjunta, ademas de cambiar
a todos sus elementos de signo.

Aplicando ahora el caso previo a las matrices A y B, obtenemos que

0%, o (1) by,

Qigprgryr 77 Qg gy

k1
det = ((—1)Sg(g) det A) det

(_l)sg(g)bikjl T (_1)Sg(a)bikjk Qig11,4n U Qi g,
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P
y multiplicando ambos lados de la expresién por ((—1)Sg(g)> se obtiene la identidad que
se buscaba. O

Salmon enuncia este teorema en su libro [20] y en el cdlculo de Clebsch lo usa en un
par de ocasiones para calcular expresiones de la forma

Odet Odet 0 det 0 det
@azj <A) 8ars <A) B 8@1»5 <A) 8arj

(4)

porque le permite reorganizar los subindices al trabajar con cofactores en las expresiones
que le aparecen.

Corolario 2.5.11. Sea R un dominio conmutativo, A € M, (R), entonces

Odet, Odet Odet,  Odet 0% det
A A) — A A) =det(A)——
aaij ( ) aars ( ) aais ( ) 6(1,7' ( ) ¢ ( )30%0(1“

(A).

Demostracion. Sii=r o j = s entonces la igualdad se reduce a 0 = 0. El lado izquierdo
es 0 puesto que ambos términos restando son iguales. El lado derecho es 0 porque una vez
derivado respecto a a;; el resultado no depende de ningin elemento de la fila 7-ésima ni
de la columna j-ésima.

Supongamos ahora que i # r y que j # s. Recordemos que

Odet

P (A) = (=1)"" det A;; = det C

donde C' es la matriz que resulta al sustituir en la matriz A un 1 en la posicién (i,7) y
ceros en el resto de las entradas de la fila i-ésima y de la columna j-ésima. Entonces,

0? det _ Odet

Sarda A = G (€)= detD

donde D es la matriz que resulta al sustituir en C' dicha entrada por un 1 y rellenar
con ceros el resto de las entradas de la fila r-ésima y la columna s-ésima, por el mismo
argumento que antes, puesto que la entrada (r, s) de C, que es una matriz n x n, es a,. Es
decir, la derivada segunda del determinante se calcula sustituyendo por 1 en las entradas
respecto a las que derivamos y rellenando con ceros el resto de ambas filas y columnas.

Ademas, puesto que las primeras derivadas son los cofactores, denotando b;; = %j_e_t (A)
ij

Odet ,  Odet Odet ,  Odet B bij  bis
aaij (A) aam (A) B 8&2'5 (A) 8arj (A) = det (brj brs)

que en virtud del teorema

det (Zﬂ é’) = (—1)%) det(Ayy,.) det(A)
T3 rs

donde A;;,s es la matriz que resulta de quitar las filas ¢ y r y las columnas j y s de la

. ., 11 ln . o . o
matriz A y o es la permutacion (j i ) coniy; =1t,i0=17,71 =], jo =Sy el resto
L

ordenados en orden creciente.
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Todo lo que falta para probar el teorema es ver que (—1)Sg(a) det(A;j,s) = detD
pero es evidente, ya que al permutar las filas y columnas de D para mover los unos de
las posiciones (i,7) v (r,s) a (1,1) y (2,2) el determinante nos queda multiplicado por
(=1)8) y tenemos la igualdad

det D = (—1)®) det [0 (—1)°% det(Ays).
0 Aij,rs 7

con lo que el resultado queda probado. O

Este resultado no es méas que una reformulacion del teorema para el caso k = 2 con
una notaciéon algo distinta, que necesitaremos en la préxima seccién para probar algunas
identidades.

2.5.1. Determinantes orlados

A continuacién vamos a estudiar determinantes orlados (bordered determinants en
inglés), que, aunque no son muy frecuentes en la literatura actual, fueron ampliamente
estudiados en libros mas viejos ([1], [20], [24]).

Definicién 2.5.12. Sea A € M,,(R), y sean U,V € M, «(R), donde k € N, denotamos
por determinante orlado de A por U y V' de orden k al determinante (n + k) x (n + k)

A U
det (VT O)

que denotaremos por det 4 ( ) para no ocupar demasiado espacio con ceros en las férmu-

v
las.

En este trabajo trabajamos con vectores columna, de ahi que nos interese tomar U, V' €
Mk (R), estamos cogiendo dos familias de k vectores y bordeando la matriz A con
ellos antes de tomar el determinante. El orden del determinante orlado es la cantidad de
vectores que tomamos tanto a derecha como por abajo al extender el determinante.

Veamos un ejemplo para entender mejor la notacién, sea xq,xs,y1,y2 € R", sean
U= (wl :1:2), yV = ( 1 yz) las matrices por bloques de tamano n x 2. Entonces el
determinante orlado de A de orden 2 es

x x A L1 T2
det 4 < ! 2) =det|y: O O (2.8)
Y1 Y2 y2 0 0

donde se han omitido los paréntesis de U y de V' en un abuso de notacién, igual que se
hara frecuentemente de aqui en adelante sin mas comentarios.

Esta notacion no es la mas habitual, siendo mas tipico denotarlos mediante deter-
minantes de matrices por bloques, pero es la que usan Salmon [19] y Clebsch [7] y nos
resultara 1til para expresar algunos cédlculos de una forma mas compacta.

Ahora pasamos a demostrar algunas propiedades del determinante orlado que necesi-
taremos para el calculo de Clebsch. En primer lugar, a partir de la definiciéon tenemos un
resultado inmediato.
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Proposicién 2.5.13. Sea A € M, (R), y sean U,V € M, xr(R), donde k € N, el deter-
manante orlado de A es lineal en las columnas de U y V.

Demostracion. Veamos primero que es lineal en las columnas de U. Sea u; la columna
i-ésima de la matriz U, con i € {1,...,k}. Por la definicién de determinante, este es lineal
en la columna n + ¢ de la matriz

M= (‘fT gf) — (mrs)

pero la columna n—+: de esa matriz es la columna u; seguida de i ceros. Esto es la restriccion
al subespacio lineal my41,4i = -+ = Mp1pnti = 0, luego la aplicacién restringida sigue
siendo lineal.

En cuanto a las columnas de V' el argumento es el mismo pero usando que det M =
det M™ por la proposicién [2.5.7] O

Volviendo al ejemplo (2.8]), el determinante orlado es lineal en xy, ®2, y1 y y2. Y
usando esta propiedad en el caso mas sencillo, obtenemos la siguiente identidad para
determinantes orlados de orden 1.

Corolario 2.5.14. Sea A € M, (R), ®1,T2,Y1,Y2 € R" y A\, Ao, 11, 2 € R,

)\1{15]_ + )\2332 - L1 T ) o
det 4 (u1y1 v uzyz) = A\pq dety <y1> + 1o det 4 (yz) + Aoty det 4 (y1) + oo det 4 (y2)

Otra propiedad inmediata es que los papeles de U y V son intercambiables cuando la
matriz A es simétrica.

Proposicién 2.5.15. Sea A € M, (R) una matriz simétrica, y sean U,V € M,xr(R),

entonces
U V
detA (V) = detA (U)

Demostracion. Es una consecuencia de la proposicién 2.5.7] ya que
U A U ATV AV \%4
det g (V) = det <VT O) = det (UT O) = det (UT O) =dety (U)

Vamos a ver otras dos identidades que nos resultaran tutiles més adelante. La primera
es el desarrollo de un determinante orlado de orden 1.

]

Proposicién 2.5.16. Sea A € M, (R), y sean x,y € R", entonces

x ", O det
det o (y) = - Z dar; (A)zy;

1,j=1
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Demostracion. Vamos a ver que la identidad se obtiene desarrollando primero por la
columna con los z; y después cada uno de los menores que aparecen por la fila con los y;.
Observemos primero que

ayip - Qip 21

det 4 (w) = det : : :
Yy Ap1 -+ Gpn Tp
Y. Ya O

con lo que desarrollado por la tdltima columna queda

n ) ;11 0 Gi—1n
n+1-+7
E (1) iy det | ajpin 0 Qipin
i—1 : . :
n s Yn

Desarrollando ahora por la tltima fila, obtenemos

n ) ) n
Z n14i n+j T Gi-15-1 Gi—1g41 o | itj
= T Gitlg-1 GitlgHl =
1,j=1 4,j=1
que, usando la notacién de las parciales del determinante es lo mismo que lo que queriamos
probar. ]

Finalmente, también necesitaremos una relacion entre los determinantes orlados de
orden 2 y los de orden 1, que nos proporciona el teorema [2.5.10

Proposicién 2.5.17. Sea R un dominio conmutativo, A € M, (R), y sean €1, T2, Y1, Y2 €
R™, entonces

1 T2 1 o Ty T2
det(A) det = det det — det det
et(A) dets (yl yz) e (y1> ¢ A(’y2) ¢ A(’y2) e <y1)

Demostracion. Vamos a aplicar el teorema [2.5.10| a la matriz (n + 2) x (n + 2)

A r1 ITo
M=y, 0 0
y2 0 0
conk =21 =j1=n+1ipa=Js=n+2,i3=7J3=1, ..., ip1o = Jjare = n segun la

notacion del teorema. Entonces, la permutacion es la identidad, que tiene signo cero y el
teorema afirma que

my; - Mip

det (bn+1,n+1 bn+1,n+2) — det S : det M

bn+2,n+1 bn+2,n+2
Mp1 - Mpp
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donde B = (b;;) son los cofactores de M. Ahora bien, m;; = a;; cuando i,j € {1,...,n}y

det M = dety (wl a:z)
Y1 Y2
por lo que el lado derecho de la igualdad del teorema es
Iy T2
det(A) det .
et(A) det (yl yz>

Ahora, los cofactores by, ,+; son el determinante de la matriz que resulta al borrar la
fila n + 7, que corresponde al vector y; y la columna n + j, que corresponde al vector x;,
y multiplicarlo por (—1)"""™ = (=1)"". Por lo tanto,

o L1
bn n - det bn n - det
+1,n+1 A (y2> +2,n42 A <y1)

xr €T
bn+1,n+2 = - detA (y;) bn+2,n+1 = - detA ( 2)

U1

con lo que

det (bn—i—l,n-‘rl bn+1,n+2

b b - bn+1,n+1bn+2,n+2 - bn+1,n+2bn+2,n+1
n+2,n+1 n+2,n+2

T L2 I T2
= det det — det det
o <yl) o (yz) o (yz) o <yl)

lo que prueba la identidad. O
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Capitulo 3

Geometria algebraica

El trabajo de Salmon se enmarca dentro de lo que hoy en dia es el campo de la
geometria algebraica. En este capitulo vamos a tratar los conceptos mas basicos de esta
amplia rama necesarios para entender el cdlculo de Clebsch.

La geometria algebraica es el estudio de la estructura que tienen los ceros de polino-
mios, o de forma mas precisa, el estudio de objetos geométricos que se pueden describir
localmente por ceros de polinomios. Se desarroll6 principalmente a mediados del siglo XX
gracias a Hilber y Noether por sus avances en algebra conmutativa y a Zariski y Weil
por sentar las bases de este area. Todo esto es muy posterior a la época de Salmon, por
supuesto.

Actualmente, el lenguaje que se emplea es el de esquemas, desarrollado por Grothen-
dieck. Sin embargo, aunque mas potente, es mas oscuro y no lo necesitamos para nuestros
propositos, por lo que, igual que muchos libros bésicos de geometria algebraica, no lo
emplearemos en este trabajo.

3.1. Conjuntos algebraicos y topologia de Zariski

En primer lugar, tenemos que definir los conjuntos con los que vamos a trabajar en
geometria algebraica, y dotarlos de una estructura topolégica que nos permita concretar
a qué nos vamos a referir con propiedades locales. Para esta seccion usaré el libro de
Shafarevich [21] y el de Smith [22] como referencias principales.

Denotaremos de aqui en adelante por A™ el espacio afin de dimensién n sobre el
cuerpo de los complejos, es decir, el espacio formado por los puntos (zy,...,x,) con
x; € C. Denotaremos por P" el espacio proyectivo de dimensién n sobre el cuerpo de los
complejos. Recordemos que una forma de definir el espacio proyectivo consiste en tomar
las clases de equivalencia (C"™'\ {0})/ ~, que denotaremos por [zg: ---: z,], donde
x; € C y donde

(o, ..y xn) ~ (o', ..., x,) 1 AN € C tal que x; = A\z;’,i € {0,...,n}.

Los espacios afin y proyectivo seran los espacios ambiente en los que trabajaremos.
Veremos mas adelante en algin ejemplo por qué es importante restringir el estudio a los
nimeros complejos.

Definicién 3.1.1. Sean f; € C[Xy,...,X,] polinomios, con i € I, siendo I un conjunto
de indices. Denotaremos por V ({ fitic ]) al conjunto de ceros de los polinomios f;. Es
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decir,
V({fi}ie)) ={m € A", fi(m) =0, Vi € I}.

Decimos que un subconjunto V' C A™ es un conjunto algebraico afin si existe una familia
de polinomios f; € C[X,...,X,] coni € I tal que V =V ({fi},c;)-

Dos ejemplos inmediatos de conjunto algebraico afin son A" y ), ya que A" = V(0)
y ) = V(1). Otros ejemplos sencillos de conjunto algebraico son los puntos. El punto
(p1,...,pn) de A" es el conjunto V(X7 — p1,..., X, — pn)-

En estos casos, el conjunto I es finito, pero no tiene por qué ser asi. El conjunto vacio se
puede escribir también como () = V(C[X1, ..., X,]). Esto ilustra un principio més general,

V=V {fitic) =V ()

donde J es el ideal generado por la familia de polinomios {f;},.;. En efecto, si f € J,
existen iy,...,%,, € I tales que f es combinacién lineal de f;,,..., f; . Como para cada
ke {1,...,m}, f; se anula en todo punto de V ({f;},c;), f se anula en el conjunto
algebraico V (J). Esto prueba que V ({fi},c;) C V(J), y la otra contencién es evidente.
Por tanto, un conjunto algebraico puede describirse por un ideal del anillo de polino-
mios o por un sistema de generadores de este. Ahora bien, gracias al teorema de la base
de Hilbert sabemos que C[X7,..., X,] es un anillo noetheriano por lo que todo ideal de
C[Xy, ..., X,] admite un sistema de generadores finito, y obtenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.1.2. Sea V' un conjunto algebraico afin, existen f1, ..., fm € C[X1, ..., X,]
tales que V.=V (f1,..., fm)-

Demostracion. Sea {f;},c; una familia de polinomios tal que V = V ({fi},c;) v sea
J C C[Xy,...,X,] el ideal generado por dicha familia. Como C es un cuerpo, es un
anillo noetheriano, por lo tanto, por el teorema de la base de Hilbert, C[X7,..., X,] es
noetheriano y J es finitamente generado, es decir, existen fi,..., f, € C[Xy,..., X,] tales
que J = (f1,..., fm). Por lo tanto,

V=V ({fZ}zeI) =V(J) =V(fi,..., fm)-
[l

Una vez visto lo que son los conjuntos algebraicos afines, vamos a ver que nos sirven
para definir una topologia en el espacio afin. En efecto, ya hemos visto que el vacio y el
total son conjuntos algebraicos afines. Nos falta ver qué ocurre con la unién finita y la
interseccién de cualquier nimero de conjuntos algebraicos afines.

Proposicion 3.1.3. La union de dos conjuntos algebraicos afines es un conjunto alge-
braico afin.

Demostracion. Sean Vi y V, dos conjuntos algebraicos afines, y {fi},c; v {fi} dos

familias de polinomios tales que Vi =V ({fi},c;) vy Va=V <{fj}jeJ)'
Si p € V3 UV, podemos asumir sin pérdida de generalidad que p € Vi, con lo que
fi(p) = 0, para todo ¢ € I. Entonces, fi(p)f;(p) =0, para cualquier (¢, j) € I x J, por lo

quep eV <{fifj}(z',j)el><J)‘

JjeJ?
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Reciprocamente, supongamos que p € V <{fifj}(ij)dx]>, si fj(p) = 0 para todo
j e J, pe Vo Siexiste un j € J tal que f;(p) # 0, entonces fijado ese j, como

fi(p)fj(p) = 0 para todo i € I, concluimos que f;(p) =0y que p € V;.
Por tanto,

V({ihen) UV ((her) =V (b epers)

y la union finita de conjuntos algebraicos afines sigue siendo un conjunto algebraico afin.
]

Proposicion 3.1.4. La interseccion de un numero arbitrario de conjuntos algebraicos
afines es un conjunto algebraico afin.

Demostracion. Sea {V;};c; una familia de conjuntos algebraicos afines, con V; :V<{f]~ }j€J¢>

ﬂ Vi=V <{fj}j€UieIJi>

el

entonces

por lo que la interseccién de conjuntos algebraicos afines es un conjunto algebraico afin.
O

Obsérvese que mientras que no hay problema en hacer una interseccion infinita de con-
juntos algebraicos afines, si puede ocurrir que una unién infinita de conjuntos algebraicos
afines deje de serlo. Como ya dijimos antes, los puntos son un conjunto algebraico, y todo
conjunto puede escribirse como la unién de sus puntos. Sin embargo, el conjunto A\ {0}
no es algebraico ya que cualquier polinomio f € C[X] que se anule en todos los puntos
de C salvo el 0 debe anularse en el cero por continuidad.

La Proposién y la Proposicién [3.1.4] junto con el comentario que ya se hizo de
que el total y el vacio también son algebraicos nos permite afirmar que los conjuntos
algebraicos afines definen una topologia en la que estos son precisamente los conjuntos
cerrados.

Definicién 3.1.5. Llamaremos topologia de Zariski a la topologia en A™ donde los con-
juntos cerrados son justamente los conjuntos algebraicos afines.

Sin embargo, nos son familiares los problemas que surgen al considerar intersecciones
de subespacios en el espacio afin. En el plano afin, dos rectas no tienen por qué tener
una interseccion comun mientras que en el plano proyectivo si tienen siempre minimo
un punto de interseccion. En el caso de los conjuntos algebraicos tendremos problemas
similares. Es por eso que en geometria algebraica interesa estudiar los ceros de polinomios
en el espacio proyectivo, no en el afin.

En primer lugar, sea f € C[Xy, ..., X,], observemos que no tiene sentido evaluarlo en
un punto [xg: ---: x,] € P", ya que

f(Azg, ..., x,) = folzo,...,xp) +---—|—/\dfd(m0,...,xn),

donde d es el grado de f v f; es la descomposicion en polinomios homogéneos de f, visto
como polinomio de una variable en A, es una constante si y solo si d = 0. Por tanto, en
general, un polinomio toma valores distintos para puntos que pertenecen a la misma clase
como elementos de P".
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Por otro lado, si tiene sentido considerar los puntos en los que el polinomio se anula.
f(Azg, ..., Az,) = 0 para todo A € C si y solo si es nulo como polinomio en \. Pero eso
es que sus coeficientes sean nulos, es decir, si y solo si f;(xg,...,2,) =0, i=0,...,d.

Usando este concepto de cero de polinomio en el espacio proyectivo, podemos definir
los conjuntos algebraicos proyectivos de la misma forma que para el caso afin.

Definicién 3.1.6. Sean f; € C[X,,...,X,], i € I, denotaremos por V ({fi},.;) C P" al
conjunto de ceros de los polinomios f;. Es decir,

v ({fl}zel) ={x el filx)=0Viel}

Decimos que un subconjunto V' C P" es un conjunto algebraico proyectivo si existe una
familia de polinomios f; € C[Xy,...,X,] coni € [ tal que V=V ({fi}iel)'

Nota. Obsérvese que en la definicién se ha cometido el abuso de notacion de identificar
x = (zg,...,x,) € C" con la clase de & en P". Esto se ha hecho asi para no sobrecargar
la notacién y se trata de un abuso de notacion que se dara frecuentemente en el texto.

Trabajar en el proyectivo tiene sus particularidades. Observemos que hemos dicho que
hemos dicho que el que se anule el polinomio es equivalente a que se anulen todos los
polinomios de su descomposiciéon en homogéneos. Por lo que

V(f)=V(fo,.. ., fa) =V (({fo,.., fa)) CP",

donde fy, ..., fq son homogéneos. Por tanto, los polinomios homogéneos jugaran un papel
muy importante en los conjuntos algebraicos proyectivos.

Proposicion 3.1.7. Sea V' un conjunto algebraico proyectivo, existe un numero finito de
polinomios homogéneos en C[Xy, ..., X,| que definen V.

Demostracion. De igual manera que en la Proposicion [3.1.2] se prueba que V' esta gene-
rado por un nimero finito de polinomios

V=V(fi,.-., fm)-

Ahora bien, como hemos explicado antes, que un punto se anule en cada uno de esos
polinomios es equivalente a que se anule en sus componentes homogéneas, luego

V :V<f1,07'”7f1,d17"'7fm,07"'7fm,dm)7

donde d; es el grado de f; y fio,---, fia, s la descomposiciéon en polinomios homogéneos
de fz ]

De igual manera que para el caso afin, se demuestra que la uniéon de dos conjuntos
algebraicos proyectivos es un conjunto algebraico proyectivo y que la interseccién de un
nimero arbitrario de conjuntos algebraicos proyectivos sigue siendo un conjunto algebraico
proyectivo. De esta forma, es posible definir una topologia igual que en caso afin.

Definicién 3.1.8. Llamaremos topologia de Zariski a la topologia en P" donde los con-
juntos cerrados son justamente los conjuntos algebraicos proyectivos.
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Ahora bien, podemos considerar el espacio afin inmerso en el proyectivo mediante la
aplicacion

A" — P

(X1, o yxp) = [l oo xy).

La eleccion de hacer zyp = 1 es arbitraria y bien se podria haber fijado a 1 cualquier
otra de las coordenadas del proyectivo. Estas aplicaciones las llamaremos cartas afines,
y denotaremos sus imagenes por A} donde 7 es el indice de la coordenada que se ha
fijado a 1. Podemos identificar cualquier A} por el espacio afin A". Sus complementa-
rios son los hiperplanos V(X;), que llamaremos puntos del infinito. Adem4s, puesto que
A = P" \ V(X,), se tratan de un abiertos de P".

Si podemos considerar A™ inmerso en P", cabe preguntarse si la topologia de Zariski
en A" coincide con la topologia de subespacio. Es decir, queremos ver qué ocurre con
la interseccién de los conjuntos algebraicos proyectivos con A?. Puesto que los conjuntos
algebraicos proyectivos estan definidos por polinomios homogéneos y los conjuntos alge-
braicos afines estan definidos por polinomios, lo primero es ver como pasar de un caso a
otro.

Definicién 3.1.9. Sea f € C[Xy,..., X,] un polinomio homogéneo, definimos por
fo=f(1,Xy,...,X,) € C[Xy,...,X,]
al deshomogeneizado de f en la coordenada Xj.

Definicién 3.1.10. Sea

f= Z iy iy X3 X € C[X, ..., X,
i14+in<d

un polinomio de grado d, definimos por

= . XTTTTRX X € C[X, ., X

i1+ tin<d
al homogeneizado de f en la coordenada Xj.

Noétese que el homogeneizado de f en la coordenada X es un polinomio homogéneo de
grado d al que no divide X, ya que existe un monomio X' - - - X' de grado exactamente
d.

Estas aplicaciones nos permiten establecer una biyeccion entre los polinomios ho-
mogéneos de grado d en C[Xy,..., X,] y los polinomios C[X7, ..., X,] de grado menor o
igual que d. Usaremos esta biyeccion para probar la relacion entre la topologia de Zariski
afin y proyectiva.

Proposicién 3.1.11. Cualquier A} con la topologia de subespacio que induce la topologia
de Zariski de P es homeomorfo a A™ con la topologia de Zariski.
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Demostracion. Basta probarlo para el caso Afj, para otro A7 la prueba es analoga.

Tenemos que encontrar una biyeccion entre Af y A" que transforme cerrados en ce-
rrados. Sea ¢: A" — Ay la aplicacién ¢(zq,...,x,) = [1: z1: -+ : x,]. Estd bien definida
y es evidentemente biyectiva.

Los conjuntos cerrados de Ajj son aquellos que se pueden escribir como V' N Af con
V' C P™ un conjunto cerrado para la topologia de Zariski en P". Por la Proposicién [3.1.7],
existen fi,...,fm € C[Xy,...,X,] polinomios homogéneos tal que V' = V(fi,..., fn).
Entonces,

dTVNAYD) =0 {z e Ay, (L, ... 1) = = fu(l,21,...,7,) = 0})
={(x1,...,xn) € A", fi (x1,...,2p) =+ = fr(x1,...,2,) =0}
=V(frar- s frma) C A"

Sea V un cerrado de A", por la Proposicién [3.1.2] existen fi,..., fi, € C[Xq,..., X,)]
tal que V =V(fi,..., f). Entonces,

(V) =o({x € A", fi(®) = -~ = fm(x) = 0})
=¢p{xec A" ff(L,zy,...,2n) == fr(L,21,...,2,) =0})
=V, ) NAG

Con lo que ¢ es un homeomorfismo entre Ay y A", lo que prueba la proposicién. [

Esta proposicién justifica que de aqui en adelante cometamos el abuso de notacién
de decir que A" C P". Entendiendo que estamos identificando A" con la copia afin A}
a menos que se especifique alguna otra A?. Ademas, puesto que cualquier punto de P"
pertenece a algiin A7, y estos son abiertos, cualquier punto tiene un entorno homeomorfo
a A". Por lo tanto, para estudiar propiedades locales de la topologia de Zariski siempre
podemos trabajar en el espacio afin mediante una carta afin apropiada.

Como se ha justificado, A" es un abierto de P" y, como se ha probado en la proposicién,

V(fla---afm) :V(ff7af;z>mAn

Entonces, el conjunto algebraico afin V(f1,..., f,,) C A" es un abierto para la topologia
de subespacio del conjunto algebraico proyectivo V(ff,..., fr) C P

Nota. En ningin momento hemos dado una definicién de variedad algebraica, sino que
nos limitamos a conjuntos algebraicos, afines o proyectos, que dependen de un espacio
proyectivo ambiente. Estamos trabajando por tanto de forma algo mas restringida a como
se suele hacer en geometria algebraica. El siguiente grado de abstraccion seria lo que
Shafarevich [21] llama variedades cuasiproyectivas, y que engloba tanto los conjuntos
algebraicos proyectivos como los afines. Sin embargo, en nuestro caso nos es suficiente con
esto y desarrollar las herramientas para estudiar la estructura de las variedades de forma
mas general nos desviaria de nuestro objetivo de estudio.

En el caso de los conjuntos algebraicos afines es sencillo comprobar que el producto de
conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico, ya que tenemos una inmersiéon natural
de A™ x A" en A™*". Sin embargo, no resulta tan sencillo el caso proyectivo, que vamos a
desarrollar ahora. Esto nos servira de ejemplo, ya que el producto tiene sentido topolégico
independientemente de la geometria algebraica. Pero, ademas, este ejemplo tiene bastan-
te importancia puesto que veremos que de hecho el producto de conjuntos algebraicos
proyectivos sigue siendo una conjunto algebraico.

35



Ejemplo 3.1.12. (Aplicacién de Segre) Dados m,n € N, definimos la aplicacién de Segre
de la siguiente forma

Yon: P x P — PV

([xo,...,xn], [yo,...,yn}) = [2001 Zo1- Zmn]

donde N = (m+1)(n+1) —1y 2z; = x;y;. Y, evidentemente, esta bien definida, puesto
que X, (A, py) = Apz y no todos los z;; son nulos.

Para estudiar esta aplicacion, considemos su restriccion a los subespacios AJ" x A7, con
i€40,...,m}yje€{0,...,n}. Estos subespacios son abiertos en la topologia producto
por ser producto de abiertos, y su imagen estd contenida en AJY := PV \ V(Z;).

La aplicaciéon de Segre es inyectiva. En efecto, sean x,u € P™ y y,v € P" tal que
Ymn(x,u) = X,,,.(y,v) = z. Entonces, existen ¢,j tales que z € Ag, y, por tanto,
z,u € A"y y,v € A}. Entonces, de ¥, ,(,u) = Xy, »(y, v), comparando las compo-
nentes del representante con z;; = 1, concluimos que 21; = 1 = U1,. .., 2mj = Ty = Uy, ¥
Zil = Y1 = V1, Zin = Yn = Uy, con lo que la aplicaciéon es inyectiva.

Veamos ahora que la imagen de X, , es una variedad algebraica. En primer lugar,
esta contenida en V' = V({Z;;Zy — ZyZy;,0 < i,k < m,0 < j,I < n}), como se ve
inmediatamente a partir de la definicién. Ahora, sea z € V, igual que hicimos antes,
existen i, j tales que z € Aﬁg . Fijando el representante de z con z;; = 1, se tiene de las
ecuaciones que definen V' que zy = zyzi; para todo k € {0,...,m} y {l € 0,...,n}.
Entonces, z = X, ([20j: - ¢ Zmj], [Zio: -+ Zin)), con lo que V = Im(3,,,).

Nos falta comprobar que, de hecho, P x P" es homeomorfo a su imagen por la aplica-
cién de Segre. Para ello, nétese primero que VﬂAf}f =~ A™*t" Esto es consecuencia de que la
imagen de la aplicacién de Segre, en la copia afin Ag , verifique que z1; = 21, ..., 2mj = T,
YV Zi1 = Y1, - - -, Zim = Yn como se ha justificado antes. Entonces, puesto que tanto la apli-
cacion de Segre como su inversa son continuas en abiertos que recubren los espacios de
salida y de llegada son continuas. Esto permite afirmar que P™ x P es homeomorfo a V', y,
por tanto, la aplicacién de Segre nos proporciona una inmersion continua de un producto
de variedades en el espacio ambiente PV .

3.2. Componentes irreducibles

Definicién 3.2.1. Un conjunto algebraico afin V' se dice irreducible si al tener V' = V; UV,
con Vj y V5 conjuntos algebraicos afines, se tiene que o bien V; =V o bien V5, =V. Si V
no es irreducible, se dice que es reducible.

Vamos a ver como estudiar si un conjunto algebraico afin es irreducible. Para ello,
tenemos que definir el ideal de un conjunto.

Definicién 3.2.2. Sea X C A", se define el ideal de X como
I(X)={feC[Xy,....X,], f(x) =0Vx € X}

Es inmediato comprobar que para cualquier conjunto X C A" I(X) es un ideal.
Muchas propiedades geométricas de los conjuntos algebraicos tienen su equivalente en
propiedades algebraicas de su ideal asociado. La irreducibilidad es un ejemplo de esto.
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Lema 3.2.3. Dos conjuntos algebraicos afines son iguales si y solo si sus ideales lo son.

Demostracion. Sean Vi, Vo, C A™ dos conjuntos algebraicos. Es evidente que si son iguales
entonces I(V;) = I(V3), veamos ahora la otra implicacién.

En primer lugar, por definicién, tenemos que V' C V(I(V)) para cualquier V' C A"
Ahora, si V' es un conjunto algebraico afin definido por V' = V(J) con J un ideal, y
x € V(I(V)), entonces, f(x) = 0 para todo f € I(V), en particular, puesto que J C I(V),
f(x) = 0 para todo f € J, luego « € V. Con esto queda probado que si V' es un conjunto
algebraico afin, V' = V(I(V)).

Finalmente, si I(V;) = I(V5), entonces, V(I(V;)) = V(I(V3)), lo que implica como
hemos demostrado que V; = V5. O

Proposicién 3.2.4. Sea V' un conjunto algebraico afin, V es irreducible si y solo si I(V')
€s primo.

Demostracion. Supongamos que el ideal I(V') no es primo. Entonces, existen fi, fo & I(V)
con fifs € I(V). Podemos escribir V.=V, UV, con Vi = VNV(f)) y Vo =V NV(f).
Ademas, se tiene que Vi # V ya que f; € I(V}) pero f1 € I(V) y andlogamente con V5.
Por lo que V' no es irreducible.

Supongamos ahora que V' no es irreducible, es decir, que existen V; y V5, distintos de V'
con V =V UV, Como V] estd estrictamente contenido en V', existe un f; € I(Vy) \ I(V),
ya que de lo contrario se tendria I(V}) = I(V) y hemos dicho que V; # V. De la misma
forma existe un fo € I(V3) \ I(V).

Ahora, f = fifo € I(V),yaquesix € V,obienx € V1 y fi(lx) =00x € Vo y
fa(x) = 0, en cualquier caso f(x) = 0. Por lo tanto, I(V') no es primo. O]

Corolario 3.2.5. Un conjunto algebraico, V.= V(f), con f € C[X,...,X,], v tal que
I(V) = (f), es irreducible si y solo si f es irreducible.

En este trabajo nos centraremos particularmente en los conjuntos algebraicos de esta
forma. Este caso, dada su importancia, recibe un nombre, hipersuperficie.

Definicién 3.2.6. Un conjunto algebraico, V' = V(f), con f € C[Xy,...,X,], vy tal que
I(V) = (f), se llama hipersuperficie. Se define el grado de la hipersuperficie como el grado
de f. Una hipersuperficie de grado 1 se llama hiperplano.

Si el espacio ambiente es A2, llamaremos curvas a las hipersuperficies, y si es A3, las
llamaremos superficies.

El siguiente resultado nos dice que todo conjunto algebraico afin puede descompo-
nerse de manera unica en conjuntos algebraicos afines irreducibles. Por tanto, algunas
propiedades se pueden estudiar en conjuntos irreducibles sin pérdida de generalidad.

Teorema 3.2.7. Cualquier conjunto algebraico afin V' es una union finita de conjuntos
algebraicos irreducibles V. Se puede exigir, ademds, que V; ¢ V; para cualquier par 1, j.
En estas condiciones, los conjuntos V; estan definidos de forma unica y reciben el nombre
de componentes irreducibles de V.

Demostracion. Sea V un conjunto algebraico afin. Probaremos primero que es unién finita
de conjuntos algebraicos irreducibles. Supongamos que no lo fuera, entonces, V' es redu-
cible y podemos poner V' = V; U V/, donde o bien V; o V/ no es unién finita de conjuntos
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algebraicos irreducibles, podemos decir sin pérdida de generalidad que es el caso de V. Re-
pitiendo el mismo razonamiento de forma inductiva, obtenemos una cadena de conjuntos
algebraicos estrictamente contenidos cada uno en el anterior V2 V3 DV, D ---.

Aplicando I a dicha cadena obtenemos una cadena estrictamente creciente de ideales
I(V) C (V1) C I(Va) € ---. Sin embargo, esto no es posible, por el teorema de la base de
Hilbert. Al ser C[X7,..., X,,] Noetheriano, la unién de todos los ideales de la cadena es
finitamente generada por unos polinomios {fi, ..., f.}. Entonces, para cada f; existe un
I(Vy,) tal que f; € I(V4,). Sea k = méax{k;,i = 1,...,r}, entonces a partir de I(V}) todos
los ideales deben ser iguales, en contra de que las contenciones sean estrictas. Por tanto,
llegamos a un absurdo, y todo conjunto algebraico afin se puede escribir como una union
finita de conjuntos algebraicos irreducibles.

SiV =ViU---UV,, y existen i, j tales que V; C Vj, podemos eliminar el conjunto
V; de la unién. Repitiendo esto, eventualmente, obtenemos una descomposicion como la
que exige el teorema. Veamos ahora que es unica. Sean U; conjuntos algebraicos afines
irreducibles tal que V = U; U --- U U,. Entonces,

Wz%ﬂVzV,;ﬂ(O%) :O(‘/Z'QU]‘).

J=1 J=1

Pero como V; es irreducible, existe un j tal que V; N U; = V;, es decir, V; C U;. Inter-
cambiando los papeles de V; y U; concluimos que existe i’ tal que U; C V;,. Entonces,
Vi c Uj C Vi, luego por cémo hemos construido la descomposicion V;, i =4 y V; = Uj.
Concluimos que r = s y que ambas descomposiciones coinciden, lo que prueba el teore-
ma. 0

En el caso de conjuntos algebraicos proyectivos, se define el concepto de irreducibilidad
de la misma forma, y todos los resultados siguen siendo ciertos sin mas que adaptar las
demostraciones minimamente.

Definicién 3.2.8. Un conjunto algebraico proyectivo V' se dice irreducible si al tener
V =Vi1 UV, con V; y V5 conjuntos algebraicos proyectivos, se tiene que o bien V; =V o

bien V5, = V.

El concepto de ideal de un conjunto proyectivo también se define igual, salvo que el
que un polinomio se anule en un punto, como ya vimos, requiere que se anulen todas
sus componentes homogéneas. Exceptuando esta salvedad, todos los resultados de esta
secciéon se pueden demostrar igual.

Definicién 3.2.9. Sea X C P", se define el ideal de X como
I[(X)={f € CXy,...,X,], f(x) =0V € X}.

Asi mismo, el concepto de hipersuperficie, se extiende de forma natural al caso proyec-
tivo sin mas que exigir que el polinomio que la define sea homogéneo, ya que de acuerdo a la
Proposicién 3.1.11, si tenemos una hipersuperficie V(f) C A", donde f € C[ Xy, ..., X,].
Entonces, se verifica que V(f) = V(f'x) N Al donde f* € C[Xy, ..., X,] es un polinomio
homogéneo. Esto justifica que podamos llamar hipersuperficies a los conjuntos algebraicos
proyectivos definidos por un solo polinomio homogéneo.
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Ejemplo 3.2.10. (Polares) Sea una hipersuperficie V' = V(f), con f € C[Xo,...,X,]
homogéneo de grado d y tal que I(V') = (f). Dado p € P", por la primera de las Propieda-
des , A’;j f esta definido salvo constante para todo representante del punto proyectivo
p v es un polinomio homogéneo de grado k. De este modo, para la hipersuperficie V' tene-
mos una familia de hipersuperficies V(A’; f) de grado k, que llamaremos hipersuperficies
polares de la hipersuperficie en el punto p. El resto de las Propiedades también
tiene un claro significado geométrico cuando las aplicamos a las hipersuperficies polares.
La segunda propiedad se traduce en que p € V si y solo si p € V(A’; f). Por otro lado, la
tercera propiedad afirma que si fijamos un m < d, las hipersuperficies polares de V(Azl f)
en p coinciden hasta grado m con las hipersuperficies polares de V' en p.

La Proposicién también tiene un claro significado geométrico cuando se ve
en términos de conjuntos algebraicos. Sea p € V, dados u,u’ € P™ con p,u,u’ co-
lineales. Entonces, la Proposicién se lee como u € V(ALf,... A¥f) siy solo si
u e V(A ..., A’;f). Esto quiere decir que un punto de una recta que pasa por p per-
tenece a la interseccién de las primeras k hipersuperficies polares V(Azl, fin---n V(A’; f)
si y solo si pertenece cualquier otro punto de la recta, es decir, el conjunto algebraico
V(A;f) N---N V(A’;f) es union de rectas que pasan por p, en particular, se trata de un
conjunto algebraico reglado.

Esta forma de ver las polares es la que justifica la notacién empleada. La forma de
pensar en las polares es como objetos geométricos centrados en el punto p cuando p € V.

3.3. Dimension

Un desarrollo riguroso del concepto de dimensién de una variedad algebraica reque-
rirfa un nivel y extension que no seria apropiado para este trabajo, y que distraeria del
objetivo principal de este. Sin embargo, el calculo de Clebsch requiere en un momento
dado demostrar que la interseccion de dos variedades es no nula, y la manera mas rapida
de demostrarlo es recurriendo a la dimensién de estas. Por ello, en esta breve seccion
vamos a recoger sin demostrar los resultados mas relevantes para nuestros propoésitos y
una definicién que, siendo perfectamente rigurosa, tiene un significado geométrico mas
claro que la definicién algebraica de dimensién. Todo este desarrollo se puede encontrar
en detalle en el libro de Shafarevich [21], donde, ademas, se demuestra que la definicién
que damos, que es la que da Smith [22], es equivalente a la suya.

Definicién 3.3.1. La dimensién de un conjunto algebraico (afin o proyectivo) V' es el
mayor entero no negativo d para el cudl existe una cadena de conjuntos algebraicos irre-
ducibles V; tales que

VoVea2 - 2Vi2V 20

Escribiremos entonces dim V' = d. Definimos la codimensién de un conjunto algebraico en
el espacio ambiente A" o P" como codim (V) =n —dim V.

Resulta evidente que los hiperplanos como conjuntos algebraicos son justamente los
subespacios proyectivos de dimension n — 1. Por tanto, esperariamos que esta definicion
de dimensién de conjunto algebraico fuera consistente con el concepto de dimension que
ya conocemos. En el caso de los puntos, resulta inmediato comprobar que su dimensiéon
es efectivamente 0.
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Ademas, considerando conjuntos algebraicos lineales (puntos, rectas, planos, etc), es
sencillo comprobar que la dimensién de los conjuntos algebraicos lineales es como minimo
su dimensién como subespacios. Sin embargo, no es tan sencillo probar que su dimension
es justamente esta. Probarlo requiere estudiar el grado de trascendencia del cuerpo de
funciones asociado a los conjuntos algebraicos, cosa que no vamos a hacer aqui.

Proposicion 3.3.2. dim A" =dimP" =n

Sabiendo que se comporta bien con variedades lineales, hay ciertas propiedades que
esperariamos que se mantengan en este caso mas general. En particular, esperariamos que
la dimension se comportara de manera aditiva al tomar producto de conjuntos algebraicos.
En efecto, asi ocurre.

Proposicion 3.3.3. Sean Vi, Vs conjuntos algebraicos irreducibles. Entonces,
dimV; x V5 =dim V] + dim V5.

En el caso de los subespacios lineales, la contencién de uno en otro implica que su
dimensién es menor, y si sus dimensiones coinciden, entonces, los subespacios coinciden.
Anélogamente, en el caso de conjuntos algebraicos tenemos una propiedad similar.

Proposicion 3.3.4. Sean Vi, Vo conjuntos algebraicos, si Vi C V,, entonces se tiene
dim V; < dim V,. Ademds, si Va es irreducible y dim Vi = dim V5 se tiene que Vi = V5.

También, puesto que los conjuntos algebraicos en los que vamos a estar interesados son
las hipersuperficies, conviene destacar un importante resultado relativo a su dimension.

Proposicién 3.3.5. Sea V' = V(f), con f # 0, una hipersuperficie afin o proyectiva,
entonces codim (V) = 1. Reciprocamente, si V' es un conjunto algebraico, y todas sus
componentes irreducibles tienen codimension 1, entonces V' es una hipersuperficie y el
ideal I(V') es principal.

Estas propiedades nos permiten tener una idea intuitiva del concepto de dimensién en
geometria algebraica. Sin embargo, el resultado principal que nos interesa es el siguiente
teorema.

Teorema 3.3.6. Sean Vi,V, C PV conjuntos algebraicos proyectivos irreducibles con
dim Vi =n y dim Vo = m. Entonces, cualquier componente irreducible W de Vi NV5, tiene
dimW >n+m — N. Ademds, si n +m > N entonces la interseccion de Vi y Vo es no
vacia.

Este importante teorema de existencia es el resultado que necesitaremos mas adelante
durante el calculo de Clebsch. Se trata de un resultado similar al teorema de Bezout para
curvas planas. En efecto, si tenemos dos curvas planas irreducibles, puesto que las curvas
planas son hipersuperficies de P?, la dimensién de ambas es 1. Entonces, en el espacio
ambiente P? el Teorema nos permite afirmar que tienen interseccién no vacia. Esto
es justamente lo que afirma el teorema de Bezout en el caso proyectivo, con la salvedad
de que el teorema de Bezout nos proporciona mas informacion sobre la interseccién de
acuerdo con el grado de las curvas.
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3.4. Multiplicidad de interseccion con una recta

En esta seccién estamos interesados en estudiar la intersecciéon entre un conjunto
algebraico y una recta que pasa por uno de sus puntos. En primer lugar, vamos a ver el
caso de un conjunto algebraico afin V' C A™. Segtin Shafarevich [21], la multiplicidad de
interseccién entre una recta y el conjunto algebraico V' se define de la siguiente manera.

Definicién 3.4.1. Dado un conjunto algebraico afin V' = V(fi,..., f) C A", con
I(V)={fi,..., fm). Seap,u € A" y L ={p+tu,t € C}, con u # 0, una recta que pasa
por p. Se define la multiplicidad de interseccién de L con V' en p como la multiplicidad
de t = 0 como cero del polinomio

f@&) =med{fi(p+tu),..., fu(p+tu)} € C[t].

Denotaremos a la multiplicidad de interseccién de L con V en p por p,(V, L).

En primer lugar, tenemos que comprobar que la multiplicidad de interseccion esta bien
definida. Observemos que f(t) = med {F(p + tu), F' € I(V)}, luego el polinomio f(t) es
independiente de la eleccion de generadores del ideal. Ademds, si tomamos como vector
director de la recta u’ = Au, con A # 0, entonces el polinomio en C[t] serfa f'(t) = f(At),
que tiene la misma multiplicidad de ¢ = 0 como cero que f(t). Por tanto, la definicién es
independiente también del vector director de la recta.

A continuacién, vamos a definirlo para un conjunto algebraico proyectivo.

Definicién 3.4.2. Dado un conjunto algebraico proyectivo V' = V(fy,..., fn) C P,
con I(V) = (f1,..., fm), siendo fi,..., fmn € C[Xy, ..., X,] homogéneos. Sea p,u € P" y
L ={p+tu,t € C}U{u}, con u # p, una recta que pasa por p. Se define la multiplicidad
de interseccion de L con V en p como la multiplicidad de t = 0 como cero del polinomio

ft) =med{fi(p+tu),..., fu(p+tu)} € Clt].

Denotaremos a la multiplicidad de interseccion de L con V' en p, al igual que en el caso
afin, por u,(V, L).

De nuevo, tenemos que comprobar que esta definicién es consistente. El mismo ar-
gumento de antes nos permite afirmar que la definicién es independiente de la eleccion
de los generadores de I(V'). Ahora bien, en la definicién estamos cometiendo el abuso
de notacién de referirnos por p y w tanto a los puntos de P" como a los representantes
en C"*! para las operaciones, con lo que tenemos que ver que la definicién es también
independiente de esta eleccién. Supongamos que hubiéramos tomado p' = up y v’ = A/,
con i, A no nulos. Entonces, si f; es homogéneo de grado d;, se tiene

f'(t) = med { fi(up + thw), ..., fo(pp + tAu)}

:mcd{udlfl <p+tiu) 7L . (p+t§u)} :f<ét)
1 [ [

Por tanto, ¢t = 0 tiene la misma multiplicidad como cero de f'(t) que como cero de f(t).
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Queda una ultima comprobacion que realizar. Hemos definido L como la recta que
une p y u, pero la recta que une p con cualquier punto up + Au sigue siendo L. Tenemos
que comprobar que tampoco depende de esta eleccion.

() = med { f1((1 +tp)p + tA\w), ..., fr((1 +tu)p + thu)}

— med {<1 —|—tu)d1f1 (p+t1 —;\tlu’u,> ey (1 +t,u)dmfm (p+t1 —:\t/ubu) }
_ (1 —|—t,u)dm f ( t> _ (1 _i_tﬂ)dm—d f()\]f) S C[t]

1+tp

Se ha denotado por d,, = min{dy,...,d,} y por d al grado de f, que al ser factor de
polinomios homogéneos, es un polinomio homogéneo de grado menor o igual que d,,.
Puesto que t = 0 no es una raiz de (1 + tu), se tiene que la multiplicidad de cero como
raiz de f” coincide con la de f.

Proposiciéon 3.4.3. Dado un conjunto algebraico V- = V(fi,...,fm) C P", con
(V)= (fi,..., fm), siendo fi,..., fm € C[Xo,...,X,] homogéneos. Sea p € A} y sea L
una recta que pasa por p. La multiplicidad de L con V' en p coincide con la multiplicidad
de L con V(fi,, ..., fm.) C A" en el sentido afin.

Demostracion. Como hemos justificado antes, la definicién de multiplicidad de intersec-
cién es independiente de la eleccion de w. Por tanto, podemos tomar como w el tinico
punto de LNV (Xy), w=[0: uy: ---: uy,). Entonces, sip=1[1:pi: -+ ,pal,

f(t) = mCd{fl(Lpl —|—tU1, <oy Pn +tun>7 o '7fm(17p1 +tul> <oy Pn +tun)}
= mCd{fl*(pl +tu17 <oy Pn +tun)7 S 7fm*(p1 +tu17 <oy Pn + tun)}

]

Por tanto, esta proposicion justifica el que la multiplicidad de interseccion con una
recta en p € P" es una propiedad local en el punto p en el sentido de que podemos
estudiarla en un entorno afin de este. Por supuesto, no hay nada de particular en tomar
Af, se podia haber usado cualquier copia afin que contuviera a p.

Con esto ya estamos en condiciones de definir lo que es un punto de inflexién, que es
el objetivo de este trabajo.

Definicién 3.4.4. Dada un conjunto algebraico V' C P", una recta con multiplicidad de
interseccién mayor que 2 en un punto p € V' se dice que es tangente a V' en p. Si la recta
tiene multiplicidad de interseccién mayor que n + 1 se llama recta de inflexion.

Definicién 3.4.5. Dado un conjunto algebraico V' C P", se dice que un punto p € V es

de inflexion si existe una recta de inflexién que pasa por p.

3.4.1. Hipersuperficies

A continuacién, vamos a estudiar la multiplicidad de interseccién de una recta L con
una hipersuperficie V= V(f) C P", donde I(V') = (f), con f € C[X,, ..., X,] homogéneo
de grado d, y f # 0. Sean p,u € P", con p # u, y sea L la recta que los une. En estas
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condiciones, la multiplicidad de interseccién de L con V en p es la multiplicidad de ¢t =0
como cero de f(p + tu).

Entonces, de acuerdo con la ecuacion , se trata de estudiar la multiplicidad de
t = 0 como cero del polinomio en ¢

d
F(p) + AL (w) + -+ AL ().

A partir de esto es inmediato que la multiplicidad de intersecciéon con cualquier recta es
cero si f(p) # 0, es decir, si p ¢ V. Si f(p) = 0, entonces

m d
Fp-+tu) = AR f(u) + o+ AL (),

donde m € {1,...,d} es el menor entero tal que AT f(u) # 0. Observemos que en
este caso t = 0 es un cero de multiplicidad m, luego p,(V,L) = m. Por tanto, por la
Proposicién y en base a la discusién del Ejemplo [3.2.10] hemos probado el siguiente
resultado.

Proposicién 3.4.6. Sea V. = V(f) C P", donde I(V) = (f), con f € C[Xo,...,X,]
homogéneo de grado d. Sea k € {1,...,d}. Dado un punto p € V y una recta L que pasa
por p, L C V(A]l)f, . ,A’;f) si y solo si p,(V, L) > k.

La Proposicion afirma que dada una hipersuperficie V' y un punto p € V, el
conjunto algebraico V(Azl7 f ... ,A’; f) es el lugar geométrico de las rectas que pasan por
p con u,(V, L) > k, de lo que se deducen inmediatamente los siguientes corolarios.

Corolario 3.4.7. Sea V = V(f) C P, donde I(V) = (f), con f € C[Xo,...,X,]
homogéneo. Dado un punto p € V, p es de inflexion si y solo si el conjunto algebraico

proyectivo V(ALf, ... AL f) # {p}.
Corolario 3.4.8. Sea V = V(f) C P, donde I(V) = (f), con f € C[Xo,...,X,]

homogéneo. Dado un punto p € V, el conjunto algebraico proyectivo V(A;f) es el lugar
geométrico de las rectas tangentes a V' por p.

Si A}, f # 0, entonces la primera polar define un hiperplano donde estdn contenidas
todas las rectas tangentes a p € V(f). Por la Proposicién este hiperplano tiene
codimensién 1, al igual que V(f). Sin embargo, si A}Jf = 0, entonces V(A}Jf) =P, que
tiene codimension 0, distinta de codim (V(f)). Un punto en el que la dimensién del espacio
tangente sea mayor que el del conjunto algebraico es, esencialmente, lo que Shafarevich |21]
llama punto singular. Esto justifica que nosotros lo definamos de la siguiente manera para
una hipersuperficie.

Definicién 3.4.9. Sea V = V(f) C P*, donde I(V) = (f), con f € C[Xo,...,X,]
homogéneo. Dado p € V', decimos que p es un punto singular de V' si A; f = 0. Decimos
que V es no singular si no tiene puntos singulares.

Entonces, dada una hipersuperficie V', un punto p € V' es singular si y solo si toda
recta L que pasa por p es tangente a V', es decir, tiene y,(V, L) > 2. La siguiente definicién
nos permite expresar esta condiciéon mejor.
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Definicién 3.4.10. Sea V = V(f) C P", donde I(V) = (f), con f € C[Xy,...,X,]
homogéneo de grado d. Dado p € V, se define la multiplicidad de la hipersuperficie V' en
p como el menor ,(V) € N tal que AZ”(V)]‘ # 0.

Esta es la definicién que Harris [13| proporciona para la multiplicidad de una hipersu-
perficie. Para este trabajo es suficiente con definir este caso, aunque se puede definir para
conjuntos algebraicos en general.

A partir de la definicion, es evidente que dada una hipersuperficie V y un puntop € V,
entonces, u,(V, L) > p,(V) para cualquier recta L. En particular, p es singular si y solo
sip,(V) > 2.

Las definiciones que hemos dado de punto singular y de multiplicidad de una hipersu-
perficie estan referidas a conjuntos algebraicos proyectivos, ya que usan las polares, pero
podemos extenderlas al caso afin.

Definicién 3.4.11. Dada una hipersuperficie V- C A", y un punto p € V', definimos la
multiplicidad de la hipersuperficie V' en p como

pp(V) = min{p,(V, L), L recta que pasa por p}.
Decimos que p es singular si p,(V) > 2.

La Proposicion nos permite afirmar que esta definicién es consistente con las que
ya hemos dado en el caso proyectivo. Vamos a ver algunos ejemplos concretos que ilustran
todos estos conceptos.

Ejemplo 3.4.12. Tomemos f = Xy — X} € C[X1, X,], y sea V = V(f) C A% Queremos
estudiar si (0,0) € V es un punto de inflexién. V' se trata de una hipersuperficie del
espacio afin, pero todos los resultados con polares que hemos demostrado son aplicables
en el espacio proyectivo. Por tanto, lo primero que tenemos que hacer es homogeneizar,
ya que, como demuestra la Proposicién [3.4.3] podemos realizar los cdlculos en el espacio
proyectivo. Entonces, sea F' = f* = X, X2 — X3 € C[X,, X1, X»], todas las propiedades
locales de V' en (0,0) se pueden calcular con F' en p = [1: 0: 0].

Ahora que estamos trabajando en el espacio proyectivo, vamos a calcular la primera
y segunda polar de F' en p. Los calculos se han realizado en Sage, como se contaré en la
ultima seccion, aqui solo mostraremos el resultado final. Las polares de F' en p son

ALF = Xo, y  ACF =4X,X,.

Entonces, V(AL F) = V(X3) y V(AZF) = V(Xj) U V(X3), por lo que V(ALF, APF) =
V(X5), es decir, la recta X5 = 0 tiene multiplicidad de interseccién 3 con p como minimo.
p es, por tanto, de inflexién.

No es necesario que la recta tenga exactamente multiplicidad de interseccion 3, pero
vamos a ver que en este caso es asi. Para ello, tenemos que ver que V(X3) ¢ V(A3F). Sin
embargo, puesto que F' es de grado 3, como se deduce de la Proposicién V(AgF ) =
V(F) y el punto [1: 1: 0] pertenece a V(X3) pero no a V(F).

Se ha representado la curva V(f), en negro, junto con la recta de inflexién, en rojo,
en la Figura[3.1] que recoge la regién [—1,1] x [—1, 1] de la copia afin X # 0.
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Figura 3.1: A la izquierda, curva del Ejemplo[3.4.12] A la derecha, curva del Ejemplo[3.4.13

Ejemplo 3.4.13. Sea f = X7 — X} € C[X},Xs], y sea V = V(f) € A% Como en el
ejemplo anterior, vamos a estudiar qué ocurre en el punto (0,0). De nuevo, lo primero es
homogeneizar la curva. Sea F' = X2X, — X} € C[Xy, X1, Xs] y p=[1: 0: 0], en este caso,

1 2 2
AlF =0, y  A2F=2x2

Por tanto, p es un punto singular de la curva, ya que p,(V') = 2 pero también es un punto
de inflexién ya que la recta Xy = 0 es precisamente V(AL f, A2 f) = V(X3).

Al igual que en el ejemplo anterior, se ha representado la curva V(f), en negro, junto
con la recta de inflexién, en rojo, en la Figura [3.1] que recoge la regién [—1,1] x [—1,1]
de la copia afin Xy # 0.

En el plano proyectivo complejo, de hecho, se conoce la ecuacién que describen los
puntos de inflexién de una curva. Vamos a ver que los puntos de inflexién de una curva son
un subconjunto algebraico de esta descrito por una expresion en sus derivadas segundas.
Se trata de un resultado tipico de cursos de curvas algebraicas que se puede encontrar en
el libro de Fulton [11], pero que aqui vamos a demostrar usando las polares.

Definicién 3.4.14. Dado f € C[Xy,..., X,], se define la matriz Hessiana de f, como
Hy € M@i1)(C[Xo, ..., X,]) dada por

2f 2f . 2f
0X00Xo 0X00X1 0X00Xn
9’ f 9% f . 9% f
H, = 0X10Xo 0X10X1 0X10X,
= . . .
2 2 .. 2f
0Xp0Xog 0Xp0X1 0Xn0Xn

Teorema 3.4.15. Dada la curva V =V(f) C P2, donde (V) = (f), con f €C[Xy,. .., Xo]
homogéneo de grado d. Los puntos de inflexion de V son el subconjunto algebraico

V(f,det Hy).

Demostracion. Seap € V, p es de inflexién si y solo si V(A}f) y V(A2 f) comparten una
recta. Si d = 1, entonces la segunda polar, Af) f, es nula, y como A; f siempre contiene
una recta, todos los puntos son de inflexién. Ademas, como Hy en este caso es la matriz
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nula, entonces V(f,det Hf) = V(f) vy el resultado se cumple. Suponemos entonces que
d > 2 para el resto de la demostracion.

Supongamos que p es de inflexion, entonces V(AIZ, f) es una cénica con matriz Hy(p)
que contiene una recta, y es, por tanto, degenerada. Como la conica es degenerada, su
matriz tiene determinante nulo, es decir, det H(p) = 0. Por tanto, p € V(f, det Hy).

Sea p € V(f,det Hf). Como p € V(f), se tiene que p € V(Aif) y puesto que
det Hy(p) = 0, la cénica V(Ai f) es degenerada y contiene una recta L que pasa por
p. Si comprobamos que V(A; f) contiene a L, por el Corolario tendremos que p es
de inflexién. Sea w € L, con u # p, y sea g la forma polar de AJf de la Proposicién 77,
es decir, A2 f(x) = g(x, x).

Como la recta L esta contenida en V(Aﬁf), entonces, g(p+ A\u, p+ Au) = 0 para todo
A€ C,y g(u,u) = 0. Por tanto, expandiendo por bilinealidad,

0=g(p+ Iu,p+ Au) = g(p,p) + 2Xg(p, u) + Ng(u,u) = 2\g(p, u),

para todo A € C, con lo que g(p,u) = 0.
Ademas, por la tercera de las Propiedades y la Proposicién [2.4.3] se tiene que

29(p, u) = A,(ALf)(w) = 2(d — 1A, f(u),

por lo que A;f(u) = 0, lo que prueba que la recta L estd contenida en V(Azl,f), al ser
este conjunto algebraico reglado. O]

Ejemplo 3.4.16. Sea f = 2X; X5 — 2X? X, — X§ + X + X3, entonces

—12X32 0 0
Hr=| 0 12(X2-X1X,) 6(X2—X2)
0 6(X2—X2)  12(X2 - X1.X,)

Por tanto,

det Hy = 432X7 X} — 1728 X7 X} Xy — 864X X7 X35 + 1728 X2 X, X3 + 432X2 X,
= 432X2(X; — Xo) (X1 + X0) (X1 — 2+ VE)Xy) (X — (2—V5)X,).

Concluimos del Teorema que los puntos de inflexién de V( f) son los puntos de corte
de V(f) con las 5 rectas en que descompone V(det Hf). Se representa en la Figura
la regién [—2,2] x [—2,2] de la copia afin X, # 0, donde se ha dibujado en negro el
conjunto algebraico V(f,), en gris el conjunto algebraico V(det H;_ ) y en rojo los puntos
de inflexién.
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Figura 3.2: Curva del ejemplo [3.4.16
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Capitulo 4

Calculo de Clebsch

En este capitulo se calcula la expresién de un polinomio que describe los puntos de
inflexion de una superficie en términos de las parciales del polinomio que la define. El
desarrollo que se va a realizar, y que es el objetivo principal de este trabajo, es una
modernizacién del cdlculo realizado por Clebsch [7] y recogido por Salmon en su libro [19).
El procedimiento se basa en el uso de las superficies polares, de manera similar a cémo se
hizo cuando se dedujo una ecuacién que describia los puntos de inflexion de una curva al
final del capitulo anterior, y nos referiremos a él como el célculo de Clebsch.

A lo largo de este capitulo consideraremos fijados f € C[Xj, ..., X3] un polinomio
homogéneo de grado d, y una superficie V = V(f) C P3, tales que I(V') = (f).

4.1. Puntos singulares

Un requisito que ni Clebsch ni Salmon mencionan en sus trabajos es que algunos
pasos del cédlculo de Clebsch necesitan que la superficie sea no singular, como veremos
mas adelante. Sin embargo, vamos a demostrar que un puntos singular es de inflexion.
De esta forma, podemos aplicar el cdlculo de Clebsch a los puntos no singulares de una
superficie genérica y el conjunto de puntos de inflexién estard dado por la unién de los
puntos que nos proporcione el célculo y los puntos singulares.

Proposicién 4.1.1. Sea p € V un punto singular de la superficie, entonces es de infle-
Tion.

Demostracion. Si p € V es un punto singular, entonces se tiene A;f = 0, por lo que
V(AL AZF, A ) = V(AZF, A2 f) es unién de rectas que pasan por p. Para ver que p es
de inflexion, basta comprobar que este conjunto algebraico contiene una recta que pasa
por p, que seria entonces de inflexién. Fijemos un plano, V(g), con g € C[Xo,...,X,]
homogéneo de grado 1, que no contiene a p, y consideremos la restriccién a ese plano de
Af,f y Af;f. p serd de inflexion si y solo si V(Af,f, A;’,f, g) es no vacio, puesto que la recta
de inflexién tiene que cortar al plano V(g). Si alguna de las polares se anula en el plano,
entonces hay algin punto en V(Ag f, Af, f,9), puesto que una curva tiene soporte no vacio.
Si ninguna de las polares se anula en el plano, entonces la dimensién de las curvas que
definen es 1, por la Proposicién [3.3.5] y dos curvas de dimensién 1 en un plano, por el
Teorema , tienen interseccion no vacia. En cualquier caso, V(Ai f, Ag f, ) es no vacio,
estd contenido en V(A2 A%) y no contiene a p, lo que prueba que es de inflexién. O
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Para el resto del capitulo fijemos un punto p € V no singular.

4.2. Expresion cerrada

El primer paso del calculo de Clebsch es obtener una expresién cerrada para la con-
dicion de ser de inflexion. p es de inflexién si y solo si existe una recta de inflexion que
pasa por p, es decir, si y solo si V(A;f, Azf, Azf) contiene una recta. Puesto que ese
conjunto es union de rectas que pasan por p, esto es equivalente a comprobar que, fi-
jado un plano V(g), con g = goXo + -+ + 93X3 € C[Xy, ..., X,], que no contiene a p,
la interseccion V(A}l, f, A}% f, Ag f,g) es no vacia. Para ello, vamos a encontrar primero la
intersecciéon V(A}J f, Az fyg) y comprobar que algin punto de este conjunto algebraico
pertenece también a V(ALf, A2f A3 f g).

Sin embargo, encontrar una expresion cerrada para los puntos de corte entre dos planos
y una cuadrica no resulta conveniente. Vamos a ver que podemos expresar esta interseccion
como la unién de intersecciones entre 3 planos.

Notacién 4.2.1. Siguiendo la notacién que usa Salmon en su libro [19], a lo largo de este
capitulo nos referiremos a las parciales de f en p de la siguiente forma

of o0 f 3 f
filp) = X, (p), = m(?), = m(?)
o directamente por f;, fi; ¥ fijr si nos referimos al punto p fijado para este capitulo. De

este modo se pretende abreviar expresiones matriciales que de otro modo quedarian muy
extensas.

Lema 4.2.2. Ezisten dos planos V(a) y V(B) con «, 5 € C[Xy,...,X3] homogéneos de
grado 1, tal que

fij(p) vy fijk(P)

V(AL AF, g) = V(AL f,a,g) UV(ALF, B, 9).
Demostracion. Denotemos por C el conjunto de cuddricas proyectivas y consideremos las
aplicaciones

P?— C =P’
v [tol tg]HA?,f‘i‘(t()Xo‘i“i‘t:ng)A;f
PPxP—5Cx=P
(lag: -+ ag), [Bor -2 Bs]) = (awoXo+ -+ + asX3)(BoXo + - - - + [3X3)

Sus imagenes son conjuntos algebraicos proyectivos en el espacio de cuadricas C, de di-
mensiones 3 (porque All) f #0)y 6 (por la Proposicién , respectivamente. Por tanto,
como el espacio ambiente es de dimension 9, por el Teorema |3.3.6} existe un punto de
interseccion entre ambas imagenes.

Sean tg,...,t3, ap,...,a3,00,...,03 € C tal que sus imagenes por las aplicaciones
anteriores coinciden. Tomemos o« = apXog+- -+ a3 X3y 8 = foXo+- - -+ (53X3. Entonces,
por lo que

V(AL A2 f g) = V(A f, a8, 9) = V(AL f, o, 9) UV(ALS, B, g).
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Los conjuntos algebraicos V(A}) fra,g)y V(All, f, B, g) son interseccién de planos y por
tanto se trata de un subespacio lineal de P3. Adem4s, puesto que hemos fijado g de modo
que no contiene a p € V(A}D f), ninguno de esos conjuntos puede ser un plano. Entonces,
vamos a distinguir dos casos. Puede ocurrir que ambos conjuntos algebraicos V(All, f,a,9)
y V(A;f, B, g) se limiten a un punto, o que alguno sea una recta.

Si se da el primer caso entonces V(A}, fya, g) se reduce al punto p; de coordenadas
homogéneas

g1 92 g3 go 92 g3 go 91 93 go 91 92
det | i fo fs|: —det| fo fo fa|]:det| fo fi fs|: —det| fo fi fo ,
a1 Qg Q3 Qg Q9o QO3 Qp o1 Q3 ap (1 Q2

y V(A}J f,B,g) se reduce al punto ps de coordenadas homogéneas

g1 g2 g3 go 92 g3 go 91 93 go 91 92
det [ f1 fo fs]: —det|fo fo fs]:det|fo fi fs|: —det| fo fi fo ;
B1 B2 Bs Bo B2 B3 Bo B1 Bs Bo B1 Bo

Si se da el segundo caso, supongamos, sin pérdida de generalidad que L = V(All, f,a,9)
es una recta, entonces L C V(A[l,f, Af)f, g). Ademas, L C V(g), por lo que no pasa
por p. La restriccion de AI?; f a esta recta tendra algin punto donde se anule, luego
V(ALF, A2f, A2, g) es no vacia y el punto p es de inflexién.

Nota. Acabamos de comprobar que V(A;} 1, A% f,g) es siempre no vacia. Esto significa que
todo punto de una superficie tiene una recta con multiplicidad de interseccién al menos
3. De ahi que en dimension 3 exijamos multiplicidad 4 para una recta de inflexién, de lo
contrario, todo punto de la superficie seria de inflexién.

Proposicion 4.2.3. Si la superficie V = V(f) fijada tiene grado 1 o 2, todo punto de
esta es de inflexion.

Demostracion. Sea p € V, si p es singular, hemos visto que es de inflexién. Supongamos

entonces que no lo es, y sea d el grado de f. Sid = 1 o d = 2 entonces, Af’,f =0y
1 2 3 _ 1 2 : : ’

V(AL AL A f 9) = V(AL f, ASf, ), que ya hemos visto que es siempre no vacfa. [

En virtud de la Proposicién [4.2.3] tenemos caracterizados los puntos de inflexién para
superficies de grado 1 y 2. Por tanto, para el resto del capitulo supondremos d > 3.

Una vez que hemos estudiado la interseccién V(A,f, A2f, g) en detalle, estamos en
condiciones de dar una expresion cerrada que caracterice los puntos de inflexién indepen-
dientemente de los casos contemplados ahora.

Vamos a emplear el método simbdlico que desarrollamos en el capitulo de preliminares
para dar una condiciéon necesaria y suficiente, para que p sea de inflexion. Recordemos
que segun la Notacion los ntimeros complejos f; v fijr que apareceran en el siguiente
teorema, dependen del punto p € V fijado y que al comienzo de la secciéon hemos fijado
un polinomio homogéneo de grado 1, g, de modo que p & V(g).

Teorema 4.2.4. Para p € V \ V(g), ya fijados, existe una aplicacion
A, T?(S*(CY) - C
tal que para todo iy, iz, 13, j1, j2, J3 € {0, 1,2, 3},
Ap(@s; @iy @iy b5, b5, b5 ) = firigis [ (4.2)
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y tal que si p es no singular, entonces, es de inflexion si y solo si

3 3

ag a; as as bo bl b2 b3
go g1 g2 33 do 91 92 g3
A, | det det = 0. 4.3
el I B A R (4:3)
Qp Q1 gy Q3 Bo B B2 Ps

Demostracion. Tomemos A, = AA;’; 7 ®AA§ s- De acuerdo con la Proposicion [2.3.1] se tiene
que Apgy es una aplicacién definida de S*(C*) en C, con lo que, por la Proposicién [2.3.3)
A, estéd definida de T?(S3(C*)) en C. Ademaés, dados x,y € C*, verifica que

Af’,f(w)Ai(y) =Ap ((aoﬂio + - 63563)3(1703/0 + -+ b3Z/3)3) ) (4.4)

al igual que se explicé en el Ejemplo [2.3.5] )
Vamos a ver ahora que se verifica la condicién de la ecuacién (4.2)). Sea f la forma
polar de f, entonces

d-3
d
3 _
Apf(w) - (d— 3>'f(p7 cee ,p,a:,zc,w)
y por la Proposicién [2.1.10| se tiene que
d—3
8A§f a -

W r—tN—
8X28X]8Xk(p> - (d— 3)!f(pa"'7p)e’we]7€k>

que es igual a f;;, por el Corolario 2.1.11] Por tanto,
ON3f
A e S L = fiik,
Aif(e e]ek) aXZaX]an (p) f]k
con lo que, expresando esto usando la Notacién se tiene la propiedad de la ecua-
cién (4.2)).

Tenemos que ver ahora que la ecuacién (4.3) es condicién necesaria y suficiente para
que p sea de inflexién. Veamos el caso en que V(A;f, a,9) =1{p1}ty V(A]l)f, a,g) ={p2}.
Entonces, p es de inflexion si y solo si Af,f(pl) =0o0 Agf(pz) = 0, es decir, si y solo si
A3 f(p1) A f(p2) = 0. Segiin la ecuacién ([£.4), p es de inflexién si y solo si

Af;f(pl)Az(Pz) =A, ((aopl,o Tt a3p1,3)3(b0p2,0 Tt b3P2,3)3) .

Esta ecuacion es equivalente a . Se trata de la expansiéon por la primera fila de ambos
determinantes, como se ve a partir de las coordenadas homogéneas de p; v ps.

Consideremos el caso en que V(Alf «,g) es una recta. Entonces, p es de inflexién, y
tenemos que ver que la ecuacién se verifica. Puesto que los planos en C* definidos
por A;, f, ay g se cortan en un plano, se tiene que la matriz

go 91 92 g3
fo fi fo f3

Qp Q1 Qg Q3

es de rango 2. Por tanto, sus menores de orden 3 son nulos. Desarrollando el determinante
de la ecuacion (4.2)) por la primera fila, todos los coeficientes que acompanan a los a; son,
entonces, nulos. Luego el determinante es nulo, y como A, es lineal, la imagen del O es
nula, y la ecuacion se verifica. En el caso de que fuera V(AJ}J f, B, g) una recta, se concluye
de la misma manera. O]
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El Teorema proporciona una expresion cerrada para la condicién de que p sea de
inflexién. Expresién que podemos operar en A = T?(S(C*)). Ademds, la aplicacién lineal
A, estéd perfectamente caracterizada por la ecuacién , que da la imagen de una base
de T?(S3(C*)). Observemos, en particular, que los papeles de @ y b son intercambiables
en el siguiente sentido

Ap (a'i1 Ay Aig bjl bjz bjs ) = Ap (bil bi,bi, aj, Aj, Ajg ) .
Por tanto, podemos expresar la condicién (4.3) de una forma més simétrica.

Notacién 4.2.5. Para abreviar las siguientes expresiones, denotaremos al vector columna
(ag,ay,az, a3) por @, v andlogamente para f, g, @, by . Definimos F,G € A, como el
producto de determinantes de matrices de vectores columna

F=det(a g f a)det(b g f B)
Y _ _ o
G=det(b g f a)det(a g f f).
al igual que Salmon hace en [19]. Entonces, la condicién (4.3)) se traduce, usando esta no-

tacién, en A,(F?) = 0. La matriz estd traspuesta con respecto a la condicién del teorema,
pero sabemos que esto no cambia el determinante.

Corolario 4.2.6. Para p € V \ V(g), no singular, ya fijados, y A, definido segin el
Teorema [{.2.4, se verifica que p es de inflexion si y solo si

A, ((F+G)’ = 3FG(F + G)) = 0. (4.5)
Demostracion. Puesto que A,(F?) = A,(G?), la condicién (4.3) es equivalente a
A(FP+G?) =0

Entonces, la ecuacién ({L.5) es consecuencia de que F3+G?® = (F + G)’ —3FG(F+G). O

4.3. Eliminacién de los planos o y 3

Tanto la condiciéon de punto de inflexion del Teorema [4.2.4] como la del Corolario [4.2.6
dependen de los planos o y 8 cuyos valores desconocemos. Por tanto, el siguiente paso es
eliminar estos de la ecuacién. Al hacer esto introduciremos los coeficientes de la segunda
polar en las ecuaciones, que son las derivadas segundas de f en p. Estos coeficientes estan
recogidos en la matriz Hessiana.

Notacién 4.3.1. A lo largo de este capitulo, para abreviar la notacién se usard H = H(p).

Lema 4.3.2. Sean F' y G definidos como en la Notacion [{.2.5 Entonces,

F+G:—2detH(

[w Il =]
QI Qi
N
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Demostracion. Sean my, ..., m3z € A dados por el desarrollo por el vector columna & del
determinante B
det (EL g f 07) = Mmoo + - - - + Mmzas,

y sean ny, .. .,ns € A dados por el desarrollo por el vector columna 3 del determinante
det (b g [ B) =nofo+ - +nsbs.
Entonces, tenemos que

F = (moag + - - - + maag)(nofo + - - - + n3fs)

4.6
G = (noao + -+ - + ngaz)(mofo + - - - + msfs). (4.6)

Por tanto,

3
i,j=0
Sea i,j € {0,1,2,3}. De la definicién de la segunda polar se tiene que el coeficiente de Af)f
de X;X; es 2f;; sii # jy fij si i = j. Por tanto, para todo i,j € {0,1,2,3}, igualando
coeficientes de los monomios X;X; en la ecuacién (4.1), tenemos que se verifica

a;iB; + B = 2fi; + (tif; + 5 1i)- (4.8)

Sustituyendo esta identidad en la ecuacién (4.7)), obtenemos

3 3

1,j=0 1,5=0

Vamos a estudiar estos dos sumandos de forma independiente. En primer lugar, vamos a
estudiar el segundo sumando. Por la definicién de my, ..., m3 vy ng, ..., n3, tenemos que

(mofo+...—|-m3f3):det(d q jT f):o
(n0f0+...+n3f3):det(5 f f):()

ya que se trata de dos determinantes con dos columnas idénticas. Entonces,

QI

3
Z m,n](t,f] + t]fl) - (mOtO + -4+ m3t3)(n0f0 + -+ ’I’Lgf3)+
i,7=0

+ (noto + - - - 4+ nats)(mofo + - - +mafz) =0 (4.10)

A continuacién, vamos a estudiar el primer sumando. Consideremos el determinante

Joo for fo2 fos a0 go fo

Jio Ju fiz fiz an g1 f

a g f Joo Ja1 fe2 faz a2 g2 o
dety (b 7 D:det Jso fs1 fa2 faz asz g3 f3]. (4.11)

bp by by b3 0 0 0

g ¢ 92 g3 0 0 O

Jo i fo fz 0 0 0
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Sean i,j € {0,1,2,3}. El coeficiente que acompana a f;; en la expansién del determinante
de la ecuacion (4.11)) es de la forma

it M, M.
i 1 My
(—1)" det (M3 0 ) ,

con My, My, M3 € M3(A) y tal que det My = (—1)i+1mi y det M3 = (—1)j+1nj.
Ahora bien, como demuestra Prasolov [18], se tiene la siguiente igualdad

My M\
det ( 0 Mg) = det M, det Ms;.

Por tanto, permutando 3 columnas, se tiene que el coeficiente que acompana a f;; en la

ecuacion (4.11)) es

(—1)"* det (Ml M2) — (— 1) (—1)? det (M2 Ml) R

Ms; 0 0 M;
Por tanto,
o 3
dety <Z g ; = — ;}minjfij, (4.12)
ij=
que sustituido en la ecuacién (4.9), prueba el lema. O]

Lema 4.3.3. Sean F y G definidos como en la Notacion [4.2.5 Entonces,

f b g f
Qde“f(a J D

Demostracion. Usando la ecuacién (4.6) que se demostr6 en el lema previo, podemos
escribir

a

FG = detH (a

QI Wi

FG = (moog + - - - + mgas)(mofo + - - - + msPs)(nocg + - - - + ngag) (nofo + - - - + nsfs).

Por tanto,
3 3
FG = E mimjaiﬁj E ninjaiﬁj .
i,j=0 i,j=0
Ahora, vamos a desarrollar los términos entre paréntesis. Se tiene que

3 3
Z mim;o 5y = Z mim; (i + ;) + Z mi ol
i,j=0 i<j i=0
con lo que, empleando la ecuacion (4.8]), podemos escribir
3 3 3
Z mim;a; 3 = Z mim;(2fi; +tify + i fi) + Zm?(fu +tifi) = Z mim;(fij +tif;)-
0

1,7=0 1<j = 4,j=0
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Ademéds, por la ecuacion (4.10)), se tiene que

Z mymts f; = (moto + - - +matz)(mofo + - +msfsz) =0
i,j=0

por lo que

Z mim;ou3; = Z mm; fij.

,5=0 ,j=0

De igual manera se prueba que

3 3
Z ninjaiﬂj = Z nmjfij.

i.j=0 i.j=0
Por tanto, hemos demostrado que
3 3
= E mim; fij E nin; fij | -
i.j=0 i.j=0

Solo falta expresar estos sumatorios como determinantes orlados. Igual que en el lema
previo se prueba la ecuacién (4.12)), se demuestra que

a
detH ((_l

7 3
D = - Z nin; fij,

i.j=0

Q QI
QI QI

b
f meyfua y dety (b

1,§=0
lo que prueba el lema ]

Usando el Lema y el Lema {4.3.3, podemos expresar la condicién de que p sea
de inflexién del Corolario de manera independiente de los planos que hemos estado
empleando desde el Lema [4.2.2, Se tiene, entonces, el siguiente resultado.

Teorema 4.3.4. Para p € V \ V(g), no singular, ya fijados, y A, definido segin el
Teorema[f.2.4, se verifica que p es de inflexion si y solo si
e (s 5 )
= | det a =0.
f " f

g f A% a
Ap (detH ( g f—, <4d€tH ( D — 3detH (CL
4.4. Factorizacién del plano g
La condicién del Teorema [£.3.4] al igual que la del Corolario y la del Teore-
ma {4.2.4] depende del plano V(g) que fijamos anteriormente y que no contiene a p. El
siguiente paso del calculo de Clebsch es factorizar este plano de la ecuacion para conseguir
una condiciéon para todo punto de la superficie.

S QI
[« llw]
QI Qi
QI Qi
QI Qi

Notacién 4.4.1. Denotaremos, por analogia a g(p) = gopo + - -+ + g3 + p3,

a(p) :=aopo+ -+ + asps € A
b(p) :==bopy + - -+ bgps € A
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Vamos a empezar por desarrollar los determinantes orlados de orden 3 que aparecen
en la expresién del Teorema [4.3.4]

Puesto que f es homogéneo de grado d, sus primeras parciales lo son de grado d — 1,
con lo que, usando el teorema de Euler para polinomios homogéneos, tenemos que para
cada i € {0,1,2,3},

foipo + fiip1 + faip2 + faips = fiopo + fipr + fiop2 + fisps = (d — 1) fi.

Podemos usar esta identidad para operar en (4.11)) y eliminar las filas que contienen
las primeras parciales de f en p. Entonces, puesto que hemos supuesto d > 3, se tiene
que d — 1 # 0 y podemos escribir,

foo for fo2 fos Qo 90 0
fio fuu fie fis a1 [ 0
a g f 1 foo for fa2 fos asz 92 0
dety b a f :—2th Jso fs1 fz2 f33 as 3 0
9 (d—1) bo by by by 0 0 —b(p)
g 9 9 g3 0 0 —g(p)
0 0 0 0 =—a(p) -9 O

Este determinante se puede desarrollar por la ultima fila y la ultima columna para

obtener
f;) = —(d_11>2 (g(p)QdetH (Z) — a(p)g(p) dety (i) -

detH <

“bplate)det (3) + atplpip)ens (7)) (1.13)
donde se ha usado que la matriz H es simétrica y la Proposicion [2.5.15| para justificar que

a

Anélogamente, se demuestra que

S QI
Q QI

T
—2a(p)g(p) dety (Z) + a(p)?dety (g)) (4.14)
y
et (g ; D - _<d—11>2 (g<p)2detH (Z) -

—2b(p)g(p) ety (i) + b(p)” dety (g)) . (4.15)

Notacién 4.4.2. Siguiendo a Salmon [19], para compactar algunas expresiones que apa-
receran mas adelante, dado i € {0, 1,2, 3}, definimos

ci = g(p)b; — b(p)g;.
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Podemos usar la bilinealidad del determinante orlado de primer orden, segtin el Co-

rolario [2.5.14] para escribir las ecuaciones (4.13)) y (4.15) de forma mds compacta usando
la Notacién [4.4.2] La ecuacién (4.13) se expresa entonces

detyy (Z ’ jf> _ —ﬁ (g(p) det (‘Cl) ~ a(p) dety (i)) , (4.16)

y la ecuacién (4.15)),
b g f 1 ( )
dety | 1 ) =———5dety (). 4.17
(s 5 7) (-1 "\ o

Usando las ecuaciones (4.14)), (4.16)) y (4.17), podemos expresar la condicion del Teo-
rema como la imagen por A, de una expresiéon en determinantes orlados de orden 1.

Q| Wi

Lema 4.4.3. Para p € V \ V(g), no singular, ya fijados, y A, definido segin el Teore-
ma se verifica que p es de inflexion si y solo si
)

_\ 3 _ _
Ap (4 detH (Z) - 3detH (Z) detH (g) detH (

Demostracion. Sea p € V \ V(g) el punto fijado, no singular. Entonces, a partir del
Teorema y las ecuaciones (4.14), (4.16) y (4.17)), p es de inflexién si y solo si la

imagen por A, de
(o) et (2) — atpr e (7)) (4 (o) detr (&) = atp) dets (2)) -
) (o007 deti (&) - 2atprgtp) et () + atw)*aet (1) )

es nula. En virtud de la linealidad de A,, podemos estudiar esta expresiéon sumando a
sumando. Escribimos, entonces,

o(p)? (4 detyy (c)3 — 3dety (i‘) dety <Z> dety <

o Ol

o Ol
o 9

ol

) + o (418)

ol

)3 + (4.19)
+g(p)a(p)® dety (‘Z (12 dety (i)2 — 3dety (g) dety <S> + (4.20)
+a(p)g(p)® dety (907) 3dety <E> dety (Z) —12dety (CZ)Q - (4.21)

+6dety (2) dety <Z> (a(p)g(p)QdetH <Z> — a(p)’g(p) dety <g>) (4.22)

Vamos a estudiar uno a uno los sumandos que aparecen.

+
<)
—
=
S~—
w
/N
w
o,
)
-+
T
N
QI Qi
~__
o,
)
-+
T
N
O Qi
~__
o,
o)
-+
=
N\
o 0l
~__
|
=~
o,
)

[ nd
=
N
O Qi
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El sumando es de la forma a(p)u donde u € T?(S3(C?)) es una expresién
homogénea de grado 3 en las b;. Por tanto, ese sumando puede expresarse, de acuerdo
con la Notacién [2.3.4] como p* ® @ € T?(S*(C*)), con @ € S3(C*). Por tanto, la imagen
por A, de este sumando es Anz;(p*)Aazs(@). Como Apzs(p?) = AJf(p) = 0, la imagen
del sumando (4.19) es nula.

El sumando tiene un factor homogéneo de grado 3 en los a; y de grado 1 en los
b; y otro factor u homogéneo de grado 2 en los b;. Por tanto, podemos escribir

ua(p)? dety <C_CL> = —ua(p)? i 8de‘t (Hae;

con lo que la imagen por A, de este sumando es

-y ( ( p)ﬂij(ﬂ)aicj)) s (%C}ef (H)Angs (DPes) Anys (ucj)) |

4,7=0 4,5=0

donde se ha cometido el abuso de notacién de identificar ue; € T?(S?(C*)) con el vector
o € S3(C*) tal que ue; = 1 ® a. Aplicando entonces la Proposicién [2.3.1] se tiene que la

imagen del sumando ({4.20]) es
8det
-y ( H)Aags (p*ei) Aoy WCJ')) )
0 fw

4,7=0
Ode
- _ § : < afwt —1)(d — 2)fiAAgf (ucj)> =

i,7=0

Ahora bien, en el determinante orlado que resulta en la ecuacién , la columna
f es combinacién lineal de las otras, como se prueba usando el teorema de Euler para
polinomios homogéneos y usando que copy + - -+ + c3p3 = 0 por definicién. Por lo tanto
se tiene que el determinante es nulo, con lo que su imagen por AA% 7 es nula.

El sumando (4.21]) podemos expresarlo como

ua(p) <detH ( ) det (2) — ddety (‘c‘) 2) ,

o Ol
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donde u es homogéneo de grado 1 en los b;. Entonces, su imagen por A, es

A, (u dety ( ) a(p) dety (Z)) A, (ua(p) dety (‘C‘)2> _

3
= AA%f (udetH < )) AA%f <—p Z %(H)ezej) —

4,7=0

o Ol
o Ol

3
0 det
—4A, [ va(p) (Z
o=y 0t

(H)a,,-cj>

Ahora bien, puesto que Aag r(pe;ej) = (d—2)f;; y dado que por el teorema de Euler para

polinomios homogéneos
3

Odet
> 3%, (H)fi; = 4det H,

tenemos que la imagen del sumando (4.21)) es

1,j=0

(@]

3 2
—4(d — 2)det H Anzs (u dety <é)> —4A, | ua(p) <Z %(Jicet (H)aicj> (4.24)
ij=0 %

Ahora, usando que ‘?)??F(H ) = %?‘ft (H) y el Corolario [2.5.11] tenemos que
(%] Ji

3

2 3
od od od
Ay | ua(p) (E : 3f(,%,t (H)a’icj> - E : 3f(,3,t (H) afet (H) Ay (va(p)aicjarcs) =

1,7=0 %,3,7,5=0

3

Odet Odet 92 det
- . H) —det H) ) (d—2)firA ics) (4.2
ij;:o(afir( TS TR T )> (d —2)firhags (uejes) (4.25)
det

Como 5 7o es un polinomio homogéneo de grado 3, aplicando el teorema de Euler, la
ecuacion (4.25) queda

3

9 det 9 det
(d-2) Y (4detH afi- (H) — det H3 8fz- (H)) Anss (ucje,) =

7,5=0

= —(d — 2) det HAp;; (u det (g)) . (4.26)

Sustituyendo la ecuacién (4.26) en (4.24) vemos que el sumando también tiene
imagen nula.

Comprobar que el sumando también tiene imagen nula por A, es un célculo
similar a los que se han hecho anteriormente, en el que, de nuevo, se tiene que aplicar el

Corolario 2.5.111

29



En consecuencia, p es de inflexién si y solo si la imagen por A, del sumando (4.18])
es nula. Puesto que p & V(g), se tiene que g(p) # 0, por lo que la imagen del primer
sumando es nula si y solo si se verifica la condicion del lema. O]

Con el lema hemos conseguido factorizar un término g(p)3. Sin embargo, en la de-
finicién de los ¢; también aparecen los coeficientes de g. Por tanto, el siguiente paso es
desarrollar la expresion del Lema . Con esto se consigue factorizar otro término g(p)3
y obtenemos una ecuacion independiente del plano de partida.

Teorema 4.4.4. Para p € V, no singular, ya fijados, y A, definido segin el Teore-
mal4.2.4), se verifica que p es de inflexion si y solo si

A, (4 dety (2)3 — 3dety (Z) dety (Z) dety (Z)) —0. (4.27)

Demostracion. Seap € V'\ V(g) el punto fijado, no singular. Entonces, por el Lema 4.4.3]
p es de inflexion si y solo si
)-o

_\ 3 _ _
Ap (4 detH (g) - SthH (Z) detH (g) detH (

Desarrollando esta expresién por bilinealidad del determinante orlado de primer orden
obtenemos que p es de inflexién si y solo si la imagen por A, de

(e et () = biw) et () (4 (st det (5 ) — blp) ety (‘;))—

~3dety (Z) (g(p)2detH (g) — 2b(p)g(p) dety (g) + b(p)? detyy (g))) .

Esta expresion es la misma que tuvimos que desarrollar en la demostracion del Lema[4.4.3]
salvo porque escribimos b; donde antes teniamos a; y a; donde antes teniamos c¢;. Por
tanto, el mismo desarrollo que hicimos en la demostracién anterior podemos aplicarlo para
obtener que p es de inflexion si y solo si

g(p)* A, (4 det (2)3 — 3dety <Z> dety (Z) det (g)) —0.

Como p ¢ V(g), entonces g(p) # 0 y podemos eliminar el factor de la ecuacién. La
expresién obtenida no depende del plano V(g) fijado al inicio. Por tanto, para cada p € V
podemos fijar un plano que no contenga a p y p serd de inflexion si y solo si se verifica
la ecuacion . Hemos conseguido, por tanto, factorizar el plano de nuestra condicion
de punto de inflexion. O

o Ol

4.5. Conjunto de puntos de inflexién

El Teorema [4.4.4] proporciona una condicién necesaria y suficiente para cualquier pun-
to no singular de una superficie algebraica. Sin embargo, esta condicién sigue estando
expresada usando el método simbodlico. A continuaciéon vamos a aplicar A, para obtener
una expresion polinémica que caracterice los puntos de inflexion.
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Teorema 4.5.1. Sea p € V', no singular, ya fijado. Se verifica que p es de inflexion si y
solo si

3

Jdet O det O det O det Odet
> S (4 i T ) — 555 () fmk<H>) 0

ivj7k7l7m7n:0

Demostracién. Sea p € V' no singular, entonces, por el Teorema [£.4.4] p es de inflexién

si y solo si se verifica (4.27)). Esta expresion la podemos desarrollar usando la Proposi-
cién 2.5.16l

A, (4 dety <b>3 ~adetn <Z> et (Z) e @ ) )

3
0 det 0det 0det
=N (-4 > H)b;a;—— (H H -
( oy, iy, Mowargy | “”""’")

Qi

4,5,k,l,m,n=0

3
0 det 0 det O det
3
O det Odet Odet
H H
2 op, Wgg

3

Odet Odet O det
it Jii
2y Higp (g

Usando la ecuacion (4.2)), podemos calcular A,(a;a;a,b;brby,) v Ay(ajaraib;by,by,). De
este modo obtenemos que p es de inflexion si y solo si

i,9,k,l,m,n=0

= _4 (H)Ap (ajalanbibkbm) -

i,5,k,l,m,n=0

+3 (H)Ap (ajakalbibmbn)

4,7,k,l,m,n=0

3
0= 4 Z Odet 7 8det(H)8det

S DG D G D S
R Sz‘,j,k,zim,no aiit (#) %(;:; (H) g?j () it fomn =
ST e

y zm ot S ) S ) o

Y, como fjin = fjm Y fiktm = fimk, agrupando términos en un solo sumatorio llegamos a la
condicién que queriamos probar. O

Hasta ahora hemos venido fijando el punto de la superficie. Con esto, las parciales de f
en el punto eran niimeros complejos que son escalares en el espacio en que estd definida la
aplicacion lineal A,. Sin embargo, ahora estamos en condiciones de resumir los resultados
del calculo de Clebsch en un resultado que nos caracterice los puntos de inflexién de la
superficie como un subconjunto algebraico de esta.
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El Teorema |4.5.1| nos lleva de forma natural a definir el siguiente polinomio, que nos
permitird caracterizar los puntos de inflexion de una superficie algebraica.

Definicién 4.5.2. Dado f € C[Xy,..., X,], se define el polinomio Flex (f) € C[ Xy, ..., X,]

CcOo1mo

3

3 odet 1, 0% f o3 f
of; 1 0X,0X,0X,, 0X,;0X,0X,

Jdet 0 det 0 det O det
(4 ) S ) — 35 ) S <Hf>)

Proposicién 4.5.3. Sea f € C[Xy,...,X,]| un polinomio homogéneo de grado d, con
d > 3, entonces, Flex(f) € C[Xy,...,X,] es un polinomio homogéneo de grado 11d — 24.

Flex (f) =

i:jzkzlvmvn:O

Demostracion. Si f es un polinomio homogéneo de grado d, entonces sus segundas par-
ciales son polinomios homogéneos de grado d — 2, y sus terceras parciales, de grado d — 3.
Puesto que H; tiene como entradas las segundas parciales de f, entonces los menores de
orden 3 de la matriz Hy son polinomios homogéneos de grado 3(d — 2).
En consecuencia, al ser un producto de polinomios homogéneos, Flex (f) es homogéneo,
y su grado es
3(d—2)+2(d—3)+6(d—2)=11d — 24.

]

Usando esta definicién podemos enunciar una caracterizacion de los puntos de inflexién
de una superficie algebraica cualquiera. Resumiendo asi los resultados de este capitulo y
obteniendo el resultado principal de este trabajo.

Teorema 4.5.4. Sea V. C P? una superficie, y sea f € C[Xy,...,X3] un polinomio
homogéneo tal que I(V') = (f). Entonces, el conjunto de puntos de inflexion de V es el
subcongunto algebraico de V' dado por V(Of/0Xo,...,0f/0X3) UV(f, Flex(f)).

Demostracion. En primer lugar, si p € V(9f/0Xy,...,0f/0X3), como Of/0Xo(p) =
-+ =0f/0X3(p) = 0, entonces, por el teorema de Euler se tiene que f(p) = 0. Por tanto,
se tiene que,

V(of/0Xo,...,0f/0X3) UV(f,Flex (f)) C V(f),

con lo que, efectivamente, es un subconjunto algebraico de V. Veamos ahora que se trata
del conjunto de puntos de inflexién.

Si el grado de f es 1 o 2, por la Proposiciéon , todos los puntos de V = V(f) son
de inflexién. Ademads, puesto que las terceras parciales de f son nulas, se tiene que, en
este caso, Flex (f) = 0. Por tanto,

V(0f/0Xo,...,0f/0Xs) UV(f,Flex (f)) = V(9f/0Xo,...,0f/0X35) UV(f) = V(f),

con lo que el teorema se verifica en este caso.
Recordemos que p € V(f) es singular si y solo si

of af

Xo 4+ L (p) Xy = 0,

1 e —
Apf_ 8X[)<p> 8X3
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es decir, p es singular si y solo si p € V(9f/0Xo,...,0f/0X3).

Supongamos ahora que el grado de f esd,cond > 3, yseap € V.

Si p es de inflexién, entonces, o bien p es singular y entonces p € V(9f /09Xy, ...,0f/0X3),
o bien p es no singular y podemos aplicar el Teorema que afirma que p € V(Flex (f)).
Entonces, p € V(0f/0Xo,...,0f/0X3) UV(f, Flex(f)).

Si p no es de inflexion, por la Proposicién [4.1.1, p no es singular, por tanto,

Ademds, como p no es singular, podemos aplicar el Teorema para afirmar que

p & V(Flex (f)).
En consecuencia, p € V(0f/0Xo,...,0f/0X3) UV(f, Flex(f)). ]
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Capitulo 5

Implementacion en Sage

En esta seccién se va a usar SageMath [23], un potente sistema de software de ma-
tematicas de codigo abierto basado en Python. Usando este lenguaje se va a proporcionar
un cédigo que, dado f € C[Xy, ..., X,], permite calcular las polares de f. Se proporciona
también una funcién que calcula el polinomio Flex (f). Las graficas que acompanaran los
célculos se han realizado con Asymptote [4].

5.1. Aplicacién de polaridad

En primer lugar, definimos las variables con las que se va a trabajar. Aunque hasta
ahora hemos empleado las variables Xy, ..., X,,, para la implementaciéon en Sage de la
aplicacion de polaridad nos interesa introducir otro conjunto de variables Yy, ...,Y,. En-
tonces, lo primero que tenemos que hacer en nuestro cédigo es declarar estos dos conjuntos
de variables.

n = 3 # Dim del espacio ambiente
X = var([’X’+str(i) for i in range(n+1)])
Y = var([’Y’+str(i) for i in range(n+1)])

Con las variables declaradas podemos definir la aplicacion de polaridad de grado 1 en
Sage de la siguiente forma.

def P1(f):
return sum(Y[i] * derivative(f, X[i]) for i in range(n+1))

Esta funcion actia en un polinomio homogéneo de grado d en las variables Xo, ..., X,
produciendo un polinomio homogéneo de grado d — 1 en las variables Xj,..., X, vy de
grado 1 en las variables Yy, ...,Y,. La primera polar de f en un punto p € C"*!, All,f, la
obtenemos tras evaluar en p el resultado de la funcién p1 en las variables Xg, ..., X,,. El
resultado de esto es AL f(Yp,...,Yy).

La razén de trabajar con dos variables para la implementacion en Sage, es que permite
una definicion recursiva de la aplicacion de polaridad de grado k, con k£ > 1, en vez de
tener que programar un sumatorio en k£ indices.
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def P(F, k):
if k==1:
return P1(F)
else:
return P1(P(F, k-1))

Siguiendo el mismo procedimiento de evaluar en p las variables X, ..., X,,, se obtiene
como resultado A’; f(Yo,...,Y,), como se comprueba de manera sencilla.

Ejemplo 5.1.1. Sea f = X, X? — X} € C[X{, X3, como en el Ejemplo [3.4.12] Entonces,
el resultado de aplicar la funcion p1 es el siguiente.

P1(X2*X0"2-X1"3)
# 2xX0*xX2xY0 - 3*X172%xY1 + X0"2xY2

En el punto p = (1,0,0) € C3, sustituyendo Xy = 1, X; = 0 y X, = 0 esta ecuacién se
reduce a Y5, de ahi que en el Ejemplo [3.4.12] se tenga que Azl)f = Xo.
Ahora, para calcular la segunda polar aplicamos la funcién p.

P(X2xX0"2-X1"3, 2)
# —-6xX1*xY1"2 + 2*xX0*YO*Y2 + 2% (X2*Y0 + X0*Y2)*YO

En el punto p, esta ecuacién se reduce a 4Y,Ys, por lo que la segunda polar es Az f=
4X0Xs.

Ejemplo 5.1.2. Sea f = X! — X5 + X7 Xo — XZX? + X2X1 Xy — X3X5 + XoX5 en
C[Xo, . .., X3]. Vamos a calcular sus polares en el punto p = (1,0,0,0) € C*.

P1f = P(X1°4-X2"4+X1"3*X2-X1"2%X0"2 +X2*xX1*xX0"2-X3*X0"3+X3"3*X2, 1)
P1f (X0=1,X1=0,X2=0,X3=0) .expand ()

# -Y3

P2f = P(X174-X2"4+X1"3*X2-X1"2%X0"2 +X2*X1*X0"2-X3*X0"3+X3"3*X2, 2)
P2f (X0=1,X1=0,X2=0,X3=0) .expand ()

# -2xY172 + 2xY1*xY2 - 6%YO*xY3

P3f = P(X1°4-X2"4+X1"3*X2-X1"2%X0"2 +X2*xX1*xX0"2-X3*X0"3+X3"3*X2, 3)
P3f (X0=1,X1=0,X2=0,X3=0) .expand ()

# -12%Y0*xY172 + 12%xYOxY1xY2 - 18*%xY0"2x*Y3

Entonces, tenemos que las polares de f en el punto p = (1,0,0,0) € C* son

ALf=—Xs, A2f = —2X7 +2X;1Xs — 6XX;
AP = —12X0 X7 + 12X X1 X, — 18X5 X;.

La intersecciéon de las 3 hipersuperficies polares V(A; f, Af) f, Az f) se reduce a las dos
rectas V(X1, X3) v V(X7 — X, X3). Estas dos rectas son, por tanto, de inflexién, y el
punto p es un punto de inflexién de la superficie V(f).

La superficie V(f), asi como las superficies polares en p se han representado en la
Figura en la regién [—1, 1]3 de la copia afin Xy # 0, donde p se corresponde con el
punto afin (0, 0).

65



Figura 5.1: Superficie del Ejemplo

5.2. Puntos de inflexion

A continuacién vamos a proporcionar una funcién que, dado f € C[Xy, X1, Xo, X3],
calcula el polinomio Flex ( f). Para ello necesitamos unas funciones auxiliares que calculen
la matriz Hessiana H; y sus cofactores.

La siguiente funcién construye la matriz Hessiana. Primero se define una matriz en
M1 (C[ Xy, ..., X3]) de ceros, y después con un bucle se identifica cada entrada con la
derivada segunda de f correspondiente.

def H(f):
MH = matrix(PolynomialRing(CC, X), n+l, n+1)
for i in range(n+1):
for j in range(n+1):
MH[i,j] = derivative(derivative(f, X[i]), X[j1)
return MH

Para calcular la derivada del determinante en el sentido que se explicd en la seccion
de preliminares se proporciona el siguiente codigo. El cédigo admite una matriz y una
lista de indices como entrada. Si la lista de indices es de tamano k, la funcién calcula la
derivada de orden k del determinante a base de sustituir las entradas pertinentes por unos
y anulando el resto de coeficientes de la fila y la columna. En particular, cuando la lista
de indices se reduce a un par (i, 7), la funcién calcula el cofactor i, j de la matriz.

def derdet(M, arrind):

MM = copy (M)
rowind = []
colind = []

for ind in arrind:
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i,j = ind
if i in rowind or j in colind:
return 0
rowind.append (i)
colind.append(j)
for k in range(n+1):
MM[1i,k]=0
MM [k, j]=0
MM[i,j]=1
return MM.det()

Con estas funciones auxiliares podemos calcular el polinomio Flex (f) segun su defi-
nicion. La tunica particularidad del cédigo que lo hace es que calcula previamente todos
los cofactores y terceras parciales, almacena los resultados en diccionarios, y después los
recupera de estos cuando se necesitan en el calculo. Como la definicién involucra un su-
matorio en 6 indices, esto acelera considerablemente la ejecucion del programa, evitando
que recalcule elementos que ya ha calculado previamente.

def flex(f):

Hf = H(f)

Hf _cof = {}

for i,j in itertools.product(range(n+l), repeat=2):
Hf _cof[(i,j)] = derdet(Hf, [(i,j)])

f_derivative = {}

for i,j,k in itertools.product(range(n+1), repeat=3):
f_derivative[(i,j,k)] = derivative(f, X[i], X[jl, X[kI)

return sum(
Hf _cof[(i,j)] * f_derivative[(i,k,m)] * f_derivative[(j,1l,n)] *

(4xHf _cof [(k,1)]*Hf _cof[(m,n)] - 3*Hf_cof[(n,1)]*Hf_cof[(m,k)])

for i,j,k,1,m,n in itertools.product(range(n+1), repeat=6)).expand()

Ejemplo 5.2.1. Sea f = X! — X5 + XiXo — XgX? + X2X1 Xy — X3X5 + XoX3 en
C[Xo, ..., X3]. Entonces, Flex (f) € C[Xy,...,X;3] es un polinomio de grado 20. Por su
extension, resulta inviable recogerlo en la memoria, ya que es una suma de 977 monomios.

Sin embargo, la superficie V(f), asi como V(Flex (f)) se han representado en la Figu-
ra en la regién [—1, 1]3 de la copia afin Xy # 0. Donde se aprecia que (0,0,0) es de
inflexion.
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Figura 5.2: Superficie del Ejemplo
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