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Abstract

In this work, we conduct a comprehensive theoretical review of the Dicke model from
the perspective of quantum optics, complemented by simulations to analyze the entangle-
ment properties of the system. Our primary objective is to characterize the entanglement
spectrum and understand its relationship with the energy spectrum, aiming to establish a
possible mapping between them.

To achieve this, we present a detailed examination of the features of both spectra and sys-
tematically compare them. Our analysis includes investigating the dependence of the entan-
glement spectrum on various system parameters, such as atom-field coupling strength and
the number of atoms. By employing advanced numerical techniques, we generate simulations
that provide insights into the behavior of the system under different conditions.

Our results reveal a significant relationship between the entanglement spectrum and the
energy spectrum, highlighting how changes in one spectrum reflect corresponding changes in
the other. This correlation not only provides a clearer and deeper understanding of the entan-
glement properties in the Dicke model but also suggests new avenues for exploring quantum
phase transitions and collective phenomena in light-matter interactions.

Furthermore, the findings enhance our comprehension of how entanglement, a quintessential
resource in quantum information science, manifests in the Dicke model. This understanding
could potentially inform the development of new quantum technologies and improve the ma-
nipulation of quantum states in practical applications.
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Resumen

En este trabajo, realizamos una revision tedrica exhaustiva del modelo de Dicke desde la
perspectiva de la éptica cuantica, complementada con simulaciones para analizar las propie-
dades de entrelazamiento del sistema. Nuestro objetivo principal es caracterizar el espectro
de entrelazamiento y comprender su relacién con el espectro de energia, con el fin de esta-
blecer un posible mapeo entre ambos.

Para lograr esto, presentamos un examen detallado de las caracteristicas de ambos espec-
tros y los comparamos sistematicamente. Nuestro andlisis incluye investigar la dependencia
del espectro de entrelazamiento en varios parametros del sistema, como la intensidad del
acoplamiento atomo-campo y el nimero de atomos. Mediante el uso de técnicas numéricas
avanzadas, generamos simulaciones que proporcionan informacion sobre el comportamiento
del sistema en diferentes condiciones.

Nuestros resultados revelan una relacion significativa entre el espectro de entrelazamiento
y el espectro de energia, destacando como los cambios en un espectro reflejan cambios co-
rrespondientes en el otro. Esta correlacion no solo proporciona una comprension mas clara
y profunda de las propiedades de entrelazamiento en el modelo de Dicke, sino que también
sugiere nuevas vias para explorar transiciones de fase cuantica y fenémenos colectivos en
interacciones luz-materia.

Ademas, los hallazgos mejoran nuestra comprension de como el entrelazamiento, un recurso
esencial en la ciencia de la informaciéon cuantica, se manifiesta en el modelo de Dicke. Esta
comprension podria significar potencialmente el desarrollo de nuevas tecnologias cuanticas y
mejorar la manipulacién de estados cudnticos en aplicaciones practicas.
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Capitulo 1

Introduccion General

A lo largo de la historia, la Fisica ha avanzado significativamente en la comprensién de
los diversos fenémenos que ocurren en nuestro universo. Durante muchos anos, se han es-
tudiado las ondas electromagnéticas y su interaccién con la materia, desarrollando teorias
fundamentales que permiten entender una amplia gama de fenémenos asociados a estos sis-
temas. Entre los principales avances en esta area, destacan los trabajos que han contribuido
al desarrollo de la ()ptica Cuantica, proporcionando una comprension més profunda de los
fenémenos de entrelazamiento cuéntico en sistemas foténicos [1]. Estos avances han sido cru-
ciales para una mejor comprension de los fenémenos estudiados en este trabajo, en el cual,
nos enfocamos en el estudio de los fenémenos de entrelazamiento en sistemas foténicos con
interaccién radiacién-materia. Utilizamos como base principal el modelo de Dicke [2], que
permite una descripcion detallada de la dinamica de estos sistemas. Exploraremos en deta-
lle como las caracteristicas del espectro de entrelazamiento se relacionan con el espectro de
energias, proporcionando una visién integral de estos fendmenos en los capitulos siguientes.

Para ello, comenzaremos con una revisién teérica del modelo de Dicke, destacando sus
principales caracteristicas y su relevancia en el contexto de la éptica cudntica. Posterior-
mente, presentaremos los resultados de nuestras simulaciones numéricas, que nos permitiran
visualizar y analizar las propiedades de entrelazamiento en diferentes condiciones de acopla-
miento y nimero de dtomos. Ademas, discutiremos las implicaciones de nuestros hallazgos en
el contexto méas amplio de la fisica cuantica, sugiriendo posibles aplicaciones en el desarrollo
de tecnologias cuanticas avanzadas, como la computacién y la comunicacion cuantica. Final-
mente, concluiremos con una sintesis de los resultados obtenidos y las perspectivas futuras
de investigacién en este apasionante campo de estudio.

1.1. Descripcion del contenido

Este trabajo esta estructurado en cuatro capitulos, cada uno de los cuales aborda un
aspecto fundamental del tema investigado y ofrece una visién exhaustiva del mismo.
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En el primer capitulo, se presenta una introduccion general que establece el contexto del
estudio realizado. Comienza con un recorrido histérico del area de estudio, proporcionan-
do una perspectiva cronolégica de los desarrollos clave que han dado forma al campo. A
continuacion, se mencionan los trabajos relacionados con el modelo de Dicke, destacando las
contribuciones mas significativas y su relevancia para la investigacién actual. Ademas, se ofre-
ce una breve descripcion de los temas que se abordaran a lo largo del trabajo, proporcionando
al lector una visién clara de la estructura y los objetivos del estudio.

El segundo capitulo presenta principalmente el marco tedrico relacionado con el enfo-
que de la 6ptica cuantica. En este apartado, se detallan los conceptos fundamentales y los
principios que subyacen al modelo de Dicke, proporcionando una base sélida para los anélisis
posteriores. Se examinan los trabajos previos méas relevantes, describiendo en detalle los méto-
dos y resultados que han sido utilizados como referencia para este trabajo. Es importante
destacar que esta seccién es crucial, ya que establece los fundamentos tedricos necesarios para
comprender y realizar los andlisis de los resultados obtenidos en esta investigacién. Adicio-
nalmente, se contrastan los resultados obtenidos en nuestras simulaciones con los resultados
previos mencionados en la literatura de referencia.

En el tercer capitulo, se introduce otro marco tedrico presentando un enfoque de la teoria
de la informacién cuantica. Este capitulo comienza con una explicacién detallada de la en-
tropia de Von Neumann y el espectro de entrelazamiento, conceptos esenciales para entender
el enfoque de la teoria de la informacién cuantica. Se proporcionan ejemplos, comparaciones y
explicaciones detalladas para ilustrar estos conceptos. Ademas, dentro de este mismo capitu-
lo, se realiza un analisis comparativo de los dos enfoques presentados previamente: la 6ptica
cuantica y la teoria de la informacion cuantica. Este andlisis comparativo permite identificar
las similitudes y diferencias entre ambos enfoques, asi como sus respectivas aplicaciones y
limitaciones.

Finalmente, en el cuarto capitulo, se discuten las consideraciones finales del trabajo. En
esta seccion, se detallan las conclusiones extraidas de todos los andlisis de resultados reali-
zados. Se discuten las implicaciones de estos resultados, tanto en el contexto del campo de
estudio especifico como en términos méas generales. Ademds, se mencionan las posibles direc-
ciones para futuros trabajos, proponiendo nuevas areas de exploraciéon que podrian ampliar
y profundizar los conocimientos obtenidos en esta investigacion.



Capitulo 2

Modelo de Dicke

La interaccion entre la luz y materia es uno de los fenémenos mas cotidiano de nuestro
diario vivir. A la fecha diversas tedrias han sido desarrolladas para explicar los mecanismo
por los cuales interacciénan estos dos sistemas: luz y materia. Desde el marco conceptual de
la mecanica cuantica, los primeros modelos explicativos de como interaccionan estos sistemas
desarrollaron una nueva rama de la fisica cuantica conocida como éptica cuantica.

Actualmente, contamos con diversos modelos fisicos desarrollados para estudiar la in-
teraccion entre radiacion y materia. Entre estos modelos, uno de los mas importantes y
significativos es el Modelo de Dicke. Este modelo nos permite simular la interaccién entre
un numero arbitrario de modos de campo bosénico y N atomos a través de una interaccion
dipolar [2].

En su forma més general, el Hamiltoniano de Dicke (DH por sus siglas en inglés) con-
sidera la materia como N sistemas de dos niveles idénticos (dtomos) pero distinguibles con
una diferencia de energia de he. En adelante, es importante senalar que h se fijard de tal
forma que A = 1, lo cual permite que la diferencia de energia entre los niveles del sistema
atémico sea simplificada a €. Andlogamente, los K modos bosénicos, caracterizados por las
frecuencias wy, se describen utilizando los operadores estandar de creaciéon y aniquilacion d;
y ay, respectivamente, mientras que el parametro de interaccién o acoplamiento se denota por

Ak, debido a los diversos modos del campo bosénico. Asi, el DH completo puede expresarse

como:
N K N K A\ ‘
=53 00+ 3wl +3 3 (af +ax) 51, (2.1)
j=1 k=1 j=1 k=1
donde los 67, son los operadores de espin-1/2 a lo largo de la direccién o = {z,y, z} actuando
sobre el j-ésimo dtomo y en su conjunto representan el algebra de qubits [3]. Ademads, cabe
destacar que en lo que se denomina la parte de interaccion del DH, aparece un factor \/Lﬁ
Este factor surge debido al acoplamiento entre los sistemas de dos niveles y el modo bosénico,

que es proporcional a \/LV (donde V representa el volumen de la cavidad).
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Nosotros restringiremos nuestro estudio a un unico modo del campo electromagnetico
(K = 1) y, debido a que en este caso realizamos el trabajo por medio de simulaciones
computacionales, realizamos un cambio en la forma de expresar el Hamiltoniano mencionado
anteriormente, lo cual permite reducir el consumo de recursos computacionales. Para esto,
introducimos los operadores de momento angular total para el conjunto atémico, también
conocidos como operadores atémicos colectivos. Por lo tanto, es posible eliminar todos los
indices de los sumatorios, resultando en el siguiente Hamiltoniano:

R . 2\ -
H=cl, +wila+—=(a'+a) J,, 2.2
2@+ 22)
donde
N A
Ja:§;&z" y a=(x,y,2). (2.3)

Ademas, es importante mencionar que estos operadores obedecen las relaciones de conmuta-
cion de momento angular ya ampliamente conocidas

[, Je] = +Js, [Jy,J] = 2J.. (2.4)

donde J; tienen el significado habitual.

Por otro lado, también debemos considerar que una vez introducidos los operadores de
momento angular lo que sucede es que estamos aplicando un cambio de base para el Hamil-
toniano. Consecuentemente, el espacio de Hilbert para la parte atomica donde definimos el
Hamiltoniano estaria dado por los estados conocidos justamente como “Estados de Dicke”,
donde |j,m,), conm, ={—j,—j+1,---,j—1,j}, donde j representa el llamado ntimero de
cooperacion de Dicke. Estos estados son auto-estados de J? y Jz, los cuales satisfacen:

jz ’]7 mz> =My |jamz> )

J7 g mz) =g +1) |5, m.),

donde J? = jf + ij + jZQ y los operadores escalera j+ y J_ de momento angular actian sobre
los estados de Dicke de la siguiente forma:

Jeljomz) =G +1) —ma(m. £1) [j,m, £1). (2.6)

Considerando el algebra de estos operadores, se obtiene que los valores posibles para j de-
penden del nimero de sistemas de dos niveles considerados. Los mismos estarian divididos
en dos casos. Por un lado, en el caso que N sea par serian 0,1,2,--- ,%, y en caso de que
N sea impar serian %, %, g, e ,%. En este caso especificamente el j fue fijado en el mayor
valor, es decir %, considerando la llamada region de maximo momento angular, la cual esta
relacionada con las practicas experimentales e incluye justamente el estado base del sistema.
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En cuanto a la parte de los estados bosonicos, utilizamos directamente la ampliamente
conocida base de Fock, donde debido a la imposibilidad de simular infinitos estados de Fock,
utilizamos una base de Fock truncada para un dado valor. En este trabajo consideramos el
nimero de truncamiento como una constante, a lo largo del mismo, siendo: 7,,,, = 100.

El propdsito de este capitulo es recopilar y reproducir los resultados fundamentales para
entender la fisica del modelo de Dicke. Aunque el modelo de Dicke ha sido ampliamente
estudiado en la literatura, aspectos fundamentales tales como una descripcioén de los efectos
de tamano finito no han sido analizados en profundidad en la literatura. Nosotros presentamos
un resumen general de las principales caracteristicas del modelo de Dicke en las proximas
subsecciones.

2.1. Simetrias del modelo de Dicke

El Hamiltoniano de Dicke reescrito en términos de los operadores colectivos de momentum
angular dado por la Ec. (2.2) permite evidenciar las simetrias de este modelo, las cuales
son: Simetria global o conservacion de la paridad, y conservacién del momentum angular. A
continuacion se explicaran brevemente cada una de estas simetrias.

Simetria Global: El Hamiltoniano dado por la Ec. (2.2) pose una simetria global I
dada por:

1 : (a, ji) = (-a,—ji> . (2.7)
Esta simetria esta asociada con la conservacion de la paridad. El operador de paridad del

numero total de excitaciones Nex esta dado por 1= exp [mNeX] = ( —1)N‘°‘X, donde el numero
total de excitaciones esta dado por:

A~ A

Nex = a'a+ J, + J. (2.8)

El operador paridad tiene valores propios +1 y —1. La conservacion de la paridad esta relacio-
nada con el hecho que el Hamiltoniano de Dicke preserva el nimero de excitaciones excepto
por los términos J_a y j+&T, sin embargo estos términos solo pueden cambiar excitaciones
en pares: £2. La conservaciéon de la paridad habitualmente se escribe de la forma [ﬁ , fI] = 0.
Dependiendo de si el niimero de excitaciones es par o impar, el operador de paridad, al ac-
tuar sobre el DH, posee dos valores propios, 1, dividiendo asi el espacio de Hilbert en dos
subespacios.

Esto podemos observarlo més claramente, considerando un pequeno ejemplo, donde N =
2, tal que J = 1, y un niimero pequeno de truncamiento n,,., = 2. Por un lado, considerando
lo expuesto anteriormente sabemos que para dicho caso existen tres valores posibles de m, =
{—1,0, 1}, relacionados a los estados de Dicke: {|1, —1),|1,0),|1, 1)} y por otro lado los estados
bosoénicos posibles serfan: {|0),]1),]2)}.
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De esta forma, los estados del sistema completo son:
{|1,-1,0),]1,0,0),|1,1,0),|1,—1,1),]1,0,1),|1,1,1),|1,—1,2),(1,0,2),]1,1,2)}.

Finalmente obtenemos un DH que puede ser expresado de la siguiente forma:
11,—1,0) |1,0,0) [1,1,0) [1,—1,1) |1,0,1) |1,1,1) |1,—1,2) |1,0,2) |1,1,2)
—e 0 0 X0 0 0 0

(1,71,0} 0
1,0,0 0 0 0 A 0 A 0 0 0
§1,1,0| 0 0 € 0 A 0 0 0 0
~ (1,—1,1] 0 A 0 —etw O 0 0 V2A 0
H="ho1| 0 A 0w 0 Vv2x 0 vax |- (2.9)
(1,1,1] 0 A 0 0 0  etw 0 V2A 0
(1,—1,2| 0 0 0 0 V22X 0 —e+2w 0 0
(1,0,2] 0 0 0 V2 0 V2 0 2w 0
(1,1,2] 0 0 0 0 V22X 0 0 0  et2w

Luego, considerando el hecho de que la paridad puede ser calculada sumando el niimero total
de excitaciones J 4+ m, + n para todos los estados, decimos que cuando el valor de la suma
es par es de paridad par y cuando es impar de paridad impar. Por lo tanto separando los es-
tados en “estados pares”: {|1,—1,0),|1,1,0),/1,0,1),|]1,—1,2), |1,1,2)} y “estados impares”:
{|1,0,0),]1,—1,1),|1,1,1),|1,0,2)}, obtenemos lo siguiente:

|1,—1,0) [1,1,0) |1,0,1) |1,-1,2) |1,1,2)

(1,—1,0]| —¢ 0 A 0 0
) (1,1,0| 0 € 1 0 0
ool A A w NGY VG N E (2.10)
(1,-1,2] 0 0 V2N —e+ 2w 0
(1,1,2] 0 0 V2 0 €+ 2w
11,0,0) [1,—1,1) |1,1,1) |1,0,2)
(1,0,0] 0 A A 0
H =(1,-1,1| A —e+w 0 NI (2.11)
(1,1,1] A 0 etw  V2A

(1,0, 2| 0 V2 V2 2w

Donde ]:Lr y H_ son los Hamiltonianos de paridad par e impar respectivamente.

Conservacién del momentum angular total: El Hamiltoniano de Dicke dado por (2.2),
permite ver facilmente que el operador momentum angular total J? es una cantidad conser-
vada, la cual puede escribirse como:

[If[, jﬂ ~0. (2.12)

Lo que quiere decir que el Hamiltoniano de Dicke no mezcla subespacios de momentum
angular. Sin pérdida de generalidad, de aca en adelante estamos interesados en las propieda-
des cuanticas del modelo de Dicke a temperatura cero. Nos restringiremos al subespacio de
maximo momentum angular J = %, dado que el estado base habita en dicho subespacio. A
continuacion nosotros realizaremos un resumen de las principales propiedades del modelo de
Dicke.
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2.2. Transicion de Fase en el Modelo de Dicke

Uno de los aspectos més intrigantes e interesantes del modelo de Dicke, reside en el hecho
que presenta una transicién de fase cuantica (QPT) de segundo orden. En esta seccién noso-
tros presentaremos los aspectos mas fundamentales de esta transicién de fase. Histéricamente
Hepp y Lieb [4] estudiaron los aspectos fundamentales de dicha transicion. Ahora bien, sin
pérdida de generalidad, nosotros reproduciremos los trabajos desarrollados en [3].

Como hemos mencionado anteriormente, el DH sufre una QPT de una fase normal a una
fase conocida como superradiante en el limite termodindmico [3]. Para entender mejor esto,
comenzamos por considerar el DH en el limite termodinamico, en el cual haremos que el
nimero de atomos del sistema tienda a infinito, N — 00, lo cual seria equivalente a decir que
j — oo. Considerando este limite, es importante destacar que en equilibrio podemos calcular
el acoplamiento critico para el DH, minimizando la energfa libre de campo medio [5].

Debido a estas consideraciones, podemos suponer que los fotones se encuentran en un
estado coherente |av), con o € R. En dicho estado, consideramos que la energia de la cavidad
es w(n) = wa? y cada dtomo experimenta el Hamiltoniano

6+ ——ad (2.13)
donde la funcién de particion viene dada entonces por
. ) N
Z(a) = Tr[e 1] = e Fwe (Tr efﬁh) : (2.14)

siendo 5 = 1/T el inverso de la temperatura. Por definicién, la energia libre es

Fla) = —% In(Z(a)) = wa? — %m (2cosh BE) (2.15)

donde E = 44/ % + %oﬂ es el autovalor de h(a).

Asi, optimizando F'(a) como una funcién de «, encontramos que si A es menor que un
cierto valor critico, A., el minimo esta en a = 0, mientras que para A > \. el minimo esta en
a # 0. Finalmente el valor critico de A, se encuentra mediante la condicién F”(a = 0) = 0,
la cual expresando de otra forma seria:

1 Be
Ae = 7 | we coth (7) (2.16)

Podemos observar asi que este acoplamiento critico evoluciona suavemente hasta la tem-
peratura cero (8 — 00), situacién en la cual precisamente estamos interesados, y por lo tanto
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obtenemos el valor critico A, = ¥5=. Como consecuencia de esto, una vez que el pardmetro

de interaccién o acoplamiento entre los dtomos y la luz (\) alcanza este valor critico, como
veremos mds adelante, la simetria de II se rompe y ocurre la ya mencionada QPT [5, 6].

Seguidamente, para describir esta QPT trabajaremos con dos Hamiltonianos efectivos,
uno para describir el sistema en la fase normal A < A, y otro para describirlo en la fase
donde ocurre la ruptura de la simetria, conocida como fase superradiante donde A > A.. Es
importante senalar que los resultados que aqui se muestran en las sub-secciones 2.2.1 y 2.2.2
ya fueron obtenidos anteriormente en [3].

No obstante, considerando la relevancia de los mismos para este estudio y que posterior-
mente los utilizaremos para comprender mejor lo que ocurre con las propiedades de entre-
lazamiento en el Capitulo 3, hemos considerado oportuno volver a recorrer el paso a paso
para la obtencién de los Hamiltonianos efectivos. Ademas estos resultados son exactos en este
limite, lo cual nos lleva a comprender con mayores detalles la naturaleza y ciertos fenémenos
de este sistema [3].

Para iniciar dicho analisis, hacemos uso de la representacién Holstein-Primakoff de los
operadores de momento angular, donde los operadores pueden ser representados en términos
de un tnico modo bosénico, lo cual permite expresarlos de la siguiente manera [7, 8]:

g = bty/2j — btb, J=\/2j — bbb, J, = (iﬂé—j), (2.17)
donde los operadores de Bose introducidos obedecen a [b, bf] = 1.

Una vez realizadas las sustituciones mencionadas arriba en el DH de la Ec. (2.2), podemos
obtener justamente lo que se conoce como el Hamiltoniano bosénico de dos modos

., e . bth btb .
1= e (b= j) +wala+ A (' +a) bT\/1——_+\/1——,b . (2.18)

Considerando esto, vemos que el operador de paridad I pasaria a convertirse en
1= exp {m [&Td + ISTZB} } , (2.19)

de tal forma que lo podemos comparar con el operador de paridad estandar de un oscila-
dor armoénico bidimensional [9]. En las siguientes subsecciones presentaremos una analisis
detallado de las fases presentes en modelo de Dicke.

2.2.1. Fase Normal

Ahora vamos a describir un Hamiltoniano efectivo para el sistema en la fase normal sim-
plemente despreciando términos en el Hamiltoniano de la Ec. (2.18) con j en el denominador.
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Esto aproxima la raiz cuadrada en el mapeo de Holstein-Primakoff con la unidad, y obtenemos
el Hamiltoniano efectivo H") dado por:

HY = eb'h + wala + A (af + a) (ZST + 13) — Je, (2.20)

que es bilineal en los operadores bosénicos y, por tanto, se puede diagonalizar de forma
sencilla. Ademas, esto se puede facilitar mediante la introducciéon de operadores de posicién
y momento para los dos modos bosoénicos:

1 w
A /\T N /\T N
T = (a—l—a), Dy = 1 —( —),
V 2
12“’ (2.21)
~ A € [/~ ~
= — bT+b>, A:i\/j<b7—b>.
Y 2¢ ( Py 2
Expresando asi H® en términos de estos operadores, obtenemos:
A 1 .
HY = 5 {w2x2 + p2 + 2y? +p§ + 4\ we xy — € — w} — Je, (2.22)
que puede diagonalizarse girando el sistema de coordenadas de la siguiente manera:
& =G cosy + gosinyV, = —g sinyW + Gy cos 4V, (2.23)
donde el dngulo vV viene dado por:
AN/ we
tan (27(1)) =55 (2.24)

€ —Ww

En la condicién de resonancia, w = ¢, ) = 7/4, de modo que:
P=(@i+ @) V2 = (=@ +d) V2 (2.25)
Esta rotacion elimina el término de interaccién xy en el Hamiltoniano 2.22, que entonces
asume la forma de dos osciladores desacoplados:
1

~ 12 . R 12 . R .
Y =2 {65) Q0+ @+ P —w - 6} — je (2.26)

Ahora volvemos a cuantizar H® con la introduccién de dos nuevos modos bosénicos definidos
por:

25(_1) 2
(2.27)
) )
Go = <C£+02)7 D2 =1 €l<é£—02>7
1) 2
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y asi finalmente llegamos a la forma diagonal final, la cual se expresa de la siguiente forma:

) 1
A® = Oe +elefer +5 (V) +e —w—e) — je (2.28)

Los operadores bosénicos {él,éi,ég,ég}, en términos de los cuales H) es diagonal, son

combinaciones lineales de los operadores originales {d,&T,b, bT}, y describen excitaciones

. , R , . . . 1
colectivas del campo atémico. Las energias de los dos modos osciladores independientes 5(i)

vienen dadas por:

2 1
W = 5 ( = \/(62 —w?)® + 16)\2we) . (2.29)

(1)

Vemos que la energia de excitacion € es real solo cuando

w® + € > \/(62 — w?)? 4 16X 2we, (2.30)

o equivalentemente A < y/we/2 = A.. Asi vemos que H® es valido para A < \., es decir, en
la fase normal.

En esta fase, la energia del estado fundamental estd dada por Eg )= — J€, que es del orden
de O(j), mientras que las energias de excitacién e son del orden de O(1). Esto implica que
al escalar nuestras energias con j, el espectro de excitacién por encima del estado fundamental
se vuelve cuasi-continuo en el limite 7 — oco. Es decir, las energias de excitacién difieren en

una cantidad infinitesimal de Fg.

Hay que tener en cuenta que H® conmuta con el operador de paridad f[, y por lo
tanto los estados propios de H® tienen paridad definida, y el estado fundamental tiene
paridad positiva. Esto puede verse en el hecho de que en A = 0, el estado fundamental es
|0) |7, —7) en la base original |n)|j, m), que precisamente tiene un niimero de excitacién par,
n +m+ j = 0. Consecuentemente, considerando que los niveles de energia en la fase normal
son no degenerados, la continuidad del estado fundamental con el aumento A permite que el
mismo siempre tenga paridad positiva en esta fase.

2.2.2. Fase Super-radiante

Seguidamente, para describir el sistema por encima de la transiciéon de fase, debemos in-
corporar el hecho de que tanto el campo como el conjunto atémico adquieren ocupaciones ma-
croscopicas. Para ello, comenzamos con el Hamiltoniano transformado de Holstein-Primakoff
de la Ec. (2.18) y desplazamos los modos bosénicos de cualquiera de las siguientes maneras:

at —» ¢+ Vo, b —d - /B, (2.31)
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at » et —va, b —d+./8 (2.32)

Fundamentalmente, suponemos que los parametros aiin no determinados a y  son del tipo
O(j), lo que equivale a suponer que ambos modos adquieren campos medios macroscépicos
distintos de cero por encima de \.. A continuacion sélo consideraremos los desplazamientos
dados por la Ec. (2.31), ya que el calculo con la otra opcién es idéntico salvo por algunos cam-
bios de signo. Haciendo estos desplazamientos, el Hamiltoniano de la Ec. (2.18) se convierte
en:

]:[(2):e<cw—\/B(CZT—FOZ)+ﬁ—j>+w(éTé+\/E(éT+é)+a)
+)\\/§( +¢é+2V/) (aZT\/E+\/Zd—2\/B\/E),

donde por simplicidad en la realizacién de los célculos se considera:

(2.33)

dtd — df +d
VE=A\1- ﬂ,{( ) , (2.34)

con k = 27 — . Tomando el limite termodindamico mediante la expansion de la raiz cuadrada
V€ y, a continuacién, estableciendo términos con potencias globales de j en el denominador
a cero, obtenemos:

fI@)—wéTéJr(ejL?\/f)de—( \/gif—w\ﬂ) <6T+c2)
+<42\/7 ) —e\/_> (d*+d>+m\/7(2k+ﬂ) (dud)z

o [k L A [apk
+ = Q—j(j—ﬂ)(éT+é)<dT+d)+<e(6—j)+wa—z O‘fj (1+4k)>

(2.35)

Ahora eliminamos los términos en H® que son lineales en los operadores bosénicos eligiendo
los desplazamientos a y § de forma que:

k
2)\\/5 wyva =0, (2.36)

(2 G-n-c)vi-o (237)

wj
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La solucién /B = y/a = 0 de estas ecuaciones recupera el Hamiltoniano de fase normal H™.
Por otro lado, la solucién no trivial da:

V=210, VB=it-m. (2.39)

donde hemos definido

we A2
== _Zc 2.39
4N )2 (2:39)
Con estas determinaciones, el Hamiltoniano de la Ec. (2.35) se convierte en:
. " 1—1)(3 N N2
H® = wéfa+23(1+u)dfd+ el - (’;)J(r +)“) (dwd)
s pAETa (2.40)

2 i N[ 5 [2X2 2 A2
+)\,LM/1+M(CT+C) <dT+d>—j(7+;Tu;> —;(1—/;).

Para facilitar la diagonalizacion de este Hamiltoniano bilineal pasamos a una representacion
posicion-momento definida por:

A 1 ~ w
X = (et +¢), Px=iy/=(¢h—¢),
V2w 2
12“ -~ (2.41)
~ ~ A ~ w A A
YE—(dT—i-d), P Ei\/i<dT—d>,
o v 2

donde w = ﬁ(l + ). Obsérvese que no es la misma representacién que la definida en la Ec.
(2.21). La diagonalizacién entonces procede de manera similar a antes, lo que implica una
rotacién en el plano X-Y a las nuevas coordenadas:

X = Ql cos 7(2) + Qg sin 7(2), Y = —Ql sin 7(2) + Qg cos 7(2), (2.42)
con el angulo v® dado por:
2we i’
2)y —

. . L. 2 .
Posteriormente, recuantizando en términos de dos nuevos modos, ei), correspondientes a la

rotaciéon y los osciladores desacoplados, nos da la forma diagonal:

. . G (22w
H®:£Hm+£QWﬂ(zﬁﬁﬁ)
(2.44)

V(o @ _ ¢ 2)°
+§(5+ e —ﬂ(lJrM)—w—T(l—M) :
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siendo que las energias de los osciladores estan dadas por:

n2 1 [ € €? 2
ei) = E +w?+ \/{E — wQ] + dw?e? | . (2.45)

La energia de excitaciéon 5(_2), y por tanto H (2) | sigue siendo real siempre que

¢ 2 € 2 ’ 2.2
— tw > {—Q—w] + dw?€?, (2.46)

1t ft

o equivalentemente A\ > \/we/2 = .. As{ pues, vemos que H ) describe el sistema en la fase
superradiante, donde A > A, en la que la energia escalada del estado base viene dada por
ER)j=— {2+ 5],
w 8A

Si elegimos los signos de los desplazamientos del operador segin la Ec. (2.32), obtenemos
exactamente los mismos valores de a y 3, y un Hamiltoniano efectivo idéntico al descrito por
la Ec. (2.33). Esto claramente tiene el mismo espectro y por lo tanto, todos y cada uno de
los niveles del espectro total estan doblemente degenerados por encima de la transicién de
fase. Lo que ha ocurrido es que la simetria del estado fundamental definida por el operador
H se ha roto espontaneamente en \.. El Hamiltoniano H® , para cualquier eleccion de
desplazamiento, no conmuta con H y por lo tanto sus funciones propias no poseen una

buena simetria de paridad. Aunque la simetria global II se rompe en la transicién de fase,
aparecen dos nuevas simetrias locales, correspondientes al operador

11® = exp {m [éTé + aAlTaZ} } , (2.47)

para las dos opciones diferentes de desplazamientos del campo medio. Este operador conmuta

con el Hamiltoniano superradiante apropiado [ﬁ[ ), ﬂ(z)] =0.

Una vez deducidos los dos Hamiltonianos efectivos que describen el sistema para todo A en
el limite j — oo, describimos ahora las propiedades del sistema en cada una de sus dos fases.
Las excitaciones fundamentales del sistema vienen dadas por las energias €4, que describen
modos colectivos, similares a lo que ocurre en el trabajo sobre los modos polaritones de la
fisica del estado sélido presentado en [10]. El comportamiento de estas energias en funcién del
parametro de interaccion A/\. se muestra en la Figura 2.1, donde hemos etiquetado las dos
ramas como “atémica” y “bosonica”, segin la naturaleza de la excitaciéon a acoplamiento cero.
A partir de esta figura vemos que a medida que el acoplamiento se aproxima al valor critico
Ae, la energia de excitacion del modo bosonico desaparece, e — 0, a medida que A — A, lo
cual demuestra la existencia del QPT. Por el contrario, ¢, tiende hacia un valor de v/€2 4 w?
a medida que A — A, desde cualquier direccién. En el limite asintético de A — oo, e — w
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Figura 2.1: Las energias de excitacién del Hamiltoniano de Dicke en el limite termodinamico
en funcion de A. El Hamiltoniano esta en resonancia, w = ¢ = 1.

(volviendo a su valor A = 0) mientras que €, — 4\? /w, como también ya fue mostrado en [3].
Los exponentes criticos de esta QPT se manifiestan en el comportamiento de las energias de
excitacién [11]. Ademads, en [3] vemos que es posible demostrar que la energia _ desaparece

CcOomao.
3232
_(\ ACN,/—CAC—AW. 2.4

Donde justamente la desapariciéon de €_ para A. seria lo que nos permite comprender que
esto se debe a la aparicién de una transicion de fase de segundo orden.

2.3. Analisis del Espectro de Energia

Una vez comprendido lo expuesto en la subseccion anterior, pasamos a estudiar el espec-
tro de energias del sistema con N finito. Utilizando los resultados de nuestras simulaciones
y comparando con los resultados ya obtenidos del limite termodindmico [3]. Para esto, pri-
meramente realizamos la diagonalizacion del Hamiltoniano:

HN) [0a(N) = Ba(A) [a(N)) - (2.49)

donde H(\) es el DH, |1/,,()\)) es el correspondiente autovector y E,(\) es el autovalor aso-
ciado a la energfa de un nivel dado. Es importante mencionar que la dimension de la matriz
hamiltoniana a diagonalizar es dimH (\) = ((nyae + 1)(N + 1))?, donde n,pq, es el valor de
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truncamiento de la base de los bosones y N es el nimero de sistemas de 2 niveles considerados
para el modelo.

Una vez realizada la correspondiente diagonalizacién numérica de la matriz H (N). pro-
cedimos a analizar los resultados obtenidos. Primeramente, analizamos la relacion existente
entre el estado base de energia E s y el pardmetro de interaccién A, obteniendo el resultado
que se muestra en la Figura 2.2. En la Figura 2.2(a), es posible visualizar un cambio en la

J
i
J
j— i
J
j
J

Sl =gl el L8 Ot |

— Lim. Term.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Figura 2.2: (a) Energia del estado base en funcién del pardmetro de interaccion A, para los
siguientes valores de N = {15,10,6,5,3,2,1}, con w = ¢ = 1. (b) Derivada segunda de la
Energia del estado base en funcion del pardmetro de interacciéon A, para los siguientes valores
de N ={15,10,6,5,3,2,1}, con w = € = 1.

forma de la curva de la energia que ocurre a partir de valor \ cercanos al \.. Adicional-
mente, observamos que dicho cambio ocurre de distinta manera en tanto que incrementamos
el valor de N. Evidenciando claramente que no son necesarios grandes valores de N para
observar como las curvas de la energia tienden rapidamente al comportamiento del limite
termodindmico. Considerando esto, ademas de lo mencionado sobre la transicion de fase de
segunda orden, analizamos la segunda derivada de E,s/j en funcién de /.. Para esto, exa-
minamos el resultado mostrado en la Figura 2.2(b), por medio del cual pudimos verificar
que existe una discontinuidad en A., localizando claramente la transiciéon de fase. Lo cual se
corresponde directamente con el hecho de que la QPT sea de segunda orden.

A

Continuando con los anélisis, también analizamos el valor esperado de los operadores .J,
(también llamado inversién atémica) y el operador nimero de bosones 7 = afa. En ambos ca-
sos fueron calculados los valores para el estado base de energia E,,, obteniendo los resultados
mostrados en la Figura 2.3. En las Figuras 2.3(a) y 2.3(b) se ve un comportamiento andlogo
a lo que ocurre también en el caso de la energia del estado base. Podemos ver claramente
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Figura 2.3: (a) Valor esperado del operador J., <jz>

tro A, para N = {15,10,6,5,3,2,1}, con w = € = 1. (b) Valor esperado del operador 7,
en funcién del pardmetro A, para N = {15,10,6,5,3,2,1}, con w =€ = 1.

(inversi6n atémica) en funcién del pardme-
()

como incrementando el valor de N también aqui muestran una rapida tendencia al valor cal-
culado para el limite termodinamico. Sumado a esto, observamos que % = 0 justamente a
partir de A, lo cual esta directamente relacionado con la existencia de la transicién a una fase
superradiante, como ya habiamos visto previamente. Considerando que en todos los gréaficos

) d2E,s J. 7

EgS/] % dXZg <j> <J_>

A<\, —w 0 -1 0
4 4 2 4 4
A> A [ 2T 4102 | % | 205

Cuadro 2.1: La energia del estado base, la derivada segunda, la inversién atéomica y el nimero
medio de fotones del DH en el limite termodinamico.

fueron mostradas las curvas continuas negras correspondientes al limite termodindmico, pre-
sentamos el Cuadro 2.1 que contiene las expresiones de las funciones calculadas, utilizando
la teorfa de campo medio, para el limite termodindmico [3].

Posteriormente, una vez comprendido todo lo relacionado con el estado base del sistema,
procedimos a realizar un analisis propiamente del espectro de energia del sistema. Para esto,
examinamos el espectro del Hamiltoniano dividido por los sectores de paridad par e impar,
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que se muestra en las Figuras 2.4(a) y 2.4(b). Esto nos permitié verificar que el espacio de
Hilbert podria ser dividido en dos subespacios. Adicionalmente, podemos observar justamen-
te el espectro de energia completo que se muestra en la Figura 2.4(c), comprobando como
el espectro completo estd compuesto de los niveles de energia de ambos sectores. Estos re-
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Figura 2.4: (a) Espectro de energia de DH de paridad impar en funcién de A/A., para N = 10,
conw = € = 1. (b) Espectro de energia de DH de paridad par en funcién de A/, para N = 10,
con w = € = 1. (¢) Espectro de energia completo de DH en funcién de A\/A., para N = 10,
con w = € = 1. (d) Diferencia entre todo el espectro de energia de DH y la energia del estado
base Eys en funcion de A/, para N = 10, con w =€ = 1.

sultados, también nos permiten resaltar nuevamente el cambio en el comportamiento de las
energias que ocurre a partir del valor de A.. Otro detalle importante que podemos destacar
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es que la ocurrencia del solapamiento de los niveles de energia tienden a ocurrir de una forma
regular. Dicho detalle, nos llevé a analizar la diferencia entre todos los niveles de energia y la
energia del estado base, obteniendo los resultados mostrados en la Figura 2.4(d). En este caso,
podemos destacar el hecho de que para la regién donde (A/A. > 2,0) la diferencia de energia
entre los diferentes niveles asumen valores constantes, lo que nos permite identificar que el
modelo de Dicke en el régimen ultra fuerte es justamente un oscilador arménico cuantico. Es
importante mencionar que esto sera de suma importancia para los analisis realizados en el
siguiente capitulo. Finalmente, debido al comportamiento observado en los resultados de este
analisis del espectro completo hemos considerado importante analizar las distancias entre los
niveles de energia. Lo cual, pasaremos a explorar justamente en la siguiente subseccion.

2.4. Distancia entre niveles

Como vimos anteriormente, el DH es exactamente integrable en el limite termodinamico.
Sin embargo, para j finito, este no es el caso y sigue existiendo la posibilidad de caos cuéantico.
La senal del caos cuantico que utilizamos para investigar esta posibilidad es el caracter
del espectro de energia cuantificado por la distribucién de niveles P(S,,) del vecino mas
proximo. Previamente ya sabemos que en [12] por primera vez comprendieron que el estudio
de cantidades espectrales tales como P(S,,), y su comparacién con los resultados de la teoria
de matrices aleatorias deberia proporcionar un indicador importante de caos cuantico. Esto
puede entenderse mediante la siguiente explicacién. Los sistemas clasicamente integrables
poseen altos grados de simetria y, por tanto, sus homélogos cuanticos tienen muchos niimeros
cuanticos conservados. Esto permite que se produzcan cruces de nivel en el espectro, dando
lugar a un P(S,) con un maximo para pequenas distancias entre niveles, S, — 0, con un
P(S,,) dado por la distribucién poissoniana:

Pp(Sy) = exp (—5n), (2.50)

y ahora vale la pena destacar que los espectros cuanticos con estadistica poissoniana son
conocidos como “cuasi-integrables”. A diferencia del sistema anterior, los sistemas cadticos
clasicos no poseen integrales de movimiento. Por lo tanto, se espera que sus espectros de
energia estén altamente correlacionados y carezcan de cruces, lo que implica que P(S,) — 0
cuando S,, — 0. Aunque se considera que la forma precisa de P(S,,) para sistemas cadticos
depende de las simetrias del modelo, trabajos previos en este campo han encontrado que la
distribucién de Wigner-Dyson:

2
Py _p(S,) = 7“29” exXp (—Win )a (2.51)

describe adecuadamente estos sistemas [13].

A pesar de que en varios trabajos previos esto haya quedado en evidencia, es importante
destacar que dicha correspondencia entre la distribucién P(S,) y la integrabilidad o no del
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sistema clasico no seria absoluta, puesto que existen excepciones como las presentadas en
[14, 15]. Pero inclusive considerando esto, ha sido observado que la P(S,,) proporciona una
senal conveniente y til sobre la existencia de caos cuantico, y la conjetura se cumple en varios
casos ya estudiados previamente. En este caso, veremos que esta senal resulta ser muy precisa,
como se podrd observar una vez comparemos los resultados de P(.S,) ntimericos obtenidos,
con los resultados de las Ec. (2.50) y (2.51). Asi, considerando lo mencionado previamente,
y utilizando nuestras simulaciones numéricas, pasamos a analizar justamente la distancia
existente entre los niveles de energia para el DH del sector de paridad par. Cabe destacar que
hemos seleccionado este sector considerando que en él se encuentra el estado base. Ademas
para este andlisis, consideramos la teorfa de matrices aleatorias [13], y calculamos el espacio
entre los niveles de energia como

Sy = (Epy1 — E,)/S, (2.52)

donden = {0,1,2,3,...,n—1} y S es la media de todos los espacios entre los niveles de energfa
para el DH de paridad par. Finalmente, una vez calculadas la distribucién de los espacios

5
E,

(d)A=02; N=10

E,

N =15

Figura 2.5: Distribucién de espacios entre niveles de energia, P(S,) y P(E,) para el DH par
con diferentes valores de A y N; w = ¢ = 1. Se representan las distribuciones universales de
Poisson (Pp, rojo) y Wigner-Dyson (Py_p(S,), negro).

entre niveles de energia y la distribucion de energias, normalizamos dichos resultados para
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compararlos con los conjuntos universales de la teoria de matrices aleatorias y de esa forma
obtuvimos los resultados mostrados en la Figura 2.5, donde las distribuciones de energia son
mostradas para destacar la franja de energia utilizada para realizar la técnica ampliamente
utilizada y conocida como “Unfolding”[13].

De esta forma, conforme a lo observado en la Figura 2.5, por un lado podemos resaltar
el hecho de que para valores de A < \. se puede observar como la distribucién parece tener
una convergencia para la distribucién de Poisson a medida que aumentamos el valor de N.
Por otro lado, para valores de A > A\, se puede observar como la distribuciéon parece tener
una convergencia para la distribuciéon de Wigner-Dyson a medida que aumentamos el valor
de N. Todo lo cual nos permite observar otro fenémeno asociado a la QPT mencionada ya
anteriormente.

Por otro lado, vimos que la naturaleza del cambio en la distribucién P(S,,) mencionado
anteriormente se puede caracterizar por el pardmetro n:

0 P(S,) — Pw_p(S,)dS

0 Pp(S,) — Pw_p(S,)dS |’

n = (2.53)

donde Sy = 0,472913... es el valor de S,, para el cual ambas distribuciones, la Pp(S,) y la
Pw_p, se intersectan por primera vez [16]. El pardmetro 7 es una medida que representa el
grado de similaridad de la distribucién P(S,) y la distribucién Py _p, y estd normalizada de
tal forma que si P(S,) = Pw_p(S,), entonces n =0, y si P(S,) = Pp(S,), entonces n = 1.

0.6 9

— IS
2
—— ;

J
J
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Figura 2.6: El médulo de n en funcién de A, para N =15y N =10, con w =€ = 1.

El comportamiento de n como funcién de A para j = % y j = 5 estd mostrado en
la Figura 2.6. Considerando ambos casos, fue posible observar que el parametro 1 muestra
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un comportamiento que se podria considerar bastante similar. Verificamos lo mencionado
previamente solamente observando que los resultados de las distribuciones de la Figura 2.5
coinciden plenamente con esto, puesto que para bajos valores de A\, donde A < A, los valores
de n sugieren una mayor similitud para con la distribucién poissoniana, y a medida que
aumenta el valor de A se observa un decrecimiento en el valor de 7, lo cual también sugiere
una mayor similitud con la distribuciéon de Wigner-Dyson.

Asi pues, ha sido posible concluir que en nuestras simulaciones, como también esta descrito
en [3], la QPT en este modelo se da debido a un cruce de comportamiento cuasi-integrable,
donde las distancias entre niveles no estarian correlacionadas, a un comportamiento cuantico-
cadtico, donde si existirian correlaciones entre los distintos niveles.

2.5. Experimentos relacionados

Debido a la gran importancia del modelo de Dicke en el area de la éptica cuantica, los
sistemas descritos por este modelo estan siendo ampliamente estudiados tanto a nivel tedrico
como experimental. Tal es el caso, que en las iltimas dos décadas se han dado grandes avances
en ambos campos, tedricos como experimentales, debido a la aparicion de dos propuestas
principales que permitieron comprender mejor el modelo [5]. Por un lado, tenemos la primera
de ellas que fue presentada en el trabajo realizado por Dimer et al. [17], en el cual se han
basado en un esquema de 4 niveles. Bajo esta consideracion, el acoplamiento entre la materia
y la radiacién es inducido por emisién Raman estimulada, y podria hacerse arbitrariamente
fuerte. Esta propuesta, ya fue realizada en uno de los trabajos efectuados por Zhigiang et
al. [18]. La segunda forma de estudiar el modelo de Dicke se inspird en un experimento mas
antiguo, el cual ya fue propuesto por Domokos y Ritsch [19] en los inicios del siglo XXI,
y fue experimentalmente ejecutado por Black et al. [20]. En dicho trabajo, se consider6 un
gas de atomos térmicos, los cuales estaban atrapados dentro de una cavidad. Dichos dtomos
fueron iluminados por un pulso de luz coherente externa, que dispersaban fotones en la
cavidad. Debido a esto, unos anos mas tarde se descubrié que, para intensidades de pulsos
suficientemente fuertes, podriamos decir que los atomos optarian por organizarse siguiendo
un patron conocido como tablero de ajedrez, en el cual los atomos estan preferentemente
separados por un multiplo entero de la longitud de onda del fotén incidente, causando que
los atomos dispersen la luz de forma coherente. Este caso de estudio, fue ampliado para el
caso de un condensado de Bose-Einstein (BEC, por sus siglas en inglés) unos anos mas tarde,
en un trabajo tedrico realizado por Nagy et al. [21] y puesto a prueba en un experimento por
Baumann et al. [22]. En un BEC, los atomos no estan localizados y la fase de la luz dispersa
es aleatoria. Considerando esta situacion, los fotones dispersados no son coherentes y su
nimero no crece con N. En cambio, en el estado autoorganizado, todos los atomos emiten
fotones de forma coherente, dando lugar a una fase superradiante, en la que el nimero de
fotones es proporcional a N. Siguiendo esta linea de razonamiento, las referencias [21, 22]
presentan muestras de que el inicio de la autoorganizacion puede mapearse hasta la transicion
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superradiante del modelo de Dicke. Posteriormente, este estudio fue ampliado en los siguientes
anos también y fue cuando aparecieron los trabajos relacionados a las cavidades de ancho de
linea estrecho [23] y también los relacionados a cavidades multimodo [24].

Las dos propuestas mencionadas previamente implican sistemas disipativos controlados.
En ambos casos, el acoplamiento entre los atomos y los fotones es obtenido por medio de un
pulso externo dependiente del tiempo. Lo cual permite que la intensidad del acoplamiento
efectivo materia-radiacion pueda ser arbitrariamente fuerte, dando asi lugar a la transicién
de fase. Una consecuencia de que sean pulsos controlados, seria la imposibilidad de que
estos sistemas sean descritos utilizando un modelo Dicke de equilibrio. Puesto que deben
ser considerados tanto el pulso controlado como la presencia de disipacién. No obstante,
es importante mencionar que dicha diferenciacién fue descartada inicialmente debido a que
el acoplamiento critico del modelo cotrolado-disipativo coincidia con el valor del caso de
equilibrio, para el caso considerado en el limite de pérdidas decrecientes. Debido a que el
modelo controlado-disipativo no esta realizado considerando una temperatura bien definida,
en una primera instancia los expertos del area fueron llevados a identificar el experimento con
una transicion de fase cudntica a temperatura cero. Por otra parte, estudios realizados algunos
anos mas adelante como [25, 26, 27| han podido demostrar que la transicién de fase tiene
las mismas propiedades universales que la transicion de equilibrio a temperatura nula. Por lo
tanto, es importante mencionar que dicha equivalencia puede entenderse en términos de una
termalizacion emergente de baja frecuencia. Estos enfoques pueden considerarse simuladores
cuanticos analdgicos del modelo de Dicke: el esquema de conduccién estda diseniado para
construir un modelo de Dicke eficaz con pardametros sintonizables que permitan la exploracién
del diagrama de fases. También existen propuestas para la simulaciéon cuantica digital o
hibrida analdgico-digital del modelo de Dicke utilizando qubits superconductores o iones
atrapados [28, 29, 30].

Ademas podemos mencionar otros trabajos relacionados con los fenémenos de superra-
diancia y el modelo de Dicke. Primeramente mencionamos un trabajo un tanto méas antiguo
que los mencionados anteriormente aqui, pero no por eso menos importante, como es el tra-
bajo de Gross y Haroche [31] donde analizaron la superradiancia transitoria que habia sido
justamente una prediccion ya realizada por el propio Dicke. Otros trabajos importantes que
consideramos deben ser mencionados aqui serian el trabajo de Garraway [32], (que present6
el modelo de Dicke y sus transiciones de fase ya desde un analisis y una perspectiva de la
éptica cudntica) y el trabajo realizado por Ritsch et al. [33], donde analizaron justamente
el patrén de autoorganizacion de los dtomos en cavidades opticas y redes opticas dinamicas.
De esta forma finalizamos la revisién tedrica del modelo de Dicke desde la perspectiva de la
6ptica cudntica. A continuacion, en el siguiente capitulo haremos una revisién teérica de las
propiedades de entrelazamiento y pasaremos a estudiar el espectro de entrelazamiento y su
posible relacion con el espectro de energias.



Capitulo 3

Propiedades de Entrelazamiento

En este Capitulo, primeramente analizamos y estudiamos la entropia, considerando que
este es un concepto crucial en la teoria de la informaciéon cuantica y en el estudio de las
propiedades de entrelazamiento de los sistemas fisicos, ya que la entropia nos proporciona una
medida del nivel de incertidumbre presente en el estado de un sistema fisico determinado [34].
Posteriormente, exploramos todo lo que respecta al espectro de entrelazamiento, tanto desde
el punto de vista de la teoria de la informacién cuantica, como desde el punto de vista de la
optica cuantica.

3.1. Entropia de Von Neumann

Considerando que la entropia de Shannon es aquel parametro que mide la incertidumbre
asociada a una distribucién de probabilidad clasica. También existe una entropia asociada a
los estados cuanticos, que se describe de forma similar, con operadores de densidad que pasan
a sustituir a las distribuciones de probabilidad. Por lo tanto, la definicién de la entropia de
Shannon para los estados cudnticos, seria justamente la que se conoce como la entropia de
Von Neumann, y estd dada por la siguiente férmula:

S(p) = —tr(pIn(p)), (3.1)

donde In es el logaritmo neperiano. Si A; son los autovalores de la matriz densidad p, entonces
la definicién anterior puede ser reexpresada de la siguiente manera:

S(p)=— Z AiIn(A;). (32)

La ultima ecuacién es la méas utilizada para realizar los calculos y es precisamente la que
utilizamos en este Capitulo.

Ahora bien, para entender con mas detalles la condicién del limite termodinamico, anali-
zamos la entropia Sy, considerando que la entropia lineal es una primera aproximacion a la

23
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entropia de Von Neumann, en la cual solamente se tiene en cuenta el primer término de la
expansion en serie del término logaritmico. Esto lo hicimos utilizando los resultados previos
obtenidos en [35], por los cuales sabemos que para la fase normal la entropia S puede ser
expresada como:

S1(¢) = [¢ coth ¢ — In(2sinh ()], ¢ = Wya/2, (3.3)
donde

€_€4
Wy, = arcosh | 1 +4——— |, (3.4)
e —er)

considerando que e son las energias calculadas en las Ec. (2.29) para la fase normal. Ademsés,
para la fase super-radiante se expresa como:

SL(¢) = [Ccoth¢ —In(2sinh ()] + In(2), (¢ =Wy /2, (3.5)
donde
€_€
W = arcosh (1 + 2(5, — 5520252) : (3.6)

considerando que 4 son las energias calculadas en las Ec. (2.45) para la fase super-radiante.
Adicionalmente, debemos considerar que ¢ = cos(y) y s = sin(y) y v = 7? donde 7® estd
dado por la Ec. (2.43).

En la Figura 3.1 podemos observar los resultados obtenidos para el calculo de la entropia
de Von Neumann para el estado base de sistemas con diferentes valores de N. Adicionalmente,

2.00 T 0.04
]
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3|

Aprox. Min. Cuadrados

X1}

—0.51 »

w o

—1.01

Sle = reles el

“o. | — Lim. Term.

(Ao /Ac) = 1)

154

—2.0-

;
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MAc In(N)

(a) (b)
Figura 3.1: (a) Entropia de Von Neumann para N = {31,15,10,6,5,3,2,1}, en funcién de

A/ ¢, junto con el resultado para el limite termodindmico en la condicién de resonancia donde
w=-¢€=1.(b) In(MAnaz/Ac — 1) en funcién de In(N), con w =€ = 1.
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en dicha Figura se muestran los resultados para el limite termodindmico donde j — oco. De
esta forma, en la Figura 3.1(a) se puede advertir que existe un pico en la curva representada
para cada N, los cuales dado que el sistema estudiado es finito, en rigor, sélo se produce
en un punto cercano al punto donde /\% = 1. Podemos observar ademas que una vez que
incrementamos el nimero N, el pico va aproximando su ocurrencia justamente al valor de
)\% = 1. Ahora bien, en la Figura 3.1(b) podemos confirmar lo mencionado respecto al pico de
las curvas. Considerando que tenemos el gréfico del valor de In (\,4:/\.) para los cuales ocurre
el méximo de entropia en funcién de In(N). Alli, se exhibe claramente un comportamiento
lineal, como el mostrado por una aproximacién, la cual estd senalada como una linea amarilla

también en la Figura 3.1(b). Todo lo cual nos permite identificar la siguiente proporcionalidad:

>\ma1’ —

N x N7, (3.7)
donde v = 0,79+0,02. Es importante destacar que en la Figura 3.1(b) se muestra justamente
la aproximacion lineal realizada para la obtencién de la Ec. (3.7).

3.2. Espectro de Entrelazamiento

Primeramente es necesario destacar el hecho de que el sistema que estamos estudiando
es un sistema bipartito. Lo cual quiere decir que el espacio de Hilbert del sistema puede
escribirse como un producto tensorial:

H=Ha® Mg, (3.8)

donde el espacio de Hilbert se extiende por estados de la forma |a) ® |b) = |a)|b) = |ab),
donde |a) y |b) son bases completas para H4 v Hp respectivamente.

Es importante destacar que los sistemas bipartitos son interesantes porque describen la
composicion de dos sistemas fisicos independientes. Ademas, en este caso, como ya vimos en
la descripcién inicial del modelo de Dicke, el sistema A consideramos que seria la componente
del sistema asociado a la materia y el sistema B el asociado a la radiacion.

Otra caracteristica importante de los sistemas bipartitos en la mecanica cuantica es que
tienen la notable caracteristica de que pueden estar entrelazados: las matrices de densidad
reducida pa y pp pueden mezclarse aunque el estado conjunto pap sea puro. Dicho de otro
modo, el conocimiento <completo> del estado de AB no implica necesariamente el conoci-
miento <completo> de los estados de A y B. Dicha situacién se aclara introduciendo lo que
se denomina la descomposicién de Schmidt [36, 37, 38, 39, 40, 41].

Una vez conocidas dichas caracteristicas de un sistema bipartito, definimos a lo que se
conoce como Espectro de Entrelazamiento (conocido como ES; por sus siglas en inglés), el
cual ha demostrado que sus propiedades senalan justamente una QPT en diversos modelos.
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El ES es definido utilizando la descomposicién de Schmidt, mencionada anteriormente, para
el estado base [¢)

e = D2 V&G W) © 1), (3.9)

donde &; es conocido como el j-ésimo coeficiente de Schmidt, y [¢7), [¢)F) forman una base
ortonormal de cada sistema. Por lo tanto, como sabemos la matriz densidad de una particion
pa = trp|Y),, (Y], v esto se puede expresar en la forma térmica como:

pa=y_ ) (W, (3.10)

J

donde los coeficientes v, = —1In¢; son las energias de entrelazamiento [42]. A continuacién
presentamos en las siguientes subsecciones un analisis de los espectros de entrelazamiento
para la condicién de resonancia y fuera de la resonancia.

3.2.1. Condiciéon de resonancia

Para este caso, primeramente procedimos a calcular la matriz de densidad de estados para
el estado base protal = [1) o (Y| gs ¥ calculamos la traza parcial para la particién dtomica pasom
y la bosénica proson. Para esto, consideramos que podemos escribir [¢/25™) y [pPom) como:

|wztom> - |n> X ﬂatoma | BZSOH> = I]-boson 0% |,]7 mz> ) (311)

lo cual nos permite expresar patom V Pposon d€ la siguiente manera:

ﬁatom = Z <¢7aztom| ﬁTotal |¢2tom> ) (3'12)
ﬁboson == Z <¢lronozson| IéTotal hphzson) . (313)

De esta forma, una vez calculado todo lo mencionado anteriormente pudimos obtener los
resultados mostrados en las Figuras 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5. Es importante notar que la diagonal
de estas matrices representan las probabilidades de los estados para la particiéon atémica y
bosénica.

Posteriormente, con los resultados obtenidos y mostrados en las Figuras 3.2 y 3.3 es
posible advertir la existencia clara de un cambio en la forma que exhiben las distribuciones de
probabilidades P(m.) y P(n) conforme los valores de A van aumentando. A su vez, podemos
destacar que dicho cambio en el comportamiento de las distribuciones sucede precisamente en
la regién cercana al valor de A.. Esto sucede tanto para el caso de paiom COMO para Ppeson- Otro
detalle que hay que destacar es la aparicion de un posible estado de preferencia del sistema
considerando los estados de Dicke para valores de A\ cercanos a 1,0. En vista y consideracion
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I F. Normal
I F. Super-radiante

Figura 3.2: Probabilidades P(m.), donde m, corresponde a cada uno de los estados de Dicke

|7,m.), y estas estdan calculadas para diferentes valores de A, para la condicién de resonancia,
w=e=1yN=10(a), N=15(b) y N =31 (c).

. F. Normal
W F. Super-radiante
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Figura 3.3: Probabilidades P(n), donde n corresponde a cada uno de los estados de Fock

In), y estas estdn calculadas para diferentes valores de A, para la condicién de resonancia,
w=e=1yN=10(a), N=15(b) y N =31 (c).

que tanto en la Figura 3.2(a), como en las Figuras 3.2(b) y 3.2(c), a partir de un cierto
A se observa como el pico de la distribucién ocurre para un valor de m, constante. Dicho
fenémeno no se advierte en las Figuras 3.3(a) y 3.3(b), donde pareciera que el pico todavia
podria desplazarse aiin mas en cuanto sean incrementados los valores de A. No obstante, en la
Figura 3.3(c) pareciera que a partir de un valor de A cercano a 1,75 el pico de la distribucién
también ocurriria para un valor de n constante. Pero, probablemente esto se deba nada mas
a la necesidad de un mayor ntimero de fotones en la base de Fock.
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Figura 3.4: Probabilidades P(n), para cada uno de los estados de Fock |n), para A = 0,0
(a), A\=0,45 (b), A=A, (¢), A=0,8(d), A\ =1,7 (e) y 0 < A < 2,0 (). Los graficos con las
barras rojas corresponden a la fase normal y los de color azul a la fase super-radiante; todos
fueron calculados para la condicién de resonancia, con w = € = 1 y para N = 15.

Consecuentemente, debido a lo que mencionamos sobre los resultados anteriores, analiza-
mos con mayores detalles las variaciones presentadas en las distribuciones de probabilidades
P(m,) y P(n) para diferentes valores de A = {0,0,0,45,0,5,0,8,1,7}, lo cual puede observarse
en las Figuras 3.4 y 3.5. Para iniciar este anéalisis, por un lado consideramos las distribuciones
que corresponden a valores de A pertenencientes a la fase normal. Especificamente, nos enfo-
camos en los resultados mostrados en las Figuras 3.4(b) y 3.5(b), donde se aprecia claramente
la similitud existente entre las distribucién P(n) y P(m.) con distribuciones exponenciales
aproximadas expresadas de la siguiente forma:

P(n) xexp(—Nn), P(m,) xexp(—Nm,). (3.14)

Posteriormente, nos centramos en el analisis de las distribuciones que corresponde a valo-
res de A pertenencientes a la fase super-radiante. Especificamente, examinamos los resultados
mostrados en las Figuras 3.4(e) y 3.5(e), en las cuales se aprecia claramente la similitud exis-
tente entre la distribuciéon P(n) con una distribucién asociada a un estado coherente. Por
otro lado, se aprecia la similitud existente entre la distribucién P(m.) con una distribucién
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Figura 3.5: Probabilidades P(m,), para cada uno de los estados de Dicke |j, m.) para A = 0,0
(a), A\=10,45 (b), A=A (¢), A=0,8(d), A\=1,7 (e) y 0 < A < 2,0 (f). Los graficos con las
barras rojas corresponden a la fase normal y los de color azul a la fase super-radiante; todos
fueron calculados para la condicién de resonancia, con w =€ = 1 y para N = 15.

normal aproximada. Las distribuciones aproximadas pueden ser expresadas de la siguiente
forma:

202

P(n) o« %exp (=|af?) ®", P(m.) o exp (—M> : (3.15)

donde o« = 6 4 2,651, m, ~ —0,07 y ¢ ~ 0,27. Debido a esta similitud podemos destacar
que para el estado bosonico, tendriamos justamente estados coherentes y para el caso de la
materia tendriamos estados con una distribucién normal de probababilidades.

A continuacion, analizamos los resultados obtenidos para el Espectro de Entrelazamiento.
Iniciamos esto destacando que en la Figura 3.6 se observan los espectros de entrelazamiento
para diferentes valores de V. Donde para la region cercana a A, pero considerando A > \.,
verificamos que las energias de entrelazamiento se superponen de a dos niveles. Este detalle
es muy interesante puesto que algo muy similar notamos al analizar, el espectro de energias
para los mismos valores de N, como se muestra en la Figura 3.7. Alli se puede apreciar como,
analogamente, las diferencias entre los niveles de energias se superponen de forma muy similar
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a la que ocurre al momento de examinar el espectro de entrelazamiento.

Figura 3.6: Espectro de Entrelazamiento en funcién de A/, para N =10 (a), N =15 (b) y
N =31 (c).

Figura 3.7: Diferencia entre el Espectro de Energias y la energia del estado base en funcién
de A/, para N =10 (a), N =15 (b) y N = 31 (c). Observacién: para todos los valores de
N solo se muestran los primeros 15 niveles de energias.

Considerando lo expuesto anteriormente, procedimos a realizar ciertas aproximaciones.
Fue posible identificar un patrén en la forma en la que ocurre la superposicién, tanto de
los niveles de energia como del espectro de entrelazamiento. Dichas aproximaciones son las
curvas negras con trazos mostradas en las Figuras 3.6 y 3.7. Las aproximaciones para el
espectro de entrelazamiento podemos expresarlas de la siguiente forma:

v o (N —1)° (%-1)2. (3.16)

De la misma forma, expresamos las aproximaciones para el espectro de energias de la siguiente
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forma:

(%) x (N = 1)? (% - Ai{)2, (3.17)

donde )\i\i es el valor de A para el cual ocurre la superposicion de los niveles de energia 0 y
1, para un dado valor de N.

Vale la pena destacar que los puntos negros mostrados en la Figura 3.6 corresponden a los
primeros valores del espectro de entrelazamiento para los cuales la diferencia entre los niveles
fue de v4;y < 0,09. Andlogamente, los puntos negros mostrados en la Figura 3.7 corresponden
a los primeros valores del espectro de energia para los cuales la diferencia entre las lineas
fue de Egy < 0,001. Estos valores fueron fijados por medio de criterio visual, de forma que
tengan coherencia con lo que se observa en las figuras.

Otro fenémeno que pudimos observar seria la similitud existente en la forma en la que se
comportan los dos primeros niveles del espectro de entrelazamiento para diferentes valores
de A/A., puesto que en la Figura 3.8(a) podemos apreciar como para valores de A/A. < 0,5
pareciera ser que independientemente del niimero de atomos N considerados, todos los dos
primeros niveles se comportan de la misma manera. A su vez, notamos también como, en
tanto que aumentamos el valor de N, la superposicién entre los niveles ocurre para un valor
cada vez mas préximo a 1. Es muy importante destacar que esto ocurre tanto para el espectro
de energias, como para el espectro de entrelazamiento, lo cual se puede ver en las Figuras

3.8(a) v 3.8(b).

10 0.25
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— Niveles 0y 1 de N =19 — Niveles 0y 1de N =19
Niveles 0y 1 de N =21 Niveles 0y 1 de N =21
Niveles 0y 1 de N =23 Niveles 0y 1 de N =23

61 —— Niveles 0y 1 de NV =25 0.151 Niveles 0y 1 de N =
—— Niveles 0y 1 de N =2 Niveles 0y 1 de NV
—— Niveles 0y 1 de NV Niveles 0 y 1 de ¥V
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Figura 3.8: (a) Energias de entrelazamiento de los niveles 0 y 1 en funcién de A/\., para
N = {31,15,10}, con w = € = 1. (b) Diferencia entre las energfas de los niveles 0 y 1 en
funcién de A/A., para N = {10,15,31}, con w = ¢ = 1.
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Debido a lo mencionado anteriormente, analizamos primeramente los valores de )\?’L , donde
llamaremos )\iVL al punto a partir del cual consideramos que inicia la superposicion. Esto seria
tanto para niveles vecinos del espectro de entrelazamiento como de niveles vecinos de energias,
tales como L = 1 para los niveles (0-1), L = 2 para los niveles (2-3) y asi sucesivamente, en
funcion de los valores de N. Obteniendo de esta forma lo que se muestra en la Figura 3.9.
Donde se pueden apreciar las aproximaciones lineales calculadas para In(AY /A.) en funcién
de 1/N.

0.6 0.60

0.55

)

< 0.50

N
L

- 0.45

lut)\;\//x\,)
/

0.4 \

n(A\,

0.40

0.35

0.04 0.06 0.08 0.10 0.04 0.06 0.08 0.10 0.035 0040 0.045 0050 005  0.060
1N 1N 1/N

Figura 3.9: In(AY /X\.) en funcién de 1/N, para los niveles L =1 (a), L=3 (b) y L =5 (c).
Observacion: (1) las lineas azules representan las aproximaciones lineales calculadas para cada
casoy (2) todos los casos son para las diferencias de niveles para el espectro de entrelazamiento
en la condicién w =€ = 1.

Anélogamente al caso anterior, fue realizado el mismo procedimiento, pero esta vez consi-
derando el espectro de energias. En dicho caso, obtuvimos los siguientes resultados mostrados
en la Figura 3.10.

0.30 .

Ny

o/ Ae)
o
[
=

In(A;
2

0.15 “
D - 0.300

0.04 0.06 0.08 0.10 0.04 0.06 0.08 0.10 0.035 0.040 0.045 0.050 0.055 0.060
1N 1/N 1N

Figura 3.10: In(AY /A.) en funcién de 1/N, para los niveles L =1 (a), L =3 (b) y L =5
(c). Observacién: (1) las lineas azules representan las aproximaciones lineales calculadas para
cada caso y (2) todos los casos son para las diferencia de niveles para el espectro de energias
en la condicion w =€ = 1.

Seguidamente, analizamos los valores obtenidos para cada una de las pendientes de las
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aproximaciones lineales realizadas tanto para el espectro de entrelazamiento, como para el
de energias. De esta forma, obtuvimos los resultados mostrados en la Figura 3.11. Final-

6,
f
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31 4 iz -
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4 2]
21 14
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Figura 3.11: (a) Pendiente m de la aproximacién en funcién del nimero de superposicién L
para el espectro de entrelazamiento, junto con la aproximacién de tipo secuencial (linea con
trazos azules). (b) Pendiente m de la aproximacién en funcién del nimero de superposicién
L para el espectro de energias.

mente, observando los resultados expuestos en la Figura 3.11(a), apreciamos que es posible
identificar la existencia de una relacién de tipo secuencial entre el valor de la pendiente m
de la aproximaciéon para una dada superposicion y el nimero de superposicién analizado
L. Considerando esto, calculamos la siguiente expresion que nos permite estimar la relacién

mencionada:
-1

[m| =2+ o4(n), (3.18)
n=1

donde o4(n) es una funcién que cuenta el nimero de divisores que posee n y |m] es la
funcién que toma como entrada un numero real m, y da como salida el mayor entero menor
o igual que m. Esta aproximacion estd representada en la Figura 3.11(a) como la linea
con trazos de color azul. Para el espectro de energias en la Figura 3.11(b) se observa un
comportamiento levemente similar, pero debido a los valores intermedios como el caso de
L = 4, no fue posible encontrar una secuencia aproximada que represente dichas pendientes.
Lo cual esta directamente relacionado con la forma que presentan los espectros de energias
para la condicién de resonancia. Lo que nos condujo a examinar también condiciones fuera
de la resonancia. A continuacion presentamos los resultados obtenidos para condiciones fuera
de la resonancia donde ¥ = 0,1y % = 10.
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3.2.2. Condiciones fuera de la resonancia
Proporcién cavidad-atomo menor que 1.0

Teniendo en cuenta lo mencionado en la subseccién anterior, consideraremos primera-
mente el caso donde ¢ = 0,1. Destacando que realizamos el mismo analisis hecho para la
condicion de resonancia en la subseccion anterior. Para esto, presentamos las Figuras 3.12 y
3.13 donde se muestran los espectros de entrelazamiento y de diferencias de energias. Aqui

il M(,H)‘u «
ok

U

00 05 10 15 20
A

(c)

) ot M N
N LI

Figura 3.12: Espectro de Entrelazamiento en funcién de A\/\., para N = 15 (a), N = 23 (b)
y N =31 (c). Observacién: todos para la condicién de ¢ = 0,1.

ﬂ~u4
&

0.0

Figura 3.13: Diferencia entre el Espectro de Energias y la energia del estado base en funcién
de A\/\., para N = 15 (a), N = 23 (b) y N = 31 (c). Para todos los valores de N solo se
muestran los primeros 15 niveles de energias y todos son para la condicion de ¢ = 0,1.

vemos como para el caso de las Figuras 3.13(a), 3.13(b) y 3.13(c) también serian validas las
aproximaciones presentadas en las Ec. (3.16) y (3.17).
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No obstante, para el espectro de entrelazamiento en la fase super-radiante y A/\. cercana
a 1 se advierte una diferencia importante comparando con el caso de resonancia. Debido a
la identificacion de un cierto patrén observado en las Figuras 3.12(a), 3.12(b) y 3.12(c) para
la fase mencionada previamente. Podemos suponer la ocurrencia de algtin tipo de fenémeno
que perturba el espectro de entrelazamiento a partir de un cierto valor de A/A.. Es impor-
tante también mencionar que para esta condicién no fue posible realizar el analisis de la
superposiciéon de los niveles debido a la forma presentada por el espectro de entrelazamiento.

Proporcién cavidad-atomo mayor que 1.0

Conforme lo detallado previamente, ahora estudiaremos el caso ¥ = 10,0. Para esto
presentamos las Figuras 3.14 y 3.15, para luego realizar el mismo andlisis que antes. De

0.0 05 1.0 15 20 0.0 05 10 15 20
M MA

(a) (b)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
AAe

()

Figura 3.14: Espectro de Entrelazamiento en funcién de A/\., para N = 15 (a), N = 23 (b)
y N =31 (c). Observacién: todos para la condicién de w/e = 10,0.

manera similar a lo que ocurre para ¢ = 0,1, aqui también se identifica un cierto patrén,

como se muestra en las Figuras 3.14(a), 3.14(b) y 3.14(c) para la fase ya mencionada. Esto nos
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permite suponer también en este caso la ocurrencia de algin tipo de fenémeno que perturba
el espectro de entrelazamiento.

Aqui vemos como para el caso de las Figuras 3.15(a), 3.15(b) y 3.15(c) las aproximaciones
presentadas en las Ec. (3.16) y (3.17) ya no serian muy buenas. Esto nos permite identificar
una variacién importante en cuanto al espectro de entrelazamiento presentado, puesto que
esto no ocurrié en los casos anteriores. Sin embargo, para el espectro de entrelazamiento en
la fase super-radiante y con A/\. cercana a 1, también se observa una diferencia importante
en comparacion con el caso de resonancia.
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Figura 3.15: Diferencia entre el Espectro de Energias y la energia del estado base en funcion
de A/\., para N = 15 (a), N =23 (b) y N = 31 (c). Para todos los valores de N solo se
muestran los primeros 15 niveles de energias y todos son para la condicion de ¢ = 10,0.

Adicionalmente, como en el caso anterior, es importante destacar que para esta condi-
ciéon no fue posible realizar el analisis de la superposicion de los niveles debido a la forma
presentada por el espectro de entrelazamiento.



Capitulo 4

Consideraciones Finales

La interaccion entre radiacion y la materia es uno de los fenémenos naturales més intri-
gantes y estudiados a lo largo de la historia. En la primera parte de este trabajo de fin de
master, se realizd una recopilacion y reproduccion de los resultados tanto analiticos como
numéricos de los ultimos anos sobre el modelo de Dicke. Esta reproduccién y compendio de
resultados componen el marco tedérico del presente trabajo de fin de master.

Por otro lado, el entrelazamiento entre sistemas cuanticos es uno de los fenémenos ca-
racteristicos que solo pueden ser descritos desde la perspectiva conceptual de la mecanica
cuantica. En este trabajo de fin de master proponemos una posible relacion entre el espectro
de energias del Hamiltoniano del sistema y el espectro de entrelazamiento. Para esto, hemos
investigado el espectro de entrelazamiento de un sistema foténico con interaccién del tipo ra-
diacién-materia con el objetivo de caracterizarlo y comprender la relacion entre el espectro de
entrelazamiento y el espectro de energias. A través de varias simulaciones realizadas, hemos
encontrado por medio de los resultados presentados en las secciones 3.2.1 y 3.2.2 algunas de
las caracteristicas que podrian potencialmente establecer un mapeo entre estos dos espectros.
Estos resultados principalmente nos permiten identificar patrones y establecer aproximacio-
nes que nos muestran la existencia de una relacién entre caracteristicas similares de cada
espectro, que serian, por ejemplo, la forma que presentan los espectros para cada fase del
sistema y el patrén observado en las superposiciones de los niveles para la regién cercana al
Ae en la fase super-radiante.

Nuestros hallazgos tienen importantes implicaciones para el campo de la dptica cuantica y
la teoria de la informacién cuantica, ya que abre caminos claros para establecer una conexion
practicamente directa entre ambas areas considerando el caso estudiado. Sin embargo, es
importante tener en cuenta algunas limitaciones de nuestro estudio, como el hecho de que
aun no fue posible establecer un mapeo directo entre ambos espectros estudiados.

A pesar de estas limitaciones, nuestro trabajo abre nuevas direcciones para futuras in-
vestigaciones, que justamente puedan establecer ese mapeo directo entre ambos espectro. En
particular, seria valioso explorar los minimos observados en ambos espectros, lo cual podria
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arrojar informacién importante para establecer el mapeo ya mencionado.
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Apéndices

Apéndice A: Librerias, Paquetes y Cédigo en Python

A continuacién presentamos los paquetes y librerias del lenguaje de programacion Python,
junto con el codigo desarrollado para realizar las simulaciones en este trabajo.

Primeramente, presentamos el listado de las librerias de Python utilizadas para realizar
ciertos calculos y ademas generar todos los graficos mostrados en este trabajo:

1. Numpy. En su version 1.26.2
2. Pandas. En su version 2.2.1
3. Matplotlib. En su version 3.8.2

4. Scipy. En su versién 1.11.4

Finalmente, aqui se detalla el codigo utilizado para realizar las simulaciones del modelo de
Dicke.

import numpy as np
import math

def density_distr (alpha, Nb):

"""Funcion que recibe un numero complejo alpha y un numero de fotones
Nb de truncamiento de la base de Fock

y retorna una lista que contiene en el primer elemento un array de los
valores de N de la base de Fock posibles

hasta el Nb y en el segundo elemento contiene un array con los valores
de la probabilidad para cada estado.

Es decir, retorna la distribucion de probabilidad teorica para un dado
alpha y un numero de fotones Nb

Args:
alpha (_type_): un numero complejo
Nb (_type_): N de truncamiento de la base de Fock

Returns:

_type_: distribucion de probabilidad teorica para un dado alpha y
un numero de fotones Nb

40
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nbs=np.arange (0,Nb+1, 1)
prob_n=[]

for ii in mnbs:
prob_n.append (abs (np.exp(-abs(np.conjugate(alpha)*alpha))*(alpha
**%(2.0%1i))*(1/float (np.math.factorial (ii)))))

return [nbs, np.array(prob_n)]

5 def derivative_order_1(x, y):

"""Funcion que permite calcular la primera derivada dados un conjunto
de datos x e y

Args:
x (_type_): datos para la variable independiente
y (_type_): datos para la variable dependiente

Returns:
_type_: un array que contiene los datos de x y un array con los
correspodientes valores de y’
mnn
size_data = len(y) #number of data
h = x[1]-x[0]

deriv = np.zeros(size_data)
deriv[0]= (y[1]l-y[0]l)/h

for i in range (1, size_data-1):
h = x[i+1]-x[i-1]
deriv[il= (y[i+1]l-y[i-11)/(h)

h = x[size_data-1]-x[size_data-2]

deriv([size_data-1]= (y[size_data-1]-y[size_data-2])/h
deriv=np.delete(deriv, (0,-1))

x=np.delete(x,(0,-1))

return x, deriv

def derivative_order_n(x, y, n_order):

"""Funcion que permite calcular la derivada de orden n para un
conjunto de datos x e y

Args:
x (_type_): datos para la variable independiente
y (_type_): datos para la variable dependiente
n_order (_type_): orden de la derivada

Returns:
_type_: un array que contiene los datos de x y un array con los
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def

def

correspodientes valores de y’
nmmn

n=1

while (n<=n_order):
X, y = derivative_order_1(x,y)
n=n+1

return x, y

general_states (j_m, n):
"""Funcion que genera un array de todos los estados posibles
considerando estados de la materia j_m y estados de fock n

Args:
j_m (_type_): estados de la materia
n (_type_): estados de fock

Returns:
_type_: un array con todos los estados posibles para los estados
de la materia j_m y estados de fock n dados
nnn
g_states = []
for ii in n:
for jj in j_m:
g= jj.copyO
g.append (ii)
g_states.append(g)
g = jj.copyO
return g_states

extended_Jz (n_qubit ,n_fock, parity):
"""Funcion que permite construir el operador Jz extendido considerando
valores especificos de n_qubit, n_fock y de parity

Args:
n_qubit (_type_): numero de qubits considerados
n_fock (_type_): numero de truncamiento de la base de fock
parity (_type_): tipo de paridad seleccionada

Returns:
_type_: Un operados Jz extendido
nnn
j_m= j_m_state(n_qubit)
n= n_state(n_fock)

if (parity==’general’):

g_states = general_states(j_m,n)
elif (parity==’o0dd’):

g_states odd_states (j_m,n)
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def

def

elif (parity==’even’):
g_states = even_states(j_m,n)

Jz_general_state = []
g_aux= g_states.copy ()

for ii in g_states:
row_h = []
for jj in g_aux:
if (ii[0]==jj[0]) and (iil[1]==jj[1])and (ii[2]==3jj([2]1):
jp_value= jjl[1]
else:
jp_value=0.0
row_h.append(jp_value)
jp-value=0.0
Jz_general_state.append(row_h)

Jz_general_state = np.array(Jz_general_state)
return Jz_general_state

even_states (j_m, n):
"""Funcion que genera un array de todos los estados de paridad par
posibles considerando estados de la materia j_m y estados de fock n
Args:

j_m (_type_): estados de la materia

n (_type_): estados de fock

Returns:
_type_: un array que contiene todos los estados de paridad par
para los estados de la materia j_m y estados de fock n dados
g_states = []
for ii in n:
for jj in j_m:
g= jj.copyQ
g.append (ii)
if ((sum(g)) %2==0):
g_states.append(g)
g = jj.-copyO
return g_states

odd_states (j_m, n):
"""Funcion que genera un array de todos los estados de paridad impar
posibles considerando estados de la materia j_m y estados de fock n

Args:
j_m (_type_): estados de la materia
n (_type_): estados de fock

43



CAPITULO 4. CONSIDERACIONES FINALES 44

153 Returns:
154 _type_: un array que contiene todos los estados de paridad impar

para los estados de la materia j_m y estados de fock n dados
nnn

156 g_states = []

157 for ii in n:

158 for jj in j_m:

159 g= jj.copy O

160 g.append (ii)

161 if ((sum(g)) %2!=0):

162 g_states.append(g)
163 g = jj.copyQ)

164 return g_states

166 def j_m_state(n_qubit):
167 """Funcion que genera todos los estados de la materia posibles para un
dado valor de numero de qubits

169 Args:
170 n_qubit (_type_): numero de qubits

172 Returns:

173 _type_: un array que contiene todos los estados de la materia j_m
174 e

175 j=n_qubit/2

176 m_z_states= []

177 j_m_z=[]

178

179 m_z_state= []

180

181 if j==0:

182 j_test = j

183 SHINSICH

184 j_test = (—j)

185

186 while(j_test<=j):

187 m_z_state.append(j_test)
188 j_m_z.append ([j,j_test])
189 j_test= j_test + 1

190
191 m_z_states.append(m_z_state)

192

193 return j_m_z

194

195 def jm_basis(i,n_q):

196 """Funcion que un estado i especifico entre los estados de la materia

posibles para un dado valor de numero de qubits

197
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def

def

def

Args:
i (_type_): estado especifico
n_q (_type_): numero de qubits

Returns:
_type_: un array que representa el estado i especifico de la
materia
j=n_q/2
basis_i = np.zeros(( int (2*j+1),1))
basis_i[i] = 1

return basis_i

fock (i,N):

"""Funcion que un estado i especifico entre los estados de la
radiacion posibles para un dado valor de truncamiento de la base de
fock

Args:
i (_type_): estado especifico
N (_type_): numero de truncamiento de la base de fock

Returns:
_type_: un array que representa el estado i especifico de la
radiacion
nnn
f_state = np.zeros ((N+1,1))
f_state[i] =1
return f_state

n_state(n_fock):
"""Funcion que devuelve un array con los estados de Fock posibles para
un dado numero de truncamiento de Fock

Args:
n_fock (_type_): numero de truncamiento de la base de fock

Returns:
_type_: un array con los estados de Fock posibles para un dado
numero de truncamiento de Fock
nnn
n_states=[*range(n_fock+1)]
return n_states

identity_field_op(n_fock):
"""Funcion que devuelve el operador identidad para la radiacion para
un dado numero de truncamiento de Fock
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def

def

Args:
n_fock (_type_): numero de truncamiento de Fock

Returns:

_type_: Operador identidad de la radiacion
Id_f = np.identity(n_fock+1)
return Id_f

identity_matter_op(n_qubit):
"""Funcion que devuelve el operador identidad para la materia para un
dado numero de qubits

Args:
n_qubit (_type_): numero de qubits

Returns:
_type_: Operador identidad para la materia para un dado numero de
qubits
nnn
j_m = j_m_state(n_qubit)
Id_matt = np.identity( len(j_m) )
return Id_matt

extended_n(n_qubit, n_fock, parity):
"""Funcion que devuelve el operador n para un dado numero de qubits,
numero de truncamiento de Fock y un tipo de paridad

Args:
n_qubit (_type_): numero de qubits
n_fock (_type_): numero de truncamiento de Fock
parity (_type_): tipo de paridad

Returns:

_type_: Operador n
j_m= j_m_state(n_qubit)
n= n_state(n_fock)

1_n= []
if (parity==’general’):
g_states = general_states(j_m, n)

elif (parity==’o0dd’):

g_states = odd_states(j_m, n)
elif (parity==’even’):

g_states = even_states(j_m, n)

for v in g_states:
1_n.append(v[2])
extended_n_even = np.diag(np.array(l_n))
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return extended_n_even

def _gen_state(g_states, j_init,m_z_init, n_fock_init):
"""Funcion que permite seleccionar un estado especifico de entre todos
los estados disponibles

Args:
g_states (_type_): estados disponibles
j_init (_type_): valor de j de interes
m_z_init (_type_): valor de m_z de interes
n_fock_init (_type_): numero del estado de Fock de interes

Returns:
_type_: estado seleccionado
nmnn
for jj, ii in enumerate(g_states):
if (ii[0]==j_init) and (ii[1]==m_z_init) and (ii[2]==n_fock_init):
n_state_selected=jj
return n_state_selected

H_DICKE_MATRIX(g_states, n_qubit,epsilon=1, lamb=1, w_c=1):
"""Funcion que calcula todos los elementos del Hamiltoniano para los

estados especificos de interes

Args:
g_states (_type_): estados especificos de interes
n_qubit (_type_): numero de qubits
epsilon (int, optional): energia entre los niveles de la materia.

Por defecto: 1.

lamb (int, optional): Parametro de interaccion. Por defecto: 1.
w_c (int, optional): Frecuencia de la cavidad. Por defecto: 1.

Returns:

_type_: Hamiltoniano de Dicke
nnn

H_dicke = []
g_aux= g_states.copy()

for ii in g_states:
row_h = []
for jj in g_aux:
if (4i[0]==3j[0]) and (iil[1]l==3jj[1]) and (iil[2]==jj[2]):
h_value = (epsilon)*jj[1] + jjl[2]*w_c
elif (ii[0]==3j[0]) and (ii[1]l==jj[1]1-1) and (ii[2]==jj([2]-1):
h_value = lamb*(math.sqrt(ii[2]+1)*math.sqrt ((ii[0]*(ii
[0]1+1))-(ii[1]1*(ii[1]1+1))))*(1/math.sqrt (n_qubit))
elif (ii[0]==3j[0]) and (ii[1]l==jj[11+1) and (ii[2]==jj[2]+1):
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331 h_value = lamb*(math.sqrt(ii[2])*math.sqrt((ii[0]*(ii
[0]+1))-(ii[11*(ii[1]1-1))))*(1/math.sqrt(n_qubit))

332 elif (ii[0]==3j[0]) and (iil[1l==jj[1]1-1) and (ii[2]==jj[2]+1):

333 h_value = lamb*(math.sqrt(ii[2])*math.sqrt((ii[0]=*(ii
[0]+1))-(ii[11*(ii[1]1+1))))*(1/math.sqrt(n_qubit))

334 elif (ii[0]==33j[0]) and (ii[1l==3jj[11+1) and (ii[2]==3jj[2]-1):

335 h_value = lamb*(math.sqrt(ii[2]+1)*math.sqrt ((ii[0]=*(ii
[0]+1))-(ii[1]1*(ii[1]1-1))))*(1/math.sqrt (n_qubit))

336 row_h.append (h_value)

337 h_value=0.0

338

339 H_dicke.append(row_h)

340

341 H_dicke = np.array(H_dicke)

342 return H_dicke

343

344 #Dimension: (N_q +1)x(N_f+1)

325 def H_DICKE(n_qubit, n_fock, epsilon=1, lamb=1, w_c=1, parity=’general’):

346 """Funcion que permite la construccion del Hamiltoniano de Dicke para
un dado valor de numero de qubits, numero de truncamiento de Fock,

347 parametros del sistema (epsilon, lambda, omega) y el tipo de paridad

348

349 Args:

350 n_qubit (_type_): numero de qubits

351 n_fock (_type_): numero de truncamiento de Fock

352 epsilon (int, optional): energia entre los niveles de la materia.
Por defecto: 1.

353 lamb (int, optional): Parametro de interaccion. Por defecto: 1.

354 w_c (int, optional): Frecuencia de la cavidad. Por defecto: 1.

355 R

356

357 j_m = j_m_state(n_qubit)

358

359 n= n_state(n_fock)

360

361 if (parity==’general’):

362 g_states = general_states(j_m, n)

363 elif (parity==’o0dd’):

364 g_states = odd_states(j_m, n)

365 elif (parity==’even’):

366 g_states = even_states(j_m, n)

367

368 H_dicke = H_DICKE_MATRIX(g_states, n_qubit,epsilon, lamb, w_c)

369
370 return H_dicke
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