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Introduccion

En la segunda mitad del siglo pasado se han realizado numerosos tra-
bajos sobre métodos numéricos para la integracion de ecuaciones difer-
enciales ordinarias. En la actualidad, numerosos paquetes de software
contienen rutinas de propdsito general para la resolucion de sistemas
de ecuaciones diferenciales de primer orden. Dado que una ecuacion
diferencial de cualquier orden puede ser escrita como un sistema de
ecuaciones de primer orden, dichas rutinas pueden utilizarse para re-
solver ecuaciones de cualquier orden. Esto podria hacer pensar que
no es necesario el desarrollo de algoritmos especificos para tipos par-
ticulares de ecuaciones diferenciales, pero esta clase de estudios no es
un trabajo inttil ya que al exigir menos generalidad podemos obtener
métodos mas eficientes.

Uno de los tipos que aparece a menudo en las ciencias aplicadas
es la ecuacion de segundo orden. Esto es debido, fundamentalmente,
al hecho de que las fuerzas son proporcionales a las aceleraciones,
es decir, a las derivadas segundas. Dentro de los algoritmos espe-
cialmente disenados para ecuaciones de segundo orden estan los de
tipo multipaso como los métodos de Falkner [23], también llamados
formulas de extrapolacion de Adams para ecuaciones diferenciales de
segundo orden [14] (véase también Martin et al. [85]), los métodos de
Stormer-Cowell (véase Dormand [19] o Henrici [57]) o la reformulacién
de estos conocida como métodos de Gauss-Jackson (véase Dormand
[19], Gonzélez y Martin [46], Herrick [58], Jackson [64] o Merson [89]).
Otro tipo de algoritmos, y posiblemente los mas utilizados, para la
integracién numérica de ecuaciones de segundo orden son los métodos
Runge-Kutta-Nystrom (véase Dormand [19] o Hairer et al. [54]).

En esta memoria estamos interesados en un tipo mas particular
de problemas: los problemas oscilatorios. Esta clase de problemas
aparece a menudo en el campo de la dindmica orbital. Como es bien
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sabido, la dinamica orbital estudia el movimiento de dos o mas cuerpos
que interactian de acuerdo con la ley de Newton y que, posiblemente,
estan sujetos a la accién de otras fuerzas perturbadoras. Esto da lu-
gar a una considerable variedad de comportamientos que pueden ser
consultados en libros especializados como los de Szebehely [106] o Mazr-
chal [76]. De todos modos, en la préctica, los casos mds interesantes
son pequenas perturbaciones de un problema puro de dos cuerpos.
Las dificultades en este tipo de problemas vienen fundamentalmente
de que en muchas ocasiones es necesario obtener soluciones muy pre-
cisas validas durante un largo intervalo de tiempo y esto hace que los
métodos de proposito general citados anteriormente, tanto para ecua-
ciones de primer orden como para ecuaciones de segundo orden, no
sean adecuados.

Si las ecuaciones de Newton son integradas directamente con los
métodos habituales, incluso en el caso de una particula que describe
un movimiento uniforme en una orbita circular, la solucién numérica
puede describir una espiral hacia el interior debido a la inestabilidad
orbital (Lambert y Watson [70]), con lo que los resultados obtenidos
se mantienen validos por un periodo muy corto de tiempo. Para evitar
este tipo de problemas se suelen utilizar dos tipos de técnicas. Una
de ellas es, antes de realizar la integracion numérica, transformar las
ecuaciones del movimiento para eliminar el mal comportamiento antes
mencionado (Ferrdandiz [29], Ferrdndiz y Martin [30], Janin [66], Stiefel
y Scheifele [103], etc.). La otra técnica consiste en disefiar métodos
numeéricos especiales para reducir los errores y eliminar la inestabilidad
orbital (véase Ferrandiz y Martin [31]). Normalmente ambas técnicas
se utilizan a la vez para, en primer lugar, transformar las ecuaciones
en otras con soluciones estables, y en segundo lugar, integrar estas
ecuaciones con un método numérico estable.

Dentro de estos métodos numeéricos especiales podemos citar los
métodos multirrevolucién (véase Graf [51], Melendo y Palacios [87, 8§]
y Petzold [95]) y el método de Kirchgraber [67], disenados para el
calculo a largo plazo de problemas orbitales. Otro grupo de métodos
que podemos mencionar son los llamados P-estables. Podemos destacar
entre los numerosos trabajos sobre este tipo de cédigos los de Cash
[10, 11], Chawla [13], Coleman [15], Coleman e Ixaru [16], Costabile
y Costabile [17], Fatunla et al. [26], Franco y Palacios [38] e Ixaru y
Paternoster [63].
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Los integradores simplécticos han alcanzado gran popularidad en
los tltimos anos. Estos métodos estan construidos para la integracién
numérica de sistemas hamiltonianos y tienen la propiedad de conservar
exactamente la 2-forma simpléctica de Poincaré-Cartan. Entre los
ultimos trabajos sobre estos métodos podemos destacar los de Chan y
Murua [12], Hardy et al. [56], Li [71] y Sun [105]. Una buena referencia
para estos integradores es el libro de Sanz-Serna y Calvo [97].

Van der Houwen y Sommeijer desarrollaron métodos multipaso
[59, 60] minimizando el error de truncacién para oscilaciones cuya fre-
cuencia estuviese en un intervalo determinado y construyeron métodos
Runge-Kutta [61, 62] con alto orden de dispersién para problemas os-
cilatorios.

Una técnica bastante habitual a la hora de desarrollar cédigos
numeéricos especiales es cambiar el conjunto de funciones de referen-
cia. Los codigos de propdsito general utilizan los polinomios como
referencia, mientras que las soluciones de un problema oscilatorio
se aproximan mas a otro tipo de funciones. En 1961 Gautschi [41]
desarrollé una teoria tomando como funciones basicas las funciones
trigonométricas. Brock y Murray [4] hicieron un estudio alternativo
partiendo de las funciones exponenciales y Sheffield [101] desarroll6
una teoria con distintos tipos de funciones basicas. En 1969 Stiefel
y Bettis [102] modificaron el método de Cowell para integrar exacta-
mente el problema de Kepler no perturbado eliminando asi la inesta-
bilidad de este método. Bettis [1, 2] amplié su trabajo con Stiefel a
los métodos de Stormer, Adams-Bashforth y Adams-Moulton de forma
que los métodos modificados integrasen productos de polinomios or-
dinarios y polinomios de Fourier sin error de truncacién. De Meyer
et al. [18] desarrollaron una interpolacién mixta a partir de la cual
construyeron métodos numéricos de tipo multipaso (Van Daele et al.
[107], Vanthournout et al. [111, 112]). Otros métodos que podemos
citar que consiguen integrar exactamente funciones exponenciales son
los de Ozawa [93], Paternoster [94], Van Daele et al. [108] y Vanden
Berghe et al. [109, 110].

Mediante técnicas analiticas de las anteriormente citadas, las ecua-
ciones de un problema oscilatorio pueden ser reducidas a un sistema
de osciladores perturbados. Por ejemplo, para el problema del satélite
artificial, mediante las variables de Kustanheimo-Stiefel (véase Stiefel
y Scheifele [103]) o mediante las variables de Burdet-Ferrandiz (véase
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Ferrandiz [28, 29] y Ferrdndiz et al. [34]). Para problemas de este tipo
Scheifele [98] obtuvo un refinamiento del método de Taylor basdndose
en un nuevo conjunto de funciones, las funciones G (véase Martin et
al. [84]). El error de truncacién en el método de Scheifele contiene
como factor el parametro de perturbacién y, por tanto, consigue inte-
grar exactamente el problema no perturbado. A pesar de las buenas
propiedades del método de Scheifele, su uso practico esta limitado a
problemas con perturbaciones muy simples dada la complejidad de
los célculos previos que requiere (véase Fairén et al. [22]). Este prob-
lema fue solucionado por Martin y Ferrdndiz [81, 82] transformando el
método de Scheifele en un esquema multipaso (métodos SMF). Para
problemas que no contengan explicitamente la derivada de la solucién
Martin y Farto [78] han obtenido una mejora de estos métodos, y
Lépez [72] han dado una reformulacién de los métodos construidos
por Jain et al. [65] (véase también Franco et al. [37]). A la vez se
han obtenido extensiones de los métodos SMF a sistemas lineales de
primer orden perturbados (Martin [77], y Martin y Ferrdndiz [83]) y
a problemas lineales perturbados de cualquier orden (Lépez y Martin
[73] v Loépez et al. [75]). Un trabajo importante sobre este tipo de
métodos es el de Vigo-Aguiar y Ferrandiz [114]. También, a partir
de los métodos de Scheifele, se han obtenido métodos del tipo Runge-
Kutta-Nystrom (véase Gonzdlez [44] y Gonzélez et al. [47, 49, 50]).

El buen comportamiento de gran parte de los algoritmos anterior-
mente citados depende del conocimiento previo de la frecuencia prin-
cipal del problema oscilatorio o de una buena aproximacion a ésta.
Ferrdndiz y Novo [33], basdandose en el método de Lindstedt (véase
Poincaré [96] o Verhulst [113]), introdujeron una técnica para la deter-
minacién precisa de la frecuencia que aplicaron a los métodos de Bettis
consiguiendo que el error en la integracién se mantuviese acotado en
integraciones a largo plazo. Posteriormente esta técnica ha sido uti-
lizada con éxito para la integracion del problema del satélite artificial
con diferentes esquemas numéricos (véase Ferrandiz et al. [32, 35] y
Novo y Rojo [91, 92]). Recientemente Martin y Farto [79] han prop-
uesto otra técnica para la determinacién de la frecuencia basada en
la primera aproximacién de Kryloff-Bogoliuboff [68]. Utilizando esta
técnica Martin y Velasco [86], y Garcia et al. [40] han desarrollado
procedimientos numéricos para obtener buenas aproximaciones a la
frecuencia del problema.
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Un estudio comparativo de algunos de los métodos numéricos es-
peciales anteriormente citados puede verse en Martin y Ferrandiz [80].

En esta memoria desarrollaremos nuevos esquemas numéricos me-
diante una pequena modificacién en los cddigos clasicos de Runge-
Kutta-Nystrom. Introduciremos dicha modificacién para mejorar el
comportamiento de los métodos cuando integran problemas oscila-
torios. La idea consiste en exigir a los nuevos métodos un orden
mas elevado cuando integran el problema del oscilador no perturbado
sin llegar a exigir la integracién exacta de éste, como lo hacen otros
métodos especiales. La ventaja de los nuevos esquemas sera la simpli-
cidad de sus coeficientes, lo que les hacen muy recomendables para la
integracién con paso variable.

El primer capitulo de esta memoria es de caracter introductorio.
En él presentamos los métodos clasicos de Runge-Kutta-Nystrom y
los métodos desarrollados por Gonzélez et al. [47]. Realizamos este
recordatorio ya que los métodos que se construyen en los capitulos
siguientes puede considerarse que estan en un punto intermedio entre
ambos tipos de métodos.

El segundo capitulo esta dedicado al desarrollo de unos nuevos
métodos, que denominaremos por abreviar RKNA?, introduciendo el
concepto de orden oscilatorio. Se ilustra la filosofia de dichos esque-
mas con la construccion y discusion de métodos de orden cuatro y
ordenes oscilatorios cinco y seis, haciendo hincapié en las ventajas
que presentan estos algoritmos frente a los esquemas Runge-Kutta-
Nystrom clasicos cuando se trata de integrar el problema del oscilador
armoénico, que con el mismo niimero de etapas sélo es capaz de alcanzar
orden cuatro. Se obtienen expresiones para el error de truncacién local
y a partir de ellas se construye el método de orden oscilatorio cinco
optimo. A lo largo de todo el capitulo se presentan diversos experimen-
tos numeéricos que ponen de manifiesto el excelente comportamiento
de los algoritmos desarrollados a la hora de integrar numéricamente
problemas oscilatorios.

En el tercer capitulo obtenemos métodos de paso variable y or-
den bajo. Con los ejemplos presentados se pone de manifiesto la
ventaja que presentan los nuevos codigos cuando se implementan en
paso variable frente a los esquemas debidos a Gonzalez et al. [47],
especialmente disenados para integrar problemas oscilatorios. Estos
poseen coeficientes que dependen del tamano de paso de forma com-
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plicada y requieren un coste de tiempo de CPU elevado en una imple-
mentacién en paso variable. Debido a la sencillez de los coeficientes de
los codigos que se construyen en esta memoria el coste computacional
en tiempo de CPU es mucho menor. Ademas, estos métodos presen-
tan un comportamiento mucho mejor que los métodos Runge-Kutta-
Nystrom clasicos a pesar de que éstos tienen coeficientes constantes.

Parte de los resultados presentados en los capitulos dos y tres estan
ya publicados en Garcia et al. [39)].

En el ultimo capitulo se construyen métodos de orden alto. Para
ello se hace necesario introducir previamente la teoria de arboles es-
peciales de Nystrom con raiz debida a Hairer y Wanner [55] (véase
también Butcher [6] y Hairer et al. [54, 55]) y adaptarla a los métodos
que nos ocupan en la presente memoria. De nuevo los experimen-
tos numéricos realizados nos muestran unos resultados de los nuevos
algoritmos altamente satisfactorios.



Capitulo 1

Métodos de un paso para la
integracion de ecuaciones de
segundo orden

1.1 Introduccion

La mayor parte de los métodos numéricos existentes han sido disenados
para la integracién de sistemas de ecuaciones diferenciales de primer
orden. Sin embargo, en la practica, muchos problemas dan lugar a
ecuaciones de segundo orden. Los sistemas dinamicos estan basados
en fuerzas que provocan aceleraciones, que no son mas que la derivada
segunda de la posicion. Una posibilidad, para la integracién de ecua-
ciones de segundo orden, es la reduccion de éstas a un sistema de
ecuaciones de primer orden. Pero, debido a la gran cantidad de prob-
lemas que se modelan mediante ecuaciones de segundo orden, parece
conveniente el desarrollo de métodos especificos para estas ecuaciones.

En este capitulo nos centraremos en métodos numeéricos de un paso.
En primer lugar presentaremos los métodos clasicos de Runge-Kutta-
Nystrém (RKN) y en una segunda parte los métodos desarrollados
por Gonzélez et al. [47) (RKGM) para la integracién de osciladores
perturbados. Presentamos estos dos tipos de algoritmos porque, de
alguna forma y como se vera a lo largo de esta memoria, los nuevos
métodos que vamos a introducir podria considerarse que se sitiian en
un punto intermedio entre los métodos RKN y los RKGM.
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1.2 Meétodos Runge-Kutta-Nystrom

Consideremos el problema de valores iniciales

"= flx,y,y), y(xo) = wo, ¥'(20) =yp- (L.1)

Si reescribimos la ecuacion diferencial de segundo orden como un sis-
tema de ecuaciones diferenciales de primer orden obtenemos

) - (et )

Aplicando una férmula Runge-Kutta para sistemas de primer orden
obtenemos la siguiente aproximacién numérica:

Y1 = Yo + hzbi%ia (1.2)
i—1
v = Yo+ h)_ biki, (1.3)
i—1
B i—1
ki = yy+h>_ aik;, (1.4)
j=1
-1 i—1
ki = f($0+Cihay0+hZC_lijkjay6+hzdz‘jkj)a (1.5)
j=1 =
1=1,...,s.

Insertando (1.4) en (1.2), (1.3) y (1.5), obtenemos la expresién del
siguiente método

y1 = Yo+ hyo + B> bik;,

=1
S
yr =y +h> bk,
=1
1—1 1—1

ki = f(xo+ cih,yo + cihyo +h* Y agky, yo + b agk;),
s =1
1=1,...,s,

con

Qi = Y Al Yy b = > bja;. (1.6)
k J
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Estos métodos de tipo Runge-Kutta disenados para ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden se denominan habitualmente métodos Runge-
Kutta-Nystrom ya que fueron introducidos por Nystrom en 1925,
aunque Nystrom construyé métodos que no satisfacian necesariamente
las condiciones (1.6) (véase Dormand [19]). Un gran nidmero de este
tipo de métodos han sido desarrollados por Dormand et al. 20, 21],
Fehlberg [27], Fine [36], Hairer [52, 53] y Sharp y Fine [99, 100].
Para este tipo de métodos se suelen usar las abreviaturas RKNG o
RKN, aunque habitualmente se reserva esta ultima abreviatura para
los métodos especificamente disenados para problemas en los que la
funcién no contiene explicitamente a la derivada de la solucién (véase
Dormand [19] y Hairer et al. [54]):

y' = f(x,y), y(@o) = yo, ¥'(w0) = Yo (1.7)

Para este tipo de problemas las formulas del método serian de la sigu-
iente forma

Y1 = yo + hy)y + h? Zgikia

i=1

yi = Yo+ hY_ biki, (1.8)
=1
i—1
ki = f('rO + Cih;y() + C@hyé + h? Zaijkj)7 1=1,...,s.

=1

Nétese que los coeficientes @;; ya no aparecen en las féormulas del al-
goritmo. En este caso, puede alcanzarse una gran simplificacion tanto
en la implementacion del método como en el coste computacional re-
querido. El interés de estas férmulas radica en el amplio espectro
de problemas que pueden reducirse a ecuaciones de este tipo tras un
adecuado cambio de variables.

A menudo los coeficientes de un método Runge-Kutta-Nystrom se
disponen en tablas que ayudan a visualizar el método como queda
reflejado en la Tabla 1.1.

Para métodos de tipo RKN especificamente disenados para la inte-
gracién numérica de ecuaciones diferenciales de segundo orden se suele
definir el orden del método de la siguiente forma.
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C1 Qi
G C2 | Q21

Cs | Gs1 Qg2 ... Qgs—1
bi| b1 by ... byq b
bi | b by ... bs_1 b

Tabla 1.1: Método Runge-Kutta—Nystrom.

Definicién 1.2.1 Se dice que un método RKN tiene orden p si para
problemas suficientemente regulares se verifica

y(zo+h) —y1 = O(RPTY),
y'(zo + h) —yy = O,

O

Llegados a este punto, una tarea importante pero compleja, es la
derivacion de condiciones de orden para métodos RKN. Con el fin
de simplificar los céalculos se recurre a ciertas funciones y a una teo-
ria de grafos principalmente resultado de los avances realizados por
Butcher y posteriormente por Hairer y Wanner, que en este momento
no trataremos, pero que adaptaremos méas adelante a una nueva fa-
milia de esquemas de un paso. No obstante podemos remitirnos a
Butcher [5, 6], Hairer et al. [54] y Hairer y Wanner [55], donde se
proporciona una detallada y rigurosa exposicién de las técnicas antes
citadas para métodos Runge-Kutta y Runge-Kutta-Nystrom y a Calvo
y Sanz-Serna [9] donde se cuenta el nimero de condiciones de orden
independientes tanto para métodos RKN como RKN simplécticos.

1.3 Métodos RKGM

La frecuencia con que se presentan en las ciencias aplicadas problemas
que se modelizan mediante osciladores perturbados:

Y +wly =ceg(z,y), y(xo) =y, ¥ (w0) = Yo, (1.9)
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hace interesante la labor de desarrollar métodos numéricos especificos
para los mismos. Asi, el método de funciones G de Scheifele [98]
sirvié como punto de partida para desarrollar por parte de Martin y
Ferrdndiz [82] un tipo de métodos multipaso (SMF) que presentaba
notables mejoras en la integracion de osciladores perturbados con re-
specto a los desarrollados hasta entonces. Con la misma idea Gonzalez
et al. [44, 47, 50] desarrollaron férmulas de tipo RK para estos mis-
mos problemas (métodos RKGM). Vamos describir brevemente estos
métodos.

Consideremos el problema de Cauchy (1.9). La solucién de este
problema se puede representar mediante una serie de funciones G de
Scheifele como sigue:

yoGolx — x0) + ypGr(a — o) + 3 g5 Gjra(a — o),
j=0

donde las funciones GG de Scheifele se definen como las soluciones de
los problemas de valores iniciales siguientes:

Gy +w?Gy =0, Go(0)=1, Gy(0)=0,
Gl + WG =0, G1(0)=0, G(0)=1,
1 xk_Q !
G} + WGy = = Gr(0)=0, G,(0)=0, k>2.
y donde A
. d
9 = 9@ y(2))

r=x0
Si esta expresion se trunca de forma que intervengan las p—2 primeras
derivadas de la funcién g, podemos aproximar la solucién y su derivada
por:

p
y1 = y¥Golz — xo) + ypGi(x — x0) +€ WGz — o), (1.10)
p

P
k_
y1 = ypGolz — x0) — w’yoGr(z — m9) + € 9P Gh (x — o),
k=2

(1.11)

que alcanza un orden menos en la aproximacién a la derivada de la
solucién que en la correspondiente a la posicién. Sustituyendo las
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derivadas de la funcién que intervienen en (1.10) y (1.11) por combina-
ciones lineales de evaluaciones de funcién en diversos puntos, podemos
conseguir convertir el anterior esquema en un algoritmo que presenta
grandes analogias con los métodos Runge-Kutta-Nystrom. Para més
detalles se puede consultar Gonzélez [44], Gonzalez et al. [45], Lopez
[72], Martin [77] y Scheifele [98].

Para fijar ideas, consideremos el método de Scheifele con p = 4, en
el que intervienen las dos primeras derivadas de la funcién, y consider-
emos los puntos xg, £o+h/2 y xo+h. Como candidatos a evaluaciones
de funcién tomamos:

kl ~ g(x(h y(l‘o))7

ke ~ g (w0t Loy (o + !
2 ~ g\ %o 27y Zo 5

ks ~ g(xo + h,y(zo + h)).

El problema que se nos presenta ahora es aproximar la solucién en los
puntos que hemos seleccionado.
El primer valor es un dato del problema planteado y que denotare-
mos por
y(zo) = yo =: %1
De esta forma
k1 = g(%0,%0) = go-

Para el segundo valor podemos considerar

h h, R
Yy (ZL'() + 2) = Yo + §y0 + g(ggo — w2yg) + O(h3)

2

h h
= yo + §yg + §(gkl — W) + O(h?),

y definiendo
2

h 5
Y2 = Yo+ 596 + g(gkl — W),

h .
k2=9<$0+2792>-

consideramos
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Un razonamiento semejante al anterior nos permite aproximar la solucién
en o+ h de la siguiente forma:

2

h .
y(xo + h) = yo + hyy + 5(5’?2 — wf),

definir

- h? .
Us == yo + hyy + 5(57{2 — wf),

y tomar
ks = g(zo + h, J3).

Por tanto, las evaluaciones de funcién consideradas son

kl - g(x07y0>a
gl = Yo,
1 1., h? )
ky = g | 2o+ sh,yo + shyy + —(eki — W) |,
2 2 8
. 1 h? .
Y2 = Yo + §hy6 + g(dﬁ — w2y1),
h2
ks =g (% + h,yo + hyy + 3(5752 - w2ﬂ2)> .

Nuestro proposito ahora sera aproximar las derivadas de la funcion g
de la siguiente forma:

9(()0) = go ~ bork1 + bo2ka + bosks, (1.12)
g(()l) ~ bllkl + b12k2 + bl3k'3, (113)
962) ~ bglkl + b22k2 —I— b23]€3. (114)

Es claro que la mejor aproximacién a gq se obtiene sin mas que tomar
bpr = 1y byps = bog = 0, pues de esta forma se obtiene el valor ex-
acto. Para determinar los valores b;;, j = 1,2, basta hacer un desar-
rollo de Taylor en torno a h=0 de los segundos miembros en (1.13)
y (1.14) e identificar términos semejantes con gél) y g[()Q) respectiva-
mente. Ilustrémoslo con el calculo de los coeficientes by;, i=1,2,3.
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Desarrollando en serie de Taylor el segundo miembro de (1.13) resulta

3 h 3
biiki + bigky + bisks = Z biigo + 5 Z b1i( 92 + 9yY0)

=1 1=2
2 3 9
+ 5 2 b (e + 202996 + 9uu¥'0 + 909 — "0y ) +
=2
O(h?), (1.15)

donde por g, y g, denotamos las derivadas parciales de la funcién g
evaluadas en x = x.
Por otro lado, se verifica
1
9" = go+ 9,9, (1.16)

e identificando términos semejantes entre (1.15) y (1.16) obtenemos el
siguiente sistema de tres ecuaciones:

biy +bia+bis = 0
b1z +2b13 = 2/h (1.17)
b12 —|— 4b13 - O

Con solucién by; = —3/h, byy = 4/h, by3 = —1/h. Razonando de la
misma forma para obtener by;, i = 1,2,3, resulta by = 4/h? by =
—8/h?, bys=4/h*. Unos simples célculos muestran que con estos val-
ores, conseguimos aproximar las dos primeras derivadas de la funcién
hasta orden 2 y que no es posible aproximar con dicho orden la
derivada de orden tres de la funcién.

Sustituyendo en (1.10) y (1.11) las aproximaciones obtenidas, lleg-
amos al siguiente método numérico:

G
i = yoGo+ yhGh + ¢ (k1G2 +(=Bhy+ 4k — hy) 2 +
G
(4hy — 8k + 4k3)h§> ,
G
yi = y(/]Go — w2y0G1 + € (k’lGl + (—3]{?1 -+ 4]€2 — k’3)72 —+

G
(k1 — 8k + 4k3)h§’> ,
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que podemos reescribir como:

y1 = yoGo + yoG1 + ¢ ((G2 — 35’;3 + 4%) ey + <4i3 _ 8%) ks
* <_(l;13 + 4%) ’“3) ) (1.18)
Yy = YGo — wyGr + ¢ <<G1 — 3622 + 4%) ki + (4(;;2 _ 8%) .
* <_C;z2 + 4%) k3> ' (1.19)

De esta forma podemos visualizar el método obtenido como una versiéon
de tipo Runge-Kutta del método de Scheifele, donde tras truncar la
serie de funciones GG, hemos sustituido las derivadas de la funcién g por
combinaciones de evaluaciones de funcién en los puntos zq, zo + h/2
y oo + h con coeficientes

Gs Gy Gs Gy Gs Gy

— G, 323 474 — 42 _g—% =——4+4— (1.20

en el caso de la aproximacion a la posicion y

- Gg G3 - Gg Gg T G2 GS

bj=G1—3—+4—,by=4——8—+, bg=——-+4—, (1.21
en el caso de la aproximacién a la velocidad.

Los métodos construidos de esta forma fueron denominados por sus
autores RKGM (Runge-Kutta-G-functions-Methods). La definicién
formal de tales métodos es la siguiente

Definicién 1.3.1 Sean s € Z*, p € IN, a;5, a;; i=1,...,s8 j=
1,...,i—1, bjz'a jzl,...,p—Q, b()l:]_, bOi:07 l?é 1,61 :OyCi,
1 = 2...s coeficientes reales. Llamaremos método RKGM explicito
de s etapas y p + 1 funciones G para el problema

y' + W’y =eg(z,y,9), y(wo) =10, ¥'(0) =0, (1.22)
al siguiente esquema
i—1

Yo = Yo, Ui = Yo + cihyy + B* > ag(ek; — w?;),
j=1
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i1
o =vor  Ui=up+hd ay(ek; — Wiy,
j=1
ki =g (xo + cih, i, 9;) i=1,...,s,
N = yOGO + y6G1 + 52 Zbﬂ#

i=1j=0

s p—2 G
yi = y(l)Go — w2yoG1 +e Z Z bﬂ%

i=1j=0

kiv

k.

|

Es interesante destacar que los métodos RKGM no suponen un in-
cremento del coste computacional sobre los esquemas de tipo RKN
cuando integramos con paso fijo, ya que la tunica diferencia con tal
codigo se produce al comienzo de la integracion numérica, momento
en el que se calculan los coeficientes, que dependen en este caso del
tamano de paso h. Cuando se implementan en paso variable si que
aparecen diferencias ya que en cada cambio de paso hay que recalcular
los coeficientes.

Otra propiedad interesante de tales métodos es que el error de trun-
caciéon local aparece multiplicado por el parametro de perturbacién e
(véase Gonzdlez et al. [47]). Por ello son muy efectivos cuando se trata
de integrar osciladores débilmente perturbados (¢ pequeno).



Capitulo 2

Nuevos métodos tipo
Runge-Kutta-Nystrom.

2.1 Introduccion

Nuestro interés se centra en la integracién de problemas de valores
iniciales cuyas ecuaciones sean osciladores perturbados de la forma:

y'+wly =cg(z,y), y(xo) =vo, ¥ (z0) =y, (2.1)

siendo € un pequeno parametro de perturbacién. Como mencionamos
anteriormente, muchos problemas de las ciencias aplicadas y de la
técnica pueden ser formulados mediante sistemas de tales ecuaciones.
Tomando f(z,y) = €g(x,y) — w?y podemos escribir (2.1) como

y' = f(x,y), y(xo) =wo, ¥'(x0) = v, (2.2)

e integrar el problema con un método de propdsito general como el es-
quema RKN (1.7) que tratamos en el capitulo anterior. Sin embargo
resulta mas conveniente la integracién con alguno de los métodos espe-
cialmente disenados para este tipo de ecuaciones. Entre estos métodos
podemos mencionar los debidos a Bettis [1, 3], Franco et al. [37],
Gonzélez et al . [47], Jain et al. [65], Lépez et al . [74], Martin y
Ferrandiz [82], Paternoster [94] o Scheifele [98]. Todos ellos propor-
cionan excelentes resultados integrando el problema que nos ocupa.
Mejores, en muchos casos, que los métodos de propdsito general como
el mencionado RKN. Sin embargo, presentan el inconveniente de que

11
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sus coeficientes no son tan sencillos como los de un RKN clésico. En-
tre los citados anteriormente, por ejemplo, los métodos de Bettis uti-
lizan una relacion de recurrencia para obtener dos de ellos y otros
cddigos requieren evaluar las funciones GG de Scheifele. Este incon-
veniente se hace verdaderamente serio si realizamos la integracion en
paso variable, pues entonces recalcular los coeficientes, que dependen
del tamano de paso de una forma complicada, lleva un importante
coste computacional, que sélo es despreciable en problemas con fun-
ciones costosas de evaluar.

Asi, si buscaramos una aproximacion razonablemente buena a la
solucién de (2.2) estarfamos en la disyuntiva de usar un método clasico
con un numero de etapas, en general, elevado para obtener suficiente
precision, o por el contrario, utilizar los métodos especiales, que pueden
resultar mucho més adecuados, pero cuyos coeficientes son més com-
plicados y conllevan un incremento en coste computacional cuando se
implementan en paso variable.

El objetivo de este trabajo es disenar, a partir de un esquema
clasico como el considerado en (1.7), nuevos métodos que integren efi-
cientemente el problema que nos ocupa, pero con unos coeficientes
mucho mas sencillos. Estos coeficientes apenas incrementaran el coste
computacional cuando se construya una rutina de paso variable. Para
ello, partiendo de un método Runge-Kutta-Nystrom introduciremos
ciertas modificaciones en los coeficientes de modo que cuando la funcién
f del problema (2.2) sea una funcién cualquiera, el método sea capaz
de alcanzar el mismo orden que el método Runge-Kutta-Nystrom y
cuando f = —w?y el método alcance mayor orden. De esta forma
tendremos métodos que integren mejor que el cédigo RKN original el
oscilador no perturbado y, por tanto, cabe esperar tengan un buen
comportamiento para el problema (2.1) cuando el pardmetro de per-
turbacién sea pequeno. A lo largo de la memoria nos serd de gran
utilidad la siguiente definicién.

Definicién 2.1.1 Diremos que un método numérico para integrar
ecuaciones diferenciales de segundo orden tiene orden oscilatorio q si
posee dicho orden cuando integra el siguiente el problema de valores
iniciales

y' = —wy, y(zo) = yo, ¥ (o) = o, (2.3)
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En definitiva, lo que perseguimos con los nuevos métodos es alcanzar
el mismo orden que los esquemas RKN con igual nimero de etapas
consiguiendo ademas, un orden oscilatorio mayor.

Nota 2.1.2 En lo sucesivo consideraremos las funciones f y g sufi-
cientemente regulares O

2.2 Nuevos métodos especiales para
problemas oscilatorios

Vamos a considerar un método del tipo (1.7) de 3 etapas para integrar
el problema de Cauchy (2.2)

kl - f(x(h yO);
ke = f(xo+ hea,yo + heayy + h2a21k1),
]{53 = f(l‘o + th7 Yo + ]’LC3y[/) + h2(a31k:1 + CL32]€2)), (24)

Y1 = Yo + hy6 + h2(l_71]{31 + [_)2]{72 + 1_93]{33),
yll = y() + h(bllﬁ + bgkg + bgk’g).

Si exigimos que dicho algoritmo tenga orden cuatro tanto en la aprox-
imacién a la solucién como a su derivada, de acuerdo con la Definicién
1.2.1, es necesario que los errores locales cumplan las siguientes condi-
ciones:

y(zo + h) —y1 = O(h®),
y'(zo + h) — y; = O(R°),

siendo y; e y] las aproximaciones en x = zo+ h a y(z) e y'(z) respec-
tivamente. Es decir, es necesario que los desarrollos de Taylor de la
solucién exacta y la numérica coincidan hasta el término en h?, y del
mismo modo, en la derivada de la solucion.

Podemos expresar la solucién exacta y su derivada segin su desar-
rollo de Taylor

2 3

2 3
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y reemplazando y” por f cada vez que aparece de acuerdo con (2.2),

resulta
2 3

h h
y(zo+h) = yo + hyy + gf(ﬂ:o, Yo) + ?(fx + fuy') (o, vo) +
h4

E(f:ca: + 2fxyy, + fyy(y/)2 + fyf)(xm yO) + O(h5)7

+

h2

Y (xo +h) = yo+ hf(zo,y0) + E(fm + fyy') (zo, y0) +
h3

+ ?(fm; + wayy, + fyy(y/)2 + fyf)(xm yO)

h4 / ! !
+ E(facmx + 3facacyy + Sf:vyy(y )2 + fyyy<y )3

+ ?’fyyfy/ + Sfmyf + fxfy + f;y/)(xmy()) + O(h5)7

Desarrollando en torno a h = 0 y restando obtenemos para los
errores las siguientes expresiones:

1 -
y(zo+h) —y1 = h? <2 — by — by — b3> Fl(z)(iﬂo,yo)

1 _ _
+ h3 <6 — b202 — b3€3> Fl(g)($0>y07 yé)

1 1- 1
+ nt {(24 — §b2c§ - 253(3%) F1(4)(3507?/07 Yo)
1 _ _
+ (24 — byag — bs(az + a32)> F2(4)(370a Yo, Yo)
+ O(h°),

y/(l‘o + h) — Y1 = h(l — by — by — 53)F1(2)(I07 yoal/é))

1
+ R (2 — byes — bzc3> FP (w0, 90, 4)
/1 1 1
+ h3 <6 — 5[)203 — 2b36§) F1(4)(ZU0, y07y6)

1
+ ( — boagy — 53(@31 + a32)) F2(4) (ioa Yo, yé)]

r7 1 1 1
b1~ ok = Lnct) FO 000

1
-+ (8 — bQCQCLQl — 6303(a21 + CL31)> F2(5) (.’]70, Yo, yé))

1
+ (24 — 53026632) FS(S) (0, Yo, yé))} + O(hS)'
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Para simplificar la notacién hemos introducido las diferenciales ele-
mentales para ecuaciones de segundo orden, que se obtienen de forma
similar a las de un proceso Runge-Kutta para ecuaciones de primer
orden derivando y” = f(z, y(z)) sucesivamente con respecto a = (véase
Butcher [5] y Dormand [19])

=,

F® = fo+ fy,

F{Y = foot+2fu) + (v

Y = f,f,

FY = foaw 4 3femt + 3 + Fun (W),

F = oyl + fuyf.

B = fof,+ 2, (25)
FO = frww+ A frnayy + 6 Frayy ()2 + 4 Fayyy (V) + Loy (0",
FQ(G) = foagf + 2fop [V + fyyyf(yl>2’

FS = 1,12

FY = fufy 'V + fufotf + foufot Fuy St/

FO = fu@)? 4+ 2fy ey + Feelos

FY = pf,

Para alcanzar orden cuatro tenemos que anular los coeficientes
hasta h* inclusive. Esto nos lleva a las siguientes ecuaciones de orden

by +by+bs = 1/2, (2.6)
bycy + bgcs = 1/6, (2.7)
bock + bsc: = 1/12, (2.8)
baagy + by(az) + asg) = 1/24, (2.9)
by + by + by = 1, (2.10)
bacy + bscz = 1/2, (2.11)
bocs + bscs = 1/3, (2.12)
baagy + bs(as; + azy) = 1/6, (2.13)
bocs + bscs = 1/4, (2.14)
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192026121 + bgCg(agl + CL32) = 1/8, (215)
b302a32 = 1/24 (216)
Podemos utilizar las clasicas condiciones de suma de fila
1
1
azi + azy = 503, (2.18)

y otras condiciones simplificadoras que aparecen frecuentemente en
la bibliograffa (véase Dormand [19], Dormand et al. [20, 21|, Hairer
[52, 53] y Hairer et al. [54])

by = by, (2.19)
62 = bg(l — CQ), (220)
1_73 = bg(l - Cg). (221)

De esta forma se reduce el nimero de ecuaciones de orden que hay
que resolver. Esto es bastante habitual cuando el orden del método
es alto y el niimero de ecuaciones es tan grande que se hacen nece-
sarias estas condiciones simplificadoras para que el sistema resulte méas
manejable. Resolviendo el sistema anterior se obtendria una familia
uniparamétrica de métodos. Podriamos tratar de utilizar el parametro
libre para satisfacer las ecuaciones adicionales que surgen al imponer
orden 5. Sin embargo, el nimero de coeficientes es entonces inferior
al nimero de ecuaciones y el sistema resultante es incompatible.

Vamos a considerar ahora el problema del oscilador no perturbado
tomando como funcién f(z,y) = —w?y en (2.2). Para este caso par-
ticular las diferenciales elementales se simplifican mucho, quedando
los términos en los que aparece sélo f, = —w? o cualquiera de sus
potencias. Asi

"o _ _w2y,
" 2./
y = —wy,
yi = Wy,
Yy = Wy, (2.22)
y© = —uwly,

y = =,
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Tomando en las correspondientes series de Taylor los términos en
h® y h® y sustituyendo (2.22) obtenemos para los métodos (2.4)

w4y6(53a3262 — 1/120) h5, (223)
—wOyo(bsasaas — 1/720) A, (2.24)
—w6y0(b3a32a21 — 1/120) h5, (225)

WY 6
: 2.2
720 h (2:26)

Las expresiones (2.23) y (2.24) corresponden al error en la aprox-
imacién a solucién y (2.25) y (2.26) al error en la aproximacion a la
derivada. El término (2.26) no se anula en general, por lo que seria
imposible alcanzar orden oscilatorio 6. Por otra parte, para obtener
orden oscilatorio 5 con el método (2.4), serfa necesario resolver el sis-
tema de ecuaciones

63a3202 = 1/120,
bgaggagl == 1/120

Si sustituimos los coeficientes del método en funciéon del pardametro
libre, obtendriamos de nuevo un sistema sin solucién. Por tanto, con
el esquema RKN que estamos considerando no se puede alcanzar orden
oscilatorio 5.

Consideremos ahora un nuevo método que se obtiene a partir del
esquema RKN (2.4), conservando las mismas etapas y anadiendo unos
nuevos coeficientes b} y b* multiplicados por h?:

kl = f(l'(),y()),
ko = f(zo + hea, yo + heayyy + ]126121/?1)7
ks = f(xo+ hes, yo + hesyq, + hQ(a:nkl + asaks)), (2.27)

Y1 = Yo + hy6 + h2((61 + hzl}{)k’l + (62 + hQZ);)k’Q + (63 + hQZ);)k’g),
vy = b+ h((by + B2}k + (by + 263 ko + (b3 + h2bj)ks).

Desarrollando de nuevo en serie de Taylor tenemos
_2 (s 5 i\ O :
y(@o+h)—yr =h 2—51—52—53 Fi7 (o, Y0, Yo)

1 _ —
+ h3 (6 — bacy — b3C3> Fl(g) (o0, Yo, o)
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_|_

1 1- 1-
h4 |:<24 — 5()203 — 2b3€§> F1(4)($0,y0, yé)

1 _
+ (24 — baagy — bs(as; + a32)> F2(4)($07y07y6)
+ (b} + 05+ b5) F{? (20, o, )| + O (),
Y(zo+h)—yr = h(l—by — by — bs)F1(2)($07 Yo, Yo)

1
+ h? <(2 — bycy — 6303) Fl(s)(x()?y()? yé)

/1 1 1
+ h? KG — §b2c§ - 2bgc§) F1(4)<5UO’ Yo, Yo)

1
+ (6 — byagy — bz(as + a32)) F2(4) (%0, %0, %o)
(4 b 4 5 E (@0, o, )|

1 1 1
o {(24 - Lk = L0act) P00 )

— — bocaaay — bycs(ag + a31)> F2(5)(5507 Yo, yé)

+ ( — b302a32> F3( )(-’Eo,yo,y(l)))
(b3c

3
+ (byea + bies) FP (z0, yo, vh)| + O(B?),
e imponiendo orden cuatro tendriamos las ecuaciones (2.6)—-(2.16) jun-
to con otras tres, que surgen como resultado de la nueva estructura
del método

by + b5+ b5 =0, (2.28)
b+ b5+ b5 =0, (2.29)
b;CQ + b363 = 0. (230)

Resolviendo el sistema obtendremos métodos de orden cuatro para
el problema (2.2).

Llegados a este punto resaltamos dos importantes ventajas que
presenta este método frente al clasico:

1. Debido a que los nuevos métodos cuentan con mas parametros
que el esquema clasico esto nos permitira, con el mismo niimero
de etapas, alcanzar orden oscilatorio 5.
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2. Por otro lado, los nuevos coeficientes b y b van multiplicados
por h? entonces, aparecen las mismas rela(:lones que en los corre—
spondientes b; y b; pero multiplicando a F( 2 en lugar de a F(
Para el problema que nos interesa, tenlendo en cuenta (2. 22) es
sencillo ver que y*+2 4 w?y*¥) = 0 y por ello, los coeficientes
que proceden del método clasico que acompanan a Fi(kH) y los
introducidos en el nuevo método que acompanan a Fl-(k) quedan

agrupados. Gracias a esto podremos anular el término de error

(2.26), que antes era constante y ahora depende de los coefi-

cientes, alcanzando asi orden oscilatorio 6.

Veamos con més claridad lo que acabamos de exponer. Para los
nuevos esquemas (2.27) y sustituyendo de nuevo (2.22) en las series
de Taylor de los errores, los términos en k% y h® son

whyn(bsasacy — bycy/w? — bies/w® — 1/120) h°,
—wOyg(bsazpan — biag /w? — by(az: + azs)/w?® — 1/720) hS,
—wlyo(bsaszaz — byag /w® — bi(az: + azz)/w?® — 1/120) h°

WOyl (brazaca/w? + 1/720) h°

Y

Entonces, para conseguir orden oscilatorio 5 sera necesario satisfacer,
ademas de (2.6)—(2.16) y (2.28)—(2.30), las siguientes ecuaciones de
orden

B;CQ + B;C;g = w2(53a3202 — 1/120), (231)
bsagy + b5(asy + asy) = w?(bsaspas — 1/120). (2.32)

Anadiendo las condiciones (2.17) y (2.18), y (2.19) — (2.21, obtenemos
un sistema, que como veremos en la seccién siguiente, nos propor-
cionard una familia biparamétrica de soluciones. Los parametros libres
se pueden elegir para tratar de minimizar el error, consiguiéndose asi
un método éptimo de orden 5. Resolviendo ademas de las ecuaciones
anteriores, las que siguen

7;CL21 + 5§(a31 + a32) = w2(53a32a21 — 1/720), (233)
bicoaszy = —w?/720, (2.34)

obtenemos, como se verd mas adelante, un tinico método de orden
oscilatorio 6.



20 2. Nuevos métodos tipo Runge-Kutta-Nystrom

2.2.1 Discusion de métodos de orden oscilatorio
cinco

Como ya hemos visto en la seccién anterior, para obtener un método
con orden oscilatorio 5, es necesario que los coeficientes de (2.27) sat-
isfagan las ecuaciones (2.6)—(2.16), (2.28)—(2.30), y (2.31) y (2.32). Si
anadimos las clésicas condiciones de suma de fila (2.17) y (2.18), y de
simplificacién de Butcher (2.19) y (2.20) las ecuaciones que se han de
verificar son las siguientes:

by +0b2+ b5 =1, ( )
boca + bscs = 1/2, ( )
bacy + bscs = 1/3, (2.37)
bacs + bscs = 1/4, (2.38)
bycoazs = 1/24, ( )

by + b5+ b5 = 0, (2.40)
byca + ey = w?(bsagacy — 1/120), (2.41)
b + b5 +0b; =0, ( )
byco + bies = 0, ( )
(2.44)

bics + bics = w?(bsasycs — 1/60).

Las cuatro primeras ecuaciones forman un sistema lineal en las vari-
ables b;, con ¢+ = 1,2, 3. Este sistema tiene como matriz asociada

1 1 1
0 co c3
0 2 c
0 ¢ c

A=

y como matriz ampliada

1 1 1

Cy C3 ]_/2
2 2 1/3
s ocs 1/4

A* =

o O O =

Segun el teorema de Rouché, estos sistemas tendran solucién si co-
inciden los rangos de la matriz asociada y la matriz ampliada. Vamos
a analizar las distintas posibilidades:
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1. Para que el rango de A sea 3 bastara con que el determinante
de Vandermonde

1

C2C3
Co

c3 ‘ = 0203(03 - 02)

sea distinto de 0, es decir, que ¢z # 0 (esta condicién es necesaria
ademds para que se verifique (2.39)), c3 # 0y ¢3 # ¢o. Para que
el rango de A* sea también 3 su determinante ha de ser nulo.
Esto se cumple si los ¢; satisfacen:

4(C2 + 03) =3+ 6C203, (245)

es decir,
403 -3
2(3c3 —2)°

De esta relacién se deduce que ¢z # 2/3.

(2.46)

Cy =

Resolviendo el sistema y sustituyendo (2.46), obtenemos los co-
eficientes b; en funcién del parametro c3

6c2 — 6cs + 1
by = — = 2.47
! 603(403 - 3) ’ ( )
2 _ _
by — 2(9032 12¢3 4+ 4)(3c3 2)’ (2.48)
3(6¢3 — 8¢z + 3)(4ez — 3)
1

b3:

2.49
6c3(6¢3 — 8cz +3) (249)
Observando estas expresiones se llega a que ¢z # 3/4. Segin
(2.39) es necesario que by # 0y ala vista de (2.49), esta condicién
se satisface para los valores de c¢3 que estamos considerando.

El siguiente paso serd obtener los b y los b}, con i = 1,2,3.
Las ecuaciones (2.40) y (2.41) forman un sistema lineal en las
indeterminadas b y del mismo modo (2.42), (2.43) y (2.44) en
las b7. El primer sistema tiene rango 2 y esto da lugar a una
familia de soluciones que depende de uno de los coeficientes b:
B* . (C3 — Cg)b§ - w2(63a3202 — 1/120)
1 = )

C2

l_)* . w2(1_73a3202 - 1/120) - 635:9‘;
2 )
Co

b — B
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El segundo sistema tiene rango 3 y resolviendo obtenemos:

—2w2(b3a32a21 - 1/120)

b] = ,
CaC3
bE — 2w2(bga32a21 — 1/120)
2 02(02 - 03)
b* . 2w2(b3a32a21 — 1/120)
° 63(03 - 62) .

Los a;; se obtienen a partir de las condiciones de suma de fila
(2.17) y (2.18) y la ecuacién (2.39) y los b; gracias a (2.19) y
(2.20). Asi tenemos

2
@

21 = 9 (2.50)
asy = o5 a3z, (2.51)
1
= 2.52
a32 2402637 ( )
Bl == bl, (253)
= 2 — 303
by = ———(1 — 2.54
= e (1) (2:54)
- 2 — 302
by = —— (1 —c3). 2.55
3 603(03 _ C2) ( CS) ( )

Expresando todos los coeficientes en funcién de c3 y b3, obten-
emos una familia biparamétrica de métodos del tipo (2.27) a
partir de los siguientes valores:

2 160 —6a +1 6_1(9a2—12a—1—4)(20z—1)
"T6 ada—3) 7 7T 3 (602 —8a+3)(da—3)’
- —1 a—1
b3:7 ’
6 a(6a? —8a+ 3)
; ~ 16a® —6a+1 ~2(90® — 12 +4)(3a - 2)
"7 6 ada—3) 7 7 3 (4a—13)(6a2—8a+3)’
1 1
b3

" 6a(6a2 —8a +3)’
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1360028 — 48003 + w?(150° — 220 + 8) + 1803

=5 da—3
p _ —1 (W (5a — 4) + 120a3)(3a — 2) B =g
260 4o — 3 P
b sz(Sa— oo -1 w?(8a — 7)(3a — 2)
Y120 a4 —3) 7 2 60 (6a2 — 8+ 3)(4ar — 3)
. 1 wW?Ba—T1)
b= — :
120 (602 — 8cx + 3)
1 /4 —3\? a(9a® — 2002 + 14a — 3)
a21:8(3a—2> W= da—3 ’
_ la@Ba—2)(60* —8a + 3)
42 =9 da—3 ’
14— 3
0225730[_2, C3 = Q.

siendo « # 3/4,2/3,0 y (3 los pardmetros. Estos métodos alcan-
zan orden 5 para el problema no perturbado.

De entre estos métodos mostramos en la Tabla 2.1 los coeficientes
del método obtenido con a« =1y 3 = 0.

0 Q5
¢ 1/2] 1/8

1 0 1/2

b | 1/6 1/3 0

w260 —w?/60 0

b | 1/6 4/6 1/6
br | w?/120 —w?/60 w?/120

Tabla 2.1: Un método de orden oscilatorio 5.

En este caso los coeficientes b;, b;, a;j y ¢; coinciden con los de un
método RKN de orden 4 ampliamente conocido (véase Hairer et
al. [54]) y ademas los coeficientes b} y b son muy sencillos.



24

2. Nuevos métodos tipo Runge-Kutta-Nystrom

2. Para que la matriz A tenga rango 2 es preciso que los deter-

minantes de las submatrices 3x3 obtenidas a partir de ella sean
cero. Para ello bastarda con que c¢3 = 0, o bien, ¢ = ¢3 # 0.
Descartamos la posibilidad de que c; = 0 porque en ese caso no
se satisface la ecuacién (2.39). Para que el sistema tenga solucion
el rango de la matriz A* también tendra que ser 2 y, por tanto,
los determinantes de A* y de las correspondientes matrices 3x3
deben ser 0. La primera condicién se satisface, como ya hemos
visto, si ¢ v ¢3 cumplen (2.45). Sin embargo, de forma sencilla
se puede comprobar que no es posible anular simultdneamente
todos los determinantes 3x3, por lo que podemos concluir que
el sistema no tiene soluciéon y los métodos que obtenemos se
reducen a los discutidos en el punto 1.

2.2.2 Discusion de métodos de orden oscilatorio

seis

De manera analoga a los métodos discutidos con anterioridad, para
que el método (2.27) alcance orden oscilatorio 6 es preciso obtener
los coeficientes a partir de las ecuaciones (2.6)—(2.16), (2.28)—(2.30),
(2.31) y (2.32), y (2.33) y (2.34). Anadiendo las condiciones (2.17) y
(2.18), vy (2.19) y (2.20), las ecuaciones que se han de verificar son las
siguientes:

by +by+0b3 =1, (2.56)
baco + b3cg = 1/2, (2.57)
byc? + bscd = 1/3, (2.58)
bach + bscd = 1/4, (2.59)

bscoazy = 1/24, ( )

by + by + by = 0, (2.61)
bycy + bies = w?(bsasaey — 1/120), (2.62)
bics + bics = w?(bgasacs — 1/360), (2.63)
by + b5 +0b; =0, (2.64)
byca + bies = 0, (2.65)
bscs + bics = w?(bsasacs — 1/60), (2.66)

bicoaszy = —w?/720. (2.67)
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¢ 2/9 2/81
19/24 | —1235/18432  779/2048

b, 1/76 63,164 80,779
—83w?/12160 233w2/26240 —8w?/3895

bi 1/76 81/164 384,779
b —4u?/95 120w2/205  —64w?/3895

Tabla 2.2: Método de orden oscilatorio 6.

Podemos observar que este sistema de ecuaciones coincide con el
obtenido para los métodos de orden oscilatorio 5 anadiéndole las ecua-
ciones (2.63) y (2.67). Por lo tanto, basta sustituir la solucién general
biparamétrica anterior en las ecuaciones (2.63) y (2.67), obteniéndose

216003 — (120 + 28803)a* + (192 4 10808)a — 77

0
1440(3a — 2) ’
23
a_ 23
60 1440
lo que nos lleva a una tnica solucién en la que o« = 19/4 y g =

—8w?/3895. Sustituyendo en el resto de expresiones se obtiene un

unico método (2.27) cuyos coeficientes son los que se muestran en la
Tabla 2.2:

Nota 2.2.1 Congo se puede apreciar en las Tablas 2.1 y 2.2 en los
coeficientes b} y b, aparece siempre el factor w?. O

2.2.3 Experimentos numeéricos

Resulta conveniente en este momento comprobar como se comportan
los métodos obtenidos con respecto a otros cédigos. Para ello consid-
eraremos tres problemas diferentes consistentes en la integracion de
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0 Q5
¢ 1/2]1/8
1] 0 1/2

b |1/6 1/3 0

b; |1/6 4/6 1/6

Tabla 2.3: Método RKN de orden 4

osciladores o sistemas de osciladores perturbados de la forma (2.1).
Compararemos los resultados de los esquemas que hemos construido
con los resultados obtenidos con un método RKN muy frecuente en la
bibliografia (Hairer et al. [54]), con el método debido a Gonzdlez et al.
(véase Gonzdlez [44] y Gonzélez et al. [47]), que considerdbamos en la
seccion 1.3 y que ha demostrado en experimentos anteriores un buen
comportamiento para integrar el tipo de problemas que estamos con-
siderando, y con un cédigo simpléctico desarrollado por Calvo y Sanz-
Serna [7, 97]. Todos estos métodos son explicitos, tienen orden cuatro
y excepto el método simpléctico, son codigos de tres etapas. El inte-
grador simpléctico es un esquema RKN de cinco etapas y propiedad
FSAL (First Same As Last): s6lo necesita cuatro evaluaciones de la
funcién por paso, salvo en el primero.

Los experimentos se han realizado integrando 10 revoluciones para
distintos valores para h. Los calculos han sido realizados con precisién
aritmética de 16 digitos.

En las figuras denotaremos por RKNA24:5 el método con orden
oscilatorio 5 de la Tabla (2.1), por RKNA?4:6 el algoritmo de orden
oscilatorio 6 de la Tabla (2.2), por RKN4 el método cldsico cuyos
coeficientes corresponden a la Tabla (2.3), por RKGM4 el método
de orden 4 debido a Gonzalez et al. [44, 47] y por Calvo4 el método
simpléctico. Se ha representado el logaritmo decimal del error maximo
a lo largo de la integracion frente al logaritmo decimal del nimero de
evaluaciones de funcién empleadas.
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Figura 2.1: Oscilador de Duffing. ¢ = 1071,

El primer problema que consideramos es el oscilador de Duffing:
y'=—y+ey’, (2.68)

con condiciones iniciales

y(0)=1, ¢'(0)=0.

Este problema interviene en la descripcion de diversos sistemas mecanicos,
tales como el caso del péndulo o de una masa conectada a un muelle
que oscila, y esta también presente en ciertos sistemas eléctricos.

En las Figuras 2.1 y 2.2 observamos los resultados obtenidos al
integrar este problema con los distintos métodos y dos valores del
parametro de perturbacién, ¢ = 107! y ¢ = 102 respectivamente.
El error se ha calculado con respecto a una soluciéon de referencia
obtenida mediante técnicas de perturbaciones desarrolladas por Farto
et al. [24, 25], que es extremadamente precisa a largo plazo. En la
integracion los tamafios de paso se han tomado entre 1/2 y 1/27 para
todos los métodos.



28 2. Nuevos métodos tipo Runge-Kutta-Nystrom

Figura 2.2: Oscilador de Duffing. ¢ = 1073.

En ambos experimentos se observa que los resultados de los nuevos
métodos son mejores que los del método clasico. En la Figura 2.1 se
puede apreciar que el método RKNA?4:6 es ligeramente mejor que el
esquema RKGM4. Para valores de h pequenos apenas se distinguen las
graficas correspondientes a los métodos RKNA%4:5 y RKGM4 porque
presentan un comportamiento muy similar. El método simpléctico
proporciona al integrar este problema el mejor comportamiento. Sin
embargo, la diferencia entre los métodos crece cuando disminuye el
valor de . Loégicamente, para problemas suficientemente regulares,
cuando € es pequeno la solucion esta mucho mas proxima a la soluciéon
del problema no perturbado y, por tanto, los nuevos métodos deben
proporcionar mejores resultados. El método que mejor se comporta es
RKNA?4:6, seguido muy de cerca por el método RKGM4. El método
Calvo4 presenta ahora un comportamiento mucho peor que en el caso
anterior, siendo superado por el método RKNA?4:5 que ni siquiera es
el método de orden oscilatorio 5 éptimo.
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El segundo problema que consideraremos es el sistema de osciladores
vi= =+ 1074y - wl)
Yy = —y2 + 107 (g5 — 2019)

con condiciones iniciales

y1(0) = 12(0) = 0, ¥1(0) = y5(0) = 1.

La Figura 2.3 muestra los resultados obtenidos al integrar este
problema.

Figura 2.3: Sistema de osciladores.

Los errores han sido calculados con respecto a la integral primera

—4 —4

B 1
4 Yyt + 10"y 5 — e

Ys -

1 1
H(yi, y), Y2, ) = §(yf+y’12+y§+y52)—

Los tamafios de paso considerados oscilan entre 1/2 y 1/27 para
el método RKN4, 1/2 y 1/28 para el cddigo RKNA?4:5, y 1/2 y 1/2°
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para los restantes. En este ejemplo se puede ver el excelente compor-
tamiento del método RKNA2?4:6. Para los valores de h més pequeiios
proporciona errores menores que el codigo RKGM4, aunque éste se
muestre mas eficiente para los valores de A mas grandes. El método
RKNA?24:5 para este problema se comporta peor, aunque en cualquier
caso, proporciona soluciones mas aproximadas que el método clasico
y para h pequeno es mas eficiente que el método simpléctico.

Como tltimo ejemplo consideraremos el problema de la prediccién
de la orbita de un satélite artificial. Hemos tomado las ecuaciones
de movimiento formuladas en variables focales (véase Ferrandiz [29] y
Ferrdndiz et al. [34]). En dichas variables el problema se reduce a un
sistema de cuatro osciladores perturbados con frecuencia unidad

yi = —yi+ Qi i=1,2,3, (2.69)
W= —u+ % 10,
¢

donde p es la masa reducida y @); y @ son los correspondientes términos
de perturbacion. En los experimentos que se desarrollaran a lo largo
de la memoria se ha tomado como perturbacién sélamente la de-
bida al achatamiento terrestre, es decir, consideraremos solamente el
armonico zonal J5. Ademads se ha considerado una érbita ecuatorial.
De esta forma las ecuaciones anteriores se concretan en

y;/ = —Yi, 1= 172737
" M Jo 2
C C

donde ¢ es el momento angular. Hemos usado como solucion de refer-
encia la obtenida por Farto et al. [24]. La integracién se ha realizado
para valores de h variando entre 1/2 y 1/27. En la Figura 2.4 se
muestran los resultados de integrar una érbita circular (e = 0).

Los nuevos métodos vuelven a mostrar su buen comportamiento en
la integracion de este tipo de problemas. Fijado un error se necesitan
menos evaluaciones de funcién con los métodos que presentamos que
con los cédigos clasico y simpléctico. Comparados con el algoritmo
RKGM4, el método RKNA24:6 también requiere menos evaluaciones
de funcién por paso.

Para terminar, mostramos el mismo experimento (Figura 2.5) con
una orbita altamente excéntrica (e = 0.99). Los resultados son sim-
ilares a los del caso anterior. Como se puede apreciar el método
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Figura 2.4: Problema del satélite. e = 0.

RKNA?24:5, para los valores de h menores, tiene un comportamiento
muy similar al cédigo RKGMA4.

2.3 Métodos RKNhA’. Propiedades

2.3.1 Formulacion general

En esta seccion intentaremos formalizar las ideas que nos han con-
ducido a la construccién de unos nuevos métodos que parecen presen-
tar un excelente comportamiento en la integracion de osciladores per-
turbados. En todos los métodos discutidos se observa que los nuevos
coeficientes b y b} son siempre constantes multiplicadas por w? . Esto
nos ha llevado a reformular los coeficientes para facilitar el manejo y
a partir de este momento denotaremos por w?b} y w?b} a los antiguos
coeficientes b} y b} de los métodos que estamos desarrollando.

Definicién 2.3.1 Sean s € IN, a;; ¢ = 2,...,s, 7 = 1,...,¢ — 1,
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Figura 2.5: Problema del satélite. e = 0.99.

bi, b, b, b, i =1,...,8, ¢ =0yc¢i=2,...,s coeficientes reales.
Llamaremos método RKNA? explicito de s etapas para el problema
(2.2) al siguiente esquema

i—1
ki:f(‘%0+Cih7y0+h0¢y6+hzzaijk‘j), 'iZl,...,S,
j=1
= yo + hfy+ h2 S (B + h2w?B)k,
=1
yh = o+ B> (b + W2k,

i=1
O

Nota 2.3.2 Aunque nos referiremos a los anteriores como métodos
RKNA?2, en realidad son una familia de métodos, ya que para cada
frecuencia considerada tendremos un cédigo particular. O
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Nota 2.3.3 En esta memoria solo estudiaremos los métodos explicitos,
es decir, el caso en que ¢; =0y a;; =0siz < j. O

Nota 2.3.4 Igual que los métodos RKN, (véase Lambert [69]) los
cédigos que acabamos de definir se pueden utilizar para integrar sis-
temas de ecuaciones. O

Definicién 2.3.5 Los métodos RKNA? son de orden p si para fun-
ciones [ suficientemente regulares se cumple

y(zo+h) —y1 = O(RPHY),
y'(zo + ) — 4 = O(R"H).

2.3.2 Error de truncacion local

Consideremos un método numérico de un paso para el problema (2.2)
que podemos escribir como sigue

Yn+1 = YUn + hgb(xn) Yn, y':p h),
Y1 = Yo+ h' (Tn, Yn Yy ), (2.70)

donde, segin la notaciéon de Henrici [57], ¢ y ¢’ son las funciones
incremento del método. Los métodos RKNA? se pueden escribir de
esta forma considerando

Qb = y' + hZ(l_)z + h2w25;k)k’i,
=1

¢ = (b + h*wb))k;,

=1

de manera similar a un método RKN (véase Dormand [19] y Dormand
et al. [20, 21]). Volviendo sobre (2.70), podemos reescribirlo como dos
ecuaclones

= UYn + h¢(l‘n, Yn, y;, h) — Yn+1,
0= y’;/q, + hQS/(ZEn, Yn,s yr:w h) - yr:H-la
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que en general no se satisfacen si se sustituye la solucién exacta y(zy,)
por y,, v su derivada y'(x,) por y/,. La discrepancia se define como
error de truncacion local

tn+1 - y(xn) + hqb(xm ?/(l"n), y/(xn)v h) - y(xn-i-l)a
by = ¥/ (@n) + ho(@n, y(zn),y (2n), h) = (2ns1),

y corresponde a la cantidad por la cual la solucién exacta no satisface
la formula numérica. No obstante una cantidad mas practica desde el
punto de vista computacional, es el error por paso o error local, que se
calcula como la diferencia y(z,41) — Yn+1, 0 bien y'(xp41) — ¥, 1, con-
siderando que los valores anteriores son exactos. Afortunadamente los
dos errores, local y de truncacion local, son muy similares en magnitud
(véase Dormand [19]) y por ello unas buenas estimaciones (tanto mejor
cuanto menor sea el tamafno de paso h) de los errores de truncacién
local seran

Y1 — ?J(fUO + h)a
Yy — ¥ (xo + h).

La solucion exacta y su derivada se pueden expresar segin su de-
sarrollo de Taylor

o] 1—2

h .
y(zo +h) = yo + hyy + h? > Tf(l (0, Y0),
1=2 :
i—1

f(ifl)(l‘m Yo).

y'(zo+h) = yh+h)
=1

que en términos de las diferenciales elementales se pueden escribir

n; (@)

o a z'
y(zo+h) = yo + hyy + h? Z hi~2 Z %Fj( To, Yo, Yo )
i—2 :
SIS Oé(-Hl) (i+1)
y'(zo+h) = yo+hd B> JTFj (o, Yo, Y0),
i=1 =1 v

(k)

donde a; (k)

es el coeficiente que acompana a I/
la notacién en lo sucesivo representamos Fj(l)(
como Fj(z).

en f®). Para abreviar

%0, Yo, Yp) simplemente
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Desarrollando también en serie de Taylor las aproximaciones numéricas
en torno a h = 0 se tiene

Y1 = Yo + hyy +h*>_ K3 {Z g FJ@}

i=2 j=1

1+ 2Rt 3 pi—2 {27 B;(i)};vj(i)}
i=2 =1
Mi41
yi _ y0+hzhz I{Zﬁz)FH—l }
. Mit1
TRy R {Z sl e }

i=1
donde Bj(l) y ﬂj(z) son funciones de los pardmetros a;;, ¢; y b; 6 b; respec-
tivamente, y 3 @y ﬁ;(z) son idénticas pero sustituyendo b; por b} y b;
por bf. Con n; representamos el nimero de diferenciales elementales
de orden 1.

Entonces,
S S AN O .
yi —ylzo+h) = S0 0 ) g
=2 j=1 i!
o | Mi-2
12 Z B Z ;(1—2)];1](2—2) ’
i=4 j=1
S N A e
- h) = > h'" ' J F
v — ¥ (w0 + 1) ; 2 & G—1)1) 7

En ambas expresiones los primeros sumatorios coinciden con los er-
rores locales para los métodos RKN (véase Dormand [19]).
Definiendo los coeficientes de error

() (i) oz() (@) (%)

% % j *(1 *(1

Tj = 53' T Tj = ﬁj )
G

(i i Q; (4 *(1

Tj() ﬁj() J , T (4) ﬁj()’
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y tomando 7';(0) =7, M=o VT

(=1 %(0)

7; - =0, tenemos finalmente

1 —y(zo+ h) ZhZ{ZT —i—wQZ T 2)F }
i+1 ni—1
vy — Y (2o + h) ZhZ{ZT Hl—i—wQZT ZQF]( 1)}.
7j=1

=1
En la Tabla 2.4 tenemos los coeficientes de error Tj@ para los
primeros valores de ¢. Para obtener los correspondientes a la derivada

basta sustituir Tj(i) por T;(i_l), b; por b; y multiplicar cada fraccién a

la derecha del signo menos por i. Los coeficientes T;(i) y le-*(i), sigu-

iendo la definicién, se obtienen de los correspondientes Tj(l) y T;(l) susti-
tuyendo b; por b; y b; por b y eliminando las fracciones a la derecha
del signo menos.

Vamos a particularizar ahora las anteriores expresiones del error de
truncacion local para los dos problemas que centran nuestra atencién
a lo largo de esta memoria.

En primer lugar consideremos el caso del oscilador no perturbado.
En este caso la funcién a considerar es f = —w?y y para cada i sélo
resulta una diferencial elemental no nula que denotaremos por F{%).
Como ya vefamos en (2.22)

70 _ (—1)"w?y  si i=2n
ose (=)W si i=2n+1

De forma sencilla se observa que

FO = _2F-2)

osc osc

y de este modo para los métodos RKNA? la expresién del error local
se simplifica notablemente

] *(1—2) )
y1 — y(zo + h) Zh1< D TWQ> F9 (2.71)

) "x(i—2)
i — Y (zo + h) th< ) T) FurD,  (2.72)

w2
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71(2) = Z[_?i—l/2 Téﬁ) = 7'5(6)

s zz:l;ici—l/G 0= (1/120) 3" bicf — 1/5040
o = (i/Q)ZBic§—1/24 0 = 107"

72(4) = 7'1(4) i 7'357) = 157‘1(7)

7= 1/6)Y bk —1/120 |7 = (1/2) 3 bidaije; — 1/504
72(5) = 37'1(5) i 7'5(7) = 7(7) !

P = S biage; — 1/120 o= (1/2) Zbc,am 1/1008
79 = (?/24)2&@*—1/720 77 = (1/6) Zba”] 1/5040
7'2(6) = 67'1(6) i 78(7) = T6(7) !

7356) = 37’1(6) 7'9(7) = 37‘7(7)

6 7 b
) = Zbczawcy /180 |7y = Y biaageey — 1/5040
7_5(6) — 1/2 Zb aijc ] 1/720

Tabla 2.4: Coeficientes de error
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donde designaremos por 7, 7+ () v () Jog coeficientes de error
que acompanan a la correspondiente diferencial elemental no nula. A
la vista de las expresiones anteriores, podemos observar que multipli-
cando a las diferenciales elementales aparece un factor que consta de
dos sumandos. En el caso de un RKN en este factor aparece sélo el
primer sumando. Nosotros aprovecharemos el segundo sumando para
intentar elevar el orden de un método RKNA? para el problema no
perturbado (como hicimos en las secciones precedentes), ya que fijado
un nimero de etapas s contamos con un mayor nimero de coeficientes
de error que dependen de los parametros del método.

Consideremos ahora el caso del oscilador perturbado. En este caso
la funcién del problema (2.2) es f = —w?y + €g(x,y), entonces, los
errores locales para un método RKNA? vienen dados por

=90+ ) = S (70 = 60) £ 79

1=2

© i ) ) ni—2 ) '
+ € Z Bl {Z T](l)Gg-Z) + W2 ij(z—2)G§Z_2)} ’
i=2

Jj=1 J=1

v — v/ (zo + h) th( @) — =2 FED (2.74)

=1

00 i1 ni-1 '
+ {_:Z hz { Z z+1 w? Z Tj*(zQ)ngl)} :
i=1 j=1

donde denotamos por G(i) las diferenciales elementales de la funcion
g vy por F9 las correspondlentes a la parte no perturbada de f.
Légicamente los primeros sumatorios en ambas expresiones coinciden

con los errores locales para el oscilador no perturbado (2.71) y (2.72).
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2.3.3 Condiciones de orden para un método
RKNA?*p:q

Segtin la Definicién 2.3.5 para obtener métodos RKNA? de orden p es
necesario

G _ 1=2,...,p W i=1,...,p
E {jz om0 70 {j:17-~,nz‘+1
*(1 ':27..., _2 "x(1 ‘:17...’ _2
rj”zo{z. P Tj”zo{? P
J=4 .1y j:17"‘7ni+1
(2.75)

Este conjunto de ecuaciones constituyen lo que se conoce como condi-
ciones de orden.

Teniendo en cuenta (2.71) y (2.72), las condiciones de orden para
un método RKNA? de orden oscilatorio ¢ se concretan en

70 — 772 = g, (2.76)
70 _ =2 _ (2.77)

coni=1,...,q.

Como ya mencionamos anteriormente, los coeficientes de error en
y e y' que dependen de b; y b; se hallan relacionados (véase Dormand
[19]) y basta conocer los de y’. En cuanto a los que dependen de
los coeficientes b y b se pueden obtener de forma sencilla a partir
de los anteriores como ya hemos visto. Pese a estas relaciones, la
obtencion de los coeficientes de error suele ser muy compleja, por lo que
para obtener las condiciones de orden para métodos de orden elevado
recurriremos a la conocida teoria de drboles especiales de Nystrom
con raiz. Dicha teoria es debida a Hairer y Wanner (véase Hairer
et al. [54, 55]), que continuaron los trabajos iniciados por Butcher
(véase Butcher [6]) para ecuaciones de primer orden. Aunque en este
momento no vamos a tratar la teoria de arboles, la adaptaremos mas
adelante a los métodos que venimos considerando.

Definicién 2.3.6 Llamamos método RKNA?p:q a un cédigo RKNA?
con orden p para un problema general y orden oscilatorio ¢q. O

Para obtener un método RKNA2p: ¢ se han de satisfacer las condi-
ciones de orden (2.75) para alcanzar orden p para un problema general
y, las condiciones (2.76) y (2.77) con i = p+1,...,q, para conseguir
orden oscilatorio q.
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2.4 Método RKNhR?4:5 6ptimo

Como ya hemos mencionado a lo largo de discusiones anteriores, el
error de truncacion local en la aproximacién a la solucién para un
método RKN de orden p se puede escribir (vedse Dormand [19]) como

tpi1 = Z hl{ZT F()}

i=p+1 7j=1

y andlogamente en la aproximacion a la derivada

Ni4+1
n+1_zhl{z7- Z+1}7

—p+1

donde Fj(l) son las anteriormente mencionadas diferenciales elemen-

tales (2.5), y Tj(z) y TJW son los correspondientes coeficientes de error
para y e y'.

La influencia dominante en el error de truncacion local si el tamano
de paso h es suficientemente pequeno, viene dada por las funciones
principales de error:

o) o)
o= 7 F
j=1

para el error en la aproximacién a la solucién y

Np+2

(p+1) —(p+2
Z T "(p F(p )
7j=1

para en el error en la derivada.

Cuando se tiene una familia de métodos con parametros libres,
éstos se pueden utilizar para obtener métodos 6ptimos, es decir, fijado
un orden obtener el método que consiga minimizar la norma euclidea
de los coeficientes de error en las funciones principales de error (Dor-
mand [19]). Se trata por tanto de minimizar la funcién

_ \/<A<p+1>)2 + (A2,
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donde
Np+1 1 npt2 1
AP = 3 (R, A = Y (TP
j=1 Jj=1

Una idea similar utilizaremos en la presente seccién para obtener
un método RKNA?, como el discutido en la seccién 2.2.1, que alcance
orden oscilatorio 5 y sea 6ptimo en el sentido comentado. Recordemos
que existia un tnico método RKNA?4:6 de tres etapas y por tanto,
dicho esquema es el método 6ptimo.

La familia de métodos RKNA? que estamos considerando alcanza
orden 4 cuando se trata de integrar un problema general y orden os-
cilatorio 5. Por tanto, las expresiones de los errores locales se obtienen
a partir de (2.73) y (2.74) imponiendo orden 5 para la parte no per-
turbada y orden 4 para la parte perturbada de f, es decir,

i —y(zo +h) = zh@( O _ p2(=2) FO) (2.78)

i . . N2 ) '
+ SZ h,l {Z T](Z)Géz) + wQ Z 7—;(12)0‘?2)} 7

Jj=1 Jj=1

v — o/ (2o + h) = ZM O D) FE (2.79)

41 ni-1 )
+€Zhl{ZT ZH +w227]*(l Z)Gg-l 1)}.
i=5 j=1
Observando (2.78) y (2.79), vemos que el término que predomina en
el error de truncacién local dependera de los valores de h y . Los
términos en h® aparecen multiplicados por € y por tanto no en todos
los casos es posible despreciar los términos en h%, dependerd de si h
es mayor o menor que €. Entonces en cada caso concreto convendria
minimizar un término u otro dependiendo de en cudl de las situa-
ciones mencionadas nos encontremos. Esto en principio nos llevaria
a obtener dos métodos distintos que podriamos seleccionar segin el
problema. Sin embargo, en una implementacién en paso variable el
tamano de paso puede variar notablemente y podemos pasar de una
situacion a otra numerosas veces a lo largo de la integracion. Por ello,
una solucién de compromiso es tratar de minimizar simultaneamente
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ambos términos de error. Entonces, el método optimo serd aquel que
haga minima la funcion

U = J(AO) + (AO) 1 (AO)2 + (A0, (2.80)

’(5) (1))2

A® = (76) — rx@)2, A6 — \/(T’ — )2,

Los coeficientes 7';5), 75(5), T;*(g) y T]/»*(l) se pueden obtener de forma
sencilla a partir de Tabla 2.4. Los coeficientes 7, 7'©6) 7 @)
son los correspondientes coeficientes de error no nulos para el caso
concreto del oscilador no perturbado. Si a los métodos RKNA? corre-
spondientes al esquema (2.27) les exigimos orden oscilatorio 5 tenemos,
como ya discutimos en la seccién 2.2.1, una familia biparametrica de
cédigos dependientes de los pardmetros a = c3 y 3 = b5. Tras sustituir

los coeficientes del método se obtienen:

Y

I
G
Il
_—
(]
—~
wﬁ,.\
=
~—
[\
_|._
—
Qﬂ*
=
~—
[\
=
G
_
M"’

"x(4) y 7

7_1(5) _ 7—21)100423; 1_2;44—37 7_2(5) _ 37_1(5)’
f = 22 7O = 2,
£ —4171(5>7 NON. —2371<5>7
e —4371(5)7 1O )
O 4;022:; R )
2@ e @ e

Los términos en h® en los errores locales son

_ 1 _ _

—h® <63a32a21 o0 (b3as1 + b3(asz + a32)) WGZ/Oy
1

8 <63a3262 + 720) WOyl
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y nos permiten obtener 70 —7*® vy 76 _ 74 Podemos expresarlos
de nuevo en funcion de los parametros del método

© @ _ @ 19
T 60  1440°
S(6) _ x(3) —
af(2160a3 — 6660a® + 6120 — 1890) + a(60ar — 99) + 40
1440(3cc — 2) ‘

Sustituyendo los coeficientes de error en (2.80) se obtiene una
funcién en los parametros a0 y 3 que buscamos minimizar

/

V OV 4 3+ ATOP 4 (7O W) 4 (7O ey

La minimizacién se ha realizado con la funcién extrema de Maple
V4. Esta funcion tiene como parametros la expresion de la cual se
quieren obtener los extremos, las variables y ocasionalmente condi-
ciones frontera. En nuestro caso, las condiciones frontera proceden de
una serie de restricciones adicionales que imponemos sobre el tamano
de los coeficientes para evitar el excesivo crecimiento de los errores de
redondeo. En concreto imponemos que o tome valores entre Oy 1y 3
entre -1 y 1. Asi el método 6ptimo es aquel en el que los parametros
libres toman los valores o = 1047/1250 y 5 = —1183/200000 y por
tanto los coeficientes del método son los de la Tabla 2.5.

Para estos coeficientes los valores de A®), A'®) y A'®) son 0.0023,
0.00262 y 0.0007 respectivamente. La norma A es despreciable re-
specto al resto.

El método 6ptimo obtenido lo denotaremos por RKNA?4:5M. La
letra M significa cerca del minimo (véase Dormand [19]).

Con el fin de estudiar la eficiencia del método éptimo constru-
ido mostraremos los resultados obtenidos al integrar numéricamente
tres de los problemas ya considerados en la seccion 2.2.3: el prob-
lema del oscilador de Duffing para ¢ = 0.001, el problema del satélite
artificial ecuatorial con alta excentricidad y la perturbacién debida
al achatamiento terrestre y el sistema de osciladores. Compararemos
el método 6ptimo RKNA24:5M con el esquema de orden oscilatorio
5 de la Tabla 2.1, que denotaremos por RKNA?4:5, y con el cédigo
RKNA?4:6, que acabamos de ver presentaba un buen comportamiento.
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0 aij
219 47961
“ 641 821762
1047 | 11132259957 88896811293
1250 | 285156250000 285156250000
; 143627 86695391 79296875
i 1375753 261076689 1248161157
p | 65711573 1628654723 ~1183
i | 164250000000 164250000000 200000
N 143627 263374721 488281250
i 1375753 522153378 1248161157
. —93375 14983375  —14609375
i 2751516 1044306756 2496322314

Tabla 2.5:

Método RKNA24:5M
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Figura 2.6: Oscilador de Duffing. ¢ = 1073.

En las Figuras 2.6 y 2.7 se presentan los resultados obtenidos al in-
tegrar el problema del oscilador de Duffing con € = 1072 y el problema
del satélite con una érbita altamente excéntrica respectivamente. Los
tamaios de paso considerados se han variado entre 1/2 y 1/27 para la
integracién numérica del primer problema, y entre 1/2 y 1/2° para el
segundo. En ambos casos el método 6ptimo proporciona mejores resul-
tados que el correspondiente método particular RKNA24:5 y un exce-
lente comportamiento comparado con el método RKNA24:6. Cuando
la integracion se realiza con los tamanos de paso mas pequenos las
diferencias entre los métodos RKNA24:6 y RKNA2?4:5M no son signi-
ficativas. Esto puede ser debido a que para valores de h suficiente-
mente pequenos, los términos que predominan en los errores de trun-
cacién local en ambos mtodos son los correspondientes a h’.

Por tltimo, en la Figura 2.8 se muestran los resultados de la in-
tegracién numérica del sistema de osciladores. En este caso se han
utilizado tamanos de paso que varfan entre 1/2 y 1/2% para el método
RKNA?4:6 y entre 1/2 y 1/2% para los otros dos cédigos. Como vi-
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mos en la seccion 2.2.3, el método particular de orden oscilatorio 5
no proporcionaba tan buenos resultados como el de orden oscilatorio
6. Como se puede ver, el método RKNA2?4:5M mejora los resultados
obtenidos aunque el esquema RKNA24:6 sigue siendo el més eficiente.

Figura 2.7: Problema del satélite. e = 0.99.
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Figura 2.8: Sistema de osciladores.

47
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Capitulo 3

Métodos de paso variable

3.1 Introduccion

En problemas del tipo (2.2) no excesivamente complejos la aproxi-
macién de las soluciones mediante la integraciéon numérica con paso
fijo, empleando pasos pequenos con el fin de conseguir gran precisién,
conduce a soluciones numéricas suficientemente buenas. Sin embargo,
en muchos problemas practicos las derivadas de la funcién f varian de
forma significativa en magnitud, dando lugar a una gran variacion en
los errores locales que se producen paso a paso (recordemos que éstos
dependen de las diferenciales elementales). Entonces seria mas conve-
niente emplear métodos que permitieran mantener acotados los errores
locales adecuando los tamanos de paso a lo largo de la integracién. En
este contexto surgen los métodos de paso variable, de los cuales los
mas empleados con esquemas Runge-Kutta y Runge-Kutta-Nystrom
son los denominados pares encajados (véase Dormand [19], Dormand
et al. [20, 21] y Hairer et al. [54]). Una implementacién eficiente de
un método de paso variable requiere, por tanto, de un mecanismo de
control de la amplitud del paso h, que serd mas pequena en aquellas
zonas en las que la solucion varie rapidamente y aumentara en las
zonas mas sencillas de integrar. Un par encajado RKNg(p)s consta
de dos métodos RKN de s etapas, de 6rdenes p y ¢, con p # ¢, de
forma que las etapas intermedias, k;, son las mismas para ambos. La
integracién avanza con el método de orden ¢ mientras que el método
de orden p sélo se utiliza para obtener una estimacién del error local
necesaria, como veremos seguidamente, en el mecanismo de control de
paso. Por lo general se consideran pares RKNg(p) con p < ¢, es decir,

49
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se aplica el modo conocido como eztrapolacion local (véase Dormand
[19] y Dormand et al. [20, 21]). En este caso se utiliza la aproximacién
de orden maés alto (en general mds precisa) para avanzar en la inte-
gracion, y el método auxiliar de orden p para obtener una estimacién
del error local. Como veremos a continuacion, dicha estimacion no se
refiere al error local cometido por el método con el que se efectia la
integracion, sino al cometido por el método de orden mas bajo. Esto
resulta ventajoso, porque se pueden minimizar los coeficientes de er-
ror del método de orden ¢ (con el fin de obtener un método 6ptimo)
sin que se perjudique con ello la estimacién del error. A lo largo de
esta seccién veremos ademds qué criterios se han de seguir para que
la estimacion del error local conseguida con el método de orden p sea
lo més fiable posible. Consideremos un par RKNg(p)s explicito con

P<4q

Gt = G+ had (@0, G G F),

?)7/1-1-1 = ?jiz + hnqy(xna Un, g;w hn)>

Yni1 = Un + Pnd(@n; G, Urys ),

y;url = Z);z + hn¢(xn7 Un, 3):17 hn)a
donde

S A
=1

~

¢,<xnagnag;ahn) = Zézkza
=1
=1

S
¢/(In7 ?jn; gqlw hn) = Z bzkm
i=1
siendo las s etapas intermedias

1—1
ki=f (xn + Cibn, G + Cihal, + B2 az‘jkj) )

Jj=1

coni=1,...,5y c; =0. En las expresiones anteriores ¢, y ¥, son
aproximaciones a la solucion y su derivada en el punto x, propor-
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cionadas por las formulas de orden g¢; y, e y/, son las aproximaciones
proporcionadas por las férmulas de orden p y h, = x,41 — T,.

Si la magnitud del error local se intenta mantener por debajo de
una tolerancia Tol, y el valor E representa la estimacion del méximo
error local cometido en las aproximaciones a la solucion y su derivada,
el mecanismo de cambio de paso funciona como sigue

e Si I/ > Tol, la longitud de paso h, resulta demasiado grande
y se rechaza la tltima aproximacion, ¥n41,%,,, que se calcula
otra vez a partir de la anterior disminuyendo el tamano de paso.
La longitud del paso viene dada por la férmula

o1\ V#HD
It = Fac - hy, - (;) , (3.1)

siendo Fac un factor de seguridad (véase Dormand [19], y Dor-
mand et al. [20, 21]) que oscila entre 0.75 y 0.95 y que modera los
cambios de paso. También se suele introducir un paso maximo
Rmé: ¥ uno minimo h,,z; de modo que la expresion anterior en la
practica se usa como sigue

Tol 1/(p+1)
hn+1 = méX (hmz’n, min (hmd:r; Fac . hn . <-EO> )

De esta forma se evitan tamanos de paso excesivamente grandes,
que darian lugar a errores de desbordamiento, o excesivamente
pequenos, que producirian un incremento inacceptable de los
errores de redondeo. que llevarian a rechazos posteriores.

e Si E¥ < Tol, la longitud de paso h,, es suficientemente pequena
y se acepta el ultimo paso dado. Se avanza un paso, desde 1
al punto =19 = 11 + hyi1, con h,yq dado por (3.1).

Denotando por 0,41 y 9, las diferencias

5nJrl = Yn+1 — Yn+1,
/ ~1 /
ntl = Ynt1 = Ynt1s

la estimacion E se calcula como

E = méx({| 011, [|07,1111)-
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Nota 3.1.1 Se puede elegir cualquier norma, aunque nosotros uti-
lizaremos la norma euclidea O

Nota 3.1.2 En cuanto a la estimacién del error, se puede estimar el
error absoluto, relativo o ponderarlo de manera distinta en cada una de
las componentes segin el problema considerado. También es posible
estimar sélo el error cometido al aproximar la posicion E = |[0,1]|
aunque los resultados suelen ser peores (véase Dormand et al. [20, 21]).
O

Nota 3.1.3 La férmula de cambio de paso considerada en (3.1) se
obtiene tratando de controlar que el error por paso se mantenga por
debajo de la tolerancia fijada. Otra alternativa seria tratar de con-
trolar el error por unidad de paso como se sugiere en Lambert [69].
O

En realidad 8,1, y d;,,; son estimaciones de los errores locales cometi-
dos por el método de orden p y no del método de orden ¢ con el que
avanzamos en la integracién pues

Ont1 = Gn+1 — Ynt1 = (Y(@n + hn) = Yns1) — (Y(xn + hn) — Gng1)
= ens1 + O(KTH) = O(K"*),

nt = Unr = Ypr = (Y (@0 + ha) = yrgr) — (' (00 + ha) = )

= €pay + O(RT) = O(RP*),
donde e, y e, representan los errores locales para el método de
orden p. Para un buen funcionamiento del codigo es deseable que las
estimaciones del error del método de orden bajo sean mayores que
la del método de orden alto. Teniendo en cuenta que los errores de
truncacion local para un método de orden m para las aproximaciones
a la solucién y su derivada se pueden escribir (véase Dormand [19)])
respectivamente

Z hzz (1 F(z) Z hzz (%) z-i-l)7

i=m-+1 7j=1 i=m+1 7j=1
es claro que

Su = 3 B3 ()0 2

w1 = >, WY (Y =50, (3:2)
i=p+1  j=1

N i, ) A i+1

oy = 3 WS (0 - Oy pin, (3.3)

i=p+1  j=1
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Una vez obtenido el par encajado RKNg(p) conviene establecer una
serie de criterios para elegir los parametros libres de forma que se
obtenga un buen par encajado (véase Dormand et al. [20]). Nos in-
teresa por un lado que el método de orden ¢ sea 6ptimo y por otro
que la estimacion del error sea lo mas fiel posible. Esto se traduce en
lo siguiente:

1. Puesto que la integracion avanza con la férmula de orden ¢q y
el correspondiente error local se comporta como O(h?¢™!) parece
l6gico intentar minimizar los coeficientes que acompanan a h9*!,
Considerando que todas las diferenciales elementales tienen la
misma contribucion al error lo que se trata de hacer es

A — ety - Alat) — |7 )

)
tan pequenos como sea posible.

2. Puesto que la férmula (3.1) se basa en que el estimativo sea
proporcional a hP*1, habrd que pedir que en las estimaciones del
error, tanto para la solucién como para la derivada, dominen los
términos en APT!. Teniendo en cuenta (3.2) y (3.3) bastard con
pedir que

||7-(p+2) — #(p+2) I

O+ — o1y _ 70D — #042)]

[l S

sean lo més pequenos posibles.

3. Se ha de pedir ademas que en el método de orden p dominen
los términos en h?*! frente a aquellos en hP*2. Esto se consigue
minimizando

O sl R [l
R GG

De esta forma conseguimos que las dos férmulas sean suficiente-
mente distintas, ya que es muy habitual elegir ¢ = p + 1.

4. Por ultimo como recomendaciéon general, hay que tomar valores
para los coeficientes no demasiado grandes para evitar los posi-
bles errores de redondeo.
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En las siguientes secciones trataremos de extender las ideas expuestas
para métodos RKN a los métodos de tipo RKNA? que hemos intro-
ducido en el capitulo anterior. Siguiendo la notacién introducida de-
notaremos estos pares por RKNAR?q:¢/(p:p') siendo ¢ y p el orden por
las formulas de orden mayor y menor respectivamente conseguido para
un problema general y ¢’ y p’ los érdenes oscilatorios correspondientes.

3.2 Construccion de un par encajado
RKN/24:6(3:4)

Utilizando las ideas de la seccién anterior, construiremos un par que
constard de dos férmulas RKNA?: una de ellas de orden 4 y orden
oscilatorio 6 que sera la que usaremos para hacer avanzar la integracién
y otra féormula de orden 3 y orden oscilatorio 4 que emplearemos para
estimar el error. El método de orden 4 es el obtenido en la seccién
2.2.2 cuyos coeficientes son los de la Tabla 2.2, que como vimos es el
tinico método de tipo RKNA? con orden oscilatorio 6. Teniendo en
cuenta las condiciones de orden de la seccién 2.3.3, para obtener la
formula de orden 3 con orden oscilatorio 4 sera necesario resolver el
siguiente sistema de ecuaciones:

by + by + by = 1/2,

bycy + bscs = 1/6,

by 4+ b5 + b5 = (bacs + bzcz — 1/12)/2,
by 4 by + by = 1,

baco + b3cg = 1/2,

boca + bscs = 1/3,

bl + b5+ by =0,

byca + bies = bsagacy — 1/24.

Consideraremos las condiciones de suma de fila (2.17) y (2.18). Sigu-
iendo la filosofia de los pares RKNg(p) de la seccién precedente, los
coeficientes a;; y ¢; coinciden con los de la férmula de orden alto. Re-
solviendo el sistema anterior resulta una familia de métodos con cuatro
pardametros libres. De forma andloga a los pares RKNg(p) trataremos
ahora de que estos parametros hagan minimos los correspondientes
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CcW, '™ BO) y B'®) buscando que el estimativo sea proporcional
a h* y que en la férmula de orden menor dominen los términos en
h* frente a los términos en h°. Para los métodos considerados las
constantes son las que siguen:

[76) 4 753) — (26) 4 2+®)]

4
=
o _ ||7°®) 4 7B — (7'6) 4 7+6)))|
(R —
5o _ [T + 7]
7@+ o]
B _ |7+ @]

[EEEEa]

Buscamos que los grados de libertad minimicen las funciones

O — \/CW? 4 B6?,
o = \JOW 4 BO?,

Empleando una vez mas la funcion extrema de Maple V 4, los coefi-
cientes del método son los de la Tabla 3.1. Para estos coeficientes

C® =065 B® =014, ¢'® =0.077, B® =0.178.

Si se considera como referencia el método RKN4(3) propuesto en Dor-
mand et al. [20] para el cual los valores de las constantes son

cW =102 B® =103 Cc®W=119, B® =1.20,
vemos que las minimizaciones en nuestro caso han sido hechas de forma
eficiente.
3.3 Experimentos numéricos

Con el fin de ilustrar el buen comportamiento del par encajado con-
struido mostraremos los resultados obtenidos al integrar numéricamente
tres problemas oscilatorios:
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0 a;j
2 2
“ 9 81
19| —1235 779
24| 18432 2048
;| 296317 17750961 18231592
“ | 19416860 41899540 199022815
—. | —386269 1 0
P 117727488 1280
b Lo 3L
’ 76 164 779
w| 2 6 =&
i 95 205 3895

Tabla 3.1: Método de orden bajo para el par RKNh?4:6(3:4)
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1. El oscilador de Duffing (2.68) con e = 1073, que es un problema
que hemos venido considerando en los experimentos anteriores.
Este no presenta serios problemas en su integracion que den lugar
a muchos rechazos y a la consecuente reduccién de la amplitud
de paso. Por ello el paso minimo permitido a lo largo de la
integracién ha sido 1073,

2. El problema del satélite artificial ya considerado (2.69), inte-
grando una orbita ecuatorial con alta excentricidad y teniendo
en cuenta, como anteriormente, sélo la perturbacién debida al
armoénico zonal Jy. Este problema formulado en variables BF
(Burdet-Ferrdandiz) presenta gran regularidad ya que las derivadas
no varian rapidamente. El paso minimo utilizado coincide con
el del problema anterior.

3. El problema de Bessel, que tiene por ecuacion:

Y’ + 100y = —ﬁ, (3.4)

cuyos valores iniciales han sido tomados de la soluciéon casi periddica
(y(x) = y(x + 2m/10))

\/Ejo(lo.%‘),

siendo Jy la funcién de Bessel de primera especie. Este problema
ha sido utilizado por varios autores con diversos propdésitos como
podemos ver en Gautschi [41], van der Houwen y Sommeijer [61]
y Neta y Ford [90]. Nosotros lo utilizaremos como test de efi-
ciencia para los pares encajados, pues a medida que el extremo
inferior de integraciéon se aproxima a cero aumenta la dificul-
tad de integracién, ya que en x = 0 la funcién no es derivable
y cerca de él los valores de la derivada difieren enormemente.
En este sentido hemos considerado tres intervalos de integracién
[1,10],[0.1,10] y [0.01,10] para poner de manifiesto el compor-
tamiento de los diferentes métodos a medida que el problema
se hace mas dificil de integrar. El paso minimo permitido en
todos los algoritmos ha sido de 107* en la integracién en los dos
primeros intervalos, salvo en el método RKGM4(3) para el que
se ha considerado un valor de 107°. En el dltimo intervalo se ha
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realizado la integracién con un tamaiio de paso minimo de 10~°
en todos los esquemas.

Los métodos utilizados en la integracion numérica de los anteriores
problemas han sido los que siguen:

e Los algoritmos desarrollados en el presente capitulo implementa-
dos tanto en paso fijo como en paso variable. En las graficas nos
referiremos a ellos como RKNA24:6 para el método de paso fijo
y como RKNAH?4:6(3:4) para el par encajado. En ambos casos se
requieren tres evaluaciones de funciéon por paso.

e El par encajado RKN4(3) con cuatro etapas desarrollado por
Dormand et al. [20]. Dicho método tiene propiedad FSAL por
lo que, salvo en el primero, el método avanza realizando solo tres
evaluaciones de funcién por paso.

e El par encajado disenado especialmente para problemas oscila-
torios y debido a Gonzélez et al. [44, 47, 48] que requiere cu-
atro evaluaciones de funcién por paso. Lo denotaremos por
RKGM4(3) en las graficas.

Todas las integraciones han sido realizadas considerando un paso ini-
cial h = 0.1. Cuando la elecciéon del tamano de paso inicial resulte
critica , existen alternativas para seleccionar dicho tamano de paso de
forma adecuada al problema que se desee integrar (vedse Gladwell et
al. [43] y Hairer et al. [54]), aunque en los problemas citados no ha
sido necesario.

Las graficas presentadas son graficas de eficiencia en las que se
representa el logaritmo decimal del error a lo largo de la integracién
frente al logaritmo decimal del niimero de evaluaciones necesarias. En
algtin caso incluiremos ademas gréaficas de niimero de evaluaciones de
funcion frente a tiempo de CPU empleado, que en el caso de integra-
ciones con métodos de paso variable también es una buena forma de
ilustrar la eficiencia de los métodos. Los calculos han sido realizados
con precisién aritmética de 18 digitos.

La Figura 3.1 muestra la integracion del oscilador de Duffing con
e = 1072 al cabo de 10 revoluciones. Se han tomado tolerancias que
varfan de 1073 a 1077 para el método RKN4(3), de 10~* a 10~ para el
esquema RKGM4(3) y de 1073 a 1073 para el c6digo RKNA?4:6(3:4).
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Figura 3.1: Oscilador de Duffing. ¢ = 1073.

Para el algoritmo RKNA?4:6 se han empleado tamanos de paso en-
tre 1/2 y 1/2%. La graficas ponen de manifiesto que el par enca-
jado RKNA?4:6(3:4) resulta ser mucho més eficiente que los métodos
RKGM4(3) y RKN4(3). Las diferencias son atin mayores si represen-
tamos el tiempo de CPU empleado en realizar las integraciones. Como
vemos en la Figura 3.2, el esquema RKNA24:6(3:4) requiere un coste
computacional en tiempo de CPU mucho menor que los otros dos algo-
ritmos, especialmente que el método RKGM4(3). Este tltimo, ademés
de emplear una evaluacién de funcién mas por paso, tiene unos coe-
ficientes que dependen de h de forma no tan sencilla como el método
que hemos desarrollado y recalcularlos cada vez que el tamano de paso
varia, supone un coste computacional nada despreciable para proble-
mas con funciones no excesivamente caras de evaluar. Volviendo sobre
la Figura 3.1, si comparamos los métodos RKNA24:6 y RKNA24:6(3:4)
observamos que el esquema implementado en paso fijo presenta unos
resultados ligeramente més precisos que el par encajado. Esto puede
ser debido, como ya apuntabamos anteriormente, al hecho de que este
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Figura 3.2: Oscilador de Duffing. ¢ = 1073.

problema no presenta dificultades de integraciéon y por ello un buen
método implementado en paso fijo deberia ser suficiente para obtener
buenas aproximaciones.

En la Figura 3.3 observamos los resultados de integrar el problema
del satélite artificial con e = 0.99. En este problema las tolerancias
empleadas varfan de 1073 a 107® para el método RKN4(3), de 107
a 10714 para el esquema RKGM4(3) y de 1072 a 107!2 para el algo-
ritmo RKNA?4:6(3:4). Para el esquema en paso fijo hemos utilizado
tamafos de paso que oscilan entre 1/2 y 1/27. En este caso el método
RKNA24:6(3:4) presenta los mejores resultados, proporcionando solu-
ciones mas precisas que los otros dos pares encajados. Cuando no se
requiera mucha precisién, el método implementado en paso fijo emplea
menos evaluaciones de funcién que el correspondiente método de paso
variable. Sin embargo, éste tltimo proporciona resultados mas aprox-
imados cuando se requiera una precisién mayor, aunque la diferencia
sigue siendo minima. De nuevo nos enfrentamos a un problema de
no excesiva dificultad para ser integrado en paso fijo. La variacién en
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Figura 3.3: Problema del satélite. e = 0.99.

el tamano de paso no es importante, de modo que los dos esquemas
se comportan de modo muy similar. Como vemos en la Figura 3.4
la ventaja de nuestros métodos frente a los esquemas RKGM4(3) y
RKN4(3) en tiempo de CPU es clara.

En las Figuras 3.5, 3.6 y 3.8 se tienen los resultados de integrar
el problema de Bessel en los intervalos [1,10],[0.1,10] y [0.01, 10].
Las tolerancias para la integracion en el primer intervalo varian de
1073 a 1077 para el método RKN4(3), de 1073 a 107'° para el es-
quema RKGM4(3) y de 1073 a 1072 para el método RKNA?4:6(3:4).
En el segundo intervalo las tolerancias empleadas varfan hasta 10~
para el método RKGM4(3); para el resto de cédigos las tolerancias
utilizados coinciden con los del intervalo [1,10]. En el dltimo inter-
valo se han utilizado valores de tolerancias entre 1072 y 1077 para el
método RKN4(3), y entre 1073 y 107 para los esquemas RKGM4(3)
y RKNA?4:6(3:4). En los tres casos, se han empleado tamartios de paso
que oscilan entre 1/2° y y 1/2" para el c6digo RKNA?4:6.
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Figura 3.4: Problema del satélite. e = 0.99.

Como se puede apreciar en la Figura 3.5, en el intervalo [1,10]
los métodos RKNAH?4:6(3:4) se muestran menos eficientes que el es-
quema RKGM4(3) cuando se requieran soluciones no demasiado pre-
cisas. Sin embargo, para errores menores los métodos RKNR24:6(3:4)
y RKNA?4:6 muestran un comportamiento muy similar, proporcio-
nando los mejores resultados. En tiempo de CPU nuestros método
aventajaran ain mas, como hemos visto en los problemas anteriores,
al método RKGM4(3). En la Figura 3.6 se pone de manifiesto que en
el intervalo [0.1, 10] el método RKGM4(3) presenta unos resultados lig-
eramente mejores que los esquemas RKNA?4:6(3:4) y RKNA24:6. No
obstante, como se puede ver en la Figura 3.7, el método RKGM4(3)
requiere un coste en tiempo de CPU mucho mayor. Ademas, este
algoritmo requiere tamanos de paso menores para obtener resultados
comparables.

En estos dos intervalos, podemos observar que el comportamiento
del método de paso fijo es muy similar al del correspondiente método
de paso variable cuando se requieran los soluciones mas precisas. Esto
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Figura 3.5: Problema de Bessel. x € [1, 10]

puede ser debido a que el nimero de rechazos en la integracion en paso
variable es pequena y por ello el comportamiento esta préximo al de
los métodos de paso fijo. Sin embargo, para obtener estos resultados,
ha sido necesario integrar el problema en paso fijo con pasos menores
que en los problemas anteriores. Por el contrario, como muestra la
Figura 3.8 correspondiente a la integracién del problema de Bessel en
[0.01, 10], cuando el extremo inferior del intervalo estd mds préximo
a cero, el método de paso fijo deja de tener un comportamiento com-
parable con los algoritmos de paso variable RKN4(3), RKN24:6(3:4)
y, especialmente, RKGM4(3). Este dltimo es el que proporciona los
mejores resultados. No obstante, el par RKNA?4:6(3:4) conserva la
ventaja frente al par RKGM4(3) de que el coste en tiempo de CPU es
bastante menor (Figura 3.9).
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Figura 3.6: Problema de Bessel. = € [0.1, 10]
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Figura 3.7: Problema de Bessel. z € [0.1, 10]
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Figura 3.8: Problema de Bessel. z € [0.01, 10]
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Figura 3.9: Problema de Bessel. z € [0.01, 10]
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Capitulo 4

Métodos RKNA? de orden alto

4.1 Introduccion

En multitud de situaciones es necesario obtener la aproximacién a
la solucién del problema con gran precision. En estos casos el uso
de métodos de orden no demasiado alto, como los expuestos en los
capitulos precedentes, pueden llevar al uso de amplitudes de paso ex-
cesivamente pequenas que provocan un gasto computacional consider-
able. Ademas, al reducir el paso excesivamente los errores de redondeo
dominan a los de truncacion local, por lo que hay ciertas barreras a la
precision que se puede alcanzar con un método de orden bajo (véase
Dormand [19]). Solamente en aquellos casos en los que se requiera un
moderado error puede utilizarse una férmula de orden bajo. Si no,
es preferible el uso de esquemas de orden alto. Mas atin, como ya
justificdbamos en la seccién 3.1, la integracion numérica de muchos
problemas hace necesaria la implementacion de los métodos en paso
variable. La obtencién de los métodos de paso fijo RKNA2?p:q aunque
tedricamente clara, nos lleva a tratar con férmulas y calculos cada vez
mas complicados. A medida que aumentamos el orden de los métodos
resulta sumamente ventajoso el uso de representaciones graficas que
nos permitan obtener de forma sistematica las ecuaciones de orden y
las correspondientes constantes de error. Con este fin, hemos tomado
como referencia la teoria de arboles con raiz desarrollada tanto para
métodos Runge-Kutta, como para Runge-Kutta-Nystrom y de la que
podemos encontrar un profundo anélisis en Butcher [6], Hairer et al.
[54] y Hairer y Wanner [55]. Esta teoria, modificada convenientemente
para los métodos que nos ocupan, nos permitira obtener las ecuaciones

69
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y constantes de error para conseguir un par encajado RKNA? de orden
elevado.

4.2 Teoria de arboles para los métodos
RKNA?

4.2.1 Arboles especiales de Nystrom

Antes de comenzar con esta teoria trataremos de motivar la con-
struccién de estos drboles con raiz. Partiendo del problema (4.3), con-
siderdbamos los métodos RKNA? de orden p y tratdbamos de aprox-
imar las derivadas de la funcién f mediante evaluaciones de funcién
de la forma siguiente:

p—2 hjféj) s

Gt o) ~ Y (b + h*w’b))k;, (4.1)
=0 S
p—1 hj (4) s

o o S (b 4+ W)k, (4.2)

en las expresiones de la solucién y la derivada respectivamente. Desar-
rollando en serie de Taylor la segunda parte de las expresiones anteri-
ores e identificando términos semejantes, llegdbamos a las ecuaciones
de orden p que habrian de ser resueltas. Debido a los coeficientes adi-
cionales que presentan los métodos que venimos desarrollando frente
a los cédigos RKN cldsicos, para el problema particular f = —w?y
podiamos incrementar el orden del método hasta g, obteniéndose asi
algoritmos que integran el problema del oscilador perturbado (2.1) de
forma mas eficiente que los algoritmos clasicos. De lo que se trata
ahora es de evitar el proceso anterior para llegar a tales ecuaciones
y, por tanto, de dar una manera sisteméatica de obtener tanto las
derivadas de la funciéon f como de los valores k;. Esto lo haremos
utilizando la ya mencionada teoria de arboles especiales de Nystrom
con raiz. Dichos arboles facilitaran asi mismo la obtencién de expre-
siones para el error de truncacién local y las constantes de error. Una
vez hecho esto para un problema general, concretaremos para el caso
particular del oscilador no perturbado con el fin de obtener métodos
con orden oscilatorio q.
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Comencemos recordando los arboles de Nystrém con raiz. Para
ello consideremos el sistema auténomo de ecuaciones diferenciales

W) ="'y, (4.3)

donde el superindice J denota la J-ésima componente del correspondi-
ente vector. La variable x se puede ajustar al sistema como z” = 0, por
ello no supone restriccién de generalidad suponer (4.3) independiente
de z.

Definicién 4.2.1 Un arbol especial de Nystrom t con raiz de orden q
es un grafo con ¢ nodos de dos tipos, gordos y delgados, unidos entre
si. El del nivel anterior a uno fijo se llama padre de éste y él es su
hijo. Ademas se verifican las siguientes condiciones:

e La raiz es siempre gorda.

e Un nodo delgado puede tener a lo sumo un hijo que debe ser
gordo.

e Los nodos gordos sélo pueden tener hijos delgados.

|

Asociadas a todo arbol especial de Nystrom tenemos las siguientes
funciones

1. p(t), conocida como orden de t, es el nimero de nodos.
2. a(t) es el nimero de etiquetados distintos para un mismo arbol.

3. ¥(t), conocida como funcion densidad, es el producto de p(t) y
todos los 6rdenes de los arboles que aparecen si las raices, una
detras de otra, se van quitando de t.

4. F7(t)(y), también llamada diferencial elemental, es la suma de
un producto de expresiones de la forma

arfJ ,
W(?/) ) ?JK-

En lo que sigue emplearemos para las derivadas parciales de f”
la notacién fi; . Un factor del tipo fj. - f& aparece si el nodo
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gordo j esta conectado via uno delgado con su hijo k. Un factor
del tipo fi-y'™ aparece si k es el indice de un nodo final delgado.
Por tanto, la derivacién con respecto a x consiste en anadir una
rama con un nodo delgado en cada nodo gordo y una rama con
un nodo gordo en cada nodo delgado final. De este modo se
van obteniendo sucesivamente los distintos arboles de orden ¢ a
partir de los de orden ¢ — 1. Las etiquetas indican el orden de
generacion de los nodos siguiendo este procedimiento.

. ®;(t), llamado también peso elemental, es la suma extendida a

todos los nodos gordos salvo la raiz j y con un término general
que es un producto con factores que pueden ser de dos tipos: a;;
si el nodo gordo i tiene un nieto grueso j, y c¥ si el nodo gordo
1 tiene k hijos delgados finales.

Representaremos por SNT, (Special Nystrom Trees) al conjunto de
arboles especiales de Nystrom con raiz de orden ¢ y por LSNT, (La-

belled Special Nystrom Trees) al conjunto de arboles especiales con

raiz etiquetados de orden g¢.

En la Figura 4.1 hemos representado todos los SNTj con ¢ menor

o igual que 5 y las correspondientes funciones asociadas.

4.2.2 Derivadas de la funciéon f

Derivando sucesivamente respecto a x cada componente f7, vamos
obteniendo

fJ W = Zny
(fJ) = ZfKLyéKyéLjLZf}%f({(a
K,L
(fj)(3) = Z f}%LMyf)K?J(I)L?J(,)M + 3ZfKLfK &+ Z foL y

K,L,M

Teorema 4.2.2 Se satisface la siguiente relacion

D= > a®F W= > FO.

tGSNTq+1 tGLSNT,H_l
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Figura 4.1: SNT hasta orden 5.
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Demostracion:

Para g = 1,2, 3 basta comparar las derivadas obtenidas anteriormente
con los correspondientes arboles de érdenes 2, 3 y 4 de la Figura
4.1. Para valores ¢ > 4 bastara con seguir un sencillo razonamiento
inductivo como el que se puede ver en Hairer et al. [54]. Para obtener
la derivada de orden ¢ se han de derivar los correspondientes arboles
de dicho orden y geométricamente implica anadir una nueva rama con
una nueva letra en cada nodo del modo comentado anteriormente.
Siguiendo este proceso es claro que todos los LSNT de orden ¢q + 1
aparecen en la derivada g-ésima una sola vez. Agrupando todos los
términos con idénticas diferenciales elementales obtenemos finalmente
la expresion de la derivada g-ésima. Esto equivale a que los SNT de
orden ¢ + 1 aparezcan multiplicados por «(t). O

El teorema anterior nos proporciona una regla general para obtener
derivadas de cualquier orden para la funcién f.

4.2.3 Derivadas de los valores k;

Comenzaremos por reescribir un método RKNA? de la forma siguiente:

J _ . J

g1 = Yo,

gij = Z/oJ +Cz‘hy(l)J + hQZCLz’ij(gj)7 > 1,

J
k;] = fJ<gi)7
yi =y +hyt + > (b + WP (W) k] (4.4)
i=1

y =y +hy (b + B (w)?0;)k] (4.5)

=1

A la hora de calcular las derivadas de k; es necesario tener en
cuenta que para cualquier funcién ®(h) se verifican las relaciones

(h®(h) hzp = q(@(1) T |, (4.6)
(h2<I>(h))(q) o = q(q — 1) (@(h)™ |, (4.7)
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que se prueban facilmente sin mas que aplicar la férmula de Leibniz.

Con estas relaciones es sencillo comprobar que

(9%])(1)|h:0 = Ciy6J7

(B Plnzo = D fit(9:)(9) PV lno = e D fiewi™
K K

(97?0 = 23 aif’,
J

()P0 = &30 FlpydutE + 23 ai fi f5,
KL TK

()P0 = 63 asc; fiyes,
iK
k)P = & S vt vyl +6c > ai i Xy
K,L.M J.K,L
+ 6 Z a@-jcjfiﬁff(yéL,
GKL

() Do = 123 ay filpye vt +24° Y agauc fi f5,
7,K,L 7,LK

KD Do = & D7 Floanve ve ve v
K,L,M,N

2 J K L 1M
+ 12¢; Z aij ficoarf Y6 Yo
3K, L,M

J K, M, L
+ 24Ciz aiici ficr Farvo Yo
j7K7L?M
20J K oL
+12) ) ajauc fie f* f
j?l’K7L
20J ¢J pK L IM
+ 123 ayc; fr fi fivvo Yo
j7K7L’M
2 0] ¢K oL
+ 242 aijaci i fr |~
j7l7K7L

Aunque lo hemos omitido por abreviar la notacién, se entiende que
cada f7 y fi, estdn evaluadas en h = 0. En lo sucesivo también
evitaremos especificarlo en las derivadas de g{ y k7.

Teorema 4.2.3 Se satisface la siguiente relacién

(g™ = (g+1) > alt)y(t) 3o ay®;()F (t)(y)

teSNT,
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=(¢+1) > 1D ay®(OF ()(y).  (48)

teLSNT,

Demostracion:

Para demostrar la relaciéon anterior procederemos por induccién sobre
q. La férmula ha quedado probada hasta ¢ = 3. Aplicando (4.7) para
derivar g/ obtenemos que

(7)) = (g +1 qzaw (f (g

Ahora utilizaremos la féormula de Faa di Bruno (véase Hairer et al.
[54]) que nos proporciona la siguiente relacién. Para g > 1 resulta

PO o= X 5 e g (gm0

tELSq Ki..Km
(4.9)

donde LS, es el conjunto de todos los arboles con raiz y ¢ nodos que
sOlo tienen ramificaciones en la raiz, m es el numero de ramas que
salen de la raiz y d1,...,9,, son los nimeros de nodos de cada rama,
tales que g =1+ 091 + -+ 0.

Utilizando (4.9) e insertando las derivadas (g]KS)(‘SS) con 0; < ¢
obtenemos, tras reagrupar términos

(g™ = (g+1)g > S Y b by () () -

t€LSq t1€LSNT5, 1 tm€LSNTs,, 1

Z%Z%kl@kl th) - Za]km%m (4.10)
Z Fity e, (¥ FKl(l)(y)“'FKm(m)(y)-

La principal dificultad con que nos encontramos ahora es ver que a
cada (m + 1)-upla (t,t1,...,t,) cont € LS, y ts € LSNT;5,_4 le
corresponde un arbol etiquetado 7 € LSNT], tal que

1) =g 010 y(ta) - (L) (4.11)
F/(r)(y) = Z Fit i ) F () (y) - Fo (1) (y) (4.12)
(bj (7') = Z Qjky - - - ajkmq)kl (tl) s (I)km (tm) (413)

kl:“'vkm
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Esta correspondencia puede verse considerando que el arbol 7 se ob-
tiene si las ramas de t se reeemplazan por los arboles tq,...,t,, y las
correspondientes etiquetas se toman de forma natural, por ejemplo,
conservando el orden. De esta forma, todos los arboles ¢ € LT, apare-
cen exactamente una vez. Entonces, insertando (4.11)—(4.13) en (4.10)
se obtiene el resultado buscado. O

Teorema 4.2.4 Las derivadas de k; satisfacen la siguiente relacion

(k)b Za (t)F’(t) Zv T(t)(y).

q teSNT, q teLSNT,

Demostracién:
Teniendo en cuenta que kf = f7(g;), levando (4.8) a (4.9) resulta

(f7(9) = > > S 0 Opy(tn) v (tm) -

t€LSq t1€LSNT5,_y  tm€LSNTs,, 1

Z%kl‘bkl th)- Z%km@km (tm

Z fx FKI (1)) - FE (tm) (y).

La misma correspondencia a la que hicimos referencia en el Teorema
4.2.3 nos permite concluir la demostracion. O

4.2.4 Condiciones de orden. Error de truncacion
local

En la presente seccion aplicaremos la teoria de arboles anteriormente
expuesta a los métodos de RKNA? con el fin de encontrar las condi-
ciones de orden para conseguir orden p. Asi mismo, obtendremos una
expresion para el error de truncacion local en términos de las con-
stantes de error que pueden calcularse gracias a los ya mencionados
arboles especiales de Nystrom con raiz.

Teorema 4.2.5 Un método RKNA? es de orden p cuando integra el
problema (4.3) si se satisfacen las siguientes condiciones de orden:

1

ZBZ»@,-(t) = COT Vt € SNT,, p(t) <p—1,(4.14)
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Y bid,(t) =0, Vte SNT,, p(t)<p-3, (4.15)
1
sz’q)i(t) O vt € SNT,, p(t) <p, (4.16)
D_bi®i(t) =0, VteSNT, p(t)<p-2. (4.17)
Demostracién:

Segtin la Definicién 2.3.5, para que un método RKNA? sea de orden p
es preciso que, tanto la solucion exacta como su derivada, coincidan
con las correspondientes aproximaciones numéricas hasta el término
en h?.

Aplicando el Teorema 4.2.2 al desarrollo de Taylor de la solucién
exacta se obtiene

y'(zo + h) =
WG
=y + hyy + h? X
0 ]z:*)(gm)! 0
p—2 hi

Segun (4.4) para alcanzar orden p bastara entonces obtener el desar-
S

rollo en serie de Taylor en h = 0 de Y _(b; + h*(w”)b})k; e identificar

i=1

términos semejantes para j =0,...,p — 2.
> (b + WA (w” )0k =
p—2 h] 3 (4) )
> (Z bik;’> +( <h2 Zb*k") +O(h" ).
j=0J* i

(4.18)

Aplicando el Teorema 4.2.4

(4)
(Zbikf) =k Y alr OB F (1) w).

J + 1 7 tESNTjJrl
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Para obtener el segundo término, aplicamos primero (4.7) y de nuevo
el resultado del Teorema 4.2.4:

(hQZb*kJ> ’ i(G—1) (Zb*M)U_Q)

i3 —1) Zb*j — 2 a(t)y()Pi(t)F () (o)

tGSNT] 1

=52 b > alt) ()P F (t)(wo).

7 tESNTj_l
Sustituyendo los resultados anteriores en (4.18) se tiene

S5+ B2 ()20 k] =

7

Z { 6 S aln(O®OF 0)w)

1! Z > @(t)V(t)‘I)z‘(t)FJ(t)(yo)} + O(hP™1).

i teSNTj_;

Andalogamente, la derivada de la solucién exacta se puede expresar

y’ (zo + 1) = yj +hZ +1) > alt)F (t)(yo) + O(hr*).

teSNTj 41
Siguiendo el razonamiento anterior para buscar orden p bastara con
S
desarrollar ahora » _(b; + h*(w”)?b})k;] en serie de Taylor en h = 0:
i=1

S

S (b + (K] =

=1

pz_;) { : P a(t)’Y(t)‘I)i(t)FJ@)(yo)

O‘(t)'Y(t)q)i(t)FJ(t)(yO)} +O(h"™).

i tGSNT] 1

Identificando términos semejantes, tanto en la soluciéon exacta co-
mo en la derivada de la misma, con los desarrollos obtenidos para las
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aproximaciones, llegamos a los sistemas

1
(7 +2)!

S b (1) =

(7 4+ 1)!

parat € SNTjconj=0,...,p—2,

ZE:‘I%‘@) =0

parat € SNT;_y conj=0,...,p—2,
V() D bi®i(t) = 1,
parat € SNT4y conj=0,...,p—1,
Do bidi(t) =0

parat € SNT;_yconj=0,...,p—1.
Teniendo en cuenta que p(t) = j + 1 para t € SNTj;;, de forma
inmediata se obtienen las condiciones de orden buscadas. O

Teorema 4.2.6 Consideremos un método RKNA? de orden p con f
suficientemente regular, el error de truncacién local cometido es

y{ —y’(zo+h) = hp+1{ > TP FE () (yo)

tESNT,

+ W) > T J(t)(yo)} +O(h?),

tESNTp_Q

v/ =y (o +h) = W { > TR0

teSNTp11

+ Wy z:»#W”F%w@@}+OMH%

tGSNTp,1

donde

1

i <p+nww>’t€SN%
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(p=2) — O‘t

®,(t), teSNT,_,,

1
f(p+1) _ ) - t e SNT,
’ p+1 (Z il v(ﬂ)’ !
TI*(pfl) — (p — 1)' ijq%(t), t € SNTpfl.
Demostracién:

Usando los desarrollos de Taylor obtenidos previamente, podemos es-
cribir y{ — y/(zo + h) e ¥/ — y'/(xo + h) de la siguiente forma:

y! —y” (g + h) Zh] { Z T(j_l)FJ(t)(yo) (4.19)

j =2 teSNTJ‘,1

S CONEDS T*(”)F"(t)(yo)} +O(h"'),

tESNTj,;;

v — ' (2o + h) Zhj { > 7D EI () (yo) (4.20)

tESNTj

A COEEDS T’*(j‘Q’F%t)(yo)}+O(hp+2>,

tESNTj_Q

donde

. t 1
7—(]_1) ,Y()') (Z ’L¢Z — m) s te SNY}_l
(t

~—

A

. t 1
') = ) ) S bid,(t) ) t € SNT;
j! ; ()
. t
702 = )7 Z ), t€SNT;_,.

tomando 7"V = 7*(0) = 7(=2) — (=1 —

Los coeficientes 70, 7/0) 7*0) y 7/%0) se denominan constantes de
error. Anulando los termmos en W/ conj=0,...,pen (4.19) y (4.20),
se obtienen las expresiones del teorema. O



82 4. Métodos RKNhK? de orden alto

4.2.5 Arboles para un oscilador no perturbado.
Condiciones de orden

Consideremos de nuevo el problema de un oscilador arménico no per-
turbado:
') + (W)’ = 0. (4.21)

En este caso f/ = —(w’)%y’ y se cumple
fi =0 siJ#K,
fj = _(wJ)2’
foom. =0, VLK LM....

De esta forma los arboles especiales de Nystrom se simplifican con-
siderablemente, quedando un unico arbol para cada orden g. Dicho
arbol, que denotaremos por t9, es el que solo tiene una ramificacion
por cada nodo. Las correspondientes diferenciales elementales seran
entonces:

1= =)y,

;f}??/}( = —(w’)*y",
;f;ﬁfK = (W),
%f}iﬁ{yw = ()",

Es sencillo comprobar mediante un razonamiento inductivo que
FA (") (y) = (=1)"(w’)*"y”
/(&N (y) = ()" (w’)*y”.

y por lo tanto se satisface la siguiente relaciéon:
F/(t)(y) = = (') F/ (") (y). (4.22)

Como veremos en los lemas enunciados a continuacion, para los arboles
t? las funciones a(t?) y ~(t?) son sencillas y esto simplificard, como
veremos posteriormente, las expresiones de las condiciones de orden.

Y
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Lema 4.2.7 Para todo arbol t? con ¢ > 1, se satisface la siguiente
relacion

v(t?) = ¢!

Demostracion:

Por definicion, un arbol t? es aquel con ¢ nodos que tiene s6lo una ram-
ificacién por nodo. Para calcular v(¢7) basta multiplicar p(t?) = ¢ por
los 6rdenes de los arboles que aparecen si las raices, una detras de otra
se van quitando de t9, y asf resultarian sucesivamente t4=1,¢472 . ¢!,
Entonces, es claro que

() =q-(a=1)-(¢=2)---1=¢

y el resultado quedaria demostrado. O

Lema 4.2.8 Para todo arbol t? con ¢ > 1, se tiene

a(t?) = 1.

Demostracion:
Por construccion, los arboles con una sola ramificacién por nodo sélo
aparecen una vez por cada orden ¢y, por tanto, o(t?) = 1. O

Teorema 4.2.9 Un método RKNA? es de orden p cuando se integra
el problema (4.21), si se satisfacen las siguientes condiciones de orden

N o 1 ,
Zbi(I)(tj %) = Zbiq)(tj)_M> Jj=1...,p—1,

4 . 1
DR ) =Y b))~ . j=1,....p.
i i J:

Demostracion:

Como ya hemos mencionado con anterioridad, si consideramos el prob-
lema del oscilador arménico, para cada conjunto de drboles SNT}; con
j = 1---p sblo resulta un 4rbol, t/. Por lo tanto, si sustituimos la
relacién (4.22) en (4.19) y (4.20), cuando un método RKNA? integra
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el problema (4.21) se tiene lo siguiente
yi =y’ (w0 + 1) Z W (Y = m ) F () (o), (4.23)
j=2

yi' =y (vo + ) Z ) — O ET () (y),  (4.24)

donde
a(t =)y (1)

. 1
(G-1) _ § b D, tJ 1 >
TbSC — )
(j— 1! ( (Y

3 Jj— 3
*(j—3) _ O./(tj ) t Zb* Jj— 3
T = I ) (t
osc (j _ 3
, 1
g = 2EHE) (Zb@ @ (m),
'7
2 2
= = (t”( >2ﬁ S
j p—

Entonces, para obtener un método RKNA? de orden p para este prob-
lema particular las condiciones de orden que se han de satisfacer son
las que siguen:

7O U= = j=1,...,p—1,

osc osc

O 0D =~ j=1,...,p.

OSC osc

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores los resultados de los Lemas
4.2.7 v 4.2.8 se obtienen directamente las condiciones de orden del
teorema. 0O

Teorema 4.2.10 El error de truncacién local para un método RKNA?
de orden p cuando se integra el problema (4.21) es

yi] —yJ(x0+h) _ hp“( () _ x(p— 2))FJ(t”)(y0)+O(h7’+2),

gt =y (wo + h) = RPTH(EH) — 0D BT (10 () + O(hPF?),

donde

Zbcb tF)

C(p+ 1)V



4.2. Teoria de arboles para los métodos RKNA? 85
2) *P 2
o = 2 bid(t

1) — Zb.@. tp+1) _

osc

(p+ 1)V
/*(p 1) Zb* tp 1

OSC

Demostracion:
Es una consecuencia inmediata de imponer las condiciones de orden
del Teorema 4.2.9 en las expresiones (4.23) y (4.24) O

4.2.6 Condiciones de orden para métodos
RKNAR?p:q

El siguiente teorema nos proporciona las condiciones de orden para
obtener métodos del tipo RKNA? que integren un problema general
con orden p y ademads alcancen orden oscilatorio q. Como ya hemos co-
mentado en diversas ocasiones a lo largo de la memoria, este aumento
de orden para el problema del oscilador no perturbado se traducira en
un buen comportamiento de estos métodos cuando integren problemas
oscilatorios.

Teorema 4.2.11 Las condiciones de orden para obtener un método
RKNA2p:q, con p < g, son las que siguen:

1

zi:biq)i(t W, Vt € SNT,, p(t) <p—1,4.25)
ZE}‘(IJi(t 0, VteSNT,, pt)<p-3, (4.26)
Xi:biq)i(t) = 7(175), Vt € SNT,, p(t) <p, (4.27)
be@i(t) =0, VYteSNT,, p(t)<p-2, (4.28)

- . _ ) 1 )
Db = Do bid(t) — Ganp dmpeeaL (4.29)

. |
DU = > bid(H) i j=p+1,...,q (4.30)
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Demostracién:

Basta aplicar los Teoremas 4.2.5 y 4.2.9 que anulan los términos hasta
h? en el error de truncacion local para una funcion f general, y los
términos hasta h? cuando se integra un oscilador no perturbado. Ob-
viamente, los términos en A/ con j = 0,...,p del error de truncacién
local se anulan también en este caso al imponer las condiciones gen-
erales de orden p y so6lo es necesario satisfacer las condiciones del Teo-
rema 4.29 paraj=p,...,¢q—10j=p+1,..., ¢ segun corresponda.
O

Nota 4.2.12 Un caso particular de problema oscilatorio es el ya men-
cionado oscilador perturbado, para el que es muy sencillo obtener una
expresion para el error de truncacién local para un método RKNA2p:q,
sin mas que tener en cuenta que la funcién que corresponde a dicho
problema, f/ = ¢/’ — (w’)?y’, consta de dos sumandos, el segundo
de los cuales es la funcion correspondiente al oscilador no perturbado.
Bastard considerar (4.19) y (4.20) para la parte perturbada y el Teo-
rema 4.2.10 para la no perturbada obteniendo finalmente la siguiente

expresion:

yi =y (wo+h) =€’ i hj{ > TG () (o)

Jj=p+1 tESNTj_l

S CONEDS T*(j_?’)G“’(t)(yo)}

tESNTj 3

+ Z W (e = o) Foe () (o),

Jj=q+1
yi —y(zo+h) =" > W Y UG () (w)
j=p+1 teSNT;

+ W) Y T'*(j_”GJ(t)(yo)}

teSNT;_,

+ Z W (79) = 129 FL() (o),
=q+1
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donde
G-1 _ alt) b;®; ( t e SNT;
T — j' Z s S 7j—1
- _ () bi®;(t), te SNT;
i = G S, e ST,
, a(t)
J06) G (7(15);51.@@) - 1) , te SNTy,
. ty(t
n-1) C();( 172()? S b(r), t e SNT, .
g = o >(m @B -1),
J!
£G-3) _ Wzb* (t73)
J—
. t7 ; -
70 — oz§|) <’y(t7_1) Zbiq)i(t]) - 1) )
72 = Wzb* (72

siendo G (t)(y) las diferenciales elementales correspondientes a la funcién

y FZ (t7)(y) las correspondientes a la parte no perturbada. O

4.2.7 Condiciones simplificadoras

Para obtener un método RKNA?p:q con érdenes elevados se requiere
resolver un sistema con un gran nimero de ecuaciones. Afortunada-
mente no todas ellas son independientes, con lo que el nimero fi-
nal de ecuaciones a satisfacer para imponer un determinado orden
p, se reduce notablemente. Las condiciones simplificadoras que em-
plearemos para obtener métodos de orden alto ya han sido ampli-
amente utilizadas por otros autores tales como Calvo [7], Calvo y
Sanz-Serna [8], Dormand et al. [20, 21], Gonzalez [44], Gonzélez et al.
[50], Hairer [52, 53], Hairer y Wanner [55] o Hairer et al. [54]. Estas
condiciones son las que se obtienen de los lemas que presentamos a
continuacion.
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Lema 4.2.13 Si

bZ:bz(l—Cﬁ izl,...,S,

las condiciones (4.25) implican (4.27).
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Demostracién:

Sea t € SNT, con orden p(t) < p—1. Sea u € SNT, con orden
p(u) = p(t) + 1 obtenido al anadir a ¢ un hijo delgado a la raiz de ¢.
Como ya indicamos en la definicién de ®;, la expresién ¢} se obtiene
cuando un nodo grueso k tiene m hijos delgados finales. Por tanto,
para los drboles ¢ y u se cumple que ®;(u) = ¢;®;(t). Ademés, teniendo
en cuenta (4.11), es facil ver que y(u) = (p(t) +1)v(t)/p(t). Entonces,
bajo la suposicion del enunciado la conclusion es clara

S _ S S 1 1 1
2 bii(t) = 2 biilt) = 2 biilw) = o5 = s = T

O

Nota 4.2.14 Gracias al lema anterior, para encontrar los coeficientes
de un método RKN resolviendo el sistema correspondiente a las condi-
ciones de orden para los coeficientes b; podemos obtener los coeficientes
b; a partir de las relaciones del Lema 4.2.13. O

Lema 4.2.15 Sean t,u € SNT como los de la Figura 4.2, donde las
partes dentro del circulo se suponen idénticas. Entonces, si

i—1
>y =
j=1

c; .
1=2,...,8,

o [

las condiciones de orden para t y u son las mismas.

Demostracion:

A partir de la definicién de ®;(t) se sigue que D;(t) = P;(u)/2 y
considerando (4.11) se llega a que y(t) = 27v(u). Ademé&s ambos arboles
tienen el mismo orden. Como consecuencia, bajo la suposicién del
enunciado, se obtienen condiciones de orden equivalentes. O

Lema 4.2.16 Sean t,u € SNT como los de la Figura 4.3, donde las
partes dentro de los circulos se suponen idénticas. Entonces, si

C:

i—1
ZCZZ’]‘CJ'—E i:3,...,5,
=1

las condiciones de orden para t y uw son las mismas.
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Figura 4.2: SNT del Lema 4.2.15.

Demostracion:
Siguiendo la demostracién del Teorema 4.2.15 se tiene que ®;(t) =
®;(u)/6 y y(t) = 6v(u). A partir de esto la demostracion del teorema
es inmediata. O

Figura 4.3: SNT del Lema 4.2.16.

Lema 4.2.17 Sean t,u € SNT como los de la Figura 4.4, donde las
partes dentro de los circulos se suponen idénticas. Entonces, si
i—1 4
2 G
Z&ij'zi Z:?),...,S,
= 712

las condiciones de orden para t y w son las mismas.

Demostracion:

Siguiendo la demostracién del Teorema 4.2.15 se tiene que ®;(t) =
®;(u)/12 y v(t) = 12y(u). Y de forma trivial se obtiene el resultado
del teorema. O
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O

Figura 4.4: SNT del Lema 4.2.17.

Nota 4.2.18 Para o6rdenes elevados puede ser tutil para la general-
izacion de los lemas anteriores,

2
c;-H

i—1
q
]Z_:l T (q+2)(g+1)

para q > 2 (véase Hairer [52, 53], Hairer et al. [54] y Hairer y Wanner
[55] para més detalles). O

Las condiciones de los lemas 4.2.15, 4.2.16 y 4.2.17 no se pueden
aplicar directamente cuando se trata de un método explicito debido a
que ciertos coeficientes son nulos por la propia definiciéon de método
explicito. En ese caso los lemas anteriores se aplican bajo algunas
condiciones adicionales como se expone en los lemas que siguen (véase

Hairer [52, 53]).

Lema 4.2.19 Sean t,u € SNT como los de la Figura 4.5, donde las
partes dentro de los circulos se suponen idénticas. Entonces, si

—1
Z QijCj =
j=1

y by = 0, las condiciones de orden para ¢t y u son las mismas. O

w

C:

~

1=3,...,8,

>

Lema 4.2.20 Sean t,u € SNT como los de la Figura 4.6, donde las
partes dentro de los circulos se suponen idénticas. Entonces, si

i1 4
G

Zaijc§:E i:3,...,8,

=1

y by = 0, las condiciones de orden para ¢ y u son las mismas. O
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Figura 4.5: SNT del Lema 4.2.19.

N

Figura 4.6: SNT del Lema 4.2.20.

Lema 4.2.21 Sean t,u € SNT como los de la Figura 4.7 con k + 1
ramas saliendo de la raiz y con idénticas partes dentro de los circulos.
Entonces, si

i—1 3
[ B
CLUC]—6 1=09,...,8,
Jj=1

s
k
Z bz‘Ci A9 = O,

i=3
con k = 0,1, 2, las condiciones de orden para t y u son las mismas. O

Lema 4.2.22 Sean t,u € SNT como los de la Figura 4.8 con k + 1
ramas saliendo de la raiz y con idénticas partes dentro de los circulos.
Entonces, si

4

i—1
C
2 __ s
Z&ijj—T 2—3,...,8,
=1
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Figura 4.7: SNT del Lema 4.2.21.

s
k

Z bici A2 = O,

=3

con k = 0,1, 2, las condiciones de orden para t y v son las mismas. O

Figura 4.8: SNT del Lema 4.2.22.

Utilizaremos ademas las condiciones simplificadoras que nos propor-
ciona el siguiente lema que se emplean con frecuencia en la obtencion
de métodos Runge-Kutta-Nystrom de orden elevado (véase Hairer
(52, 53]).

Lema 4.2.23 Sean t,u,v,w € SNT como los de la Figura 4.9. En-
tonces, si

s CJZ 1
Z biaij = bj 5 — Cj + 5 s (431)

i=j+1
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con j =1,...,5s — 1y se cumplen las condiciones de orden para los
arboles t,u y v , entonces se satisfacen también las condiciones de
orden correspondientes al arbol w. O

O

w
SORSRS
Figura 4.9: SNT del Lema 4.2.23.

Demostracion:

Antes de probar el resultado del teorema establezcamos algunas rela-
ciones entre los arboles t,u,v y w. Llamemos p al orden del érbol ¢,
entonces es claro que

plu)=p+1, pv)=p+2, pw)=p+2.

La funcién densidad de ¢ la podemos escribir como 7(t) = p- ¢, donde
c representa el producto de los 6rdenes de todos los arboles que apare-
cen si las raices, una detras de otra, se van quitando en t. Como
consecuencia, se tiene para los arboles u,v y w

Y(u) = (p+1)-c
Y(v) = (p+2)-c,
Y(w) = (p+2)-(p+1)-p-c

Y
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Teniendo en cuenta este resultado, las condiciones de orden para los
arboles considerados se pueden escribir como sigue

%jb]@j(t) = pl'c, (4.32)
;bj@j(w = (p+11)-0’ (4.33)
Shse,0) = (pﬁ:;)'c, (4.31)

! (4.35)

(p+2)-(p+1)-p-c

>_bi®;(w) =

Por otro lado, si ®;(t) es la funcién peso elementalpara el drbol ¢ es
sencillo ver que

Dj(u) = ¢;;(t), (4.36)
i(v) = P;(t), (4.37)

Tras multiplicar la expresién (4.31) por ®;(¢) realizamos la suma en j.
Teniendo en cuenta (4.36) y (4.37), y que se satisfacen las condiciones
de orden (4.32), (4.33) y (4.34) llegamos a

1 1 11

> i biaij®;(t) =

1
- +
= i 2(p+2)-¢c (p+1)-¢c 2p-c
1
(p+2)-(p+1)-p-c

A partir del anterior resultado y considerando (4.38) obtenemos final-
mente

S
1
bi®;(t) = .
23;1 Z (p+2)-(p+1)-p-c
Como a;; = 0 siempre que ¢ > 7, el anterior sumatorio estd extendido
para los valores de i para los que tiene sentido, entonces (4.35) nos
permite afirmar que se satisface también la condiciéon de orden para
el arbol w.
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Nota 4.2.24 Como se puede ver en Hairer [53|, para métodos con
6rdenes muy elevados el Lema 4.2.23 se puede generalizar imponiendo

2

s Ji C] 1
2. bictay =", <<k+2)(k+1) RGN (k‘+2>>’

i=j+1

paraj=1,...,s—1yk=1,2,... 0

4.3 Un método RKNA? de paso variable
y orden 8

A lo largo de esta seccidon seguiremos la construccién de un par en-
cajado 8(6) a partir de dos férmulas RKNA? utilizéndolas en modo
de extrapolaciéon local. De este modo avanzaremos con el esquema de
orden 8, utilizando el método de orden 6 para estimar el error local.
Como ya hicimos en los pares 4(3) del capitulo anterior, buscaremos
que el par obtenido alcance 6rdenes mayores cuando se trata de inte-
grar un oscilador no perturbado. Comencemos obteniendo el método
de orden 8. Emplearemos la misma filosofia y notacién que en los
pares 4(3) obtenidos previamente.

4.3.1 Construccion del método de orden 8

Aunque se pueden obtener métodos RKNA? de orden 8 con s = 8
etapas, no debemos perder de vista que perseguimos encajar esta
formula con un método de orden menor para conseguir el par. Por
ello, nosotros hemos considerado s = 9 para conseguir que los dos
métodos del par encajado fuesen lo mas diferentes posible. Habitual-
mente en pares encajados RK y RKN, se construye el par utilizando
la propiedad FSAL debida a Dormand y Prince (véase Dormand [19],
Dormand et al. [20, 21], Hairer et al. [54] o Lambert [69]). Esta con-
siste en anadir una etapa mas sélo al método de orden bajo imponiendo
que la dltima evaluacion de cada paso sea la misma que la primera en
el siguiente. Asi, salvo en el primer paso, siempre calcularemos sélo
s evaluaciones de funcion, y no s + 1, que podremos usar en ambas
formulas. Es decir, para un método RKN de s + 1 etapas se ha de
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cumplir
s+1£
(kl)n+1 = f(-rn-&-la gn—i—l) = f(xn + h, gn + hg;z + h’2 Z bjkj) (439)
j=1

= f(xn + hcer1, Gn + hee1 9, + b2 Z asi1,;k;) = (Ksi1)n.-
j=1

Esto nos lleva a las siguientes condiciones para algunos coeficientes
Csi1 = 1, 65+1 = 0, As+1,5 = Z_)j j = 1, e, S

Sin embargo, observando (4.39) la propiedad FSAL implicaria para

los métodos RKNA? lo siguiente

s s+1 ~ N
ZaHl,jk‘j = Z(bj + h2w2b*j)kj
j=1 i=1

y entonces los coeficientes a1 ; dependerfan de h?.
Buscamos por tanto un método RKNA? con s = 9 etapas que
alcance orden 8 al integrar numéricamente el problema (2.2). Impon-

dremos by = 139 = (0. En un primer intento obtuvimos un método con
orden oscilatorio 9, pero no proporcionaba resultados satisfactorios
comparado con ciertos métodos RKN de orden 8 que mencionaremos
mas adelante. Este motivo nos llevé a buscar métodos con el mayor or-
den oscilatorio posible, que resulto ser 11. Para ello fue preciso resolver
el conjunto de ecuaciones del Teorema 4.2.11 con p =8 y ¢ = 11. Te-
niendo en cuenta las condiciones simplificadoras de los Lemas 4.2.13,
4.2.15, 4.2.19, 4.2.20, 4.2.21, 4.2.22 y 4.2.23 los coeficientes buscados
se obtienen resolviendo las siguientes ecuaciones:

Fay ~

bi = i(l—Ci), 1= 1,...,9, (440)
i—1 2
Zaijzé, i=2,...,9, (4.41)
j=1
i—1 03
> aiie; = é’ i=3,...,9, (4.42)
j=1
a;;c; = —=, 1=3,...,9, (4.43)
s 773 12
9. L[ 1 ,
Zbiaij:bj *—Cj—F* s jzl,...,S, (444)
i=j+1 2 2



-
[
I

Nngb

s.
I M©
w
%
-
I N
[N} —

@. b,
I M@
w

R

<k P

STy

4. Métodos RKNhK? de orden alto

1
= k=0,...,7 4.45
k+1 SRS (4.45)
= k=012 4.46
(k+6)-5-4’ 1y (4.46)
= k=01 4.47
k+7)-6-5 1 (4.47)
= k=0 4.48
(k+8)-7-6 ) (4.48)
G =0, k=04 (4.50)
¢ =0 k=0,....5 (4.51)
ai;c; =0, (4.52)
a2 = 0, (4.53)
HINTHS 1 w54
v tj jkC k: ) .
i=5 j=4 ’ k=3 % 60480
29:3 3 jZl = (4.55)
kck —_, .
Sh Y jZl ! (4.56)
ikC k 5 .
i j:4 “ 151200
9 . i—1 —1 1
20 Z @ik Z ]~ GII800"
1=6 _]:
(4.57)
9 , -1 7—1 1
> b " Z e} — ———
pard F5 = % 6652800
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(4.58)
S S B S S = 1
; ijz:;aijkz:%ajkck = ; z:: z::ajkgak,cl ~ 1663000
(4.59)

Las ecuaciones (4.40)—(4.44) son las condiciones simplificadoras uti-
lizadas. Las ecuaciones (4.45)—(4.48) y (4 50)—(4.52) son las condi-

ciones de orden 8 para los coeficientes bl, b y b* respectivamente. Por
ultimo, las ecuaciones (4.54)—(4.59) son las condiciones para alcanzar
orden oscilatorio 11. Para poder aplicar las correspondientes condi-
ciones simplificadoras y reducir asi el nimero de arboles a considerar,
es necesario que se Cumplan (4.49) y (4.53). Por idéntica razén es
preciso que by = bg = b = b = 0.

Si consideramos las ecuaciones (4.41), (4.42) y (4.43) para i = 3
resulta un sistema lineal de tres ecuaciones para as; y ass. Dicho
sistema tiene solucién no nula si

C3
Esto nos proporciona una condicién mas que relaciona los coeficientes
Co y Cs.

Las condiciones simplificadoras empleadas hacen que los arboles
de Nystrom considerados para obtener las ecuaciones para un método
de orden 8 sean los de la Figura 4.10. Pero no todos ellos son in-
dependientes: los arboles correspondientes a las ecuaciones (4.46),
(4.47) y (4.48) para k = 0 ya estdn considerados en virtud del Lema
4.2.23, pero los incluiremos porque nos seran ttiles a la hora de bus-
car los coeficientes del método siguiendo el trabajo debido a Hairer
[53]. Las condiciones de orden oscilatorio 11 son las proporcionadas
por los arboles %, ..., ! que se obtienen de forma sencilla como ya
comentamos en la seccién 4.2.5.

Pese a la enorme reduccion del nimero de ecuaciones que ha tenido
lugar tras la imposicién de las condiciones simplificadoras, el intento
por resolver de forma simbdlica estas ecuaciones con Maple V 4 y
empleando un ordenador Pentium IIT 500 con 128 Mb de RAM eje-
cutando Windows 2000 5.0 SP2 result6 fallido. Este hecho motivo la
bisqueda de vias alternativas para la resolucion de los correspondi-
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VMDD

Figura 4.10: SNT para un método de orden 8.

entes sistemas de ecuaciones, como ya han hecho otros autores: Calvo
[7], Gonzalez [44], Hairer [52, 53],. ..

Tras diversos intentos nos decidimos a seguir los pasos del trabajo
de Hairer [53] eligiendo de forma adecuada los coeficientes ¢;. Asi
impusimos las siguientes condiciones:

=0, =1, c3=cy, 83+B7:0>

y tomamos ¢y, ¢5 y ¢ como una de las permutaciones de los nodos de
cuadratura de Lobatto De esta forma, bl, b4, b5, b6 y bg son los corre-
spondientes pesos que satisfacen

5 . 1
af=—— k=0,...,4
;wal k+1

siendo a; = 0,9 = 1/2 — /21 /14, 03 = 1/2, 4 = 1/24++/21/14, a5 =
1 los mencionados nodos. Ciertos aspectos de cuadratura numérica
pueden encontrarse en Stoer y Burlisch [104] y mds en concreto en
Gander y Hfebicek [42] cuyas rutinas numéricas ligeramente modifi-
cadas nos proporcionaron los nodos y pesos de la cuadratura de Lo-
batto con aritmética exacta. La eleccion de este tipo de nodos es la
empleada en los mencionados trabajos de Hairer [52, 53] y Gonzélez
[44]. Sin embargo, siguiendo esta idea, la busqueda de los pardmetros
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211

31 1 1

411 1 1

51 1 0 1 1

6] 4|2 4 4 4

75125 5 5 5

8 512 5 5 5 5| 3
1 2 3 4 5 6 7

Figura 4.11: Pasos seguidos para la obtencién de los a; ; hasta
i=8.

libres desemboca en funciones que Maple V 4 no es capaz de min-
imizar. Finalmente nos decidimos por los ¢; del método RKN8(6)
debido a Dormand et al. [21], esquema que presenta un buen compor-
tamiento. Estos coeficientes son los que siguen:

RN SR S
¢t = U, 02—207 03—10, C4—10,

1 7 9 1 1
Cy = — Cg — — Cr = — Ccg = Cg = 1.
5 27 6 107 7 107 8 ) 9

Noétese que co y c3 satisfacen la condicién (4.60).
Fijados los coeficientes ¢;, las ecuaciones (4.45) constituyen un sis-
tema lineal en las variables by, bs,...,bs. Obtenidos los coeficientes

b;, de forma inmediata (4.40) nos permite calcular los b;. Obviamente
todos ellos toman los mismos valores que los correspondientes a la
férmula de orden 8 del par debido a Dormand et al. [21].

Para obtener los coeficientes a;; con i =2,...,8, j=1,...,i — 1,
seguiremos los siguientes pasos, que de forma esquematica se ilustran
en la Figura 4.11.

Paso 1: A partir de la condicién (4.41) para ¢ = 2, calculamos as; .
Con (4.41) y (4.42) para i = 3, obtuvimos as; y as, y con (4.41),
(4.42) y (4.43) para i = 4 los coeficientes ay;,a4o v a43. Imponiendo



102 4. Métodos RKNhK? de orden alto

ase = 0, de idéntica forma los ecuaciones (4.41), (4.42) y (4.43) para
1 = D, NOS proporcionan asi, sz y as4.

Paso 2: Empleando las ecuaciones (4.49) obtuvimos agy, ar2 y ass.
Paso 3: Gracias a la relacién (4.44) para j = 7 pudimos obtener ag;.
Paso 4: Primero calculamos las expresiones

i1
> aije]
j=2

para i = 2,3,4,5, ya que todos los coeficientes han sido calculados en

pasos anteriores. Posteriormente resolvimos el sistema (4.46) en las
variables

i—1

Al = ZCLGJ‘C?, (461)
Jj=2
i—1

AQ = ZCL'UC?, (462)
Jj=2
i—1

Ag = ZCszC?. (463)
Jj=2

De forma similar a como hicimos en el paso 1, ag1, 63,064 Y g5 S€
obtuvieron a partir de las condiciones simplificadoras (4.41)—(4.43)
anadiendo ademds (4.61).

Paso 5: Es similar al paso anterior. En este caso se calculan previa-
mente las expresiones

i—1
> %’C?
j=2
para i = 2,3,4,5,6 y se resuelve el sistema formado por las ecuaciones
(4.47) en las variables

i—1

Bl = ZCLUC?, (464)
j=2
i—1

B2 = ZCngC?. (465)
j=2

Con las ecuaciones (4.41)—(4.43) para ¢ = 7 junto con (4.62) y (4.64)
obtuvimos los coeficientes arq, ars, arq, ars y azg. Analogamente a par-
tir de (4.41)—(4.43) para i = 8 anadiendo (4.63) y (4.65) calculamos
los restantes coeficientes agy, ass, g4, g5 V asgg-
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Queda ahora comentar cémo hemos obtenido los coeficientes bAj y
bifconi=1,...,9ylos ag;.

A partir de (4.51)—(4.53), (4.55), (4.57) y (4.59) se pudieron con-
seguir los valores de bAT y bA;" para ¢ = 3,...,8 y ag; para j = 2,...,5.
Resolviendo (4.52), (4.54), (4.56) y (4.58) calculamos los coeficientes
iy bf para i = 3,...,8. Finalmente las condiciones simplificadoras
(4.41)—(4.43) para ¢ = 9 nos proporcionaron los valores de agy, ags y
gg-

De esta forma resol\iimos todas las ecuaciones quedando libres las
indeterminadas ag; y b, que posteriormente utilizamos para mini-
mizar la norma euclidea de los términos de error correspondientes a
las aproximaciones tanto a la solucién, como a la derivada, con el fin
de que el esquema de orden 8 fuese 6ptimo, tarea que llevamos a cabo
de forma similar a como hicimos en el caso del método RKNA24:5M
de la seccion 2.4, utilizando la funcién extrema de Maple V 4.

Nota 4.3.1 En la busqueda de los coeficientes del método de orden
8 se han utilizado gran parte de las ecuaciones de orden mostradas
en el inicio de la seccién, aunque no todas porque no consituyen un
conjunto de ecuaciones independientes. Esto es debido, como ya hemos
comentado, a que hemos anadido arboles redundantes con el fin de que
la resolucién de los sistemas fuese mas sencilla, similar a los trabajos
de Hairer [53]. Por otro lado, cuando ¢; #¢;sii# jei=1,...,8, se
puede demostrar que las condiciones de orden (4.45)-(4.49) implican
directamente (4.44). Asi podriamos haber buscado el método de orden
8 empleando las funciones Q;; v Ry; de los trabajos de Dormand et
al. [20, 21]. O

4.3.2 Construccion del método de orden 6

Inicialmente tratamos de buscar un método de orden 7 con orden
oscilatorio 8, pero los coeficientes obtenidos coincidian con los del
método de orden alto. Este hecho nos llevé a considerar un esquema
de orden 6. La busqueda de este método fue una tarea mas sencilla
debido a que el nimero de ecuaciones era menor y gran parte de
los coeficientes del método ya venian determinados por la féormula de
orden alto. Para encontrar métodos de orden 6 y orden oscilatorio
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7 es preciso que los coeficientes del método satisfagan las siguientes
ecuaciones:

0 1
Z?Wf:EIT’ k=0,...,5, (4.66)
9 i—1 5 1
gbi;aiﬁj T 6547 (4.67)
dYbidf =0, k=0,1,2, (4.68)
=1
Ybidi =0, k=0,...,3, (4.69)
izl ) . )
; el =D b Z <~ (4.70)

g = 510 (4.71)

correspondientes a los coeficientes b;, b y b;. Una vez calculados los b;,
los coeficientes b; se encuentran de forma andloga al método de orden
alto con las relaciones:

bi=b(l—¢), i=1,...,9. (4.72)

De nuevo las ecuaciones (4.66)—(4.69) son las correspondientes condi-
ciones de orden 6, y (4.70) y (4.71) las ecuaciones para alcanzar or-
den oscilatorio 7. Resolviendo las ecuaciones anteriores resultaron 9
pardmetros libres, que como ya hicimos para el método RKNA?4:6(3:4)
desarrollado en el capitulo precedente, elegimos para que los corre-
spondientes coeficientes B®), B'®) M y C"(7) fuesen pequenos y asi
la estimaciéon del error lo mas fiel posible. Previamente fijamos cier-
tos valores de los parametros libres de modo que no se cumpliesen
las correspondientes ecuaciones de orden 7 y orden oscilatorio 8 y asi
el método de orden bajo tuviese el orden deseado. Los valores elegi-
dos garantizaban ademés que los coeficientes b;, b;, bf y b} restantes
estuviesen en el intervalo [—1,1].

A continuacion se incluyen los coeficientes del método obtenido
que, siguiendo la notacién establecida, llamaremos RKNA?8:11(6:7).
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Q5,1

Q5.4

Gg.3

ar1

Q7.4

ag 1

ag.4

ag 7

Qg9 2

a9 3

9,4

Q9 5

Q9.6

Q9.7

9.8

1 1 1
a = — a - — a _
21 8007 1 600" >? 300’

9 9 9
a = — Qa = — a —_
41 2007 2 100" 43 100’
1 5
L aso = 0, 53 = g
5 L 6791 o 1666
96’ 61 992000 62 7 9775
—6713 245 539
Py Ae4 = Sooao ags = ==
29600 3552 9250
127179 —7569 18303
—, a = — a = —
1645007 4700 73 18800’
819 108 114
3760° ™ T 5875 6= 1645
— 52691 28325 — 145695
21408 * %2 5352 83 57088
—805 13335 705
— a = — a = —
3568’ 85 28544’ 8,8 14272’
1645 994504107
57088 ' T 95000000

—3321267373657943484668907956696 7852067

1660899109075482077058488451189750000
—70553478436066909868143867546115131611791947

1657444438928605074338206795211275320000000
3471068868153604904036771637389582336269

179044923958336967906905055038255050000
2670944043902080461381447103732604997741233

153467077678574543920204332889932900000000
—949664280542831457337540361787622800545249

138120369910717089528183899600939610000000
—43694959368739267015472991075414815984221

1860207002164539926305507065332520000000
6294421983065912825000000000

373365757088517101462732871

Y
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~ 2953 ~ 2 1175
! 7938 2 0, 3 8064’
~ 925 2~ 41 2 925
by = 6048’ s 448’ b = Tao
- 1175 = N
b7 - ﬁ? 68 07 b9 - 07
. 223 . . 5875
by = =2 by = 0 by = —
! 7938° ’ 3 36288’
jo_ 4625 41 462
7911687 0 2247 % T 21168’
jo_ 88T .o 23 .
T 7 362887 % 7938’

120517713150354725873809026321001395360437
1099726613654166276271005865429687500000000000
0,

—46106911575464960046030898669085052853952717
177363908250143937036987825976500000000000000000°

10674703909260670639131044930710642617984239

34487426604194654423858743939875000000000000000

—17941311880099063788755370915178802853952717
82112920486177748628235104618750000000000000000

551216004630873665731086719746525407707531

14780325687511994753082318831375000000000000000°

113603197947409249650223964874 7494127338587
19707100916682659670776425108500000000000000000

—17190153161813383124503313207109745796828533
484979436621487327835513586654492187500000000000
—38937
250000000000’

—158141506376075320050497204938384646047283
100382664495622467791295524840625000000000000000°
0,

158141506376075320050497204938384646047283
36711374444113359649388077656000000000000000000
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—15814150637607532005049720493838464604 7283

©21414968425732793128809711966000000000000000000

158141506376075320050497204938384646047283

~ 16996006687089518356198184100000000000000000000°

—158141506376075320050497204938384646047283

 21414968425732793128809711966000000000000000000°

158141506376075320050497204938384646047283

T 36711374444113359649388077656000000000000000000
—82606929081151911714771634844120796828533

—10421875559551203

1397094195674

53806306640625’
6600563561777

43728300000000’
1187958687259

12146750000000°
6600563561777

393554700000000°
0,

0,

4787014563223

22957357500000’
4787014563223

22957357500000’

~ 13850287844000000000000

~ 100382664495622467791295524840625000000000000000°

0,

4787014563223

32796225000000’
4787014563223

76524525000000’
0,

1397094195674

53806306640625
6600563561777

39355470000000’
1187958687259

6073375000000’
6600563561777

39355470000000’

132021343833695039162708094251727321527425437987353

~ 4893047949788074911936883248078900129140001978515625

—291547127602519717045485560625231427629

by =

by

%

*

3

35525087

600000000000’
—399134801

4000000000000’

*

2

4

286909978502885356388337367211387900103035°

0,

537055727
12000000000000°
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o —2089711 _ —2089711

5 7 2000000000000° ¢ 4000000000000’
5o —2089711 5o —2089711
T 4000000000000° % T 2000000000000’
5o —2089711

% 2000000000000’

—439812717071188382219965958478072428887174134539657993

1721459871017312138330024203268327400618210000000000000
by = 0,

1644895610209920851750144102090022430736356271063992759

b = 2754335793627699421328038725229323840989136000000000000

b ::-—1946469977391889261781846757465178924765077375948521437
2754335793627699421328038725229323840989136000000000000

b 2489302974954561554208903720714890733362442403153416103

" 4590559656046165702213397875382206401648560000000000000

b ::~—536558220976427323667426360780059868913439198483303423

2754335793627699421328038725229323840989136000000000000 ’
—2089711 875991 —2089711

* * *

[ = = :
! 4000000000000" ® 50000000" 2000000000000

4.3.3 Experimentos numéricos.

Con el propésito de estudiar el comportamiento del esquema de orden
8 construido en las secciones precedentes, tanto en paso fijo como vari-
able, se han realizado diversos experimentos numéricos integrando var-
ios de los problemas anteriormente considerados con distintos métodos
del mismo orden y el par de orden 4 obtenido en el capitulo anterior.
Consideraremos, por tanto, dos problemas oscilatorios

1. El problema de Bessel (3.4), que es un test muy empleado para
valorar la eficiencia de esquemas de paso variable, integrandolo
en los intervalos [1,10],[0.1,10] y [0.01, 10].

2. El problema del satélite artificial ecuatorial (2.69) integrando
una Orbita circular y otra altamente excéntrica.

La integraciéon numérica de dichos problemas se ha llevado a cabo con
los siguientes esquemas:
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e El par encajado RKN8(6) con nueve etapas y verificando la
propiedad FSAL (que hace que el método requiera ocho eval-
uaciones por paso) presentado Dormand et al. [21].

e El esquema de paso variable debido a Gonzalez [44] y Gonzélez
et al. [47], que es un par de érdenes ocho y siete que requiere
diez evaluaciones de funcién por paso. Este esquema ha sido
especialmente desarrollado para integrar problemas oscilatorios
y tiene orden oscilatorio infinito. Nos referiremos a este cédigo
como RKGMS(7).

e Los métodos desarrollados a lo largo del presente capitulo imple-
mentados tanto en paso fijo como en paso variable. En ambos
casos se necesitan nueve evaluciones de funcién. Siguiendo la no-
tacion introducida nos referiremos a ellos como RKNA28:11 para
el método de paso fijo y RKNA28:11(6:7) para el par encajado.

De nuevo hemos considerado una practica muy comun para estu-
diar la eficiencia de un método numeérico, midiendo el coste computa-
cional del método mediante el logaritmo decimal de las evaluaciones
de funcion necesarias en toda la integraciéon frente al logaritmo deci-
mal del maximo error cometido a lo largo misma. Presentaremos en
algunos casos, graficas en las que se representa el coste computacional
medido en tiempo de CPU. Todas las integraciones se realizaron en
cuadruple precision. Para los algoritmos en paso variable se ha con-
siderado un tamano de paso inicial de 0.1. Para los algoritmos de paso
variable el tamafio de paso minimo se ha tomado 10~° para el primer
problema en todos los métodos e intervalos, y 10~2 para el segundo
problema en todos los esquemas, salvo en el de menor orden para el
que se considera 1075. No obstante, la integracién en la mayoria de
los casos se realiza con pasos alejados del tamano minimo. El tamano
de paso maximo permitido en todos los casos fue de 1.5.

Los distintos algoritmos se han implementado modificando conve-
nientemente el programa DOPRIN que puede encontrarse en Hairer
et al. [54] en la edicién de 1986.

La Figura 4.12 corresponde a la integracion del problema de Be-
ssel en el intervalo [1,10]. Las tolerancias empleadas varian entre 1072
y 1071 para el método RKN&(6), 1072 y 107!6 para el esquema
RKGMS(7), 1072 y 107! para el algoritmo RKNA?4:6(3:4) y 1073
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y 10713 para el par RKNA?8:11(6:7). Para el método de paso fijo
RKNA?8:11 se han considerado tamaiios de paso que oscilan entre
1/2? y 1/27. Como era de esperar, los métodos de orden alto se mues-
tran tanto més eficientes cuanto mayor sea la precisién requerida. De
entre ellos los métodos RKNA? son los que presentan el mejor com-
portamiento, siendo minima la diferencia entre el de paso fijo y el de
paso variable. Estos, comparados con el método clasico y el método
RKGMBS&(7), proporcionan resultados mejores. La Figura 4.13 pone
de manifiesto que considerando el coste computacional en tiempo de
CPU, la eficiencia del método RKNA28:11(6:7) es muy superior al es-
quema RKGMS(7), que ha sido desarrollado para integrar este tipo
de problemas a costa de un importante gasto computacional. Frente
al método RKN8(6) también presenta un ahorro en tiempo de CPU.

Figura 4.12: Problema de Bessel. x € [1, 10]

En las Figuras 4.14 y 4.15 se muestran los resultados de integrar
el problema anterior en el intervalo [0.1,10]. En este caso se han
considerado tolerancias entre 1072 y 107 para el par RKNA?8:11(6:7)
y tamaiios de paso entre 1/2% y 1/2% para el esquema RKNA?8:11. En
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Figura 4.13: Problema de Bessel. x € [1, 10]

el resto de algoritmos se han empleado los mismos valores que en los
intervalos anteriores. Podemos apreciar que, a pesar del excelente
comportamiento que presentaba el método de paso fijo en el intervalo
[1,10], en este intervalo el método RKNA?8:11 ha empeorado, aunque
sigue siendo més eficiente que el método RKN8(6). Esto es debido
a que el extremo inferior del intervalo se encuentra mas cercano a 0,
donde el problema de Bessel presenta serios problemas de integracién.
El método RKNA?8:11(6:7) sigue presentando los mejores resultados
y, como se aprecia en la Figura 4.15, considerando el tiempo de CPU
empleado en la integracion, la ventaja frente al método RKGMS(7) es
clara.

Las Figuras 4.16 y 4.17 corresponden a la integracién del problema
que nos ocupa en el intervalo [0.01,10]. Se han empleado los mismos
valores que en el intervalo anterior, salvo en el esquema RKNZ24:6(3:4)
para el que se han usado tolerancias entre 1072 y 107!, En este caso
se aprecia claramente el pésimo comportamiento del método de paso
fijo debido, como ya comentabamos para el caso anterior, a que la
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Figura 4.14: Problema de Bessel. x € [0.1, 10]

integracién se inicia muy proxima a 0. No obstante, como en los
casos anteriores, el método RKNA28:11(6:7) es el que se muestra méas
eficiente. En este intervalo, la diferencia con el esquema RKGMS8(7)
se hace menor aunque en tiempo de CPU, como podemos apreciar en
la Figura 4.17, la eficiencia sigue siendo muy superior.

Para finalizar esta secciéon integraremos el problema del satélite
artificial, que como ya hemos mencionado, no pretende ser un fiel
test de eficiencia tanto como una aplicacion del tipo de esquemas que
hemos desarrollado a lo largo de la memoria.

En la Figuras 4.18 y 4.19 se presentan las gréficas de eficiencia
correspondientes a la integracion de 10 revoluciones para un satélite
ecuatorial con excentricidades e = 0 y e = 0.99 respectivamente.
Los valores de tolerancias empleados en ambos casos oscilan entre
1075 y 1077 para el método RKN8(6), 1076 y 1077 para el esquema
RKGMS(7), 1072 y 1072 para el algoritmo RKNA?4:6(3:4) y 1077
y 10710 para el par RKNA?8:11(6:7). Para el método de paso fijo
RKNA28:11 se han considerado tamaifios entre 1/2 y 1/2%. De nuevo,
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Figura 4.15: Problema de Bessel. x € [0.1, 10]

los métodos RKNA? manifiestan un excelente comportamiento. Como
cabia esperar, el algoritmo en paso fijo proporciona unos resultados
ligeramente superiores a los correspondientes para el esquema en paso
variable. Esto puede ser debido a que el problema del satélite consid-
erado es bastante regular y la integracion en paso fijo con un método
adecuado puede resultar suficiente.

Como conclusiones de los experimentos realizados podemos decir
lo siguiente:

e Los métodos RKNA? de orden alto, implementados tanto en paso
variable como en paso fijo, son mas eficientes que los de orden
bajo cuando se busca precision elevada.

e Los esquemas RKNA28:11(6:7) y RKNA28:11 muestran una gran
eficiencia comparados no sélo con un método cléasico de propdsito
general como el algoritmo RKN8(6), sino también frente a los
métodos RKGM desarrollados para integrar eficientemente prob-
lemas oscilatorios.
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Figura 4.16: Problema de Bessel. z € [0.01, 10]

Los esquemas RKNA? de paso fijo, tanto para orden alto como
para ordenes menores (como pudimos ver en los experimentos
del capitulo precedente) tienen un comportamiento excelente
aun comparandolos con las correspondientes implementaciones
en paso variable. Sin embargo, cuando la dificultad del prob-
lema asi lo requiere, los métodos de paso variable proporcionan
aproximaciones mucho mas precisas.

Los métodos RKNA?, ademés de mostrarse mas precisos que los
métodos RKGM, requieren un gasto computacional en tiempo
de CPU comparable al de los esquemas clasicos. Esto se debe a
la sencilla dependencia de sus coeficientes del tamano de paso y
al menor tiempo invertido en recalcularlos cuando la amplitud
de paso cambia.

Los métodos RKNA? implementados en paso variable, se mues-
tran como los algoritmos mas eficientes de todos los comparados.
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Figura 4.17: Problema de Bessel. z € [0.01, 10]
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Figura 4.18: Problema del satélite. e = 0.
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Figura 4.19: Problema del satélite. e = 0.99.
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