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Resumen

Hoy en dia es cada vez mas facil tener acceso a un supercomputador. Sin embargo solo los programadores
expertos, con un elevado conocimiento del problema a paralelizar y de la arquitectura de la maquina en que
se desea ejecutar el programa, son capaces de disefiar algoritmos que se ejecuten en paralelo eficientemente.
En este trabajo presentamos una técnica de paralelizacién automatica que, con un minimo esfuerzo de imple-
mentacion, permite ejecutar codigo secuencial en paralelo en una maquina de memoria compartida con varios
procesadores. Se mostrara que, en el contexto de la Geometria Computacional, los algoritmos incrementales
aleatorizados son claros candidatos a beneficiarse de esta técnica. Se presentan resultados experimentales para
el célculo de la envolvente convexa y del menor circulo contenedor de nubes de puntos en 2D, que muestran
aceleraciones significativas en la ejecucion paralela de bucles frente a su version secuencial.

1. Introduccidn

La paralelizacién de algoritmos de Geometria Computacional ha sido objeto de estudio en los tltimos tiem-
pos (ver, por ejemplo, [9], [13] o [20]). En su mayor parte, estos estudios se dirigen al disefio de algoritmos
paralelos bajo ciertos modelos de computacién que permiten analizar adecuadamente su complejidad. El hecho
de que los supercomputadores se estén haciendo accesibles a un nimero cada vez mayor de investigadores con-
tribuye a este interés. Sin embargo, a la hora de disefiar un algoritmo paralelo se necesita una gran experiencia
asi como un alto grado de conocimiento tanto del problema como de la arquitectura de la maquina. Frente a
esta necesidad, las técnicas emergentes de paralelizacion automatica y especulativa [2, 7] nos permiten ejecutar
en paralelo un algoritmo y mejorar, en algunos casos, los resultados de la ejecucion secuencial, con un minimo
esfuerzo de desarrollo e implementacion.

En este trabajo presentamos los beneficios de la paralelizacion especulativa de algoritmos incrementales
aleatorizados. Para ello, comenzamos recordando las caracteristicas generales de estos algoritmos en la Sec-
cién 2. En la Seccion 3 se estudian los problemas que presentan los algoritmos aleatorizados para su paraleliza-
cién. A continuacién, la Seccién 4 introduce los conceptos fundamentales de la paralelizacién automatica y, en
concreto, de la paralelizacion especulativa. Con el fin de comprobar que la paralelizacidn especulativa resulta
especialmente adecuada para estos algoritmos, en la Seccidn 5 se presentan los resultados experimentales obte-
nidos para dos de los problemas clésicos en Geometria Computacional: el célculo de la Envolvente Convexay
del Menor Circulo Contenedor de una nube de puntos en el plano.

2. Algoritmos incrementales aleatorizados

Los algoritmos incrementales aleatorizados han sido ampliamente estudiados en areas como la Geometria
Computacional y la Optimizacién [17, 18, 19]. Su uso ha permitido desarrollar algoritmos simples, faciles de
implementar y eficientes para una gran variedad de problemas, entre los que podemos citar la interseccién de
segmentos rectilineos [5], los diagramas de Voronoi [5, 11], las triangulaciones de poligonos simples [24], la
programacion lineal [15] y muchos otros.
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Figura 1: Insercion de un nuevo punto a la Envolvente Convexa con el algoritmo de Clarkson et al.

En su formulacién méas general, la entrada de un algoritmo incremental aleatorizado es un conjunto de
elementos (no necesariamente puntos), para los que debe calcularse una cierta salida. EI algoritmo procede de
manera incremental, generalmente con un bucle que itera sobre todos los elementos, y su principal caracteristica
es que los elementos se van insertando segin un orden aleatorio.

Para que dos iteraciones puedan calcularse simultaneamente en distintos procesadores, no deben existir de-
pendencias entre los resultados calculados en la primeray los datos utilizados en la segunda. Independientemen-
te del problema que resuelvan, estos algoritmos presentan un patron similar de dependencias entre iteraciones
del bucle (como veremos en detalle en la préxima seccion). De manera informal podemos decir que, al princi-
pio de la ejecucion, muchos elementos que se insertan cambian la solucién que se estéa calculando, de la cual
depende la insercién de los siguientes elementos. Sin embargo, a medida que la ejecucién avanza, cada vez
aparecen menos dependencias entre iteraciones, es decir, menos elementos modifican la solucion. Por un lado
esto hace que la complejidad esperada de los algoritmos incrementales aleatorizados sea notablemente mas baja
que la complejidad en el caso peor. Por otra parte, esta distribucién de dependencias hace de la paralelizacién
especulativa la mejor técnica para su ejecucion en paralelo.

Resumimos a continuacion las construcciones incrementales aleatorizadas que se utilizarn en la experi-
mentacién: El algoritmo de Clarkson et al. para el calculo de la Envolvente Convexa, y el de Welzl para calcular
el Menor Circulo Contenedor de una nube de puntos en el plano.

2.1. Algoritmo de Clarkson et al. para la envolvente convexa

Dada una nube .S de puntos en el plano, se denota por C H(.S) la lista ordenada de vértices de su envolvente
convexa. El algoritmo de Clarkson et al. [5] consiste en un bucle principal que itera sobre cada uno de los puntos
de la nube en un orden aleatorio: Dada una permutacion aleatoria R de los puntos de S, llamamos R; al conjunto
de los ¢ primeros puntos de la permutacién. Supongamos que el bucle ha avanzado hasta el i-ésimo punto p;. Si
p; esté dentro de CH(R;—1) (ya calculada), entonces CH (R;) = CH(R;_1) Yy la iteracion termina. En caso
contrario (ver la Figura 1), p, € CH(R;), por lo que se deben calcular las dos tangentesa C H (R;_1) desde p;,
eliminar de la lista CH(R;_1) los vértices entre los puntos de tangencia (si los hay) y afiadir p; a la lista en su
sustitucion.

Para el estudio de la complejidad del algoritmo, es necesario tener en cuenta que se utiliza una estructura
de datos que almacena informacidn sobre la solucién parcial a medida que se va construyendo. Esta estructura
permite realizar la localizacidn de un punto en tiempo esperado O(log n). Por otro lado, es facil ver que cada
punto puede dar lugar como maximo a dos aristas que se pueden borrar una Unica vez, con lo que la complejidad
esperada del algoritmo de Clarkson et al. es O(n logn).

2.2. Algoritmo de Welzl para el menor circulo contenedor

El algoritmo de Welzl [25] para calcular el menor circulo contenedor de una nube de puntos .S es recursivo:
ver la Figura 2 (izquierda).

La primera llamada se hace con la nube de puntos en orden aleatorio y un conjunto vacio. En el segundo
conjunto se devuelven los puntos que definen la solucidn parcial obtenida hasta el momento, esto es, la circun-
ferencia que pasa por ellos y contiene a los del primero. El algoritmo termina cuando consigue encontrar los
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Figura 2: Pseudocodigos recursivo (izquierda) e iterativo (derecha) para el algoritmo de Welzl.

tres (0 dos) puntos por los que pasa la circunferencia del menor circulo que contiene a la nube. Para simplificar
su descripcion, reescribiremos el algoritmo de Welzl de manera iterativa. El algoritmo resultante, similar al que
aparece en el capitulo 4 de [6], se muestra en la Figura 2 (derecha).

Dada una nube de puntos S C R?, denotamos por D(.S) su menor circulo contenedor, definido por los, a
lo sumo, tres puntos por los que pasa. Llamemos R; a los ¢ primeros puntos de la nube y supongamos calcu-
lado D(R;_1). Al afiadir el punto i-ésimo p, pueden pasar dos cosas. Si p; esta dentro de D(R;_1), entonces
D(R;) = D(R;_1). Si, por el contrario, p; estd fuera, se debe descartar D(R;_1). A cambio, se obtiene que
p; estd en la frontera de D(R;). Asi, para generar este disco debemos buscar en R;_; un segundo punto de su
frontera. Cada candidato p; € R;_; se selecciona de manera similar a lo hecho para p,. Analogamente, elegido
un p; puede ser necesario buscar en R;_; un tercer punto py.

El analisis de la complejidad del algoritmo resulta mas sencillo a partir de la version iterativa. En cada
iteracion del bucle gobernado por la variable 7 se realiza un condicional en tiempo constante y, s6lo cuando
éste es cierto, se entra en el siguiente bucle. Si tenemos en cuenta que el orden de los puntos es aleatorio, la
probabilidad de que el i-ésimo punto p; esté en la frontera del menor circulo que contiene a los ¢ primeros
puntos es a lo sumo 3/i. Cuando se ejecuta el segundo bucle, en cada una de sus ¢ — 1 iteraciones se realiza
un condicional en tiempo constante, y sélo cuando éste verifica la condicion se entra en el siguiente bucle. Esto
sucede cuando, una vez fijado p, el punto p; esta también en la frontera de D(R;), lo que tiene probabilidad a
lo sumo 2/(i — 1). Finalmente, las iteraciones del tercer bucle tienen coste constante. Por tanto, si T'(n) es el
tiempo esperado para resolver el problema con una nube de n puntos, tenemos
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De este modo, la complejidad esperada del algoritmo es lineal. Otro algoritmo lineal, no aleatorizado, se puede
encontrar en [16].

3. Analisis de dependencias en algoritmos incrementales aleatorizados

Con el fin de analizar el patron de dependencias entre iteraciones de un bucle en los algoritmos incrementales
aleatorizados, consideremos S'y ¢(S) respectivamente su entrada y su salida. Como ya se ha comentado, estos
algoritmos comienzan eligiendo una permutacion aleatoria R = {p1,...,p,} de los elementos de S, para
después construir de manera incremental ¢(R;) para R; := {p1,...,pi}.



Para estudiar el nimero esperado de dependencias que aparecen en un determinado paso 7, se denomina
violadores a aquellos elementos de .S que no han sido procesados todavia y que cambiarian la salida ¢(R;)
actual, esto es, los elementos que generan una dependencia respecto de todos los elementos posteriores. Por
otro lado, los elementos extremos son aquéllos que definen la salida ¢(R,).

De un modo mas formal, los conjuntos de violadores y elementos extremos para R; en S quedan definidos
como:

V(R;)):=={s € S\ Ri: o(R; U{s}) #o(Ri)} Yy X(R:i):={s€Ri:¢(R;\{s})# o(Ri)}.

Sea por ejemplo S C R? un conjunto de puntos. Si consideramos ¢ = EnvolventeConvexa, los
violadores V' (R;) son aquellos puntos fuera de EnvolventeConvexa(R;), mientras que los puntos extremos
X (R;) son los vértices de esta Envolvente Convexa. Para ¢ = MenorCirculoContenedor, los puntos
fuera del Menor Circulo Contenedor de R; son los violadores V' (R;), y los puntos extremos X (R;) son los que
definen este circulo.

El siguiente Lema, cuya demostracion puede encontrarse en [8], establece una relacion entre el nimero
esperado de elementos extremos entre los 7 + 1 primeros y el nimero esperado de violadores a partir de ese
elemento:

Lemma3.1. (demuestreo). Seanv; := E(|V(R;)|) y z; := E(|X (R;)|) los nmeros esperados de violadores

y elementos extremos para R; como antes. Entonces, para cualquier i € {1,...,n},
Ly Vi
i n—1+1

Por tanto, en un paso cualquiera ¢, el nmero esperado de dependencias es % (n—i+-1) y asi la probabilidad
de encontrar una dependencia en el paso i es =*. Los algoritmos incrementales aleatorizados se utilizan cuando
x; €S asintéticamente menor que ¢ y por tanto esta probabilidad decrece a medida que la ejecucion avanza. Para
el ejemplo anterior de ¢ = MenorCirculoContenedor, es claro que x; < 3 para cualquier . Por tanto, el
numero esperado de puntos fuera del menor circulo que contiene a R;_1 es

3
vi—1 < —.(n —i4+ 1)-
7

En otras palabras, la probabilidad de encontrar una dependencia en el paso  es a lo sumo % €Omo ya vimos.

Para el caso de ¢ = EnvolventeConvexa se conoce, ver [22, 23], que z; € O(klogi) para puntos
uniformemente distribuidos en un k-gono y x; € O(+/i) para puntos uniformemente distribuidos en un disco.
En ambos algoritmos, el hecho de que x; decrezca rapidamente cuando 7 se hace mas grande muestra por qué
la probabilidad de encontrar una dependencia es mucho mayor en las primeras iteraciones que en el resto.

4. Paralelizacion automatica y especulativa

Los mecanismos de paralelizacion automatica buscan extraer el paralelismo que es inherente a muchos
algoritmos secuenciales. Los compiladores paralelizadores se encargan de modificar automaticamente el cddigo
fuente para su ejecucién en un sistema paralelo. La técnica de paralelizacién automética mas extendida es la
paralelizacion a nivel de bucle. En ella, el compilador asigna a cada procesador un subconjunto de iteraciones
de un bucle para su ejecucion paralela. EI compilador solo puede aplicar esta técnica si estd seguro de que
ninguna iteracion del bucle depende de otras, es decir, que todas las iteraciones pueden calcularse en cualquier
orden. Si existen dependencias entre iteraciones (que es el caso mas frecuente), incluso los compiladores mas
modernos se abstienen de intentar paralelizar el bucle.

La paralelizacion especulativa es una de las técnicas mas prometedoras para extraer el paralelismo de bucles
con dependencias [2, 12, 21]. En ella los bloques de iteraciones se ejecutan en paralelo de manera “optimista”,
esto es, suponiendo que no hay dependencias entre iteraciones. Al mismo tiempo, un mecanismo (que puede ser
software o hardware) se encarga de comprobar que los resultados de la ejecucién del bucle en paralelo no violan
la semantica de la version secuencial. Dado que es probable que las iteraciones del bucle se ejecuten en un orden
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Figura 3: Paralelizacion especulativa.

distinto del original, puede ocurrir que un procesador utilice un valor de una variable (que denominaremos SV)
que deberia haberse generado en una iteracion anterior pero que ain no ha sido calculado. Esta violacion de
dependencia se descubrird al calcular el valor correcto de SV y al comprobar si algin procesador ha utilizado
el valor antiguo de la variable. De ser asi, se interrumpe la ejecucion del procesador que ha utilizado el dato
incorrecto, descartandose los valores calculados por éste y los siguientes, y reiniciando su ejecucidn con el valor
correcto de SV. Ver la Figura 3. Es facil observar que el hecho de interrumpir la ejecucion y descartar los valores
calculados por algunos procesadores afecta de manera negativa a la velocidad de la ejecucion.

Cintra y Llanos [2] presentaron en 2003 un mecanismo software que ejecuta especulativamente en paralelo
bucles no analizables en tiempo de compilacién. Para ello, es necesario afiadir al cédigo original una serie de
Ilamadas que se encargan de acceder a la estructura de datos compartida por los distintos procesadores, y de
monitorizar la ejecucion paralela del bucle. Una descripcion detallada de estos cambios, que podria realizar de
manera automatica un compilador, se puede encontrar en [4].

De entre los algoritmos con bucles no analizables en tiempo de compilacion, los algoritmos incrementales
aleatorizados resultan especialmente interesantes para su paralelizacion especulativa. En la Seccion 3 hemos
visto que, para estos algoritmos, las dependencias aparecen principalmente al comienzo de la ejecucion y van
siendo cada vez menos probables. Esta distribucion reduce, con respecto al caso peor, el coste esperado de
interrumpir la ejecucion y descartar los valores calculados cuando se produce una violacion de dependencia.
Como veremos en la Seccion 5, la ejecucion especulativa permite acelerar su ejecucion frente a la ejecucion
secuencial, con un minimo esfuerzo de implementacion.

5. Resultados experimentales

Con el fin de evaluar el rendimiento de los mecanismos de paralelizacion especulativa, hemos paralelizado
especulativamente los bucles principales de los algoritmos de Clarkson et al. y de Welzl, descritos en las sec-
ciones 2.1y 2.2 respectivamente. Los bucles elegidos para su paralelizacion han sido los siguientes:

= El bucle principal del algoritmo de Clarkson et al., que consume el 100% del tiempo de ejecucion del
algoritmo.

= El bucle exterior (7) de la version iterativa del algoritmo de Welzl, que consume también el 100% del
tiempo de ejecucion secuencial.

= El bucle intermedio (5) de la version iterativa del algoritmo de Welzl, que para el conjunto de datos de
entrada utilizado consume cerca del 79 % del tiempo de ejecucion.

= El bucle interior (k) de la version iterativa del algoritmo de Welzl, que para el conjunto de datos de entrada
utilizado consume aproximadamente el 45 % del tiempo de ejecucion.
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Figura 4: Paralelizacion especulativa y automaética de bucles de algoritmos aleatorizados. a) Bucle principal del
algoritmo de Clarkson et al. b), ¢) y d) Bucle interior, intermedio y exterior, respectivamente, del algoritmo de
Welzl.

Las versiones secuenciales y paralelas de estos algoritmos se han ejecutado en un sistema multiprocesador
de memoria compartida Sunfire 15K, equipado con procesadores UltraSparc-111 a 900 MHz. Como conjunto de
datos de entrada se ha utilizado un conjunto de diez millones de puntos distribuidos uniformemente en un disco.
El conjunto se ha creado utilizando el generador de puntos aleatorios que ofrece CGAL 2.4 [1], aleatorizandolo
a través de su funcion shuffle.

Hemos comparado el rendimiento de los mecanismos de paralelizacién especulativa con respecto a la para-
lelizacion automaética que ofrece el compilador Forte de Sun, basada en analisis de dependencias en tiempo de
compilacion. La Figura 4 muestra los resultados en terminos de aceleracidn con respecto a la version secuencial
de los mismos bucles. Dado que ninguno de los bucles considerados son analizables en tiempo de compilacion,
el compilador Forte no es capaz de paralelizarlo, por lo que el rendimiento de las versiones paralelas generadas
es el mismo que el de las secuenciales. Por el contrario, las versiones especulativas ofrecen mejoras que llegan
al 255 % con 20 procesadores en el caso del algoritmo de Clarkson et al., y al 356 % con 24 procesadores para el
bucle interior del algoritmo de Welzl. Sin embargo, los mecanismos de paralelizacion especulativa no obtienen
buenos rendimientos para los bucles exterior e intermedio del algoritmo de Welzl. EI motivo es simple: si el
punto p; no pertenece a D(R;_1), el procesador encargado de esa iteracion debe calcular la circunferencia que
pasa por p; y contiene a los < — 1 primeros puntos. Para i suficientemente grande, esto supone un fuerte desequi-
librio de la carga de trabajo entre procesadores, lo que explica el bajo rendimiento que se observa en las figuras
¢) y d). En [14] se pueden encontrar mas detalles sobre la estrategia mas adecuada de distribucion de carga de
trabajo para algoritmos incrementales aleatorizados. Con esta estrategia las iteraciones se agrupan en bloques
pequefios al principio de la ejecucién, aumentando progresivamente su tamafio. Por otra parte, en [3] aparece
informacion detallada sobre la paralelizacion especulativa de la envolvente convexa sobre diferentes conjuntos
de entrada. Sus resultados frente al resto de técnicas de paralelizacion se analizan en [10].



6. Conclusiones

En este trabajo hemos mostrado las ventajas del uso de la paralelizacion especulativa. Hemos visto que el
caso de los algoritmos incrementales aleatorizados la paralelizacion automatica no solo es posible, sino que
permite acelerar significativamente la ejecucion. Esta técnica permite extraer el paralelismo de bucles no anali-
zables en tiempo de compilacidn, y que suponen un desafio para los paralelizadores actuales.
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