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Introducciéon

La memoria que presentamos tiene dos objetivos principales. En primer lugar, se
construirdn operadores de extensién lineal y continua en clases ultraholomorfas (en
el sentido de Carleman) en polisectores, generalizando de este modo el teorema de
Borel-Ritt-Gevrey, y se estudiaran propiedades de casianaliticidad en dichas clases.
En segundo lugar, se resolvera el problema de momentos de Stieltjes en los espacios
de Gelfand-Shilov mediante la construccién de aplicaciones lineales y continuas,
inversas por la derecha de la aplicacién de momentos.

Antes de comentar los resultados obtenidos, creemos conveniente realizar una
revision concisa del desarrollo de los conceptos fundamentales con los que trabajare-
mos. Como iremos indicando, en el Capitulo 1 de la memoria, de caracter preliminar,
se abordaran algunos de estos aspectos con el debido detalle.

Comenzaremos recordando algunos hechos relevantes de la teoria de desarrollos
asintoticos en una y varias variables, recogidos en las Secciones 1.3 y 1.4. H. Poincaré,
en el ano 1886, introdujo el concepto de desarrollo asintético en 0 para funciones
holomorfas en sectores abiertos S de C con vértice en 0. Su intencién era dar un
significado analitico a las soluciones formales en serie de potencias (en general, series
divergentes) de ecuaciones diferenciales ordinarias en puntos singulares irregulares.
Con la formulacién actual de su definicion, resultan ser equivalentes los siguientes
hechos (ver la Definicién 1.3.1 y la Proposicién 1.3.2):

(i) La funcién f admite desarrollo asintdtico en S.

(ii) Las derivadas de f admiten desarrollo asintético en S (entendiendo la propia
funcién como derivada de orden nulo).

(iii) Las derivadas de f permanecen acotadas en los subsectores propios y acotados
de S.

R. Gérard e Y. Sibuya [32] extienden en 1979 el concepto de desarrollo asinté-
tico al caso de funciones de varias variables holomorfas en polisectores (productos
cartesianos de sectores). En su definicién la funcién se aproxima mediante sumas de
la forma

> apz®, BeN;, keN (1)
1BI<k

(donde |B| representa la longitud del multiindice 3), y se verifican todas las pro-
piedades aritméticas deseables, pero la equivalencia anterior no se conserva, pues
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Introduccién

es posible construir funciones que admiten desarrollo asintético mientras que sus
derivadas no (un ejemplo, debido a J. A. Hernandez, F. Lépez y S. Pérez-Cacho, se
puede encontrar en [39]).

Surge la siguiente cuestion:

Dada una serie de potencias arbitraria en torno a 0 € C”,

E ez,

aeNg

y un polisector de C", jexiste una funcién holomorfa en el polisector y que admita
por desarrollo asintético en 0 la serie de partida?

Este tipo de problemas de interpolacion son denominados de Borel-Ritt, y el co-
rrespondiente a una variable fue resuelto afirmativamente en 1916 por J. F. Ritt [68].
En el trabajo de Gérard y Sibuya se da respuesta también afirmativa a esta cuestién,
y J.-P. Ramis [64] demuestra la existencia de una funcién cuyas derivadas sucesivas
de cualquier orden admiten por desarrollo asintotico en 0 la derivada formal del
mismo orden de la serie de partida.

La carencia senalada para esta definicién queda subsanada con la introducida por
H. Majima en 1983 [50, 51], y que denominé de desarrollo asintético fuerte. Su idea, a
grandes rasgos y sin tener en cuenta consideraciones relativas a la convergencia de las
series que escribimos a continuacién, estd basada en sustituir las sumas parciales (1)
por otras del tipo

D agz®, BeEN] aeN.
BZa
Observemos que en el caso de una variable ambos enfoques coinciden.

La definicion de Majima es la siguiente:

Sean € N, n > 2,y pongamos N = {1,2,...,n}. Si 0 # J C N, denotamos
por J a N'\ J. Sea f una funcién compleja definida y holomorfa en un polisector
S = H?:1 S; de C" con vértice en 0. Se dice que f admite desarrollo asintdtico
fuerte en 0 siguiendo S, y se escribe f € A(S), si existe una familia

F={fa,  0#£JCN, a;eN]},

donde f,, es una funcién holomorfa de S, = HjeJ, S;jenCsiJ#N,y fa, € Csi
J = N, verificdndose que, si se define para cada a € N? la funcién

Appa(F)() = Y0 (ope Y fE e

|
0A£JCN B,EN] B‘]
Br<a;—1;

entonces para cada subpolisector propio y acotado 7' de S (pondremos 7' < S) y
cada ae € N, existe ¢ = ¢(a, T) > 0 tal que para cada z € T,

|f(2) = Appa(F)(2)] < ¢]27],
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Introduccién

donde, si z = (z1,...,z,) yaa = (Q1,...,q,), |29 = |z1]*-. . .- |2,]*". En estas con-
diciones, la familia F es tinica y se denomina familia total de desarrollo asintético
fuerte de f, denotada por TA(f). Sus elementos, que al igual que los coeficientes de
la serie de desarrollo asintotico en el caso unidimensional pueden ser obtenidos como
limites de las derivadas de f respecto de parte de sus variables cuando estas tienden
hacia cero (ver (1.25)), resultan admitir desarrollo asintético fuerte en el correspon-
diente polisector y estar ligados por unas condiciones de coherencia (ver (1.26)).
Con este concepto de desarrollo fuerte, ademas de verificarse todas las propiedades
algebraicas usuales, es vélida la equivalencia comentada anteriormente en el caso
unidimensional, cambiando sectores por polisectores, como se prob6 en [37] (para
un material més accesible, ver [39]).

Denominemos §(.5) al conjunto de las familias coherentes constituidas por fun-
ciones fo, € A(Sy), al que se dota de estructura vectorial de forma natural. Se
pueden considerar las aplicaciones

B:A(S) — C% y TA:A(S) — F(9), (2)
siendo la primera de ellas la definida por

B(f) = (DF(0)) pery-
donde se ha puesto

D*f(0):= lim D%f(z) = fa € TA(f), €N

zeT<S

Estas aplicaciones son homomorfismos de dlgebras diferenciales (preservan suma,
producto por escalares, producto de funciones y derivacién) si se definen en C6 y
$(S) operaciones producto adecuadas, y son continuas si se dota a A(S) de su topo-
logfa natural (ver la Observacién 1.4.3) y a CN6 y F(S) de las topologfas producto
correspondientes. Respecto al teorema de Borel-Ritt en esta situacién, conviene re-
calcar que el conocimiento de B(f) no permite en general reconstruir el resto de la
familia TA(f) para una funcién f que admita desarrollo asintético fuerte, de modo
que se pueden plantear distintos problemas de interpolacion. La sobreyectividad de
By TA fue probada por H. Majima [50, 51], para la segunda de ellas sélo bajo
ciertas restricciones que fueron eliminadas por J. A. Herndndez [37] mediante una
prueba constructiva (que se puede ver también en [38], donde se comparan diferentes
modificaciones del concepto de desarrollo asintético en varias variables que apare-
cen en la literatura). Otra prueba, no constructiva y basada en el resultado clasico
del Analisis Funcional que relaciona la sobreyectividad de una aplicacion lineal y
continua entre espacios de Fréchet con propiedades de su traspuesta, puede verse en
el trabajo de F. Galindo y J. Sanz [30].
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Llegados a este punto, surge de forma natural la pregunta de si es posible cons-
truir aplicaciones lineales y continuas que sean inversas por la derecha de B y TA,
respectivamente, es decir, aplicaciones que resuelvan los problemas de interpolacién
de forma lineal y continua en todo el espacio correspondiente y que suelen llamarse,
por razones evidentes, operadores de extensién. El primer resultado que probamos
en la memoria, Teorema 1.3.4, establece que no existen operadores de extension en
este contexto (nos limitamos a probar el caso unidimensional, pues las ideas son
similares en el caso general). El razonamiento que seguimos es una adaptacion del
realizado por B. S. Mityagin [59], que demostré que no existe una inversa lineal y
continua para la aplicacién, denominada de Borel, dada por

feC®[=1,1] = {f"(0)}ner, € C, (3)

que es lineal, sobreyectiva en virtud del teorema clésico de E. Borel [8], y continua
cuando damos a C*®°[—1, 1] su topologfa usual y a C¢ la topologia producto. Nuestro
primer objetivo en la memoria es determinar subclases de A(.S), y las correspondien-
tes en CNo y en F(S), lo mas generales posible, de modo que, cuando se les dote de
topologias naturales, la restricciéon de B y TA a las primeras admita operador de ex-
tension. Para lograrlo, nos apoyaremos en el resultado que, hasta donde conocemos,
proporciona la solucién maés general en el caso unidimensional, debido a V. Thi-
lliez [77], en el que se consideran clases, denominadas ultraholomorfas, consistentes
en funciones holomorfas en sectores de la superficie de Riemann del logaritmo cuyas
derivadas tienen su crecimiento gobernado en términos de una sucesién numérica
fuertemente regular. Aunque daremos a continuacién unas ideas generales, las pro-
piedades de las sucesiones fuertemente regulares que necesitaremos estan detalladas
en la Seccion 1.1. Estos problemas de extensiéon estan estrechamente ligados a otros
en las denominadas clases ultradiferenciables, que pasamos a comentar brevemente,
aunque de nuevo se abordaran con mayor profundidad en las Secciones 1.1 y 1.2.
Conviene mencionar que nos limitaremos a considerar las clases denominadas de
Carleman o de Roumieu, en las que centramos nuestros resultados, sin entrar en el
estudio de cuestiones similares para las clases de Beurling.

A finales del siglo XIX, E. Borel [9, 10] presenté los primeros ejemplos de con-
juntos E de funciones complejas indefinidamente derivables en la recta real, que
contienen funciones no analiticas (en el sentido real) y que, sin embargo, gozan de
la siguiente propiedad, propia de la clase de las funciones analiticas en R:

Si f € E y para un x, se tiene que f™(zy) = 0 para cada n € Ny, entonces f es
la funcion idénticamente nula.

Una clase E con esta propiedad se denominara, en consecuencia, casianalitica.
En 1912, J. Hadamard [35], inspirado por el trabajo previo de E. Holmgren (1908)
para la ecuacién del calor, introdujo las clases (denominadas hoy en dia ultradife-
renciables de Carleman) Cy () de funciones complejas f indefinidamente derivables
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en un intervalo abierto I cuyas derivadas estan sometidas a una limitacion de su
crecimiento en términos de una sucesién de nimeros reales estrictamente positivos
M = (M,)pen,, que expresaremos de la siguiente forma: existen C' = C(f) > 0y
A= A(f) > 0 tales que

1f®)(z)] < CAPpIM,,  peN,, zel.

Hadamard planted el problema de establecer condiciones necesarias y suficientes
sobre M para que la clase sea casianalitica. Este tipo de clases, con M, = pl*!,
« > 1, aparece nuevamente poco después en el estudio de M. Gevrey [33] acerca de
las soluciones de ciertos tipos de ecuaciones en derivadas parciales, razén por la que
dichas clases llevan su nombre (volveremos sobre ellas més adelante). El problema
de Hadamard es resuelto por M. Denjoy [22], que da una condicién suficiente de
casianaliticidad, y T. Carleman, que lo cierra en 1923 (su memoria [14] sigue siendo
una excelente exposicién sobre el tema; otros textos que incluyen este resultado
son [40, 52, 70]). Se admitird que M es logaritmicamente convexa (es decir, la
sucesion (M,1/M,)pen, €s creciente), lo que no resta generalidad al problema, en
cuyo caso la condicién de casianaliticidad es

S Mp_l .
p=1 pMy

En otros términos, si se define la clase Ap(Np) de las sucesiones A = (\,)pen, de
numeros complejos para las cuales existe A = A(A) > 0 de modo que

sup & < 00
peNg App!Mp 7

y se elige xg € I, la restriccion de la aplicacién de Borel

f— Bf :=(D"f(x0))pen,

que esta bien definida y es lineal, sera inyectiva bajo la condicion de casianaliticidad.
Sin embargo, T. Carleman [14] probé que si ademés la clase contiene funciones no
analiticas, entonces B no es suprayectiva. Asi, cuando se trate de obtener operadores
de extensién en este contexto, sera natural imponer la condiciéon de no casianaliti-
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De hecho, H.-J. Petzsche [61] establecié en 1988 la equivalencia entre la suprayecti-
vidad de By la propiedad de no casianaliticidad fuerte, consistente en la existencia
de una constante A > 0 de forma que para cada p € Ny,

> i S A
(k + 1)Mk+1 Mp+1

k>p

Esta propiedad se probd también necesaria y suficiente para la existencia de opera-
dores de extensién en términos similares a los que aqui construiremos.

Otro resultado clasico que ha sido estudiado en este contexto de clases ultradi-
ferenciables es el teorema de extension de Whitney [82, 83], que dado un cerrado F
de R™ caracteriza los jets (familias) {F7 : J € N} de funciones continuas sobre F'
que provienen de una funcién indefinidamente derivable en R™, es decir, tales que
existe g € C*°(R") de modo que D7g = FY en F para todo J € NZ. J. Bruna [13]
obtuvo una generalizacién de este teorema para clases de Carleman no casianaliticas
y, basdndose en ella, J. Chaumat y A.-M. Chollet [18] establecieron el resultado (que
describimos en la Seccién 1.2) en el que se apoya V. Thilliez [77] para la construc-
cion de los operadores de extensién en clases ultraholomorfas antes mencionados.
En estos tres tltimos trabajos es necesario imponer a M una nueva condicién, la
de crecimiento moderado, consistente en la existencia de una constante A > 0 de

forma que
M,y < AP M, M, para cada p, ¢ € Ny.

Diremos que M es fuertemente regular si es logaritmicamente convexa, fuertemente
no casianalitica y de crecimiento moderado, y, como ya dijimos, sera para este tipo
de sucesiones para las que obtendremos nuestros resultados.

Aunque no las consideraremos en nuestro estudio, en la literatura aparecen otras
clases ultradiferenciables que, basandose en un trabajo de A. Beurling posteriormen-
te mejorado por R. W. Braun, R. Meise y B. A. Taylor [12], se definen no mediante
una sucesion M, sino mediante una funcion peso w en términos de cuya conjugada
de Young se expresa el comportamiento de las derivadas de los elementos de la cla-
se. Para estas clases, que también pueden ser de tipo Roumieu o de tipo Beurling,
como antes, se han obtenido numerosos resultados de extension relacionados con los
teoremas de Borel y Whitney, entre los que citamos los de R. Meise y B. A. Tay-
lor [55, 56, 57|, J. Bonet, R. Meise y B. A. Taylor [6, 7], J. Bonet, R. W. Braun, R.
Meise y B. A. Taylor [5], M. Langenbruch [46], etc. Una buena referencia para estos
y otros asuntos relacionados con las clases ultradiferenciables es la monografia de
J. Bonet [4]. Otros trabajos muy interesantes de cardcter eminentemente expositivo
acerca de las clases de Carleman son los de V. Thilliez [76, 78].

Volviendo a las clases ultraholomorfas, las series formales de potencias y los desa-
rrollos asintéticos denominados de Gevrey aparecen de forma constante en la teoria
de ecuaciones diferenciales ordinarias algebraicas, y en la de sistemas meromorfos,
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Introduccién

lineales o no, de ecuaciones diferenciales ordinarias en torno a un punto singular
. . . . r 00
irregular. Diremos que una serie de potencias formal f = szo a,z? /p! con coefi-
cientes complejos es Gevrey de orden v > 1 si existen constantes C' >0y A > 0
tales que

la,| < CAPP!*,  p e No.

Equivalentemente, se trata de que la sucesion (a,)yen, pertenezca a la clase A, :=
Anr,_, (Np) introducida anteriormente, donde M, 1 = (p!*™1),en,. E. Maillet [49]
probd en 1903 que toda soluciéon formal f de una ecuacién diferencial algebraica
es Gevrey para un cierto orden. Si o = 1, la serie formal representa una funcién
holomorfa en un cierto disco o una funcién entera, pero si a > 1 la serie diverge
en general en C\ {0}, y corresponde estudiar la existencia de funciones que, siendo
solucion de la ecuacién, admitan la serie por desarrollo asintético. Retomando ideas
de E. Borel, E. Le Roy, E. Maillet, R. Nevanlinna, G. H. Hardy y G. N. Watson,
principalmente, a finales de los 70 J.-P. Ramis [63, 65, 53] introduce las teorias de
desarrollos asintoticos de Gevrey y de k-sumabilidad de series formales de Gevrey.
Gracias a una extension de esta tltima herramienta, denominada multisumabilidad
e introducida por J. Ecalle [26, 27], se consiguié dar significado analitico a las so-
luciones formales en serie de potencias no convergentes antes mencionadas (ver los
trabajos de J.-P. Ramis [63, 65|, B. L. J. Braaksma [11], J.-P. Ramis e Y. Sibu-
ya [66] o W. Balser [2]). Recordamos las propiedades y resultados bdsicos de esta
teoria asintotica, que se pueden encontrar expuestos de manera excelente en el texto
de W. Balser [3].

Sea S un sector con vértice en 0 y a un numero real con o > 1. Diremos que una
funcién f holomorfa en S tiene la serie de potencias formal f(z) = > o fo2 /D!
como desarrollo asint6tico Gevrey de orden « en S, y escribiremos f € G,(5), si para
cada subsector propio y acotado T' de S existen constantes ¢, A > 0 (que dependen
de T') de forma que para cada N € Ngy z € T,

—-N _N_lé D N arja—1
|27V (f(z) Zp'z){gcA NI*—,
p=0 *°

En ese caso, se verifica que

fo= lim f@(z), p € Np.

z—0,z€T

Los siguientes enunciados son equivalentes:

i) f€Gal9).
ii) Para cada subsector propio y acotado T' de S, existen constantes ¢, A > 0 para
las cuales
sup |fP)(2)| < cAPp!® para cada p € Nj. (4)
zeT
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De lo anterior, se deduce ficilmente que si ponemos f®(0) := fp para p € Ny, la
aplicacién de Borel B : G,(S) — A, que envia f en la sucesién (f®)(0)),en, estéd bien
definida y es lineal. De hecho, si se definen las operaciones producto y derivacion de
la forma natural, ambos espacios son algebras diferenciales y B es un homomorfis-
mo entre ambas. En cuanto a la sobreyectividad de esta aplicacion, el teorema de
Borel-Ritt-Gevrey, probado por J.-P. Ramis [63] mediante el uso de la transformada
incompleta de Laplace, establece su equivalencia con el hecho de que la amplitud
o abertura del sector S sea a lo sumo (« — 1)7. Parece natural entonces intentar
obtener operadores de extensién bajo esta condicién, lo que fue conseguido por V.
Thilliez [75] basandose en resultados para clases ultradiferenciables de J. Chaumat
y A.-M. Chollet [16, 17], y, posteriormente y mediante un analisis cuidadoso de la
solucién en forma integral de Ramis, por J. Sanz [72]. Enunciemos este resultado.

Dados A > 0, a > 1 y un sector S, de amplitud 77, con 7 < a —1, se consideran
los espacios A, 4(S,), de las funciones holomorfas en S, tales que

’f(p)(z)|
flloa == sup ——= < oo,
|| || z€S~,pENg lep!a

y Aq 4, formado por las sucesiones A = (\,),en, de nimeros complejos tales que

Al
Alg 4 := sup < 0.
|Ala, SUP e
(Aaa(S), | - llaa) ¥ (A, | - laa) son espacios de Banach, y la aplicacién B :

Aa,a(Sy) — Ag a4 estd bien definida y es lineal y continua. Entonces, existe una
constante ¢ = c(a,y) > 1 de modo que para cada A € (0,00) existe una aplicacién
lineal y continua Tp 45 : Ag.a — Aqca(S,) tal que Bo Toay = Ida, 4, la aplicacién
identidad en A, 4.

En cuanto a la situacion en el caso de varias variables, en 1989 Y. Harao-
ka [36] estudia las funciones f con desarrollo asintético fuerte Gevrey de orden
a = (aq,...,a,) € [1,00)" en polisectores acotados S de C™ con vértice en 0,
caracterizadas por que, para cada subpolisector propio y acotado T de S existen
constantes ¢ > 0y A = (Ay,...,A,) € (0,00)" (que dependen de T') de forma que
para cada z € T'y cada J € Nj se tiene que

f(2) = Apps(f)(2)] < cAT T |27,
donde, si J = (j1,...,Jn), se ha puesto
AT = A A 1T =gt e

Tras definir de forma acorde las series de potencias y las funciones holomorfas de
Gevrey, mediante las acotaciones correspondientes sobre sus coeficientes y sus deri-
vadas, respectivamente, se prueba que una funcién es de Gevrey si, y solo si, admite
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desarrollo fuerte de Gevrey, y se obtienen resultados de tipo Borel-Ritt-Gevrey que
garantizan que las restricciones naturales de las aplicaciones definidas en (2) son
sobreyectivas, bajo ciertas condiciones en el segundo caso. En el trabajo [72] se
construyen operadores de extension lineal y continua para ambos casos, en términos
similares a los del resultado unidimensional de V. Thilliez y de J. Sanz anterior.
Para ello resulta decisivo el hecho de que la solucién en forma integral en el caso
unidimensional puede ser adaptada para obtener funciones a valores en un espacio
de Banach con comportamiento asintético prefijado en el sector. Cuando en el lugar
de este espacio se coloca un espacio de funciones Gevrey, un isomorfismo natural
del tipo

A(aﬁ)»(AvB)(SV X Sy) =~ Aa,A(SwAﬂ,B(Su)) (5)

permite deducir resultados bidimensionales. Esta es la idea que sera también fructife-
ra para resolver los problemas a los que nos enfrentamos en esta ocasion.

El resultado de extension unidimensional y para el caso Gevrey fue generalizado
por V. Thilliez [77] para clases ultraholomorfas en sectores definidas en términos
de una sucesion M fuertemente regular, resultado que exponemos en la Seccién 1.3.
La condicién para la existencia de estos operadores es de nuevo que la amplitud
del sector esté limitada en términos del denominado indice de crecimiento de la
sucesion, v(M) (cantidad introducida en la Seccién 1.1), lo que concuerda con el
caso Gevrey, pues Y((p!*)pen,) = < para cada a > 0.

Llegados a este punto, podemos ya indicar el objetivo de la primera seccion del
Capitulo 2 de la memoria, que es dar las correspondientes versiones multidimen-
sionales de este ultimo resultado, construyendo inversas por la derecha lineales y
continuas para los operadores B y TA. Fijados n € N, una sucesiéon de numeros
reales estrictamente positivos M, una constante A > 0, un polisector S con vértice
en 0 en R" (donde R es la superficie de Riemann del logaritmo) y un espacio de Ba-
nach complejo B, se define Apg (S, B) como el espacio de Banach de las funciones
holomorfas de S en B tales que

J
127Gl _

— ,
Jenp zes  AVJIM;

donde j es la longitud del multiindice J. La razén de considerar funciones a valores
en un espacio de Banach es posibilitar la reduccion del ntimero de variables a una
sola mediante el establecimiento de, si no un isomorfismo como en (5), si al menos
aplicaciones lineales y continuas que permitan el paso de uno a otro lado en esa co-
rrespondencia. Este es el propdsito del Teorema 2.1.1, que ya permite deducir, por
un razonamiento inductivo, la existencia de operadores de extensién para B (Teore-
ma 2.1.2) siempre que la amplitud 77, de cada factor S; en S sea tal que v; < v(M).
Para abordar el problema correspondiente a TA, se reformulara en términos de la
denominada familia de primer orden asociada a cada elemento f de Anm (S, B),
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que denotamos por Bi(f), v que, siendo una subfamilia de TA(f), la determina por
completo cuando se tienen en cuenta las condiciones de coherencia. Tras localizar
un espacio adecuado en el que plantear la interpolacién (Proposicién 2.1.6), se ob-
tiene en el Teorema 2.1.8 el segundo operador de extensiéon mediante un proceso
recurrente, para el que resulta fundamental el estudio, realizado en el Lema 2.1.7,
del comportamiento de las derivadas de la funcién solucién del problema unidimen-
sional cuando esta toma sus valores en un espacio de Banach del tipo Am 4(S, B).
A diferencia de lo ocurrido en el caso Gevrey antes comentado, en el que el operador
de extension obtenido en [72] fue dado mediante una expresién integral concreta que
hacia asequible este estudio, en este caso la tarea es ardua, pues la técnica de cons-
truccién del operador de Thilliez se basa en una doble aplicacién de los operadores
de extension de tipo Whitney debidos a Chaumat y Chollet y en la soluciéon de un
problema 0. Debido a su longitud, la prueba del Lema 2.1.7 es pospuesta hasta la
ultima seccion del capitulo.

Otro problema clasico es, como ya se ha indicado en el caso ultradiferenciable, el
de la casianaliticidad, es decir, el de caracterizar la inyectividad de las aplicaciones
de Borel en este contexto, B y TA, definidas en la clase

Am(Sy) = | Ama(S5),

A>0

donde S es un polisector producto de sectores S, de amplitud 7vy;, j = 1,...,n.
Diremos que la clase es (s) casianalitica si TA es inyectiva, y casianalitica si lo es B.
A este problema se dedica la Seccion 2.2. En el caso unidimensional y para las clases
Gevrey de orden e > 1 (es decir, cuando M,, = n!*~!, n € Ny), el resultado es cldsico
y se denomina el lema de Watson [81]: la clase es casianalitica si, y s6lo si, v > a—1.
Medio siglo después, en 1966, B. 1. Korenblujm [44] resolvié el problema general en
el caso unidimensional, como recordamos en el Teorema 2.2.4, en términos de la no
convergencia de la integral logaritmica

/ > log Ty;(r) ar. (©)

P/ (D)

donde M = (NI My )nen, ¥ Txz es la funcion de Ostrowski asociada (ver (1.5)). En
el caso de varias variables, los trabajos de P. Lelong [48] y W. A. Groening [34]
permitieron a J. A. Herndndez [37] dar resultados de (s) casianaliticidad para clases
ultraholomorfas en polisectores, las derivadas DY f de cuyos elementos estan sujetas
a estimaciones en términos de una multisucesién (My)jens. En esta misma linea,
en [71] se obtuvieron versiones del lema de Watson para la (s) casianaliticidad y la
casianaliticidad de las clases de Gevrey definidas por Y. Haraoka. En la situacion que
nos ocupa, el resultado de Korenblujm nos permite caracterizar la casianaliticidad
en varias variables, en un sentido o en otro y para sucesiones M arbitrarias, en
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términos de una integral similar en la que el papel de v es ahora interpretado bien
por ¥ = max{y,; : j = 1,...,n} (Proposicién 2.2.5), bien por v = min{y; : j =
1,...,n} (Proposicién 2.2.11). A continuacién, gracias a resultados clésicos de S.
Mandelbrojt [52], damos una nueva condicién suficiente de (s) casianaliticidad en la
Proposicién 2.2.7. Si se trabaja con sucesiones M fuertemente regulares, es posible
establecer sendas generalizaciones del lema de Watson (Proposiciones 2.2.9 y 2.2.14)
bajo la condicién adicional de que

> () = 0
n=0

donde v(M) denota el indice de crecimiento. También bajo esta hipétesis, satisfecha
en particular en el caso Gevrey, es posible probar que la condiciéon 7 < (M),
suficiente para la existencia del operador de extension correspondiente a la aplicacién
de Borel B, es de hecho necesaria (Teorema 2.2.15). Estos resultados para sucesiones
fuertemente regulares son nuevos incluso en una variable, y generalizan resultados
previos de V. Thilliez [77] y de J. Schmets y M. Valdivia [73].

En la Seccién 2.3 se estudian resultados de rigidez (Teoremas 2.3.2 y 2.3.4)
para los operadores de extensién construidos, consistentes en la determinaciéon de
condiciones de anulacién sobre las funciones interpoladoras que aseguren que los
datos de partida eran nulos. Se adopta la misma linea de argumentacién que en los
resultados de V. Thilliez [75] para el caso unidimensional. Como se muestra, si la
amplitud de los polisectores en los que se trabaja es adecuada, estos resultados se
pueden combinar (ver los Corolarios 2.3.3 y 2.3.5) con los lemas de Watson obtenidos
anteriormente.

Cerramos el comentario de este capitulo con la descripcion de una nueva gene-
ralizacion del teorema de Borel, presentada en la Seccion 2.4, y cuya consideracién
emana de las mismas ideas expuestas en el caso de los problemas interpolatorios re-
lativos al concepto de desarrollo asintético fuerte. Asi, si [ y J son sendos intervalos
abiertos de R con 0 € I, 0 € J, dada una funcién f € C*(I x J) se pueden construir
las sucesiones de funciones (gm)meny ¥ (An)neng, €n C*(I) y C*(J), respectivamente,
dadas por

gm(x) = DO f(2,0), x €I, meNy h(y)=D"f0,y), yeJ neN,.

Dichas sucesiones estan ligadas por unas condiciones de coherencia que se deducen
del teorema de Schwarz. Pues bien, probamos en el Teorema 2.4.6 que todo par de
sucesiones de funciones bajo estas condiciones proviene de una funcién f mediante
este procedimiento.

El tercer capitulo de la memoria esta dedicado a la consideracién del problema
de momentos de Stieltjes en los espacios de Gelfand-Shilov. Comenzamos realizando
una revision de los resultados existentes al respecto. El problema de momentos,
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inicialmente propuesto y resuelto por T. J. Stieltjes [74], ha inspirado el trabajo
de muchos matematicos en sus diversas variantes y generalizaciones durante mas
de un siglo. Se ha mostrado que los momentos son relevantes en distintas areas
del Analisis, tales como las formulas de cuadratura, fracciones continuas, teoria de
representacion o la teoria espectral de operadores. El libro de N. I. Akhiezer [1] es
una referencia estandar, y otros temas, tanto tedricos como aplicados, en los que este
problema ha tenido influencia, se pueden encontrar en la monografia [45], incluyendo
cuestiones del analisis de Fourier, procesamiento de senales, problemas inversos o
estadistica. Senalemos también que resultados recientes relacionan este tema con el
desarrollo asintético de distribuciones y la teoria de soluciones distribucionales de
ecuaciones diferenciales singulares, como puede verse en el libro de R. Estrada y
R. P. Kanwal [28] y en las referencias alli incluidas.

En 1989 A. J. Durdn [24] obtuvo la siguiente respuesta al llamado problema
de momentos de Stieltjes: existe una funcién f en el espacio de Schwartz S(R)
de las funciones complejas indefinidamente derivables y de decrecimiento rapido
en R, con soporte en [0,00) (escribimos f € S§(0,00)) y con momentos (i, )nen,
arbitrariamente prefijados, es decir, tal que

/ 2" f(z) dx = pn, n € Np.
0

La integral se denomina el momento n-ésimo de f, u,(f). En otras palabras, pode-
mos decir que la aplicacién M de S(0,00) en CMo que a cada funcién f € S§(0, 00)
le asocia su sucesion de momentos es sobreyectiva. Observemos que cuando conside-
ramos la topologia usual en S(0, c0) y la topologia producto en CNo, esta aplicacién
es continua, y tiene sentido preguntarse por la existencia de inversas por la derecha
lineales y continuas. Como en situaciones anteriores, podemos adaptar el argumen-
to de Mityagin para dar una respuesta negativa (Teorema 3.1.7), por lo que parece
natural buscar subespacios de S(0,00) y CYo, dotados de topologias no triviales
adecuadas, que nos permitan construir dichas inversas.

Consideremos los espacios clésicos de Gelfand-Shilov S, (0,00), con o > 0, for-
mados por las funciones f € §(0,00) para las que existe ¢ = ¢(f) > 0y, para cada
m € Ny existe C,,, = Cy,,(f) > 0, de modo que

sup 2" f™ (2)] < Crug"n!®, n € Ny. (8)
ze

Es sencillo ver que si f € S,(0,00), entonces existen éo, qo > 0 tales que
|:un(f)| < éoqgn!aa nc NO)

es decir, la sucesiéon de momentos asociada a f es de la clase Gevrey A,. En sen-
tido contrario, y apoyandose en una idea de A. L. Durdn y R. Estrada [25] (que
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volvieron a probar el resultado de A. J. Duran mediante la combinacién de técnicas
de transformada de Fourier y el teorema de Borel-Ritt), S.-Y. Chung, D. Kim e
Y. Yeom [20, Teorema 3.1] obtuvieron el siguiente resultado:

Sea o > 2, entonces para cada (p,)nen, € Ao existe f € S,(0,00) con p,(f) =
tn, 1 € No.

También se pueden considerar los espacios de Gelfand-Shilov §%(0, ), con o >
0, de las funciones f € §(0, 00) para las que existe ¢ = q(f) > 0y, para cadam € Ny
existe Cp, = Cp(f) > 0, de modo que

sug 2™ fM) ()| < Crug™nl®, n € Np. 9)
fAS

Notemos que si o < 1, estas funciones son analiticas en una banda, y por lo tanto
§%(0,00) = {0}.

Con métodos similares a los utilizados en el resultado previo, J. Chung, S.-Y.
Chung y D. Kim [19, Teorema 3.2 probaron que:

Si @ > 1, entonces para cada (pn)nen, € CNO existe f € S§*(0,00) tal que
fin(f) = fn, 1 € No.

Nuestro objetivo en este tultimo capitulo serd extender estos dos resultados al
caso de espacios de Gelfand-Shilov generales, Spi(0,00) y SM(0, 00), determinados
a partir de una sucesién M = (M,,),en, de nimeros positivos que ocupara el lugar
de n!®~! en las acotaciones (8) y (9).

Describimos someramente su contenido. En la Seccién 3.1 se introducen los es-
pacios funcionales con los que trabajaremos y sus topologias. El estudio del com-
portamiento de la transformada de Fourier sobre los espacios de Gelfand-Shilov se
desarrolla en la Seccion 3.2. Se dedica la Seccién 3.3 a la solucion del problema de
momentos para exponentes reales generales en los espacios SM(0, 00) (ver el Teore-
ma 3.3.4), para lo que resulta fructifera una idea de A. Yu. Popov [62]. Finalmente,
la Seccién 3.4 contiene los resultados para los espacios Sy (0, 00). En este caso, y en
el espiritu de los resultados obtenidos en el caso ultraholomorfo, la solucion, presen-
tada en el Teorema 3.4.2, viene dada en forma de inversas por la derecha, lineales
y continuas, de la aplicacion de momentos M restringida a subclases adecuadas
Sm.a(0,00), con M fuertemente regular tal que v(M) > 1y A > 0. La construccién
sigue los pasos dados en [20], pero requiere un andlisis cuidadoso de la continuidad
de las diferentes operaciones involucradas en la resolucion, y hace intervenir los ope-
radores de extensién de V. Thilliez [77]. Se concluye estudiando hasta qué punto
las condiciones impuestas sobre M para obtener estos operadores son necesarias,
mostrando que en algunos casos (que incluyen los espacios S,(0,00)) son de hecho
equivalentes a la existencia de aquellos.
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Notaciones y terminologia

Se denotard por N al conjunto {1,2,...} y por Ny al conjunto N U {0}.
R denotara la superficie de Riemann del logaritmo. Un sector de R sera un
conjunto de la forma

9
S:Sd797p:{z:0<]z\<p,]argz—d]<§},

donde d € R, # es un niimero real positivo, y p es, bien un ntmero real positivo,
bien co. La cantidad d se conoce como la direcciéon de biseccién del sector, O7 sera su
abertura o amplitud, y p su radio. En caso de que p = oo tendremos un sector no
acotado, que representaremos por S;g. Si ademas d = 0, escribiremos

6
Sp=Sop={z:]argz| < g}

Sea S un sector. Diremos que T' es un subsector propio de S si es un sector de forma
que T\ {0} C S. Diremos que un subsector T de S es propio y acotado si es propio
y tiene radio finito, y lo representaremos por 1" < S.

Un polisector serd un producto cartesiano S = H?Zl S; C R"™ de sectores. De-
cimos que un polisector 7" es un subpolisector propio de S si T = H;‘:lTj con

T;\{0}CS;,j=1,2,...,n. T es acotado si cada uno de sus factores lo es.

Dado n € N, pondremos N' = {1,2,...,n}. Si J es un subconjunto no vacio de
N, denotaremos por #.J a su cardinal.

Dado z € R"™, escribimos z; para la restriccién de z a J (cuando se considera z
como un elemento de RV).

Dados J y L subconjuntos no vacios y disjuntos de N y elementos z; € R’ y
z1 € RE, se denotara por (2, 21) al elemento de R7VL tal que (25,21); = 25 ¥
(z4,21)1 = z1; también escribimos J' = N\ J, y si j € N usamos j' en lugar de
{j}. En particular, usaremos estas convenciones para multiindices.

Si Sg = H?Zl Sp, es un polisector, entonces Sg, = HjeJ Sy, C R7.

Se denotard por H(S) al conjunto de funciones complejas holomorfas en S, y por
C[[2]] al conjunto de series de potencias formales con coeficientes en C.

Sea n € N. Dados o = (ay,a9,...,ay), B = (61,02,...,0,) € Ng, m > 0,
t=(t1,ta,...,t,) €[0,00)" y 2= (21,29,...,2,) € R", se definen:
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a+B=(a+pP1,as+ Po,...,an+ Bn),

o] =g +ag+ ...+,

a<fB&a; <f;paracada je€ {1,2,...,n},
a<fB<a; <p;paracadaje€ {1,2,...,n},

1=(1,1,...,1),
ZOL — 2?12(212 L. zgn’
|2%| = [2]* = |21 |22]* .. 2] ™,
Do o _ olel

Dz 02810257 ...020n"
mt = (mty, mta, ..., mt,),
al = alag! -y,

7)

Para J € Nj, se utilizara con frecuencia la notacién j = |J|.

Sea zp € Cyr € R, 7 > 0. B(z,7) vy B(z2,r) denotaran, respectivamente, las
bolas abierta y cerrada de centro zy y radio 7.

Sea A un conjunto. La aplicacion identidad en A se denotara por Id 4.

Para un compacto E de R" y un punto « € R", dist(x, E') representa la distancia
de x a F.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Swucesiones fuertemente regulares

Las clases de funciones y de sucesiones con las que se trabajara en la memoria
estan definidas mediante restricciones en el crecimiento de sus derivadas o de sus
términos, respectivamente. Dichas restricciones seran expresadas en términos de una
sucesion numeérica que, en aras de una riqueza adecuada de resultados, estard sujeta
a determinadas condiciones. En esta primera seccién se presentaran dichas condi-
ciones y sus principales consecuencias, haciendo especial énfasis en las sucesiones
denominadas fuertemente regulares.

En lo sucesivo, dada una sucesiéon M = (M),),en, se supondra siempre que sus
elementos son numeros reales estrictamente positivos y que My = 1.

Definicién 1.1.1. Se dice que una sucesion M = (M,) .~ es logaritmicamente
conveza (en adelante se abreviard diciendo que M verifica la propiedad (ayp)) si

log(Mp-1) + log(Mp+1)
2 Y

log(M,) < para cada p € N, (1.1)

0, equivalentemente,
M; < My 1My, para cada p € N.
A la vista de la ultima expresién, es natural introducir la siguiente

Definicién 1.1.2. Se define la sucesion de cocientes m = (m,,)yen asociada a M =
(M) pen, mediante
mp:Mp/Mp_l, pGN

Observacién 1.1.3. Es inmediato que M = (M,,),en, cumple la propiedad (o) si,

y so6lo si, la sucesion m de cocientes asociada es monotona creciente. Mas ain, un
d idad bién 1 ion (M,'?

argumento de convexidad muestra que en este caso también la sucesién (M,'")yen, €8
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mondtona creciente. Un resultado clasico del Célculo Infinitesimal asegura entonces
que los limites

fm M)y limom,

p—0 p—00
existen y coinciden (sean finitos o infinitos). Por otra parte, el crecimiento de m
permite probar sin dificultad que para cada p,q € Ny se tiene que

My My < Myq-

Observacién 1.1.4. Sea ) un abierto no vacio de R, y consideremos la clase Cp(£2)
de las funciones complejas definidas e indefinidamente derivables en €0 y tales que
existe una constante A = A(f) > 0 de forma que

D7 f ()]

Jeig}geg Al I M; =
donde, para cada multiindice J € Nf, se ha escrito j = |J|. Es obvio que Cp(€2) es
un espacio vectorial, y es sencillo probar, mediante la férmula de Leibnitz y teniendo
en cuenta que jlk! < (j + k)! para todos j, k € Ny, que si M cumple (o), la clase
es cerrada para el producto, es decir, es un édlgebra de funciones (de hecho, bastaria
con que (p!M,)yen, cumpliera (ap), que es una condiciéon més débil). Aunque no se
utilizard, (op) también implica, bajo las hipdtesis légicas, que la clase es cerrada
para la composicién (ver [69]).

Supongamos que M verifica (ag), como haremos frecuentemente en lo sucesivo.
De forma natural surge la pregunta de si esta clase estd contenida en la de las
funciones analiticas (en sentido real) en 2. Es claro que esto ocurre si

sup MI}/” < 00, (1.2)
PENo

y esta condicion resulta ser también necesaria para dicha contencion, como se pue-
de deducir del trabajo de H. Cartan y S. Mandelbrojt [15]. Puesto que estamos
interesados en que la clase Cp(€2) sea suficientemente rica, admitiremos que (1.2)
no se cumple, lo que, segin lo indicado en la Observacion 1.1.3, equivale a que
lim,_,., m, = 00. Esto da el significado de la siguiente

Definicién 1.1.5. Diremos que M = (M,,),en, cumple la condicién (o) si cumple
la condicién (ap) y ademds

lim m,, = oo.
p—00
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Observacién 1.1.6. Si M verifica (o), existird py € N tal que para cada p > py
se tenga que m, > 1, con lo que (M,),>p,—1 €s monétona creciente. Como hacen
J. Schmets y M. Valdivia en [73]|, denominamos casi-crecientes a las sucesiones
que crecen a partir de un término. Una propiedad sencilla que se deduce del casi-
crecimiento de una sucesién (M, )nen, €8 que

M,
sup  —+ < oo. (1.3)
(p.)eNz:0<g<p Mp

Observacién 1.1.7. Otra cuestiéon ligada a este tipo de clases es la de la casiana-
liticidad. Se dice que Cy(€2) es casianalitica si de las hipotesis:

(i) felm(®),y

(ii) existe &g € Q tal que f es plana en x, es decir, tal que D7 f(xy) = 0 para

todo J € N,
se deduce que f es la funcion idénticamente nula en €2. El teorema de Denjoy-
Carleman (ver, por ejemplo, [14, 40, 52, 70]) establece condiciones necesarias y
suficientes sobre la sucesion M para que esta propiedad se verifique: suponiendo
satisfecha (ay), se trata de que

M,
E —l— . (1.4)
= pM,

Definamos a continuacion la clase Ap(Nj) constituida por las multisucesiones A =
(As)sens de niimeros complejos para las cuales existe A = A(X) > 0 de modo que

sup A < 00
geny AjIM;

Elegido x( € €2, es obvio que la aplicacion de Borel

B : Ca(Q) — A (NE)
f — Bf = (D f(x0)) seny

estd bien definida y es lineal, y si M verifica las condiciones (o) y (1.4), serd tam-
bién, en virtud de la casianaliticidad de la clase, inyectiva. Sin embargo, T. Carle-
man [14] probé que si M satisface (o) y (1.4), entonces B no es suprayectiva. Asi,
puesto que estamos interesados en obtener aplicaciones inversas por la derecha para
la aplicacién de Borel, también denominadas operadores de extensién (pues asignan
a una multisucesién una funcién cuyas derivadas en un punto son los elementos de
aquella), serd natural imponer la no verificacién de la condicién (1.4).



4 Capitulo 1. Preliminares

Definicién 1.1.8. Diremos que M = (M,),en, cumple la condicién de no casiana-
liticidad, denotada por (), si

> M,_
Zp]]\?/_/pl < 0.

p=1

Observacién 1.1.9. De acuerdo con lo anterior, si M cumple (ag), en Cap()
existen funciones f planas en un punto y no idénticamente nulas si, y sélo si, M
satisface (7).

Cabe mencionar también que las propiedades («g) y () implican conjuntamente
la propiedad (o).

Volvamos a la cuestion de la suprayectividad de B comentado en la Observa-
cién 1.1.7, para la que la condicién (y) es necesaria pero no suficiente. H.-J. Petzs-
che [61] establecié la equivalencia entre la suprayectividad de B y una propiedad
mas fuerte que (), que ya aparece en el fundamental trabajo de H. Komatsu [42],
y que definimos a continuacion.

Definicién 1.1.10. Diremos que M = (M,)yen, cumple la condicién de no casia-
naliticidad fuerte, a la que denotaremos por (1), si existe una constante A > 0 de
forma que para cada p € Ny

> i S A
(k + 1)Mk+1 Mp+l

k>p

Cabe destacar que la constante A ha de ser mayor o igual que 1 (basta poner
p =0 en la desigualdad anterior).

Introducimos por ultimo una condicién, también considerada en [42], que limita
la velocidad de crecimiento de M.

Definicién 1.1.11. Diremos que M es de crecimiento moderado, o que cumple la
condicién (p), si existe una constante A > 0 de forma que

My, < APMMng para cada p, ¢ € Nj.

Nuevamente debe ser A > 1 (basta tomar p = ¢ = 0 en la desigualdad anterior).
H. Komatsu denomina esta propiedad como la de estabilidad bajo operadores

ultradiferenciables, y W. Matsumoto [54] la relaciona con lo que denomina la sepa-
ratividad de clases ultradiferenciables.



1.1. Sucesiones fuertemente regulares )

Definicién 1.1.12. Diremos que M es fuertemente regqular si cumple las propieda-
des (o), (1) y (1)-

Observaciéon 1.1.13. Si M es una sucesion fuertemente regular, las constantes que
aparecen en las definiciones de las propiedades () y (71) pueden ser tomadas iguales
(sin més que considerar su maximo).

Como se deduce de lo indicado en las Observaciones 1.1.9 y 1.1.6, toda sucesién
que verifique (ap) y () (en particular, toda sucesién fuertemente regular) es casi-
creciente. Aunque V. Thilliez anade a la definiciéon de regularidad fuerte la condiciéon
de que M sea creciente, para nuestros objetivos esta condiciéon no sera necesaria.

Cabe mencionar que no hay acuerdo en la literatura a la hora de definir las clases
ultradiferenciables: mientras unos autores, y esta ha sido nuestra eleccion, prefieren
acotar las derivadas en términos de M mediante expresiones del tipo A7;!M; (ver,
por ejemplo, [18, 77]), otros trabajan con cotas del tipo A7M;, lo que lleva a una
reformulacién de las diferentes condiciones definidas hasta ahora (ver, en este ca-
so, [13, 42] entre otros). La denominacion de las propiedades (aq), () ¥ (71) se ha
tomado del trabajo de H.-J. Petzsche [61].

El ejemplo mas importante de sucesion fuertemente regular es el de las sucesiones
de tipo Gevrey.

Definicién 1.1.14. Sea a > 0. Se llama sucesion Gevrey de orden «, denotada por
M,, a la dada por M, = p!®, p € Ny.

Pasamos a continuacién a definir dos funciones asociadas a una sucesion M
que tendran relevancia en lo sucesivo. Ambas estan ligadas a la funciéon medible
Tm : (0,00) — (0, 00], introducida en este contexto por A. Ostrowski [60], dada por

P
Tnm(r) = sup r—, r > 0. (1.5)
peNy My

Definicién 1.1.15. Sea M = (M,,)yen, una sucesién de nimeros reales estricta-
mente positivos que cumple (o). Para cada t > 0 se definen las cantidades

{ g kY
N(t) = min {p e Np: klégo {Mkt } = Mptp} 7
ha(t) = inf M,t" = Myt ®; hay(0) = 0. (1.6)
peNo

Estas funciones gozan de ciertas propiedades que seran de utilidad.
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Proposicién 1.1.16. Sea M = (M,),en, una sucesién cumpliendo (c;). Entonces:
(i) Para cada ¢t > 0, N(t) es el menor entero p € Ny de forma que my;; > 1.

(ii) La funcién N tiene imagen en el conjunto Ny, es mondtona decreciente y

1
lim N(t) =400 y N(t)=0parat> A

t—0t 1

(iii) hm es una funcién continua en [0, 00), no decreciente y cuya imagen es el
intervalo [0, 1]. De hecho,

M, site[l/myy,1/my), p=1,2,...,
hau(t) = { 1 sit>1/my. (1.7)

Demostracion:
Basta observar que para cada p € N, my,11 > 1/t si, y sélo si, M, 1tPT > M,tP. O

Seguimos en lo queda de esta seccion el trabajo de V. Thilliez [77], culminando
con la definicién del indice de crecimiento de una sucesion fuertemente regular.

Definicién 1.1.17. Sea M = (M,)yen, una sucesién fuertemente regular y sea
v > 0. Decimos que M satisface la propiedad (P,) si existe una sucesién de nimeros
reales m’ = (m;,)pen y una constante a > 1 para los cuales la sucesién

(p+1)7"my) oy

4 : -1 /
es monotona creciente, y a~ m;, < m,, < am, para cada p € N.

Proposicién 1.1.18. Sea M = (M,),en, una sucesion fuertemente regular. Se tiene
que:

i) Existe v > 0 de modo que se cumple la propieda existe a; > 0 para
(i) Existe y >0d do q ple la propiedad (P,) y exist 0p
el cual afp!” < M, para todo p € Ny.

(ii) Existen § > 0y as > 0 de modo que M, < ahp!® para todo p € Ny.
Definicién 1.1.19. Sea M una sucesion fuertemente regular. Se define el indice de
crecimiento de M como

v(M) = sup{y € R: (P,) se cumple}.

Observacion 1.1.20. De acuerdo con lo mencionado anteriormente, si M es una
sucesion fuertemente regular, (M) € (0, 00). Cabe destacar también que si M, es
la sucesién Gevrey de orden o > 0 entonces v(M,) = a.
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1.2. Resultados de tipo Whitney para clases ultradiferen-
ciables

Dedicamos este apartado a introducir los espacios de funciones, jets y sucesio-
nes que manejaremos, para concluir comentando los resultados de tipo Whitney
obtenidos por J. Chaumat y A.-M. Chollet [18] que serdn de utilidad para nuestros
objetivos. Aunque su versién original corresponde a funciones y jets a valores en
C, su generalizacién a espacios de funciones y de jets con llegada sobre un espacio
de Banach no ofrece ninguna dificultad, por lo que omitiremos sus demostraciones,
salvo por un breve esbozo de la del resultado principal, Teorema 1.2.11.

De ahora en adelante, {2 serd un abierto no vacio de R"™, y B denotara un espacio
de Banach complejo con norma || - |[g. Como es natural, C>*(2, B) representa el
espacio de las funciones indefinidamente derivables de €2 en B. Extendemos en primer
lugar de forma natural la definicién de las clases introducidas en la Observacién 1.1.4.

Definicién 1.2.1. Sean n € Ny M = (M,)yen, una sucesién de nimeros reales
estrictamente positivos. Diremos que una funcién f € C>®(R™, B) pertenece a la
clase de Carleman (o de Roumieu) Cp (€2, B) si existe una constante A = A(f) > 0
de forma que

D7 f ()],
JEEIE}E:GQ A7}, < 00. (1.8)

El conjunto formado por las funciones en Cpy(€2, B) que verifican (1.8) para un
A > 0 prefijado se denotard por Cy (€2, B), y resulta ser un espacio de Banach
cuando se le dota de la norma dada por el superior en (1.8), que representaremos
B
por ||'||M,A,Q'
Es claro que
Cm(Q, B) = | Cma(, B),

A>0

de modo que se puede dotar a la clase de Carleman de una estructura de espacio
vectorial topolégico con la topologia de limite inductivo.
Cuando B = C, pondremos

CM,A(Q, C) = CM,A(Q), CM(Q, C) =: CM(Q),

lo que es consistente con la notaciéon adoptada en la Observacién 1.1.4.

Analogamente, definimos a continuacion clases de multisucesiones de elementos
de B fuertemente relacionadas con las anteriores, generalizando de nuevo lo hecho
en la Observacién 1.1.7.
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Definicién 1.2.2. Sean n € N, M = (M,),en, una sucesién de ntmeros reales
estrictamente positivos, y A > 0. Se define el espacio Ay 4(Nf, B) como el formado
por las multisucesiones A = (Ay) JeNy de elementos de B para las cuales

[Aslls
A = . < 1.9
[ Alvam S g, <% (1.9)

donde j representa la longitud del multiindice J.

El par (Ama(Ny, B),| - |m.4,8) es un espacio de Banach, y el espacio

Au(Ng, B) == | Ama(Ng, B)

A>0

puede ser dotado de la topologia limite inductivo. Nuevamente, utilizaremos las
notaciones

Am,a(Ng) = Am,a(Ng, C), Am(NG) == Am(Ng, C).
Es sencillo comprobar que, fijado xy € €2, la aplicacion de Borel
B:Cum(Q2, B) — Am(Ng, B)
f— Bf = (D’ f(0)) seny.

esta bien definida y es lineal y continua, como lo es, para cada A > 0, cuando se
considera

B: CM7A(Q, B) — AM’A(Ng, B)

Uno de los objetivos de este epigrafe es presentar los operadores lineales y continuos,
inversos por la derecha de B, obtenidos en [18]. Para ello, sera necesario introducir
la nocién de jet de Whitney.

Definicién 1.2.3. Sean n € Ny E un subconjunto compacto de R™. Un jet F' sobre
E a valores en B es una familia {F”/ : J € Ny} de funciones continuas sobre E con
valores en B.
Dado un multiindice L € N, se define la derivada de orden L del jet F' como el
jet
DY*F = {F7*F . J e Nj}.

Observacion 1.2.4. El ejemplo mas sencillo de jet es el asociado de forma natural
a una funcién g: £ — B de clase C* en F, definido por F, = {DJg J e Ng}.
Ademds, en este caso para cada L € N7 se tiene que DLYF, = Fpr,. La siguiente
definicion extiende la nocién de polinomio de Taylor al caso de los jets, y se dira que
un jet es de Whitney si el comportamiento asintotico de los restos de Taylor coincide
con el que se presenta cuando dicho jet proviene de una funciéon g como antes.
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Definicién 1.2.5. Sean n € N y E un subconjunto compacto de R"”. Para todo
jet F vy todo p € Ny, se define el polinomio de Taylor de F de orden p en £ € F,
denotado por T,; é’ F', mediante

TIF(z) = Y %(w _e)Fe),  zeR

[JI<p

Para cada J € Ny con |J| = j, y para cada p € Ny con p > j, se define el resto de
Taylor de F¥ de orden p — j en € € E, denotado por REJ’pF, como

RIPF(@) = FI(@)— Y alw - ©F (),

K:|J+K|<p
= Fl(x)-T; 7 (D'F)(x), x€kE.

Definicién 1.2.6. Diremos que un jet F' es de Whitney sobre E (de clase C™), y
lo denotaremos por F' € J(FE, B), si se tiene que para cada p € Ny y para cada
multiindice J € Njj con j < p,

RIPF(z) = o(|€ — =), (¢,x) e EXE, |€—x| — 0.

Definicién 1.2.7. Sean M = (M,,),en, una sucesion de niimeros reales estrictamen-
te positivos, E un subconjunto compacto de R™ y F' un jet sobre E. Diremos que el
jet F' es un jet de Whitney de clase Jy(F, B) si existen constantes A = A(F) > 0
y C' = C(F) > 0 de forma que para cada @ € E' y cada J € NJ, se tiene que

|F7 ()], < CA7j1M, (1.10)
y para cada p € Ny, J € Njj de longitud j < p y todo (§,x) € E x E, se tiene que

|RETF(@)||, < CAPT My |2 — €7, (1.11)

Observaciéon 1.2.8. No es dificil comprobar, a partir de la formula de Taylor, que
siel jet F' = F, es el asociado a una funcién g € Cp(€2, B) y a un compacto E C (2,
entonces se tiene que F € Iy (E, B).

Las préximas dos proposiciones aportan informacion fundamental acerca del
tamano y las propiedades de aproximacion de los polinomios de Taylor asociados a
un jet de Whitney en una clase Jy(F, B), siempre que M esté sujeta a condiciones
adecuadas.
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Notacién: Para x € R", dist(x, F') denota la distancia entre x y el compacto E.

Proposicién 1.2.9 ([18], Proposicién 9). Sean n € Ny M = (M,,),en, una sucesion
que cumple (1) vy (1). Entonces existen Dy, Dy > 1 de modo que para todo E C R™
compacto, todo jet de Whitney de clase Jp(F, B) verificando (1.10) y (1.11), todo
L > DAy todo x € R" se cumple que para cada J € Nj de longitud 7,

H(DJTiN[Ldist(cc,E)}F>(m)HB < O(LD2>j+1j!Mj7 (1'12>

H (D.]T;N[Ldist(m,E)]F)(w) o FJ(QA:>

|, < C(LDy) T jIMydist(z, E),  (1.13)

donde & es un punto en E con distancia minima a @, es decir, tal que dist(x, E) =
dist(x, ).

Proposicién 1.2.10 ([18], Proposicién 10). Sea n € Ny M = (M,),en, una su-
cesién de numeros reales estrictamente positivos que cumple (ay) y (7). Entonces
existe D3 > 1 de forma que para cada E C R" compacto, todo jet F' de Whitney
en Jm(E, B) verificando (1.10) y (1.11), todo (&,,&,) € EX E,z e R", pe Ny y
todo J € Njj de longitud j se tiene que

|DY (T2 F — T2 F)(z)| , < 5IC(Ds A Myir (€, — | + 1€, — &P (1.14)

Pasamos a enunciar el teorema principal del trabajo de J. Chaumat y A.-M.
Chollet [18].

Teorema 1.2.11 ([18], Teorema 11). Sean n € N, E un subconjunto compacto de
R"™, M = (M,),en, una sucesion fuertemente regular y

F={F/:JeN}} € Iu(E, B).

Existe una funciéon F € Cy(R™, B) de forma que para cada J € Nj y para cada
x € F, se tiene
F(z) = D7 F(x).

Indicaremos brevemente la demostracién del Teorema 1.2.11, pues se necesi-
tara en resultados posteriores. En primer lugar establecemos un resultado, que pue-
de encontrarse en el texto de R. Coifman y G. Weiss [21], en el que se construyen
recubrimientos del complementario de un compacto de R™ mediante una familia
numerable de bolas abiertas sujetas a condiciones adecuadas.
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Proposiciéon 1.2.12. Sea n € N. Existen constantes a € (0,1), b > 1, k > 1y
no € N\ {1} (que sélo depende de n) de forma que si £ es un subconjunto compacto
de R" existe una familia de bolas abiertas (B(xy, 1¢))een que verifica las propiedades
siguientes:

(i) R™ \ FE = U@B((E@, Tg) = UeB(iEe, kT@).

(ii) Si @ € B(xy, kry) para un cierto £ € N, se tiene que

ar, < dist(x, ) < bry y adist(x, F) < dist(xy, E) < bdist(x, E).
(1.15)

(iii) Cada bola B(x;, kr;) s6lo puede tener interseccién no vacia con, a lo sumo,
ng bolas de la familia (B(x, kry))en-

Fijado un recubrimiento (B(x, kry))weny de R™ \ E como el de la Proposicién
previa, y dada una sucesion M fuertemente regular, mediante un procedimiento
similar al utilizado por J. Bruna en [13] se construye una particién de la unidad
asociada al recubrimiento y cuyos elementos tienen el tamano de sus derivadas
adecuadamente gobernado en términos de M.

Proposicién 1.2.13 ([18], Proposicién 6). Sean el conjunto E, la sucesion M =
(M) pen, v la familia (B(xy, 1¢))een como se ha indicado. Existe una constante By >
0 de forma que para cualquier n > 0, existe una familia de funciones (¢g,)een de
clase C*°(R") verificando que:

(i) 0 < ¢p,(x) <1, para cada ¢ € N,x € R".

(i) sop(¢e) € B(xe, kry) para todo £ € N.

(iii) Y, ¢ey(x) =1 para todo x € R™\ E.

(iv) Para todo J € Nj con |J| =7, € Ny x € R"\ E, se tiene que

, 1
D7 < il M. :
|D" b ()| < 1 §1M hai(Bindist(x, E))

Finalmente, eligiendo de forma adecuada las cantidades L en la Proposicién 1.2.9
y 1 en la Proposicion 1.2.13, se puede comprobar que la funciéon dada por

Flz) = F(z), six € b,
xTr) = Zé qb&n(:l:)jv?N(Ldlst(we,E))F1(w)7 six e R” \ E,

Ty

(1.16)

resuelve el problema. Recordamos que la funcion N es la dada en la Definicién 1.1.15,
y que para cada ¢ € N, &, es un punto en F a distancia minima de x,. Cabe destacar
que para cada € R" — E la serie en (1.16) se reduce a una suma finita ya que cada
bola en la familia (B(xy, kry))een corta a lo sumo a una cantidad finita de bolas en
dicha familia. Esta cantidad sélo depende de la dimensién del espacio, n.
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Puesto que lo utilizaremos en nuestros resultados, destacaremos también de esta
demostracion la existencia de una constante C; > 0 de modo que para cada ¢ € N,
J € N} y x € B(xy, kry) se tiene que

HDJ(T:ZjV(LdiSt(:I:g,E))F . T;N(Ldist(mg,E))F)(m) HB S ClLJ+1]'Mth(LdeSt<m, E)),
(1.17)
y también

|| DI (N EED p pNESUEED py () | < O JIMG (L)Y v (Lbdist(z, E)).

(1.18)

Como consecuencia de este teorema, J. Chaumat y A.-M. Chollet [18] mencionan

el siguiente resultado, en el que se generalizan los clasicos teoremas de Borel y

Whitney mediante la construccién de operadores lineales y continuos adecuados,

inversos por la derecha, respectivamente, de la aplicaciéon de Borel en 0 y de la
aplicacién de restriccién a un compacto de las funciones en Cp(R™, B).

Corolario 1.2.14. Sean n € N y M una sucesion fuertemente regular.

(i) Existe una constante b > 1, que depende sélo de M y de n, de forma que
para cada A > 0, existe un operador lineal y continuo

Exp:Ama(Ny, B) — Cumpa(R", B)

satisfaciendo que BE4 g A = A para cada elemento A de Ay 4(Nj, B). Ademas,
las extensiones 4 pA pueden construirse con soporte compacto, contenido en
un entorno de 0 prefijado e independiente de .

(ii) Para cada conjunto abierto y acotado 2 de R™ con frontera Lipschitz, existe
una constante ¢ > 1, que depende de M, de n y de €2, tal que para cada nimero
real A > 0 existe un operador lineal y continuo

Faop:Cma(Q,B) — Cymea(R", B)

satisfaciendo que Fu o pflao = f para cada f € Cv (€2, B). Ademds, la exten-
sién puede construirse con soporte en un compacto de R™ prefijado (e indepen-
diente de f) que contenga un entorno abierto de la adherencia de €.

Demostracion:

Basta aplicar el Teorema 1.2.11 a los conjuntos £ = {0} (identificando de forma
natural Apg(Ng, B) con el conjunto Ja ({0}, B)) y E = Q (identificando ahora cada
elemento de Cpi(€2, B) con el jet en Ja(Q, B) que induce), respectivamente. En
ambos casos, la extensién del jet inicial es la dada por la expresién en (1.16). O
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1.3. Desarrollos asintdéticos y clases ultraholomorfas en sec-
tores

Dedicamos esta seccion a presentar la nocion de desarrollo asintético de funciones
de una variable compleja y sus propiedades fundamentales, asi como su relaciéon con
las denominadas clases ultraholomorfas de funciones. Las demostraciones de buena
parte de los resultados que siguen pueden encontrarse en el texto clasico de W.
Wasow [80] o en el més reciente de W. Balser [3].

Consideramos un sector S de la superficie de Riemann del logaritmo con vértice
en 0 y una funcién f: S — C, con f € H(S).

Definicién 1.3.1. Diremos que f admite desarrollo asintdtico cuando z tiende a
0 en S (o abreviadamente, f admite desarrollo asintético en S) si existe una serie
de potencias formal f(z) = 3.°° f.z" € C[[2]], que se denominara la serie de
desarrollo asintotico de f, o simplemente el desarrollo asintético de f, de modo
que para todo N € Ny y para todo T" subsector propio y acotado de S (escribimos
T < S), existe una constante ¢ = ¢(NN,T) > 0 de forma que

<c

— )

N-1
211 ) = D eT. (1.19)

Se denotard por f(z) ~ f(z) en S.

Utilizando bésicamente la formula integral de Cauchy y la formula de Taylor, se
prueba la siguiente

Proposicién 1.3.2. Sean S un sector, f € H(S)y f(z) = 320, f.2" € C|[[z]]. Son
equivalentes:

(i) f admite desarrollo asintético en S dado por f.

(ii) Para cada N € Ny y cada T' < S, existe lm, g .cr 27 (f(2) — SN n2").
(iii) Para cada N € Ny y cada T < S, existe lim, o7 f)(z) € C.

(iv) Para cada N € Ny y cada T < S, se tiene que sup,.p |f™)(2)] < 0.

Si se cumplen estas condiciones, entonces para cada N € Ny y cada T' < S se tiene
que
N-1 1
fy=lm zN(f(2) =) far") = 5l fY(2),
n=0

2z—0,z€T N z—0,z€T

de donde se deduce la unicidad del desarrollo.
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Llamaremos A(.S) al conjunto de las funciones f € H(S) con desarrollo asintético
en el sector S. Con las operaciones usuales, A(S) es un algebra diferencial, y la
aplicacién que asocia a cada elemento de A(S) su desarrollo asintético,

A(S) — C[[2]]
f—1 (1.20)

es un homomorfismo de dlgebras diferenciales, es decir: la serie de desarrollo asintoti-
co de una combinacién lineal, producto o derivada de funciones en A(.S) es, respecti-
vamente, la serie obtenida como combinacién lineal, producto de Cauchy o derivada
formal de las correspondientes series de desarrollo.

Alternativamente, esta aplicaciéon puede entenderse como una extensién de la
aplicacién de Borel al vértice del sector, mediante la asignacién a cada f € A(S5),
con f(z) ~ 3% fn2", de la sucesién B(f) = (f™(0))yen, de “derivadas en 0”de
[

fM0):= lim fM(z)=Nlfy, NeN, T<S.
z—0,z€T
Si en CNo se definen el producto de acuerdo con la férmula de Leibnitz para la
derivada de un producto, y la derivacion como el operador de desplazamiento a la
izquierda, entonces B : A(S) — CM es de nuevo un homomorfismo de &lgebras
diferenciales.

Introducimos a continuacién sendas topologias en A(S) y CYo. En el primero,
consideramos la topologia definida por la familia de seminormas {pyr} NeENo.T<S
dadas por

pya(f) =suwp [fNV (), f e AS),

zeT

que lo convierte en un espacio de Fréchet, es decir, un espacio vectorial topolégico
localmente convexo, metrizable (en particular, Hausdorff) y completo.

Consideramos en CM° la topologfa producto, generada por la familia de seminor-
mas (tx)ken, definidas por

tr(e) = mdx|as|, o= (an)new,; (1.21)

con lo que obtenemos de nuevo un espacio de Fréchet.
Pues bien, para estas dos topologias, se tiene la siguiente

Proposicién 1.3.3. La aplicacién B : A(S) — CNo es continua.

Demostracion:
Puesto que, dados f,g € A(S) y N € Ny, para un sector 7' < S se tiene que

|F™(0) — g™M(0)] < sup |fN(z) = g™ (2)| = pnva(f = 9),
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la conclusion es inmediata. O

El teorema de Borel-Ritt afirma que, fijado un sector S, la aplicacién B es so-
breyectiva. Por lo tanto, se puede establecer una aplicacién T': CYo — A(S) tal que
BoT = Idgwe. Surge de forma natural la pregunta de si es posible construir una
aplicacion con esta propiedad y que sea lineal y continua. La respuesta es negativa.

Teorema 1.3.4. Sea S un sector. No existe ninguna aplicacion
T:CN — A(S)

lineal y continua tal que BoT = Idew .

Demostracion:
La demostracién de este resultado estd basada en la debida a Mityagin [59], que
probo la imposibilidad de una construccién similar en relacion con el teorema clasi-
co de Borel acerca de la existencia de funciones indefinidamente derivables en el
intervalo [—1, 1] con derivadas en 0 arbitrariamente prefijadas.

Supongamos que existe una aplicaciéon T' : CNo — A(S) en las condiciones del
enunciado y llegaremos a un absurdo. Llamemos E; = T(CY). Entonces se tiene
que

Ey={pe AS): ¢ =TBop}.

En efecto, si ¢ € Fy, existe a = (ay,)nen, € C° para el cual T'(a) = ¢. Entonces
a = BT (a) = B(¢), luego ¢ =T(a) = TBo.

Asi, hemos visto que F; C {¢ € A(S) : ¢ = TB¢}. La contencién en el otro sentido
es trivial.

Por lo tanto, £y = (Id 4(s) — TB)~1(0), y como Id () — TB es continua, tenemos
que Fj es cerrado en A(S). Dado que BoT = Idery vy T o B= Idg,, deducimos
que Ty B establecen un isomorfismo entre CNo y E;. Ahora bien, observemos que
E7 admite una norma continua: fijado T' < S, podemos considerar

171l =sup £ (2] = por(P).

Mediante el isomorfismo existente entre E; y CY°, podemos construir una norma
continua en CYo| digamos || ||*. Por tanto, existen & € Ny y A > 0 para los que
| I < Atg. Sea & € CNo| & +£ 0, para el cual #,(€) = 0. Tendriamos entonces que
HﬁH* < My (€) = 0, lo que es absurdo. O

A la vista de este resultado, la siguiente cuestién consiste en determinar subes-
pacios A y A, de CMo y A(S) respectivamente, dotados de topologias adecuadas,
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de forma que sea posible construir una aplicaciéon 7' : A — A lineal y continua tal
que B oT = Id,. Dichas aplicaciones, como se dijo anteriormente, se denominan
habitualmente operadores de extension.

La respuesta que damos a continuacién a este problema es, esencialmente, la
proporcionada por V. Thilliez en [77], con la salvedad de que, con vistas a nuestros
propdsitos posteriores, nos interesa considerar funciones a valores en un espacio de
Banach complejo B.

Sea S un sector en la superficie de Riemann del logaritmo con vértice en 0.
Denotamos por H(.S, B) el espacio de las funciones holomorfas de S en B.

Definicién 1.3.5. Sean M una sucesion de nimeros reales estrictamente positivos,
y A > 0 una constante. Se define

AM7A(S, B) = H(S, B) N CM7A(S, B)

Observacién 1.3.6. Claramente se tiene que Apn (S, B) es un subespacio cerra-
do de Cni,a(S, B) con la norma || - ||§ 4 ¢ introducida en (1.8) y, por tanto, tiene
estructura de espacio de Banach. Si B es un dlgebra de Banach y M verifica («ay),
An 4 (S, B) es también un dlgebra de Banach. Al igual que para las clases de funcio-
nes indefinidamente derivables, adoptamos las siguientes notaciones y definiciones:

AM(S, B) = U AM,A(S, B), AM,A(S) = -AM,A(S, C), .AM(S) = AM(S, (C)
- (1.22)

Ejemplo 1.3.7. El caso mas relevante, que corresponde a la elecciéon de M, =
(P!%)peny, con a > 0, es el consistente en las funciones y desarrollos asintéticos
denominados de Gevrey de orden a+ 1, que aparecen en numerosos contextos dentro
de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones en derivadas parciales
y distribuciones.

Observacion 1.3.8. La definicién de desarrollo asintético y sus propiedades fun-
damentales (en particular, la Proposicién 1.3.2 y las afirmaciones relativas a la
aplicacién B) no sufren alteraciones cuando se consideran funciones holomorfas a
valores en un espacio de Banach complejo. De acuerdo con la Proposicién 1.3.2, es
claro que los elementos f de Anm 4(S, B) admiten desarrollo asintético en el vérti-
ce de S, en cierto modo “uniforme”, pues las estimaciones en (1.19) y los limites
en la Proposiciéon 1.3.2 se pueden escribir globalmente en S en lugar de en cada
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uno de sus subsectores propios y acotados; ademés, B(f) € Ana(No, B) (ver la
Definicién 1.2.2). Més atn, la aplicacion

B . .AM7A<S, B) — AM7A<N0,B)

es lineal y continua. El siguiente resultado de V. Thilliez [77, Teorema 3.2.1] esta-
blece la existencia de los operadores de extensién anunciados siempre que M sea
fuertemente regular y que la amplitud del sector S sea suficientemente pequena.

Notaciéon: Dado v > 0, consideremos el sector
T
S, =1qz:|argz| < —
Y { ‘ & | 2 }

en la superficie de Riemann del logaritmo, cuya bisectriz es la semirrecta d = 0 y
cuya amplitud vale y7. Resaltamos que el valor de d es irrelevante en lo que sigue.

Teorema 1.3.9. Sean n € Ny M = (M,),en, una sucesién fuertemente regular
con indice de crecimiento y(M). Consideremos v € R con 0 < v < v(M). Entonces
existe d > 1, que sélo depende de M y de v, de forma que para cada A > 0 existe
un operador lineal continuo

Tw,ay - Am,a(No, B) — Amaa(Sy, B)
cumpliendo que B o Ta,a-A = A para cada A € Ay a(No, B).

En la demostracion de este resultado juega un papel fundamental la construccion
de ciertas funciones en An(.S,), cuyas propiedades listamos aqui para su referencia
posterior.

Proposicién 1.3.10 ([77], Teorema 2.3.1 y Lema 2.3.2). Sea M = (M,),en, una
sucesién fuertemente regular y v € R con 0 < v < y(M). Existe una funcién
G € Am(S,) de forma que, para cada w € S,, se tiene que:
(i) kihm(ke|w]) < |G(w)| < ham(ks|w|), donde ki, ko v k3 son constantes positi-
vas que dependen sélo de M y #.
(ii) Para todo p € Ny, |GP(w)| < bp!M,hni(be|w]), siendo by y by constantes
positivas que dependen sélo de M y ~.
(iii) Para todo p € Ny, ‘(1/G)(p)(w)} < b3blip! My, (hag(bs|w])) ™!, donde bs, by y
bs son constantes positivas que dependen sélo de M y ~.
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1.4. Desarrollo asintético fuerte y clases ultraholomorfas en
polisectores

En esta seccién se considera el concepto de desarrollo asintético fuerte para
funciones de varias variables complejas definidas en polisectores, introducido por H.
Majima [50, 51], y se mencionan sus propiedades fundamentales. Posteriormente, se
comentan los resultados de tipo Borel-Ritt disponibles para las dos generalizaciones
naturales de la aplicacion de Borel en este contexto.

Sean € N, n > 2,y pongamos N’ = {1,2,...,n}. Sea S un polisector en R™ con
vértice en 0, donde R denota la superficie de Riemann del logaritmo, y sea B un
espacio de Banach complejo. Con los convenios adoptados en la lista de Notaciones,
podemos dar la siguiente

Definicién 1.4.1. Se dice que una funcién holomorfa f : S — B admite desarrollo
asintotico fuerte en S si existe una familia

F={fa,: 0£JCN, a;eN]},

donde f,, es una funcién holomorfa de Sy en B cuando J # N,y fo, € B si
J =N, de modo que si se define para cada a € N la funcién

) J f5,(z7) B
Appo(F)(z) == Y (=)*+ #Zﬂ z €5,
0A£JCN B,ENG J
By<oy—1y
entonces para cada subpolisector propio y acotado 7' de S y cada o € N}, existe
c=cla,T) >0 tal que

|f(z) - Appa(}")(z)HB < c|z]%, zeT. (1.23)

En estas condiciones, F se denomina la familia total de desarrollo asintético
fuerte asociada a f. La funcién App, (F), holomorfa de S en B, es el aproximante
de orden a correspondiente a F. Denotaremos por A(S, B) el espacio vectorial de
las funciones holomorfas de S en B que admiten desarrollo asintético fuerte en S.

El resultado que sigue fue obtenido por J. A. Hernandez [37] a partir de una
version de la férmula de Taylor, valida en este contexto, que aparece en el trabajo
de Y. Haraoka [36].

Teorema 1.4.2. Sea f una funcién holomorfa de S en B. Son equivalentes:
(i) f admite desarrollo asintético fuerte en S.

(ii) Para cada ¢ € Njj y T' < S, se tiene que

Qa,r(f) == Sup |D*f(2)||5 < oc. (1.24)
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Si se cumplen (i) o (ii), para cada subconjunto no vacio J de Ny cada a; € N se
verifica que

fa,(zy) = 1m D@0 f(z),  z, €Sy, (1.25)

z7—0y

zg€Ty
para cada Ty < Sy; el limite es uniforme sobre cada T < Sy siempre que J # N,
lo que implica que fo, € A(Sy, B) (adoptando el convenio de que A(Sy+, B) = B).

Observacién 1.4.3. De acuerdo con las expresiones en (1.25), la familia F en la
Definicién 1.4.1 es unica, y se denotara por TA(f), mientras que los aproximantes
serdn de ahora en adelante App,(f), a € Nj.

Con vistas a razonamientos posteriores y sin entrar en detalles, conviene espe-
cificar la relacion entre las cotas en (1.23) y en (1.24). Dados polisectores T, 7" con
T <T' <8,y aeNj, si ponemos

?

Poa(F) i sup )= AP (1)l

zeT ’z|a
entonces se tiene que:

) 1
() Par(f) < 2 Qurlf)
(ii) Existe una constante A > 0, que depende de Ty T", de modo que

Qa,T(f) S A|a|a!Pa,T’<f)'

A(S, B) puede ser dotado de estructura de espacio de Fréchet con la topologia
generada por la familia de seminormas {Qa,1}aeny 7<s- De acuerdo con el teorema
anterior, este espacio es estable por derivacion, lo que no ocurre para otros conceptos
de desarrollo asintético en varias variables (ver [32, 39]). Si B es un algebra de
Banach, A(S, B) es un dlgebra diferencial. Ademds, dados un subconjunto no vacio
J de Ny ay € NJ, la aplicacién que envia f € A(S,B) en fo, € A(Sy, B) es
continua.

Observaciéon 1.4.4. Cuando n = 1 todo lo anterior tiene sentido, resultando que
el concepto de desarrollo asintético fuerte coincide con el usual, de modo que si
f € A(S,B), entonces TA(f) queda reducida a la familia de coeficientes (salvo
factoriales) de la serie de desarrollo asintético de f:

TA(f) ={am € B: meNy}, siendo fNZ%zm.
m=0 )
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Proposicién 1.4.5 (Condiciones de coherencia). Sean f € A(S, B) y
TA(f) ={fa, 0 #JCN, a; €Ny }

su familia total de desarrollo. Entonces para todo par de subconjuntos no vacios y
disjuntos J y L de NV, todos ay € NJ v a, € N}, y todo Ty, < Sp, se tiene que

lim D®Owuny) f, (zp) = Jias,an)(ZuLy); (1.26)

z;,—0
zr €Ty,

el limite es uniforme en cada T(;ury < S(sury siempre que J U L # N.

De las relaciones (1.26) se deduce inmediatamente que para todo subconjunto
no vacio J de Ny todo ay € NJ,

TA(fa]) = {f(aJﬁL) 0 7é L C Jla /6L € NOL}

Definicién 1.4.6. Diremos que una familia
JT:{faJEA(SJ/,B)Z@?éJCN, aJGNg}
es coherente si cumple las condiciones (1.26).

Fijados un polisector S y un espacio de Banach complejo B, denominemos
§(S, B) al conjunto de las familias coherentes constituidas por funciones fo, €
A(Sy, B), al que se le dota de estructura vectorial de forma natural. Se pueden
considerar las aplicaciones

B:A(S,B) — BY y TA:A(S,B)— §(S,B),
siendo la primera de ellas la definida por
B(f) = (D*/(0)) pergy:
donde se ha puesto

D*f(0):= lim D*f(z) = fa € TA(f), aeNj.

zeT<S

Sin entrar en detalles, mencionaremos que estas aplicaciones son lineales y se com-
portan bien frente a la derivacién, y son de hecho homomorfismos de algebras di-
ferenciales si B es un dlgebra de Banach y se definen en BYo y F(S, B) opera-
ciones producto adecuadas. Ademds, se han probado teoremas de tipo Borel-Ritt
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que garantizan que tanto B como TA son sobreyectivas para un polisector arbitra-
rio. Se pueden consultar en este sentido los trabajos de H. Majima [50, 51], J. A.
Hernéndez [37], F. Galindo y J. Sanz [30] y J. A. Herndndez y J. Sanz [38]. Ahora
bien, si se dota a BN y F(S, B) de las topologias producto usuales, de nuevo es
imposible construir operadores de extensién en ambas situaciones, entendiendo por
tales, aplicaciones lineales y continuas que sean inversas por la derecha de B y TA,
respectivamente. La prueba de este hecho sera omitida, pues sigue la misma linea
de ideas que en el caso unidimensional (ver Teorema 1.3.4). Para concluir esta sec-
cién, introducimos los espacios de funciones necesarios para proporcionar, ya en el
siguiente capitulo, las generalizaciones a varias variables del resultado de V. Thilliez
expuesto al acabar la seccién previa.

Sean n € N y S un polisector con vértice en 0 en R™. Denotamos por H(S, B) el
espacio de las funciones holomorfas de S en B. Dadas M, una sucesiéon de niimeros
reales estrictamente positivos, y una constante A > 0, se define como en el caso
unidimensional

AM,A(S, B) = H(S, B) N CM,A(S7 B)

La Observacién 1.3.6 se puede repetir aqui palabra por palabra y, de acuerdo
con el Teorema 1.4.2, los elementos f de A 4(S, B) admiten desarrollo asintdtico
fuerte en S, en cierto sentido “uniforme”, pues los limites o estimaciones en (1.23),
(1.25) y (1.26) se pueden escribir con validez en todo el polisector correspondiente.
Ademss, B(f) € Ay a(NZ, B) vy la aplicacién

B: Am.a(S, B) — Apa(N2, B)

es lineal y continua. El Teorema 2.1.2 del siguiente capitulo establecerd la existencia
de operadores de extension en esta situacién.

Para tratar el caso de la aplicacion TA, serd necesario reformular el problema
para hacerlo mas asequible. Dejamos esta disgresion para el segundo capitulo.






Capitulo 2

Resultados de extension y
casianaliticidad en clases
ultraholomorfas

2.1. Generalizaciones del teorema de Borel-Ritt-Gevrey

Esta primera seccién se va a dedicar a obtener dos generalizaciones del teorema
de Borel-Ritt-Gevrey para funciones con desarrollo asintético fuerte en polisecto-
res. Se trabajard en clases ultraholomorfas determinadas en funciéon de una sucesién
fuertemente regular, y la propiedad de interpolacién que se busca vendra dada por la
existencia de sendos operadores de extension, inversos por la derecha de las aplicacio-
nes By TA definidas en la dltima seccién del capitulo previo. La técnica radicard en
ambos casos en la reduccion del problema para funciones de varias variables a otro
equivalente en términos de funciones de una variable a valores en un espacio de
Banach adecuado. En esta direccion serda fundamental el siguiente resultado, que
puede ser probado sin dificultad (una demostracién similar aparece desarrollada con
detalle en [39, Teorema 4.5]).

Teorema 2.1.1. Sean n,m € N, M una sucesion de nimeros reales estrictamente
positivos, y B un espacio de Banach complejo. Fijemos ademas A > 0 y consideremos
(poli)sectores S 'y V de C" y C™, respectivamente. Entonces se tiene que:

(i) Si M cumple (p) y A; > 0 es la constante que aparece en dicha propiedad,
entonces la aplicacién

Uy Apa(S x V., B) — Am2a4, (S, Am244,(V, B))

que asocia a cada funcién f € Apm a(S x V, B) la funcién f* = U,(f) definida
por

(f*(2))(w) = f(z,w), (z,w) € S XV,

23
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estd bien definida, es lineal y continua. Dada f € Am a(S x V, B), para cada
ac Ny, BeNy (z,w) € SxV se tiene que

DB f(z,w) = DP(D*[*(2)) (w), (2.1)
y por lo tanto
Ant 244, (V,B)
1™ < 1B snr (2.2)

(i) Si M cumple (ao), la aplicacién
Uy 0 Anpa(S, Anea(V, B)) — Anga(S x V, B)
dada por
(Wa( ) (w,2) = (f(2) (W), | € Ana(S, Ana(V: B)), (2,w) € S x V,

estd bien definida, es lineal y continua. Dada f € Anm a(S, Ama(V, B)), para
cada @ € NJI, B € Nj' y (z,w) € S x V se tiene que

DB (1 f)) (z.w) = DP(Df(2)) (w). (23)

y en consecuencia
A V.B
1o (N8 aser < Il (2.4)

Estamos en condiciones de establecer el primero de los resultados fundamentales
de esta seccidn.

Notacién: Dado v = (71,...,7) € (0,00)", Sy denota el polisector [[_; S.,.

Teorema 2.1.2. Sean € Ny M = (M,),en, una sucesion fuertemente regular y
consideremos v = (71,...,7,) € (0,00)" verificando que 0 < 7; < 7v(M) para cada
j € {1,...,n}. Entonces existe d > 1 de modo que para cada A > 0 es posible
construir una aplicacion lineal y continua

Tnaq : A a(Ny, B) — Awnmaa(Sy, B)

tal que .
B (¢] TM,A,'y - IdAM,A(NQ,B)'

Demostracion:

Vamos a razonar por induccion sobre la dimension n € N. Para n = 1 el resultado
es precisamente el Teorema 1.3.9. Supongamos el teorema cierto hasta n —1, n > 2.
Consideremos A € (0,00) y @ = (@a)aeny € Am,a(NG, B). Fijado m € Ny, conside-
remos la multisucesion a,, = (am.g)) geny - St A > 0 es la constante que aparece
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en la propiedad (u) asociada a la sucesién M, veamos que @,, € Anioaa, (N, B).
En efecto, teniendo en cuenta la definicién de la norma en estos espacios y que
20Pglpl > (q + p)! para todo ¢,p € Ny se puede escribir

lagmlls < laln,asAPT™ (18] + m)! M g4m
< |a|na g APF2IBE Bl AP AL g M,
< lalyeas(2AA ) mIM,,(2AA,) ¥ 8|1M g,

de donde se deduce que @, € Ap 24 AI(N})/, B) y que
’am‘M’QAAl’B S |CL|M,A7B(2AA1)mm!Mm. (25)

Aplicando la hipétesis de induccién tenemos garantizada la existencia de constantes
di» > 1y Dy >0, v de un operador lineal y continuo

_ ‘ ¥
Tyioan;~y - Avzaa, (Ny, B) — Ana, 244, (S5, B)

de modo que .
BoTwmann vy, (Gm) = @ (2.6)

T2 vy (@) INLay 24,5, < Dvl@m|mean,s,  m € No.

De acuerdo con (2.5), obtenemos que
HTM,QAAL‘YU(a’m)Hf/[,dl/ZAAl,S_yl, < Dvla|ma,s(2A41)" m!M,,,  m €Ny,
con lo que

b.= (TM,2AA1,71,(am))m€NO € AM,QAAl (NO,A]\/LdI,QAAl (S’h/’B))’

|BIM244; Ava, 24, (S5,,.8) < Drlalaas. (2.7)

Ademis, segiin (2.6) se tiene también que para cada B € N},

lim Dﬁ(TM,QAAhryl,(am))(le) = Q(m,B)- (28)

z11—0q7,2¢/ ESryl,

Sea By = Aw,a,,244,(S5,, B). El Teorema 1.3.9 asegura la existencia de constantes
di > 1y Dy > 0, que dependen sélo de v y de M, y la existencia de una aplicacién

lineal .
Tami244, 4 - Amizaa, (No, Bi) — Amd244, (S5, B1)
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de modo que Bo TM,QAAh,Yl(b) = b, es decir, para cada m € Ny se tiene que

lm D™ (Ta2a4,5 (B))(21) = Tar2an, 4, (@), (2.9)
21—0,21€85;
y ademas )
1T™ 244, 7 (D) IMdi244,,5,, .8, < Dilblm2aa, 5, - (2.10)
Pongamos d = max{d;, dy:}2A; > 1. Es claro que And,244, (S, B1) se inyecta
de forma trivial con continuidad en Ang44(S5,, Anmaa(Sy,, B)), ¥

Am,aa(Sy,,,B) B
IR 1B sy € Avaean (S, By, (211)

Sea W, la aplicacién lineal y continua de Ang,q4 (S, , Am,aa(Sy,,, B)) en Anqa(Sy, B)
que fue descrita en el Teorema 2.1.1. Definamos la aplicacién

Taaq : Ava(Ny, B) — Anmaa(Sy, B)

por Ty a~(a) = \IJ2OTM72AA1,71 (b), donde a y b son como anteriormente. Claramente
T, a~ €s una aplicacién lineal. Ademds, para cada @ € Am a(Nfj, B), aplicando
(2.4), (2.11), (2.10) y (2.7), se tiene que

- ~ Anm,aa(S~,,,B)
1T, (@)Ivaas, 5 = W2 0 Taraan o (0)INraas, < 172440 () lvdas,,

< 1 Tvi2401 51 D)V 24,5, < Dilblmoan, s
< DiDy/la|m,a 5,

concluyendo la continuidad del operador Tis 4. Por tltimo, basta comprobar que
dicho operador es inverso por la derecha para el operador B. En efecto, sea a €
Am, a(N, B). Puesto que la familia TA(Tnz a~(a)) es coherente (ver la Proposi-
cién 1.4.5), teniendo en cuenta (2.9) y (2.8) se deduce que para cada o = (m,3) €

n
0>

lim = D*(Tma~(@))(z) = lLm  D*(¥y0Tmain, (b)) (2)

z—0,2€8y z—0,z€8y

= Ilim Dﬁ(DmTMgAAlm(b))(Zl))<Z1’>

z—0,2€85y

= lim lim DP <Dm(TM,2AA1,'y1 (b))(zl)) (z1)

211—0,21/€5y,, z1—0,21€5,

= lim D'BTMJAlA,% (a’m)(zl’) = Q(m,B) = Qa,
z11—0,211€5y,

con lo que se concluye la demostracion. 0

Sean n un numero natural, con n > 2, B un espacio de Banach complejo y
S un polisector de R™ con vértice en 0. Pongamos N = {1,2,...,n}. Pasamos a
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considerar el segundo de los problemas que nos ocupa en esta seccion, relativo a la
existencia de inversas por la derecha para la aplicacion TA que envia cada elemento
f € A(S, B) en su familia total de desarrollo asintético fuerte, TA(f). Su resolucién
se basara en una reformulacién del problema en términos de una subfamilia de
TA(f), denominada de primer orden, que definimos a continuacion.

Definicién 2.1.3. Sea f € A(S, B). Se define la familia de primer orden asociada
a f como

Bi(f) = A{ fmy, €AS;,B):j €N, meNy} CTA(f).

Observacién 2.1.4. La familia de primer orden consiste en los elementos de la
familia total que dependen de n — 1 variables. Para una mayor simplicidad, las
funciones fm{j} se denotardn por fj,, j € N, m € Ny. A partir de las condiciones
de coherencia que verifica la familia total (ver la Proposicién 1.4.5), es inmediato
deducir que Bl(f) verifica las que denominamos condiciones de coherencia de primer
orden:

para cada L C N con al menos dos elementos, cada a;, € NI, cada j,f € Ly
cada T' < S, se tiene que

, 1,0 o , ,0 i
lim . Dy L’)fjaj (Zj’) = lim . Dy L’)fgae (Zg/),
ZL\{j}— ZL\(ep—
2L\ {7} €5\ {5} ZL\{} €51\ {2}

los limites son uniformes en S7, siempre que L # N.

Como se puede ver en [30, Seccién 4], el conocimiento de Bi(f) basta para
determinar TA(f) sin ambigiiedad. Reciprocamente, si partimos de una familia de
primer orden coherente, es decir, una familia

flz{fjme.A(Sj/,B)ijEN, mENo}

sujeta a las condiciones de coherencia de primer orden expresadas anteriormente, se
puede construir de forma tnica una familia coherente

F={fa, €ASy,B): JCN, J#0, ayeNJ},

de modo que para cada j € Ny cada m € Ny se tiene que fm{j} = fim-

Por lo tanto, podemos concluir que hay una correspondencia biunivoca entre
el conjunto de las familias coherentes §(S, B) y el de las familias de primer orden
coherentes, pongamos F'(S, B), al que se dota de la topologia de subespacio de
(S, B). Esto permite enunciar el teorema de Borel-Ritt en el presente contexto del
modo siguiente: la aplicacién (lineal y continua) By que envia cada f € A(S, B) en
Bi(f) € §'(S, B) es sobreyectiva.
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Nuestro préximo resultado establecera la existencia de inversas por la dere-
cha para esta aplicacién en subespacios adecuados. Para ello, fijadas una sucesién
M = (M,)pen, de nimeros reales estrictamente positivos y una constante A > 0,
analizamos en primer lugar cémo acttia B; sobre Ay (S, B). La siguiente definicién
permitira expresar comodamente el resultado correspondiente.

Definicién 2.1.5. Sea M = (M,),en, una sucesion que verifica la propiedad (u)
para una constante Ay, y sea A > 0. Se define §y; 4(S, B) como el conjunto de las
familias coherentes de primer orden

G ={fjm € Amoaa,(Sj,B) : j € N,m € Ny}
de modo que para cada j € N se tiene que

Gj = (fjm)men, € Ampaa, (No, Am2a4, (S, B)).

Es inmediato comprobar que, si se pone

VM,A(Q) = S'U‘E{|gj|M72AA17-AM,2AA1(S]-/,B)}7 g e Sll\/I,A(Sa B)a
JE

entonces (Fig 4(S, B),vm,4) es un espacio de Banach.

Proposicion 2.1.6. En la situacién de la definicion previa, la aplicacién
By : An,a(S, B) — Fapa(S, B)

estd bien definida y es lineal y continua.

Demostracion:
Sea f € Am a(S, B) y fijemos m € Ny y j € N. Comenzamos recordando que

fim(zp) = lim DO ™) f(zp, ), zy € Sy

2;—0,z;€S;

En virtud de la uniformidad en los limites que definen los elementos de TA(f) se
deduce que para cada z;; € Sj y para cada o € NJ, se tiene que

D fim(2zj) = lUm D@ ™) f(z, 2)),

2;—0,2;E€S;
con lo que

1D% fm(zi)ls < sup D@70 f(z5, )15

ZjESj

< | F 1B 45 A o] + M) Migg, 4m
< 1B a s A Rl o i A A M

< (1l 0,5 (24 A1) " mI M) (2A A1) gy || M

|+m
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Por lo tanto, se deduce que f;,, € Ama244,(Sj, B) y que

1 fimlNe2an,.s, < IFlINnas(2AAD) MM, (2.12)
De esta desigualdad se obtiene ahora que, para cada j € N,

(fim)meny € Am2a4, (Am 244, (Sy, B)),

con lo que By(f) € Sm.4(S, B). Ademas, de acuerdo con (2.12),

B .
|(fjm)mEN0|M72AA17-AM,2AA1(S]'/,B) < ||f||M,A,Sv J € Na

de modo que vav4(Bi(f)) < ||f||f,[7A,S, con lo que se concluye. O

El siguiente lema suministra la informacion necesaria acerca del comportamiento
asintético de la funcién que proporciona el operador de extension de V. Thilliez (ver
el Teorema 1.3.9) cuando éste actia sobre sucesiones cuyos elementos pertenecen a
un espacio del tipo Anm 4(S). Su uso serd fundamental para probar el resultado de
extensién a partir de familias en §yy 4(S, B). La demostracién de este lema es de
marcado cardcter técnico, y su longitud aconseja posponerla hasta el final de este
capitulo para no interrumpir en este momento el discurrir de los razonamientos.

Notacién: Paran € Ny j € N, se denotard por e; al multiindice de N con ceros
en todas las coordenadas salvo un uno en la coordenada j-ésima.

Lema 2.1.7. Sean n € N, M = (M,,),en, una sucesién fuertemente regular, A > 0,
Se un polisector de R"™ con 8 = (64,...,0,) € (0,00)", y S, un sector de R con
0 <vy<yM). Sea f = (fp)pen, € Am,a(No, Am 4(S¢)) v supongamos que existe
j € N tal que para cada m,p € Ny se tiene que

lim  D™%f,(z) =0 uniformemente en Sg,.
Zj—>0,2j€ng J

Entonces, para todo m € Ny se tiene que

Iim D™ ((Tma,f)(w))(z) =0

2;—0,2; Eng

uniformemente con respecto a w € S,y 2z € ng,, siendo T4, la aplicacion de
extension dada en el Teorema 1.3.9.

Enunciamos ya nuestro segundo resultado de extension.
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Teorema 2.1.8. Sea M = (M,),en, una sucesion fuertemente regular, y fijemos
0 = (01,...,0,) € (0,00)" tal que 0 < 0; < v(M) para cada j € N. Entonces,
existe una constante ¢ = ¢(M, 0) > 1 tal que para cada A > 0 existe un operador
lineal y continuo

Um,a0 : Sna.a(Se, B) — Awmca(Se, B)
de modo que para cada G € Fyy 4(Sp, B) se tiene que By (Unm.a6(G)) =G.

Demostracion:
Sea G = {fjm} € Sm.a(Se, B). La construccién consiste en n pasos, de manera que
en el paso k-ésimo se obtendra una funcion cuya familia de primer orden asociada
contiene las sucesiones (fjm)men, con j < k. El lema previo garantizara que al dar
cada paso no se pierde lo conseguido en los anteriores.

De acuerdo con la Definicion 2.1.5, se tiene que

G = {flm}meNo € AM,QAA1 (AMQAAI (591” B))

Por el Teorema 1.3.9, existen ¢; = ¢; (M, 60;) > 1, C; = C1(M, 6;) > 0 y un operador
lineal y continuo

Tavipan, o Avoaa, (Ameaa, (Se,,, B)) — Amei244, (86, Am,244, (Se,,, B))

%

. 1
de modo que, si ponemos H{ =T 244, 0,(G1), entonces

B)-

[oe)
[1]* Jim _m [1]% | AM 244, (Se,,,B)
Hy ™~ Z_m' 2"y |[H) ||M,c12AA1,Sgll < Cl|g1|M72AA17-AM,2AA1(591,7
m=0 ’

Teniendo en cuenta que

A ei244, (S0, Am244, (S0, B)) € Amei244, (6, Am,ei244, (S0, B))

(con la desigualdad obvia entre las correspondientes normas) y aplicando el segundo
apartado del Teorema 2.1.1, podemos afirmar que la funcién HY : Sy — B dada
por

HY(2) .= H™(2)(z1), 2= (z1,21) € Se,

pertenece a Anp 244, (5, B) v, ademaés,

-AM,QAAl(SGI/vB)

1
I ci2anssy < IH Igerani, s

Sea By(HW) = {nl') . j € N',m € Ny}. Para cada zy € Se,, se tiene que

ym

Win(zv) = dim D" HY(z) = dim  (H) "™ (21)(20) = fim(z0).

21—>0,216591 21—>0,216591
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Con esto concluye el primer paso, y procedemos con la segunda etapa. Sea Hz[l]* la
funcién dada por

HY (25)(22) := HW (29, 200), 22 € Sy, 22 € So,,.
Segin (i) en el Teorema 2.1.1, se tiene que
H™ € Ay 124124805, AMier (24,)24(56,,, B)).

Pongamos

HQ[I]* ~ Z %Zgl7 y By = AM,61(2A1)2A(S92/7 B)
Puesto que HY € App,24,4(S0, B), la Proposicién 2.1.6 implica que

(R )merty € Aty 2any2a(Ba),

mientras que la Definicién 2.1.5 permite escribir que
Go = (fom)meno € Am24,4(An24,4(5,,, B)).

Por lo tanto, (fon, — Qm)meNO € Ame,(24,)24(B2). Aplicando nuevamente el Teore-
ma 1.3.9, existen co = (M, 02) > 1, Cy = C3(M, 6;) > 0 y un operador lineal y
continuo

T (241)24,05 © Aier 241)24(B2) — A eoer(24,)24(50,, Bo2)
de modo que, si definimos
HQ[Q]* = TM701(2A1)2A,92 ((me h2m)m€N0)

entonces

* m h[l
HP ~ Z f> 2m ,m (2.13)

2 1
IHEY I cpes 024,55, < Col(fam — M ImerioIven 241)2.,5,-

Como en el primer paso, es obvio que
AM,cgcl(2A1)2A(S927 BQ) g AM76201(2A1)2A(5927 AM,czcl(QAl)QA(SBQM B))7

de modo que H, 2] pertenece también al segundo de estos espacios. El apartado (ii)
del Teorema 2.1.1 permite asegurar que la funcién H? : Sy — B dada por

H(2) .= H?(2)(z2), 2= (22, 22) € Se,



32 Capitulo 2. Resultados de extensién y casianaliticidad en clases ultraholomorfas

pertenece a Ang c,e, (24,)24(Se, B) ¥

21| B 2lxB
||H[ ]||M,02c1(2A1)2A,Sg < [|H; *||1\/[2,c1(2A1)2A,592'

Pongamos B, (HP?) = {hﬁL . j € Nym € Ny}, y determinemos los elementos de

esta familia correspondientes a j = 1 y j = 2. Para no complicar la notacion,
cuando tengamos, por ejemplo, una funcién h de las variables z1 = (29, 23,. .., 2,)
y escribamos D™ech, k € {2,3,...,n}, se entenderd que se estd derivando m veces

respecto de la variable z; (esto no concuerda exactamente con la definicién de los
multiindices e~k). En el caso j = 1, gracias a las condiciones de coherencia de las
familias G y Bi(HM) tenemos que para cada m, k € Ny,

lim D™ (fy — W) (z2) =  1im  DFe(fy,, — bl ) (z1) =0,

z1—0,21 6591 22—>0,22€SQ2

uniformemente en Sy oy Por lo tanto, podemos aplicar el Lema 2.1.7 para garan-
tizar que para cada m € Ny, se tiene que

1{m (Hg]*)(m)(zl)(zl/) =0 uniformemente en Sy

179
z1—0,21 6591

con lo que, en virtud del Teorema 2.1.1, para cada zy: € Sp,, se deduce que

h[127]n(,z1/) — lim D™ HP(z,z,)= lim (H%Q]*)(m)(zl)(zy) = 0.

21—0,21 €Sy, 21—0,21€Sp,

Por otro lado, de acuerdo con (2.13), para cada zy € Sp,, se tiene que

W (zy) = 1m D™ HP (2, zy)

20—0,22 6592

= lim (HZYHM(2)(20) = (fam — B ) (22).

29—0,29 6592

Definamos la funcién FB .= HIN 4+ BRI ¢ AM,coer (24:)24(5, B), y pongamos
By(F2) = {fj[f}l : 7€ N,m € Ng}. De acuerdo con lo anterior, para todo m € Ny se

tiene que
b = P i = iy = fim,
Y fam = R+ iy = By + fom = By = fom,

con lo que terminamos el paso segundo. Si fuera n = 2, el razonamiento concluiria en
este momento. Si n > 3, esbozaremos el siguiente paso para aclarar el razonamiento
a seguir.
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La funcion Fj 2] , dada por
F3[2}*(23)(213/> = F[2](23,Z3/), Z23 € 5937 Z3 € Se

3/

es, seglin (i) en el Teorema 2.1.1, un elemento de Ang e, (24,)24(S6,, B3), y ademés

Adoptemos la notacién
By := Am,coe,(24,)34(Se,,, B).

La Proposicion 2.1.6 garantiza que (féf}l)meNo € AM cper(241)34(B3), vy por la Defini-
cion 2.1.5 se tiene que

g3 = (.f3m)m€No € AM72A1A(.AM72A1A(SO3/> B))’

de modo que (f3;, — ffi[fr]z)meNO € AM,coer(24,)24(B3). El Teorema 1.3.9 asegura que
existen ¢z = c3(M, 05) > 1, C3 = C5(M, 03) > 0 y un operador lineal y continuo

T coer(241)34,05 © MMiczer(241)34(B3) — AM.czeaer (241)34(50, B3)

de modo que, si tomamos

3% 2
H?[, =Ty erer@ayyiags ((fam — f{i[rlL)meNo))v
entonces se tiene que

HE* ~ Zf?’m_ o 2 (2.14)

3]x 2
HH[ ] HM cacact (241)3 A, Se S CS’(f?:m - f?[ri)mENo|M,czcl(2A1)3A,B3-

Como en el paso previo se deduce que la funcién HB : Sy — B dada por
HB(2) .= H(23)(z3), 2= (23,23) € Se,
pertenece a A cyeoe, (24,)24(50, B) ¥
I % cocnerzanase < IS IR8 cyer 0a0)94,55,

Si ponemos By (HPB) = {hﬂ : 7 € N,m € Ny}, con un razonamiento similar al del
paso segundo se prueba que:
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(1) Debido a la coherencia de las familias G y By(H®?) y aplicando el Lema 2.1.7,

se tiene que
3 .
() =0, 2y €89, =12

(2) Segtin (2.13), para cada z3 € Sp,, se tiene que
Bim(z2) = (Fam — fim)(zw),  m € No.

Entonces, la funcién FB = FE 4+ Bl ¢ AM cserer(24,)34(S9, B) verifica que, si
ponemos l’;’l(FW) = {f][% :j € N,m € Ny}, entonces para todo m € Ny y para

j €{1,2,3} se tiene que f][i]l = fjm, como queriamos.
Tras n pasos obtendremos una funcion

F=pF0n gl o ghl_. UM7A,0(g)

que resuelve el problema. De hecho, la construcciéon permite afirmar que el operador
Unm ap es lineal y envia el espacio 311\/[’/1(59, B) en Appca(Se, B), tomando

c=cM,0):=cpcpq...c0c1(2A1)" > 1

Ademas, para cada G € Fyp 4(Se, B) se tiene por construccién que By(Un.a6(G)) =
G. Para demostrar la continuidad de esta aplicacion, observemos que

1 Am 2BA(SG ’ )
1 R s, < NV Reennase < I e o,

< C1|G1M2414,50, Ant ey24, 456 ,.B) < Crvm,a(G);

1”

I R casy € TH R e anzase < 1H2 NG o250,
< Co|(fam — B3}, ) metio Inres (241)2.4,5,
< Co(|(fam)meno M, 2411248, + | (B Qm)mENolM,(2A1)2A,B2)
< Co(|(fam)meno|M,24, 4,8, + |j(H2[1]*)|M,cl(2A1)2A,B2)
< Co(vm,a(G) + 1HMIR c04,4.5,) < Co(1+ Cr)vaa(G).

De forma recurrente se prueba que

1H [N ea.5, < C H (14 Cr)n,a(9)-

Por tanto,

j J
HFm ”f/l,cA,Se = || Z H[k} Hf/I,CA,Se § Z HH[k] HE/I’CA’SB
k=1 k=1

7 k—1

J
CkH 1+O€VMA (H 1+Ck —1>VMA(g)
=1 k=1

k=1
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En particular,

100 (@D sy = I 1§ eas, < (TTO+C0 = 1) vaaa(@),

k=1

J/

C=C(M,8)>0

con lo que concluimos la demostracién. O

2.2. Casianaliticidad. Generalizaciones del lema de Watson

Bajo este epigrafe vamos a presentar algunos resultados nuevos acerca de la
casianaliticidad de las clases ultraholomorfas que estamos considerando, tanto en
una como en varias variables. En el segundo caso, se dara informacion acerca de
la inyectividad de las aplicaciones B y Bi, lo que justifica la introduccién de dos
conceptos diferentes de casianaliticidad.

Definicién 2.2.1. Sean n € N, S un (poli)sector en R™ y M = (M,)yen, una
sucesion de niimeros reales estrictamente positivos.
Diremos que Awm(S) es (s) casianalitica si las condiciones:

(i) f € Am(S), ¥

(ii) todos los elementos de TA(f) son nulos (o, equivalentemente, todas las fun-
ciones de la familia B;(f) son nulas),

implican conjuntamente que f es idénticamente nula en S (en otras palabras, la
clase es (s) casianalitica si la aplicacién B es inyectiva en ella).
Diremos que Apn(S) es casianalitica si las condiciones:

(i) f € AM<S>7 y
(i) B(f) es la (multi)sucesién con todos sus elementos nulos,

implican conjuntamente que f es idénticamente nula en S.

Observacién 2.2.2. Cabe senalar que en el caso unidimensional ambas definicio-
nes coinciden, puesto que las familias TA(f) y B(f) son la misma. En general, la
condicién de casianaliticidad implica la de (s) casianaliticidad, ya que B(f) es una
subfamilia de TA(f) para cada f € Am(S5).

Observacién 2.2.3. Si la clase Anm(S) es casianalitica (respectivamente, (s) casi-
analitica), lo es también la clase Ap (S, B) para cualquier espacio de Banach com-
plejo B. Este hecho se deduce facilmente de las siguientes afirmaciones:
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(i) Una funcién f : S — B es idénticamente nula si, y sélo si, lo es p o f para
todo funcional lineal y continuo ¢ € B'.

(i) Si f € Am(S, B) y B(f) =0 (resp., TA(f) = 0), entonces para todo funcio-
nal lineal y continuo ¢ € B’ se tiene que wo f € Am(S) y B(po f) =0 (resp.,
TA(po f) =0).

Por esta razon, en el estudio de la casianaliticidad (respectivamente, de la (s) ca-
sianaliticidad) nos limitaremos a considerar clases ultraholomorfas consistentes en
funciones complejas.

Notacién: Dada una sucesion M = (M,),en, de numeros reales estrictamente
positivos, se denotara por M a la sucesién (P!Mp)pen,- T o Ty denotardn las
funciones definidas de acuerdo con (1.5). Por otra parte, en numerosas ocasiones
escribiremos que integrales del tipo
o0
/ g(r)dr

son o no convergentes, significando con esto que el caracter de la integral se esta con-
siderando en intervalos de la forma (ry, 00), siendo irrelevante el valor de 1o > 0 que
se considere. Por ultimo, dado un elemento v = (71,...,7,) € (0,00)", se definen
los valores

y=min{y;:j=1,...,n}, F¥=max{y;:j=1,...,n}

El siguiente teorema, que caracteriza las clases casianaliticas en el caso unidi-
mensional, se debe a B. I. Korenbljum [44, Teorema 3|, que se basa en los resultados
clasicos de S. Mandelbrojt [52]. La condicién (iii) que sigue ha sido utilizada por V.
Thilliez en [77].

Teorema 2.2.4. Sean M = (M,),en, una sucesién de nimeros reales estrictamente
positivos y v > 0. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) La clase Am(S,) es casianalitica.
L [ log Ty ()
(ii) / rlTle) dr no converge.
Si M verifica (o), también es equivalente a los anteriores el enunciado:

- M, 1/(r+1)
(iii) (—p> no converge.
pZ; (p+ 1) Mp41

Gracias a este resultado, se pueden establecer condiciones sencillas equivalentes
a la (s) casianaliticidad en varias variables.
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Proposicién 2.2.5. Sean n € N, M = (M,,),en, una sucesion de nimeros reales es-
trictamente positivos que satisface (o), v v = (71, ---,7) € (0,00)". Los siguientes
enunciados son equivalentes:

(i) La clase Am(Sy) es (s) casianalitica.

(ii) Existe j € {1,...,n} de forma que An(S,,) es casianalitica.

o [ log Ty(r)

(iii) / pRws ycany) dr no converge.

(iv) - ( M, >1/(v+1)

iv —_— no converge.

=0 (p+ 1) My

Demostracion:
La equivalencia entre (iii) y (iv) es inmediata segin el Teorema 2.2.4.

Para demostrar que (iii) implica (ii) basta observar que 7 = +; para algin
j €{1,...,n}, y aplicar el Teorema 2.2.4. En el sentido contrario, y por el mismo

teorema, si para un j la clase AM(SW) es casianalitica, entonces

/°° log T5; (1)

—_— = ar = o
P/ (41 ’

y lo mismo se deduce para la integral en (iii) al observar que el integrando, positivo
para r > 1, crece al sustituir en su expresion el valor ; por otro mayor o igual, 7.

Veamos ahora que (iii) implica (i). Para ello consideremos una funcién f €
Am(Sy) tal que TA(f) tenga todos sus elementos nulos, y veamos que f es idénti-
camente nula. Sea j € {1,...,n} un indice para el que ¥ = ~;, de modo que el
Teorema 2.2.4 garantiza que Ay (9,,) es casianalitica. Para cada z; € S.y]_, defini-

mos la funcién fz],, en S, por fzj,(zj) = f(2j, z;). La holomorfia d? fen S,y las
cotas existentes para las derivadas de f en Sy permiten deducir que fzj, € Am(S,,).
Ademds, para cada m € Ny y cada T; < S, se tiene que
l’ ~(m) ) — 1’ Dmej Za) = (z) = 0
Zj_}égjeTj fzj/ (25) Zj_}(}g;eTj [z 25) = fmj(25)

Por lo tanto, B ( fz],,) es la familia nula, y concluimos que fzj/ es idénticamente nula.
Haciendo variar z; en S%_, se concluye que f también es la funcion idénticamente
nula.

Finalmente, si suponemos que no se cumple la condicién (iii) vamos a encontrar

una funcién F € An(S5) no nula y con B1(F) = 0, de modo que Apg(S5) no es (s)
casianalitica. En efecto, si

dr < oo,

/°° log T54(7)

P11/ G+
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y puesto que el integrando se hace méas pequefio (pero positivo mientras sea r > 1)
al reemplazar 7 por un valor menor o igual que él, es obvio que

/oo log Tx:(r)

mdr<oo para cada j € {1,...,n}.

Aplicando el Teorema 2.2.4, para cada j podemos garantizar la existencia de una
funcion f; € Am(S,,) no nula y tal que B(f;) es nula. Sea la aplicacién F' definida
en S, por

F(z) = Hfj(zj), z2=(21,...,2).

Es claro que F' € H(Sy) y no es la funcién nula. Ademas, F' € Ap(S,), pues para
cada a = (ay,...,a,) € N, y teniendo en cuenta la propiedad (ap) de M, se tiene
que

IDF(2)] = £ (z1) - ... £o)(z,)]
< CLAY oMy, - ... - Cp A%\ M,

< CA'Q‘|(1|!M|Q‘, S Sﬁy,

para ciertas constantes positivas C,Cy,...,Cyh, A, Ay, ..., A,. Pongamos Bi(F) =
{Fjm:j €N, meNy}. Parame Ny, je{l,....,n}y zj € S+ se tiene que

Fym(zp) = lm D" F(z)= [ fi(z) lim f"(z)=0,
zj—0,2; €55, =104 zj—0,2;€55,
con lo que BI(F) = 0, como queriamos. 0

Como se puede observar, la hipétesis de que M cumpla (ag) se utiliza en la
equivalencia de (iii) y (iv), y en la implicacién (i)=-(iii).

El resultado auxiliar que sigue permitira establecer una nueva condicién sufi-
ciente para la (s) casianaliticidad.

Lema 2.2.6. En las condiciones de la Proposicién 2.2.5, los siguientes enunciados
son equivalentes:
(i) Si f es una funcién definida y holomorfa en S, tal que

lf(z)] < —‘Z, para todos z € S, y a € N, (2.15)

entonces f es idénticamente nula en S.,.
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(ii) La integral

rl+1/v

/°° log T (r) dr (2.16)

no converge.

[ M, \/7
(iii) La serie ( E > no converge.
My

p=0

Demostracion:

La equivalencia de (ii) y (iii), siempre que M verifique (ayp), aparece en [52, Teorema
2.4.111].

(i)=-(ii) Supondremos que la integral en (2.16) converge. En ese caso, para cada
indice j € {1,...,n} se tiene que la integral que se obtiene al sustituir 7 por ~;
en (2.16) también serd convergente. Aplicando de nuevo [52, Teorema 2.4.111], para
cada j podemos garantizar la existencia de una funcién f; no nula, holomorfa en
S1 = {z:]arg(z)| < 7/2} y de modo que

|fi(2)] < M,/|z|""?  para todos p € Ny, z € 5.
Definimos la funcién F' por
F(z) = Az fuZ), 2= (21, 2) €8,

Es claro que F' estd bien definida, es no nula y es holomorfa en S,. Ademas, teniendo
en cuenta la propiedad (o), para cada ¢ = (o, ..., a,) ENj v 2 = (21,...,2,) €
S+ se tiene que

negando asi (i).
(ii)=(i) Consideremos una funcién f holomorfa en S, de forma que

1f(2)] < M /2|7, para todos z € Sy, a € N.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 7 = +,,. Para cada (21, ..., 2,-1) €
S, fijo, sea g la funcién definida en Sy por

9(zn) = f(z1, .0y 21, 207,

que es una funcién holomorfa en S;. Para todo p € Ny podemos aplicar (2.15) con
a=(0,...,0,p), teniendo que

M,

|Zn|7np ’

|g(zn)| - |f(217‘ .. 7Zn—17zgn)| S
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Aplicando otra vez [52, Teorema 2.4.111|, se deduce que ¢ es idénticamente nula.
Puesto que (21,...,2,-1) € S, , era arbitrario, se concluye que f es nula en S,,
como se queria. O

Proposicién 2.2.7. Sea n € N, M = (M,)yen, una sucesion de nimeros reales

positivos, y v = (71, ..,7a) € (0,00)™. Entonces, se tiene que:
> log T3
) Si / 07g01+1;/;7 dr no converge, Am(Sy) es (s) casianalitica.

(ii) Si M verifica () v Am(Sy) es (s) casianalitica, entonces para cada 5 > 75

=, M, \1/7 ® log T
se tiene queZ( p) y/ (%Twm no convergen.

Demostracion:
(i) Consideremos f € Am(S~) con TA(f) =0, de modo que todos sus aproximantes
son nulos. Existen constantes C, A > 0 de forma que

ID*f(z)] < CA™|a|!M,, a@€Nj, z€S8,.

Teniendo en cuenta la Observacién 1.4.3, se deduce que
ol
1)1 = 11(2) — Appal(2)] < CA% 2ENpg e, ze s, aen. @217

Llamando N = (N,),en, a la sucesién dada por N, = C'(nA)P M, para cada p € Ny,
se deduce de (2.17) y de la desigualdad |a|!/a! < nl®l) vélida para todo a € N2,
que

1 1 1

21 Zn

Nia|

ozl

Es sencillo comprobar que la integral en (2.16) y

> log Tn(r
[ .

tienen el mismo caracter, luego por hipdtesis, la segunda no converge. Aplicando el
Lema 2.2.6 se deduce que la funcién f(1/z) es nula en S, como querfamos.
* log T (r)

rl+1/3
convergente. El Lema 2.2.6 permite deducir que existe una funcién f holomorfa en
S5, no idénticamente nula y con

(ii) Supongamos que existe 4 > 7 de forma que la integral dr es

1f(2)] < M,/|zP para todos z € S5, p € Ny.
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Ahora bien, si definimos la funcién F' en S5, 5) por
F(z)= f(1/z1) ... f(1/z), z=(21,--+,21) € 55,.7)
se tiene, gracias a (ayg), que
|F(z)] < Mio|2]®, 2z € 55,5, €N,

es decir, ' admite desarrollo asintético fuerte en Si5 . 5y y TA(F) tiene todos sus
elementos nulos. De acuerdo con la Observacion 1.4.3, y puesto que Sy es un subpo-
lisector propio de S5, 5), se deduce que la funcién G := F|g, pertenece a An(Ss),
no es idénticamente nula y TA(G) es la familia nula, con lo que Apn(S5) no es (s)
casianalitica. O

Todos los resultados anteriores vienen dados en términos de una sucesion M
de nimeros reales positivos sujeta, a lo sumo, a la condicién (ag). Los siguien-
tes trataran el caso en que la sucesion M sea fuertemente regular. En primer lugar,
probaremos un resultado que, en el caso de una variable, ya fue obtenido por V. Thi-
lliez [77]. Nuestra prueba es distinta y contempla el caso multidimensional.

Proposicién 2.2.8. Sean n € N, M = (M,,),en, una sucesion fuertemente regular,
yY =, -.,7) € (0,00)" tal que 0 <7 < (M). Entonces, la clase Anm(S~) no
es (s) casianalitica.

Demostracion:
Tomemos dos nimeros reales 7 y 7 tales que 7 < 7 < 1 < v(M). Se tiene entonces
que se cumple la propiedad (F,), por tanto, segin la Definicién 1.1.17, existen una

sucesion (my,),en y una constante a > 1 de forma que la sucesién ( (p+ 1)‘"m§,)peN

’ . _1 / . _
es monotona creciente y a” m;, < m;, < am,, para cada p € N, siendo m = (M) men
la sucesion de cocientes asociada a M.

Por tanto, la serie
o

1 \17
3 <—> (2.18)
=1
tiene el mismo caracter que la serie
1 >w 1 1 1 - 1
= — _ _< _ _.
p; <m;, p; (p+ 1) (my,(p+ 1))V = (mi2-m)t7 pzzl (p+ 1)

Puesto que 7 < 7, esta tltima serie converge y también lo hara la serie en (2.18).
Basta aplicar el segundo apartado del resultado previo para concluir. 0

Mostraremos a continuacién que, bajo cierta hipétesis adicional, la implicacion
de la Proposicién anterior es de hecho una equivalencia. De este modo, como se
comentara en el ejemplo subsiguiente, se extiende el lema clésico de Watson, valido
para clases Gevrey.
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Proposicion 2.2.9 (Generalizaciéon del lema de Watson). Sea M fuertemente re-
gular y supongamos que

N M, \10)
> () R (2.19)
n=0 Mn+1
> log T
(0, equivalentemente, / %dr = 00). Sean n € Ny v € (0,00)". Son
equivalentes:
(i) 7 = v(M).

(ii) La clase Am(S) es (s) casianalitica.

Demostracion:
Resta ver que (i) implica (ii). Si se cumple (2.19) y 7 > ~v(M), entonces

/°° log T\ (r) r

rlt1/y

no converge, y basta aplicar el apartado (i) de la Proposicién 2.2.7. U

Ejemplo 2.2.10. Para a > 0 y § > 0 consideremos la sucesiéon M = (M,),en,
dada por

= ([Tioste + 1) e
k=0
No es dificil comprobar que la sucesiéon M es fuertemente regular, v(M) = a vy,
ademads, la condicién (2.19) se cumple para M si, y sélo si, § < «. Es importante

observar que cuando [ = 0 aparecen las sucesiones de Gevrey, M, = (p!*)pen,: ¥
en consecuencia para cada o > 0 se tiene que M, cumple (2.19).

Pasamos al estudio de la casianaliticidad de la clase An(S5).

Proposicién 2.2.11. Sean n € N, M = (M,),en, una sucesion de ntmeros reales
estrictamente positivos, y ¥ = (71, ...,7) € (0,00)™. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(i) La clase Anp(S4) es casianalitica.
(ii) Para todo j € {1,..,n} la clase An(S,,) es casianalitica.
* log T (7
(iii) / TIgTM dr no converge.
Si M verifica (o), también es equivalente a los anteriores el enunciado:

. M, 1/(+1)
(iv) Z (—p> ~ no converge.
=0 (p+ 1) My
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Demostracion:
La equivalencia de (iii) y (iv), cuando se cumple (ayp), ya ha sido comentada. Para
garantizar la equivalencia de (ii) y (iii) basta aplicar el Teorema 2.2.4, teniendo en
cuenta que y < ; para todo j € N, que existe j para el que se da la igualdad, y que
al sustituir el valor de 7 en la integral por otro mayor, se hace mayor el integrando.
Veamos que (i) implica (ii). Para ello, supongamos que existe j € A" de modo que
Awm(S,,) no es casianalitica. Consideremos entonces f; € Am(S,,) no idénticamente
nula y tal que l’;’(fj) sea nula. La funcién f definida en S, por f(z) = f;(2;), para
z = (#1,...,%,), es claramente un elemento de An(S5), no es idénticamente nula,
y ademés B(f) = (0)aeng, Ya que, si a es tal que ay = 0/, entonces

lim  Df(z)= lm () =0,

z2—0,2€5y zj—0,2€85y;
mientras que si ajr # 05/, entonces

Z*})lgles’y D f(Z) N zﬂl()l,znleS—y 0=0.
Esto prueba la no casianaliticidad de Awm(S5).
Finalmente, probemos que (ii)=(i). Sean € N, n > 1, y partamos de una funcién
f € Am(S,) con B(f) = (0)aeny. Para cada apr € NY, la funcién fo,, € TA(f) es
un elemento de Awm(S,,) y ademas B(fal,) = (0)men,, puesto que para todo m € Ny,
en virtud de las condiciones de coherencia en (1.26),

lim  f"(z)= 1lim D™ f(z)=0.

21—0,21€8, oy 2—0,2€5y

En virtud de (ii), Am(S,, ) es casianalitica, luego se deduce que fq,, es idénticamente
nula en S,, para cada ay € Ncl)/. Fijemos ahora 2; € S,,. Para cada a9y € N({)I’Q}/
se considera la funcién fo,,,(21,7) © Sy, — C. Puesto que fa, ,,, € Am(Sy,,,)
(basta realizar un razonamiento similar al de la Proposicién 2.1.6), es claro que
fogiay(21,°) € Am(S,,). Ademds, a partir de las condiciones de coherencia se tiene
que

’ (O,m) _ _
DO 61058) = (1) = 0, para todo m € N,

Por lo tanto, lg'(fa{1 2y (2157)) = (0)men,, y como Awm(S,,) es casianalitica, se deduce

que fq w2y (z1,-) es la funcién nula en S.,. Haciendo variar z; en S, se concluye que
1,2V

fa{lm, =0en 5’7{1’2}, para todo Q9 € N({] } .

En el siguiente paso, necesario sélo si n > 2, fijamos z9y € S
12,3}

12y Y Dara cada

Q23)y € Nél se prueba, de forma andloga, que la funcion fa{l’m}/(z{m}, )



44 Capitulo 2. Resultados de extensién y casianaliticidad en clases ultraholomorfas

S, — C, que es un elemento de Apn(S,,), es idénticamente nula. Asi, tenemos que
fa{lyw}, =0en 57{172’3} para todo ay 23y € Ngl’z’?’},. Tras n pasos, concluiriamos
que TA(f) tiene todos sus elementos nulos. Ahora bien, la condicién (ii) garantiza,
por la Proposicion 2.2.5, que An(S5) es (s) casianalitica, luego f sera idénticamente
nula, como se deseaba. 0]

Podemos ahora establecer una consecuencia de la Proposicion 2.2.7.

Proposicién 2.2.12. Sea n € N, M = (M,,),en, una sucesion de nimeros reales
“ log T

positivos, y ¥ = (71,...,7) € (0,00)". Si / OgTw dr no converge, An(S~)

r 7

es casianalitica.

Demostracion:
Basta observar que, como vy < v; para cada j € N, tampoco serdn convergentes las

integrales
/oo longM(’f’) d?’,
r +1/7;

con lo que las clases Am(S,,), j € N, son casianaliticas, vy el resultado anterior
permite concluir. ]

En el caso de que la sucesion M sea fuertemente regular, podemos extraer una
consecuencia de la Proposicién 2.2.8.

Proposicién 2.2.13. Sean n € N, M = (M,,)en, una sucesién fuertemente regular,
Yy =,--7) € (0,00)" tal que 0 < v < v(M). Entonces, la clase An(S) no
es casianalitica.

Demostracion:

Existe j € N tal que 7; = v < 7(M). De acuerdo con la Proposicién 2.2.8,
Am(S5,,) no es casianalitica, luego tampoco lo es Am(Ss), de acuerdo con la Pro-
posicion 2.2.11. O

Bajo la condicién (2.19), se puede probar la siguiente equivalencia, que propor-
ciona una nueva version del lema de Watson.

Proposicién 2.2.14 (Segunda generalizacion del lema de Watson). Sea M fuerte-
mente regular y que verifica la condicién (2.19), y sean n € Ny v € (0,00)". Son
equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) 7= y(M).
(ii) La clase Am(S,) es casianalitica.
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Demostracion:

Basta ver que (i) implica (ii). Si se verifica (i), para cada j € N se tiene que
v; > (M), lo que segtin la Proposicién 2.2.9 garantiza que A (5,,) es casianalitica.
Se concluye con la Proposicion 2.2.11. O

Nuestro proximo objetivo es obtener algunos resultados relativos a la necesi-
dad de la condicién 7 < (M) para la existencia de los operadores de extensién
construidos en la primera seccién del capitulo. Sélo hemos podido razonar bajo la
hipétesis (2.19), lo que limita las conclusiones a cierta familia de clases ultraholo-
morfas que, no obstante, y segin lo expuesto en el Ejemplo 2.2.10, incluye entre
otras a las clases de Gevrey. La prueba de la implicacién (iv)=-(i) en el resultado
que sigue, en el caso de una variable, consiste en una adaptacion de la realizada
por J. Schmets y M. Valdivia para un resultado similar relativo a clases Gevrey [73,
Teorema 5.11], que de este modo es generalizado.

Teorema 2.2.15. Sean M una sucesién fuertemente regular que satisface (2.19),
n €Ny~ € (0,00)". Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) 7 <~(M).
(ii) Existe d > 1 tal que para todo A > 0 existe un operador lineal y continuo

Tava~ - Av,a(Ng) — Anaa(Sy)

tal que Bo Taany = Tday ,@vp)-
(iti) El operador de Borel B : Apn(S,) — Am(NZ) es sobreyectivo.

(iv) Existe una funcién f € Am(S,) tal que para cada j € Ny cada m € Ny se
tiene que D™ f(0) = 01, (donde 0, ,, denota la delta de Dirac).

Demostracion:

(i)=(ii) Es precisamente el contenido del Teorema 2.1.2.

(ii)=(iii) Dado A € Am(Np), existe A > 0 de modo que XA € Ap a(Nf). Entonces,
Tnvia~n(A) € Amaa(Sy) C Am(Sy), y verifica que B(TM7A77(A)) = X, con lo que B
es sobreyectiva.

(iii)=-(iv) Consideremos la familia A = (Aq)acnz de complejos definida por

Aa=1 sia=ejparaalginj € N; Ay =0 en otro caso.

Es obvio que A € Am(NG), por lo que, de acuerdo con (iii), existe f € Am(S5)
tal que B(f) = X, de donde se deduce que, en particular, para cada j € N y cada
m € Ny se tiene que D™ f(0) = 01 4y,.

(iv)=(i) Razonaremos primero en el caso n = 1, para el que 7 se reduce a una
constante v € (0,00), y 7 = . Sea f la funcién del enunciado y sea A > 0 de modo
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que f € A, a(S,). Como f estd acotada en S, la funcién ¢ : S, — C dada por
¢(z) == f(z)— 2 no se anula idénticamente en S,. Aplicando la férmula de Taylor en
0 tenemos que existe C' > 0 de modo que si z € S, con |z| < 1, y para todo p € Ny,

o)l =| | S w)du
o P
< |2[PC AP M,,.
Por lo tanto, la funcién holomorfa ¥ : {z € C : Re(z) > 0} — C dada por

U(u) = ¢(1/u?) no es idénticamente nula y

W)l =|o(5)] < S0

|u|w

<

Y

para todo p € Ny, Re(u) > 1. Aplicamos el teorema 2.4.111 de [52] y, teniendo en
cuenta que

p—00 » p—oo P
se deduce que
( M, )1/7
< 00,
p=0 Mp+1

lo que, de acuerdo con (2.19), no serfa posible si fuese v > v(M).

En el caso n > 1, dada f como en el enunciado consideremos para cada j €
N el elemento fo,, de su familia total de desarrollo asintético fuerte, definido por
(ver (1.25))

fo, (z)) = lim f(zj,25), 2 €85,

z;—0,/, zj/GS—y].,
En virtud de la uniformidad en los limites que definen los elementos de TA(f) se

deduce que para cada z; € S,, y para cada m € Ny, se tiene que

fou(z) = fm D™ f(z,zy),
zj/—>0j/, zj Es’yj,

con lo que para todo z; € S,

Fe ()] < sup | D™ (25, 270)] < || Fllma,a.s, A" My,

2E€Sy

Ast, fo, € Am,a(S5,), v para cada m € Ny se verifica que

for0):= M fg"(z) = lim D™ f(2) = b1

ZJ—>O, ZJGS'YJ J z—>0,z€S—Y

Aplicando la primera parte de este apartado a cada una de las funciones f()j,, dedu-
cimos que 7; < y(M) para cada j, es decir, 7 < (M), como queriamos. O
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Observacién 2.2.16. En las condiciones del teorema anterior, y en el caso de una
variable, la Proposicién 2.2.14 proporciona otro enunciado equivalente a (i)-(iv): la
clase Anm(S,) no es casianalitica.

También se puede hacer notar que el Teorema 2.2.15 es igualmente valido pa-
ra funciones a valores en un espacio de Banach complejo B, modificando (iv) del
siguiente modo:

(iv’) Existe una funcién f € Am(Sy, B) tal que para cada j € Ny cada m €
Np\ {1} se tiene que D™ f(0) = 0, mientras que D% f(0) # 0 para cada j € N.

La unica novedad en la demostracién aparece en la implicacion (iv’)=-(i): en el caso
n = 1, basta elegir, en virtud del teorema de Hahn-Banach, un funcional lineal y
continuo ¢ : B — C tal que ¢(f'(0)) = 1, y observar que la funcién ¢ o f es un
elemento de Apn(S,) en las condiciones de (iv), con lo que se obtiene (i). El caso
general se resuelve de forma similar.

Para terminar esta seccion presentamos una aplicacion del resultado que acaba-
mos de comentar.

Proposicién 2.2.17. Sean M una sucesion fuertemente regular que satisface (2.19),
n € Ny~ e (0,00)" Supongamos que para una funciéon f € An(S,), con

Bi(f) ={fim:7 €N, me Ny},

se verifica que existe j € N de modo que fj, = 0si m € No\ {1}, y fj1 Z 0.
Entonces, se tiene que v; < v(M).

Demostracion:

Sea A > 0 tal que f € An a(Sy), v sea A; la constante que aparece en la propiedad
(1) para la sucesién M. De acuerdo con el apartado (i) del Teorema 2.1.1, para el
valor j del enunciado podemos considerar la funcion

i+ 5y = Am244,(55,)

dada por (ff(z))(zy) = f(zj,25), z; € Sy, zy € Sy,. Por comodidad, de-
nominemos B al espacio de Banach .AMQAAl(S%,,). Sabemos también que fjfk €
Ant2a4,(S,,, B), y que para cada m € Ny se tiene que (f7)™(0) = fjn. De acuerdo

%5
con las hipétesis acerca de los fj,,, estamos en condiciones de aplicar la versién del
Teorema 2.2.15 para clases de funciones vectoriales, comentada en la observacién

previa, para concluir lo pedido. 0]
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2.3. Rigidez de los operadores de extension

En esta seccién se presentaran resultados de rigidez para los operadores de ex-
tensién construidos en la Seccién 2.1. El planteamiento de estos problemas se inspira
en el propuesto por V. Thilliez en [75].

Sean n € N, B un espacio de Banach complejo, M = (M,),en, una sucesion
fuertemente regular y A > 0. Comenzamos definiendo los espacios que intervendran
en el estudio del problema correspondiente a los operadores construidos en el Teore-
ma 2.1.2. Nuestro objetivo consiste en determinar condiciones de anulacién adecua-
das que, impuestas sobre la funcion que resulta de extender, mediante el operador
mencionado, una determinada multisucesion, garanticen que ésta ultima es nula.

Se define el conjunto Ay 4(Ng, B) como aquel formado por las multisucesiones
a = (aa)acny de elementos de B de forma que

/ laall 5
lim ——=— =0
|a\1£>noo Aled ’a“Mm‘
Es claro que A}y 4(Ng, B) € Ama(Ng, B) y que (Ayg 4(NG, B), | - [m,a,8) es un
espacio de Banach, por ser un cerrado en el espacio de Banach Ay 4(Ng, B).
Consideremos v € (0, 00)" tal que 7 < v(M), y sea d = d(M,~) > 1 la constante
que se obtuvo en el Teorema 2.1.2. Se define el conjunto Ay 4(S, B) como aquel

formado por las funciones f € Anga(Sy, B) tales que B(f) € A (NG, B). Es
posible definir en A3y 4(S,, B) la norma

B B 5
||JC||;/[,A,S7 = “f”M,dA,S,y + B(f)Im,4,5-

El par (Axs 4(S5, B), H-Hf\iA’Sﬂ/) es un espacio de Banach por ser Ay 4(S4, B) ce-
rrado en A ga (S, B).

Podemos considerar a continuacién el subespacio K 4(S~, B) formado por las
funciones f € A3y 4(S,, B) que verifican que B(f) = 0. Por ser Kyt (S, B) cerrado
en ARy 4(Sy, B), el espacio cociente

QM,A(S% B) = AR/I,A(S% B)/,CM,A(S’)’? B)

es un espacio de Banach definido por la norma
oB

N ) = inf
VM,A(f) geichﬁ(S.,,B) If +g”M,A,S-,

= nf )”f"‘ng/I,am,s7 + |B<f)\M,A,B, f € A a(Sy, B).

QEKM’A(S’\,,B

Sea T, 1 Ajg a(Sy, B) — Qm,4(S5, B) la aplicacion de paso al cociente. Es claro
que B induce la aplicacién

B: QM,A(S‘WB) - A(ID\/I,A<Nng>7



2.3. Rigidez de los operadores de extensién 49

que es un isomorfismo de inversa 7 4 © T, A ~-
o n 3
Para cada a € A}y 4(Nj, B) se tiene que

o 5— o oB
a8 (@) = g a(mva © Tian(@) < I Twvaq(@) iy s,
i s
= [ Tvan(@)llng a5, T 1B(TMmaq(a)) s

< Clalm,as + |almas = (14 C)lalm a, s,
siendo C' la norma del operador Ty, 4,~. Por lo tanto,
B <1+C. (2.20)
Se define seguidamente la aplicacion
Py Appa(Sy, B) = Apypa(Sy, B)

dada por Py = T, a~ © B; P, es lineal y continua.
Supongamos que para cada a € Nj elegimos un punto del polisector Sy, zo =

(z,(;,1 ), cee zgl )). Consideremos la aplicacion

D: Om A(Sy, B) — BNS,

dada por

D(f) = (D*(Paf)(za))acry, [ € Qnma(Sy, B).

La aplicacién D estd bien definida, pues si fi, fo € Oma(Sy,B) y fi = fa,
entonces B(f, — f») = B(f1) — B(f>) = 0, donde f; y f» son representantes de f; y
f5, respectivamente, con lo que Pa( fl) = Py( f2)

Bajo ciertas condiciones sobre los puntos z, & € Njj, probaremos que la apli-
cacién D es “suficientemente préxima’ a B.

Lema 2.3.1. Sean n € N, M = (M,),en, una sucesién fuertemente regular, A > 0,
v € (0,00)" tal que 7 < v(M), y una multisucesion (2q)acny de elementos de S,

Za = ( ,(11), . z((f)). Supongamos que existe una constante k € (0,1) de forma que
CAM; (|a| + 1)(dAy)/ ! i 120)| < k , para todo a € N, (2.21)
p (1+C)

donde d > 1y C' > 0 son las constantes antes mencionadas, y A; es la constante
que aparece en la propiedad (1) de M. Entonces el rango de D esté contenido en
Am a(Ng, B) y D admite inversa continua.
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Demostracion: o
Sea a € NIy f € Om.a(Sy, B). La a-coordenada de B(f) es D@ (P, f)(0), asi que

da = | D@(Paf)(20) = DX(PaN)O)] , = / 1 Z D (Paf) (120):) dt]|

< Z HPAfo/I,dA,S,Y (dA) (o] + 1) Mgy 41]28)|

J=1

< O1BfImap(dA)** (Ja] + 1)! Mg Y 28]

Jj=1

< CrRpa(NEAA) T (o] + 1)|ellA My Mo Y |2,

j=1
De acuerdo con (2.21), la cantidad anterior se acota por

k
1+C

vapa(H) A @M,

con lo que

D — = < N
|( j>f|M,A,B jéll\l%l A|a||a||M|a| — 14+ CVM,A(f)7

lo que implica que T)(Ql\/LA(S,77 B)) C Ama(Ny, B) y
D . QM,A(S’W B) — AM7A(N87 B)

es lineal y continua. Ademas,

k 1 1
< < —
+C 10T B

DBl <
| ||_1

luego D admite inversa continua. ([l
Estamos en condiciones de dar un resultado de rigidez para los operadores T, 4 -
Teorema 2.3.2. En las mismas condiciones del Lema 2.3.1, si a € A}y 4(Ng, B) es

tal que
D*(Tm a~(a))(zo) =0 para cada o € N,

entonces a = 0.
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Demostracion:
Las condiciones sobre a permiten afirmar que

D(mm,a 0 Tmay(@) = (D¥(Pa(Taay)(2a)) aeny
= (D*(Tm,a~ © Bo T an)(2a))acns
= (D*Tma~(2a))acny = 0.

Aplicando el lema anterior, D admite inversa, luego ha de ser A0 Tma~(a) = 0,
de donde . _ o
a=BoTwua~(a)=B(mmaoTma(a)) =B(0)=0,

como queriamos probar. 0

Combinando lo anterior con los resultados relativos a la casianaliticidad de la
clase A, a(Se, B), podemos dar el siguiente

Corolario 2.3.3. Sean n € N, M, A > 0, v € (0,00)" y (2a)aens sujetos a todas
las hipétesis del Lema 2.3.1. Sea 8 = (04, ...,6,) € (0,00)", pongamos § = min{6; :
j € N'}, y supongamos que se verifica una de las siguientes condiciones:

[ log Ty(r)
(i) / /05D dr no converge.

[ log T (r)
(ii) / e dr no converge.

(iii) M verifica (2.19) y 8 > v(M).
Sea f € An.a(Se, B) una funcién de forma que

Bf € A a(Ng, B) y D*(Tara~(Bf))(2za) =0  para cada o € Np.

Entonces, f es idénticamente nula en Sp.

Demostracion:

Es claro que a := Bf verifica las hipétesis del teorema anterior, lo que permite
asegurar que a = 0. Ahora bien, cuando se verifica alguna de las condiciones (i), (ii) o
(iii), sabemos, en virtud de las Proposiciones 2.2.11, 2.2.12 y 2.2.14, respectivamente,
que la clase Apg 4(Sg, B) es casianalitica, con lo que se concluye. O]

Estudiamos a continuacién la rigidez de los operadores Um 4 construidos en
el Teorema 2.1.8, siendo M, A y 4 como anteriormente. Definamos 31‘{/1[ 4(54, B)
como el conjunto de las familias G = {fjm : 7 € N,m € No} € Fpp 4(Sy, B) (ver la
Definicién 2.1.5) tales que

B
||fjm || M,24A1,S ,
lim — =
m—o0 (2AA1)mm!Mm

0, paratodoj e N.
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Equivalentemente, podemos decir que
G={fim:jEN,meN} € Frpa(Sy,B)

si, y sélo si, G es una familia coherente de primer orden y para cada j € N se tiene
que
Gj = (fim)men, € AR/I,2AA1(N07"4M72AA1(S’Y]-/? B)).

En el enunciado que sigue, las constantes ¢; y C; (j € N) que aparecen son las
obtenidas en la demostracién del Teorema 2.1.8.

Teorema 2.3.4. En las condiciones anteriores, sea G € 1’3’3}[ (54, B), y denotemos
por HM HEI . HIM las funciones obtenidas tras cada paso en la construccién de
Um,4,,(G), de modo que H™ = Upnpa(G). Supongamos que existe una familia de
nimeros complejos {zj, : j € Nym € Ny} de modo que:

(i) Para cada j € N'y cada m € Ny, 2jm € Ss,.

(ii) Existe k € (0,1) tal que para todos j € Ny m € Ny,

j—1

C5(T] ) @A) A (m + 1) (e A)™ 2] < —

< — (2.22)
yoe 1+

donde A; es la constante asociada a la sucesién M segun la propiedad (u).
(iii) Para cada j € Ny m € Ny, D™ (HU)(zj,,,-)) es idénticamente nula en
Sey-
Entonces G es la familia idénticamente nula.

Demostracion:

Seguiremos a lo largo de la demostracién la misma notacién que en el Teorema 2.1.8.
Si HP]* = Tamoan  (G1) vy HY(2) = H{ll*(zl)(zy) para cada z = (21)(z1) € S5,
teniendo en cuenta (2.1) y la condicién (iii) se deduce que (H{l]*)(m)(zlm) = 0 para
todo m € Ny. Las condiciones (i) y (ii) permiten aplicar el Teorema 2.3.2 a G,
concluyendo que G, es la familia nula. Por la linealidad de Tai244,,, se tiene que
HY = Tm244,,,(G1) =0, y por tanto HH' =0 y HIY* =0, de modo que también
se tiene que h[;m = 0 para cada m € Ny. Asi,

gZ = (me - h[zlgl)mENo = (f2m)m€N07

y HQ[Q]* = TM,c,(241)2 490 (G2). Se repite el argumento para obtener que G, es la familia
nula y asi sucesivamente hasta la conclusion. 0

Finalizamos este apartado con una consecuencia de este resultado en la que se
hace uso de las diferentes condiciones de (s) casianaliticidad obtenidas en la seccién
anterior. Su prueba es similar a la del Corolario 2.3.3, por lo que la omitimos.
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Corolario 2.3.5. Sean n € N, M, A > 0y v € (0,00)" como anteriormente. Sea
0= (01,...,0,) € (0,00)" tal que v; < 6; para cada j € N, pongamos § = méx{0; :
j € N'}, y supongamos que se verifica una de las siguientes condiciones:

. > log T5;(r)
(l ) / m dr no converge.

(i) /00 % dr no converge.
(iii’) M verifica (2.19) y 6 > »(M).

Sea f € Am,a(Sp, B) una funcién tal que:
(a) Su restriccién a S, digamos f, es tal que By(f) € S2r.4(Sy, B).

(b) Existe una familia de nimeros complejos {zj,, : j € N, m € Ny} que verifica
las condiciones (i), (i) y (iii) del Teorema 2.3.4, siendo H, HE ... HIM las
sucesivas funciones obtenidas en la construccién de Ung 4 ~(B1(f)) en el Teore-
ma 2.1.8, y ¢;, C; las constantes que alli aparecen.

Entonces, f es idénticamente nula en Sp.

2.4. Un teorema de Borel generalizado

El objetivo de esta seccién es proporcionar una generalizacién del teorema clasico
de Borel, aplicando técnicas similares a las empleadas en la primera seccion de
este capitulo. Observemos que, dado un intervalo abierto I de R™, con n > 1, el
espacio C*(I) de las funciones complejas definidas e indefinidamente derivables en
I es un espacio de Fréchet cuando se le dota de la topologia de la convergencia
uniforme en los compactos de I de la funcién y sus derivadas de cualquier orden.
Por esta razoén, consideramos en este contexto el espacio C*(I, F') de las funciones
indefinidamente derivables en I a valores en un espacio de Fréchet complejo E, lo
que nos permitira reducir el problema de interpolacion en varias variables mediante
la utilizacién del isomorfismo C*(I x J, E) ~ C>(I,C*(J, F)), donde I y J son
sendos intervalos abiertos en R™ y R™, respectivamente.

Sea E un espacio de Fréchet complejo cuya topologia esta definida por la familia
creciente de seminormas (P, )men. Comenzamos presentando un resultado auxiliar.

Lema 2.4.1. Sea (f,);2, una sucesién de funciones en C*°(I, E). Supongamos que
para cada a € Nj la sucesién (D* fp)gi1 converge uniformemente en los subconjun-
tos compactos de I, y pongamos

Jolz) == lim D*f,(x), x el aeN{.

p—00

Entonces:
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(i) g0 € C>(1, E),
(ii) D*gp = go para cada a € Nf.

Demostracion:

Recordemos que una funcién gg definida de I en E es de clase C* en [ si, y sdlo si,
es débilmente de clase C* en I, es decir, para cada ¢ en el dual topolégico de F, E’,
se tiene que @ o go € C*°(I). Entonces, el resultado (i) se deduce facilmente a partir
del enunciado andlogo para funciones escalares (véase [79, Cap. 10, p. 85-89]), y
para obtener (ii) se hace uso del teorema de Hahn-Banach. U

El siguiente resultado, cuya demostraciéon omitimos, se puede encontrar parcial-
mente probado en [79, Teorema 40.1].

Lema 2.4.2. Sean X e Y subconjuntos abiertos de R™ y R™, respectivamente. La
aplicacion

C¥(X x Y, E) — C®(Y,C¥(X, E))
¢ ¢,

donde ¢*(y)(x) = ¢(x,y) para cada (x,y) € X x Y, estd bien definida y es un
isomorfismo de espacios de Fréchet. Ademas, para cada (o, 3) € Nj* x Nfj se tiene
que

DR g(a,y) = D*(DP¢*(y))().

Pasamos a la obtencién del teorema de Borel para funciones a valores en un
espacio de Fréchet complejo. La demostracion que presentamos es una adaptacion
de la que aparece en [84, p. 18-19].

Teorema 2.4.3 (Teorema de Borel). Dada una sucesién (a,)nen, de elementos del
espacio de Fréchet E, existe una funciéon f € C*®(R, F) de modo que para cada
n € Ny se tiene que f(™(0) = a,,.

Demostracion:

Sea ¢ una funcién en C*°(R), de soporte compacto contenido en (—2,2) y de modo
que ¢(x) = 1 para todo = € [—1,1]. Veamos que existe una sucesioén (A, )nen, de
numeros reales, de modo que si ponemos

fulz) = %x”qﬁ()\nx), z€R, neN,, (2.23)

entonces para cada k € Ny y m,n € N, con 0 <k <n—1ym <n, se tiene que

sup pn (1) < 51 (2:24)

z€R
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En efecto, para cada n € N ponemos

n—1
M= sup [69(y)),
j=0 y€(72,2)

y elegimos \g > 0 arbitrario, y A, := max{1, p,(a,)M,4"n!} para cada n € N.
Sean k € Ngyn € Ncon 0 <k <n—1. En virtud de la férmula de Leibnitz se

tiene que
k n—p \k—p 4 (k—p)
nn—1)--(n—p+ Da" PATPHEP (N, x).

Puesto que sop(¢) C (—2,2), si |z] > 2/|\,| se tiene que ¢*~P(\,x) = 0. Asi, si
m e Nym <n,

Suppm(fék)(x))Spmmn)i(k) - .<!A2|>n_pun|kp sup |o ) (y))|

z€R n! y€(—2,2)

Teniendo en cuenta que (];) <K < (n=1)L2"P/(n—p)! < 2" vy 1/|\|"7F < 1/ N,
podemos asegurar que

*) Pnlan) M, 2"n!

1
. < Pnlln) P2 W
Sup p (fa'(z)) < B < 5w

Por lo tanto, fijado k € Ny se puede asegurar que, para cada m € N y cada
r € R,

0o 0o 1
(k) < -
n=méx{k,m}+1 n=méx{k,m}+1

con lo que la serie

i P (2.25)
n=0

convergente uniformemente en (los subconjuntos compactos de) R. Definimos para
cada k € Ny la funcién g, dada por la suma de la serie en (2.25). El Lema 2.4.1



56 Capitulo 2. Resultados de extensién y casianaliticidad en clases ultraholomorfas

permite concluir que la funcién f := g es un elemento de C*(R, E) y que para cada
keN, g = f®, es decir,

f¥(z) = i 9 (), z €R.
n=0

Veamos que f cumple las condiciones del enunciado. Si x € R, para cada k € Nj
tenemos que

(k)

FO@) = (a00or) + .+ e o))

k
i (%xkqb()\kx)>( '+ Ruw),
(2.26)
y se trata de comprobar que f*)(0) = a;. Observemos en primer lugar que Ry (0) = 0
para todo k. Es claro entonces que f(0) = ag. Si k£ > 1 todos los términos resultantes
del primer sumando en (2.26) incorporan una derivada de ¢ o un monomio de
exponente positivo, y en cualquier caso se anularan al evaluar en x = 0. Por idéntica

razon, se tiene que

(akxk (k

60w1)) " lemo = SERI6(0) = o,

con lo que se concluye. O

Observacion 2.4.4. No es dificil generalizar este resultado para funciones de varias
variables reales (véase, por ejemplo, [58]):

Sea n € N, n > 2. Dada una multisucesion (dq)acny de elementos del espacio
de Fréchet E, existe una funcién f € C*°(R", E') de modo que para cada e € Nj} se
tiene que D*f(0) = aq.

En el caso multidimensional, tiene sentido plantear un nuevo problema de tipo
Borel en base a las siguientes consideraciones. Consideremos un intervalo abierto de
R", I =1, x...x I,, donde para cada j € N’ = {1,...,n} se tiene que I; es un
intervalo abierto de R con 0 € [;. Dada una funcién f € C*(I, E), para cada j € N/
y cada m € Ny se puede definir la funcién f;,, mediante

fim(@y) = D" (w0, 000),  mpelp= [] I (2.27)
keN k#j

Es inmediato comprobar que fj, € C*(l;, E), y que la familia {f;, : j € N,m €
Np} verifica, en virtud del teorema de Schwarz, las siguientes condiciones de cohe-
rencia: dados pu,v € Ny y j,£ € N, j # £, es vélida la igualdad

DY fi(x ey, Oey) = DP9 fo (@ ey, 0g5y),  Tey € Iy (2.28)
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Debemos mencionar que, como ya se comenté en la demostracién del Teorema 2.1.8,
en la expresién anterior se estd abusando de la notacién: por ejemplo, D" f;, re-
presenta derivacion respecto de la variable z, en una funciéon de n — 1 variables, las
n originales en f salvo la x; (esto no concuerda con la definicién de los multiindices
ex, pero permite evitar una notacién mas complicada).

Nuestro objetivo es probar que toda familia { fjm}jenmen, coherente (es decir,
sujeta a las condiciones anteriores) proviene de una funcién f mediante este procedi-
miento. El siguiente lema proporciona la informacién necesaria acerca de la funcién
interpoladora construida en el Teorema 2.4.3 cuando el espacio de Fréchet es del
tipo C*°(1I, E), con vistas a la aplicacién de un proceso recurrente con respecto al
numero de variables.

Lema 2.4.5. Sean n € N e [ como en la observacion previa, y sea J un intervalo
abierto de R con 0 € J. Sea (h,),en, una sucesién de funciones de C*°(I, E), tal que
para un j € N y para cada m, u € Ny se tiene que

D™ hy(xy, 05y) =0, xj € Iy,

Denotemos por H* : J — C*(I, F) la solucién al problema de Borel asociada a la
sucesion (h,)uen, en J mediante el Teorema 2.4.3, y sea H : [ x J — E la funcién
dada por H(x,w) := H*(w)(x), € I, w € J. Entonces, para ese j € N y para
cada m € N se tiene que

D H (g, 05y, w) =0, (x7,w) € Ly x J. (2.29)

Demostracion:
Fijemos (x;/,w) € I;; x J y m € N. A partir del Lema 2.4.2 se tiene que

DO H (e, Oz, w) = D™ [(H*)(w)] (@, 0g53).
Con la notacién del Teorema 2.4.3, la expresion anterior se iguala a
me; . hN 12 .
D (Eﬁw o) ) (5,05
I_L:

razonamientos analogos a los realizados en la prueba del Teorema 2.4.3 permiten
comprobar que la convergencia de esta serie y de sus derivadas término a término
es uniforme en el producto cartesiano de J por un entorno compacto de 0 en I, de
modo que es licito obtener el valor de la 1ltima expresion como

. 1 me;
Z _,D 7(h) (@, 0w d(Auw) = 0,
=0 1"
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como se queria. 0
Estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de esta seccién.
Teorema 2.4.6. Sean € N, con n > 2, y consideremos [ = I; x ... x I,,, donde

I; es un intervalo abierto de R con 0 € I; para cada j € N. Sea E un espacio de
Fréchet complejo, y supongamos dada una familia

{fjm c COO(IJ'/,E) j EN, m € No}

sujeta a las condiciones de coherencia indicadas en (2.28). Entonces existe una fun-
cién f € C*(I, E) de modo que

D™ f(ay,0451) = fim(xy) paracadam e Ny, jeN, zj € I;. (2.30)

Demostracion:
El razonamiento es similar al realizado en la prueba del Teorema 2.1.8: la construc-
cion consiste en n pasos, de manera que tras el paso k-ésimo se obtendra una funcion
que verifica (2.30) para j < k. El Lema 2.4.5 garantizard que al dar cada paso no
se pierde lo conseguido en los anteriores. Para no abundar en detalles ya conocidos,
nos limitaremos a indicar los dos primeros pasos.

Dada la sucesién (fim)_, de elementos de C*(Iy/, E), en virtud del Teore-

ma 2.4.3 podemos encontrar una funcién HP]* € C®(11,C>(Iy, E)) con
(H{H*)(m)(O) = fim para todo m € Nj. (2.31)
De acuerdo con el Lema 2.4.2, la funcién HY dada por
HY(z) = B (21)(zr), @ = (21, 20) €1,
es un elemento de C*(I, E), y se tiene que
Do HW @y, 00y) = (H"™)™(0)) (®1) = fim(@y), @y ely,  (2.32)

es decir, para esta funcién HI se cumple la condicién en (2.30) para j = 1. El
siguiente paso consistird en anadirle una segunda funcién H? de modo que la suma
cumpla la condicién en (2.30) para j =1y j = 2.

%

Aplicando de nuevo el Lema 2.4.2, la funcion H2[1 dada por
HQ[”*({EQ)({BQ/) = Hm(ﬂfg,wg/), (mg,wy) € [,
es un elemento de C*(Iy,C*®(Iy, F)). Definimos

h[;}m — (H2[1}*>(m)(0) c COO<IQI,E), m € Ny,



2.4. Un teorema de Borel generalizado 59

y consideramos la sucesién (fo,, — hg{ln)ﬁzo de elementos de C*([y, E). Para cada
k,m € Ny se tiene que

e; [l _ el 1]x (m)
DM h) (@0, 0p1y) = DF ((HY™) ™ (00)) (241,237, 0013)
= Drertme: gl (w{1,2}'7 0{172})

mes 1]*\ (k)
= D" ((H7) ™ (001))) (12, 0g2y)
= D" fi(@ g1 2y, 0g2y) = D fom (@ (1.2y, 013),

donde la primera igualdad se debe a la propia definicion de h[;,}n, la segunda y

tercera igualdades se deducen del Lema 2.4.2, en la cuarta se ha aplicado (2.31) y
en la tltima se ha utilizado la coherencia de la familia dato. Por lo tanto,

Dke1 (f2m — h[;’]m)(.’B{l’Q}/, 0{1}) = O, k,m € No, .’B{l,g}/ € [{1,2}/. (233)
El Teorema 2.4.3 proporciona una funcién HQ[Q]* € C*®(15,C*(Iy, F)) tal que
(H%Q}*)(m)((){g}) = fom — hglln, para todo m € Ny, (2.34)

Entonces, la aplicacién H? : I — C dada por H?(z) = H2[2}*($2)(1:2/) es un ele-
mento de C*(I, E) tal que:
(i) De acuerdo con el Lema 2.4.2 y con (2.34), se tiene que

D" HP @y, 0p2y) = ((HE) ™ (0)) (@) = (fom — 5} (@2)
para todo m € Ny y cada xo € [o.
(ii) De acuerdo con (2.33) y con el Lema 2.4.5,

D™ HP (21, 041y) = 0, m e Ny, xy € Iy

Es claro ahora que la funcién F©2 := HWU + HE € C=(I, E) verifica las condicio-
nes (2.30) para j = 1,2, con lo que damos por concluida la demostracion. O

Observaciéon 2.4.7. Como se indico en el Corolario 1.2.14, es posible generalizar el
teorema de Borel clasico al caso de clases ultradiferenciables de funciones a valores en
un espacio de Banach B, clases definidas en términos de una sucesién fuertemente
regular M; la generalizacion viene dada mediante la construccién de operadores
lineales y continuos, inversos por la derecha de la aplicacion de Borel. Si se trabaja
con las clases Cu 4 (1, B) introducidas tras la Definicién 1.2.1, donde I es un intervalo
de R® y A > 0, es posible extender dichas construcciones, con las mismas técnicas
utilizadas en esta seccion y en la Seccion 2.1, para obtener inversas por la derecha
de la aplicacion que envia cada funcién perteneciente a una de esas clases en su
familia asociada, de acuerdo con la Observacién 2.4.4. No obstante, no entraremos
en detalles para evitar repeticiones innecesarias.
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2.5. Prueba del Lema 2.1.7

Esta seccion esta exclusivamente dedicada a la prueba del Lema 2.1.7, que fue
crucial en el razonamiento inductivo que se utilizé para la demostracion del resultado
principal del capitulo, el Teorema 2.1.8. Recordamos su enunciado.

Lema 2.1.7. Sean n € N, M = (M,,),¢en, una sucesion fuertemente regular, A > 0,
Se un polisector de R"™ con 8 = (6,...,0,) € (0,00)", y S, un sector de R con
0 <y <vyM). Sea f = (fp)pen, € Am,a(No, An a(Se)) v supongamos que existe
j € N tal que para cada m,p € Ny se tiene que

lim  D™%f,(z) =0 uniformemente en Sg,. (2.35)
Z]'—>0,Zj€5'9j J

Entonces, para todo m € Ny se tiene que

lim D™ ((Tv,a,f)(w))(z) =0 (2.36)

z2j—0,2; Eng

uniformemente con respecto a w € S,y z5 € ng,, siendo T4, la aplicacién de
extension dada en el Teorema 1.3.9.

Notacién: Por una mayor brevedad en la escritura, pondremos B en el lugar de
Ant,a(Se) y F% en el lugar de Tv a4 f. Por otra parte, cuando se identifique el plano
complejo con R? y el punto complejo w = x + iy con el par (z,y), resultard cémodo
introducir los multifndices &; := (1,0) y & := (0,1), de modo que el operador D®
serd la derivada parcial respecto de x y D® la derivada parcial respecto de v.
Comenzamos indicando que, como se justifica en el trabajo de V. Thilliez [77],
mediante una ramificaciéon adecuada es posible reducir la construccion del operador
T, a4 al caso en que v < 2. Un andlisis del razonamiento alli empleado muestra que
también en nuestro caso podemos limitarnos a estudiar esa situacién. La prueba del
resultado se desglosard en distintas etapas, siguiendo los pasos dados por V. Thilliez
en su construccion. Asimismo, se requerira el establecimiento de estimaciones pre-
cisas en un estudio exhaustivo de la construccién de los operadores B4 p y Fao,B
obtenidos por J. Chaumat y A.-M. Chollet y a los que hicimos referencia en el Co-
rolario 1.2.14. Antes de entrar en detalles, resumimos los pasos que vamos a dar y
la informacién ya disponible en [77], lo que harda méas asequible el seguimiento del
extenso razonamiento:
(i) En primer lugar (etapa 1), dada f = (f,)pen, € Am.a(No, B) se le asocia una
familia f© € Ay (N2, B) mediante la igualdad (2.40), y se construye gy =
E 1 5(f°), con soporte en un disco D = B(0, R;), que pertenece a Cpy o, 4(R?, B)
(para un ¢; adecuado) y para la que

DP9 g%(0,0) = f,, p e Ny. (2.37)
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(iii)

(iv)

Probaremos que para todo m € Ny se tiene que

Zj_)(l]g?esgj D™ (g5(w))(z) =0  uniformemente para w € C, z; € Se,,-

En la etapa 2 se probara que para todo m € Ny se tiene que

lim D™ (Ewg}(w)) (2) =0  uniformemente para w € C, z; € S ,,

2;—0,2; Eng

donde el operador 9,, viene dado por 9, = %(a% + i%).

Fijados 7 > 0 y v adecuados, con 0 < v < y(M), se define ¢(w) = G(Tw),
w € S,, donde G es la funcion determinada en la Proposicion 1.3.10. Se tiene
entonces que i@wg} € CM,,4(55, B) (con ¢y adecuado). Demostraremos en la
etapa 3 que

Dugy(w)) (z) = 0.

1
lim D™ (
Zj—>0,z]-659j 1/1(1,0)
uniformemente en w € Sy y 2 € S,
Para €2 = DN S, se define la funcién

1—
_aw t 9
" gf)

con c3 adecuado y donde Fi, 40 p es el operador de extensién dado en el Coro-
lario 1.2.14, de modo que v} € Cm,c,4(C, B) para cierto ¢4, coincide con i@wg}
en €) y tiene soporte contenido en un disco abierto D’ centrado en 0 y tal que
D C D'. En la etapa 4 veremos que

lim D™ (v}(w))(z) =0

2;—0,z; 65’6].

*
v = Fya0.8(

uniformemente para w € Cy z; € ng,.

Consideremos una funcion y € Cpyr,4(C) con soporte en D’ e idénticamente igual
a len D. Se tiene que

1
XVt = ang} en S,. (2.38)

Sea K(w) = —1/(7w), w € C\ {0}; se define u} = K * (xv}) (donde * denota
convolucién), que verifica que
gwu*f = xvy enC. (2.39)

Nuestro objetivo en la etapa 5 es probar que

lfim D™ <u;<w)) (2) =0,

z2j—0,2; Eng

uniformemente para w € Cy z; € ng,.
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(vi) Para un c5 conveniente se tiene que yu’ pertenece a Cape;4(S5, B) y, ademds,
es plana en el origen por serlo ¢. Se define Tim 4, f = gy — u}. De acuerdo
con (2.37), sus derivadas en el origen son las deseadas, y es holomorfa en S, en
virtud de (2.38) y (2.39). En la etapa 6 se deducira (2.36).

Queremos hacer notar que las constantes ¢q, ..., c5 no son necesariamente las que,
con ese nombre, aparecen de ahora en adelante en esta seccion.

2.5.1. Etapal

Dada f = (f,)pen, € Ana(No, B), definimos £ = (£7 ) emenz € Ama(N, B)
como la familia determinada por la igualdad

S s x,i, pr“,’y (2.40)

(¢,k)eN? pENg

Es inmediato comprobar que f&k) =¥ fo, ), para cada (¢, k) € N2.

Escojamos R; > 0y el disco abierto D := B(0, R;). Supondremos que el ope-
rador F4 g mencionado en el Corolario 1.2.14 proporciona funciones con soporte
contenido en D.

La funcién g} := EA5(f°) pertenece a Cpi(R?, B) 'y, por construccion, se tiene
que D(p’o)g}(0,0) = f, para cada p € Ny. Vamos a probar que para el j € N del
enunciado y para todo m € Ny,

zj—»(l)g?esgj D™ (g%(w))(2) = 0 uniformemente para w € C, z; € Se,. (2.41)

Antes de comenzar enunciamos un resultado auxiliar.

Lema 2.5.1. En las condiciones del Lema 2.1.7, dados ¢ > 0, S > 0y T € Ny,
supongamos que fC = (f((% k_))(g’k)eNg verifica que existe § > 0 de forma que

D" f5(2)] <€

para todo z € Sg con |z;] < § y para todo J € Nj con |J| < T. Entonces, se tiene
que

D" (DY (T3 %) (w)) ()] < e

para todo z € Sp con |z;| < 4, para todo w € C con |w| < S, y para todos J € N}
con |J| <TvyqeNyconqg<T.
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Demostracion:
SiJ = (J1,Js), K= (K, Ks)yw= (wy,ws), se tiene que

D7 (DY) ) (=) = [P (D73 w75 (2)

K:|K|<q

E 1 1 K-J .C
= w Dmejf (z)
| K| K|<q,J<K (Ky = J)H K, = )] K ’

z : L 1 K-J . oC
w DMeé; P
K:|K[<q,J<K (K1 — J)! (s — Jg)!| Jx(2)]

1 1
< Z |wK1_J1wK2_J2|€
N - ! — Pl 2
K:|K|<q,J<K (K1 = J)! (K2 — )]

1 Kp—J,
SEH(Z m‘wﬂ P p)

p=12 J,<K,

— gelwil+lwz] < celvl < 6625,

IA

para todo z € Sy con |z;| < 4, para todo w € C con |w| < Sy para todos J € N3
con |J| <TyqeNyconqg<T. O

Pasamos a la comprobacién de (2.41). Sea 1 > 0 y fijemos m € Ny. Teniendo
en cuenta las propiedades descritas en la Proposicién 1.1.16 podemos garantizar la
existencia de §; > 0 de modo que

€1

C1LbAA™mIM,,’

hai(Lbdy) < (2.42)

donde L y Cy son las constantes que aparecen fijadas en (1.18), Dy es la constante

que aparece en (1.13) y que sélo depende de la sucesién M, y b es la constante en
(1.15). Fijemos
R1 &1

€~1 = min{— 51
{ 2 T ClLD2M14Amm'Mm
Razonaremos a continuacién distinguiendo tres casos en funcién del médulo de w:

(i) Si w € C con |w| > Ry entonces D™es (g}(w))(z) = 0 para todo z € Sy, pues
el soporte de g} estd contenido en D = B(0, Ry).

1. (2.43)

(ii) Estudiamos el caso en que w € C con & < |w| < R;. Recordamos que el
operador de extensién que estamos aplicando a la sucesién f° viene dado por
(1.16). Esta serie se reduce a una serie finita para cada w fuera del compacto
donde vienen dados los datos a extender (en este caso el compacto es el origen de
coordenadas). En cada uno de los términos de dicha serie interviene la funcién
¢r,n, que tiene soporte en B(xy, kr) (ver las Proposiciones 1.2.12 y 1.2.13).
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(iii)

En virtud de (1.15), para cada indice £ € N con w € B(xy, kry) se tiene que
lz¢| > alw| > aé;. Teniendo en cuenta las propiedades de la funcién N (ver
la Proposicién 1.1.16), existe T' € Ny de modo que 2N (L|xz,|) < T para todos
los indices ¢ considerados. En el caso en que ¢ € N sea tal que w ¢ B(xy, kry),
entonces ¢y, (w) = 0.

Para €; > 0 fijado, a partir de (2.35) podemos asegurar la existencia de o €
(0,6;) de forma que

méx  |D™ f5(2)
JEN3 |JILT

| < o (2.44)

para todo z € S con |z;| < 4,. Estamos en condiciones de aplicar el Lema 2.5.1
tomando S = R, y € = £1/2e2R1: Para cada w € C con &, < |w| < R, y cada
z € S con |z;| < dy, se tendra que

|Dm6] ( ) ‘Dmeg Z Cben 2N Llivzl)f (w))(z)|
< Z Gy (w)| D™ (T D £€(0)) (2)]
<& Z Gop(w) = €. (2.45)
V4

Por dltimo, para cada w € C con |w| < &; y cada £ € N con w € B(xy, kry), se
tiene que

|75 £ (w) = G5
< || TN D €0y — TENED € ) |+ | TN (w) — £l 5 (2:46)

El primero de los sumandos en esta expresién se acota, poniendo J = 0 en
(1.18) y teniendo en cuenta (2.42) y (2.43), por

TN € ) — TN £ (w)|| < Oy Lbhaa (Lblw])

< Oy Lbhat(LbSy) < ——

4A™mIM,,

El segundo de los sumandos en (2.46) se acota, tomando J = 0 en (1.13) y de
nuevo teniendo en cuenta (2.43), por

T8N £ ) = Sl < LD

- €1
< C\LDyMiE < — L
= TS = M,
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De estas dos expresiones podemos afirmar que

|DK(T02N(L|W|)f(C(w) B f(C )(Z)’

72N (Llze]) C _ ¢C _ (0,0)
H 0 f(w) f(O,O)HB KE;E’EGSQ AR K| M,
€1
< 2.47
- 2A™m!M,, ( )
En particular, poniendo K = me; se concluye que
me; x €
| (TENHD £E ) — ) (2)] < 5 (2.48)

para todo z € Sp.
Por otra parte, haciendo J = (0,0) en (2.44) se puede deducir que si z € Sp
con |z;| < &y, entonces

me; €1
D7 g ()] < 2 (2.49

Teniendo en cuenta (2.48) y (2.49) podemos garantizar que si w € C con |w| <
€1y z € Y9 con |z;| < 4y, entonces

| D™ (g (w)) (2)]

‘Dmef<z¢zn JTNHD £ ) (2)]
<X uafu )[1Dmes (TN £ ) — £6.0)) (2)] + 17 £ o) (2)]]

<Z¢en (1 2)=51. (2.50)

A la vista de (i), (2.45) y (2.50), concluimos que dado &; > 0 existe o, > 0 de forma
que si z € Sp con |z;| < §;, entonces

| D™ (g}(w))(z)| <ey, w € C,
con lo que se deduce (2.41).

2.5.2. Etapa 2

Veremos en este apartado que para todo m € Ny se tiene que

Ifm D" (9,93(w))(z) =0 uniformemente para w € C, z; € Se,, (2.51)

z2j—0,2; Eng
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donde el operador 0,, viene dado por

Ew:%<%+i%).

Necesitaremos utilizar la desigualdad (37) en el trabajo de V. Thilliez [77]: para
cada K € N2 (con |K| = k) y para cada w € C se tiene que

HDK(EWQ}) (IU)HB S C1 ||EA,B” |fc|M7A7B(CQA)kk!MkhM(CQA‘w‘), (252)

para ciertas constantes ¢y, co > 0. Su demostracién se basa en el hecho de que 8wg}
es una funcion con derivadas nulas en el origen y en la aplicacion de la férmula de
Taylor.

Sea €5 > 0 y fijemos m € Ny. Elijamos £ > 0 de forma que &, < Ry y

€2

hM(CQAgg) § .
c1 || Easl |fC|M,A,BAmm!Mm

De nuevo distinguiremos tres casos:

(i) Siw € C con |w| > R; se tiene que g}(w) =0 en Sy, asi que
D" (Dugf(w))(2) =0,  z € Se. (2.53)

(ii) Sea w € C con &y < |w| < R;. Para cada ¢ € Ny con w € B(xy, kry) se tiene
que |xy| > alw| > aés por lo que podemos garantizar la existencia de ¢ € Ny
de manera que 2N (L|x|) < ¢. En el caso de que w ¢ B(xy, kry) se deduce que
Goy = (0/0x) e,y = (0/0y)pe, = 0. Asi, si z € Se,

{3 [ (2L oun)) T80 0) ) ) [ -8 0 )] ()]
V4

i [(%@m(w))TgN(Lml)(w)(z) + G (w) [%TOQN(L'WD(UJ)] (z)} },
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luego

D (Dug3(w) ) (2)
1

= A [ [0 (1D ) 2]
V4

o+ r(w) [P (DTN () (2)]

137 ([ o0sa] [ 10 ) 2)
¢

+ ¢£,n(w) [Dmej (Dég (T(?N(leél))(w)) (Z)]] }
- US [(Lonwlpma Y )]

J:|J|<2N (Ll )

Fo@) D (07 Y S 1))

T J|<2N (L)

HiY [[om@] D Y i)

¢ J:|J|<2N (L))

So)[Dme (DY Ll )]}
J:|J|<2N (L))

o D) D S 160)
V4

T J|<2N (L)

+ buyw)] > e D f5(2)]|

1 — 1)!55!
J=(j1,42):5121,|J|<2N (L) (71 )2

s [[on@][ Y D)

¢ T J|<2N (L))

4 Gu(w)] 3 ;!wJegDmej f§(z)ﬂ }

1
J=(j1,j2):2>1,| J|<2N (L|a|) J1!(Je )

Haciendo de nuevo uso de la hipdtesis (2.35) del lema, para &, > 0 fijado, existe
09 > 0 de modo que

|D™e f$(2)] < SZQQRI para todo z € Sg, |zj| < s, |J| < g,

siendo

1
S =ng2nMi—— + 2,
0<71] 1hM<B17752)
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donde Bj y ng son las constantes indicadas en las Proposiciones 1.2.12 y 1.2.13.
Teniendo en cuenta esto ultimo tenemos que si z € Sg con |z;| < J, entonces

D7 (Dugs(w) (2)]

1 1 J &9
SISO e

T J|<2N (Ll )

1 J—é1
+ o (W) Z G =D |[w ‘S€2R1]

J=(41,J2):7121,| J|<2N (L|x])

1
+Z[ soa@ Y Fh'lggg]

J [J|<2N (L)

+ 60 (w) )3 et ] L

(g2 — 1)!
T=(j1.j2) 2> 1 T <2N (L) 7 (j2—1)

Haciendo intervenir unas cotas similares a las del Lema 2.5.1, la expresion
anterior se acota por

3 2 [0 >|€§+¢e,n<w>f;} 5 [t + s3]}
:%{;Oa e (w }+\  Genlw w)|) +2}.

Para concluir, aplicamos la propiedad (iv) para las funciones de la familia
(¢en)een (ver la Proposicién 1.2.13) poniendo J = é; y J = é;, obteniendo
que

me; (3 . * 1 8_2
D" @ugy(w)) (2)] < { > M T +2}2

S %<7’L0277M1 —|—2> = &9.

1
hm(Binez)
En definitiva, hemos probado que dado £ > 0 existe b5 > 0 de modo que para
we Cconé <|w| <Ryyze Secon |z] < Jy se tiene que
| D™ (9,95 (w))(2)| < e (2.54)
(iii) Por tltimo, si w € C con |w| < &, aplicando la expresién (2.52) para K = 0,
y teniendo en cuenta la eleccién de &,, se puede deducir que
|0wgs(w)]| , < c1 1Easl £ Ivashm(c2Alw])

<1 [|Eapll|FC M a5hm(caAS)
€9

- AmmlIM,,
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En consecuencia,

wp  PEOugw)(E)] e
z€Sp, KENG A|K||K|!M|K| — Amm!M,,

Particularizando al caso K = me;, para cada w € C con |w| < & y cada
z € Sy se tiene que

|D™¢ (Dugs(w))(2)] < e2. (2.55)

A partir de (2.53), (2.54) y (2.55) se concluye (2.51).

Finalizada esta etapa, establecemos un lema auxiliar que amplia la informacion
a3 x
acerca de 0,0}

Lema 2.5.2. Bajo las hipdtesis del Lema 2.1.7, dados T' € Ny y 0 < Ry < Ry, se
tiene que para cada m € Ny y cada K € N2 con |K| <T,

lfim D™ (DK@wgp(w)) (2) =0, (2.56)

2;—0,z; ES@].

uniformemente para z; € ng, y para todo w € C con Ry < |w|.

Demostracion:
Puesto que el soporte de la funcién g} estd contenido en el disco D = B(0, Ry),
bastara razonar para w con Ry < |w| < Rj.

A partir de las propiedades de hy descritas en la Proposiciéon 1.1.16 podemos
garantizar que

1 1

< =: L 2.57
it Banfal) = g (Bunfy) - L% (2:57)

para todo w € C con |w| > Ry. Ademds, para cada £ € N con w € sop(¢y,,) se tiene
que |z, > alw| > aRy, segtin la Proposicién 1.2.12. Por tanto, existe T' € N tal que
T > 2N(L|x,|) para los indices ¢ anteriores.

Sea K € N2 con |K|<Tye>0.Paracadaw € Ccon Ry < |w| < Ry yz € Sy
se tiene que
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(DX @ugy) () (2) = 5 D% (D gjw) +iD%g3(w) ) (2)

= DR [L{ S [0 00 B 1) 2 ) [P T )] 2)
¢
137 [ (Do) 1 ) ) [P0 0] ) )

- T al(P ) (a0 1) @

{ Ki+K

+ (DKIQSgn(w)) (DKWI(T(?N(L‘”‘)fc)(wﬁ (Z)]
HiY S [P ) (D £ w) (2

N (DKIQ%W(’IU_)) <DK2+62 (TO2N(L\fBz\ fC)<w)> (z)] }

De acuerdo con esta expresion, para cada m € Ny podemos escribir
D" (DX (D7) (w)) (2)

S S [ P A )
{ Ki1+Ko=K
+ (D% gy (w) ) Do (DR (TN £ () (2)
HiY S e () e (D ) ) ) 2)

! Ki1+K=K

(DR g (w) ) e (DR (TN D £9) ) ) (2)] . (2.58)
Fijando

£

T 2e2Ring(méx{L, n})T (T + 1)) max{ My, Mys1 ) L 2T

podemos aplicar el Lema 2.5.1, con las constantes € > 0, R; > 0y méX{T, T+1} e
Ny, v garantizar la existencia de 6 > 0 de forma que

D (DX (T3 ) () (2)] < 26

para todo z € Sg con |z;] < §, para todo w € C con |w| < Ry, para todo K € Nj
con | K| < T+1y paratodo g € Ny con ¢ < T. Tomando médulos en (2.58) tenemos
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que dado € > 0 existe § > 0 de modo que para todo z € Sg con |z;| < §, para todo
w € C con Ry < |w| < Ry, para todo m € Ny y para todo K € NZ con |K| < T se
verifica que

(D7 (DX (Dugy) (w) (2)
X ¥ KI'{K (IR, (w) 22T + | DRy (w) 62 |

{ Ki1+Ks=
D S R L Il
¢ K +K=K

A partir de las cotas en (iv) de la Proposicién 1.2.13 y el hecho de que la serie en ¢
se reduce a ny sumandos a lo sumo, la expresiéon anterior queda mayorada por

K 1
~ 2Ry |K1]+1
ge?fin, —[n (|IK1| + DM g js1————
KH; K\ K| T i (Bunfu)
1
K| K[V —}
I M iy e

Ahora bien, teniendo en cuenta (2.57) esta expresion se acota por

28e*Mng(max{1, n}) (| K| + 1) méx{ M x|, M| 11} Lr, 2"
< 28e*ng(max{1, n})" (T + 1)! max{ My, My 1 } L, 2"

La eleccion de € nos permite deducir que para z, w, m y K como antes se tiene que
| D™ (DF (Dugy) (w))(2)] <,
con lo que se concluye. ([l

2.5.3. Etapa 3

En la siguiente etapa en la construccién del operador de extension de Thilliez
se fija el valor de ciertas constantes 7 > 0 y 7, con 0 < v < y(M) (ver la Defini-
cién 1.1.19) y se define la aplicacién ¢ : S, — C por

Y(w) = G(Tw), w e S, (2.59)

donde G es la funcién determinada en la Proposiciéon 1.3.10. Nuestro objetivo
sera demostrar que

fm  D™me (

zj—0,2; Eng

I *
w(w)awgf(w)) (2) =0, (2.60)
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uniformemente en w € S, y z; € Sp,,. Para ello, utilizaremos la estimacion (39) en
[77], que se puede formular para funciones a valores en un espacio de Banach del
siguiente modo:

Existen constantes c3, L(A) > 0 de forma que para cada J € N2 y cada w € S,
se tiene que

HDJ(%Ewg})(w)HB < L(A)|FC (e )T [\M) 5 hae (s Alw)). (2.61)

Sean m € Ny y €3 > 0. Por las propiedades de hy; descritas en la Proposi-
cion 1.1.16, existe €53 > 0 con €3 < R; y de modo que

€3

ha(c3AE )

(2.62)

Distinguimos tres casos:

(i) Siw € S, con |w| > Ry entonces e )Owgf( w) es la funcién idénticamente nula

en C.

(ii) Siw € S, con |w| < &3y z € Sg, basta tener en cuenta (2.61) para J = (0,0) y
(2.62) para poder razonar como en el apartado (ii) de la etapa 2, concluyendo
que

1
Dmes <— wg3(w)) (2 } 2.63
07 (a7 Pe () (2)] < (2.63)
para todo z € Sy.
(ili) Por ultimo, si w € S, con &3 < |w| < Ry, aplicamos el apartado (iii) de la Pro-
posicién 1.3.10 para p = 0, pudiendo garantizar asi la existencia de constantes
positivas b3 y bs (con la notacién alli establecida) de manera que

1 1 1 1

! = Gl S el S ez

Por lo tanto,

1 = * 1 me; (3 %
w(w)ﬁwgf(w))(Z) < W‘D (Ougr(w)) ()]

i

para todo z € Sg. Junto con (2.51), podemos deducir que

ltm D™ (

z2;—0,2; GS(}].

I = *
J (w>awgf(w)) (2) =0 (2.64)

uniformemente en w € S, tal que &3 < |w| < Ry y en 2 € Se,-
A la vista de (i), (2.63) y (2.64) se concluye lo pedido.
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2.5.4. Etapa 4

Se considera el abierto 2 = DN .S, = B(0, R1) N .S,, y se elige un disco abierto
D’ en C, centrado en 0 y tal que D C D’. Definamos la funcién

1—
U} = FC3A,Q,B(—3wg})7

(0
donde ¢; es la constante fijada en (2.61) y F.,a0p es el operador de extensién
dado en el apartado (ii) del Corolario 1.2.14, de modo que v} es una funcién de

clase C* definida en C y que coincide con %8“, gy en (). Aunque en la construccion
original del operador T 4, no es necesario, supondremos también que el operador
F., 10,5 proporciona funciones con soporte en D', lo que es licito de acuerdo con el
Corolario 1.2.14. En esta etapa vamos a probar que

lim D™ (v}(w))(z) =0 (2.65)

2;—0,z; ESGJ.

uniformemente para w € Cy z; € Sg,.
J
Comenzamos recordando el clasico teorema de valor medio para funciones a
valores en un espacio de Banach.

Teorema 2.5.3 (]23], Teorema (8.5.4)). Sean F, F' dos espacios de Banach, f una
aplicacion de E en F', continua en un entorno de un segmento S que une dos puntos
Toy xo+tde E. Si f es diferenciable en cada punto de S, entonces

1/ (zo + 1) = f o) || < [It]] Sup, 1 (o + €)1 -

Sea g4 > 0. Es claro que basta demostrar (2.65) para w € C \ €, puesto que
la extension coincide con la funcién de partida en €2 y para esta ya se ha probado
(2.60). A partir de (2.61) se tiene que (1/¢)5wg} € Cm,c54(Sy, B) para una cierta
constante ¢3 > 1. La expresion en (1.12) permite deducir que para cada ¢ € N se
verifica que

is Q I
TijV(Ld t(we,Q))(ang}) c CM,dlA(Sm B)
para una constante d; > c3 > 1.

Dado m € Ny, fijaremos en esta etapa

& a €4 }
2 " 6kCL2M, (1 + b2 + D2)AmmlM,,” 3CLDyMyb(dy A)mm!M,,”’

€ = min{

donde C'; L y D, son las constantes asociadas a la familia de derivadas de igwg}

en  (que forman un jet de Whitney) que aparecen en (1.13), mientras que k, a y b
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son las constantes asociadas al recubrimiento por discos de C \ Q que se establecen
en la Proposicion 1.2.12. Por brevedad, para cada w escribiremos N (L, w) en lugar
de N(Ldist(w,2)).

Distinguimos dos casos dependiendo del valor de dist(w, Q):

(i) Si w € C\ Q y dist(w,Q) < & entonces para cada { € N de forma que
w € B(xy, kry), y para cada z € Sy se tiene que

(2N L5 .
| D™mes (T@( 7 )(angf)(w)>(z)|
(N (ls me; (m2N(La) (L5
< (070 (1100 (FBugi) () () = D" (15140 ([Bug) (@) ) )]
(2.66)
. 2N (L,xy 15 * me; 1= * A
+ D (121 (0ug3) 0 ) (2) = D™ ([ Dugy) @) ()] (2:67)
107 (a5 @0) (2)] (269

Estudiaremos cada uno de estos tres sumandos por separado:

(i.1) Para estimar el término en (2.66) aplicamos el Teorema 2.5.3 sobre el
segmento [, w] C B(xy, kry), obteniendo que

T ® '3 P
120 (13,5000 ~ 720 (D) 0l

LD (TZN(L ) (;(%g})) (e + E(w — )

(0

< |w — x| sup sup
0<€<1 p2442<1

&9 2N (L,xg) 1 * o HB
+ kD (T (wawgf)) (CCg + f(w wf)) M.d; A
< sup [[D7 (72507 (D)) )@+ gl = 0|
T o<e<t et M, di A
F 2N(L,£Bg) l_ * _ HB
1 e G G ) [T )] N

Para cada 0 < ¢ < 1, llamemos t; a o, + {(w — x;). La expresién anterior
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se acota por

Sdist(w,ﬁ) sup Z [HDéV[(szv(L’mZ)(lgwg}))(té)

0<€<1 =12 ¥
) ),
n HDeV [(T;N(L /) (ia"g})) () — TﬁN(L te) (;81119‘1“) (tg)] H;dlA

o[ G e, )

P M,d; A

Aplicando las desigualdades (1.17), (1.18) y (1.12), acotamos esto ultimo
por

2k e}
—dlst(w Q) sup [CL2M1hM(LdiSt(CUe + &{(w —x),Q))
0<¢<1

+ M,C(Lb)*ha(Ldist(te, Q) + C(LDy)* M,

2k
< —&CL* M (1 + b + D3).
a

Por lo tanto, siguiendo un razonamiento similar al de etapas anteriores se
concluye que

me; , L 1 * , 1 - *
|D (T2£V(L z)(l/}awgf)(w) i szV(L Z)(angf)(w€>>|
2k
< S CLPM(L+ 0 + DY) A mIM,, < % (2.69)

(i.2) Para acotar (2.67), basta acudir a la expresién (1.13) y aplicar la definicién
de la norma || - [|§.4, 4, Obteniendo la cota

< CLDyMb&(dy A)"mIM,, < %4 (2.70)

(i.3) Por tltimo, para acotar (2.68) tenemos en cuenta (2.35) con w = &, para
garantizar la existencia de d, > 0 tal que si z € Sp v |zj| < 4,4, entonces
se tiene que

€4

(L8.03) (@0)(2)] < 2. (2.71)

‘Dme]-( w 3
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(i)

De acuerdo con (2.69), (2.70) y (2.71), se concluye que si w € C\ Q es tal que
dist(w, 2) < &, entonces para cada ¢ € N de forma que w € B(xy, kry) y para
cada z € Sg con |z;| < d4 se verifica que

. ) 1=
D (120 (L) ) )] < o
con lo que
x) (L5
D™ (v (w) (2)] < ZW’? )| Dmes (T2 e)(angf)(w))(z)} < ey

(2.72)

Supongamos que dist(w,ﬁ) > £4. Puesto que v} tiene su soporte contenido
en D', bastard razonar para w € D’. En este caso, para cada ¢ € N tal que
w € B(xy, kery) se tiene que dist(xy, Q) > adist(w,Q) > aéy, luego existe
T € Ny de modo que 2N (L, xy) < T para todos los ¢ € N mencionados. Ademas,
es claro también que existe una constante M > 0 de forma que |w — & < M
para cada w € D" y &, como antes. Entonces, si z € Sy, se tiene que

}Dmei (v* (w)) (2) ‘

1
< Z¢én )| D™ ( iiV(L’ E)(E

S0 Y gl =&)D" (DK (D)) (=)
@ |

K| K|<2N (L) v

SSonm Yl

K:|K|<2N(L,x)

Fugy)(w))(2)]

x [KH;K %mm (%)(wﬂ D™ (DX2(3,,05) (w)) (z)u L (273)

Teniendo en cuenta el apartado (iii) de la Proposicién 1.3.10, para cada K; € N2
con |[Kq| <|K|<2N(L,xz;) <T se tiene que

1 1
o (5t <50 (g
< 7 b F Y K WMy (han (B | w])) !
S méX{l,Tb4}Tb3T!MT(hM<b5T§4))_1 =: E

Estamos en condiciones de aplicar el Lema 2.5.2 para garantizar que, dado
g4 > 0, existe 94, > 0 de modo que

| D™ (DX (Dugh)(w)) ()] < M -
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para todo K € N2 con |K| < T, todo z € Sg con |z;| < &, y todo w € C con
|w| > &4. Por lo tanto, bajo estas condiciones,

| D (v (w)) (2)]
=D LIS DENR A L] [ D S
B o K! ‘ KK, ],
4 K:|K|§2N(L,a:g) Ki+Kyx=K
1 R ~ &4
14 K:|K|<T
-~ &4
= <Z¢€vn(w)>e4MLe4Mz = &4. (2.74)
4

De (2.72) y (2.74) se deduce (2.65), con lo que concluimos.

2.5.5. Etapa
Sea I el ntcleo de Cauchy,

K(w) = —(rw)™", w e C\ {0}, (2.75)

y consideremos una funcién y en Cyp 4(C), con soporte en D’ e idénticamente igual a
lLen D = B(0, Ry), cuya existencia se obtiene en [5, 13, 18]. Se define u} = Kx(xv}),

que resuelve la ecuacién gu} = xv} en C y cuyas derivadas estdn sujetas a cotas en
términos de M. Nuestro objetivo es probar que

lfm  D™e <u;(w)) (2) =0, (2.76)

zj—0,2; Gng
uniformemente para w € Cy z; € Sp,,. Para ello necesitaremos el siguiente

Lema 2.5.4. En las condiciones anteriores, para cada w € C y z € Sy se tiene que

yw)(z) = Kw) s (opyan(z) =~ [[ X gy 2

siendo & = 7 + in. Ademas, para cada m € N se cumple que
DmeJ v z
D™ (wh(w))(z) = —— // f(g))( >drdn.

Demostracion:
La primera igualdad es clara si se interpreta la integral como limite de sumas de
Riemann. En cuanto a la segunda, basta realizar un razonamiento inductivo, y nos
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limitaremos a presentar la prueba de la igualdad para m = 1y 7 € N arbitrario.
Sea w € C y consideremos la aplicacién F : C x Sg — C dada por

X(§)v3(6)(2)
{—w

Se tiene que para cada z € Sp la funcién F{, ) dada por

Fluz)(§) = w £eC,

—w

F(& 2) =

es integrable en C, pues § — x(§)v}(§)(2) tiene soporte compacto y la aplicacion
& — 1/(£ — w) es integrable en un disco centrado en w. Ademéds, para cada £ € C,

la funcién
R(z) = O,

admite derivada parcial continua respecto de z;, ya que la aplicacién vg, dada por
vg(§, 2) = v}(€)(2), pertenece a C*°(C x Sp).
Por tltimo, fijemos zy € Sg. Las cantidades

z € Sy,

K =méx|x(§)] vy  Lj=mdx|D%(v}(¢))(2)|

ceD’ zE€Sy

son finitas (obsérvese que v}(§) € B), de modo que

. 0 sié ¢ D
DOe) p < q:(€) = _ ’
| (évz)l = g](f) {?LJ; siéelD,

para todo z en un entorno de z(. Si vemos que

1
drdn < oo,
[

basta aplicar el teorema de derivacién bajo el signo integral para deducir el resultado.
Ahora bien, dado > 0 podemos escribir

1
———dtdn
=
1 1
_ / / = drdn+ / / ————drdn
{¢€D’:|e—w|<6} 1€ — wl {€eD":|e—w|>6} 1€ — wl

< // Ld?dﬁ + 1m(ﬁ) < 27d + 1m(ﬁ) < 00.
<o [€] 0 0
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U

_ Pasamos a la prueba de (2.76). A partir de (2.65) se tiene que dado €5 > 0 existe
05 > 0 de modo que

D" (v} (w)) (2)] < &5

para todo w € Cy z € Sp con |z;| < d5. Por lo tanto,

e 3 w) )] = | / il 5W)Mﬂ

Dmej
e w|<£>><z>|d7dn
K 1 —
§K€5;/D,|€_w|d7'd7”]§?(27T5+5m(D/))€5

2.5.6. Etapa 6
Se tiene que el operador de extension es el dado por
Tanf = Ff = gp — Yu}.

A partir de (2.41), (2.76) y teniendo en cuenta que la funcién ¢ es acotada en S,
se deduce inmediatamente que

lim D™ (Fj(w))(z) =0

Zj —>0,Zj 689].

uniformemente para w € S,y z; € ng,, con lo que concluye la demostracion del
Lema 2.1.7.






Capitulo 3

Problema de momentos de

Stieltjes en los espacios de
Gelfand-Shilov

3.1. Espacios de Gelfand-Shilov. Momentos

Comenzamos este capitulo definiendo los espacios de funciones complejas in-
definidamente derivables y de decrecimiento rapido con los que trabajaremos, y
presentando algunos resultados relativos al denominado problema de momentos de
Stieltjes en estos espacios.

Definicién 3.1.1. Se denotara por S(R) al espacio de las funciones complejas de
decrecimiento rapido, es decir, al espacio vectorial de las funciones complejas, defi-
nidas y de clase C* en R y tales que para cada (3, v € Ny se tiene que

sup |2° D7 f(z)| < oo.
T€R

La topologfa natural del espacio S(R) serd la definida por la familia (gs,)g~en, de
seminormas dada por

Qo4 (f) =sup |2°DVf(z)], B,y €No, f€SR), (3.1)

z€R

que lo dota de estructura de espacio de Fréchet.

Si para cada f € C*(R) y para cada (3, v € Ny escribimos

Qs (f) = / DU (@) dr, P (f) = sup (14 [22)71 D7 f(2)],

z€R

se verifica el siguiente resultado (ver [41, p. 3-6]).

81
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Proposicién 3.1.2. (i) Dada una funcién f € C*(R), los enunciados siguientes
son equivalentes:

(i.1) gs~(f) < oo para todos 3,7 € Ny.
(i.2) Qp~(f) < oo para todos 3,7 € No.
(i.3) Ps(f) < oo para todos (3,7 € Np.

(ii) Las familias de seminormas (Qg)sqen, ¥ (Ps)g-en, generan la topologia
natural en S(R).

Observacion 3.1.3. El conjunto
S(0,00) :={f € S(R) : f(x) = 0 para todo x < 0}

es un subespacio vectorial cerrado de S(R), pues basta observar que la convergencia
en S(R) de una sucesién de funciones implica la convergencia puntual. Por lo tanto,
S§(0,00) serd de Fréchet con la topologia de subespacio.

Definicién 3.1.4. Para cada n € Ny y para cada f € S(R) se define el momento
n-ésimo de f como

(1) = [ Zf(x)fc"dx-

Observacion 3.1.5. Obviamente, estas integrales son convergentes, como se deduce
sin mas que escribir

y observar que

sup | f(x)-2""?| < oo para cada n € N.

Tz€R
La sucesion (pu,(f))nen, recibe el nombre de sucesion (o familia) de momentos de
la funcién £, y se puede definir la aplicacién M de S(R) en Co que a cada funcién
f € S(R) le asocia su sucesién de momentos. Para cadan € Ny y para cada f € S(R)
se tiene que

()] = ‘ [ st < @uats)

de donde resulta que si en CNo se considera la topologia producto, la aplicacién M
(que obviamente es lineal) es continua.
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De forma natural surge la siguiente cuestion: dada una sucesion arbitraria pu =
(ftn)nen, € CNo, jexiste f € S(R) tal que M(f) = p? La respuesta es afirmativa y
fue obtenida por A.J. Durédn [24], que de hecho demostré el siguiente resultado:

Teorema 3.1.6. Para cada sucesién g = (i )nen, € CY° existe ¢ € S(0,00) de
forma que M(¢) = p.

Sin embargo, al igual que ocurrié en el caso asintdtico (ver Teorema 1.3.4), no es
posible dar la solucion en términos de la existencia de un operador lineal y continuo.

Teorema 3.1.7. No existe una aplicacién T': CYo — §(0, c0) lineal y continua tal
que

M ol = Id(CNO‘

Demostracion:

La prueba es similar a la del Teorema 1.3.4. Razonemos por reduccién al absurdo
suponiendo que existe una aplicacion T en las condiciones del enunciado. Si E; :=
T(CMNo), entonces se tiene que

E,={peS(0,00): ¢ =TMop}.
En efecto, sea ¢ € E), existe a € CNo para el cual T'(a) = ¢, con lo que
a=M(T(a)) =M(¢), luego ¢ ="T(a)=TMg,

y por consiguiente F; C {¢ € §(0,00) : ¢ = TM¢}. La otra contencién es inme-
diata.

Por lo tanto, By = (Idg(,e) — TM)71(0), y como Idg(o,c) — T'M es continua,
tenemos que FE; es cerrado en §(0,00). Dado que MT = Ideyy, v TM = Idg,,
deducimos que Ty M establecen un isomorfismo entre CYo y E;. Pero esto no es
posible, ya que F; admite una norma continua, digamos

loll = sup [6(1)] = qool9), &€ B,

te(0,00)

mientras que CN° no la admite. [l

A la vista del resultado anterior, interesa determinar subespacios de S(0, )
y de CMNo, digamos ¥ y T, respectivamente, de modo que, dotados de topologias
adecuadas, permitan la construccién de operadores T : I' — X lineales y continuos
y tales que M o T = Idr. Como veremos, se obtendran resultados satisfactorios en
el marco de los espacios denominados de Gelfand-Shilov, que pasamos a introducir.
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Definicién 3.1.8. Sea M = (M,,),en, una sucesion de niimeros reales estrictamente
positivos. Se denota por Sy (R) el conjunto de las funciones f € S(R) tales que existe
A = A(f) > 0y para cada v € Ny, existe C;, = C,(f) > 0 de forma que para cada
B € N,

sup |2’ D7 f(x)| < C, AP B\ Mj,.

zeR
El conjunto Sp(R) es un subespacio vectorial de S(R).

Para cada ntimero real A > 0 se define

|2° D7 f (z)]
R) = R) : CABB M '
Sm.a(R) {f € S(R) : para cada v € Ny, me;}/lgIéNo ABBI My < oo}

Observacién 3.1.9. Es inmediato que Sy a(R) es subespacio vectorial de Sy(R) y
SM(R) = U420 Sma(R). Ademds, si 0 < A < B se tiene que Sm,a(R) € Sm s(R).

Por otra parte, el espacio Sy.a(R) no es trivial (no se reduce a la funcién nula)
siempre que la sucesion M cumpla que

i |
fof §IM; > 0,

condicion que satisfaran todas las sucesiones que consideremos. Es obvio que, bajo
esta hipotesis, toda funcién f indefinidamente derivable en R y con soporte contenido
en [—A, A] pertenece a Sy a(R).

Definicién 3.1.10. Para cada v € Ny se define la seminorma p, en Sy a(R) por

B
py(f) = sup =D (w)]

3.2
ser geN, APBIMg (3:2)

La topologia natural del espacio Sm 4(R) serd la generada por la familia (p,),en,
de seminormas.

Proposicién 3.1.11. Sy a(R) con su topologia natural es un espacio de Fréchet.

Demostracion:
El espacio Sy 4(R) es Hausdorff, pues si f € Sy a(R) no es la funcién idénticamente
nula, se tiene que

2P f ()] | f(2))
= su —— = > gsup —— > 0.
polf) wER,BIéNO ABBIMg — xeﬂlg M
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Ast que el espacio Sy, a(R) es metrizable por ser semimetrizable y Hausdorff. Veamos
que Sm a(R) es secuencialmente completo. Sea (f,,)72; una sucesién de Cauchy en
Sm.a(R) y veamos que es convergente en Sy a(R).

Para cada v € Ny y para cada & > 0 existe ng = ng(7,¢) € N tal que si n,m > ng

entonces |2 (DY f(z) — D7 fn ()]
€T v n\T) — 7 m\ L
n—Jm)= 8 =<
Polfn = Jm) = sup APBIM,

En particular, si v y 8 € Ny y n, m > ng resulta
su]g 12°(D7 f(x) — D7 fr ()] < APBIMge.
[AS

Se sigue que la sucesion (f,,)7, es de Cauchy en S(R). Como el espacio S(R) es de
Fréchet, existe f € S(R) tal que (f,,)22; converge a f en el espacio S(R).
En particular, para cada v € Ny la sucesién de las derivadas (D7 f,)>°, converge
uniformemente hacia D7 f en R. De aqui se sigue que para cada (3,7 € Ny

|27(DY (ful@) — f@)] _ . 27DV fu(z) — D fn(2))]

=1 <e.
ABBIM, oo ABBIM, =°

Sea v € Ny. Existe ny = ny(y) tal que

py(fo— fm) <1, paran,m >n,.

Por consiguiente, para todo § € Ny, para todo x € R y para todo m > n,

|2 (D7 (fal@) = fa)@)] _

APBIMg -7
luego
2D f ()] _ [2" D f(x) = 2" DV fu ()| | |27 D7 f, ()]
APBIMg  — APBIM, APBIM,
27DV (fal2) — ()] | |27 D7 f, (2))]
= < .
Por tanto,
2D f ()]

sup ——— -t
ser gen  APBIM,

Esto prueba que f € Sy a(R). Ademas, si n > no(7, ),
27D (f(z) = fu(2))]

py(f— fa) = sup <e,
A = Fa) 2€R,BeN APBIM,
con lo que la sucesion (f,)22, converge hacia f en Sy a(R). O

A continuacién se definen los espacios SM(R) y SMA(R).
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Definicién 3.1.12. Sea M = (M,),en, una sucesién de nimeros reales estricta-
mente positivos. Se denota por SM(R) el conjunto de las funciones f € S(R) tales
que existe A = A(f) > 0 y para cada 3 € Ny, existe Cs = C3(f) > 0 de forma que
para cada v € Ny,

sup [2° D7 f(x)| < Cz ATy M,

Tz€R
El conjunto SM(R) es un subespacio vectorial de S(R).

Para cada A > 0 se define

"D f(2)]
MA(R) = R) : l« .
SYA(R) {f € S(R) : para cada 3 € Ny, xe?&l,lyIéNo FEITA < oo}

Observacién 3.1.13. SMA(R) es subespacio vectorial de SM(R) y SM(R) =
Uaso SMA(R). Si 0 < A < B se tiene que SMA(R) € SMH(R).

En cuanto a la no trivialidad de SM(R), se deducird bajo ciertas condiciones
naturales sobre la sucesion M en resultados subsiguientes, bien mediante la trans-
formada de Fourier (ver las Proposiciones 3.2.1 y 3.2.5), bien como consecuencia de
un enunciado de Denjoy-Carleman-Mandelbrojt (ver el Lema 3.3.2 y la observacién
que le sigue).

Definicién 3.1.14. Para cada 3 € Ny se define la seminorma p® en SM4(R) me-
diante D7 1)
DV f(x
P = sup 2T
z€R,vENg A'W-Mv
La topologia natural del espacio SM*(R) serd la generada por la familia (p?)gsen,
de seminormas.

SMA(R) con su topologfa natural es un espacio de Fréchet (la demostracién es
similar a la de la Proposicién 3.1.11).

Observacién 3.1.15. Todos estos espacios Spy(R), Sm.a(R), SM(R) y SMA(R)
se denominan de Gelfand-Shilov generales, y fueron introducidos y estudiados por
dichos autores en [31]. Cuando M es la sucesién Gevrey de un cierto orden o — 1 >
0 aparecen los espacios de Gelfand- Shilov clasicos, habitualmente denotados por

Su(R), Sa.a(R), ete.
Consideraremos también los subespacios cerrados

Sma(0,00) ={f € Sma(R) : f(z) =0 para cada z € (—00,0]},
SMA0,00) ={f € SMAR) : f(x) =0 para cada x € (—00,0]},

que con la correspondiente topologia de subespacio son de Fréchet.
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3.2. Transformada de Fourier en los espacios de Gelfand-
Shilov

Los enunciados de esta seccién determinan la forma en que opera la transformada
de Fourier sobre los distintos espacios de Gelfand-Shilov generales que acabamos de
introducir. También se caracterizan las transformadas de los elementos de Sy (0, 00).

Se define la transformada de Fourier de una funcién integrable f : R — C como

flw) = () = [ e, wek

Para funciones de decrecimiento rapido, la antitransformada de Fourier esta dada
por

F(g)(2) 1/Wgwwmwm (3.3)

:% .

de modo que F~ ' o F = Fo F! =Idgw).
En los siguientes resultados M = (M,,),en, serd una sucesion casi-creciente (véase
la Observacién 1.1.6), de manera que

M
Co:= sup —1 < oo0. (3.4)
(wa)eNzo<a<p My

Proposicién 3.2.1. Sea M = (M, )nen, una sucesién casi-creciente y A > 0. Para
toda f € SMA(R) se tiene que f € Sya(R), v la aplicacion

F: SMAR) — Spa(R)
f—17

es lineal y continua.

Demostracion: )
Sea ¢ € SMA(R), y veamos que ¢ € Sy a(R). Para cada w € R, 3,7 € Ny se tiene
que, en virtud del teorema de derivacion bajo el signo integral,

‘w%w(w)‘ = 'wﬂ(—i)V/ tw(t)e—iwtdt‘ = ‘/ (—iw)Pe” ™ p(t)dt| .  (3.5)
Por ser ¢ una funcion de decrecimiento rapido, es claro que

lim t"D"p(t) =0

t—=+o0
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para todos m, h € Ny. Por lo tanto, aplicando partes [ veces en la ultima expresién
de (3.5) tenemos que

‘wﬁgg(v)(w)‘ - /_ Z(tw(z&))@e—mdt‘ = ' /_ N i <§> () B R ()t dt

k=0
min {3,7} _
5) /Oo Y+ —k —iwt
=| > PR (et dt
min {3,7} 1
5) 7! [/ —k (B—k
<y ( £k 0 (1)
P k) (v =k [
o0 o dt -1 o dt
T / O e LU= BCY

Dado que ¢ € SMA(R), y en virtud de la definicién de las seminormas (p°)sen,, €s
inmediato que para todo t € R y m € Ny, se tiene que

"R ()] < p™(9) APTF(B — k) Mp_i,

con lo que la tltima expresién en (3.6) se acota por

min {8,7} _ 0o
> <£> AT (B — k)\ M [ / 1 P (¢)dt + 2 / P (o)t
- 1

=0 (v —k)! 1

min {3,7} B—k(a _
- 3 () A 0 o)

k (v — k)!

k=0

Asi se deduce que

wp [2700w)
wek e, APBIMB
min {8,7} _
1 Bl ANATRB - B)\Mpy y+2—k
SSRANG & WG-BL Gk 0 @)
min {5,7}

_ Mﬁ—k 2 y—k y+2—k

= sup ’; V! M, Akk:!(y—k:)!(p () +p"75(9))

<a Y (1) 507+ o), (5.7)

k=0
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donde Cy es la constante definida en (3.4). Deducimos que para cada 7 € Ny,
py(¢) < 00, asi que ¢ € Sma(R), v la aplicacién F es continua, pues para cada
Y € N07

m@sanQ}%w*w+w%ﬂw.

k=0

Observacién 3.2.2. Como

SMR) = [JSMR) v Su®) = | Sma®),

A>0 A>0

concluimos del lema que F(SM(R)) C Sm(R).

Proposicién 3.2.3. Sea M = (M,,)nen, Una sucesién casi-creciente y de crecimiento
moderado (Definicién 1.1.11). Entonces existe ¢ > 1 (que depende de M) de forma
que para cada A > 0 y para toda f € Sy a(R) se tiene que f € SMeA(R), y para
ese ¢, la aplicacién

F : Sma(R) — SMA(R)
f—17

es lineal y continua.

Demostracion:

Sea ¢ € Sm.a(R). Veamos que ¢ € SMA(R) para todo ¢ > A; > 1, siendo 4 la
constante que aparece en la condiciéon (u) de crecimiento moderado de M. Razo-
nando como en la demostracién del Lema 3.2.1, para cada w € R, 3,y € Ny se tiene
que

min {87}
i< Y (D)L [ oo i

— (y — k!
o B dt -t B dt
+/|ﬂ“%WWm§+/|ﬂH%WWm§] (3.8)
1 —00

Puesto que ¢ € Sm a(R), la propia definicién de las seminormas (pg)gen, permite
escribir, para todo t € Ry m € Ny, que

"R ()] < pp_i(¢) A™mI M.y,
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y la expresion en (3.8) se puede acotar por

8 s 2pp—1($)7! k k2
> </~c> Tt AT R ATy — ke 2)UMy ]
k=0

Fijada una constante ¢ > Ay, tenemos que

w? o) (w)]
sup —————
weRyeN, (CA)YYIM,

min {8,v} — -
3 AT RN AY—R2 —k+2M,_
< sup 2<k)pﬂ—k(¢)[ A»y]\}k gyv k)'M’Y k+2]
+eNo — . (C ) T, (C ) (ry - ) ol
(1) 2)

Estudiamos (1) y (2) por separado:
(i) Como, en virtud de (3.4),

M,},,k
< C k<
7‘[7 >~ ©0, e
y para cada k < vy se tiene que —1 < —, concluimos que (1) < Co
r 1 u ul u )
p _’)/ q C,y_ck,u _(C])k

(ii) Llamemos fu~ al valor en (2), es decir, para k,v € Ny con k < 7,

(v =k +2)IM, g2
AAR2M (v — k)

My =
Veamos que

sup {um ;7€ Np,0<k <min {ﬁ,’y}} < 00. (3.9)

(ii.1) Si & = 0, para v € Ny se tiene, en virtud de la propiedad (i) y de la
eleccion de ¢, que

_ (4 2IM A (320 D)MLATTA
,uo”y C'YM,Y')/! - c y—00 '

Por tanto, existe Hy > 0 tal que po, < Ho, para cada v € No.
Con este caso concluimos la prueba de (3.9) si 5 = 0.
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(ii.2) Sik =1,y v € Ny, v > 1, de nuevo por la propiedad (u) y por la eleccién
de c,
| v+l
by = (v + DM, A < (v + Dy M AT A .0
' CVM’Y(IV - 1)' cv ~y—00

Por lo tanto, podemos encontrar una constante H; > 0 tal que p;, < H,
para cualquier v € Ny con v > 1.
Con (ii.1) y (ii.2) hemos concluido la prueba de (3.9) si § = 1.

(ii.3) Sik>2y~y >k,

(V=k+2)IMy o (V= k+2)(y —k+ 1) My g0

Py = TV AR2M, (v — k)! - v AR=2 M,
(v=—k+2)(y—k+1)
por ser ¢ > 1, luego para cada k € {2,3,...,3} existe una constante

Hj, > 0 para la cual p, < Hj, para cualquier v € Ny, v > k.

Considerando H = max{Hy, Hy, ..., Hz} podemos concluir que el superior
en (3.9) es a lo sumo igual a H.

En consecuencia,

sup L W)M)‘ Zﬁ:Q( )pﬁ " {(j’)k +H}. (3.10)

weR,yENy (CA thl v 0

Deducimos que para cada 3 € Ny, pﬁ(d)) < 00, asf que ¢ € SMeA(R), y la aplicacién
F es continua, pues p’(¢ ) < Zf 02(5)]% k( [(CA)k + H}, 0 € Np. O

Observacién 3.2.4. Como

R)=|JSua®) y SM®) =[] R

A>0 A>0

concluimos del lema que F(Spm(R)) € SM(R).

Proposicion 3.2.5.
(i) La aplicaciéon H : S(R) — S(R), dada por (Hf)(z) = f(—z), f € S(R),
x € R, es biyectiva y bicontinua de Sy a(R) (resp. SMA(R)) en Sy a(R) (resp.
SMA(R)). Ademés, se tiene que H = H~L.

(i) F' = 5-HoF en S(R).
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(iii) Sea M = (M,)nen, una sucesion casi-creciente y de crecimiento moderado.
Se tiene que:

(iii.1) Para cada A > 0, F 1(Sm.a(R)) € SMA(R), y la aplicacién

FL. Sma(R) — SM’A(R)
f

— f

es lineal y continua.

(iii.2) Existe una constante ¢ > 1 (que depende sélo de M) tal que para cada
A > 0 se tiene que F~1(Sm,4(R)) € SMeA(R), y la aplicacién

F: Sma®R) — SMA(R)
f—1
es lineal y continua.

(iv) Se tiene que

F(SMR) =Sm(R) y F(Sm(R)) =SM(R).
Demostracion:

(i) Es inmediato.
(ii) A la vista de (3.3) es inmediato que ambas expresiones coinciden.

(iii) Aplicamos el apartado anterior junto con la Proposicién 3.2.3 (resp. la Propo-
sicién 3.2.1) para obtener (iii.1) (resp. (iii.2)).

(iv) En primer lugar, a partir de (iii.2) es claro que F1(SM(R)) C Sm(R), por
lo tanto, SM(R) = F o F1{(SM(R)) C F(Sm(R)). Teniendo en cuenta la
Observacién 3.2.4, se concluye que F(Sp(R)) = SM(R).

Anélogamente, de (iii.1) se puede deducir que F~!(Sy(R)) € SM(R), con lo
que se verifica que SM(R) = F o F1(Sm(R)) € F(SM(R)). Junto con la
Observacién 3.2.2 se obtiene que F(SM(R)) = Sm(R).

0

La siguiente proposicién caracteriza las transformadas de Fourier de los elemen-
tos de Sp(0, 00).

Proposicién 3.2.6. Sea M = (M,,),en, Una sucesién casi-creciente y de crecimiento
moderado. Consideremos una funcion compleja v definida en R. Son equivalentes:
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(i) La funcién ¢ es la transformada de Fourier de una funcién ¢ € Sy (0, 00).

(ii) Se dan las siguientes tres condiciones simultdneamente:
(ii.1) ¢ € SM(R).
(ii.2) v puede extenderse a una funcién ¥ continua en U = {z € C : Imz < 0}

y analitica en U = {z € C : Imz < 0}.

(ii.3) ¥ se anula cuando z — oo en U.

Demostracion:

Veamos que (i) implica (ii):

(ii.1) es claro puesto que, aplicando la Proposicién 3.2.5, se tiene que .7:(81\/[( ) =
SM(R). Para demostrar (ii.2) y (ii.3), consideramos la funcién f : R x U — C que
viene dada para cada (¢,z) € R x U por

F(t,2) = o(t)e ™.

Se verifican las condiciones siguientes:
a) Para cada t € R, la seccién f*: U — C dada por f*(2) = f(t,2), 2 € U, es
continua en U y holomorfa en U.
b) Para cada z € U, la seccién f, : R — C dada por f.(t) = f(t,z), t € R es
medible Lebesgue por ser continua.

¢) Paracadat € Ry cada z € U, |f(t, 2)| < é(t), verificandose que ¢ € L'(R).

Por los teoremas de continuidad y holomorfia bajo el signo integral, podemos definir
la funcion

UV:U—C

z—>/ B(t)e = dt,

que serd una funcién holomorfa en U y continua en U. Es claro que ¥ extiende a 1.
Queda solamente probar (ii.3), lo que haremos distinguiendo varios casos:

1. Sea z = = € R. Entonces ¥(z) = 1(z) = ¢(z), y el teorema de Riemann-
Lebesgue garantiza que lim, 1. ¥(z) = 0.

2. Sea e € (0,7/2). Siz € S = {ze€C:argz € (—7m+¢e,—¢)}, tenemos que
Imz < _|Z‘ sene, luego ’e—izt‘ = eIm(z)t < €—|Z\tsen€’ y

0 1
( / (1) _’tht‘<max¢ / eleltsene g — mx ()
0

—
t>0 t>0 |z| Sen £ z—oo
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3. Seace (0,7/2).SizeT={z€C:argz € [—¢,0)}, z =z + iy, es claro que

V(x4 iy) = /000 p(t)e #dt = /000 p(t)eve ™ dt = F(p(t)e’)(x).  (3.11)

Llamando ¢,(t) = ¢(t)e¥", tenemos que ¥ (x + iy) = F(¢,)(x).
Teniendo en cuenta que ¢, € C*(R) y que ¢, ¢, € L'(R), una propiedad
estandar de la transformada de Fourier garantiza que

2 F(0,)(x) = F(6))(). (312)
Es claro que
Fe@l=| [ doeal< [Cooue= o). e

Ahora bien, ¢ (t) = ¢'(t)e¥" + ¢(t)ye?", luego

l93ll, = ll¢'@e” |, +{lye@e]l, < H¢’H1+||¢Hoo'/o lyle’dt = ||, +[|¢]l.

(3.14)
Por otro lado, como z € T, tenemos que = = |z|cos(argz) > |z|cos(e) > 0,
luego, utilizando (3.11)—(3.14), deducimos que

(1], + lell.) — o

|z| cose 2—00

0 (=) = [F(6,)(2)] = - |F()(@)] <

En el sector T = {z € C:argz € [t —e,m)}, € € (0,7/2), podemos razonar
analogamente, llegando a la misma conclusion.
Por tanto, hemos probado que

lim  W(z) =0,

ZGU,Z—)OO

y tenemos (ii.3).

Probamos a continuaciéon la implicaciéon contraria:

Basta ver que ¢(z) = %ffooow(t)emdt estd en Sy(0,00), pues en ese caso, por

la férmula de inversién sabemos que ¥ = ¢, como querfamos. Segin (iv) de la

Proposicién 3.2.5, tenemos que ¢ € Sm(R). Resta ver que ¢(z) = 0 para cada
x < 0. Por (ii.2), existe ¥ que extiende a ¢ en U.

Sea z < (. Para cada R > 0 consideramos el camino 'y = I'g; + I'g 2 dado por

FR71 . [0,71'] b (C

0 —s Re "
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FRQIP—R,R]——>C

t—1.
Dado § > 0, sea I's g la curva de clase C* a trozos, frontera del dominio
QGr={z€U:|z| <R/Imz < —0},

recorrida en sentido horario. De acuerdo con (ii.2), y aplicando el teorema de Cauchy,

se tiene que
/ U(2)e™ dz = 0.
Ts.r
Un sencillo paso al limite cuando § — 0 permite deducir que
0= / U(z)e™*dz = / U (z)e™dz + / U(z)e™dz, (3.15)
T'r FRJ 1—‘R,2
para cada R > 0. Ahora bien,

/ U (z)e"*dz
Tr1

/\I/(Re_w)emRe_w(—i)Re_de‘
0

< méx [U(2), / ReRsend g (3.16)
|z|=R,z€U

=2 méix |¥(z \/ Re*ftsenfp, (3.17)
|z|=R,zeU

Como sen > 20/ para cada 0 € [O, g], deducimos que

zR26
‘/ Je*dz| <2 méax |U(z |/ Re™%" df
g1 |z|=R,z€U

<2 max |¥(z |/ Re™%"do
|z|=R,zeU

= mix |¥ ()|——>OcuandoR—>oo
|2|=R,z€U X

Para cada R fijado,
/ U (z)e™*dz = 0.
g

Por lo tanto, pasando al limite cuando R — oo en (3.15) se concluye que

1 , 1 .
0= lim —/ U(z)e™*dz = lim —(/ \I/(z)e””dz%—/
R—o0 2T Tr R—oo 2T Tra

I

\If(z)emzdz>
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1 , 1 .
= lim —/ U(2)e" dz + lim —/ U(z)e"*dz = 0+ ¢(x) = ¢(x),
g2

R—oo 2T
como queriamos. O

Teniendo en cuenta las Proposiciones 3.2.1, 3.2.3 y 3.2.6, se deduce la siguiente

Proposicién 3.2.7. Sea M = (M,,),en, Una sucesién casi-creciente y de crecimiento
moderado. Sea ¢ una funcién compleja definida en R y A > 0. Son equivalentes:
(i) La funcién ¢ es la transformada de Fourier de una funcién ¢ € Sy, (0, 00)
(para cierto ¢; > 1).

(ii) Se dan las siguientes tres condiciones simultaneamente:
(ii.1) v € SM24(R) para cierto ¢y > 1.

(ii.2) ¢ puede extenderse a una funcién ¥ continua en el semiplano inferior
U={z¢€C:Imz <0}y analiticaen U = {z € C : Imz < 0}.

(ii.3) ¥ se anula cuando 2z — oo en U.

3.3. Problema de momentos de Stieltjes en S™(0, c0)

Nos disponemos a generalizar el siguiente resultado de J. Chung, S-Y. Chung y
D. Kim [19].

Teorema 3.3.1. Sea o > 1 y M = (n!“ !)yey, la sucesion Gevrey de orden a — 1.
Para cada sucesién de niimeros complejos (i, )nen,, €xiste una funcién f € SM(0, co)
de forma que M(f) = (Mn)nENO'

La generalizacion se lleva a cabo en dos aspectos: los exponentes de x en las
integrales que definen los momentos pueden conformar una sucesién mas general
que simplemente la dada por (n),en,, v la funcién f podré ser tomada en el espa-
cio SM(0, 00), para una sucesién M sujeta a ciertas condiciones poco restrictivas.
En nuestra opinién, no es posible obtener el resultado que sigue con las técnicas
empleadas en [19].

Se hard uso del siguiente resultado de Denjoy-Carleman-Mandelbrojt, cuya de-
mostracién puede encontrarse en el Teorema 4.2 en [42].

Lema 3.3.2. Sea M = (M, )nen, una sucesién que satisface la propiedad () de
no casianaliticidad, y tal que la sucesién (n!M,),cn, satisface la condicion (ap).
Entonces existe una funcién de clase C*, no idénticamente nula, ¢ : R — [0, 00) de
forma que sop(¢) C [0, 1], y tal que existe A > 1 con

z€[0,1],n€Np ArnlM,
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Observacién 3.3.3. Teniendo en cuenta la definicién de los espacios de Gelfand-
Shilov generales, es claro que la funcién ¢ en el lema anterior pertenece a SM(0, c0).
Ademss, cabe destacar que para cada o € Ry f € SM(0, 00), la integral

o0
/ zf(x)dx
0
converge, pues para cada v € N se tiene que

im 2% 20t 2t f(2) = 0.

z—0 ¥ T—00

Nos disponemos a enunciar nuestro resultado, cuya prueba esta basada en una
idea de A. Yu. Popov [62].

Teorema 3.3.4. Sea M = (M, )nen, una sucesién como en el Lema 3.3.2. Sea
(vn)nen, una sucesiéon de nimeros reales tal que «,, # a, sin # m, y lim, o o, =
+o0. Entonces, para cada sucesion (g, )nen, de nimeros complejos existe una funcién
f € 8M(0, 00) de modo que

/ x4 f(z)dr = pin, n € Np.
0

Demostracion:
Fijemos la funcion ¢ y la cantidad A > 1 dadas en el lema 3.3.2, y pongamos

1
On = / z®p(x)dr > 0, n € Np.
0

Elijamos un nimero real » > 1. Entonces se tiene que r®* # r*» cuando n,m € Ny
y m # n, y ademas,
lim r*" = oo.

n—oo

Una consecuencia estandar del teorema de Mittag-Leffler (ver [67, p. 134]), permite
deducir que existe una funcién entera g(z) = Y ;- ax2*, que cumple que

g(rem) = &, n € Np.

Pn
Establecemos, al menos formalmente,
fl@)=> ar o ™z),  zeR (3.18)

k=0
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Dados m,n € Ny, por un lado sabemos que existe una constante C' = C'(¢) > 0 tal
que
|2 p™ ()] < CA™n!M,, xz € R.

Por otro lado, como g es una funcién entera, ¢, := Y o lax|r™* < co. Asi, podemos
estimar el producto de ™ por la n-ésima derivada formal de la serie en (3.18):

‘l‘mZakr_k(r_k)nso(n)(r—kx)) < Z'ak‘rm n— 1k:’ r $ (n) ’f’ .T)‘
k=0

< CA™M, Z |ag|r™ = Ce,p A™n! M,
k=0
Esta acotacion nos permite deducir que f esta de hecho bien definida y que es un

elemento del espacio SM(0, 00); ademés, podemos aplicar el teorema de la conver-
gencia de Lebesgue para obtener que, para cada n € N,

/Ooxa”f(x)dt = Zakr / o o(r~Fz) de
0 k=0

= D a"k/ 1 p(t) dt = g(r**)pn = fin,
k=0

concluyendo la demostracién. 0

3.4. Problema de momentos de Stieltjes en Sy 4(0, 00)

Sean M una sucesién fuertemente regular (ver la Definicién 1.1.12) y A > 0. En
esta dltima seccién resolveremos el problema de momentos en Sy, 4(0, 00) mediante
la construccion de operadores lineales y continuos, inversos por la derecha de la
aplicacion M. Comenzamos estudiando cémo se comporta esta aplicacion sobre los
espacios Syra(R). Por brevedad, denotaremos por Appa el espacio de sucesiones
An.a(Np, C) introducido en la Definicién 1.2.2; y designaremos por | - [ma a la
norma en €l considerada (ver (1.9)).

Proposicién 3.4.1. Sea M = (M,,),en, una sucesién de crecimiento moderado.
Entonces existe ¢ > 1 (que depende s6lo de M) de forma que si f € Sy.a(0,00)
para algin A > 0, entonces se tiene que M(f) € Apca. Ademds, para dicho ¢ > 1,
la aplicacién
M : SMyA(O, OO) — AM,cA
f— M) = (e

es lineal y continua.
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Demostracion:
Sea A; > 1 la constante que aparece en la condicién (u) de crecimiento moderado
asociada a M. Fijemos ¢ > A; y consideremos una constante C' > 0 que cumpla que

At(n+2)(n+1) < Cc", neN,. (3.19)

Si f € Sm,4(0,00), de acuerdo con la definicién de las seminormas p, que generan
la topologia de Sy 4(0,00), se tiene que

|27 f(2)| < Aﬁﬁ!Mgpo(f), x>0, €N,

Por lo tanto, para cada n € Ny se tiene que

n ' n |$n+2f(17)|
dr = dv+ [ T,
/0 |f(z)z"|dx /0 |f(x)z"|dx /1 po- T
< A Mupo(f) + A2 (n 4 2! M, 9po(f). (3.20)

[t ()]

IN

Teniendo en cuenta (p) y (3.19), podemos acotar la cantidad anterior por
A" Mypo(f) + A" (n + 2)LATT M, Mopo(f)
< A™n!M,po(f) [1 + A%(n +2)(n + 1)A?+2M2}
< A™nIM,po(f)[1 + A* AT M>Cc"]
< 2méax{1, A2AMyC}po(f)(cA)"n!M,,

con lo que

M(f)laten = sup 2t

Al <« ‘ 2 42
neNo (cA)nIM, — 2max{1, A"ATMyCypo(f),

de donde se deduce la continuidad de M. O

Nuestro objetivo es obtener el siguiente resultado, en cierto sentido reciproco de
esta ultima proposicion.

Teorema 3.4.2. Sea M = (M,,),en, una sucesion fuertemente regular verificando
que v(M) > 1. Entonces para cada A > 0 existen una constante ¢ > 1 (que depende
de M y A) y un operador lineal y continuo

Tnvia: Avia — Swmiea(0,00)
tal que Mo Ty a = Idpy ,-

Este enunciado fue inicialmente obtenido en el caso clasico, es decir, cuando M
es la sucesion Gevrey de orden o — 1, para a > 2 (ver [47]).



100  Capitulo 3. Problema de momentos de Stieltjes en los espacios de Gelfand-Shilov

Observacién 3.4.3. Como se verd en los resultados que siguen, concretamente en
la Proposicién 3.4.6, el Lema 3.4.7 y la Proposicién 3.4.10, en los que se analizan
diferentes pasos en la construccion de nuestra solucién, las condiciones que se impo-
nen sobre ¢ (vednse (3.26), (3.28) y (3.35), respectivamente) incluyen desigualdades
del tipo ¢ > h/A, para h > 0 adecuado. Por lo tanto, en el teorema anterior no
parece posible encontrar una constante ¢ que haga validos nuestros razonamientos
para todo A > 0. Sin embargo, si se podria dar un enunciado del siguiente tipo:

Sea M = (M,,)nen, una sucesién fuertemente regular con (M) > 1, y fijemos
Ap > 0. Entonces existe una constante ¢ > 1 (que depende sélo de M) tal que para
cada A > Ay existe un operador lineal y continuo

Tna: Ava — Swmea(0, 00)

tal que Mo Ty a = Idpy ,-
De igual manera se pueden modificar los resultados intermedios antes mencio-
nados.

Observacion 3.4.4. Vamos a analizar someramente la idea de la demostracion para
clarificar los proximos pasos. Dada g = (fn)nen, € Am,a, buscamos una funcién
Tava(p) € Smea(0,00) (para cierto ¢ > 1) de forma que

/ t"Taa(p)(t) dt = pun, n € Np.
0

Por lo tanto, si ponemos ¢ = F (T M. A (,u,)), podemos deducir facilmente que

W00 = (0" [0 Taal) @t = (<im0 No (3.21)

Construiremos una funcién que verifique (3.21), a la vez que aseguraremos que su
transformada de Fourier inversa pertenece a Sy c4(0, 00).

De hecho, 1 sera la restriccion al eje real del producto de otras dos funciones,
ambas holomorfas en sectores apropiados que contienen R\ {0}. La primera es una
funcién auxiliar a la que nos referiremos como G, que tiende hacia 0 cuando |z| tiende
a infinito, y la segunda es una funcién F', en una clase ultraholomorfa de funciones
Am,ea(S_rj209) (donde ¢ > 1y 6 > 1), cuyas derivadas en 0 vienen determinadas
de acuerdo a la férmula de Leibnitz, para satisfacer la igualdad del primer y iltimo
término en (3.21): de hecho, si (1/G)™(0) = a,, n € Ny, es necesario que se cumpla

FM(0) = Z (Z) (—3)* g, n € Np. (3.22)

k=0

Como la tltima sucesion {F™(0)},en, pertenece a Ape, 4 para ¢; > 1 adecuado
(ver la Proposicién 3.4.6), dicha funcién F' se obtendra gracias a los operadores
T a0 que aparecen en el Teorema 1.3.9.
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Describimos a continuacion la funcién auxiliar que sera usada mas adelante. Esta
funcién fue introducida por S-Y. Chung, D. Kim, Y. Yeom en [20] para construir la
solucién al problema de momentos que estamos tratando.

Sea 7 > 1, y consideremos el conjunto H = C\ {iy : y > 1}. Se define la funcién

he(2) = e™0F2s) (z —)V7 2 € H,
donde la determinacién del logaritmo es la especificada por arg(z — i) € (—37”, g)
Es claro que h, es holomorfa en H.
Se define ahora la funcién G, : H — C dada por
G.(z) = exp(h,(2)), z € H. (3.23)

G, es holomorfa y no se anula en H, luego 1/G, es también analitica en H (y en
particular, en B(0,1)).

El siguiente lema recoge la informacién relativa a G, que necesitaremos més ade-
lante.

Lema 3.4.5. Sea ¢ un nimero real tal que 0 < ¢ < min {g(7‘ - 1), g} Entonces

G, (z) tiende a 0 cuando z tiende a oo en el sector

Ve={z€H: :arg(z—1) € (—m—¢,8)}. (3.24)

Demostracion:
Si z € V. se tiene que

h() +7T—|—1 ( ,)E(+7T T+ e +7T+6)
argh.(z) =m+ — + —arg(z — 1 T+ — — ST+ — 4+ —
& 2r T & 2T T 2r T
_( _7r+25 7r+25)
N 2r 27

+ 2¢ m . . :
< 5 con lo que la imagen por h, de V. estda contenida en

T

Por hipétesis,

T+ 26)
T

{w e C: Re(w) < 0}; més atin, si llamamos k.. a la constante cos ( > 0,

es inmediato que, para cada z € V_,
Re(h.(z)) = |h(2)|cos(arg h(z)) < —k; .|z — i|%.

Por tanto, )
|GT<Z>| < eXp(_kT,E‘Z - i|;)7 KIS ‘/67

, .t . . . .
puesto que lim |z — i|7 = oo, es inmediato concluir lo pedido. O
zZ—00
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Nuestro siguiente objetivo es establecer la continuidad de diversas transforma-
ciones definidas entre espacios, bien de sucesiones, bien clases ultraholomorfas, bien
espacios de Gelfand-Shilov generales, definidos todos ellos mediante acotaciones aso-
ciadas a la sucesion M. El primero de ellos se ocupa de la transformacién entre
espacios de sucesiones sugerida por la igualdad en (3.22).

Proposiciéon 3.4.6. Sean M = (M,,),en, una sucesién casi-creciente, A > 0, y
(@n)nen, la sucesién de derivadas en 0 de una funcién g, holomorfa en dicho punto.
Entonces existe ¢ > 1 (que depende de M y de A) tal que para cada p = (fin)nen, €
Am . a, la sucesion Ti(p) = (b, )nen, definida por

b, = (—’L)k (Z) kO, n € Ny, (325)
k=0

es un elemento de Anca. Ademas, la aplicacion

Ty : Amoa — Amea
M= (MH)TLENO — b= (bn)nENm
es lineal y continua.
Demostracion:

Sea p el radio de convergencia, finito o no, de la serie de Taylor de g en 0, y elijamos
un numero real ¢ tal que

¢ > max{1, p_A} (3.26)
(si p es infinito, basta tomar ¢ > 1). Recordemos que
_ |2k
vt = 000 FoR,
Para cada n € Ny se tiene que
bul 1o () (R el _ g~ (1 [t aA M|
(cA)"n!M, (cA)y"n!M, T \k vk Arn\M,,

- |an_k\ = |ak|
< Olithes 2 G ey < Colbbea 2 fycye < oo
k=0 k=0

siendo Cj la constante en (3.4). Por lo tanto,

|04
— L <o,
f&% (cA)rn!M, o
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y con esto se tiene que b € Apgca.

— 1
Si llamamos C' = Cj kX; |aklm, podemos afirmar ademds que
|blm,ca = sup S Clplm,a,
’ neNy (CA)nn‘Mn - ’
de donde se sigue la continuidad de T7. 0

A continuacién, comprobaremos que, fijados A > 0y 6 > 1, el producto por una
funcién holomorfa y “acotada cuando |z| — oo” transforma el espacio An a(S_r/2,0)
en An,ca(S_r/2,0), donde ¢ es una constante adecuada.

Lema 3.4.7. Sean M = (M,,),en, una sucesion casi-creciente, A > 0y 6 > 1,y sea
e > 0 tal que el sector V;, definido en (3.24), verifica que

S_r/20 = {z eC:largz+ g| < 97r/2} Cc V..

Supongamos que G es una funcién holomorfa en V. y tal que existen niimeros reales
M, R > 0 de modo que

|G(z)| <M para todo z € V. con |z| > R. (3.27)

Entonces existe ¢ > 1 (que depende sélo de A) tal que para toda f € A a(S—z/2,0)
se tiene que fG € Am,ca(S_z/2,)-

Demostracion:
Como S_r/29 C Vz, para cada z € S_ /2 se tiene que B(z,1/3) C V.. Elegimos un
nuimero real ¢ tal que

3
¢ > max{1, Z} (3.28)
Sea f € Am,a(S_r/20). Para cada z € S_;/5¢ se tiene que
F )] < flImas_, oA 0 My, 1€ Ny, (3.29)

Puesto que

n

EIETED S ) Ol e CT R

k=0
tenemos que, en virtud de (3.29),
(™) _ - <n) M ARG ()]

sup < I fllma,s_. sup
nENo,2€5_ ng (CA)MIM,, 171 /2 ENo2ES /2 —~\k (cA)"n!M,,
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Llamemos

Hy= |J B(z1/3),

ZES,,,T/ng

ysea K = HyN{z € C: |z| < R} C V.. K es claramente compacto, y G es holomorfa
en V., luego existird M; > 0 tal que |G(z)| < M, para todo z € K. Teniendo en
cuenta (3.27) y tomando My = méx{M;, M}, deducimos que |G(z)| < M, para
cada z € H,.

Sea z € S_z/24. Aplicando el teorema de Cauchy para las derivadas, tenemos
que

o= |t [ S,

YR R s T
< (n— k)27 (n—k)!

S —omMe = oo
2m (5)" "

25

y por lo tanto, teniendo en cuenta (3.4),

[(fG)™(2)] — M, AF
sup —————= < || fllma,5_ ,, , M2 sup - T oThE
n€N07zES,ﬂ/gyg (CA)nn'Mn /20 nENg ; Mn (%) F (CAA)n
< O M- - ! L
> 0||f||M7A7S77r/2,9 2 :;\II)O e W?
= 1
< CollflvasojnaMe D sy < o0,
k=0 3
como se queria. ]

Observacion 3.4.8. De hecho, se ha probado que

1£Cllateas. .y < CC.0.A) | fllpas. .y

con lo que la aplicacién

An,a(S—r/2,0) — Am,ea(S—z/2,0)
f— fG.

es continua.
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Observacién 3.4.9. Sea 0 > 1. Es inmediato que R \ {0} C S_, /2. Por lo tanto,
dada una funcién ¥ € Anga(S_rz/2,0), podemos considerar ¢ = W|g\ (0. Dicha fun-
cién ¢ puede extenderse de forma C*> a toda la recta real. Para verlo, basta aplicar
el siguiente resultado, que es una aplicaciéon directa del teorema de los incrementos
finitos:

Dados un intervalo abierto (a,b) de la recta real, y ¢ € (a,b), sea f : (a,b) — C
una funcién continua de forma que exista f' : (a,c) U (¢,b) — C y tal que existan
los limites laterales de f” en ¢ y coincidan. Entonces, existe f'(c) y su valor es el de
dichos limites laterales. En particular, si f’ es continua en (a,c) U (¢, b), se deduce
que f € C'(a,b).

En nuestro caso, partimos de una funcién ¢ definida en R \ {0} y de clase C*
en dicho conjunto (por ser ¥ analitica en S_r/ ). Supongamos que ¥ = %"  f, 2"
en S_r2. Podemos extender ¥ de forma continua a R tomando como valor en
0 el primer coeficiente del desarrollo asintético de ¥, f;. Como lim,_ov¢'(z) =
lim, o ¥'(z) = fi, aplicando el resultado anterior, podemos decir que la funcién
Y es derivable en R con derivada continua, siendo ¢'(0) = f;. Basta realizar un
razonamiento de induccién para concluir que la extension, que seguiremos denotanto
por 1, a toda la recta es de clase C*, verificindose que 1™ (0) = n!f,, n € N.

En adelante, se entendera que una funcion de este tipo, obtenida por restriccion,
ha sido ya extendida, considerandola como un elemento de C*°(R).

Consideremos, para 6 y ¢ adecuados de modo que S_r/29 C V, la funcién G,
introducida en (3.23). De acuerdo con el Lema 3.4.7, el producto de un elemento
de Am,a(S—r/20) por G- es una funciéon de un cierto espacio Awi,coa(S—r/20). Si-
guiendo la observacién 3.4.9, la restriccion de esta ultima a R\ {0} se puede ver
como una funcién de clase C*(R). Nuestro préximo resultado prueba que, de hecho,
este proceso lleva del espacio A 4(S-r/20) al espacio SM<4(R), de forma lineal y
continua para cierto ¢ > 1.

Proposicién 3.4.10. Sean M = (M,,),en, una sucesion casi-creciente, A > 0, 7 > 1
y 6 > 1. Sea € > 0 tal que

S_rjpg CVe={2€ H:arg(z —1i) € (—m —¢,¢)}

y sea G, : V. — C la funcién definida en (3.23). Entonces, existe ¢ > 1 (que depende
de Ay de 0) de forma que se verifican:

(i) Para toda F' € A a(S—r/20) se tiene que FG, |z € SM4(R), y
(ii) La aplicacién
T2 : AM’A(S,W/Q,Q) — SM’CA(R)
F— TQF = (FGT)lR

es lineal y continua.
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Demostracion:
Sea I' € Anp,a(S_=/2,0), de modo que

|F(v)(2)’
sup

T < 0. 3.30
ZES,TF/2797’)/6NO A’Y/Y'M’Y || ||M’A7S—7r/2,€ ( )

Veremos que ToF € S*“4(R) para cierto ¢ > 1 que determinaremos més adelante.
Fijado g € Ny, se trata de acotar adecuadamente la cantidad

2 (TF) D () [2*(FG,) D ()]
sup =
veRyeN,  (cA)TYIM, veRqeNy  (CA)YIM,
_ k
< HPE QIO @G @)

3.31
T zeRyEN, (CA)WV!MW ( )

Es posible tomar § con 0 < 6 < 1/2 y de forma que si x € Ry |z| > 3/2 entonces
B(x,0) € S_z/26. Sea x € R, con |z| > 3/2. Se cumple que para cada k € N,

k2P G, (w) K!|x|P2m0
B (k) — TV qwl < 22T )
|‘/I" GT (.T>| ‘ 27 /wx|:§ (w _ .[L')k_'_l Wl = 27-‘-5k+1 |wS—1;ltl‘3:5 |G7'(w)|

Para cada w € C con |w — x| = §, tenemos que w = x + de?, § € (0,27), luego
|z + 6 —i| > |x| — 6 — 1. Ahora bien, dado que |z| > 3/2, se tiene que

o] =5 —1\"" RS 1/T> RS L
T N x - 3/2 '
2] || /

luego, si k;. es la constante positiva introducida en la Proposicién 3.4.5,

_ —5—-1 1/7 . < _ 1/7 1—- — = .
(‘x| 5 ) kTv — |x| 3/2 kTa

0+1

1/7
W) . Hemos probado que

Llamemos L = (1 —
G ()] = exp(Re(e™ 45 (w — §)1/7)) < exp(—kyelw — ]1/7) < ¢Frelel=0-0""
< exp(—L|z|"ky.).
Asi, si llamamos

Oy = Cy(f, 7) = méx {1, méx {|x\ﬂefkm|z|l/f}} o

|55|Z§
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podemos decir que

k1C,
=2, 2] > 3/2. (3.32)

!
|27 G ()] < %kﬂlﬁe_k“”'lﬁ <

En el caso en que |z| < 3/2 podremos acotar de forma mds sencilla aplicando el
teorema de Cauchy para las derivadas : sean K C S_; /99 compacto y n € (0,1] de
forma que para cada x con |z| < 3/2, B(z,n) C K C V.. Llamemos

M=M(r)= méx{l,meé'}gdGr(Z”}

que es finito pues G, es holomorfa en un abierto que contiene a K. Asi que, si z € R,

[ < 3/2,
GO @) < (2 g / _Grlw) g,
T —\2 270 J gy (W — )R

B 19 Bk
(5) R i G (2)] = <§) %M. (3.33)

2 ) 2mnktl zekx

IN

Observemos que los valores ¢ y 7 sélo dependen de 0, es decir, del sector S_; /29 que
tomemos.
De acuerdo con (3.32) y (3.33), se tiene que

(3/2)° M(7)E\Co(8, T)

B (k)
"G ()| < , v €R. 3.34
| w (min {77,5})k ( )
Fijamos un niimero real ¢ tal que
> méax{1 - } (3.35)
a . .
¢ U A {n,d}

Podemos concluir de (3.30), (3.31) y (3.34) que

|27 (T2 F) ™) ()| 1 - (7) k
su < sup —i—- C(r, B, k)| FO=M (x
xER,vI;No (CA)V’Y!MV IER»'YI;NO (CA)'Y'Y!M'Y kz:; k ( ) (@)l

7L (3/2)° M(TKICH(8,7) [\ (e
< sup Z ( / ) ( k) 2( ) (k)AV k(V_ k)!Mv—k HFHM,A,S,W/Q@'
veNo 45 (min {n, d})" (cA)7v!M, ’

Llamando

Ci(r, 8) = (3/2)" M(7)Cs (B, 7)
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y aplicando (3.4) tenemos que la expresion anterior es igual a

il Mv—kAv_k ”F“MAS

Cy(, B) sup LY
Rl D v e YA

~

IFlhas . o,

< CyC su
(T, ﬁ)welg)k : (min {n, 8} cA)* 7=+

Y o)

1F Nl a5 | Fll g5
< CoCi(T,B) su —m /2.0 —x/2,0
oG 0) 761\1% ' (min {n, d} cA) ZO (min {n, 0} cA)"

La serie anterior es convergente por la eleccion de ¢. Llamando

1
(min {n, 6} cA)"’

Cs = C(r, 3,0, A) := CoCy(1, B) Z

=0

podemos concluir que

|2 (1L F) ) ()|
sup
zeRAeN,  (CA)YIM,

de donde se deduce que ToF € SMA(R) y que Ty : Am a(S_r/29) — SMAA(R) es
continuo. O

> Cﬁ HFHM,A,S,ﬂ/z,G !

Observacion 3.4.11. Se ha probado que, para cada F € AM,A(S—F/ZQ, ToF =

(FG,)|r € SM4(R). Ahora bien, si U = {z € C : Imz < 0}, y dado que U \ {0} C

Sp, podemos considerar (tras la extension trivial) la funcién (F'G- )|z, que es continua

en U y analitica en U. Claramente, dicha funcién extiende a T>F', y verifica que
lim (FG,)|g(z) =0,

z—00,2z€U
pues F' estd acotada en Sp, por definicién de Anpa(S—-r/2,0), ¥

lfm  G.(2) =0

z—00,zeU
(ver Lema 3.4.5). De acuerdo con la Proposicién 3.2.7, ToF es la transformada de

Fourier de una funcién en Sy c4(0, 00), con ¢ adecuado.

Finalmente, terminamos con la demostracién de nuestro resultado principal.

Demostracién del Teorema 3.4.2: Sea 7 > 1, y consideremos a,, := (1/G,)™(0),
n € Ny. La Proposicién 3.4.6 nos permite asegurar la existencia de una constante
¢; > 1y del operador lineal y continuo 73 definido en términos de (a;,)nen,-
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Elijamos 6 € (1,7(M)). De acuerdo con el Teorema 1.3.9, existe una constante
¢z > 1y un operador lineal y continuo Tz, 4,9 de modo que Bo Tt 40 = IdAM,clA'
La Proposicion 3.4.10 permite garantizar de nuevo la existencia de una constante
cs > 1 y un operador lineal y continuo

Tyt AMeper a(S—njap) —> SMe24(R).

Teniendo en cuenta la Proposicién 3.2.1 sabemos que F~! transforma SM-e3¢2¢14 ep
SM.cserer 4 de forma continua. Estableciendo ¢ = c3cac; > 1, es sencillo comprobar
(ver las observaciones 3.4.4 y 3.4.11) que

TM,A = .’ltil e} T2 0] TM,O,clA @) Tl : AM,A — SM,CA(07 OO)

resuelve el problema. O]

Fijamos ahora nuestra atencion en la necesidad de las condiciones pedidas en el
planteamiento del Teorema 3.4.2.

Teorema 3.4.12. Sean M una sucesién fuertemente regular que satisface (2.19).
Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) v(M) > 1.

(ii) Para cada A > 0 existen ¢ > 1 (que depende de M y A) y un operador lineal
y continuo
Tava: Ava — Swea(0,00)

de forma que M o Ty 4 = Ida,, -
(iii) La aplicacién M : Spm(0, 00) — Am es sobreyectiva.

(iv) Existe una funcién f € Sm(0,00) tal que u,(f) = (—1)"d1,, para cada
n € Ny (donde d; , denota la delta de Dirac).

Demostracion:

(i)=(ii) Es precisamente el contenido del Teorema 3.4.2.

(ii)=-(iii) Dado p € Am, existe A > 0 de modo que p € App 4. Entonces, T a(p) €
Sm,ea(0,00) C Sm(0,00), y verifica que M (T a(pt)) = p, con lo que M es sobre-
yectiva.

(iii)=-(iv) Consideremos la sucesién p = (1n)nen,- Es obvio que g € Ay, por lo
que, de acuerdo con (iii), existe f € Sm(0, 00) tal que M(f) = p.

(iv)=(i) Consideremos la transformada de Laplace de la funcién f,

o) = [ o

0
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La funcién g estd claramente definida para R(z) > 0, donde es ademés continua, y
es holomorfa en H = {z € C: R(z) > 0}. Mds aun, como para cada n € Ny se tiene
que

" f(B)] < po(f)A™IM,,, € (0,00),

para todo z con R(z) > 0 se deduce que
g < [ e o)
0
dt

1 o]
< /O [ f()| dt + /1 @] 5
< po(H)A™NIMy + po()A™ (0 + 2)! M.

Como en la demostracién de la Proposicién 3.4.1, podemos ver que existe una cons-
tante ¢ > 1 tal que g € Am,ca(So,1). Pero también

g™ (0) = / T () d = (1) (f) = G1ee mE N,

Entonces, el Teorema 2.2.15 permite asegurar que (M) > 1. O

Observacion 3.4.13. Los resultados anteriores dan respuesta completa para la
solucién al problema de momentos de Stieltjes en los espacios de Gelfand-Shilov
generales Sy (0,00) bajo la condicion (2.19). Estos incluyen el caso de los espacios
clasicos cuando M es una sucesion Gevrey de cierto orden o > 1.

Finalmente, obtenemos un resultado sobre la necesidad de la condicién (7).

Proposiciéon 3.4.14. Sea M = (M,)nen, una sucesion de nimeros reales estric-
tamente positivos que satisface () y tal que la sucesién (n!M,),en, cumpla la
condicién («p). Si existen constantes A > 0y ¢ > 1 y un operador lineal y continuo
T : Ana — Smea(0,00) tal que M o T = Idy,, ,, entonces la sucesién M verifica
la condicién (7).

Demostracion:

La aplicacion (fun)nen, — (tn/(—1)")nen, €s un isomorfismo, al que nos referiremos
por p, en Ay a. Sir € N, podemos considerar el espacio En,-[—1, 1] formado por las
funciones f € C*°[—1, 1] para las cuales se tiene que |f|_1,1],, < 00, siendo

f™ ()]
[ aiCol}
‘ ‘[ b n€Np,z€[—1,1] TnTL'Mn
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(Envr[—1,1],| - |=11),) es un espacio de Banach, y el operador de restriccién j :
SMT — Enm[—1, 1] estéd bien definido, y es lineal y continuo, ya que
@) _ o M,
|fl-1g- = sup <p'(f) fesSm.

z€[—1,1],n€Ng Tnn'Mn N

Ahora, aplicando la Proposicion 3.2.3, es inmediato comprobar que existe una cons-
tante ¢; > 1 tal que la aplicacién T} := j o F o T o p es lineal y continua del
espacio App4 en el espacio Enre,a[—1,1] y satisface B o T = Ida,, , (donde B es la
aplicacién de Borel en 0). Basta tener en cuenta el Teorema 3.6 en el articulo de
H.-J. Petzsche [61] para concluir. O
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