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PREAMBULO

La presente memoria desarrolla el documento oficial resultado de la asignatura Tra-
bajo Fin de Mdster dentro de la titulaciéon Mdster en Matemdticas de la Universidad de
Valladolid.

En particular, ha consistido en la investigacién sobre la integracion numérica de mode-
los que describen la dindmica de poblaciones cuyos individuos se diferencian a partir
de una caracteristica fisiol6gica mediante el método “Escalator Boxcar Train”, que se

sale de los estdndares de la integracién de ecuaciones en derivadas parciales.

El capitulo 1 aborda la formulacién del modelo general de poblacién estructurada,
bien por la edad o por otra variable fisiolégica, detallando los antecedentes histéricos
de estos modelos. Se desarrolla una teoria completa de existencia, unicidad y depen-
dencia continua en el marco natural de las funciones L' para el modelo de edad,
remitiendo a las referencias bibliogréficas la prueba de los resultados andlogos para

el modelo de tamarfio.

La contribucién principal de la memoria son los capitulos 2, 3 y 4. En el capitulo 2
se detalla la descripciéon del método “Escalator Boxcar Train”, objeto de estudio en
esta memoria, dando versiones del método para discretizaciones de primer, segundo
y tercer orden. El método “Escalator Boxcar Train”, fue propuesto por primera vez

por de Roos en 1988, el capitulo se reelabora sobre las ideas en [13].

El capitulo 3, se centra en el estudio del marco funcional apropiado para el anélisis de
la convergencia de las aproximaciones dadas por el método “Escalator Boxcar Train”.
La teoria es la sintesis de trabajos de varios autores que generalizan el concepto de
solucion dada por una medida de Radon finita del problema de Cauchy para ecua-
ciones no lineales de trasnporte y que en el contexto de los modelos de poblaciones
estructuradas fue desarrollada por primera vez en [10], fuente que utilizamos princi-
palmente en esta memoria. Este drea del andlisis es muy reciente y estd todavia en

desarrollo [12].



El dltimo capitulo aborda la aplicacion del método “Escalator Boxcar Train” de se-
gundo orden para la aproximacién de modelos relevantes en biologia de poblaciones
estructuradas (4.1 y 4.2). llustrando una comparacién somera con una discretizacién
mediante el método de “Upwind” de diferencias finitas de los mismos de una pobla-

cién con solucién tedrica conocida (4.3).



DESCRIPCION DEL MODELO Y LA
TEORIA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

Se inicia el capitulo con una introduccién sobre los primeros modelos que surgen para
describir la dindmica de poblaciones, principalmente para la poblaciéon humana. En
estos primeros modelos demograficos no se consideraban diferencias entre los indivi-
duos para representar la evolucién de la poblacién, de este modo la dindmica de la
misma se basaba emplear la poblacién total como variable de estado. A continuacion,
se incorporan las diferencias entre los individuos con los modelos estructurados. En
primer lugar, los modelos estructurados por la edad con el objetivo de observar la
poblacién humana, demografia, que lleva a considerar la edad como variable que di-
ferencia a los individuos en la poblacién. En este caso se incluye la demostraciéon de
existencia y unicidad de soluciones para el modelo no lineal tipico en problemas es-
tructurados por la edad, el modelo de Gurtin-McCamy. Se concluye el capitulo con la
introduccién de los modelos estructurados por otra variable diferenciadora, cualquier
otra caracteristica fisiolégica diferente de la edad, que habitualmente se denomina

bajo el nombre genérico de tamafio.

1.1 PRIMEROS MODELOS DE POBLACIONES

En el siglo XVII, L. Euler [14] demostré un profundo interés en la modelizacién de
poblaciones, sugiriendo que el crecimiento de la poblaciéon humana seguia un patrén
geométrico. Basdndose en esta idea T.R. Malthus [27] propuso un modelo sencillo
para describir el crecimiento de poblaciones y prever un aumento exponencial de la

poblacién humana a lo largo del tiempo.

Este modelo asume que la poblacién es homogénea, lo que significa que todos los indi-
viduos dentro de la poblacién son fisiolégicamente idénticos. Esta suposicion permite

predecir el estado completo de la poblacién utilizando solo algunos datos estadisticos,



que se basan tinicamente en la cantidad total de individuos en la poblacién en un mo-
mento dado. Por lo tanto, la tinica variable relevante es el niimero total de individuos,
denotado como P(t), en cualquier instante de tiempo. Ademas, se supone que la po-
blacién vive en un entorno aislado con recursos ilimitados y un hdébitat invariable.
Esto implica que el crecimiento de la poblacién depende tinicamente de dos valores
constantes: la tasa de fertilidad, representada por «, y la tasa de mortalidad, repre-
sentada por p. La diferencia de estos dos pardmetros, 6 = « — i, se suele denominar
el pardmetro Malthusiano de la poblacién. De este modo, la dindmica de la poblacién
viene determinada por la siguiente ecuacion diferencial ordinaria (EDO), denominada
Ley de Malthus:

%p(t) - aP(t) - uP(t) = P(t), (1.1)

cuya solucion es

P(t) = P(0)exp(dt). (1.2)

El modelo de Malthus es lineal y su posible utilidad se reduce al caso en que se
estudia el crecimiento de una poblacién durante un intervalo corto de tiempo, en el
que se pueden dar las severas hipétesis en las que se basa el modelo. En funcién
del signo del parametro Malthusiano, para un dato inicial P(0) positivo, la solucién

puede decrecer exponencialmente, ser constante o estar abocada a la extincion.

Resulta claro que, atin suponiendo que no se producen variaciones en el habitat ex-
terno, las cuales se suelen modelar haciendo depender el parametro Malthusiano ex-
plicitamente del tiempo, la poblacién por si misma causa cambios en las condiciones
de vida debido a la competencia por los recursos necesarios para sobrevivir. Segtin
esto, podemos admitir que la fertilidad y la mortalidad dependen del tamarfio de la

poblacién, y el modelo lineal de Malthus deberia ser reemplazado por uno no lineal.

El primer modelo de este tipo fue propuesto por Verhulst [34] (ecuacion logistica) y
sirvi6 para subsanar las objeciones de mayor calado realizadas al modelo de Malthus.
En este modelo, Verhulst impone un tamafio méximo K para la poblacién (capacidad
del entorno) bajo la hipétesis de que la variaciéon de la poblacién con el tiempo es
proporcional tanto a su tamafio como a la diferencia entre 1 y la proporcién entre el

tamafio de la poblacién actual y la capacidad de carga, es decir,

%P(t) =8 ( - @) P(t). (13)



Este modelo se podria interpretar diciendo que se considera la fertilidad constante,

o = 89, y la mortalidad proporcional al tamafio de la poblacién, u = 6()@. La solucion
de (1.3) viene dada por la siguiente expresiéon
K

P(t) = ’ (14)

K
T+ =< -1] et
(7o)
donde se supone que &y y K son positivos. Notese que el tamafio de las poblaciones
que verifiquen P(0) > K, decrece mondétonamente hacia K, cuando t — oo. Por el

contrario, el tamafio de poblaciones cumpliendo P(0) < K, crece monétonamente hacia

K, cuando t — oo. Finalmente, K es un punto de equilibrio estable.

El modelo logistico fue debatido a fondo hasta llegar a considerarse como una ley
universal que regia el crecimiento de una poblacién, y tuvo su verificaciéon mediante
experimentos de laboratorio con colonias de bacterias: el hongo de levadura y otros
organismos sencillos que se dejaban desarrollar en condiciones ambientales constan-
tes, con ausencia de predadores y con una provisién suficiente de alimentos. También
fue aplicado por Lotka para ajustar la curva de crecimiento de la poblacién de los
Estados Unidos en los afios 30 [26]. Estos experimentos proporcionaban curvas de
crecimiento que coincidian con las predicciones de la ecuaciéon logistica. Sin embar-
go, esta similitud no fue conseguida para organismos con un ciclo vital complejo
(huevos-larva-crisdlida-adulto), como las mosca de la fruta, el escarabajo y otros. En
otros organismos no se observa una aproximacién de la poblacién total hacia la capa-
cidad de carga, sino que, en su lugar, estas poblaciones exhiben fluctuaciones tras un

periodo de crecimiento logistico.

El modelo de Verhulst también se puede generalizar suponiendo que el parametro
Malthusiano es una funcién, & : [0,00) - R, que depende de la poblacién total, 6 =

5(P(t)), verificando las siguientes hipétesis
(H1). 8'(x) >0, si0<x<xo,

(H2). 6'(x) <0, six>xo,

(H3). Xl_i)rpoo d(x) <0,

con xp > 0 (en el caso xg = 0, solo (H2) y (H3) tienen sentido). Estas hip6tesis contienen
las principales caracteristicas que aparecen durante el estudio del crecimiento de una

poblacién aislada. La hipétesis (H1) modela el denominado efecto Allee que establece



que, cuando la densidad de poblacién es baja, un incremento en el tamafio de la
poblacién tiene un efecto positivo en el crecimiento de la misma. Las hipétesis (Hz)
y (H3), por el contrario, introducen el efecto logistico estableciendo que, cuando existe
una alta densidad de poblacién, un incremento del tamafio de la poblacién tiene una
influencia negativa sobre su crecimiento. El modelo de Verhulst puede entenderse
como caso puramente logistico. Estos modelos previenen el crecimiento ilimitado de
la poblacién cuando el tiempo crece hacia infinito, de hecho P(t) siempre converge

mondétonamente hacia un estado de equilibrio.

Esta estrategia de modelizaciéon que considera que las poblaciones son homogéneas,
nos conduce hacia modelos mateméticos que estdn limitados a unos pocos casos bio-
l6gicos reales. Esta incapacidad para simular la realidad bioldgica en la mayor parte
de los casos ha llevado al desarrollo de modelos mateméticos més elaborados en los
que los individuos no se consideran iguales. Asi, aunque puede resultar imposible
recoger la singularidad de cada individuo y su aportacién a la dindmica de la pobla-
cién a la que pertenece, parece claro que existe una relacion entre ciertas propiedades

tisiolégicas de los individuos y su papel en la dindmica de la poblacién.

1.2 MODELOS DE POBLACIONES ESTRUCTURADAS POR LA

EDAD

Para conseguir una adecuada descripcion de un fenémeno biol6gico es necesario con-
siderar modelos matematicos cada vez mas complejos para describir la dindmica de
un poblacién o sistema de poblaciones, en contraposiciéon a modelos simplificados que
postulan, explicita o implicitamente, condiciones de uniformidad y homogeneidad en
la distribucién de los individuos de la poblacién, en aras de un andlisis matematico

mads tratable.

Numerosos ec6logos sugirieron que los modelos matemaéticos serian mas realistas si
incorporaban dependencia de la edad ya que, por ejemplo, las observaciones realiza-
das permiten aseverar que, la poblacién de los recién nacidos se comporta de manera

diferente a la de los adultos.



1.2.1  El modelo de Lotka-McKendrick

Los primeros intentos de incorporar los efectos de la edad al modelo continuo se ini-
ciaron en el campo de la demografia humana, considerando que los procesos de repro-
duccién y mortalidad dependian de la edad. El primer trabajo en el que se estructura
la poblacién en funcién de la edad es de Sharpe y Lotka [31], que desarrollaron una
formulacién en términos de una ecuacién integral. Posteriormente, McKendrick [28]
tomo esta idea para presentar el modelo formado por la siguiente ecuacién en deriva-

das parciales hiperbélica de primer orden
w(a,t)+uq(a,t) =-p(a)u(a,t), t>0, a>0. (1.5)
La funcién u(a,t) representa la densidad de poblacién con respecto a la edad a en

el instante de tiempo t. Segtn esto, el nimero de individuos de la poblacién en el

tiempo t entre dos edades a; y a; es

a
[ u(a,t)da,
a

1

y la poblacién total en el mismo instante de tiempo t viene dada por
P(t) = fo “w(a,t) da. (1.6)
Esta funcién de densidad satisface la ley de balance:
Du(a,t) = -u(a)u(a,t), (1.7)

donde el operador de diferenciacién D esta definido por

Du(a,t) = lim uw(a+h,t+h)-u(aq,t)
’ h—0* h '
El término p(a)u(a,t) representa la disminucién de individuos de la poblacién a

(1.8)

causa de la mortalidad, siendo p(a) una funcién no negativa determinada por la

edad, denominada tasa de mortalidad especifica por la edad.

Para completar la descripcion de la dindmica de la poblaciéon deben considerarse los
nacimientos que ocurren en la misma. El proceso de nacimiento de la poblacién (el

nimero de nuevos individuos de edad 0) satisface la ley de nacimiento:

u(0,t) = fooooc(a)u(a,t) da, t>0, (1.9)



donde x(a) es una funcién no negativa denominada tasa de fertilidad especifica por la
edad. Esta ecuacion juega el papel de la condicion frontera del problema, y es no local.
Para determinar completamente la dindmica de la poblacién se debe considerar la

distribucion inicial de la densidad de poblacién

u(a,0)=up(a), ax0, (1.10)

donde uy(a) es una funcién no negativa. El problema (1.5)-(1.10) es lineal, constituido
por una ecuacién en derivadas parciales hiperbélica de primer orden, con condicién
frontera no local, y condicién inicial. Este modelo se asocia también a Von Forster [35],

ya que considera la ecuacién (1.5) en su estudio sobre poblaciones celulares.

Una primera extensién del modelo se obtiene considerando que las funciones vitales
(mortalidad y fertilidad) dependen explicitamente de la variable temporal, es decir,
convertir el problema en uno no auténomo. De esta forma, se tienen en cuenta tanto
las variables del entorno como los cambios debidos a los periodos estacionales. Tam-
bién es posible introducir en el modelo otros factores diferentes de la natalidad y
mortalidad, como es la migracién m(a,t). Los modelos resultantes son relativamente
recientes: la primera referencia conocida en la literatura que se ocupa de ellos es de
Langhaar en 1972 [24]. El problema resultante constaria de una ley de conservacién

hiperbélica de primer orden
w(a,t)+uq(a,t) = -p(a,t)u(a,t) +m(a,t), t>0, a>0, (1.11)
de una condicion frontera no local,
u(0,t) = [000 a(a,t)u(a, t)da, t>0, (1.12)

y de una condicién inicial dada por (1.10).

1.2.2 El modelo de Gurtin-MacCamy

El modelo de McKendrick-Von Forster, y la extension de éste, presentan los mismos
inconvenientes que el modelo Malthusiano, como las funciones vitales son indepen-
dientes de la poblacién total P(t), no permiten describir los cambios en el habitat y

en las condiciones de vida de los individuos causados por el tamafio de la poblacién



total. Parece razonable suponer que existen situaciones en las que, si una poblacion al-
canza un determinado tamafio, entonces las condiciones de vida para los individuos
se hacen més dificiles y, consecuentemente, la mortalidad aumenta y la fertilidad
disminuye. En 1974, Gurtin y MacCamy [17] y Hoppensteadt [19], introdujeron los
primeros modelos continuos no lineales para describir la dindmica de poblaciones
estructuradas por edad. En el estudio de Gurtin y MacCamy, los efectos del tamafio
de la poblacién fueron incorporados dentro del modelo permitiendo que los procesos
de nacimiento y mortalidad fueran funciones no lineales de la densidad de poblacién,
haciendo que las funciones vitales dependiesen explicitamente de la poblacién total
P(t).

El modelo constaba de una ecuacién en derivadas parciales no lineal con un término

no local

wi(a,t) +uq(a,t) = -u(a,P(t))u(a,t), a>0, t>0, (1.13)

donde la funcién de mortalidad p(a,P(t)) era una funcién dato no negativa. La ley

de nacimientos del modelo Gurtin-MacCamy venia dada por

u(0,t) = [Ooo a(a,P(t))u(a,t)da, t>0, (1.14)

donde la funcién de fertilidad «(a,P(t)) era también una funcién dato no negativa,
obteniéndose una condicién frontera no lineal y no local. El modelo se completaba
con la condicién inicial (1.10). Ademads de introducir el modelo, Gurtin y MacCamy
realizaron en su trabajo un amplio andlisis tedrico de éste, y mostraron que el modelo

no lineal presentaba una dindmica mas rica que el lineal.

La investigacién en torno al modelo de Gurtin-MacCamy ha sido muy extensa, consi-

derandose tanto situaciones especificas como posibles generalizaciones.

1.3 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES EN EL MO-

DELO DE GURTIN-MCCAMY

En esta seccién se demostrard la existencia y unicidad de soluciones del proble-

ma (1.13)-(1.14), (1.10), que se representa mediante una formulacién alternativa ba-
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sada en un par de ecuaciones integrales tanto para los nacimientos de cada periodo

de tiempo B(t) =u(0,t) como para la poblacién total P(t).

Se supondrén ciertas las siguientes hipoétesis sobre la condicién inicial y las funciones

vitales del problema, tasa de mortalidad y de natalidad:
(H1). up € £1(IR*) es continua a trozos.
(H2). p,xe C(R* xIRY);

up(a,P) y ap(a,P), la derivada parcial con respecto de P de las funciones py «,

existen para todo a>0y P >0;

w(-,P), up(,P), (-, P) y axp(-,P), como funciones de P, son funciones acotadas
(pertenecen a C(R* : L (R™)).

(H3). up>0,u>0, x>0.

La hipétesis (H3) indica que para que el problema tenga sentido biol6gico todas las
funciones involucradas deben ser positivas. Asi mismo, la hipétesis (H1) introduce el

requisito de que la poblacién inicial sea finita uy(a).

A continuacién se introduce el concepto de solucién hasta tiempo T > 0 del problema

de referencia.

Definicién 1 Una solucion del problema (1.13)-(1.14), (1.10) hasta tiempo T > O es una

funcién no negativa u(a,t) en R* x [0, T| que cumpla las sigquientes propiedades:
e Duexisteen R* x [0, T];
o u(,t) e L(RY);
o (1.6) es continua para 0 <t <T;
y satisface
Du(a,t) + w(a,P(t))u(a,t)=0, a>0, 0<t<T, (1.15)

w(0,t) = B(t) = fowa(a,P(t))u(a,t) da, 0<t<T, (1.16)
u(a,0)=up(a), a>0. (1.17)



1.3 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES EN EL MODELO DE GURTIN-MCCAMY \

Es importante observar que no es necesario que se satisfaga la condicién (1.16) para
t = 0. De hecho, a partir de (1.17), esta relacién se satisface para t = 0 si y solo si uy

verifica la siguiente condicién de compatibilidad:

uo(0)=/(;oooc(a,d))uo(a) da, d)=[ooouo(a) da, (1.18)

la cual simplemente se trata de requerir que los datos iniciales sean consistentes con
el proceso de nacimiento. No se impone la restriccion (1.18), porque se pueden tratar
situaciones en las que la que la distribucién de edad inicial uy es completamente

arbitraria, tal y como aparecen en la mayoria de los problemas con datos reales.

Se enuncia, previamente a las demostraciones referentes al teorema de existencia y

unicidad, una version del Teorema de Gronwall que serd empleada posteriormente.
Lema 1 (de Gronwall) Sif:ZcR - Ry xq €Z tales que
0<f(x)<a+p Xxf(t) dt,
0
Vx eZ con «, 3 > 0 constantes, entonces

f(x) < o ePOxx0),

A continuacién se demuestra el teorema que asegura la equivalencia de soluciones
entre el problema diferencial y un problema basado en ecuaciones integrales para los

nacimientos y la poblacion total.

Teorema 1 Sea w una solucion del problema (1.13)-(1.14), (1.10) para un tiempo T > 0.
Entonces la poblacion total P(t) y la tasa de nacimiento B(t) satisfacen el sistema de ecuaciones

integrales acopladas
t 00
P(t) = ./0 H(t-a,t;P)B(a)da+ fo L(a,t;P)ug(a) da (1.19)

B(t) = fotoc(t— o, P(t))H(t - a,t;P)B(a) da + /Ow a(a+t,P(t))L(a, t;P)uo(a) da,

(1.20)

donde
H(v,t;P)=e” Sy m(ert=t,P(1)) t <y <t, (1.21)
L(y,t;P) = e’fot wrryP(o)dr g < v <, (1.22)

en [0,T].

11
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Reciprocamente, si P(t) y B(t) son funciones continuas no negativas que satisfacen (1.19)
y (1.20) en [0, T] y w esta definida en R* x [0, T] por

up(a-t) exp (— [Ot u(a—t+T,P(T))dT), a>t,
u(a,t) = (1.23)
B(t-a) exp(—foau(G,P(t—a+G))d0), t>aq,

entonces u es una solucion del problema para un tiempo T.

Demostracion: Sea u una solucién del problema (1.13)-(1.14), (1.10) en tiempo T y sea
(ap, tp) € R* x [0, T], se definen

w(h) =u(ap+h,tg+h), [(h)=wn(ap+h,P(tg+h)), (1.24)

para describir la solucién a lo largo de la recta caracteristica. Entonces, a partir de (1.8)

y (1.15), se obtiene la siguiente ecuacion diferencial
o' +p(h)a=0, (1.25)

que tiene como tnica solucién la expresion

h
w(dg + o+ ) = u(do, to) exp(— JA Ft(n)dn), (1.26)
calculando todos los valores de u en todos los puntos de la caracteristica que pasa por
(ag, to) en funciéon del valor u(ay, to).
En particular, si en (1.26) se sustituye (ag,tp) = (a-t,0) y h = t, empleando la condi-
cién inicial (1.10), se concluye que

u(a,t) =up(a-t) exp (— /Ot u(a—t+T,P(T))dT), a>t. (1.27)

Por otro lado, si se sustituye (ap, to) = (0,t—a) y h=a en (1.26) se obtiene

u(a,t) =B(t-a) exp (— foa w(o,P(t-a+0)) do), t>a, (1.28)

dénde B(t) = u(0,t) representa el total de los nacimientos en cada instante de tiem-
po. Finalmente, si se sustituye (1.27) y (1.28) en (1.6) y (1.16), se llega al sistema de

ecuaciones integrales acopladas para P y B, (1.19)-(1.20).

Para demostrar la afirmacion reciproca, sean P(t) > 0 y B(t) > 0 funciones continuas

en [0, T] definidas por (1.19) y (1.20) y sea u definida en R* x [0, T] por (1.23).



1.3 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES EN EL MODELO DE GURTIN-MCCAMY \

Entonces u > 0 (porque uy y « son no negativas), cumple (1.17), u(0,t) = B(t) para

t>0yu(,t)eL;(R") (porque p, B y P son funciones continuas y ugy € £1(IR*)).

Ademéds, a partir de la definiciéon de la solucién (1.23), del sistema de ecuaciones
integrales acopladas (1.19), (1.20) se verifican tanto la expresion de la poblacién total

en términos de la solucién (1.6) como la condicion frontera (1.16).

Finalmente, a partir de (1.8) y la definicién de la solucién (1.23) se obtiene que Du

existe en R* x [0, T] y que la ecuacién en derivadas parciales (1.15) se satisface. O

De la expresion de la solucién (1.27), se puede deducir que las discontinuidades en
Uy se propagan a lo largo de la caracteristica. Incluso cuando uy es continua, (1.27)
y (1.28) implican que u serd discontinua a través de t = a salvo en el caso en que
B(0*) = uy(0). Por (1.20), B(0") es equivalente a la parte derecha de (1.18). Por lo
tanto, cuando uy es continua, una condicién necesaria y suficiente para que u sea

continua en t = a es que (1.18) se cumpla.

Cuando (1.18) no se satisface en t = 0, B(t) = u(0,t) tendrd una discontinuidad en

t =0, y por lo tanto la definicién de B en t = 0 no corresponde a la dada por (1.20).

Con el objetivo de solventar esta dificultad se puede definir B de la siguiente manera:

B(t) =w(0,t), t>0, B(O)zfooooc(a,d))uo(a)da.

A continuacién, se demuestra la existencia y unicidad local del problema (1.13)-(1.14),

(1.10) basado en la expresion de la solucién en términos integrales.

Teorema 2 Existe T > 0, tal que el problema (1.13)-(1.14), (1.10) tiene solucidn tinica para

un tiempo T.

Demostracién: Sea C*[0,T] = {f € C[0, T]/f > 0}. Segun el Teorema 1 es suficiente con
encontrar funciones P, B € C*[0, T], que satisfagan las ecuaciones integrales (1.19) y

(1.20).

En primer lugar, se considera (1.20). Fijada la funcién P € C*[0,T], esta ecuacién es
una ecuacion lineal integral de Volterra para By, por lo tanto, tiene solucién tnica en

[0,T], la cual se denotard como

B(t) := Br(P)(t). (1.29)

13
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Usando esta solucién, se puede definir un operador Pr sobre C*[0,T] a partir de la

parte derecha de la ecuacién integral (1.19) remplazando B por Bt (P):

t 00
Pr(P)(t) = f H(a-t,t;P)Br(P)(a)da+ / L(a,t;P)us(a)da.  (1.30)
0 0
Claramente, las hipétesis (H1)-(H3) implican que
By, Pr:C*[0,T] - C*[0,T]. (1.31)

De este modo, la solucién del problema se reduce a encontrar un punto fijo P del
operador Py vy, por lo tanto, el Teorema 2 es una consecuencia directa del lema 2 que

se demostrara a continuacion. m]

Lema 2 Existe T > 0 tal que el operador Py : C*[0,T] - C*[0, T] definido por (1.30) tiene un

tinico punto fijo.

Demostraciéon: Se considera el espacio de Banach C[0, T] con la norma del supremo

|- |7. Se elige r > 0, y sean

b= [ uo(a)da (1.32)

ry= {f/f € C+[O,T], Hf_ d)HT < ‘l‘}. (133)

Como X1 es cerrado, para completar la prueba es suficiente con mostrar que Pr envia

L1 en si mismo y que es contractiva.

Sea
Q={(a,P)/a>0,P>0,|P-d|<1}. (1.34)

La hipétesis (Hz2) implica que las cantidades

o= sup w(a,P), = sup pp(aP), (1.35)
(a,P)eQ (a,P)eQ

xp= sup ofa,P), o« = sup op(a,P), (1.36)
(a,P)eQ (a,P)eQ

son todas finitas. Asi, para P € Ly, a partir de la definicién de las ecuaciones integrales

acopladas (1.19)-(1.22) y de la definicién de la poblacién total (1.32), se obtiene que

Br(P)(0) <o [ Br(P)(a)da+ aoo, (1.37)

y, aplicando la desigualdad de Gronwall, Lema 1, implica que

Br(P)(t) < agpeot. (1.38)
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Entonces, empleando las definiciones del operador Pr(P)(t), (1.30), de los funcionales
Hy L, (1.21)-(1.22), de la poblacién total (1.32), de las cotas de las funciones vitales y

sus derivadas (1.35)-(1.36) y (1.38) se obtiene que

t ()
PrP)(t) - | < opd fo %08 dq + [O IL(a,t;P) - Tug(a) da
< p(e*"-1)+d sup |L(a,TP)-1] (1.39)
a0,0<t<T
para0<t<TyPelXy. Apartirde
&7 — 1] < |z]el, (1.40)

se puede concluir, de la definicién del funcional L, (1.22) y de las cotas de las funciones

vitales, (1.35)-(1.36), que

sup |L(a,T;P)-1|<uoTetol, (1.41)

a>0,0<t<T

La combinacién de las desigualdades (1.39) y (1.41) muestra que Pr(P) € 1, si T es

suficientemente pequefio.

A continuacién se muestra como Pr es contractiva para T pequefio. Asi, se eligen

P,P € X1. A partir de la definicién del operador Pr(P) (1.30), se obtiene
|Pr(P) = Pr(P)|It < I+ III+11I, (1.42)

donde I, IT y III son, respectivamente, el supremo (en 0 <t <T) de

[Ot IH(t-a,t;P) - H(t - a,t; P)[Br(P)(a) da,

[ H(t- 0, P)BE(P) (@) - Br(P)(a) da,

/o IL(a,t;P) - L(a,t;P)ug(a)da.
Unicamente hay que estimar el valor de cada una de estas integrales.

Para acotar I y III, se emplea la definicién de los operadores funcionales, (1.21)-(1.22),

los valores de las cotas de las funciones vitales, (1.35)-(1.36) y (1.40),

IL(a,t;P) - L(a,t;P)| < [1-elolu(xraP(®)-u(r+aP(r)])da

IA

IN

wTe?e TP~ Py, (1.43)

15



16

| DESCRIPCION DEL MODELO Y LA TEORIA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

y, similarmente,
H(t-a,t;P) -H(t-a,t;P)| < u Te?MoT|P - P|. (1.44)

Por lo que, a partir de (1.38) y (1.43)-(1.44) se obtiene que, para T suficientemente
pequefio, I y III son, cada una, menores que k|P - P|t con k € [0, %), constante (inde-

pendiente de P y P).

Para completar la prueba tnicamente se debe mostrar que

1 .
1< |P-Plr, (1.45)
para T suficientemente pequefio.

Para ello, sea
£(t) = Br(P)(t) - Br(P)(1). (1.46)
Se puede concluir a partir de las definiciones de las ecuaciones integrales acopla-

das (1.19)-(1.20) y de la definicién de Bt que
E(t) - /Otoc(t— o, P())H(t- a,t;P)E(a) da
+ fot (a(t-a,P(t))H(t-a,t;P) - a(t- a,P(t))H(t - a,t;ls)) Br(P)(a)da

+ fooo[oc(t— a,P(t))L(a,t;P)-a(a+t,P(t))L(a,t;P)Jus(a) da. (1.47)

Si se denota por f(t) a la suma de las dos tltimas integrales en (1.47), de las defini-
ciones de los funcionales, (1.21)-(1.22) y las acotaciones de las funciones vitales (1.35)-
(1.36), se llega a
() <00 [ £(a) da+f(b)], (1.48)
y por lo tanto,
O] <If O]+ oo [ [F(@]e da (1.49)
Procediendo igual que antes, se puede verificar que, con la definicién de los funcio-
nales (1.21)-(1.22), de la poblacién total, (1.32), las acotaciones sobre las funciones

vitales (1.35)- (1.36) y (1.38), que
[ < kolP =P, (1.50)

donde k( es una constante dependiente solo de &y, x1, po, 1 y T. Por la definiciéon
de II y de los funcionales, (1.21)-(1.22), las desigualdades (1.49)-(1.50) implican (1.45)

para T suficientemente pequefio, lo que concluye la prueba. o
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El Teorema 2 es un teorema de existencia local, esto es todo lo que se puede esperar
en ausencia de hipétesis adicionales sobre o y p. Para obtener existencia global lo que

se necesita un tipo de estimacioén a priori.

De este modo se va a considerar ahora pt y o« con més cuidado. Se recuerda que «(a, P)
corresponde al nimero de descendientes (por unidad de tiempo) producidos por un
individuo de edad a cuando la poblacién total es P, por lo tanto es razonable esperar
que la cantidad estard uniformemente acotada para todo a y P,

&= sup ofa,P)<oo. (1.51)
a>0,P>0

Por otra parte, de la hipétesis (H3),

= inf P .
E azl({leOu(a' )’ (1 52)

no sélo es finito sino que también es no negativo. Cuando se cumple (1.51), a la

cantidad

S=0a-p, (1.53)
se le denomina cota del ratio de crecimiento. Esta terminologia esta justificada por
el siguiente resultado, el cual muestra que P y B pueden crecer como mucho en
proporcion a e, es decir, como mucho su crecimiento es similar al de una poblacién

Malthusiana con ratio de crecimiento 6.

Teorema 3 Asumiendo que se verifica (1.51). Sea w la solucién del problema (1.13)-(1.14), (1.10)

para un tiempo T. Entonces para 0 <t <T

P(t) < ¢e, (1.54)
B(t) < aded, (1.55)
y
u(a,t) < ape ™ act, (1.56)
u(a,t) < |ugfe™®, axt, (1.57)

donde ¢ es la poblacion total en el instante de tiempo inicial (1.18) y |upl|¢ = supyo 4 Uo-
Demostracién

De la definicién de los funcionales (1.21)-(1.22)

H(y,t;P) <e™?, (1.58)
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L(y,t;P) <e ™™, (1.59)

Asi, a partir de la definicién integral de B(t), (1.20), y de la acotacién de la tasa de

natalidad (1.51), se obtiene que
t
B(t) < 6(/0 e MVB(a) da+ Bdpe ™, (1.60)

y, utilizando la desigualdad de Gronwall, Lema 1, se llega a la desigualdad (1.55).

Sustituyendo este resultado en la definicién integral de P(t), (1.19), y con el uso de la

definicion de los funcionales, (1.58)-(1.59), se obtiene inmediatamente (1.54).

Finalmente, (1.56) es una consecuencia directa de (1.27)-(1.28) junto con (1.54)-(1.55).

O

Se debe observar que si uy es uniformemente acotada, entonces g msx = supuy < o,

entonces, las desigualdades (1.56)-(1.57) implican que
u(a,t) < Cett, (1.61)

paraa>0y 0<t<T, donde C es el mayor valor entre uymax, y &. ]

De este modo, la hipétesis (1.51) lleva a la existencia global, suponiendo el estimativo

a priori (1.54).

Teorema 4 Asumiendo que se cumple (1.51), entonces el problema (1.13)-(1.14), (1.10) tiene

solucion vinica para cualquier tiempo.
Demostracion

Por la hipétesis (H1), las cantidades «, «1, 1o, 11, definidas en (1.34), (1.35)-(1.36) son
funciones continuas con respecto a ¢. Por lo tanto, a partir de la demostracién del
Lema 2, el intervalo temporal T (de ese lema) puede ser elegido como una funcién
continua T(¢) de ¢. Por lo tanto, para cualquier par de valores 0 < ¢y < ¢; se asegura
la existencia para 0 < t < T(do, $1) = q)or?d)i?d)] T(¢) siempre y cuando la poblacién
inicial ¢ se encuentre en el intervalo ¢g < ¢ < ¢;.

Eligiendo T > 0. Para probar la existencia para todo tiempo, es suficiente con establecer
la existencia hasta dicho valor T. Por el Teorema 3, siempre y cuando una solucién
exista en 0 < t < T debe satisfacer que 0 < P(t) < ¢e®T. Entonces, se acttia en los

intervalos de tamafio T(0, $pedT), tomando como dato inicial en cada intervalo el valor
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final de u en el intervalo anterior. En un nimero finito de pasos, esto conduce a una

solucién hasta tiempo T.

Para probar la unicidad, se asume que u; y u; son soluciones para cualquier valor
del tiempo. Entonces (B, P;) y (B2, P2) son soluciones de (1.19)-(1.20) para cualquier
valor del tiempo. Por el Lema 2 tenemos unicidad local para el sistema (1.19)-(1.20).
Asf el conjunto de puntos t tales que (B, Py) = (B2, P2) en [0, t] debe ser un intervalo
de la forma [0, T) y como By y Py son funciones continuas debe ser T = co. Entonces,

se puede concluir de (1.27)-(1.28) que u; = u,. 0

Como ya se ha mencionado, una condicién necesaria y suficiente para que u sea
continua es que uy sea continua y satisfaga la condicién de compatibilidad (1.18). El
siguiente teorema proporciona una condicién de compatibilidad adicional que debe

satisfacerse para que u sea de clase C'.

Teorema 5 Asumiendo que ug € C'(R*), con 1y € £1(R*). Supongamos que p, « € CT(R* x
R*) y que las asignaciones (t,P), en las funciones a — oq(a+1t,P) y a — ap(a+t,P)
pertenecen a C(R* x R* : L(IR*)). Sea w la solucion del problema (1.13)-(1.14), (1.10)
en el tiempo T. Entonces u € C'(R* x [0,T]) si y solo si wy satisface las condiciones de

compatibilidad (1.18) y

10(0) = (10, ) ~ (0, ) ua(0)~ [ (eta(@, ) + oo, )b - x(a, B)n(a, §) o) da
(1.62)
donde

b=u0(0)- [ (e, d)uo(a) da (1.63)

Demostracién: Cuando ug € C'(IR*), (1.18) es necesaria y suficiente para que u sea con-
tinua. Por lo tanto es suficiente con ver que garantizandose (1.18), la condicién (1.62)

es necesaria y suficiente para u que sea de clase C'.

A partir de las hipétesis y las definiciones de las ecuaciones integrales (1.19)-(1.20) se
obtiene que B,P € C'(IR*). Por lo tanto, es claro que, a partir de (1.27)-(1.28), u serd de
clase C! siy solo si tiene esta propiedad a través de la recta caracteristica t = a, o lo

que es equivalente, si y solo si
B(0) = ~110(0) - 1(0, $)uo(0), (1.64)

donde
¢ =P(0) = fo up(a) da. (1.65)
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Esta afirmacién se resuelve mediante un cambio de variable T = t—a+ A en (1.28).

Posteriormente, en la derivacién de (1.64) se emplea la relaciéon
uo(0) = B(0), (1.66)
lo que es una consecuencia directa de (1.18) y de la definicién (1.20).

Entonces, debido a las definiciones (1.19)-(1.20) y las expresiones (1.65)-(1.66),

P(0) = ¢, (1.67)

B(0) = a(0,0)uo(0) + [ [aa(a,0) + (@ d)d - (e d)uo(a) da,  (1.69)
donde ¢ viene se ha definido en (1.63).

Finalmente, a partir de (1.68), la ecuacion (1.64) es equivalente a (1.62). O

1.4 MODELOS DE POBLACIONES ESTRUCTURADAS POR EL

TAMANO

Aunque la variable que ha sido utilizada de forma mas habitual como estructurante
es la edad, a mediados del siglo pasado comienzan a aparecer estudios que muestran
que en ciertas poblaciones, la edad no es la caracteristica fisiol6gica mas importante
para determinar la capacidad de un individuo para sobrevivir y reproducirse. Como
alternativa se pueden utilizar otro pardmetros como el peso, la longitud, la masa,
la biomasa, la madurez, las reservas de energia, etc., que se agrupan generalmente
bajo el nombre de tamafio. Por otra parte, la edad de los individuos, inicialmente,
es deconocida cuando se trabaja con grupos de animales y plantas no controladas,
por lo que resulta mds sencillo estimar las funciones vitales utilizando alguno de los
pardmetros asociados a los individuos mencionados anteriormente. Esto llev6 a la
formulacién de modelos en los que no se utiliza la edad como variable estructurante
de la poblacién, en su lugar, utilizaremos otras caracteristicas fisioldgicas como las

mencionadas anteriormente.

Estos modelos, al igual que los modelos estructurados por la edad, involucran una

ecuacion en derivadas parciales de primer orden hiperbélica para la distribucién de la



poblacién sobre su dominio de tamafio, una condicién frontera no local que representa

el proceso de reproduccién, y una distribucién inicial de la poblacién.

Los primeros modelos que consideran el tamafio como variable estructurante se de-
ben a Sinko y Streiffer [32], y Bell y Anderson [8]. Van Sickle [33] analiz6 teéricamente
el caso lineal mas simple, comprob¢ la existencia de comportamientos similares a los
estudiados en el caso estructurado por la edad. Sin embargo, los primeros resultados
tedricos para el modelo donde se introduce un valor maximo para el tamafio se desa-
rrolla cuando Ito et al. [22], demostraron la existencia y unicidad de soluciones para

el problema que describimos a continuacién.

Este modelo esta formado por una ecuacién en derivadas parciales hiperbdlica lineal

w(x, 1) + (g(x)ulx, t))x = —n(x)u(x,t), t>0, (1.69)

donde g(x) es la tasa de crecimiento especifica por el tamarfio, y n(x) vuelve a ser la tasa de

mortalidad especifica por el tamafio.

Los nacimientos vienen regulados por la siguiente ley
1
g(0)u(o,t) = /0 a(x)u(x,t)dx, t>0, (1.70)
que conforma la condicién frontera no local del modelo, donde x(x) es la funcién de

fertilidad especifica por el tamafio.

El problema se completa con la condicién inicial
u(x,0)=up(x), 0<x<T. (1.71)

En este modelo se supone que el crecimiento de los individuos sigue la ley

%zg(x), 0<x<T, (1.72)

verificindose que g(x) >0,x€[0,1),y

T
f ——dx =00 (1.73)

lo que significa que los individuos de la poblacién no alcanza el tamafio maximo

considerado.

El modelo planteado es el andlogo al correspondiente en edad de McKendrick-Von

Forster, y al igual que sucedia en dicho modelo, no se tienen en cuenta ni la posible
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influencia del tamafio de la poblacién total en la dindmica de la poblacién, es decir
la competencia por los recursos limitados, ni la probable influencia del tiempo sobre
ella, es decir, las modificaciones ambientales del entorno. Por lo tanto, el primer paso
para poder tratar situaciones més reales consiste en considerar que las funciones vi-
tales de mortalidad, fertilidad y crecimiento, son dependientes del tamario total de la
poblacién, introduciéndose no linealidades similares a las desarrolladas por Gurtin-
MacCamy para los modelos de poblaciones estructuradas por la edad. Un modelo no

lineal de este tipo no se propone hasta 1983 y fue planteado por Murphy [30].

Murphy supuso que el tamafio y la edad estaban relacionados y que, en una primera
etapa, el crecimiento dependia tinicamente del tamafio, plantedndose asi la siguiente
ecuacion diferencial, x’(a) = g(x(a)), conocida como Murphy’s trick, que permitia
obtener a partir del modelo de McKendrick-Von Forster su andlogo estructurado por
tamafio. En una segunda parte, se introdujo la dependencia explicita de la poblacién
total en las funciones vitales y, utilizando la misma técnica se obtiene el siguiente

modelo formado por una ecuacién en derivadas parciales con términos no locales

ue(x, 1) +(9(x, P(1))ulx, 1))y = —ulx, P())ulx t), x>xo, t>0,  (1.74)

una condicién frontera no local con términos no locales que simula la ley de nacimien-

tos
g(xo, P(t))u(xo,t) = fxoo a(x, P(t))u(x,t)dx, t>0, (1.75)

0
y que se completa con la distribucién inicial por tamafio

u(x,0) =up(x), x2>xo, (1.76)

donde xy representa el tamafio minimo de cada individuo en el momento del na-
cimiento. Ademds, incluyendo la posibilidad de utilizar las funciones vitales la de-
pendencia del momento de primero orden (biomasa) en lugar del tamafio total de la
poblacién

M(t) = _[Xoo xu(x,t)dx, t>0. (1.77)

0

Kato en [23], realiz6 la demostraciéon de existencia y unicidad de soluciones para un
problema mads general que (1.74)-(1.76) consistente en introducir en las funciones vita-
les la dependencia con respecto al tamafio de la poblacién a través de ponderaciones
de la poblacién total, para distinguir la diferente influencia que los individuos de dis-

tinto tamafio tienen en las condiciones vitales, e introducir el tamafio médximo que un
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individuo de la poblacién pueda alcanzar. El modelo queda descrito por el siguiente

problema de valores iniciales y de frontera,

ue(x,t) + (g(x, Ig(t)) ulx, t))x = —u(x, Iu(t))u(x,t), O0<x<l, t>0, (1.78)

g(0,Ig(t))u(0,t) = C(t) + /01 a(x, I(t))u(x, t)dx, t>0, (1.79)
u(x,0) =ug(x), x>[0,1], (1.80)

donde

Io(t) = fo Y ulx ) dx, L) - fo () dx,  Tat) = fo () (1) dx,
(1.81)
t>0.

Teorema 6 Suponiendo que

° g:[0,1) xR - (0,00) es una funcién continua y acotada y g(1,-) =0, si 1 < co. Para
todo P € R, g(x,P) es de clase C'([0,1);

o existe V; > 0 tal que
19(x1,P1) = g(x2, P2)| < Vi (1 =x2)| + [P1 = P2|),  O<[Py| [P <m, x1,%2€[0,1);
19x (%, P1) = gx(x, P2)| < Vi [Py = P2, O <[Py],[Pof <7, x€[0,1);
o existe una funcion creciente dj : [0,00) — [0, 00), tal que

In(x1,P) —u(x2, P)[ < di ([P [x1 -x2)[, PeR, x1,x2€[0,1);

o existe una funcion creciente d; : [0,00) — [0, 00), tal que

lu(x, P)[<da2([P]), PeR, xe[0,1);

o existe una funcion creciente ds : [0,00) — [0, 00), tal que

lu(x,P1) —(x,P2)| < d3(r) [P =Pa|, O<|Pi|,|P2f<T, x€[0,1);

o existe una funcion creciente dg : [0,00) — [0, 00), tal que

lo(x1,P) —a(x2, P)| < dg(P]) %1 =%x2)|, PeR, xq,x2€[0,1);

23
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existe una funcién creciente ds : [0, 00) — [0, 00), tal que

lx(x,P)|<ds(|P]), PeR, xe€[0,1);

existe una funcién creciente dg : [0, 00) — [0, 00), tal que

l(x,P1) = o(x,P2)| < dg(T)|P1 = Pa|, O0<[Pq|,|P2l<T, x€[0,1);

Yg, Yw Y« S0n funciones no negativas, Lipschitz continuas en (0,1).
o C:[0,T] - R is una funcién continua.

existe una iinica solucion local positiva u(x,t) de (1.78)-(1.81). Mds aiin, si las condiciones
iniciales gy, > 0 convergen a ug > 0 en L1([0,1]) y que las correspondientes soluciones un y

u existen en [0, T], entonces w, converge awen C([0,T]; £1([0,1]).



EL ESCALATOR BOXCAR TRAIN (EBT)

Este capitulo se inicia con la descripcion del estado del arte de la integracién numéri-
ca de modelos de poblaciones estructuradas por cantidades fisiolégicas en la que se
justifica la necesidad de la integraciéon numérica frente a la solucién analitica. A con-
tinuacién se describe completamente el método objeto de estudio, el Escalator Boxcar
Train. La idea fundamental del método consiste en la aproximacién de cantidades rele-
vantes de la funcién de densidad en lugar de su descripcién en una red que discretice
el dominio, tanto temporal como espacial, del problema. Para ello, se transformar4 el
problema de valor inicial y frontera en un sistema de ecuaciones diferenciales ordina-

rias.

2.1 INTRODUCCION

Los modelos de poblaciones estructuradas describen la distribucién de los individuos
a través de diferentes clases o categorias, basadas en caracteristicas biol6gicas o de
comportamiento (la edad, el tamafio o volumen del individuo, los ciclos vitales, la
localizacién espacial, etc.) que condicionan su interaccién y su relacién con el entorno.
De este modo, los procesos vitales a escala individual (nacimiento, muerte, crecimien-
to, escision, alimentacién, etc.) dependen del estado del individuo, del estado de la
poblacién y de la interacciéon con los recursos del entorno. Sin embargo, la mayor
complejidad de estos modelos tiene como consecuencia que su resolucién analitica
no sea factible salvo en casos muy especiales. Este desconocimiento de las soluciones
hace que el proceso de modelizacién no esté plenamente contrastado. Asi pues, de-
bemos acudir a la integracién numérica para aproximar las soluciones del modelo, y
comparar dicha experimentacién numérica con los datos empiricos que nos permitan

profundizar en dicha modelizacién.
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Desde un punto de vista numérico los modelos estructurados que describen la di-
ndmica de una poblacién presentan algunas dificultades. Aunque las ecuaciones en
derivadas parciales hiperbdlicas son similares a otras ecuaciones de conveccién no
lineales, la condicién frontera no local es especial porque depende de un funcional de
la solucién (poblacién). Ademds, habitualmente no se asume regularidad en la fun-
cién de densidad debido a la naturaleza del proceso de reproducciéon que, a menudo,
fluctda dando paso a explosiones de nuevos individuos y los correspondientes picos
en la densidad. Finalmente, la naturaleza no conservativa de la ecuacién como resul-
tado del proceso de mortalidad dentro de la poblacion requiere que la aproximacion
numérica de la distribucién sea decreciente a lo largo de sus caracteristicas. Estas razo-
nes, fundamentalmente la falta de regularidad, hacen que los métodos desarrollados
para ecuaciones de conveccién sean dificiles de aplicar, especialmente los métodos de

integracion de orden alto.

La integracion numérica de modelos de poblaciones estructuradas ha sido abordada
desde finales de los afios 8o. Los primeros métodos se propusieron para aproximar
los modelos estructurados por la edad. Tipicamente, los algoritmos desarrollados pa-
ra simular estos problemas estdn basados en técnicas estdndar de discretizacion para
ecuaciones en derivadas parciales hiperbélicas que se adaptan para tratar, tanto no li-
nealidades de tipo no local, como la condicién frontera no local que describe la ley de
nacimientos. De este modo, es frecuente encontrar métodos basados en la discretiza-
cién de la ecuacion en derivadas parciales mediante esquemas clédsicos en diferencias
finitas (upwind, Lax-Wendroff, método box, Crank-Nicholson) combinados con re-
glas de cuadratura que aproximan los términos no locales. Sin embargo, la técnica
mas empleada es aplicar técnicas de discretizacion a la transformacién de la ecuacion
en derivadas parciales en una ecuacién diferencial a lo largo de la recta caracteristica.
La razén principal es la relacién natural entre la edad y el tiempo, que ha sido con-
tinuamente empleada en los estudios tedricos de existencia, unicidad y estabilidad
de soluciones (1.25). Esta ecuacién se ha discretizado mediante métodos clasicos pa-
ra ecuaciones diferenciales ordinarias, pero también se ha empleado directamente la
representacion de la solucion (1.23) y su discretizacion empleando reglas de cuadra-
tura. Otras técnicas empleadas han sido: el método de lineas, métodos de proyecciéon
0 esquemas de colocaciéon. Se puede consultar una revisiéon del estado del arte has-

ta el afio 2005 en [3], donde se muestra una descripcién detallada de los principales



métodos numéricos desarrollados hasta 2005 y su comparacién por su generalidad y

eficiencia.

En cuanto a la integracién de modelos de poblaciones estructuradas por el tamafio, el
trabajo en [2] contiene una descripcién del estado del arte hasta el afio 2004, realizando
una descripcién detallada de los distintos métodos numéricos y las técnicas emplea-
das. Salvando la dificultad intrinseca del modelo que considera una nueva funcién
vital, la tasa de crecimiento, que puede ser empleada para limitar el tamafio maximo
que un individuo de la poblacién puede alcanzar [22]. La integracién numérica de este
tipo de modelos ha seguido una via paralela a la de los estructurados por la edad en
cuanto al incremento de complejidad y las técnicas empleadas. De este modo, se han
propuesto métodos basados en técnicas cldsicas de discretizacién de ecuaciones dife-
renciales (métodos en diferencias), se ha empleado la descripcién de la solucién a lo
largo de las curvas caracteristicas, discretizando directamente la ecuacién diferencial
o empleando la representacién de la solucién a lo largo de las mismas. Sin embargo,
el tnico método que, inicialmente, se desmarca de esta trayectoria fue pionero en la
integracion de modelos de poblaciones estructuradas: el Escalator Boxcar Train. Este
método, propuesto por de Roos en su estudio de 1988 [13], ha sido empleado con
frecuencia en biologia teérica. Sin embargo, la falta de una prueba de su convergencia
ha limitado, en cierto modo, la fiabilidad de sus resultados. Esta prueba de convergen-
cia, que se desarrollard completamente en el ultimo capitulo, se basa en los método
de particulas y se publica 25 afios mds tarde en [10]. Fue especialmente desarrollado
para la integracién de ecuaciones en derivadas parciales hiperbdlicas para modelos
estructurados con la intencién de resolver problemas biolégicos reales, es por esto
que no aproxima directamente la funcién de densidad, al contrario que los métodos

clasicos, sino de cantidades de la misma con una clara interpretacién biolégica.

2.2 ESCALATOR BOXCAR TRAIN

A lo largo de esta seccion se realizara una descripciéon del método a partir del mo-
delo que describe la evolucién de una poblacién estructurada fisiolégicamente. Este
modelo serd transformado para su expresiéon matemadtica en forma de la dindmica de

diferentes cantidades a nivel de poblacién. Para ello, se distinguird entre el estudio
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de la ecuaciéon en derivadas parciales y el estudio de la condicion frontera. En la tlti-
ma parte de la seccion, se proponen discretizaciones basadas en el uso de desarrollos

limitados en serie de Taylor.

2.2.1 Motivacion

El hecho de que las integrales de la densidad de poblacién sean particularmente im-
portantes, desde un punto de vista biolégico, por su interpretacién como cantidades
de individuos hace plantearse un método de integracién que aproxime ciertos momen-
tos de la funcién de densidad original sobre dominios méviles en lugar de aproximar
la funcién de densidad original sobre determinados valores nodales. Estos dominios
se moverdn a lo largo de las curvas caracteristicas de la ecuacién en derivadas par-
ciales. De este modo, no se realiza ninguna hipétesis sobre la forma o regularidad
de la densidad de poblacién, en su lugar, las funciones vitales deben cumplir ciertas

condiciones de regularidad.

El método, en su versién original introducida por de Roos [13], fue propuesto en
un escenario lineal pero multidimensional, es decir, con un nimero determinado de
estructuras que clasificaban fisiolégicamente a los individuos de la poblacién. El desa-
rrollo que se hara en esta seccién particularizara el esquema para el modelo no lineal
estructurado tnicamente por el tamafio en la versiéon descrita por Murphy, ecuacio-

nes (1.74)-(1.76), que se recuerda a continuacion

we(x, t) + (g(x, P(t))u(x, t))x = —pu(x, P(t))u(x,t), x>xp, t>0, (2.1)
g(xo, P(t))u(xp, t) = foo a(x, P(t))u(x, t) dx = B(t,xo, u(x,t)), t>0, (2.2
u(x,0) =up(x), x2>xo, (2.3)

donde x( representa el tamafio minimo de cada individuo en el momento del naci-
miento,
[o0]
P(t) = f w(x, t) dx,
X0
representa la poblacién total y B(t,xo,u(x,t)) representa el flujo de entrada (naci-
mientos) en la poblacién. Hay que tener en cuenta que, con ligeros cambios en el
procedimiento, el método se puede adaptar a otros tipos de situaciones como un in-
tervalo acotado para el tamafio o funcionales diferentes de la poblacién total para la

descripcién de la competencia por los recursos limitados.



En primer lugar, se realizard una descripcién del modelo como un sistema de ecuacio-
nes diferenciales que describen la dinamica de ciertos momentos de la poblaciéon. Los
dominios de estos momentos evolucionardn con el tiempo. Se diferenciard entre los
dominios interiores y el dominio frontera que tendra una consideracién especial ya
que, tras un tiempo indeterminado, pasara a formar parte de los dominios interiores
y, en ese momento, un nuevo dominio frontera se creard. A continuacién, se aproxi-
mardn los términos fuente de las ecuaciones diferenciales para obtener la dindmica
de los diferentes momentos como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
al que, finalmente, se le aplicard un método de discretizacién temporal para obtener

su expresion numérica completa.

2.2.2 La integracion en el interior.

Se considera que la evolucién del tamafio de cada uno de los individuos viene descrito

por el siguiente problema de valor inicial

x'(t) = g(x(1),P(1)), t>0,

x(to) =xo, 4

que, se supone, genera una tnica solucién, para cada (to,xo) € [0, T] x (0, o0),
x(t;to, x0) = T (to, t)xo,

donde el operador 7 relaciona el tamafio después del periodo de tiempo [ty,t] con el

tamafio inicial xy en tiempo to.

A continuacién, se supone que el interior del dominio (0, o) estd subdividido en un

conjunto de intervalos arbitrarios Q;(ty), en t = ty, de modo que (0,00) = (_JQ;(to)-
iel

Estos intervalos iniciales evolucionan en el tiempo con la ecuacién (2.4), como

Qi(t) = {x(t; to,x0)/x0 € Qi(to)}.

De esta manera, se observa que el dominio se transporta a lo largo de las caracte-
risticas de la ecuacién en derivadas parciales y estd cerrado a procesos que ocurren
en su frontera. Aunque, de momento no se ha introducido su solucién discreta, es
factible considerar una cantidad finita N de subintervalos. El altimo de ellos seria,

posiblemente, no acotado.
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A partir de ahora, por sencillez, se presentard la evolucién de uno de estos subdomi-

nios que se denotara por Q(t) = [a(t),b(t)] perdiendo la referencia al subindice.
Para describir la evolucién de u(x, t) en Q(t) se definen las siguientes cantidades:

Momento de orden 0 de u en Q(t)

b(t)
A(t) = fa o et de

Este momento hace referencia al ntimero total de individuos cuyo tamafio se

encuentra en Q(t).

Primer momento de la distribucién condicional para u(-,t) en Q(t)

b(t)
f eu(e,t)de
a

M(t) = =20 — O

Este momento representa el tamafio medio de los individuos dentro de Q(t).

El momento producto de la distribucién condicional para u(-,t) en Q(t)

[ :t()t)(e ~M(1))2u(e, t) de
A(t) '

V(t) =

Este momento representa la varianza de la distribucién de tamafios dentro de
Q(t).

Estas cantidades pueden emplearse para aproximar valores habitualmente requeri-
dos por este tipo de modelos, que estén basados en integrales de u(x,t) sobre Q(t)
con funciones peso ¥ arbitrarias y suficientemente regulares. Por ejemplo, se puede
describir la poblacién total como P(t) = Y Ai(t).

iel
A continuacién, se deriva un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que des-
criban la evolucién de A(t), M(t) y V(t). Con este objetivo, se calculan las derivadas

de estas cantidades.

A'(t)

(1)
/;(i) w(e, t)de +b'(t)u(b(t),t) - a’(t)u(a(t),t)

b(t) b(t)
P
[a(t) ui(e, t) d€+[a(t) (g(e,P(t))u(e, t)), de

—/b(t) w(e, P(t))u(e, t) de
a(t) ’ ’ ’
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/:)t) eur(e,t) de +b/(D)b(H)w(b(t),t) - a’(t)a(t)u(a(t), t)

M - N©
A(t) [b(t) eu(e, t) de
_ a(t) ’
A2 (t)
: _/G(i()t) g(e,P(t))u(e, t) de + faz’t()t)(M(t) —e)u(e, P(t))u(e, t) de
ACD)

[b(t) 2M/(t)(e - M(t))u(e, t) de + /b(t)(e - M(t))*u(e, t) de
V/(t) _ a(t) a(t)

A(t)
L D)) -M(1)*u(b(t), ) - a’()(a(t) - M(t)) u(a(t), t)
At)
’ b(t) 2
K (t) fa(t) (e~ M(1))2u(e, t) de
A%(t)
b(t) , b(t)
fa(t) 2M'(t)(e - M(t))u(e, t) de + fa(t) 2(e-M(t))g(e,P(t))u(e, t) de
‘ A(t)
b(t) 2 b(t)
[a(t) (e —M(t))“n(e, P(t))u(e, t) de - V(t) [a(t) (e, P(t))u(e, t) de
‘ X0
) 2 fa(i()t)(e -M(t))g(e, P(t))u(e, t) de - fa:)t)((e - M(1))2 - V(t)u(e, P(t)u(e, t) de'

A(t)
De este modo, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones que describe la evolucién

de A, M y V con respecto al tiempo:

A’(t) - _/a(i()t) H(€,P(t))u(€,t)d€, (2.5)
b(t) b(t)
fa(t) g(e, P(t))u(e, t) d“/a(t) (M(t) - €)u(e, P(t))u(e, t) de
M'(t) = D , (2.6)
(t)
, Z[:t) (e - M(1))g(e, P(t))u(e, t) de
Vi - A©

f"“’«e_M(t»z_v<t>>u<e,P<t>>u<e,t> de
Ja ' 27
At)
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El anterior sistema de ecuaciones diferenciales no es atin una aproximacién, ademds
no es cerrado en el sentido de que el lado derecho no estd expresado tinicamente
mediante funciones de A, M y V, y necesita de cierta manipulacién posterior. Por
otra parte, como se ha especificado, las cantidades A, M y V pueden utilizarse para

aproximar u(x, t) en el dominio Q.

2.2.3 La integracion en el intervalo frontera

Una vez descrito el método para los intervalos interiores del dominio, se aborda el
intervalo que se solapa con la condicién frontera (2.2). La condicién frontera es més
dificil de tratar que la ecuacién en derivadas parciales porque el operador de naci-
mientos, relacionado con el flujo hacia el interior del dominio, no tiene una forma

especifica, porque depende fuertemente de las especificaciones del modelo.

En este modelo, la frontera estd formada por un tnico punto, 3*Q = {x¢}, cuando
avance el tiempo este tamafio inicial se modificara siguiendo las caracteristicas de la
ecuacion en derivadas parciales. De este modo nos encontraremos con un subinter-
valo w(t) = [xo, A(t)] entorno que contiene a la frontera. Este dominio se trata como
los dominios del interior de (X, c0) salvo que el extremo (inferior) que pertenece a la
frontera no se traslada siguiendo las curvas caracteristicas como sucede en los interva-
los interiores. De este modo, el intervalo frontera crece en tamafio hasta que alcanza
un valor clave a partir del cual se convierte en un subdominio del interior y aparece

un nuevo subintervalo frontera del mismo tipo que le sustituye.

Dentro del subintervalo w(t) se pueden definir, de nuevo, un conjunto de momentos
de la funcién de densidad original u(x,t), de una manera ligeramente diferente. La
diferencia radica en que el momento que describe la poblacién toma el valor cero
en el instante inicial (0 cuando cambia de intervalo frontera), de este modo el nuevo

sistema de ecuaciones diferenciales debe ser correctamente inicializado. Para resolver
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esta circunstancia, los momentos (analogos a los correspondientes de los intervalos

interiores) se definen, en general, como
At) = fw e de,
= - ,t) de,
m(t) fw(t)(e a)u(e, t) de
p(t) = / (e —a)’u(e, t) de,
w(t)

donde a es el punto de la frontera, por lo tanto a = xy y obtenemos que

A(t) = /W(t) u(e, t) de, (2.8)
nt) - fw (e mx)ule, ) de, (2.9)
p(t) = _/W(t) (e —x0)*u(e, t) de. (2.10)

Una vez que se alcanza el umbral, el subdominio w(t) se cierra, se convierte en un
dominio del interior, aparece un nuevo dominio frontera, y se necesita la siguiente
transformacién no lineal de los momentos entre cada uno de los dos estados debido
a las diferencias en las definiciones de los momentos en el interior del subdominio

(x0,0) y en el subdominio de la frontera w(t):

Ao = Aw, (2.11)
Mg = ﬂ_w +Xo, (2.12)
Aw
Pw M12A)
Vo = —-—". 2.1

A continuacién, de forma andloga al proceso ejecutado con los intervalos interiores
de (xg,0), se derivan los nuevos momentos para w(t) = [x,b(t)] y se obtiene un
sistema de ecuaciones diferenciales. Se deriva el momento de orden 0,

M) = [ 0 e ) de + b (Du(b(b), 1)

0

- /X; " (e, P()ule, 1) de+ g(xo, P()ulxo, 1

f ” x(e, P(t))u(e, t) de - f " e P)ule ) de,

el momento de primer orden,

m(t) = fxb(t)(e “xo)ue(e,t) de + b/(£)(b(t) - xo)u(b(t), 1)

0

B ‘/-b(t)(€ _XO)H(elp(t))u(elt) de+ fb(t) g(elp(t))u(e,t) de,

X0 X0
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y, finalmente, se deriva el momento de segundo orden,

()
o'(1) = [ (e —xa) e 1 de + gb(1), P (b(1) ~x0)u(b(1), )

0

_/b(t)(e—xo)zu(e,P(t))u(e,t) de+2fb(t)(€—Xo)g(erP(t))u(e't) de,

X0
para obtener el siguiente sistema de ecuaciones ordinarias que describe la evolucién

en el tiempo de A, TTy p en el subdominio frontera w(t):

M) = [ ~ x(e, P(t))ule, t) de - f " e P(O)u(e,t) de, (2.14)
m'(t) = [X:)(t)g(e,P(t))u(e,t)de— fxob(t)(e-xo)u(e,P(t))u(e,t)de, (2.15)

p'(t)

b(t) b(t)
2/ (e —x0)g(e, P(t))ule, t) de - f (€ —x0)21(e, P(1))u(e, t) de.
X0 X0
(2.16)
De nuevo, este sistema de ecuaciones diferenciales no es una aproximacién. Tampo-

co es cerrado en el sentido de que los términos del lado derecho de las ecuaciones

diferenciales no dependen tnicamente de las funciones A, ITy p.

2.2.4 Aproximacion numérica

A continuacién se aproximan, en parte, los sistemas de ecuaciones (2.5)-(2.7) y (2.14)-
(2.16), para describir la dindmica de las distintas cantidades en términos de las fun-

ciones Ao, My V,y Ay, Iy p.

Con esta intencién, se describen las funciones p y g como expansiones en serie de
Taylor en M(t):

9(e,P(1) = g(M(B),P(1)) + (e ~M(1) SL(M(1), P(1))
(e -MOPTI M), P)) +- 1)
W(e,P(B) = H(M(1),P(1) + (e - M(D) 32 (M(1), P(1))

2
+%(e—M(t))z%(M(t),P(t))Jw-- (2.18)

De esta manera, se crean métodos numéricos de 6érdenes diferentes cuando se despre-

cian en el desarrollo términos superiores, obteniendo asi una aproximacién truncada
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al sistema de ecuaciones correspondiente, siempre que se verifiquen las condiciones

de regularidad necesarias sobre las tasas de crecimiento, de mortalidad y de fertilidad.

Si se desprecian los términos correspondientes a partir del segundo orden obtenemos
la siguiente aproximacién para las ecuaciones (2.5)-(2.7), que deberia ser de segundo

orden,

b
A(t) = —f() w(M(t), P(t))ule, t) de - f (e- M(t)) (M(t) P(t))u(e, t) de

—u(M(t),P(t)) /a(i(;) u(e, t) de
- r(M(t), P(1)A(t),

simplificando del mismo modo en la segunda ecuacién, y considerando sélo el desa-
rrollo de orden cero en la tasa de mortalidad porque ya incluye un término del tipo

(e —M(t)), el término de primer orden desaparece, y se obtiene que

b(t) (t)
[ 60M(),POCe ) de [T M) - M), POu(e, 1) de

MI(t) - L
b(t)
a(M(), P(A+ (M), P1) [ (M()-e)u(e, 1) de
B A
g(M(t), P(t))A+ u(M(t), P(£))A[M(t) -M(1)] _

- - 9(M(1), P(1).

No es necesaria la aproximacién de la tercera ecuacién del sistema de ecuaciones di-

ferenciales (2.7), ya que no interviene en estas dos primeras obteniendo asi el sistema

>
~
~
+
N—’
1l

—u(M(t), P(1))A(t), (2.19)
g(M(t),P(1)). (2.20)

<

=
'—f-

N—
I

Si se despreciaran los términos del desarrollo a partir del tercer orden obtenemos la
siguiente aproximacion para las ecuaciones (2.5)-(2.7), que deberia ser de tercer orden.

En primer lugar, para la ecuaciéon diferencial del primer momento,
NG = ( (MO + [ (MM, PW)ule, b ae
b(t) 02u
= - M(1))?* = (M(t), P(t t
3 i MO RO PO)u(e v ac)

- (H(M(t)/ P(t)) + %%(M(t)f P(t))V(t)) A(t),



36 | EL ESCALATOR BOXCAR TRAIN (EBT)

se repiten los calculos para la ecuacion correspondiente al momento de primer orden,
en el que, repitiendo los argumentos esgrimidos anteriormente, la mortalidad sélo se

desarrolla hasta primer orden,

AOM (1) = g(M(t), P(t))7\(t)+ V(t)7\(t) (M(t) P(1))

—7\(t)V(t) (M(t) P(1))

A(t)( (M(1),P(©) + V(O T2 M (1), P©) - Vi) (M), P(t)))

ahora si que se necesita involucrar a la tercera ecuacién que, de nuevo utilizando desa-
rrollos de menor orden tanto en la tasa de crecimiento como en la tasa de mortalidad,

se aproxima como

AR V(1) ZA(t)g—i(M(t)IP(t))V(t) = V(O)R(M(L), P(1)A(L) + VDA (M(t), P(1))

= 20 (M), PO)V(1).

El sistema aproximado resultante es:

2
N(t) = —(u(M(t),P(t>>+1V(t>%(M(t>,P<t>>)Mt), (221)
M) = g(M(D),P(D) + 3V() 3 S(M(D), P(D) - V() SEM(1), P(1), (2:22)
VI(t) - zwwg—j(M(t),P(t)). (223)

Estos dos sistemas, (2.19)-(2.20) y (2.21)-(2.23) representan, respectivamente, las apro-
ximaciones de segundo y tercer orden del sistema de ecuaciones en derivadas parcia-
les original (2.1)-(2.3), cuando se integra en cada uno de los los subdominios Q;(t)
interiores de (0, c0). Se puede ver como el esquema (2.19)-(2.20) describe exactamen-
te la dindmica de los individuos de la poblacién de una cohorte de individuos, la
cual no se distribuye de forma continua sobre el espacio de tamafios pero, biolégi-
camente, queda dividido en clases discretas, cuyo tamafio medio evoluciona con la

ecuacion (2.20).

Los esquemas (2.19)-(2.20) y (2.21)-(2.23) son, respectivamente, parte del Escalator
Boxcar Train de segundo y tercer orden, que trata la ecuacién (2.1) en el interior del
dominio. El método es facil de extender a un orden superior siempre que se incluyan

momentos adicionales de la distribucién original u(x,t) en los subdominios Q;(t).
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Hay que tener en cuenta que esta discretizacién s6lo ha considerado las derivadas
espaciales y las ecuaciones de la aproximacién numérica deben completarse mediante

un método estdndar de integracion en tiempo.

Para obtener aproximaciones al sistema de ecuaciones formado por A, TT y p, se em-
plean, de nuevo, las expansiones en desarrollo de Taylor, en este caso, en el punto

frontera a = x(, de las funciones py g:

2
(e, P(1)) = 1lxa, P()) + (€ = x0) 3 (x0, P(6)) # 3 ~x0) 54 (x0, P(1))

2
(e, P(1)) = g0, P(1)) + (€ ~x0) 52 (0, P(1)) + 5 (€ ~ o) 29 (0, P(1)) +-

y la expansién de la funcién « obtenida a partir de los desarrollos de Taylor en M;(t),

donde i es cada uno de los indices de los dominios interiores:

afe,P(t)) = a(Mi(t),P(t))+(e- Mi(t))g_j:(Mi(t)/ P(t))

,0%

oMy 2 s

(Mi(8), P(8) +--

Nota 1 Con el objetivo de respetar la redaccion original del articulo [13] y de la demostracion
realizada en el capitulo 3 y su correspondencia con el articulo [18], en los desarrollos de la tasa
de fertilidad siempre se considerardn dominios interiores. Por tanto, cuando el dominio frontera
no tenga anchura equivaldria a no tenerlo en cuenta y, en caso contrario, se considerard como
un intervalo interior haciendo los cambios pertinentes dados por la transformacion no lineal.
Esta consideracion, por una parte, respeta las descripciones originales y, por otra parte, no

incrementa la complejidad de las ecuaciones.

Nota 2 EI hecho de tener que considerar la aproximacion de la ley de nacimientos hace que
se involucren todos los intervalos interiores. En analogia con la demostracion realizada en el
capitulo 3, se empleard el subindice B para hacer referencia al dominio frontera y los indices

i=B+1,...,N hardn referencia a los dominios interiores.

De este modo, si se sigue el mismo procedimiento, se obtienen aproximaciones de
segundo orden al sistema de ecuaciones ordinarias si empleamos términos hasta el
primer orden en los correspondientes desarrollos de Taylor. La diferencia més notable

radica en el término no local en (2.14), cuyo tratamiento es ligeramente distinto, ya

37



38

que se describe como suma de términos integrales en cada uno de los subdominios

interiores. Para el momento de orden 0,

N
A = 3 &M, P)u(e 1) de

_ fx:(t) (u(xo,P(t)) + (e _XO)%(XO/P(t)))u(e,t) de

N
3 a(My(1), UML) ~ o PEOAB(1) = 52 o, POTIC)

la aproximacién del primer momento resulta

()
M@ = [ (900 P+ (e-xa) 3200, (1) (e, 1) e

b(t)
- fx (€ —x0)u(xo, P(t))ule, t) de

0

g(xo, P(t))As(t) + g—i(Xo, PENTI(E) - ulxo, P()TI(H),

donde, de nuevo, se ha empleado un desarrollo de un orden menor en la tasa de

mortalidad para no involucrar al momento de segundo orden.

De este modo, se ha obtenido la siguiente aproximacién de segundo orden al sistema

de ecuaciones diferenciales:

N
MO = 3 (M), PN - 1, POAB(D) - G o PO, (22
() = g0 POMs(E) + 32 (x0, POII(E) - (o, POIT(L). (225)

Para obtener una aproximacion de tercer orden al sistema de ecuaciones diferenciales,
se utilizan términos del desarrollo de orden superior en cada una de las funciones

vitales. De este modo, para el momento de primer orden, Ag(t),
0= 2 [ (50400, P0) (e - M) SX M0, P(0)
+§<e—Mﬂt))z%‘;‘wi(t)m(t)))u(e,t>de
-/ :’(t)(u(mP(t))+<e—><o>a—“<><o,P<t>>+1<e—><o> T 500, P() e ) 0
3 (M) PO+ 53 SO0, POV

i=B

G, PO - 2 g, POIICE) -, P(1)) (1),



Para la aproximacién de la evolucién del momento de primer orden, TI, se utilizan
los desarrollos de Taylor de las funciones g (de grado dos) y u (de grado uno), para

obtener

() [X:’(t)(g(xO,P<t>)+(e—xO>a—9<xO,P<t>>+ (e =500 S0 P(0) e 1

b(t)
= [ e (100 () + (e - 30) S 0, P e ) e

0

a0, PONB(1) + 2 (xo, PO + %%xo, P()0(t)

~H(x0, PNTTE) - 52 (k0. P(O)().

Finalmente, se aproxima la ecuacién diferencial correspondiente al momento de se-
gundo orden, p, con el desarrollo de Taylor de la tasa de crecimiento de primer orden
y empleando sélo la aproximacién constante en la tasa de mortalidad. Otras elecciones

nos llevarian a involucrar momentos de mayor orden. De este modo,

o) = 2 fX:(t)@—xO)(g(xO,P<t>>+<e—xO>g—§<xO,P<t>>)u<e,t>de

b(t)
_[X (€ = x0)21t(x0, P(1))ule, t) de

0

290, POTI(E) + 258 (x, P(1)) (1) - (x0, P(D)o(1).

obteniendose asf el siguiente sistema de orden 3:

M = 3 (200, PN + 3T, POINO()

(ko P(OYAB(t) - —“(xo, PO - %ZZ—Z<XO, PO, (2.26)
(D) = gl POMa(t) + xo, POII(L) + 1 29 0, P(1)) (1)

0 PN - 2 xg, P01, (227)
P = 2900 PO + 252000, POIO(D) - (xo, PR, (228)

Estos dos sistemas de EDOs son, respectivamente, similares a los obtenidos para los
dominios interiores y describen la evolucion en el tiempo de los momentos de u(x, t)
en un subdominio frontera w(t). Las diferencias entre estos sistemas y los corres-

pondientes del interior del dominio es la ligera modificacién en la definicién de los
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momentos y que los dominios frontera involucran aproximaciones a la condicién fron-
tera (2.2). De nuevo, se puede observar que, aumentando los términos de los corres-
pondientes desarrollos de Taylor, se puede incrementar la aproximacioén a la dindmica

de los distintos momentos.

2.3 RESUMEN

Se han disefiado aproximaciones a la dindmica de momentos asociados a la pobla-
cién tanto en dominios interiores como frontera. Estos permiten la aproximacién de
momentos biolégicos de la densidad de poblacién (como la poblacién total o la bio-
masa) s6lo con considerar combinaciones apropiadas. El procedimiento consiste, por
una parte, en la divisién del intervalo en una serie de subintervalos indeterminado
(suficiente para la convergencia) y la consideracion de un subintervalo que contiene
el término frontera. Por otra parte, en la consideracién de un umbral que determina
cuando un subintervalo frontera pasa a ser un subintervalo interior, con la consi-
guiente creaciéon de un nuevo intervalo frontera. En este proceso, los valores del co-
rrespondiente intervalo frontera deben ser transformados en momentos validos para
un subintervalo interior. Finalmente, en cada uno de estos subintervalos se ha aproxi-
mado la dindmica de cada uno de los momentos que conlleva la solucién de sistemas

de ecuaciones, que deben ser resueltos mediante un integrador temporal numérico.

Asi, se ha creado una aproximacién de segundo orden, que consiste en la aproxima-
cion a la dindmica de cada uno de los momentos de los subintervalos interiores, dado
por (2.19)-(2.20) y la aproximacién a la dindmica de los momentos en el intervalo
frontera (2.24)-(2.25), junto con el proceso que transforma los momentos frontera en
momentos de un subintervalo interior (2.11)-(2.13). En este proceso se requiere que
las funciones vitales sean continuas y que existan las derivadas parciales espaciales

de primer orden.

Del mismo modo, se ha creado una aproximacién de tercer orden. En este caso, la
aproximacién a la dindmica de los momentos de subintervalos interiores viene des-
crita por (2.21)-(2.23) y la de los momentos del intervalo frontera por (2.26)-(2.28). Se
mantiene, ademds, el proceso que transforma los momentos frontera en momentos de

un subintervalo interior (2.11)-(2.13). Para este proceso se requiere que las funciones
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vitales sean continuas y que existan las derivadas parciales espaciales de segundo

orden.






CONVERGENCIA DEL ESCALATOR
BOXCAR TRAIN

El capitulo se dedica a realizar la demostracién completa de la convergencia del Es-
calator Boxcar Train para el modelo estructurado por el tamafio no lineal de Murphy,
donde la dependencia no lineal se describe mediante una medida asociada a la solu-
cién del problema. Se inicia con una descripcién de los elementos fundamentales de
la Teoria de la Medida y algtin resultado de la Teoria de Distribuciones para continuar
con una descripcion de los elementos iniciales del método numérico para abordar la
convergencia. Se concluye con el estudio de convergencia en dos fases dado que la

definicion no coincide con la definicién original descrita en el Capitulo 2.

3.1 INTRODUCCION

Como se ha adelantado en la descripcion, el método Escalator Boxcar Train fue intro-
ducido hace mds de dos décadas [13]. En lugar de aproximar la solucién directamente,
se aproximan distintas caracteristicas medibles de la solucién, es decir, aproxima la
medida inducida por la solucién. Esta técnica se ha empleado en fisica computacional
durante décadas y se conoce como métodos de particulas, aunque parece que el EBT
se desarroll6 de manera independiente. La diferencia con los métodos de particulas
tradicionales consiste en que los nuevos individuos necesitan ser reintroducidos recu-
rrentemente como nuevas particulas (internalizacién). Asi, la precisién de la aproxi-
macién numérica depende tanto de la buena aproximacién de los datos iniciales como

de las frecuentes internalizaciones.

El estudio de convergencia se realizard para el siguiente modelo estructurado por el
tamafio, de nuevo, en la version descrita por Murphy, ecuaciones (1.74)-(1.76), que se

recuerda a continuacién

ut(X, t) + (g(X, Et)u(x, t))x = _H(X/ Et)u(x, t)/ X >Xo, t> O/ (31)
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g(xo, Et)u(xo, t) = foo a(x, E)u(x,t)dx, t>0, (3.2)

u(x,0) =up(x), x=>xo, (3-3)

donde x( representa el tamafio minimo de cada individuo en el momento del naci-
miento, y E; al entorno que los individuos experimentan en el instante de tiempo t.
El entorno es un factor clave en la formulacién de los modelos estructurados y pue-
de representar, la cantidad de nutrientes disponible en el instante de tiempo t o la
tasa especifica por tamafio de predacién [29]. Una de las dificultades del problema
consiste en que la no localidad no sélo aparece en la condicién frontera sino también
en la dependencia del entorno de los coeficientes (tasas de mortalidad, fertilidad y
crecimiento). Se asume que E; representa cierto funcional de la funcién de densidad
u=u(-t) en el instante t. Una eleccién conveniente en muchos modelos es identificar

E¢ con P(t) = [,

X

o0

, u(x,t) dx, el ntimero total de individuos en la poblacién. En otros
modelos E; incorpora dependencias adicionales de variables que caracterizan el esta-
do del entorno o habitat de la poblacién, como puede ser un recurso dindmico, etc. La
inclusién del funcional E; introduce una no linealidad en el problema, a través de la
dependencia de las funciones vitales del funcional u(-,t) en cada instante de tiempo
t.

Como se ha descrito en el Capitulo 2, el método EBT se ha utilizado con frecuencia en
biologia porque se puede inferir una interpretacién bioldgica a los componentes del
método numérico: el dominio se divide en cohortes iniciales, y para cada una de ellas
el EBT sigue su tamafio y su localizacién respecto del centro de masas. La medida,

basada en la solucién, d¢; := u(x, t) dx se aproxima como

N
dCe~ Ay = 3 A()dm, (1) (3.4)
B

donde b4 es la medida de Dirac concentrada en x y las dindmicas de las funciones M;
y Ai han sido introducidas en (2.5)-(2.6). La cohorte frontera se corresponde con i = B

y su dindmica se ha descrito en (2.14)-(2.16).

A pesar de su popularidad, sélo se comprobé que el método aproximaba consistente-
mente momentos de la solucién de (3.1)-(3.3). La falta de progreso en este aspecto se
encontraba, por una parte, en la dificultad de aplicar, al caso de evaluaciones de me-
didas, las técnicas usuales para analizar esquemas en diferencias finitas y elementos

finitos. Por otra parte, en la naturaleza no conservativa del problema que dificultaba



el uso de técnicas clédsicas en la literatura de particulas. Primero porque la aproxima-
cién (3.4) no es una solucién del problema (3.1)-(3.3). Los errores se acumulan debido
a los nacimientos de nuevos individuos y para mantenerlos pequefios se deben reali-
zar frecuentes internalizaciones de nuevas particulas. Los estimativos de los errores
acumulados deben derivarse tanto de la aproximacién a los datos iniciales como de
las internalizaciones, estas ademas se realizan con una transformacién no lineal. Se-
gundo, las curvas caracteristicas pueden haber empezado en la condicién inicial o en
la frontera. En esta tltima, la precisién es dificil de asegurar por su dependencia no
local. En [10], se obtiene la convergencia a partir de la definicién de soluciones de va-
lor medido para modelos de poblaciones fisiol6gicamente estructuradas desarrollado
en [18].

3.2 RESULTADOS PREVIOS DE TEORIA DE LA MEDIDA

Reunimos en esta seccién resultados generales de teorfa de la medida que servirdn
de aplicacién en la teoria de convergencia del Escalator Boxcar Train desarrollada a

partir de la seccién 3.4.

La clase de las medidas de Radon, que definimos a continuacién, es la clase de me-
didas mdas importante que surge en las aplicaciones. En muchos espacios topolégicos,
por ejemplo en un espacio métrico completo separable [9], la clase de medidas de

Borel y medidas de Radén coinciden.

Definicién 2 (Medida de Borel) Sea X' un espacio topolégico. Una medida numerablemen-

te aditiva en la o-dlgebra B(X') se denomina medida de Borel en X.

Definicién 3 (internamente regular) Una medida de Borel es internamente regqular si y

sélo si para todo € > 0 existe un compacto K¢ tal que |pu|(X\Ke) < €.
Aqui, |u| denota la variacion total de una medida, dada por |u|(A) = |L(A)].

Definicién 4 (Medida de Radon) Sea X' un espacio topolégico. Una medida de Borel W en
X se denomina medida de Radon si para cada B € B(X') y € > 0, existe un conjunto compacto
Ke ¢ B tal que |u|(B\Ke) < €.
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Denotamos con M(X) el conjunto de medidas de Radon definidas en X y con M. (X) el cono

de todas las medidas finitas y positivas de Radon en X.

Definiciéon 5 (Familia de medidas uniformemente internamente regular) Una familia
F de medidas de Radon sobre un espacio topolégico X se denomina uniformemente interna-
mente regular si para todo € > 0 existe un conjunto compacto K tal que |u|(X\K¢) < € para
todo ne F.

Definicién 6 (Medida de Dirac) Si (Q,A) es un espacio medible y w € Q, la funcién de
conjuntos b, definida para A € A por

1, si weA,

SwlA) = {O, si w¢A,

se denomina medida de Dirac (o distribucion de probabilidad degenerada) en el punto w.

Para estudiar la convergencia del método en primer lugar necesitamos establecer la

siguiente definicién de convergencia débil.

Definicién 7 (Convergencia débil) Una sucesion de medidas {y} en Q converge débil-

mente a una medida W si

JRCETOR RIORNE
cuando k — oo para cualquier funcién continua acotada ¢ en Q.
De forma andloga, se define la continuidad débil.

Definicién 8 (Débilmente continua) Un funcional (i : R, - M. (Q) es débilmente con-

tinuo con respeto al tiempo si, para toda funcién real continua y acotada ¢ en Q,

RIS

es continua en el sentido cldsico como funcion de t.

El siguiente teorema asegura que las medidas de Dirac son uniformemente interna-

mente regular en la topologia débil [9].

Teorema 7 Sea X un espacio completamente reqular y separable. Los espacios de medidas de
Borel y de Radon son separables en la topologia débil, asi como los subespacios correspondientes

de medidas de probabilidad no negativas.

Teorema 8 (Prohorov [9]) Sea X' un espacio métrico completo y separable y sea M el con-

junto de medidas de Borel definidas en X. Entonces, son equivalentes:
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1. Cada sucesion {un} c M contiene una subsucesién convergente débilmente.

2. La familia M es uniformemente internamente reqular y uniformemente acotada en Ia
norma de la variacién total.

Teorema 9 Dado un espacio topolégico X, un conjunto de medidas de Radon {uy} y una

medida de Radon p sobre X. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. el conjunto {pny} converge débilmente a y,

2. para toda funcion continua f: X — R, se tiene que

lim sup po({x : £(x) 2 03) < u({x: f(x 2 0)}),

3. para toda funcion continua f: X - R, se tiene que
lirr}xinfpo(({x (f(x)>0}) > pu({x:f(x>0)}).
La convergencia débil induce una topologia asociada con la métrica Kantorovich-

Rubinstein (métrica plana), p(-,-), definida como

Definicién 9 La métrica p: M, (R") x M, (R*) - R* se define por
() = sup{ [ (k=) 1 € (RY), [l <1, [0 <1},

Con esta métrica M. (IR*), es un espacio métrico completo [18].

El siguiente teorema resume las principales propiedades de p. En particular, especifica

la relacién entre la métrica plana y la convergencia debil-*.
Teorema 10

1. Para cualquier sucesién internamente reqular {nnen Y 1 medida positiva de Radon

(M(R")),

limnﬁoo p(lln/ H) = O/

Un > débil-* cuando n — oo <
sup,, o [Un|(R™) < oo.

2. Para cualquier v > 0, el conjunto {p € M(IR") : |u|(R*) < r} dotado de la norma p(-,-)

es un espacio métrico completo y separable.

3. Para cualquier v > 0, el conjunto K c {p € M(R*) : |u|(R*) < v} es relativamente

compacto con respecto a la métrica plana si el conjunto KC es nternamente regular.
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Como para toda sucesion {1} de medidas de Radon finitas uniformemente interna-
mente regular, la convergencia debil-* es equivalente a la convergencia débil, en el

teorema anterior se puede remplazar débil-* por débil.

También se anaden resultados cldsicos en la teoria de distribuciones [20] necesarios
para la demostracion. Sea X un conjunto abierto de R™, y D’(X) el conjunto de todas

las distribuciones en X.

Teorema 11 Si u es una distribucion en X con w(dp) > 0 para cualquier funcion no negativa

¢ € C5°(X), entonces u es una medida positiva.

Teorema 12 Sea {u;} una sucesion en D'(X) y u(¢d) = lim;_ o, uj(Pp) existe para cada ¢ €
C5° (X), entonces u € D'(X).

Teorema 13 Sea {u;} una sucesién en D'(X), u; 2 0 y u = limj_,, u; en D’'(X) entonces
u >0y u=1imj, .y en la topologia débil, es decir, u($) = lim;_, ., u;(d) para cada ¢ €
CI(X).

3.3 DEFINICIONES PREVIAS. INICIALIZACION DEL METO-

DO

Consideramos la solucién numérica del problema unidimensional estructurado fisio-
l6gicamente (3.1)-(3.3). El Escalator Boxcar Train determinard una solucién de valor
medido aproximada, CtN, del problema como una combinacién lineal de medidas de

Dirac,
N N
G = Z Ai(t)éMi(t)-
i=B

Cada término de la aproximacién se puede interpretar biolégicamente como una co-
horte de A; individuos con tamafio individual medio M; en el instante de tiempo
t. Como se ha adelantado, los nuevos nacimientos tienen tamafio xo, asi que se dis-
tinguen entre cohortes de un intervalo interior (cohortes internas) y de un intervalo

frontera (cohorte frontera).

Las cohortes internas, i =B +1,...,N, se eligen para que en t =0, CON converge débil-

mente al dato inicial, up(x) dx, cuando N — co. Es posible, porque las combinaciones



de medidas de Dirac son internamente regulares en la topologia débil (Teorema 8). Sin
pérdida de generalidad, se asume que la masa total CON([XO, 00)) = vo([xo, o)), donde
vo es una medida de Radon positiva general, que no limita el analisis con dato inicial

Up.

La cohorte frontera se corresponde con el indice B. En tiempo t =0, B=0y Ay(0) =0
y Mo(0) = xo. A medida que avanza el tiempo, se afiadirdn cohortes adicionales con

indice negativo mediante el proceso de internalizacion.

Se recuerda que en el método de aproximacién de primer orden la dindmica de las

cohortes internas, adaptadas a la expresion del modelo como (3.1)-(3.3), quedan como

A{(t)
Mi(t)

—n(Mi(t), A1), (3-5)
g(M;(t), ). (3.6)

De forma similar, la dindmica de las cohortes de la frontera se deriva de

Ag(t) = 3 (M), C)A(t) - (Mg (1), M)A (1), (3.7)

Mg(t) = g(Mg(t), ), (3.8)

N
=B

P

donde se ha modificado ligeramente la aproximacién original. Ademads se supone que

las tasas vitales son positivas.

Con esta descripcion, tanto la anchura como el ntiimero de individuos en la cohorte
frontera se incrementara con el tiempo lo que introducird un gran error de aproxima-
cion. Por esta razdn, las cohortes deben ser internalizadas a menudo. De este modo
se incrementard el ntiimero de cohortes. La nueva cohorte frontera en tiempo t, se ini-
cializa con Ag(t) = 0 y Mp(t) = xo, donde B se decrementara en una unidad respecto
de la anterior cohorte frontera que se convierte en una cohorte interna. Para prevenir
que el ntimero de las cohortes internas sea excesivo, deben ser eliminadas cuando los

individuos vayan desapareciendo.

De nuevo, se recuerda que el método EBT difiere de los esquemas habituales en que
aproxima la solucién como una medida de masas puntuales, asi que se extiende el
concepto de solucion débil a las medidas. Se trabajaré en el cono de todas las medidas
finitas y positivas de Radon denotadas por M. (Q), Q = [0,0). Una caracteristica
importante de las medidas de Radon finitas es que para cada ¢ > 0 existe un conjunto

compacto K, tal que |u|([0, 00)\K¢) < € (definicién 4).
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A continuacién, se define las soluciones débiles al problema (3.1)-(3.3).

Definicién 10 (Solucién débil) Un funcional i : [0, T] — M. ([0,0)) es una solucién

aébil de (3.1)-(3.3) hasta tiempo T si ( es débilmente continua en tiempo y

/:O o(x, T)dlr(x) - /oo d(x,0) dvo(x)
f fo ( (x,t) +g(x, Ct) (X t) — u(x, G)d(x, t)) dge(x) dt
+[0 d(xo,t) fxo «(x, C¢) dCe(x) dt,

para todo funcion test ¢ real infinitamente diferenciable en R x R con soporte compacto, lo
que se describird partir de ahora como ¢ € C§°(R x R). Donde, vo € M, (Q) es el dato inicial
ent=0.

Nota 3 La definicion esta inspirada por [18], modificada con el uso de funciones test regulares.

Estas funciones son internamente requlares en el espacio C' n W' empleado en [18].

Nota 4 La dependencia sobre la variable del entorno, E, se representa como una dependencia
directa en la medida a partir de la solucion (.

Para obtener la convergencia se define el residuo.

Definicién 11 (Residuo) Sea 0 < t; <t < Ty v e M, (Q), para una funcion test ¢ e

C3° (R xR) y una familia de medidas o se define el residuo como

Ry(oevt,t2) = [~ 000 ) dog, (0 - [~ 0(xt) dv(x)
_ ‘/htz ‘/XO‘X’ (%(x,t) +g(x, Ct)%(xlt) —u(x, Ct)q)(x,t)) doy(x) dt
_ /t ]tzq)(xo,t)( /X O°° a(x, Ct)th(x’)) dt, (3.9)

donde la medida v es independiente del dato inicial en tiempo t = t;.

De este modo, si Rg(0t,v0,0,T) =0 para todas las funciones test ¢ y la familia de medidas o

es débilmente continua en tiempo, entonces oy es una solucién débil de (3.1)-(3.3).

Nota 5 En ocasiones se escribe Ry, (o) para hacer referencia a Ry, (o, vo,0,T).



3.4 ANALISIS DE CONVERGENCIA

Para establecer la convergencia del método Escalator Boxcar Train se distinguen cinco

pasos:

1. Para cada tiempo t fijo, la sucesion de medidas aproximadas del EBT contiene

una subsucesién que converge débilmente a una medida de Radon positiva (.

2. Se encuentra una subsucesién que para todo tiempo t converja débilmente al

funcional ;, que sea débilmente continua en tiempo.

3. Los residuos de las medidas aproximadas del EBT, (Y, convergen al residuo de

(¢ para cualquier funcién test.

4. Los residuos de las medidas aproximadas del EBT, ¢V, convergen a cero y, por

lo tanto, la medida (; es una solucién débil.

5. La sucesion completa de medidas aproximadas del EBT converge débilmente a
(i. Para este paso, se supone la existencia de una tnica solucién débil para el

problema (3.1)-(3.3) y se verd que en otro caso, resulta una contradiccién.

Para ello, en primer lugar, se supone que las tasas vitales g, i y « son funciones no ne-
gativas, continuas y acotadas en la variable x. Ademas, se supone que son Lipschitzia-

nas con respecto a la variable de medida (la influencia del entorno en el individuo).

Especificamente,
sgploc(xfc)—oc(x,v)l < Cap(0,Y), (3.10)
sup|g(x,0) -g(x V)l < Cop(ovy), (3.11)
sup Ju(x, o) (0 )l < Cup(o,y). (3.12)

En este caso, la continuidad Lipschitz en M(Q)) se toma con respecto a la métrica
de Kantorovich-Rubinstein, y las constantes se suponen independientes de x y de las

variables de medida oy .

Lema 3 (Paso 1) Para cada t € [0,T], la sucesion {CN} de medidas aproximadas del EBT
contiene una subsucesion que converge débilmente. De hecho, cualquier subsucesion {CtN’} de

{CL\]} contiene un subsucesion que converge débilmente.

Demostracién: Por el teorema de Prohorov, Teorema 8, es suficiente con ver que la su-

cesion {CMN} estd uniformemente acotada para la norma variacional y uniformemente
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internamente regular. Como, por construccion, las medidas son positivas es suficiente

con mostrar (N ([xp, o)) estd uniformemente acotada en N, con limp1-, o, supy (N ((M, 00)) =

0. Una interpretacién bioldgica de estos requisitos es que la cantidad y el tamafio tipi-

co de los individuos de la poblacién estan acotados superiormente.

Si se toma Pn(s) = QN([xo, 00)),

N N N
PA(s) = ;3 Ai(s) = Z}; (M, CE)Ni(s) - ;, (Mg, C)A(s)
< 5 My QING)
i=B N
< oteup 2, Ail(S)
i=B
= O‘supPN(S)/

dénde oy es el superior de «, es decir, el méximo de la tasa de nacimiento.

La inecuacién se cumple para cada s € [0, T], excepto el nimero finito de veces en los
que las cohortes fronteras se convierten en interiores. En estos puntos, la funcién Py es
continua. Por lo tanto, 0 < Pn(t) < PN(0) exp(asupT). Por lo tanto Pn(t) = CN([xo, 0])
estd uniformemente acotada en [0, T] porque Pn(0) es independiente de N. (Hay que
recordar que establecemos que la masa inicial debe ser independiente de N e igual a

la medida de la poblacién dada como condicién inicial).

Para probar que limp_.o, supy ¢N((M, 00)) = 0 se establece primero que la afirmacion

es cierta para t = 0.

Sea ¢ > 0. Como el dato inicial, vy, es una medida de Radon positiva y, por lo tanto,
fuertemente controlada en el infinito, se elige M; suficientemente grande para que
vo((M1,0)) < ¢/2. Tomando cualquier funcién continua { en [xp, o) tal que 0 <

P(x) <1, conP(x) =1 parax>Mj+1,yPp(x) =0, para x < M;. Entonces
N = N *
CO([M]+1,oo])§/]:A11I)dCO <A/hlbdvo+s/2<£,

con N > Ny para un Ny suficientemente grande, porque ()} converge débilmente a v,
cuando N — oo. Para justificar las medidas cuando N < Ny, se elige M, suficientemente
grande para que Cg‘([Mz,oo]) <¢g para N = 1,2,---,Ny. Finalmente, se escoge M =
max{Mj +1,M;}.

Para demostrar la afirmacién con un tiempo general t € [0, T], hay que notar que

el centro de masas y la cantidad en tiempo t para cada cohorte interior, i > 0, con



M;(t) suficientemente grande, puede estimarse por sus respectivos valores en t =
0. Especificamente, M;(t) < M;(0) +t gsup, donde gsyp es el supremo de la tasa de
crecimiento g, y Ai(t) <Ai(0).

Combinando estas dos estimaciones se tiene que (N (M, 00) < (Y(M - tggup, %) y por
tanto se cumple la primera parte del lema. Para terminar, el argumento se cumple

para cualquier subsucesion de {¢N}. O

Lema 4 (Paso 2) La sucesién de aproximaciones del EBT {(N} contiene una subsucesion
que, para cada t € [0, T], converge a una medida finita positiva Cy. El funcional (¢ : [0,T] —

M. (Q) es débilmente continuo en tiempo.

Demostracion: Sea {qy };°, una numeracién de los racionales en [0, T]. Por el Lema 3,
: . Nj L . .
existe una subsucesion convergente {(q, } de {Cl}‘] }. Repitiendo dicho argumento exis-

N? 1
., j N . . ., .
te una subsucesion conve:gente {Cq, } de {Cg, }- Aplicando inducci6n se obtiene para

. Nj 1 .
cada k una sucesion {(q) } que converge débilmente a (q,, que es una subsucesién
de todas las sucesiones anteriores. Gracias al argumento diagonal de Cantor, se defi-

s NE : . . o
ne ahora la sucesiéon le i= (, *. Se sigue que, para cada t € [0,T] nQ, dicha sucesién

converge débilmente a una medida (.

Ahora se muestra que la subsucesiéon también converge a una medida de Radon po-
sitiva para todo t € [0, T]. Primero, se debe probar que para cada funcién test fija

¢ € C*(R) y cada t, la sucesién de ntiimeros reales
el (3-13)
X0

converge cuando k — oo. Entonces, se obtiene que (¥ converge débilmente a una

medida positiva ;. Esta serd la medida que estamos buscando.

Para probar la convergencia de la sucesién en (3.13), primero se observa que para un k
fijo la medida ¥ es débilmente continua porque A;(-) y M;(-) son funciones continuas.
Seate[0,T]y ¢ la funcién test. Dado ¢ > 0, se tiene que

¢dll- | palf

X0 X0

L?¢dﬁ—ﬂ?¢d@

para todo j, k y q.

< + +

4

fx:odmég—fx:odadég f:¢dzg_[xo°°¢dz;<

Como las tasas de nacimiento y mortalidad estdn acotadas, se puede usar el mismo

argumento del Lema 3 para ver que el primer y tltimo término estan acotados por
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una constante mdaltiplo de [t - q|. En particular, esta constante no depende ni de j ni de
k. Eligiendo q como un ntimero racional suficientemente cercano a t, la suma de estos
dos términos seran inferiores a ¢/2. Finalmente, como q es racional, podriamos elegir
j v k suficientemente grandes para que el término intermedio sea menor que ¢/2. Por
lo tanto, se ha establecido la propiedad de Cauchy para la sucesién (3.13) y, por tanto,
converge para cualquier funcién test ¢. Esto indica que 5][ converge débilmente a una

medida de Radon positiva y acotada ; para todo t € [0, T].

Empleando la misma idea, se puede ver que (; es débilmente continua en tiempo.

Concretamente,

ﬂj¢d&—ﬂ?¢d&

00 d'\s_ 00 dAlsC
el L;¢ ¢

<

+ +

[T wats- [Toad+|["pali- [oad

en el que, el término del medio esta acotado por una constante multiplo de |t -],
independientemente de k. Finalmente, el primer y el Gltimo término se pueden hacer

arbitrariamente pequefios como consecuencia de la convergencia débil de la sucesién
Cl; a Gs. O
Lema 5 Sea le una sucesion que converge débilmente a una medida de Radon finita ;. Si

P € C°(R x R), entonces, para toda funcion continua y acotada f = f(-,x) con respecto a la

variable de estado satisfaciendo que
sup [f(x, o) - f(x,A)| < C¢p(0,A),
X
para todo o, A € M., (Q), se obtiene que, cuando k tiende a infinito,

fOT /X:olb(x,t)f(x,df) dek(x) dt > fo T /X:"ll)(x,t)f(x,Ct)dCt(x) dt.

Demostracion: Se tiene que
(9]

[X T 00 0)F(x, 0 Ak (x) = W(x, ) (%, C) AT (x)

X

+[X001|)(x,t)(f(x, Cf) - f(x,Gt)) dC]f(X).

0

Por el Teorema 9, el primer término del lado derecho de la suma converge a

\£j¢“ﬂW@£ada@y
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Queda ver que el segundo término de la suma desaparece cuando k — oo,

IN

’[X:o B (x, t)(f(x, CF) - f(x, &) dTF (%) sup [ (x, t) (F(x, &) = F(x, Ct))ICF ([x0, )
sgp W(x,t)] Slip I£(x, CF) = £(x, &) CE([x0, 00))

CyCrp(LE, )T ([x0, ).

IN

IN

Como (¥ converge débilmente a (, entonces (f([xo, o)) es uniformemente acotada y
p(Ck, ) tiende a 0 cuando k tiende a infinito [18]. Como se establece el célculo pun-
tualmente en t, el lema se obtiene a partir del Teorema de la convergencia dominada

de Lebesgue. O

Lema 6 (Paso 3) Sea (¥ una sucesion que converge débilmente a la medida de Radon finita
Gt Entonces, el residuo Ry, (C¥) converge a Ry (Cy) para todas las funciones test ¢ € C§° (R, x

Demostraciéon: Se considera
Ry(@) = [ oD A0~ [ T 0(x,0) dvo(x)
T 0 (9 0
LT (Gt s 9 E 5 00 - wix, )10 dlk) e

_[OTd)(xo,t) (fxoooc(x’, C‘;) dCf(x’)) dt
Cln-m-tv.

El primer término converge por la definicién de convergencia débil y segundo término

es constante. El tercer y cuarto término convergen por el Lema 5. O

Lema7 Sea 0 <ty <ty <TyveM,(Q). Suponiendo que en el intervalo (t1,t3) no se ha
realizado ninguna internalizacion, entonces para toda funcién test ¢ € C°(R x R) se tiene

que

N 00
Ro (Y, v, t1,ty) = _%Ai(h)dD(Mi(t]),ﬁ)—/XO $(x,t1) dv(x)
15 N
- [ eM(),0 - 6(x0,1) > a(Mi(), M)

donde la suma se realiza en todas las cohortes, incluyendo la cohorte frontera.
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Demostracién: Por la definiciéon del residuo (3.9) se puede escribir como
[ et ddie- [ etut) av)
X0 0
2 e N N N
- [ @200+ (%, )1 (0,0~ lx, ), 1) de (x) at
1 0

- ft:z b(xo,t) ([: a(x’, ) dCtN(x')) dt
1(EN) - (v) - TI(EY) - TV(2M).
6([)(x t)

Rd)(CtN/V/t1/t2)

0b(xt)

Donde se emplea la notaciéon ¢1(x,t) = ot

y d2(x,t) =

Recordando que
N
=D A1) S, (1
i=B
se tiene que

N
I(C)) = 2. Au(t2) d(Mi(t2), ta),
B

N 2
M) = 3 [ A0 (B20Mi(0),0) + M), 2 (Mu(1), 1)
“n(a(1), ) b(Mi(1),1)) at

N

HMIg(¢N)+ Y HL(Y).

i=B+1

Por la definicién de las derivadas de dichas cantidades (3.5)-(3.6), se tiene que

@) - ( {(060Mi(0,8) 20 5 g (M), 0+ T p(My0),1)) @t
- [ S e, 1) dt
= Ai(t2)d(Mi(t2), t2) = Ai(t)d(Mi(tr), t1)-
Entonces
N N
I(Ch) - ._%:1 IL(CY) = Ap(t2)d(Mp(t2), t2) + ._%:] A(t)d(Mi(tr), t1).

De la misma manera, empleando (3.7)-(3.8), se razona que

ty N
p(e)) = [ (SO0 Ma(0),) - $(Ma(),1) 3 aMi(0), (1)) a
= Ap(t2)d(Mp(t2),t2) = Ap(t1)d(Msp(t1),t1)

1% N
) ft G(Mp(t),t) Y a(Mi(t), ()A(t) dt.
i=B

1
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Como
V@) - [ 000 3 a0, N dt
se obtiene que
I (GE) - IV(EY) = —Ap(t2)d(Mp(t2), t2) +Ap(t)d(Mp(tr), tr)
- [ M0, blxo,0) i (M (1), QNi(1) it

Agregando todos los célculos anteriores

N

(@) 3 ) - () - V()
- 7\B(tz)¢(MB(t2)/tz)+i:§:+1 M(E)(Mi(t1)t) - A (E2) b (Mp(t2), t2)
Aa(e)dMs(t), 1)+ [ (@(Ma(1),1) - do,1) ig x(Mi(1), QPA(L) dt
- i NS, 1)+ [ (@(Ma(0),1) - dx0,1) ig a(Mi(8), M) dt.
Finalmente,

N 00
Ro(Qvtt) = D AE)S(Mi(t), 1) = [ b t) dv(y)
i=B X0

ty N
- f, @MB(0,0 =000 1) Y a(Mi(D), N e 0

Nota 6 De este modo, el residuo puede ser interpretado como la suma del error de discreti-
zacion derivado del dato inicial y el error derivado de la cohorte frontera. En el interior del
intervalo de tamarfios, el método de Escalator Boxcar Train proporciona una solucion exacta, es

decir, no existen errores en el movimiento de las cohortes interiores.

Lema 8 (Paso 4) Sea (Y definido por el método de Escalator Boxcar Train con internalizacio-

nes en valores de tiempo t; = %, se tiene que
Rd)(CtN/VOI 01 T) g O/

cuando N y n tienden a infinito. Aqui vy es el dato inicial en tiempo t = to = 0.

Demostraciéon: En primer lugar se escribe

n-1
Rd)(CtNIVO/O/T) = Rd)(CtN/VO/O/t1)+ Z Rd)(CI[\I, C’][\i/ti/ti+])'
i=1
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Por el Lema 7 se obtiene que
N 00
Ro(CMv0,0,t1) = 3 M(O)&(Mi(0),0)~ [~ $(x,0) dvo(x)
i-B xo

t N
- Jy @M, 0= 600 1) 3 aMi(), RIN(0) dt,

tiv N
Ro(e dltitian) = 7 (OMa(0),0) - lx0,0) 3 a(My(0), N (1)
1 ]:

Una estimacién directa hace que

|R¢(CtN/vO/ O/T)‘

N
3 A (0)d(M;(0),0) - [ b (x,0) dvo(x)
i=B

n ft b (Mp(t), 1) - ¢<Xo/t>lZoc(M (1), A (1) dt.

El primer término, por hipétesis, tiende a cero cuando el ntimero inicial de cohortes,
N, tiende a infinito. Ademds como tenemos xp = Mg(t;) y usando que la tasa de

crecimiento estd acotada, entonces se llega a que
|6 (Mg (1), t) = d(xo, t)] < Coglt ~til-
Por lo tanto

n-l ti
Zoft |¢(MB(t),t)—¢(xo,t)|Z (x5 (t), SN (1) dt < ZC¢g|t1+1 2 Cav,

donde Cyuvy = XsupVo([X0,00)) exp(asup T). Por lo tanto la Gltima suma esta acotada

c(M)
n

que tiende a cero cuando el nimero de internalizaciones tiende a infinito.

por
o

Nota 7 A través de la prueba hemos visto que el residuo tiende a cero siempre que el tiempo
mdximo entre dos cohortes de la frontera que se convierten en interior tiende a cero. Entonces
se puede relajar la hipétesis de que los valores a los que la cohorte frontera se internaliza estin

distribuidos uniformemente en el tiempo.

Recordando que las cohortes iniciales se eligen para que converjan débilmente al dato

inicial, se puede probar la convergencia del Escalator Boxcar Train.

Teorema 14 (Paso 5) Supongamos que se cumplen las condiciones referidas a las tasas de

nacimiento, mortalidad y crecimiento presentadas en (3.10), (3.11) y (3.12). Si el modelo de



poblaciones estructurado dado por (3.1)-(3.3) tiene una solucion iinica Ct, entonces las solucio-
nes CtN obtenidas por el método de Escalator Boxcar Train convergen débilmente a i cuando el
niimero de cohortes iniciales tienden a infinito y el tiempo mdximo entre dos cohortes frontera

que se internalizan tiende a cero.

Demostracién: Suponiendo que la sucesién ¢ no converge a (;. Entonces, en la topo-
logia débil, existe una coleccién de abiertos U de (; y una subsucesién (; k de CL\’ tal

que CtN" ¢ U para todo Ny.

N . .
Por los Lemas 3-8, se concluye que {(, *} contiene una subsucesion convergente con
un punto limite diferente a (i, lo que entra en contradiccién con la unicidad de la

solucion. O

La prueba de convergencia supone soluciones exactas en los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDOs) del método del Escalator Boxcar Train. En la imple-
mentacién préctica estos necesitan ser resueltos numéricamente, lo que introduce pe-
querios pero finitos errores de aproximacion. Ahora, se extiende la prueba de conver-
gencia para tener en cuenta los errores introducidos por la resolucién de las EDOs

subyacentes.

El siguiente lema es consecuencia directa del Lema 6.

N
Lemag Sea ()" = ) A{‘(t)éMh(t). Si para cada t se tiene que AM(t) — Ay(t) y MIMt) -
i=B '
M;(t) cuando h \ 0, entonces Rq,(CtN’h, vy,0,T) > Rcb(CtN,vo, 0,T) cuando h \ 0.
Combinando el lema anterior con el Teorema 14 se obtiene la prueba final.

Teorema 15 Supongamos que se cumplen las condiciones referidas a las tasas de nacimiento,
mortalidad y crecimiento presentadas en (3.10), (3.11) y (3.12). Si el modelo de poblaciones
estructurado (3.1)-(3.3) tiene solucion tinica (y, entonces las soluciones CtN’h, obtenidas por la
integracion numérica del método de Escalator Boxcar Train, convergen débilmente a Cy si el
niimero de cohortes iniciales tiende a infinito y el tiempo mdximo entre dos cohortes frontera

que se internalizan tiende a cero, cuando h tiende a 0 suficientemente rdpido.

Para concluir con la demostracién, hay que hacer notar que la expresién de la dina-
mica de las cohortes de la frontera no se describen igual que en la introduccion del
método, esto es debido a que se ha trabajado con la hipétesis de que sélo se afiade
el término que recoge los nuevos nacimientos. A continuacioén se va a considerar el

método tal y como se presenta originalmente.
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En la expresion original, el centro de masas se deriva a partir de una expansién en
serie alrededor del tamafio con el que los individuos nacen. Asi en lugar de tomar
el centro de masas directamente, se considera una cantidad TT que representa la can-
tidad acumulada por los individuos que en la cohorte frontera exceden su tamafio
de nacimiento. Esta cantidad se traslada al centro de masas a partir de la transforma-
cién (2.12), que se recuerda aqui por comodidad

Mp = 2By, (3.14)

AB
y que si ITg = 0, se corresponde con Mg = xy. Las ecuaciones especificas para definir
la cohorte frontera vendrian descritas por
N

0
M= 2 &My CYA = (o, CNAB = 25 (x0, )T, (3.15)
i=B
0
ﬂ{} = g(XO/ CN) }\B + a_g(XO/ CN )ﬂB - ”’(XO/ CN )”B/ (316)

con condiciones iniciales Ag = Tlg = 0. El hecho de que en estas férmulas aparezcan
derivadas parciales junto con la transformacién no lineal de TTg y Ag en My afiade
un reto para demostrar la convergencia, sin embargo la prueba se puede ajustar a
estas expresiones, observando que las tinicas partes en las que la ecuaciéon que define
la cohorte frontera se emplean en el Lema 7 e implicitamente en el Teorema 15. Se
puede, entonces, modificar las demostraciones de estas dos partes para completar

la prueba. De este modo, afiadimos un lema para describir el comportamiento del

. g
cociente —.
Ag

Lema 10 Siendo Ag y Tl definidos por (3.15)-(3.16), se obtiene que 0 < Mg —xo < Ct,
op

a.
Demostracién: A partir de las definiciones de Ag y TTg se obtiene que

g, ogTg oullE Tig N
- —g+—=2-_5, - B__P s
Yoy Tl 2 2N

0
t € [to, to + ] y constantes positivas C y h que sélo dependen de g, a—i, y

Mg (t)

I

|

|
o~
g

39Ty , dulTs
0x 7\]3 0x )\ZB.

I

Como Mg = }\—B +Xo, entonces M{ < a+b (Mg -x) +c (Mg —x0)? para constantes
B

positivas a,b,c. Entonces M} < 2a cuando Mg < M}, para algtn valor positivo Mj.

X>(—
Como Mg (0) = xo, se tiene que Mp(t) = xo +2at, para t € [01 ﬁ]. 0

A continuacién obtenemos el siguiente lema.
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Lema 11 Asumiendo que una nueva cohorte de la frontera se crea en el momento t = tq. Para

ty >ty suficientemente cerca de ty, para todo t € [t1,t] se verifica que

A (t) (Mg (t) - g(Mg(t), M) < Ci(t2-t1), (3.17)

Mo (1) S-i(Mp (), &) < Cata - ). (3.19)

Demostracién: Como A estd acotada y ITg = Ag(Mp - X¢ ), se obtiene del lema anterior
o 0
que |TTg| < C(t —t1), con C constante positiva. Entonces, como au( Mg (t),CN), por

hipétesis, estd acotada, la desigualdad (3.18) se obtiene inmediatamente.

Para demostrar (3.18), se observa que

og au g

A (1) (M(0) - 9 (M (1), V) = 211y + 2 E‘E% i

Mg : :
Entonces, como ITg y e crecen como mucho linealmente, se obtiene (3.18). ]
B
Con estos dos lemas, se puede acotar el residuo entre dos internalizaciones.

Lema12 Sea 0 <ty <ty <Ty~veM.(Q). Suponiendo que en el intervalo (t1,t;) no se
ha realizado ninguna internalizacion, entonces para toda funcion test ¢ € C°(R xR) y una

familia de medidas oy se tiene que
N )
Rp(@ v t1,t2) = SACEDSMi(1), 1) = [ 600 t) av(x)
ty N
o M08 000, ) T aMi(1), (D) dt
e[ (R0 (M0 - 9Ma (0, 2) S Ms(0),
Ty (0) S (M (1), )0 My (), 1)) at,

donde la suma se realiza en todas las cohortes, incluyendo la cohorte frontera.

Demostracién: A partir de la demostracion del Lema 7, se observa que la cohorte de

la frontera s6lo aparece en el término IIIg,

(@) = [ Ap(0) (62(Ms(0), 1) + 9 (M (0), E)br (M (1), 1)
(M (1), ) (M (1), 1)) .
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Que es equivalente a

ty N
L (3 (a000Ma),0) - 0(Ma(), ) 3 a0, S at.

Empleando la definicién original de la dindmica de la cohorte de la frontera (3.15)

y (3.16) se obtiene

/t1tz (a% (As(t)d(Mg(t),1)) d(Mg(t),1)) % x(M;(t), CtN)Ai(t)) dt - Iz (¢M)

i=B
— 7 (e (M50 - 9(Ma(1), ) 1 (Ma(0),1)
(Mg (1), ()T (1) d(Msp(t),1))) dt. O

Debido al Lema 11, este término corregido esta acotado por C(t; - t1)2. Semejante al

Lema 8, se puede obtener el siguiente lema.

Lema 13 Sea (Y definido por el método de Escalator Boxcar Train con internalizaciones en

. T .
valores de tiempo t; = %, se tiene que
Rd)(CtN/VO/ O/T) - O/

cuando N y n tienden a infinito. Aqui vy es el dato inicial en tiempo t = to = 0.

Desde una perspectiva numérica, la definicién de las cohortes de la frontera podrian
provocar mas retos. Sin embargo, si se puede determinar numéricamente las solu-
ciones CI[\I’h, para las ecuaciones del método EBT tales que el centro de masas, M,
determinado por la transformacién no lineal converge a su valor real Mg cuando
h N\ 0, el residuo también converge a cero de acuerdo con el Lema 9. Por tanto, la

convergencia también se obtiene.
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En este capitulo se muestran los resultados obtenidos a partir de ciertos ejemplos
numéricos en los que podemos aplicar dicho método. Estos tres problemas tienen
caracteristicas completamente diferentes. Concretamente, en primer lugar, se ha rea-
lizado la experimentacion numérica con un problema académico estructurado por la
edad. En segundo lugar, con un problema estructurado por la longitud, propuesto
originalmente en [13] para justificar la introduccién del Escalator Boxcar Train. Final-
mente, un problema mdas complejo que describe una poblacién vegetal deonde se ha
descrito completamente un problema y se han obtenido numéricamente los resultados

esperados [39].

4.1 MODELO ESTRUCTURADO POR LA EDAD: EJEMPLO TEO-

RICO

Como primer ejemplo, se ha estudiado un ejemplo académico para el modelo de

Gurtin-MacCamy, (1.13)-(1.14), propuesto en [6],

w(a,t) +uq(a,t) =-P(t)u(a,t), a>0, t>0,

*© 4P(t)ae" a(2+e‘t)2
w(0t) = f A+P)2 T+e

u(a,t)da, t>0,

1 —-a

con condicidon inicial ug(a) = = e %, cuya solucién exacta es u(a,t) = ——e 9,
0 2 1+et

1
+et

donde P(t) = ]

Para este problema, se consideran N cohortes de intervalos interiores uniformemente
distribuidas en un intervalo finito. La cohorte del dominio frontera, denotada por
B, inicialmente es B = 0 y tras la internalizacién el contador disminuye una unidad

(las cohortes de los dominios interiores siempre se denotan entre B+ 1 y N). Las
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ecuaciones del método escalator Boxcar Train, vienen dadas por (2.19)-(2.20) para las

cohortes de dominios internos

A{(1) —p(Mi(t), P(1))A(t), (4.1)
M{(t) = 1. (4-2)

y para la cohorte del dominio frontera por las ecuaciones (2.24)-(2.25)

N
Ag(t) = _;3 a(Mi(t), P())Ai(t) - n(0, P(1))As(t) - %(O/P(t))”(t)/ (4-3)
'(t) = As(t)—p(0, P()II(1). (4-4)

La internalizaciéon de la cohorte del dominio frontera como cohorte del dominio inte-

rior viene descrito por las ecuaciones (2.11)-(2.12)

Ao = Aw, (4.5)
Mg = T (4.6)
Aw

El problema se ha integrado hasta T = 20. Las cohortes internas se han considerado
uniformemente distribuidas en el intervalo de edades [0,5]. La solucién de las dife-
rentes ecuaciones diferenciales se ha realizado con el método de Euler y los valores
iniciales de las poblaciones en cada cohorte interna con el método del punto medio
para representar de forma mas fidedigna el tamafio medio en cada intervalo. El tama-
fio de paso en cada integracion temporal se ha escogido como k =5/N vy, dado que es
un problema en edad, cada avance en la integracién temporal supone un avance en
la edad del individuo, se ha supuesto una internalizaciéon inmediata, es decir, en cada
paso en tiempo la cohorte frontera pasa a ser cohorte interna, incrementdndose esta

cantidad sin ninguna acotacién.

Como se conoce el valor exacto de la solucién del problema se ha comparado con
la poblacién total en el instante final para distintos valores de k. Los resultados se

muestran en la tabla 1.

En los resultados de la tabla se observa como los errores convergen a cero cuando
se disminuye el tamafio de la discretizaciéon temporal, que también coincide con la
internalizacién y la anchura de los intervalos interiores. También se observa que el
error se divide por 4 al dividir por 2 el tamafio de paso. Este hecho sugiere que se ha
desarrollado un posible método de segundo orden para la descripcién de la poblaciéon
total.



Tabla 1: escalator Boxcar Train. Diferentes valores de error para distintos valores del parame-
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tro k.
N
k N inax ‘P(T) - )\n(T)‘ ex tiempo de cpu
n=1
25e-1 100 9.625746e -3 1.824366e -2 | 8.75320e-3
1.25e -1 200 2.346063e - 3 6.155855e -3 | 5.40420e -3
6.25e -2 400 5.783171e -4 1.743120e-3 | 1.81412e-2
3.125e-2 800 1.435102e -4 4.618154e -4 | 4.80702e-2
1.5625e-2 | 1600 3.574070e -5 1.187476e -4 | 1.54482e -1
7.8125e-3 | 3200 8.917768e -6 3.070567e -5 | 4.70463e -1
3.90625e -3 | 6400 2.22726%e -6 9.205282e -6 1.55659
1.953125e -3 | 12800 5.566305e -7 3.221455e -6 5.28835
9.765625e -4 | 25600 1.392553e -7 1.330178e -6 17.0622
4.882813e -4 | 51200 3.496478e - 8 6.656510e -7 65.7712

Como complemento se ha comparado el método Escalator Boxcar Train con el resul-
tado que produce un método clésico en diferencias finitas para la ecuacién en edad
como es el método upwind, que fue utilizado para obtener la aproximacién numéri-
ca a la solucién de un modelo estructurado por la edad por primera vez en [25]. El
método upwind empleado considera que la poblacién inicial tiene una edad méxima
finita [0,A] y, en consecuencia, si se realiza una integracién en un tiempo finito, la
edad maxima no superard el valor A +T. Asi, si At y Aa son los tamafios de la dis-
cretizacion en la variable temporal y estructurante, respectivamente, y N = |T/At| y
J = [(T+A)/Aa], el nimero de pasos en tiempo y el nimero de subintervalos en la

variable edad, la malla de la red queda definida por

{(qj,t"), aj=jAa, th"=mAt, 0<j<], 0<n<N}



De este modo, si se supone que la aproximacién numérica a la solucién para edad q;
en el nivel de tiempo t" es U)T‘ ~ u(a;, t"), la discretizacion del modelo (1.13)-(1.14),

con el método upwind viene dada por las siguientes ecuaciones

untl—yr uyr-uyn
j i j-1

A Aa =—u(a, PMHUL, 1<j<], 0<n<N-T, (4.7)
unt! - Aa «(a pr+Ty Yot & S, ( Cpn+lyym+l ] n+1y 7 m+1
gt = 1, YUt + 3 o(aj, P )u). +a(aj, P )UH ,
i
0<n<N-T, (4.8)
UJQ=LL0(C1]'), 0<j<], (49)

donde la aproximacién a la poblacién total (1.6) se realiza mediante la regla de los
trapecios compuesta, salvo en el primer intervalo donde se emplea la regla del rectdn-
gulo por la derecha para hacer explicito el método, al igual que en (4.8), mediante la

siguiente expresion

A =
anTa (3U?+U?)+Aa Zun, 0<n<N.
=2

Estas ecuaciones se pueden describir explicitamente mediante el siguiente algoritmo,

definiendo 1 = ﬁ, Ug) =up(a;), 0<j<]y PO, para0<n<N-1,

Aa
wHt o= U - (U - W) - Atp(e, PO U, 1< <, (4.10)
n+1 Aa n+1 n+1 S, n+1
P = 7(3u1 +15 )+Aaj_22u]. , (4.11)
Aa ll
ust = 7(3 o(ar, P URT + a(ap, PP URT) + Aa Y o ay, P U
j=2
(4.12)

De nuevo, se conoce el valor exacto de la solucion del problema y se ha calculado tanto
P 4 n n u 4 n n ok

el, = max |[P(t")-P* como e¥ ., = max |u(a; t") - U}, para distintos valores de
N 0<n<N PEE") | N.J OSnSN,OSjS]l (a;, 1) ) b P

At y At, comparando con la poblacién total y la solucién de la ecuacién en derivadas

parciales, cuyo resultado se muestran en cada una de las entradas de las Tablas 2-3.

Se observa que el método upwind converge con orden uno en ambos casos. También

At
la condiciéon CFL (Courant-Friedrichs-Levy) que impone una restricciéon o S 1 para
X

este resultado, de ahi la forma triangular de las tablas en las que los resultados vacios

muestran valores de los pardmetros donde no se obtiene convergencia.
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Tabla 2: Método Upwind. T = 20. Error calculado como ef, = Omé)](\l |P(t™) - P™|, para distintos
<n<

valores del parametro At y Aa.

At|Aa

7.8125e -3

3.90625e -3

1.953125e -3

9.765625e - 4

4.882813e -4

7.8125e -3
3.90625e -3
1.953125e -3
9.765625e -4
4.882813e -4

4.572710e -3
4.412279e -3
4.336378e -3
4.299837e -3
4.281974e -3

2.259057e -3
2.178960e - 3
2.141035e -3
2.122770e -3

1.122655e - 3
1.082636e - 3
1.06367%e -3

5.596032e -4
5.396008e — 4

2.793697e -4

Tabla 3: Método Upwind. T = 20. Error calculado como ey ; =  max  [u(a;,t™) - U,
J 7 0<n<N,0<j<] )

para distintos valores del pardmetro At y Aa.

At|Aa 7.8125e -3 | 3.90625e -3 | 1.953125e -3 | 9.765625e -4 | 4.882813e -4
7.8125e -3 | 5.365928e +2
3.90625e -3 | 4.661645e -3 | 1.351643e +2
1.953125e -3 || 4.575513e - 3 | 2.274960e - 3 | 3.392766¢e + 1
9.765625e -4 || 4.533492e -3 | 2.231797e -3 | 1.123404e - 3 | 8.49959Te + 0
4.882813e -4 | 4.512784e -3 | 2.210723e -3 | 1.101797e -3 | 5.581690e -4 | 2.127130e + 0

Con el objetivo de realizar una comparacién de la eficiencia de los dos métodos y
dada la distinta naturaleza de ambos, se ha obtenido el error cometido por ambos
métodos en el cdlculo de los momentos de las cohortes. En el caso del Escalator
Boxcar Train, para cada valor de la discretizacion temporal, calculado como ey =
max
0<n<4 N,0<j<N+n
método upwind, para cada valor del pardmetro de discretizaciéon temporal y espacial,

A = P ()], cuyos valores se encuentran en la Tabla 1. En el caso del

OSrggkﬁééjsI
una de las entradas de la Tabla 4. Se han empleado los valores T = 20, A = 5 (para el mé-

calculado como et aq = |7\;1 - Py, (t")|, cuyo resultado se muestran en cada

) ) ) A ,
todo upwind se mantiene A + T como intervalo de edad), N = T (por tanto, el nimero

j(k+1)
total de intervalos en cada nivel de tiempo es N +n), Py (t") = f . u(a,t")da,
0<j<N+n-1,0<n <4N. En cuanto al valor At se corresponde con el valor de la

aproximacion A;(t") en el método Escalator Boxcar Train y, para el método Upwind,
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Tabla 4: Método Upwind. T = 20. Error calculado como eataq = o Hllwé?)( - ]7\]“ - Py, ()],
<n<N,0<j<
para distintos valores del pardmetro At y Aa.
At|Aa 7.8125e-3 | 3.90625e -3 | 1.953125e -3 | 9.765625e -4 | 4.882813e -4
7.8125e -3 || 3.152938e -1

3.90625e -3 | 3.631102e -5 | 3.959499¢e - 2
1.953125e -3 || 3.564096e -5 | 8.873618e -6 | 4.962102e - 3
9.765625e -4 || 3.531408e -5 | 8.705370e — 6 | 2.192566e — 6 | 6.210980e — 4
4.882813e -4 | 3.515299e -5 | 8.623228e -6 | 2.150410e -6 | 5.448914e -7 | 7.769012e -5

Tabla 5: Método Upwind. T = 20. Tiempo de cpu en segundos, para distintos valores del

pardmetro At y Aa.

At|Aa 7.8125e -3 | 3.90625e — 3 | 1.953125e -3 | 9.765625e —4 | 4.882813e -4
7.8125e-3 | 0.5839161
3.90625e -3 | 1.231300 1.799516
1.953125e -3 | 2.297569 3.762361 6.514014
9.765625e -4 || 4.855773 8.011454 13.30443 24.26053
4.882813e—-4| 9.515715 15.01648 26.73702 49.04490 93.82507

se emplea la aproximacion a Py, (t") con la regla de cuadratura de los trapecios com-

puesta. Por otra parte, también se ha obtenido el tiempo de cpu empleado por cada

uno de los dos métodos, cuyos valores se presentan en las Tablas 1 y 5, respectiva-

mente. En el grafico de eficiencia, de la Figura 1, que compara el tiempo de cpu y el

error cometido de ambos métodos (para el Upwind la relacién mas eficiente de las

empleadas es r = 0.5), se observa como el Escalator Boxcar Train es mads eficiente en

los primeros tramos y, como el método upwind lo es mds para valores mds exigentes

de la discretizacion. Este hecho puede demostrar la eficiencia de los métodos en dife-

rencias y también la necesidad de realizar una acotacién del ntiimero de cohortes que

se emplean en el Escalator Boxcar Train.

Los programas que desarrollan este ejemplo se encuentran en el apéndice A.
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Figura 1: Grafico de eficiencia entre el método Escalator Boxcar Train y el método Upwind

conr=0.5.
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4.2 MODELO ESTRUCTURADO POR LA LONGITUD: DAPHNIA

MAGNA

Como segundo ejemplo de aplicaciéon del método de integraciéon numérica se inves-
tigard un modelo de poblacién estructurado en tamafio la cual se alimentard de una
fuente no estructurada. El modelo parte de una poblaciéon de invertebrados ectotér-
micos como, por ejemplo, el crustadceo plancténico Daphnia magna. Esta poblacién se
alimenta de una poblacién de algas. Ademads de los supuestos del modelo original se

hacen dos simplificaciones:
1. Los individuos comienzan a reproducirse inmediatamente después de nacer.

2. Los individuos pueden encoger en tamafio cuando estdn hambrientos y asi no

morir de hambre.

Esta situacion no es realista biologicamente pero nos puede servir para reescribir el
modelo como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Los resultados nu-

méricos obtenidos por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias nos servirdn
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para comparar los resultados obtenidos mediante la integracién usando el Escalator

Boxcar Train de segundo orden.

En el ejemplo los individuos se caracterizaran por su tamafio, mientras que la superfi-
cie y el peso de los mismos se asumen proporcionales, respectivamente, a la segunda
y tercera potencia de su tamafio. Los individuos se alimentan con una tasa de alimen-
tacion proporcional a su superficie y que depende de la concentracién de particulas
de comida. La tasa de alimentacién por unidad de superficie evoluciona con la con-
centraciéon de comida siguiendo una relacion hiperbdlica conocida como la respuesta
funcional de Holling o Curva de Monod. La propia fuente de comida se recupera de

esta actividad de pastoreo mediante un proceso de crecimiento logistico.

El consumo de energia, el cual se asume proporcional a la tasa de alimentacion, esta
asignado en proporcién constante, por un lado a la reproduccién y por otro lado a
la respiracion, es decir, el crecimiento y el mantenimiento. La energia entrante en la
reproduccion es el cociente de la entrada de energia en la reproduccién y la energia

constante requerida para lograr el nacimiento de un nuevo individuo.

La energia necesaria para el mantenimiento se toma proporcional al tamafio del in-
dividuo mientras que la energia respiratoria se gasta en el crecimiento del tejido. Se
sabe que se necesita una cantidad constante de energia por unidad de tamafio in-
crementado. La tasa de mortalidad (1) se asume independiente y constante con el

tiempo.

Con todas estas suposiciones obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

we(x, t) + (g(x, S)u(x, t))x = —pu(x,t), t>0, O0<x<I, (4.13)
(0,5)u(0,t) = [1 ocixzu(x t)dx, t>0 (4.14)
I " Jo T1+S ’ ’ ’ 414
S

g(x,S) = T+5 % (4.15)

aS S s
a —TS(] _E)_/(; mX u(X,t) dX, t>0, (416)
u(x,0)=1, 0<x<I, (4.17)

donde x es tamafio individual, el cual se encuentra entre 0 y 1. S(t) es la concentraciéon
de comida (recurso dindmico), u(x, t) es la densidad de la poblacién, g(x,S) es la tasa
de crecimiento individual, p es la tasa de mortalidad, « es la tasa de reproduccién, r

es la tasa de crecimiento del recurso y K la capacidad del sistema con respecto a la
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fuente de alimento. Los diferentes términos y funciones y los pardmetros empleados

en el modelo vienen descritos en las Tablas 6-7.

Tabla 6: Elementos del modelo Daphnia Magna

No. Ecuacion Interpretacion

E1 g(x,S) = 755X Tasa de crecimiento individual.

E2 (S, t) = cxxzm Tasa de nacimiento individual.

E3 u(s,t)=pn Tasa de mortalidad individual.
o) 1

E4 a—i =7S (1 - %) fo T > 755" Zu(x, t) dx Recurso dindmico.

Tabla 7: Pardmetros del modelo Daphnia Magna

Pardmetro | Valor Unidad Descripcién
x 0.75 - Tasa de reproducion
u 0.1 dia™! Tasa de mortalidad natural
T 0.5 dia™! Tasa de crecimiento intrinseco por superficie
K 3 célula-ml-! Capacidad del sistema (recurso)

1.
Si llamamos N; = /0 x'u(x, t) dx, podemos obtener un sistema de ecuaciones diferen-

ciales equivalente para S, Ny, N7 y Nj.

Integrando entre 0 y 1 la ecuacién (4.13) se obtiene:

](;]ut(x,t) dx+](;](g(x,S)u.(x,t))X dx:—u_/:u(x,t) dx,

:
%f u(x,t) dx - AT [ x*u(x, t) dx = —uN,,

N6= x Nz—]JNo.

L
1+8§
Multiplicando ambas partes de la ecuacién (4.13) por x e integrando entre 0 y 1 resulta:

[; xug(x, t) dx + f x(g(x, S)u(x,t))y dx = _“_/ xu(x, t)

%folxu(x,t) dx+‘/01(xg(x,S)u(x,t))X dx—/o1 g(x, S)u(x,t) dx:—u‘/()]xu(x,t) dx,
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'S
/ _ _ - —
N;+g(1,5)u(1,t) /0 (1+S x)u(x,t) uN71,

S
4 R — = —
Ni+g(1,5)u(1,t) ] No+ N7 =-uNy,

S
,—— J—
Nj=—=No—(T+)Ny,

donde se supone que no hay poblacién de tamafio méaximo.

Multiplicando ambas partes de la ecuacion (4.13) por x? e integrando entre 0 y 1 se

llega a:

1 1 1
fo x*ug(x, t) dx + [0 x*(g(x, S)u(x, )y dx = —u-/O x*u(x, t) dx,

0

1 1 1 1
a_t./o x*u(x, t) dx+fO (x*g(x, S)u(x, t))x dx—ZA xg(x, S)u(x, t) dx:—ufo x*u(x, t) dx,

! S
! — = -
N5 +g(1,5)u(1,t) 2./(; x(1 S x)u(x,t) dx = —uNy,

S
1+8S

de nuevo, se supone que no existe poblacién con el tamafio maximo. Finalmente, con

N£=2 N]—(2+u)Nz,

la aportaciéon de la dindmica del recurso se obtiene el siguiente sistema cerrado de

ecuaciones diferenciales:

S' = rS(]—%)—%NZ, (4.18)
NG = o Na- N, (4.19)
Nf = eNo- (1N, (4:20)
N = 2]ZTSSN1—(2+p)N2. (4.21)

En el articulo de de Roos [13], se indica ademds que el andlisis de la ecuacién ca-
racteristica del problema muestra que el sistema presenta un cambio de estabilidad

cuando K se incrementa, y como resultado una bifurcacién de Hopf.

La obtencién de la aproximaciéon numérica del problema (4.13)-(4.17) se ha realizado
con el método numérico de segundo orden dado por las férmulas (2.19)-(2.20), (2.24)-
(2.25) que junto con (4.16) forman un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
resuelto con el método de Euler modificado. Como no conocemos una soluciéon exacta

del problema se ha considerado como tal la aproximacién del sistema (4.18)-(4.21)



mediante la funcién de matlab ode45 con tolerancias adecuadas, y tomado las dos
primeras componentes para su comparaciéon. Los pardmetros que se han utilizado
son: k tamafio de paso de la integracion temporal, At el tiempo que transcurre hasta

que un dominio frontera se convierte en dominio interior y N el niimero inicial de
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dominios interiores del intervalo.

Se ha realizado una bateria de experimentos numéricos considerando como tiempo
final el valor T = 250. Se han tomado distintos valores para los pardmetros At, k y N.
Los resultados obtenidos se muestran en las Tablas 8-13, donde para cada tabla, cada

tila y cada columna muestra el valor del error en la norma del maximo, tanto para la

poblacién total como para el recurso.

Tabla 8: Error en norma infinito para P(t), 0 <t < T =250, At =0.5.

NJk |

0.5

0.25

0.125

0.0625

0.03125

0.015625

2
4
8
16
32
64

2.3187259
2.3211158
2.3217633
2.3219279
2.3219693
2.3219796

1.3763658
1.3763255
1.3763078
1.3763029
1.3763016
1.3763013

3.1487927e - 1
3.150628%¢ - 1
3.1503133e -1
3.1501846e - 1
3.1501493e - 1
3.1501403e - 1

3.2050832e - 1
3.2026793e - 1
3.2028429e - 1
3.2029330e - 1
3.2029586e — 1
3.2029652e - 1

4.4535026e - 1
4.4511587e -1
4.4513070e - 1
4.4513912e -1
4.4514153e -1
4.4514215e -1

4.7583373e - 1
4.7560127e -1
4.7561580e — 1
4.7562410e - 1
4.7562647e -1
4.7562708e - 1

Tabla 9: Error en norma infinito para P(t), 0 <t <T =250, At =0.125.

N[k

0.5

0.25

0.125

0.0625

0.03125

0.015625

32
64

2.3187259
2.3211158
2.3217633
2.3219279
2.3219693
2.3219796

1.3273514
1.3272366
1.3272165
1.3272120
1.3272110
1.3272107

6.6774607e — 1
6.6794798e — 1
6.6793747e - 1
6.6793092e - 1
6.6792903e - 1
6.6792855e — 1

1.5674846e — 1
1.570329%e - 1
1.5702674e - 1
1.5702020e - 1
1.5701825e - 1
1.5701774e -1

2.3399211e-2
2.3685435e -2
2.3679223e -2
2.3672671e -2
2.3670719e -2
2.3670211e -2

1.3781113e -2
1.3457393e -2
1.3450361e -2
1.3453351e -2
1.3454397e -2
1.3454677e -2

Parece que el pardmetro N es irrelevante, esto es debido a que se afiade un nuevo in-

tervalo interior cada At y no se elimina ninguno, luego el nimero inicial de intervalos,

de momento, no tiene ningtn interés. Esto se refleja en todas las tablas .

73
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Tabla 10: Error en norma infinito para P(t), 0 <t <T =250, At = 0.015625.

N[k

0.5

0.25

0.125

0.0625

0.03125

0.015625

32
64

2.3187259
2.3211158
2.3217633
2.3219279
2.3219693
2.3219796

1.3273514
1.3272366
1.3272165
1.3272120
1.3272110
1.3272107

6.6774607e — 1
6.6794798e — 1
6.6793747e - 1
6.6793092e - 1
6.6792903e - 1
6.6792855e — 1

1.7224726e - 1
1.7253122e - 1
1.7252553e - 1
1.7251917e -1
1.7251728e - 1
1.7251678e - 1

4.2434608e - 2
4.2727683e -2
4.272326%9e -2
4.2717172e -2
4.2715333e -2
4.2714854e -2

1.0326807e -2
1.0628810e -2
1.0635676€ -2
1.0632595e -2
1.0631523e -2
1.0631236e -2

Tabla 11: Error en norma infinito para S(t), 0 <t < T =250, At = 0.5.

NJk

0.5

0.25

0.125

0.0625

0.03125

0.015625

32
64

1.2297367
1.2279838
1.2274812
1.2273513
1.2273186
1.2273104

8.2603770e - 1
8.2601612e -1
8.2601931e -1
8.2602066€ — 1
8.2602103e - 1
8.2602112e -1

1.7617274e - 1
1.7629678e - 1
1.7627853e - 1
1.7627081e - 1
1.7626867¢e - 1
1.7626813e - 1

1.923966%9¢ - 1
1.9224321e -1
1.9225612e - 1
1.9226264e - 1
1.9226448¢ - 1
1.9226495e - 1

2.7660494e - 1
2.7645219e - 1
2.764648%¢ — 1
2.7647133e -1
2.7647315e - 1
2.7647362e - 1

2.9710143e -1
2.9695228e -1
2.9696432e - 1
2.9697051e -1
2.9697225e - 1
2.9697270e - 1

Tabla 12: Error en norma infinito para S(t), 0 <t <T =250, At =0.125.

Nk |

0.5

0.25

0.125

0.0625

0.03125

0.015625

2
4
8
16
32
64

1.2297367
1.2279838
1.2274812
1.2273513
1.2273186
1.2273104

8.2632042e - 1
8.2629140e - 1
8.2627857e - 1
8.2627500e - 1
8.2627408e - 1
8.2627385e - 1

4.3602921e -1
4.3617162e -1
4.3616846e - 1
4.3616517e -1
4.3616420e - 1
4.36163%4e -1

1.0305863€ — 1
1.0326161e -1
1.0326165e - 1
1.0325841e - 1
1.032573%¢ - 1
1.0325712e - 1

1.4092164e -2
1.4298795e -2
1.4299198e -2
1.4296005e -2
1.4294999e -2
1.4294735e -2

8.1344037e - 3
7.9246697e -3
7.9229183e -3
7.9257376e -3
7.9266474e -3
7.9268877e -3

Parece que el pardmetro At tiene algo de influencia pero solamente se refleja cuando

su tamafio es muy parecido al de k y k es pequefio. Pudiendo tener un determinado
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Tabla 13: Error en norma infinito para S(t), 0 <t < T =250, At = 0.015625.

N[k 0.5 0.25 0.125 0.0625 0.03125 0.015625
2 | 1.2297367 8.2632042e -1 4.3602921e-1 1.1479028e—-1 2.8458156e—-2 6.9316621e -3
4 | 1.2279838 8.2629140e -1 4.3617162e—-1 1.1499740e -1 2.8668350e -2 7.1427678e -3
8 | 1.2274812 8.2627857e—-1 4.3616846e—-1 1.1499833e—-1 2.8669780e—-2 7.144389%e -3
16 | 1.2273513 8.2627500e -1 4.3616517e -1 1.1499530e -1 2.8666852e -2 7.1415080e -3
32 | 1.2273186 8.2627408e -1 4.3616420e -1 1.1499433e -1 2.8665914e -2 7.1405807e -3
64 | 1.2273104 8.2627385e—-1 4.36163%94e—-1 1.1499408e -1 2.8665666e—2 7.140335%¢ -3
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orden de convergencia respecto del valor de este pardmetro como se puede ver en la

ultima columna de las tablas 8-9 y 11-12, tanto para la poblacién como el recurso.

Respecto al pardmetro k, solo se observa el orden de convergencia en las tablas 10
y 13 con el valor mds pequefio de At que se ha utilizado. Observandose de nuevo
segundo orden de convergencia. En las tablas 9 y 12 también se puede apreciar pero

solamente para los valores mds pequefios de k.

Los programas que desarrollan este ejemplo se encuentran en el apéndice B.

4.3 MODELO FORESTAL

En la siguiente seccién se probard la efectividad del método numérico con un modelo
que se denomina modelo forestal, al ser utilizado para la descripcién de la evolucién
de especies vegetales con fuerte aplicacién, en particular, a las especies forestales [39].
Consiste en una simplificaciéon del modelo introducido por Falster et al. [15] cuyas
ecuaciones no aparecen ni siquiera en el articulo de referencia [39], debido a su com-
plejidad. El modelo describe una metapoblacion estructurada por tamafio, su rasgo
distintivo (relacion entre la masa y el drea ocupada por la hoja) y por parcela de plan-
tacion que estd sujeta a perturbaciones probabilisticas y a la competencia por la luz
aplicandose, en general, a la dindmica forestal. Este modelo no entraria dentro de la
descripcién realizada, ya que la competencia por la luz obliga a otro tipo de modeliza-

cién, denominada jerarquizada que hace depender la historia vital de cada individuo
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del tamafio del mismo en relacién a los que le rodean, sin embargo, como se indicaré,
se adaptard el método para realizar la integraciéon. La modelizacién jerarquizada ha
sido estudiada con anterioridad, desde el punto de vista tedrico [11, 38], numérico [4]
y aplicado [37, 7] para funciones cuyas dependencias funcionales son mds simples.
Este tipo de modelos, incluso el mds sencillo muestra su alto grado de complejidad

como se puede observar en los trabajos citados.

Como se ha adelantado, el modelo que se va a integrar es una simplificaciéon que
consiste en la reduccién del mismo a una tnica parcela excluyendo la contribucién
de semillas (reproduccién) del resto de parcelas. Para una informacién detallada del

modelo completo se sugiere la lectura del articulo original [15].

Tabla 14: Elementos del modelo vegetal. Componentes de una planta.

No. | Funcién Interpretacion
N1 | w(x) = % Area de la hoja (m?).
N2 | h(x) = ayw(x)Pr Altura (m).
N3 | mg(x) = pnecw(x)h(x)/0 Masa de la albura (kg).
Nz | mp(x) = pneoyw(x) P2 Masa del duramen (kg).
N5 | mp(x) = bms(x) Masa de la corteza (kg).
N6 | m,(x) = azw(x) Masa de las raices finas (kg).
N7 | me(x) = x+ ms(x) + mp(x) + mp(x) + | Masa total (kg).
my(x)

En el modelo se utiliza como estructura la masa de hoja, x, y se describe la dindmica de
la poblacién solucién, u(x,t), densidad de plantas con masa de hoja x en el instante
de tiempo t. En él se asumen los siguientes componentes de una planta (se indica

entre paréntesis su referencia dentro de la Tabla 14)
o area de hoja (N1), w,
o altura individual (N2), h,

» masa de la albura (Capa blanda, de color blanquecino, que se halla inmedia-
tamente debajo de la corteza en los tallos lefiosos o troncos de los vegetales
gimnospermos y angiospermos dicotiledéneos, formada por los anillos anuales

mas jovenes [1]) (N3), ms,



masa de su duramen (Parte més seca, compacta y de color mas oscuro por lo

general, del tronco y ramas gruesas de un arbol, [1]) (Ng), my,
masa de su corteza (N5), my,
masa de sus raices finas (N6), m,,

que se escalan alométricamente con la variable estructural x y con el rasgo distintivo
definido por ¢ (LMA), Tabla 17.

A continuacién se describe el modelo y la influencia de la altura en cada una de
las tasas individuales. Se hace referencia a la Tabla 15 para la expresion explicita
de las diferentes funciones. Tal y como hacen los autores originales, se supone una
relacién constante en la forma de la corona, pardmetro 1 = 12, que hace referencia a
la distribucién vertical de drea de hoja, de modo que la densidad del 4rea de la hoja a
una determinada altura para un individuo de altura h, viene dada por q(z,h) (N18)
y, consecuentemente, la fraccién de area de area por encima de la altura z para un
individuo de altura h es descrita por Q(z, h) (N17). De este modo, combindndolo con
la distribucion de la poblacién por la variable estructural, u(x, t), proporciona el nivel
de sombra acumulada a través de la cubierta forestal, E(z,t) para una determinada
altura (N16).

El nivel de entrada de luz influye en la captura de CO; anual de cada individuo. Este
valor se obtiene contabilizando la tasa de fotosintesis instantanea, es decir, su asimi-
lacién de CO; y su transformacién en Nitrégeno (N12) y computandolo para toda su
area de hoja (N11). El aumento de CO; se consume en la funcién de respiracién (N13)
y la renovacién de los tejidos (N14). La cantidad restante corresponde a la produc-
cion neta de materia seca (N15) combinando las distintas unidades de los diferentes

consumos de CO; capturado.

La produccién de materia seca se manifiesta tanto en el crecimiento de la masa de ho-
ja, g(x,t,u), donde también se tiene en cuenta la masa del resto de componentes (No),
como en la reproduccién «(x,t,u). Hay que notar que la asignacién de recursos para
la reproduccién sigue una estrategia bang-bang, es decir, una vez alcanzada la madu-
rez (relacionada en este caso con la altura) los recursos se asignan a la generacién de

semillas y se reducen al minimo para el crecimiento.

Finalmente, la tasa instantanea de mortalidad p(x,t,u) se deriva de dos fuentes, una

mortalidad intrinseca que proviene de la densidad del tejido de los tallos (troncos,

77
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Tabla 15: Elementos del modelo vegetal. Produccién, asimilacién del carbono y apertura de

la cubierta forestal.

No. ‘ Funcién

Interpretacion

N8

Nog

N1o

N11

Ni12

N18

Cr1

eexp ez 1-502))

dx ( dmg dmp dmp  dm., )_1
— =1+ + + +
dx¢ dx dx dx dx

r(x) =

w(xo)

5 -
™ (P(xo,t,u)) = ((WCSO) +1)

si P(xp,t,u) >0, en otro caso 0
A(x, t,u) = w(x)x
h(x)
/O Aur(Aov, E(zt,1))q(z h(x)) dz
E(z,t,u)

As(Apov,E(z,t, = _—
1r(Aov, E(z,t, 1)) CP]E(Z,t,LL)-i—sz

ms(x) + 2mp (x) c

R(x) = >

mr(X)CRr
T(x) = g b Pax + my (%) kp + mr(x)ky

w(x)very + Rs

P(X/ t/u) = (CbioY(A(X/ t, ‘LL) - R(X)) - T(X))+
E(z t,u) =
exp (—cext /XO Q(z, h(x))w(x)u(x,t) dx)

- [Mama=(1-(2)"),
siz<h

wen-22 1=

n\ 2
:mi(r(f)),gzsh
dz h

Fraccién de la produccién asignada a

la reproduccion.

Fraccién del crecimiento de la planta

entera que corresponde a la hoja.

Fraccién de plantulas supervivientes

durante la germinacion.

Asimilaciéon total anual de CO;

(mol/afio).

Asimilacién anual bruta de CO; para
una hoja con capacidad fotosintética
maxima AoV y apertura de la cubierta
forestal E (mol-afio™! -m™2).

Gasto total en la respiracion
(mol/afio).

Gasto total en la renovacién de tejidos
(kg/afo).

Produccién neta de materia seca
(kg/afo).

Apertura de la cubierta forestal a la al-

tura z.

Fraccion del 4rea de hoja a la altura z

de un individuo de altura h.

Densidad de probabilidad de la hoja a
la altura z para un individuo de altura
h(m™).

pedinculos, raices,. . . ) junto con una mortalidad relacionada con el crecimiento y que

cambia con los individuos de acuerdo con la produccién neta de materia seca por area

de hoja.
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Tabla 16: Elementos del modelo vegetal. Tasas individuales.

No. ‘ Funcién ‘ Interpretacion
N19 | g(x,t,u) = (1-7(x))P(x,t, U,)(;l—X Tasa de crecimiento en la masa
Xt
de hoja (kg/ano).
N2o | a(x,t,u) = o 711 (P(x0,t,u))r(x)P(x,t,u) Tasa de produccién de nuevos

ass . .. . |
individuos (afo™').

Tasa de mortalidad (afio™").

P(x, t,u))

N21 x,t,u) =cgoe 4P +cgrexp| —c
w( ) = cCdo az P( 3000

N22 | ug(x) = (T -x+%0)?, xo <x < 1+%0, 0 en otro caso. | Condicién  inicial  (indivi-
duos/kg).

De este modo, el modelo queda descrito por las ecuaciones

we(x,t) + (g(x, t,u)ulx, t))x = —p(x, t,wu(x, t), t>0, x>xo, (4.22)
g(xo, t, u)u(xp,t) = foo a(x, t,w)u(x,t)dx, t>0, (4.23)

LL(X, O) =Uo (X)/ X 2 X, (4-24)

donde las tasas individuales explicitas se presentan en la tabla 16.

Estas tasas dependen de funciones relacionadas con la produccién neta de materia
seca, P(x,t,u), que estd influenciada por la apertura de la cubierta forestal en cada
altura, E(z,t,u), y la asimilacién total del CO,, A(x,t,u), cuya descripcién explicita

se ha presentado en la Tabla 15.

Cada una de las funciones incluye determinados pardmetros que se han incluido en
tablas, organizados por tipo. En primer lugar todos aquellos que distinguen a un tipo

de planta, Tabla 17.

Tabla 17: Parametros del modelo vegetal. Rasgos distintivos de la especie.

‘ Valor ‘ Unidad ‘ Descripcién
¢ | 0.11 kg-m~2 | Masa de hoja por unidad de 4rea (LMA).
s | 38x10™° kg Tamafio semilla.
Xo | me(xp) =s kg Tamario de la masa de hoja en la germinacién
p | 608 kg-m~2 | Densidad del tejido del tallo.
hm | 12 m Altura de maduracion.

A continuacion, los pardmetros que describen la alometria individual, Tabla 18.
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Tabla 18: Parametros del modelo vegetal. Alometria individual.

Valor Unidad | Descripcion
n 12 - Pardmetro que determina la forma de la corona
Ne 1- 2 1 - Ajuste en el volumen del tallo debido a la forma de
T+n T1+2n
la corona.
0 4669 - Area de hoja por drea de albura.
b 0.17 - Ratio de drea de la corteza por area de albura.
o1, B 5.44,0.306 m~', - | Describen la escala de la altura con respecto al drea
de hoja.
2, Ba | 6.67 x 1072, 1.75 m, - Describen la escala del volumen de duramen con
respecto al 4rea de hoja.
o3 0.07 kg-m~2 | Describe la escala de la masa de la raiz con respecto
al area de hoja.

Seguidamente, los correspondientes a la produccién y asimilaciéon del CO; y su uso

en la renovacién de tejidos y en la respiracion, Tabla 19 *.

Finalmente, aquellos relacionados con la tasa de mortalidad y fertilidad, Tablas 20-21.

Para la aproximacioén de la funcién E(z,t,u) se ha considerado

N
£zt = exp  cor 2 QMMM

en cuanto a la aproximacién de A(x,t,u), en particular de su término no local, se
ha considerado una particién uniforme del intervalo [0, h(x)], para cada valor de la
masa de hoja. Teniendo en cuenta que h,, indica la altura de maduracién y, sabiendo
que a partir de dicha altura el esfuerzo se dedica en su mayoria a la generacién de
semillas, se utiliza la regla de cuadratura de los trapecios compuesta con tamafio de
discretizacion Az, que esté relacionado con el tamafio de discretizacion de la anchura

de las cohortes iniciales, y Az = % yzi=iAz,1=0,...,2N,

Alx,tu) = (% (Ar(Aov, E(0,t,1))q(0, h(x)) + Arr(Agv, E(z2n, t, 1) ) q(z2n, h(X)))

2N-1
823 ArlAg, E(ai1,10)a(es 1) | (o).

i=1

1 Valor original de [15] sin embargo deberia ser 34 = -1 para que la ecuacion estuviera bien dimensiona-
da.
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Tabla 19: Parametros del modelo vegetal. Produccién y asimilacién de CO;.

Valor Unidad Descripcién

Cext 0.5 - Coeficiente de extincién de la luz.

Ao 1.78 x 10° mol -afio™" - kgf] Ratio de asimilacién de ligero-saturado CO; a masa
de nitrégeno de la hoja.

v 1.87x1073 kg-m™? Masa de nitrégeno por area de hoja.

Cp] 150.36 mol-afio”! -m~2 | Rendimiento de asimilacién de carbono en el pro-
ceso de fotosintesis en el maximo de apertura de la
cubierta forestal.

cp2 0.19 - Tamarfio de referencia de la proporcién de apertura
de la cubierta forestal.

CR1 2.1x10 mol - afio”! ~kg_] Ratio de respiracién de la parte oscura de la hoja
por masa de nitrégeno de la hoja.

CRs 4012 mol-afio”! ~1<g_1 Respiraciéon de la albura por volumen del tallo.

CRr 217 mol - afio™! -kg_1 Respiracién de las raices finas por masa.

Y 0.7 - Rendimiento: ratio de carbono fijado en masa por
carbono asimilado.

Chio 2.45x1072 kg- mol ™’ Conversién del CO; asimilado en masa seca.

o4, Pg | 2.86x 1072,1.71 | m? -1<g_1 -afio™ !, - | Describen la escala de la tasa de renovacién para
las hojas con respecto a ¢.

Ky 1.0 ano™! Tasa de renovacion de las raices finas.

kp 0.2 ano™! Tasa de renovacién de la corteza.

Tabla 20: Parametros del modelo vegetal. Produccién de semillas.

‘ Valor ‘ Unidad ‘ Descripcién

Cass 4.0 - Costes accesorios para la produccién de semillas.
Cr1 1.0 - Maéxima asignacion para la reproduccion.
Cr2 50 - Parametro que determina la tasa de cambio en r(x)

en relacién a hyy,.

Para obtener la solucién del problema (4.22)-(4.24) con las funciones proporcionadas
en las Tablas 14-16 y los valores de los parametros de las Tablas 17-21, se ha empleado
el método objeto del estudio en la versién indicada en (3.5)-(3.8). Se ha realizado una
amplia simulacién numérica con distintos valores de los pardmetros y se muestra un
ejemplo concreto. Se ha empleado N = 100 cohortes iniciales y se ha realizado la inte-

graciéon numérica hasta T = 200 con pardmetro de discretizacién temporal k = 0.05 y el
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Tabla 21: Parametros del modelo vegetal. Conversiéon del CO;.

Valor Unidad Descripcién

M0 0.25 - Probabilidad de supervivencia en la dispersion.

Cs0 0.1 kg- m~Z-afio”! | Influencia en la supervivencia a través de la germi-
nacion.

Cao 0.52 afo™! Referencia para la tasa de mortalidad intrinseca.

car | 65x1073 m> -kg_1 Coeficiente de riesgo por la densidad del tejido en
la mortalidad intrinseca.

Caz 55 afio™! Tasa de referencia para la mortalidad relacionada
con el crecimiento.

Cd3 20.0 afio - m? ~kg_] Coeficiente de riesgo por la produccién de masa

seca producida por area de hoja en la mortalidad

relacionada con el crecimiento.

método de Euler mejorado para la solucion de las distintas ecuaciones diferenciales.

El cambio de cohorte frontera a cohorte interna se ha realizado en At = 2.

En la Figura 2, se muestra la evolucién con el tiempo de la poblacién total, que parece
tiende hacia un equilibrio, tal y como se aseguraba numéricamente en [15] y la densi-
dad de tal equilibrio viene mostrada en gréfica de la derecha que describe un répido

decaimiento de la poblacién cercano a 2 kg de masa de hoja, estos experimentos estan

en correspondencia con los realizados en [39].

Los programas que desarrollan este ejemplo se encuentran en el apéndice C.
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Figura 2: Solucién numérica del ejemplo (4.22)-(4.24) con el método Escalator Boxcar
Train (3.5)-(3.8), con pardmetros iniciales N = 100, k = 0.05, dt = 2. La gréafica de
la izquierda describe la densidad de poblacién para T = 200. La grafica de la dere-

cha muestra la evolucién de la poblaciéon hasta T = 200.
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CONCLUSIONES

Frente a los modelos compartimentales de poblaciones en las que los individuos se
consideran idénticos, los modelos de poblaciones estructuradas aportan un mayor
realismo bioldgico al incorporar diferencias entre los individuos de la poblacién en

términos de una variable fisiologica.

El ejemplo mas ilustrativo de variable estructurante es la edad, que es fundamental
en Demografia en la determinacién de las tasas vitales: fertilidad, mortalidad, etc. En
Ecologia y, en general, en otros &mbitos de la Biologia, la variable edad se reemplaza
por una variable representando alguna caracteristica bioldgica, como puede ser la

masa corporal, el didmetro del tronco de un 4rbol, etc.

Los modelos de poblaciones estructurados por una variable fisiolégica estdn descritos
por una ecuacién en derivadas parciales de primer orden hiperbdlica que satisface
la funcién de densidad de la distribucion de los individuos de la poblaciéon segin
dicha variable. Las ecuaciones son no lineales si los coeficientes de la ecuacién (tasas
de mortalidad y de crecimiento) se hacen depender de diferentes funcionales de la
funcién de densidad (solucién) y, ademads, la condicién frontera o ley de “nacimientos”
introduce una dependencia de dicha funcién de densidad que, naturalmente, es de

naturaleza local.

El precio que hay que pagar por esta mayor complejidad del modelo en aras de
un mayor realismo es una mayor complejidad en el andlisis matematico del mismo,
cuestiones resueltas en los tltimos cincuenta afios por contribuciones de varios au-
tores [36, 21, 23], en relacién con la existencia, unicidad y dependencia continua de
las soluciones en espacios apropiados de funciones. Pero también esta complejidad
introduce dificultades adicionales metodolégicas en la proximacion numérica de las

soluciones de estas ecuaciones.

El “Escalator Boxcar Train” es una técnica propuesta por de Roos [13], como alternati-

va a los métodos de discretizacion de ecuaciones en derivadas parciales: diferencias fi-
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nitas, elementos finitos, métodos lagrangianos, etc. El método aproxima momentos de
la funcién de densidad sobre dominios de una particiéon que divide a los individuos
de la poblacién en cohortes que se mueven segiin las caracteristicas de la ecuacion
en derivadas parciales. El nombre de “Escalator Boxcar Train” [16] proviene precisa-
mente de la semejanza con el funcionamiento de las estructuras de carga y descarga

empleadas en las minas formadas por vagones o canjilones llenos de mineral.

Al particionar los individuos de la poblacién estructurada en diferentes cohortes, la
evolucién de éstas se puede aproximar en términos de momentos de la funcién de
densidad, que satisfacen un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se recu-
pera asi la conveniencia propia de los modelos compartimentales de poblaciones no
estructuradas descritas por sistemas de EDOs, pero teniendo en cuenta el efecto de la

variable estructurante en la formulacién del problema aproximado.

Esta estrategia para modelar la dindmica de una poblacién tiene el atractivo doble de
ser natural desde un punto de vista biolégico y permite incorporar facilmente en el
modelo otros mecanismos que sean relevantes para la dindmica, por ejemplo, efectos

estocdsticos, modelos jerarquizados de la poblacion, etc.

Esta memoria contribuye al estudio de ciertos aspectos matemaéticos de esta metodo-
logia y a la aplicacion de la misma para la aproximacién de modelos relevantes de

poblaciones estructuradas en biologia:

1. El capitulo 1 hace una presentaciéon sucinta de los modelos estructurados por
edad y por tamarfio, revisando los resultados de existencia y unicidad de so-
luciones en el marco funcional del espacio £;(IR*) para el caso del problema
estructurado por edad. Se formulan, sin prueba, los resultados de existencia y
unicidad para modelos estructurados por otra variable estructurante distinta de

la edad, remitiendo a la bibliografia para los detalles.

2. El capitulo 2 describe con detalle la formulacién del método “Escalator Boxcar

Train” para aproximaciones de primero, segundo y tercer orden.

3. Sibien el “Escalator Boxcar Train” fue propuesto por primera vez por de Roos en
1988 [13], su anélisis de convergencia ha tenido que esperar a contribuciones de
los dltimos 10 afios [10, 12]. Un primer ingrediente de esta teoria de convergencia
es la definicién del marco funcional en el que consideramos habita la solucién

del método. Cuando se consideran poblaciones cuya distribucién inicial de los



individuos esta concentrada con respecto a la variable estructurante es necesario
considerar los datos iniciales en un espacio de medidas finitas de Radon, que
se define como el espacio dual de las funciones continuas que se anulan en el

infinito.

Por tanto, la memoria elabora en el capitulo 3, sobre el concepto de soluciéon dé-
bil o generalizada dada por una medida finita de Radon positiva que evoluciona
con el tiempo. En particular, la convergencia débil-* de medidas de Radon po-
sitivas, podemos caracterizarla en términos de la métrica plana de Kantorovich-
Rubinstein. En la memoria se presenta una prueba completa de la convergencia
en este marco funcional de las aproximaciones dadas por el método “Escalator

Boxcar Train”.

. El altimo capitulo ilustra la aplicacion del método “Escalator Boxcar Train” en
algunos modelos de relevancia biolégica. En primer lugar, un ejemplo de un mo-
delo estructurado por la edad bésico, que ya fue propuesto en [5], y del que se
dispone de la solucién exacta, lo cual nos permite obtener errores en diferentes
situaciones y ver la influencia de los distintos parametros que se involucran en
la discretizaciéon. Ademas, se ha introducido una discretizacion del mismo con
un método en diferencias clasico, el método upwind (empleado por primera vez
en este ambito en el estudio de [25]), que nos permite comparar su eficiencia.
A continuacién, el modelo que originalmente propuso de Roos en la presenta-
cion del “Escalator Boxcar Train” [13] que describe la dindmica de una pulga de
agua Daphnia magna que se alimenta en una poblacién dindmica de algas. Es un
modelo que excede las pretensiones de esta memoria ya que acopla la dindmica
no estructurada de una segunda poblacién. Este ejemplo nos permite aplicar el
método en un problema estructurado fisiolégicamente (por la longitud) y, debi-
do a las peculiares caracteristicas de las funciones vitales, describirlo como un
sistema dindmico de cuatro cantidades que nos permite observar numéricamen-
te la influencia de los distintos pardmetros y como la solucién se aproxima a
un equilibrio asintéticamente estable. Una de las caracteristicas del modelo es
que la poblacién puede encoger en longitud y que la solucién de la ecuaciéon
en derivadas parciales es no acotada. Findlmente, se presenta un modelo mas
complejo que hemos denominado forestal con el objetivo de ver la potencia del
método numérico. Se ha incluido la descripcién completa del modelo y de sus

diferentes pardmetros y funciones, se ha incorporado la discretizacién de distin-
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tos funcionales extraordinarios y se ha obtenido la solucién numérica del mismo

y su aproximacién a un estado asintéticamente estable.

5. En los apéndices que acompafian la memoria se han incluido los programas

empleados en la elaboracion de los distintos resultados numéricos.

El campo de investigacion en este tema es amplio tanto desde el punto de vista ana-
litico como numérico, con su aplicacién a diversidad de modelos que describen situa-

ciones bioldgicas. La memoria es un punto de partida para un trabajo futuro.



MODELO ESTRUCTURADO EN EDAD

1 clear;

> global A;
3A=5;

1 T=20;

5 NO=10;

6 for cont=1:10

7
8
9

10

39

40

41

42

43

errl=0;
tic
N=NOx2”~cont;
k=A/N;
NT=T/k; %pasos en tiempo
%Aproximacién inicial
for i=1:N
Regla del punto medio
a(i)=(1i-1/2)x*k;
lamda(i)=kxu@(a(i));
%este calculo se comenta cuando se calcula el tiempo de cpu
%errl=max(errl,abs(lamda(i)-pobparcial(0, (i-1)x*k,ixk)));
end
omega=0;

%Evolucién en el tiempo

t=0;

for i=1:NT
P=sum(lamda);
aux=sum(alfa(a,t,P).+lamda);
omega=omega+kx(-mu(0,t,P)*omega+alfa(0,t,P)+*omega+aux);

for n=N:-1:1
lamda(n+1)=1amda(n) -k«lamda(n)*mu(a(i),t,P);
end
lamda(1)=omega;
omega=0;
N=N+1;
a(N)=(N-1/2)*k;
t=t+k;
%este calculo se comenta cuando se calcula el tiempo de cpu
% for i=2:N
% errl=max(errl,abs(lamda(i)-pobparcial(t, (i-1)*k,ixk)));
% end
end
err(cont,5)=toc

err(cont,1)=k;
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44 err(cont,2)=N;

45 err(cont,3)=abs(pob(T)-sum(lamda));
46 err(cont,4)=errl;

47 end

48

19 save errorcpu.dat err -ascii

50 Save errorcpu

1 function [erroru,errorP,errorl]=upwind(Nx,Nt)

2% dt: es el tiempo en el que el frontera se convierte en interior
3% N: El intervalo [0,1] se divide en N subintervalos

4% el tiempo final

sglobal A T

6erroru=0;

7errorP=0;

serrorl=0;

o k=T/Nt;

10 % el tiempo actual

11 t0=0;

12 % Notacion

13 % h longitud de cada intervalo

14 % X valores donde se discretiza

15 % U aproximacién a u(x,t0)

16 h=A/Nx;

17 X=(0:Nx) *xh;

18 u=inicial(x);

19 % la poblacién total con la regla compuesta de los trapecios
20 P=trapcomp(h,u);

21 % esta linea se comenta en el caso de calculo de eficiencia
22 nodoult=Nx/5+1;

>3 erroru=norm(u-inicial(x),Inf);

24 errorP=abs(P-pob(0));

o5 errorl=calcerrorl(t0,x,u,nodoult);

26 % Integracién en tiempo

27 %r=delta t/ delta x

28 r=k/h;

29 while (t0+k<T)

30 for j=1:NX

31 unew(j+1)=u(j+1)-r*(u(j+1)-u(j))-mu(x(j+1),P)*u(j+1)*k;
32 end
33 u=unew;

34 P=trapcomp(h,u);
35 t0=t0+k;
36 auxalpha=alpha(x,t0,P);

37 u(l)=trapcomp(h,auxalpha.x*u);

38 % estas linea se comenta en el caso de calculo de eficiencia
39 nodoult=min(nodoult+1,Nx+1);

40 erroru=max(erroru,norm(u-usol(x,t0),Inf));

41 errorP=max(errorP,abs(P-pob(t0)));

42 errorl=max(errorl,calcerrorl(t0,x,u,nodoult));

13 end

44 k=T-10;

15 r=k/h;



MODELO

6 for j=1:Nx

47 unew(j+1)=u(j+1)-r*(u(j+1)-u(j))-mu(x(j+1),P)*u(j+1)*k;
48 end

19 U=unew;

5o P=trapcomp(h,u);

51 t0=t0+k;

52 auxalpha=alpha(x,t0,P);

53 u(1l)=trapcomp(h,auxalpha.*u);

54 % estas linea se comenta en el caso de calculo de eficiencia
55 nodoult=min(nodoult+1,Nx+1);

56 erroru=max(erroru,norm(u-usol(x,t0),Inf));

57 errorP=max(errorP,abs (P-pob(t0)));

58 errorl=max(errorl,calcerrorl(t0,x,u,nodoult));

ESTRUCTURADO EN EDAD |

i function y=alfa(a,t,z)
>global A;
3 y=4xz.xa.*xexp(-a)./(1+z).”2.x(2+exp(-t))."2./(1+exp(-t));

i function y=mu(a,t,z)

2y=z;

1 function y=u@(a)
> global A;
3y=exp(-a)/2;

1 function y=pob(t)
2y=1./(1l+exp(-t));

1 function y=trapcomp(h,u)
2 y=(3*u(2)+u(end))/2+sum(u(3: (end-1)));
3 y=y*h;

1 %programa principal
>global mu alfacon K r
3mu=0.1;

y alfacon=0.75;

5 K=8.3;

6 r=3;

dto=1;

§NO=1;

9 k0=1;

0 for i=1:1

11 dt=dt0/2"1i;

12 for j=1:1

13 N=NO*2"j ;

14 for 1=1:6

15 k=k0/2"1;
16 [dt,N, k]
17 [errorS(i,j,l),errorP(i,j,1)]l=upwind(10,100);

18 end
19 end

20 end
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1 function y=inicial(a)

2 y=exp(-a)/2;

: function y=usol(a,t),
2y=1./(1l+exp(-t)).xexp(-a);




MODELO ESTRUCTURADO POR LA

LONGITUD: DAPHNIA MAGNA

1 %programa principal
> global mu alfacon K r
3mu=0.1;

4 alfacon=0.75;

5 K=8.3;

6 r=3;

7 dt0=1;

§NO=1;

9 ko=1;

0 for i=1:6

11 dt=dt0/2"i;

12 for j=1:6

13 N=NO*2"j;

14 for 1=1:6

15 k=k0/2"1;

16 [dt,N, k]

17 [errorS(i,j,1),errorP(i,j,1)]=programa(N,k,dt);
18 end

19 end

20 end

21 save deroos

: function [errorS,errorP]=programa(N,k,dt)

2% dt: es el tiempo en el que el frontera se convierte en interior
3% N: El intervalo [0,1] se divide en N subintervalos

4% k: El paso en tiempo de la integracion temporal es k

5 dt=max(dt, k) ;

6% el tiempo final

7 T=250;

8% el tiempo actual

9 t0=0;

10 % el tiempo actual frontera

11 10dt=0;

12 % longitud de cada intervalo

13 h=1/N;

14 % Utilizamos como condicion inicial u@(x)=18; entonces la poblacion en cada
15 % intervalo es 18xh

16 % almacena el valor de k

17 kant=k;

s Notacion

e

18
19 % lambdap es un vector de N componentes que recoge la poblacidén en cada
20 % subintervalo

21 % lambda® es la poblacién en el intervalo frontera

°
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N
N
o°

Mp es un vector de N componentes que recoge la biomasa media en cada

N
@
o°

subintervalo

MO es la biomasa en el intervalo frontera

N
=
o°

o°

25 % S recurso

26 S=3;

27 lambda0=0;

28 MO=0;

29 for i=1:N

30 lambdap (i)=18xh;
31 Mp(i)=h*(i-1/2);

> end

W

33 % la poblacidn total es la suma de los lambda
34 P=lambda@+sum(lambdap) ;

35 TP=t0;

36 ST=S;

37 % Integracién en tiempo

38 while (t0+k<T)

39 if (tOdt+k <dt)

40 [S,lambda0, M0, lambdap,Mp]=metodo(k,S, lambda®,M0, lambdap,Mp) ;
41 tOdt=t0dt+k;

42 t0=t0+k;

43 else

44 k=dt-todt;

45 [S,lambda®, M0, lambdap,Mp]=metodo(k,S, lambda®, M0, lambdap,Mp) ;
46 [lambda0,M0, lambdap,Mp]=cambio(lambda0,M0, lambdap,Mp) ;

47 t0=t0+k;

18 t0dt=0;

19 k=kant;

50 end

51 P=[P lambda®+sum(lambdap)];

52 TP=[TP t0];

53 ST=[ST SI;

54 end

55 k=T-t0;

561f (tOdt+k <dt)

57 [S,lambda6, Mo, lambdap,Mp]=metodo(k,S, lambda®, M0, lambdap,Mp) ;
58 P=[P lambda®+sum(lambdap)];

59 TP=[TP TI;

60 ST=[ST S];

61 else

62 kult=dt-todt;

63 [S,lambda®, M0, lambdap,Mp]=metodo(kult,S, lambda®,M0, lambdap,Mp) ;
64 [lambda®,M0, lambdap,Mp]=cambio(lambda®, M0, lambdap,Mp) ;

65 t0=t0+kult;

66 P=[P lambda0+sum(lambdap)];

67 TP=[TP t0];

68 ST=[ST S];

69 k=k-kult;

70 if k>0

71 [S,lambda®,M0, lambdap,Mp]=metodo(k,S, lambda®, M0, lambdap,Mp) ;
72 P=[P lambda®+sum(lambdap)];

73 TP=[TP TI;

74 ST=[ST SI;
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75 end
76 end

77

78 %SOLUCION EXACTA CON SISTEMA ODE

79 %Y® condiciones iniciales

80 Y0(1)=3;

81Y0(2)=18;

82Y0(3)=9;

83Y0(4)=6;

81 Y0=YO";

85 %TSPAN tiempos en los que evaluo las funciones

86 STSPAN=t0:k:T;

87 TSPAN=TP;

88 ODEFUN=deroos.m

89 options=odeset(’AbsTol”,le-14, 'RelTol’,1e-10);

9o [TOUT,YOUT]=0de45(@deroos, TSPAN,Y0,options);

91

92 %para evitar el error inicial, se empieza a medir a partir de T/4
93 Nerror=floor(length(P)/4);

94 SERROR S

95 errorS=norm(ST(Nerror:end)’'-YOUT(Nerror:end,1),Inf)
96 %ERROR P

97 errorP=norm(P(Nerror:end)'-YOUT(Nerror:end,2),Inf)
08 figure(1)

99 plot(TP,P, 'b—",TOUT,YOUT(:,2), 'r=")

100 figure(2)

101 plot(TP,ST, "b—",TOUT, YOUT(:,1), 'r=")
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« function [S,lambda®,Me, lambdap,Mpl=metodo(k,S, lambda®,Mo, lambdap,Mp)
> N=length(lambdap);

4 %k1=k+f(t0,y0);

5 for i=1:N

6 k1l1(i)=-k*mu(Mp(i),S)=*lambdap(i);

7 kim(i)=k*g(Mp(i),S);

s end

9 k1S=k*(logistica(S)-peso(0,S).*lambda®-sum(peso(Mp,S).x*lambdap));

10 k110=k* (-mu(0,S)*Llambda®-mux(0,S)*M0+alpha(0,S)*lambda®+sum(alpha(Mp,S).*lambdap));
11 k1m@=k*(g(0,S)*Llambda®+gx(0,S)*MO-mu(0,S)*M0) ;

12

13 %k2=k*f (t0+k,y0+k1) ;

14 for i=1:N

15 k21 (1i)=-kxmu(Mp(i)+klm(i),bS+k1S)x*(lambdap(i)+k1ll(i));

16 k2m(1)=k*g(Mp(i)+kim(i),S+k1S);

17 end

18 k2S=k* (logistica(S+k1S)-peso(0,S+k1S).*(lambdad+k110) - sum(peso (Mp+klm,S+k1S) . *(lambdap+kl1l)));

19 k210=k* (-mu(0,S+k1S) *(lambda®+k110)-...

20 mux (0, S+k1S) * (MO+k1m@)+alpha(0,S+k1S)*(lambda®+k110)+. ..

21 sum(alpha(Mp+klm,S+k1S) .x*(lambdap+kl1l)));

22 k2mO=kx* (g (0, S+k1S) * (Lambda0+k110)+gx(0,S+k1S)* (MO+k1m@) -mu (0, S+k1S) * (MO+k1mO) ) ;

N
@

24 % y=y0+(k1+k2)/2;

25 for i=1:N
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26 lambdap (i)=1lambdap (i)+(k1l1(i)+k21(i))/2;
27 Mp(i)=Mp(i)+(kim(i)+k2m(i))/2;

28 end

29 S=5+(k1S+k2S)/2;

50 Lambda@=1ambda0+(k110+k210)/2;

31 MO=MO+ (k1mO+k2mo) /2;

1 function [lambda®,M0,lambdap,Mp]=cambio(lambda@,M0, lambdap,Mp)
> N=length(lambdap);

53 for i=N+1:-1:2

4 lambdap(i)=lambdap(i-1);

5 Mp(i)=Mp(i-1);

6 end

7 lambdap(1)=1ambda0;

8 Mp(1)=M0/lambdal;

9 Llambda0=0;

10 MO=0;

1 clear

> global mu alfacon K r

smu=0.1;

4 alfacon=0.75;

5 K=8.3;

6 r=3;

7% el tiempo final

8 T=250;

9% el tiempo actual

10 t0=0;

11 % EL paso en tiempo de la integracién temporal es k
12 k=0.05;

13

14 %Y0 condiciones iniciales
15Y0(1)=3;

16 Y0 (2)=18;

17Y0(3)=9;

18Y0(4)=6;

19 YO=YO';

20 %TSPAN tiempos en los que evaluo las funciones
21 %TSPAN=10:k:T;

22 TSPAN=TP;

23 %0DEFUN=deroos.m

24 [TOUT,YOUT]=0de45 (@deroos, TSPAN,Y0)

1 function ys=deroos(t,y)

>global mu alfacon K r
3ys(1)=rxy(1)*(1-y(1)/K)-y(1)/(1+y(1))*y(4);
4ys(2)=alfaconxy(1)/(1+y(1))x*y(4)-muxy(2);
5ys(3)=y(1)/(1+y (1)) *y(2) - (1+mu) xy(3);
6ys(4)=2xy(1)/(1+y (1)) *y(3)-(2+mu)xy(4);

7ys=ys’;

: function y=alpha(x,S)



> global alfacon
5 y=alfacon*S/ (1+S)*x."2;
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: function y=g(x,S)
2 y=S/(1+S) -x;

1 function y=g(x,$S)
2y=-1;

1 function y=mu(x,S)
> global mu

3 y=mu;

1 function y=mux(x,S)

2y=0;

1 function y=logistica(S)
2global K r
3 y=rS*(1-S/K);

1 function y=peso(x,S)
2 y=S/(1+S)*x."2;
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1 global x0

2 s=3.8e-5;

3M=@(X) (x+mh(x)+mr(x)+ms(x)+mb(x)-s);
4 x0=fzero(m, [0,1]);

5 %x0=0.0002;

1 function [Pob,TP,lambda®,M0, lambdap,Mpl=programa(Nsize,k,dt)

2% inicialmente se toma el intervalo [0,1]

3% dominio de la condicion inicial

4% dt: es el tiempo en el que el frontera se convierte en interior

6% en principio es no acotado y comienza en x0 de modo que el primer
7% intervalo es [x0,x0+1]

8% k: El paso en tiempo de la integracion temporal es k

9global x0 Nsize

10 calculox0;

11 dt=max(dt, k) ;

12% el tiempo final

13 T=200;

14 % el tiempo actual

15 10=0;

16 % el tiempo actual frontera

17 t0dt=0;

18 % longitud de cada intervalo

19 h=1/Nsize;

20 % almacena el valor de k

21 kant=k;

22 % Notacion

23 % lambdap es un vector de N componentes que recoge la poblacién en cada
24 % subintervalo

25 % lambda® es la poblacién en el intervalo frontera

26 % Mp es un vector de N componentes que recoge la biomasa media en cada
27 % subintervalo

MO es la biomasa media en el intervalo frontera

o]
o°

29 Llambda0=0;

30 MO=x0;

31 for i=0:Nsize-1

32 lambdap (i+1)=hx*(1-ixh)*(1-(i+1)*h)+h"3/3;
33 Mp (i+1)=x0+hx*(i+1/2);

34 end

35 % la poblacidon total es la suma de los lambda

b

36 Pob=1lambda@+sum(lambdap) ;
37 TP=t0;

% N: El intervalo [0,1] se divide en N subintervalos. Aunque el intervalo
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38 % Integracién en tiempo
39 while (tO+k<T)

40 if (tOdt+k <dt)

11 [lambda®,M0, lambdap,Mp]=metodo(k, lambda®,M0, Lambdap,Mp) ;
12 tOdt=t0dt+k;

3 t0=t0+k;

a4 else

45 k=dt-todt;

16 [lambda®,M0, lambdap,Mp]=metodo (k, lambda®,M0, Lambdap,Mp) ;
47 [lambda®,M0, lambdap,Mp]=cambio(lambda®,M0, lambdap,Mp) ;
48 t0=t0+k;

19 t0dt=0;

50 k=kant;

51 end

52 Pob=[Pob lambda®+sum(lambdap)];

53 TP=[TP t0];

54 end

55 k=T-10;

56 1f (tOdt+k <dt)

6o else

66
67
68

69

7;end

[lambda®,M0, lambdap,Mp]=metodo(k, Lambda0d,M0, Lambdap,Mp) ;
Pob=[Pob lambda®+sum(lambdap)];
TP=[TP TI];

kult=dt-tedt;
[lambda0,M0, lambdap,Mp]l=metodo (kult, lambda®,M0, lambdap,Mp) ;
[lambda®,M0, lambdap,Mp]=cambio(lambda®,M0, lambdap,Mp) ;
t0=t0+kult;
Pob=[Pob lambda®+sum(lambdap)];
TP=[TP tO];
k=k-kult;
if k>0
[lambda®,M0, lambdap,Mp]=metodo (k, lambda®,M0, Lambdap,Mp) ;
Pob=[Pob lambda®+sum(lambdap)];
TP=[TP T];
end

1 function [lambda®,M0@, lambdap,Mp]=metodo(k,lambda®,M0,lambdap,Mp)
> N=length(lambdap) ;

3

4 %k1=

k*f(t0,y0);

5 for i=1:N

6
8

9 end

0 kll=
11 klm=

muaux(i)=mu(Mp(i), lambda0,M0, lambdap,Mp);
gaux(i)=g(Mp(i),lambda®,M0, lambdap,Mp);
alphaaux(i)=alpha(Mp (i), lambda®,M0, lambdap,Mp);

-k*xmuaux.xlambdap;

kxgaux;

14 k110=kx* (-mu (M0, Lambda®,M0, Lambdap,Mp) *xLlambdab+. . .

6

alpha(M0, lambda®,M0, lambdap,Mp)*Llambdal+. . .

sum(alphaaux.xlambdap)) ;



17 klm@=k+*g (M0, Lambda®, M0, Lambdap,Mp) ;
18

19 % paso intermedio valores auxiliares
20 lambdapaux=1lambdap+k11l;

21 Mpaux=Mp+k1lm;

22> lambda®aux=1ambda0+k110;

23 MOaux=M0+k1mo;

2

25 %k2=k*f (t0+k,y0+kl) ;

26 for i=1:N
muaux2(i)=mu(Mpaux (i), lambda®aux,MOaux, Lambdapaux,Mpaux) ;

N

N

8 gaux2(1i)=g(Mpaux (i), lambda®aux,MOaux, lambdapaux,Mpaux) ;

29 alphaaux2(i)=alpha(Mpaux(i), lambda@aux,MOaux, lambdapaux,Mpaux) ;
30 end

31 k21=-k*muaux2.*lambdapaux;

32 k2m=k*gaux2;

35 k210=k* (-mu (M@aux, lambda®aux,MOaux, lambdapaux,Mpaux) *lambda®aux- . . .
36 +alpha(M@aux, lambda®aux,MOaux, lambdapaux,Mpaux) *lambdaOaux+. .
37 sum(alphaaux2.*lambdapaux)) ;

38 k2mO=k*g (MOaux, Lambda®aux,Mdaux, Lambdapaux,Mpaux) ;

39

10 % y=y0+(k1+k2)/2;

41 Lambdap=lambdap+(k1l+k21)/2;

42 Mp=Mp+(k1m+k2m)/2;

13

14 Llambda®=1ambda0+(k110+k210)/2;
45 MO=MO+ (k1mO+k2m0)/2;
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: function [lambda0@,M0,lambdap,Mp]=cambio(lambda®,M0, lambdap,Mp)
> global x0

3 i=find(lambdap>1le-5);

4 Llambdap=1lambdap (i) ;

5 Mp=Mp (1) ;

6 N=length(lambdap);

7 for i=N+1:-1:2

8 lambdap(i)=lambdap(i-1);
9 Mp(i)=Mp(i-1);

10 end

11 Llambdap(1)=1lambda0;

12 Mp(1)=M0;

13 Lambda0=0;

14 MO=x0;

i function y=alpha(x,lambda®,M0, lambdap,Mp)
> global x0

3 cass=4;

4 pi0=0.25;

5 5=3.8e-5;

6 y=pi0/(cass*xs)*pil(P(x0, lambda0d,M0, lambdap,Mp))*r(x)*P(x,lambda®,M0, lambdap,Mp);

7 end
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1 function y=g(x,lambda@,M0, lambdap,Mp)
> phi=0.11;

3 rho=608;

4 Nnu=12;

5nc=1-2/(1+nu)+1/(1+2*nu);

6alpl=5.44;

7 the=4669;

$ bel=0.306;

9b=0.17;

10 alp2=6.67e-5;

11 be2=1.75;

12alp3=0.07;

13
14

15 %Calculo fraccion del crecimiento de la planta que corresponde a la hoja
16 dms=rhoxncxalplx(bel+1l)/(phixthe)x*(w(x))."bel;

17 dmb=bxdms ;

18 dmh=rho*ncxalp2xbe2/phix*(w(x)).”(be2-1);

19 dmr=alp3/phi;

20 dx=1./ (1+dms+dmb+dmh+dmr) ;

21

23y=(1-r(x)).*P(x,lambda®,M0, lambdap,Mp) . *dx;

1 function y=h(x)

> alpl=5.44;

3 bel=0.306;

4 y=alplxw(x).”bel;

5 end

i function y=inicial(x)
> global x0
3y=(1-x+X0) ."2. % (x<1+x0) . *(x>=x0) ;

1 function y=mb(x)
> b=0.17;
3 y=bxms (x) ;

4 end

: function y=mh(x)

> rho=608;

3 nu=12;

1 nc=1-2/(1+nu)+1/(1+2%*nu) ;
5alp2=6.67e-5;

6 be2=1.75;

s y=rhoxncxalp2*w(x) . be2;

9 end

1 function y=mr(x)
>alp3=0.07;
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3 y=alp3*w(x);

4 end

1 function y=ms(x)

> the=4669;

3 rho=608;

4 nu=12;
5nc=1-2/(1+nu)+1/(1+2*nu);
6

7 y=rhoxncxw(x) .xh(x)/the;

8 end

+ function y=mu(x,lambda@,M0, lambdap,Mp)

> ¢d0=0.52;

3 cd1=6.5e-3;

 cd2=5.5;

5 cd3=20;

6 rho=608;

7 y=cd@xexp (-cdl*xrho)+cd2x*exp(-cd3*P(x,lambdad,M0, lambdap,Mp)/w(x));

1 function y=P(x,lambda@,M0,lambdap,Mp)

> phi=0.11;

3 rho=608;

4 CRs=4012;

5 CRr=217;

6v=1.87e-3;

7 CR1=2.1e4;

s alp4=2.86e-2;

9 bed=1.71;

10 cbio=2.45e-2;

11 kr=1;

12 kb=.2;

13 Y=0.7;

14

15 %Calculo de produccion neta de materia seca

16

17 R=w (Xx) *v*CR1+(ms (x)+2*xmb(x) ) /rhoxcRs+mr(x)*cRr;
18

19 T=alp4d*xphi” (-bed)*x+mb (x)xkb+mr(x)x*kr;

21 y=max (cbio*Y*(A(x,lambda®,M0, lambdap,Mp)-R)-T,0);

22 end

1 function y=A(x,lambda0,M0, lambdap,Mp)
> global Nsize

3cpl=150.36;

4 €p2=0.19;

6

7 %Nz=1length(lambdap) ;

8 Nz=2xNsize;

g deltaz=h(x)/Nz;
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10 2z=(0:Nz)*deltaz;

11 qval=q(z,h(x));

12 for i=0:Nz

13 Eval(i+1)=E(z(i+1),lambda0®,M0, lambdap,Mp);
14 end

15 Alf=cplxEval./(Eval+cp2);

16

17 y=(Alf(1)*qval(1l)+Alf(end)*qval(end))/2;
18 y=y+sum(Alf(2:end-1).xqval(2:end-1));

19 y=deltazxy;

20 y=wW(X)*y;

i function y=E(z,lambda@,M0,lambdap,Mp)
> cext=0.5;

1 Qaux=Qh(z,h(Mp));

5 waux=w(Mp) ;

6 y=exp(-cextx(Qh(z,h(M0))+*w(MO)=+Llambda®+sum(Qaux.*waux.x*lambdap)));

1 function y=pil(p)

> global x0

3 €s0=0.1;

1 y=((w(x0)/p*cs0)~2+1)~(-1)*(p>0);

1 function y=q(z,h)

> nu=12;
yy=2*xnu./h.*(1-(z./h).”nu).*(z./h).~(nu-1);
4 end

: function y=Qh(z,h)
2 nu=12;
3y=((1-(z./h).”nu)."2).x(z<=h);

 end

: function y=r(x)

> crl=l;

3 €r2=50;

 hm=12;
5y=crl./(1+exp(cr2%(1-h(x)/hm)));
6 end

1 function y=w(x)
> phi=0.11;

3 y=x/phi;

4 end
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