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Abstract

La valoracion de contratos financieros constituye un componente esencial en el
ambito de las finanzas y la inversion. Estos contratos representan acuerdos finan-
cieros que abarcan desde opciones y futuros hasta bonos y acciones individuales. La
exactitud en la valoracion de contratos financieros resulta de suma relevancia para
la toma de decisiones fundamentadas en el ambito de la inversion y la gestion de
riesgos. Los inversores emplean modelos de valoracion con el proposito de determi-
nar si un contrato se encuentra sobrevalorado o subvalorado en el mercado, lo cual
facilita la toma de decisiones informadas respecto a la adquisicion o venta de dichos
instrumentos.

La valoracion de contratos financieros se basa en los principios fundamentales
de la teoria financiera y hace uso de diversos modelos y métodos matematicos con el
proposito de estimar el valor presente de los flujos de efectivo futuros asociados con
dichos contratos.

Asimismo, las empresas utilizan la valoraciéon con el fin de establecer precios para
la emision de nuevos contratos o para evaluar su exposicion al riesgo financiero.

Este Trabajo Fin de Master (TFM) esta orientado a analizar la modelizacion mate-
matica de los mercados financieros y algunas de las técnicas numéricas disponibles
para aproximar la solucion de ecuaciones que, en general, carecen de solucion expli-
cita.
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Introduccion

El precio de una cosa no depende de su naturaleza, sino de la
estimacion en que la tengan los hombres, aunque tal estimacion pueda
Ser estravagante

Diego de Covarrubias, escolastico de la Escuela de Salamanca

La valoraciéon de contratos financieros constituye un componente esencial en el
ambito de las finanzas y la inversion.

Una primera referencia historica data del siglo VI a.C., siendo Aristételes quien
mencionaba que Tales de Mileto solia predecir por las estrellas la calidad de la pro-
xima cosecha y aprovecho esa habilidad para acordar con los duenos de las pocas
prensas de aceitunas existentes un precio por adelantado por el alquiler futuro de
dichas maquinas (contrato de adquisicion de un derecho a futuro). Tras una buena
cosecha, los campesinos se veian forzados a realquilarle a Tales a precios superiores.

Otro antecedente historico se dio en Holanda en el siglo XVII. La fiebre por los
tulipanes y sus bulbos llevo a realizar pedidos por adelantado, constituyéndose con-
tratos “forward”, después contratos de opciones de compra (Call) y de venta (Put).
El alza desbocada de los precios de los tupilanes es considerada la primera burbuja
financiera que estall6 en 1637.

Estos contratos representan acuerdos financieros que abarcan desde opciones y
futuros hasta bonos y acciones individuales. La exactitud en la valoracion de contra-
tos financieros resulta de suma relevancia para la toma de decisiones fundamentadas
en el ambito de la inversion y la gestion de riesgos. Los inversores emplean modelos
de valoracion con el proposito de determinar si un contrato se encuentra sobrevalo-
rado o subvalorado en el mercado, lo cual facilita la toma de decisiones informadas
respecto a la adquisicion o venta de dichos instrumentos.

La valoracion de contratos financieros se basa en los principios fundamentales
de la teoria financiera y hace uso de diversos modelos y métodos matematicos con el
proposito de estimar el valor presente de los flujos de efectivo futuros asociados con
dichos contratos.

Asimismo, las empresas utilizan la valoraciéon con el fin de establecer precios para
la emision de nuevos contratos o para evaluar su exposicion al riesgo financiero.

Este Trabajo Fin de Master (TFM) esta orientado a analizar la modelizacion mate-
matica de los mercados financieros y algunas de las técnicas numeéricas disponibles
para aproximar la solucion de ecuaciones que, en general, carecen de solucion expli-
cita.
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La estructura por capitulos es la siguiente:

= En el primer capitulo, se ofrecera una introduccion a los mercados financieros,
donde se presentaran los conceptos basicos necesarios para entender el contex-
to en el que operan los derivados financieros. Se discutiran términos esenciales
como rentabilidad y riesgo, la nocion de arbitraje y una descripcion general de
los principales tipos de derivados financieros, estableciendo asi los cimientos
para los capitulos posteriores.

s El segundo capitulo se centrara en la modelizacion matematica de los mercados
financieros, destacando la naturaleza estocastica en la comprension y predic-
cion de comportamientos del mercado. Aqui se introducira la EDP de Black-
Scholes, una piedra angular en la teoria de valoracion de opciones, explicando
su formulacion, supuestos y aplicaciones.

= En el tercer capitulo, se analizara en profundidad la valoracion de opciones
a través de la EDP utilizando el método de elementos finitos para encontrar
soluciones aproximadas, y se abordara la valoracion tanto de la opcion Europea
como de la Americana.

= El cuarto capitulo se dedicara al método de Longstaff-Schwartz, un enfoque
utilizado para la valoracion, entre otras, de opciones americanas mediante si-
mulacion de Monte Carlo. Ademas, se presentara una comparacion empirica
entre el método de Longstaff-Schwartz y el método de Elementos Finitos.

» Finalmente, en el quinto capitulo se presentaran las conclusiones de este tra-
bajo de investigacion.

MASTER EN MATEMATICAS CARLOS SARAvVIA DE Coca



Capitulo 1

Introduccion a los Mercados e
instrumentos financieros

El mercado financiero se define como un conjunto de instituciones, mecanismosy
procesos que facilitan el intercambio de instrumentos financieros entre diversos par-
ticipantes. Estos instrumentos pueden incluir bienes, acciones, bonos, derivados,
divisas y otros activos financieros. Su funcion principal radica en permitir la asigna-
cion eficiente de capital, el descubrimiento y asignacion de precios y la transferencia
de riesgos dentro de la economia y/o entre agentes economicos.

1.1. Conceptos preliminares de los Mercados Financieros

En esta Seccion, se exploraran en detalle los conceptos fundamentales que ro-
dean la valoracion de contratos financieros, centrandonos en algunos de los diferen-
tes tipos de contratos existentes y las definiciones e hipotesis necesarias para una
modelizacion matematica que permita hacer una valoracion de los mismos (ver [23]
para un desarrollo mas detallado). Se explicaran algunos de los rudimentos nece-
sarios para entender el trabajo pues, si bien el trabajo se centra en la modelizacion
matematica formal, no se dejara de lado la Teoria Econémica, dotando asi de cierta
perspectiva a la memoria y no limitando este texto a una exposicion instrumental.
Se comenzara definiendo el concepto de activo e instrumento financiero

Definicion 1.1.1. Los activos son bienes o contratos que son negociados en el mer-
cado. Los activos pueden ser fisicos, como las propiedades inmobiliarias o activos
financieros, que incluyen una gran variedad de contratos como bonos, cuentas ban-
carias, acciones o instrumentos derivados que pueden comprarse o venderse. El pre-
cio de estos activos, por ejemplo de una accion, se suele denotar por S(¢), el valor por
unidad en el instante de tiempo ¢.

Definicion 1.1.2. Un instrumento financiero puede definirse como un medio o vehicu-
lo contractual utilizado en los mercados financieros con el propésito de adquirir, ges-
tionar o transferir activos financieros, asi como para obtener financiacion o gestionar
riesgos.

Definicion 1.1.3. Una cartera o estrategia de inversion esta formada por un conjunto
de activos y/o instrumentos financieros. Se define el valor liquidativo v(¢) de una

9
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cartera con mg € N activos, como
mo
(t) = x;8,(t), (1.1)
j=1

donde z; € R denota la cantidad del activo j y S;(t) € R, j € {1,...,mg} el precio
unitario del activo j en el instante t.

De ahora en adelante, se supone que el precio de los activos es positivo S;(t) > 0.
No obstante, dentro de una cartera, los activos pueden estar en cantidades positivas
0 negativas.

Definicion 1.1.4. Cuando un agente posee cantidades positivas de un activo (z; > 0)
se dice que tiene una posicion larga en ese activo. Por el contrario, si un individuo
esta endeudado en un activo, su posicion representa una obligacion por la que tiene
que responder; en dicho caso la cantidad aparece con un signo negativo en la cartera
(zj < 0)y se dice que tiene una posicién corta en el activo.

Ejemplo 1.1.5. Si alguien pide prestado dinero para comprar acciones estara "corto"
en dinero y "largo" en acciones. También se puede estar endeudado en acciones y
disponer de dinero propio. La cartera tendra unidades negativas en las accciones y
positiva en el dinero. Esto puede hacerse mediante un instrumento llamado futuro.

Financieramente, al adoptar una posicion corta respecto de un activo, uno se
puede encontrar en la situacion de tener que afrontar las deudas asumidas, es decir,
de cerrar las posiciones cortas en los activos.

Definicion 1.1.6. Se dice que una cartera es solvente en el intervalo [0, 7], si
o(t) >0, Vt € [0,7],

es decir, que las carteras solventes son las que tienen recursos suficientes para pagar
las deudas en cualquier instante temporal.

1.2. Rentabilidad y Riesgo

El valor de los activos varia con el tiempo. Para medir esa evoluciéon se han de em-
plear los conceptos de rentabilidad y riesgo. La gestion de activos financieros conlleva
siempre una ponderacion cuidadosa de estos dos factores.

La rentabilidad se refiere al potencial de obtener un retorno financiero positivo (o
ganancias) a partir de una inversion o de una cartera de inversiones. Es una medida
para evaluar el desempeno financiero y la eficacia de las estrategias de inversion.

Por otro lado, el riesgo (en finanzas) se manifiesta como la incertidumbre o la
posibilidad de que las inversiones no rindan como se esperaba, e incluso que se pro-
duzcan pérdidas financieras. En el contexto de las finanzas, el riesgo puede surgir de
multiples fuentes, incluyendo la volatilidad de los precios de los activos, los cambios
en las condiciones macroeconémicas y las fluctuaciones en los mercados financieros.

La comprension y gestion adecuadas de la relacion entre rentabilidad y riesgo son
cruciales para los inversores y gestores de carteras. La toma de decisiones financieras
informadas requiere un equilibrio prudente entre buscar rendimientos atractivos y
mitigar los riesgos inherentes (ver [3], [4] 0 [16]).

MASTER EN MATEMATICAS CARLOS SARAvVIA DE Coca
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1.2.1. Rentabilidad

La rentabilidad es una medida cuantitativa del beneficio o la pérdida que esta
asociada a un activo o inversion.

Definicion 1.2.1. Fijado T > 0, la rentabilidad de un activo S en un periodo de
tiempo [0, 7] se define de forma general como:

S(T) — S(0)

rentabilidad = S00)

Esta cantidad cuantifica el rendimiento obtenido por cada unidad monetaria inver-
tida en dicho activo. Cuando la rentabilidad es negativa hace referencia a la pérdida
por unidad monetaria.

En lo que resta de Capitulo, fijado 7" > 0, se supone que la evolucion de los activos
se analiza en el intervalo temporal [0, T]. Fijado un ny € N, se define

T
At = —,
no
y sea {S(t;)};°, el valor del activo en los tiempos t; = iAt, i =0,1,...,no.

Definicion 1.2.2. El retorno o rentabilidad logaritmica R(¢;) de un activo S en el
instante ¢;, se define como:

Observacion 1.2.3.

() Los retornos son una medicion de la tasa de crecimiento o rendimiento de una
inversion a lo largo del tiempo.

(m) Aunque se desarrollara posteriormente, si el activo S es un activo con riesgo,
éste se modelizara asumiendo que los R(¢;) son las realizaciones de una variable
aleatoria X y se podra hablar de una rentabilidad esperada, definida a través de
la esperanza matematica.

1.2.2. Riesgo

El riesgo puede entenderse como la incertidumbre asociada a los valores finales
de una inversion. Si la inversion fuese determinista, es decir, si se supiera a priori el
valor final, l6gicamente la incertidumbre desapareceria y el riesgo seria nulo.

Al igual que la rentabilidad, el riesgo esta asociado a un activo o cartera, pero no a
la cantidad invertida en dichos activos o carteras, es decir se mide en cantidades re-
lativas. Como se ha indicado antes, asumiendo que los R(¢;) son realizaciones de una
variable aleatoria, el riesgo de la inversion estara asociado a la varianza matematica
de dicha variable aleatoria.

Los inversores buscan maximizar la rentabilidad de sus inversiones, pero toda
inversion en uno o varios productos cuya evolucion no sea determinista, acarrea un
riesgo de incurrir en pérdidas. Por ello, ambos factores deben ser tenidos en con-
sideracion. Dentro de las distintas hipotesis que se hacen al modelizar problemas

TrRABAJO FIN DE MASTER CARLOS SARAvVIA DE Coca
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financieros, una de ellas esta asociada al comportamiento de los agentes del Mer-
cado y es el denominado Principio de aversion al riesgo, asumido basandose en la
racionalidad de los agentes economicos en su toma de decisiones.

Definicion 1.2.4. El principio de aversién al riesgo dice que, ante dos inversiones
idénticas en cuanto a la compensacion que ofrezcan (rentabilidad o rentabilidad es-
perada), se elegira la que tenga menor riesgo.

Por ejemplo, en [16] Harry Markwotiz desarrolla un modelo que calcula, bajo cier-
tas hipodtesis, la ponderacion entre los distintos activos que debe tener una cartera
de inversiones en funcion del riesgo y la rentabilidad esperados de cada uno de ellos.
En otros casos, los inversores pueden medir la utilidad (esperada) que les propor-
cionara en un futuro el retorno de sus inversiones y su toma de decisiones se basa
en intentar maximizar dicha utilidad. En [21] se estudia un modelo donde, bajo esta
premisa, ademas se incorporan condiciones reales de mercado, como los costes de
transaccién (comisiones que se cobran por cada operacién de compra o venta realiza-
da). Hay un gran desarrollo en la literatura que incorporan estos y otros factores en la
modelizacion de los mercados y la toma de decisiones financieras. Algunos ejemplos
pueden ser [7], [8] y [17].

1.3. Arbitraje

El arbitraje es un concepto del campo de las finanzas que se basa en la explota-
cion de diferencias de precio en los mercados financieros para obtener ganancias sin
asumir riesgos.

Definicion 1.3.1. Una oportunidad de arbitraje es una estrategia que permite, sin
tener nada de dinero y en un escenario con riesgo (se desconoce la evolucion futura),
obtener un beneficio positivo a riesgo nulo en un tiempo futuro.

Observacion 1.3.2. La ausencia de arbitraje es una hipétesis esencial en la mode-
lizacion de los mercados financieros. Para la modelizacion matematica y valoracion
de los productos que se van a analizar se asume que no existen oportunidades de
arbitraje.

1.4. Derivados Financieros

Definicion 1.4.1. Se entiende por derivado a los contratos financieros cuyo valor se
deriva de la fluctuacion de precios de un activo subyacente.

Un instrumento financiero es un contrato que da origen a un activo financiero
para una de las partes y a un pasivo financiero o instrumento de capital para otra.

Un derivado financiero (ver [23]) es un tipo de instrumento financiero cuyo valor
se deriva del valor de un activo subyacente, como acciones, bonos, materias primas,
tasas de interés, divisas, indices, entre otros. En esencia, su valor fluctia en funcion
de los cambios en el precio del activo subyacente. Los derivados financieros se utili-
zan principalmente para gestionar riesgos financieros, especular sobre movimientos
futuros de precios, o como instrumentos de cobertura para protegerse contra posi-
bles pérdidas. Los derivados financieros pueden clasificarse en lineales y no lineales
segun la relacion entre el valor del derivado y el valor del activo subyacente:

MASTER EN MATEMATICAS CARLOS SARAvVIA DE Coca
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= Derivados lineales: En estos derivados, la relacion entre el valor del derivado y
el valor del activo subyacente es lineal.

s Derivados no lineales: En estos derivados, la relacion entre el valor del derivado
y el valor del activo subyacente no es lineal.

Existen multitud de derivados, entre otros Futuros, Warrants, Swaps, FRA’s,. .. Este
trabajo se va a centrar en las opciones. Las opciones financieras son un tipo de deri-
vados que ofrecen a los inversores y gestores de carteras herramientas para gestionar
el riesgo.

Definicion 1.4.2. Una opcién Call Europea confiere al comprador de la misma el
derecho de comprar el activo subyacente S en el instante futuro 7', llamado venci-
miento, a un precio especificado a la firma del contrato, llamado precio de ejercicio
o strike, usualmente denotado por K.

Este derecho, negociado en el instante ¢, se adquiere al abonar C(¢) unidades
monetarias al vendedor de la Call. El vendedor de la Call Europea adquiere, a cambio
de recibir C'(¢) en el instante ¢, la obligacion de vender el activo, si el comprador se lo
exige, al precio K en el vencimiento. Por definicion:

C(T) = max{S(T) — K,0}

Definicion 1.4.3. Una opcion Put Europea confiere al comprador el derecho de ven-
der el activo subyacente S en el instante futuro 7, conocido como vencimiento, a
un precio especificado al momento de la firma del contrato, denominado precio de
gjercicio o strike, generalmente representado por K.

Este derecho, negociado en el instante ¢, se adquiere al pagar P(t) unidades mone-
tarias al vendedor de la Put. A cambio de recibir P(¢) en el instante ¢, el vendedor de
la Put Europea asume la obligacion de comprar el activo al precio K en el vencimiento
si el comprador de la Put asi se lo exige. Por definicién:

P(T) =max{K — S(T),0}

Observacion 1.4.4. Notese que el comprador de la Call (resp. Put) no ejercera su
derecho en el vencimiento si S(7) < K (resp. S(T') > K) porque podria comprarlo
(resp. venderlo) mas barato (resp. mas caro) en el mercado.

Definicion 1.4.5. Para una Call se dice que la opcion esta in the money si
S(t) > K, telo,T]

Se dice que la opcion esta at the money si
S(t)=K, tel0,T].

Se dice que la opcion esta out the money si
St) <K, telo,T].

Definicion 1.4.6. Una opciéon Americana es un tipo de contrato financiero que con-
cede a su titular el derecho (pero no la obligacion) de comprar (Call) o vender (Put)
un activo subyacente a un precio predeterminado (strike) en cualquier instante des-
de que se negocia hasta el vencimiento. La caracteristica distintiva de las opciones
americanas es que el titular puede ejercer su derecho en cualquier momento antes o
en la fecha de vencimiento.

TrRABAJO FIN DE MASTER CARLOS SARAvVIA DE Coca
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Como se puede intuir por lo dicho, el valor de las opciones dependera de la vola-
tilidad del activo subyacente y de factores como el tiempo y el vencimiento.

Las opciones son ampliamente utilizadas en una variedad de estrategias lo que las
convierte en un componente integral de las decisiones financieras en los mercados
modernos.

Observaciones 1.4.7.

(1) Comprar una opcion Call es un modo de cubrir los riesgos ante la subida de pre-
cios, o de especular apostando por esta subida. En las opciones Europeas so6lo
se puede ejecutar en el vencimiento y en las Americanas en cualquier instante.

(n) Las opciones permiten transferir el riesgo. Un fabricante que quiera vender sus
productos y garantizar un precio minimo, puede comprar una opcion de venta
(Put) transfiriendo el riesgo al vendedor de la opcion. En este caso, aunque el
comprador haya pagado una prima, tiene garantizado un precio de ventay puede
tomar decisiones sin riesgo en cuanto a su produccion.

() Tanto en la Call como en la Put es el comprador de la opcion el que tiene el de-
recho y debe pagar al vendedor por la obligacion adquirida. Estos contratos son
similares a los seguros, y la terminologia usada para describirlos es parecida.
La diferencia con un seguro es que éste se hace a medida para un determinado
fin como puede ser un hurto. Las opciones son instrumentos disenados para los
mercados financieros.

(tv) El que vende una opcion Call (resp. Put), esta obligado a comprar (resp. vender)
si el poseedor ejerce la opcion. El que compra la opcion Call (resp. Put) tiene
el derecho a comprar (resp. vender) pero no esta obligado a ejercerlo. Se asume
racionalidad en los agentes y que los derechos se ejercen cuando es la estrategia
mas favorable.

La pregunta ahora es saber cual es el precio de ese derecho que otorgan las op-
ciones. Es decir, negociada una opcion a un vencimiento 7" futuro y un strike K fijos,
si hoy es t = 0, ¢Cual es el precio de la opcién Call (o Put) para cada ¢t € [0,7] si
en el instante ¢ el activo vale S(¢)? A responder esta pregunta se orienta el resto del
trabajo.

MASTER EN MATEMATICAS CARLOS SARAvVIA DE Coca



Capitulo 2

Modelizacion matematica

2.1. La modelizacion estocastica de los mercados

La naturaleza incierta y la aleatoriedad de las cotizaciones de los activos en los
mercados y activos financieros es una propiedad inherente a los mismos a lo largo de
la historia. La modelizacion estocastica de los mercados financieros se ha convertido
en un area de estudio para los inversores, analistas y gestores de carteras, ya que
permite comprender y gestionar el riesgo de manera efectiva. La modelizacion de la
variabilidad de los precios y la evaluacion de las probabilidades de eventos extremos
ayudan a los participantes del mercado a tomar decisiones informadas y a disenar
estrategias de inversion solidas.

A lo largo de este Capitulo, se presentan los conceptos matematicos asi como
las herramientas y los modelos utilizados para describir y analizar esta naturaleza
incierta.

El marco sobre el que se modelizara la dinamica de los activos financieros seran
los procesos estocasticos y en particular se modelizaran los precios de los activos
como procesos estocasticos en tiempo continuo ¢ € [0, 7.

Un desarrollo mas detallado de los conceptos de procesos estocasticos (con aplica-
cion en el ambito de las finanzas) se puede encontrar en [2]. También se recomiendan
[11], [14], [20] y [22] como referencias complementarias.

Definicion 2.1.1. Se denomina espacio de probabilidad a la terna (92,.%#,P), donde
2 es el conjunto de los sucesos elementales, .# es una o-algebra .# C P(2) donde P
es una medida de probabilidad definida sobre .%.

Definicion 2.1.2. Sea (Q,.7,P) un espacio de probabilidad. Se dice que es un espacio
de probabilidad completo si para todo B C A € # y P(A) =0, entonces B € .#.

Se supone de ahora en adelante que se trabaja en espacios de probabilidad com-
pletos.

Definicion 2.1.3. Sea (Q2,.#,P) un espacio de probabilidad. Una filtracién es una
familia de o-algebras F = {F; },c(o 1 tales que F, C 7 C Fr C F,si0< k<t <T.

Observacion 2.1.4. Sise desea dar una interpretacion financiera, las filtraciones po-
drian entenderse en cierto sentido como las o-algebras generadas por la informacion
acumulada hasta el instante ¢.

15
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Definicion 2.1.5. Se denomina espacio de probabilidad filtrado a un espacio de pro-
babilidad dotado de una filtracién F cuya representacion es ({2, .%#,P,F).

Definicion 2.1.6. Se denomina proceso estocastico a la familia de variables aleato-
rias X = {Xi},c[o,7] definidas en un cierto espacio de probabilidad filtrado (2, 7,P)
con llegada en R”. Se asume que los procesos estocasticos entendidos como apli-
caciones 2 x [0,7] — R"™ van a ser .% x ([0,T]|5(R™)-medibles, donde § denota la
o-algebra de Borel.

Notacion 2.1.7. Para el resto del trabajo, cuando se trabaja con procesos estocasti-
cos, la notaciéon X; se refiere a X (t).

Definicion 2.1.8. Sea (Q2,.#,P) un espacio de probabilidad y sea X una variable
aleatoria medible. Se define la esperanza condicionada de X con respectoa ¥ C . a
la variable aleatoria E[X|¥| que satisface las siguientes propiedades:

(1) E[X|¥] es ¥-medible.
() Paracada Ge¥, [, X dP= [,E[X|¥Y] dP.

Propiedades 2.1.9. Sea (Q2,.#,P) un espacio de probabilidad y sea X una variable
aleatoria medible. La esperanza condicionada E[X|¥] satisface las siguientes propie-
dades:

) Si¥ C .7, EE[X|¥]] = E[X].
(m SiE[XY] <oy X es ¥-medible, entonces E[XY|¥]| = XE[Y|9].
() Si X es independiente de ¢, entonces E[X|¥4] = E[X].
(v) Si % C % C .7, entonces E[E[X |4 ]|%] = E[X|%].
(v) Si¢:R — R es convexay E[p(X)] < oo, entonces ¢(E[X|¥9]) < E[p(X)|¥].

Presentadas algunas herramientas matematicas, se asumen ademas las siguien-
tes hipotesis:

Hipétesis 2.1.10.
(1) %, contiene a todos los conjuntos de () cuya probabilidad es nula.
(n) La filtracion F es continua por la derecha, es decir, %, = Ny~ %.

Definicion 2.1.11. Sea (2,.%#,P) un espacio de probabilidad. Se dice que un pro-
ceso estocastico W = {W;}ico1) €s un proceso de Wiener si verifica las siguientes
propiedades:

(M W(0)=0.
() W(t+k)—W(t) ~ N(0,k).
() W(t) — W(k) es independiente de W (r) — W(s), paracada 0 <r<s<k<t<T.

(v) W tiene trayectoria continua.

MASTER EN MATEMATICAS CARLOS SARAvVIA DE Coca
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Definicién 2.1.12. Si X es un proceso estocastico, .#;X C .# denota
FX =0{X(s):0< s <t}

es decir, la o-algebra generada por {X(s) : 0 < s < t}.

Si el valor de una variable estocastica Z puede determinarse completamente con
las observaciones de la trayectoria {X(s) : 0 < s < ¢} se denota por Z € .%;~.

Si Y es otro proceso estocastico tal que Y € .ZX, Vt > 0 se dice que Y esta adaptado
a la filtracion { % };>o.

Definicién 2.1.13. Un proceso g se dice que pertence a L?[a, b] si se verifica que:
() f:E[QQ(s)]ds < 0.
() El proceso g esta adaptado a la filtracion {Z} },>.

Para procesos g € L?[a,b] se pueden definir integrales del tipo ff g(s)dW (s), desa-
rrollando el calculo diferencial correspondiente conocido como Calculo de Ité (ver [2],
[11] 6 [14]).

La clave sera intentar modelizar la evolucion de las cotizaciones (de forma local)
como la combinacion de un término determinista y otro aleatorio. Es decir, con una
ecuacion de la forma:

AX () = pt, X (£))dt + o (t, X (£))dW (L),

2.1
X(0) = a. (2.1)
donde p es el drift y o la volatilidad que amplifica el término gaussiano.

Definicion 2.1.14. Se dice que un proceso estocastico { X },c[o,r €s una martingala
respecto de (P, F) si se verifica que:

(0 {Xi}iejo,m es F-adaptado, es decir, X; € .%;, para cada t € [0, T].
() E[|X:|]] < oo, para cada t > 0,
(m) E[Xy|#]| = X; casi segurosi k>t >0,

Definicion 2.1.15. Se dice que un proceso {X;},c[o 7] €s un proceso de Ito si admite
una representacion de la forma

X(t) = X(0) + /0 " K(s)ds + /0 " H(s)dW (s) 2.2)

donde K es un proceso adaptado a {#}V} tal que fg |K(s)|ds < coy H € L?[0,t], para
cada t > 0.
Otra notacion muy empleada es:

dX, = K (t)dt + H(t)dW (t).

Definicién 2.1.16. Se dice que un proceso {S;}c[o,7] €s un proceso de It6 con drift
y volatilidad o si es una regla continua de evolucion estocastica que se expresa como,

dS; = ,u(t, St)dt + O'(t, St)th, (2.3)

donde W; es un movimiento de Wiener.

TrRABAJO FIN DE MASTER CARLOS SARAvVIA DE Coca
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Si un proceso de Itd admite dos representaciones distintas, éstas son idénticas
casi seguro.

En finanzas hay algunos procesos de Itd6 usados habitualmente. Por ejemplo:
dS; = p dt+ o dW,;, (proceso de Itd normal).

dSy = uSy dt + oS, dWy, (proceso de Itd lognormal).
dR; = a(b— Ry) dt + o dW,, (proceso de Itd con reversion a la media).

En los modelos mas simples, los parametros i y ¢ son constantes positivas, pero
podrian ser funciones.
Este trabajo se centrara en activos que se rigen por la segunda ecuacion, es decir

dSt = ,uSt dt + O‘St th (24)
Lema 2.1.17 (de It6). Sea S = {S;:t € [0,7]} un proceso estocastico dado por:
ds = u(t,S) dt +o(t,S) dW,.

Supongamos que W; es un proceso de Wienery sea f(t,S) € €%2. Entonces, f(t,S;)
verifica que:

of of 10%f , of
df(t,S) = | = + == u(t, S ——=0*(t,9) | dt + ==o(t,S) dWs.
y6.5) = (5 + Gont. )+ 55300 9) ) dt+ FLa(t.S) A
Demostracion. La demostracion formal requiere un desarrollo mas largo de teoria
y, por ese motivo, en este trabajo se incluye una aproximacion mas breve a la demos-
tracion presentada en [2].
Se considera el desarrollo de Taylor hasta orden dos:

of of 1 (0*f

o2 f o2 f
_ Y9 95 L(oJ 2 oy 2
df (t,9) = St + 55dS + (atz (d1)” + 25 e dt dS + 55 (dS) > (2.5)

Las reglas de multiplicacion de It son:

(dt)* =0,
dtdw =0,
(dW)? = dt.

Como dS = pu(t,S) dt + o(t,S) dW;, se tiene que
(dS)? = (u(t,S) dt + o(t,S) dWy)? = p2(t,S) (dt)? + 2u(t, S)o(t, S) dt AW, + o>(t, S)(dW;)?
= o2(t,S)dt,
sustituyendo en (2.5), tras agrupar queda

2
df(t, S) = <g{ + g:];,u(t, S) + ;gs";a?(t, S)> dt + gga(t, S) dW.

O]
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2.1.1. El modelo de Black-Scholes

Las hipotesis (ver [3]) que se deben asumir sobre el Mercado para este modelo son:

1. El tipo de interés a corto plazo es conocido y constante a lo largo del tiempo.
2. No hay costes en comprar o vender la accion o la opcion.

3. Existe un activo libre de riesgo (letra) al tipo de interés a corto plazo del que es
posible comprar, mantener o vender la cantidad deseada.

4. Es posible la venta a corto sin penalizaciones. Si alguien no posee la letra o
la accion aceptara su importe actual de un comprador con el compromiso de
devolverle en la fecha fijada el valor de la letra o de la accion en ese momento.

5. La accion no paga dividendos.

6. El precio de las acciones sigue un camino aleatorio en tiempo continuo de forma
que la distribucion de los posibles precios de las acciones al final de cualquier
intervalo finito es log-normal. La varianza de los retornos de los precios de las
acciones es constante.

7. El mercado es eficiente, es decir, todos los jugadores tienen la misma informa-
cion en cualquier momento.

La accion podria pagar dividendos, pero en ese caso se puede descontar el importe
actualizado del dividendo mediante las leyes de capitalizacion a la cotizacion y se
volveria a un escenario en el que no hay dividendos.

Definicion 2.1.18. Se dice que el Mercado sigue el modelo de Black-Scholes si la
dinamica del activo libre de riesgo viene dada por:

dB(t) = rB(t)dt, (2.6)
y la de las acciones por:
dS(t) = uS(t)dt + o S(t)dW (t). 2.7
donde ademas se verifican las hipétesis indicadas anteriormente.

Definicion 2.1.19. Una medida de probabilidad @ en .# se llama medida libre de
riesgo equivalente para el modelo del Mercado en [0,7] si satisface las siguientes
propiedades:

(1) @ es equivalente a P en .%.

(1) El proceso de precios de S(¢) descontado con r es una martingala en la medida
@ en el intervalo [0, 7.

La demostracion de los siguientes resultados puede encontrarse en [2]

Teorema 2.1.20. El modelo del Mercado esta libre de arbitraje si existe una medida
(local) libre de riesgo Q.
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Definicion 2.1.21. Un mercado se dice completo si cualquier derivado (entre ellos las
opciones) puede replicarse mediante la construccion de una cartera de inversiones
con los activos que forman el mercado

En un mercado formado sélo por un bono B(¢) libre de riesgo y una accion S(t), lo
que quiere decir completo es que, dado cualquier producto derivado, entre ellos las
opciones, existe una cartera de inversiones formada por el bono y por la accion, en
unas ciertas proporciones que varian con el tiempo, de forma que la cartera replica
exactamente el derivado negociado en todo instante ¢ € [0, T].

Por tanto, para que no exista arbitraje, si un derivado es replicable, su valor y el
valor de la cartera de réplica deben coincidir en todo tiempo ¢ € [0, 7.

Teorema 2.1.22. Suponiendo ausencia de arbitraje, el modelo del Mercado es com-
pleto si la medida libre de riesgo () es unica.

Teorema 2.1.23 (de Girsanov). Sea W un P-proceso de Wiener y ¢ un proceso F-
adaptado. Se supone que E” [e% Iy ||¢(S)||2ds] < oo, paracada 7 > 0. Si paracada Tl >0
se define una nueva medida de probabilidad ) en F mediante

dQ = LrdP, (2.8)

donde Lt = elo IV (=3 Jy H¢(5)”2d5, entonces Py () son dos medidas equivalentes.
Ademas, se verifica que:
dW® = ¢dt + dW, (2.9)

donde W€ es un Q-proceso de Wiener, es decir, un proceso de Wiener con respecto
de la medida Q.

Teorema 2.1.24. El modelo de Black-Scholes esta libre de arbitraje y la medida libre
de riesgo es unica, es decir, el modelo es completo.

La medida @ libre de riesgo se obtiene a partir del Teorema de Girsanov definiendo

p=E"" (2.10)

y la dinamica de las acciones en esa medida es:
dS(t) = rS(t)dt + aS(t)dW?(t). (2.11)
Ademas, el precio de la opcion Call europea es:
O(S;) = e T TOEQ [méx{ST ~ K, 07 . 2.12)

Observacion 2.1.25. Notese que la expresion anterior ya nos da una forma numérica
de aproximarnos al valor de la opcion mediante simulaciones de Monte-Carlo.

En el modelo de Black-Scholes, el precio de la opcion Europea tiene formula ex-
plicita, conocida como la famosa féormula de Black-Scholes.
Para la demostracion de la formula, es necesario un resultado previo.
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Lema 2.1.26. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion normal de
media p y varianza o?.
Entonces se verifica que:

a’o?

Elexp(aX)|X > k| = exp <au + > N(d), (2.13)

donde a es una constante, d = (—k + p + ao?)/o y N(-) es la funcion de distribucion
Normal de media 0 y varianza 1.

Demostracion.

1 /X —p\?
> —— .
Elexp(aX)|X > k] = o\ﬁ exp (aX)exp [ 5 < . > ] dX

Si se completan los cuadrados

aX—l X —pu 2_ a’o? 1 X — (p+ ao?) 2’
2 o 2 2 o

se obtiene que

Elexp(aX)|X > k] = exp <au+ o 2> s ), exp ( [W} 2) dX.

Definiendo u = [X — (4 ac?)]/oy H = [k — (1 + ac?)] /o se llega a que:

Efexp(aX)|X > k] = exp (W Lo 2) vl A " exp <—2) dX

202 9 o (2.14)
a~o
= exp (au+ 5 )[1—N(H)]:exp (a,u+ 5 )N(d),
donde d = —H = (—k + pu + ac?)/o. O
Teorema 2.1.27. El precio de una Call europea para ¢ € [0,7] es:
C(Sy) = N(d1)Sy — N(dy)Ke ™1, (2.15)
donde , ,
o In(%t) + (r + ) (T - t) 0 In(2) + (r — S)(T —t)
! ovT —1t ’ 2 ovT —1 ’

= N(-) es la funcion de distribucion de la N (0, 1).

T es el vencimiento.

t es el tiempo actual.

S; es el precio de la accion en el instante t.

K es el strike.
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= 7 es el tipo de interés del bono libre de riesgo.
= ¢ es la volatilidad (constante) de los retornos de la accion.
Demostracion. Por el Teorema 2.1.24, el precio de la Call es
C(Sy) = e " T IECméx{Sr — K, 0}]

y se ejecuta si St > K. De la ecuacion diferencial estocastica que rige la dinamica de
la accion (ver [2]):

la condicion que se busca es:

Sr = Syexp Kr - ";) (T —t) + o(W(T) — W(t))] > K

o de forma equivalente,
(W(T) - W(t) > % [m (g) - (r - U;) (T - t)] -

La opcion vale cero si St < K y, en caso contrario, su valor es:
2

C(S;) = e "TYER {St exp [(r - ”2> (T —t) +o(W(T) — W(t))} — K | W(T) - W(t) > k|.

Como (W(T') — W(t)) ~ N(0,T —t) se aplica el Lema 2.1.26 y se obtiene el resultado
indicado. O

Se podria hacer un razonamiento analogo, pero el precio de la Put Europea puede
obtenerse del de la Call Europea.

Proposicion 2.1.28 (paridad Put-Call). El valor de una opciéon Put Europea puede
expresarse haciendo uso del valor de la Call Europea como:

P(t,S;) = C(t,S;) — Sy + Ke "1,

Demostracion. Se supone que se tiene una posicion larga en un activo S, una op-
cion Put Europea y una posicion corta en una Call Europea, ambas con el mismo
vencimiento 7'y strike K sobre el activo S.

Es decir, sea el portfolio:

IT; = S¢ + P(t,S:) — C(t, St).
En el vencimiento el valor del portfolio es:
Il = St + méx{K — S7,0} — max{Sr — K, 0}.
El payoff sera,

Sr+(K—Sr)—0=K si Sr<K,
Sr+0—(Sr—K)=K si Spr>K.
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El portfolio II; es determinista (se conoce su valor en el futuro). Por tanto, debe
evolucionar como el activo libre de riesgo para que no haya arbitraje, es decir

I, = Ke "1,

y se concluye que
Sy + P(t,Sy) — C(t,8;) = Ke "),

O]

En la Figura 2.1 se ha representado el valor de una Put Europea (izquierda) y de
una Call Eurpopea (derecha) para distintos tiempos al vencimiento (7' — t) y valores
del subyacente (S) negociada para un strike K = 5. Los parametros del modelo han
sidor =0.05y o =0.1.

Valor exacto Put Europea Valor exacto Call Europea

Cotizacién 0 o T-t Cotizacion 0 o Tt

(a) Put Europea (b) Call Europea

Figura 2.1: Solucion analitica de las opciones europeas

2.2. La ecuacion de Black-Scholes

La ecuacion de Black-Scholes es una ecuacion en derivadas parciales (EDP), to-
talmente determinista, que describe la dinamica de las opciones.

La funcién v(t, S; o, u, v, K, T') representa el valor de una opcion (bien una Call o una
Put). Las variables de la funcion seran el tiempo ¢ y el precio del activo subyacente
S. El resto son parametros fijos del modelo de mercado de Black-Scholes (o, i, ) y de
las condiciones negociadas para la opciéon (K, 7).

La EDP que se obtendra da otra herramienta numérica para aproximar el pre-
cio de las opciones distinta a las simulaciones de Monte Carlo mencionadas en la
Observacion 2.1.25.

2.2.1. El Delta Hedging

Para obtener la ecuacion en derivadas parciales, se usara la estrategia de cober-
tura conocida como delta Hedging, estrategia del ambito de las finanzas y que tiene
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como objetivo principal gestionar uno de los riesgos asociado a la negociacion de op-
ciones financieras. Esta estrategia se basa en medir la sensibilidad (delta) del precio
de una opcion ante cambios en el precio del activo subyacente. Se busca mantener
una posicion neutral en cuanto al riesgo de cambios del precio del derivado debido
a cambios del precio del subyacente.

Teorema 2.2.1 (Ecuacion de Black-Scholes). El valor de una opcién europea v(t, S)
(Call o Put) con strike K, precio del activo subyacente S en el instante de tiempo ¢,
vencimiento 7', volatilidad o, y tipo de interés libre de riesgo r satisface la siguiente
ecuacion en derivadas parciales

o 1 5 0% ov

E—kias @—1—7“5%—7‘1):07 (¢,8) €10,T) x (0,00). (2.16)
Demostracion. Se construye una cartera de inversion compuesta por la opciéon que
se quiere valorar en una posicion larga y una cantidad —A del activo subyacente. El
valor de este portfolio es:

II; = v(t,S) — AS, (2.17)

La variacion del valor de la cartera se debe a los cambios en el valor de la opcion
y del valor del activo subyacente,

dll; = dv — AdS. (2.18)
Asumiendo las hipotesis del modelo de Black-Scholes
dS = pS dt + oS dWy,

por el Lema 2.1.17 se tiene que

ov  Ov 10%v 5 o ov
Sustituyendo las dos anteriores expresiones en la ecuacion (2.18) y agrupando
términos:

v ov 1 0%v O

dil; = oS ( -z — A ) dW, S——+ =028 —— + — — uAS ) dt. 2.19
t=0 (aS > t+<u 55 137 S 5e t g > ( )
El término del lado derecho de esta ecuacion esta compuesto por dos tipos de
componetes uno aleatorio y otro determinista. El término aleatorio es el que genera el
riesgo del portfolio. La manera de eliminar el riesgo consiste en elegir un A concreto.

Como el término aleatorio es 3

oS (” — A> AW,

oS

tomando 9
(%
A=— 2.20
35" (2.20)
el riesgo queda neutralizado.
Al eliminar el riesgo, es decir, la componente estocastica, se obtiene una cartera

cuya evolucion es determinista en su totalidad

(O 1 5 5 0%
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Notese que en esta ultima expresion no aparece u. Esto implica que el valor de la
opcion es independiente de este parametro.

Puesto que las oportunidades de arbitraje no estan permitidas, al evolucionar la
cartera de forma determinista, debe hacerlo al tipo de interés libre de riesgo, es decir,

dll; = rll,dt. (2.22)

Por consiguiente

ov 1 2 9 07V
rllidt = (8t S 35’2> dt.

Sustituyendo A = as’ en la ecuacion (2.17)

v

Ht:’U(t,S)—SaS(

t,5),

se obtiene la célebre ecuacion de Black-Scholes:

81) 1 2 28 a .

Observaciones 2.2.2.

(1) Surge de forma natural la interpretacion de esta ecuacion como nucleo de un
operador, el llamado operador de Black-Scholes,

Lps = gt +1 2523852 +T588S

= E]l operador tiene una componente que describe la dependencia temporal de
la opcion, representada por la derivada parcial con respecto al tiempo %
Esta componente refleja como cambia el precio de la opcion con el paso del
tiempo.

= E]l operador también incluye componentes que describen la dependencia es-
pacial de la opcidn, representadas por las derivadas parciales con respecto
al precio del activo subyacente 2 755 Y 35 52 Estas componentes capturan como
los movimientos en el precio del activo subyacente afectan al precio de la
opcion y estan influenciadas por la volatilidad del activo subyacente.

(m) La ecuacion de Black-Scholes es una ecuacion en derivadas parciales parabdlica.
En dicha ecuacion no aparece el drift u, que despareci6 al cubrir el riesgo, es
decir, cuando se elimino el componente estocastico de la cartera usando el propio
activo S, con lo que no es necesario conocer su valor para valorar las opciones.

2.3. Condiciones especificas para distintas Opciones

2.3.1. Opciones Europeas

Para que el problema quede completamente determinado, lo siguiente es conside-
rar las condiciones frontera, que son especificaciones que rigen el comportamiento
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de las opciones en los limites del dominio del problema y en la representacion de las
restricciones del mercado financiero.
Por un lado, se tiene la ecuacion de Black-Scholes
o 1 5 ,0% ov
e + 3 S 752 +rS 7S
En primer lugar, para ¢t = 7T, el valor de la opcion debe ser el payoff. Para la opcion
Call Europea es:

—rv=0, parate|0,7),S>0.

o(T,8) =C(T,S) =max{S — K, 0},
y para la opcion Put Europea, es
o(T,S) = P(T,S) =méx{K — S,0}.

Cuando S = 0, el activo no cambia de precio dS = 0. En § = 0 la ecuacion de
Black-Scholes se reduce a la ecuacion diferencial ordinaria

dv
E(ta O) - rv(t, 0)7

La solucion de la ecuacion es
v(t,0) = v(T,0)e " T,
y, por consiguiente, como C(7,0) = 0 se tiene que
C(t,0) =0,

es decir, para opciones Call, la condicion frontera dicta que para S = 0 el valor de la
opcion debe ser cero.
En cambio, para la opciéon Put, usando v(¢,0) = v(7,0)e™"

P(t,0) = P(T, 0)@*T‘(T*t) — KeT(T—1)

T

Falta analizar la condicién de frontera cuando S — oo, es decir, cuando el precio
del activo se mueve hacia el infinito. Puesto que a medida que el valor del activo
subyacente crece, dificulta que la opcion Put se ejerza, tomando el limite se puede
probar que

lim P(¢,5) =0,
S—o0

y utilizando la paridad Put-Call (Proposicion 2.1.28)

. CtS) ., PtS) 48— Ke T
lim ———~ = Ilim
S—oo S S—o0 S

= 1.

2.3.2. Opciones Americanas

El término americano, referido a una opcion financiera (sea Call como Put), impli-
ca que en su negociacion se ha incorporado el derecho al comprador de la misma a
gjercerla en cualquier instante de tiempo desde su negociacion hasta el vencimiento.

Por un argumento financiero, el precio de una opcion americana debe ser igual
o mayor que el de una Europea, ya que un derecho adicional debe implicar una
contraprestacion monetaria adicional por adquirirlo.

En el caso de la Put Americana, el precio si sera mayor pero, curiosamente, en el
de la Call Americana el precio coincide con el de la Europea.
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Proposicion 2.3.1. Sea C(t, S) el precio de una Call Europea y Cy(t, S) el precio de
la Call Americana de igual strike y vencimiento.
Entonces, C4(t,S) = C(t,95).

Demostracion. Que C'4 > C es trivial por el argumento econémico mencionado.
Veamos qué ocurre si la opcion Americana se ejerce:

» Si el gjercicio es en el vencimiento, C4(7,S) = C(T,S).

= Si la opcion Americana se ejerce antes (¢ < 7T), se recibe S(¢t) — K. Puesto que
e "T=Y) <1y P(t,S) > 0 se tiene que:

St)—K < St)—Ke T < P(t,8) + S(t) — Ke 7Tt = C(¢, 9),

donde en el ultimo paso se ha utilizado la paridad Call-Put Europea ( Proposicion
2.1.28).

Esta desigualdad implica que ejercer la opcion reporta menos que conservarla.

Si la opcion Call Americana nunca se ejerce (pese a poder hacerlo) es equivalente
a tener una Call Europea. O

Para el caso de la Put Americana, denotada por P4(t,S), solamente se tiene la cota
Pa(t,S) > P(t,S) obtenida del argumento econémico.

El problema de valorar la Put Americana es lo que se conoce como un problema
de frontera libre (free boundary problem).

Para cada instante de tiempo ¢, va a existir un valor S.(¢) que denota la frontera
de los valores de la cotizacion del activo donde sera 6ptimo conservar la opciéon (si
S(t) > Se(t)) o donde sera 6ptimo ejercerla prematuramente (si S(t) < S.(t)).

El valor concreto de S.(t) dependera, ademas de los parametros del mercado, del
tiempo que reste hasta el vencimiento 7' — ¢.

Los valores de S.(t), t € [0,7] no son conocidos de antemano y son parte del
problema, haciendo que sea mas dificil aproximar una solucion numérica al precio
de la opcion.

Un desarollo mas detallado de lo que se expone a continuacion se puede encontrar
en [9] y en las referencias alli incluidas.

El precio de la Put Americana P4(t,.S) lo que verifica es la desigualdad

8PA 1 2 282PA aPA

— 4+ - —— —rPy < 2.24
BN +205 552 +r5’85 rPsq <0, ( )

donde la igualdad estricta ocurre en la zona donde no se ejerce la opcion prematu-

ramente, es decir, cuando S(t) > S.(t).

El resto de condiciones que debe verificar la Put Americana son:

Pu(t,S) > méx{K — S,0},

Py(t, Se(t)) = max{K — Sc(t), 0}, (2.25)
OP,4
W(t’ Se(t)) = —1.
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Para tener el problema perfectamente definido, deben verificarse las ecuaciones
(2.24) y (2.25) ademas de la condicion en el vencimiento

P4(t,S) = méx{K — S,0}

resultando en un problema bastante mas complejo.
No obstante, la ecuacion anterior suele reescribirse (problema complementario)
de la siguiente forma:

< ?+§U S 952 +7rS oS TPy (PA(t,S) HlaX{K 570})_07
0Py 1 5 ,0°Py 0Py (2.26)
e — — — <
5. T30 8 5ey TS5 —rPa<o,

Pu(t,S) — méx{K — S,0} >0,

donde 7 =T — t. Notese que de esta forma no ha aparecido la frontera libre S.(¢) en
la formulacion, calculandose posteriormente cuando se ha aproximado el valor de
P4(t,S), de forma que

Se(t) = max{S|Pa(t, S) — méx{K — S,0} = 0}. (2.27)

2.3.3. Opciones Barrera

Una opcion barrera (europea) es un tipo de opcion que incorpora una dependencia
(debil) de la trayectoria. Las condiciones en el vencimiento no varian

Call: max{S — K, 0},

2.28
Put: max{K — S, 0}, ( )

pero se anade una condicion binaria (si o no) que depende de la trayectoria de la
cotizacion.

La opcion es de tipo In (resp. Out) si el pago de la opcion se realiza (resp. no
se realiza) si, y solo si, el precio del activo ha cruzado un cierto valor prefijado de
antemano.

Si la condicién implica que el valor se haya cruzado desde un valor inferior a uno
superior se dice ademas que es de tipo Up y si es que se ha cruzado desde un valor
superior a uno inferior es de tipo Down.

De forma esquematica, las opciones barrera mas sencillas son:

» Up-and-Out: La opcion no vale nada si S(¢) alcanza o sobrepasa el valor S,, antes
del vencimiento.

= Down-and-Out: La opciéon no vale nada si S(¢) llega o baja del valor S; antes del
vencimiento.

» Up-and-In: La opcion vence sin valor a no ser que S(¢) alcance o sobrepase el
valor S, antes del vencimiento.

= Down-and-In: La opcion vence sin valor a no ser que S(¢) llegue o baje del valor
Sy antes del vencimiento.
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Los valores S, o S; se fijan cuando se negocia el contrato y en ese instante de
tiempo ¢ se tiene que S, > S(¢t) > S;. En el caso de que la condicion se cumpla a lo
largo de la trayectoria, se suele decir que la opcion se ha “disparado”.

Asumiendo el modelo de mercado de Black-Scholes, las opciones barrera verifican
la ecuacion habitual

o 1 4 50% ov B
a—FiUS’w—{—TS%—TU—O

pero las condiciones frontera deben modificarse o ampliarse. Por ejemplo, para una
opcion barrera de tipo Up-and-Out, la condicion deberia ser del estilo

v(t,S,) =0, 0<t<T,

de forma que si S(¢) alcanza ese valor, el contrato se dispara y deja de existir.
Notese que esta condicion genera una discontinuidad de salto en el vencimien-
to, pero que no crea excesivos inconvenientes debido al caracter regularizante de la
ecuacion de Black-Scholes.
Para opciones barrera del tipo Up-and-In, si no se ha disparado antes de llegar al
vencimiento, el contrato llega sin valor, luego

v(T,S)=0

y, en el caso de que se haya disparado, llegara al vencimiento como una opcion Eu-
ropea.

Para evitar el arbitraje, en S(t) = S,,t € [0,7], el precio de la opcion barrera debe
coincidir con el de la opcion Europea de igual vencimiento y Strike.

Por tanto, se calcula previamente el precio de una opcion europea vg(t,S) y la
condicion frontera que se impondria seria:

v(t,Sy) =vE(t,Sy), 0<t<T.

2.3.4. Opciones Asiaticas

Las opciones Asiaticas son un tipo de contrato derivado donde el valor en el venci-
miento se negocia en funciéon del precio medio del activo subyacente en un intervalo
de tiempo.

Este valor medio A(t) se puede calcular con una media artimética o geométrica de
forma discreta o también de forma continua, afectando esto al precio del contrato.
El precio dependera en estos casos de tres variables, la cotizacion S(t), el tiempo ¢t y
la propia media A(t) aunque, en algunos casos el problema puede reducirse a uno
bidimensional.

El procedimiento para la obtencion de la EDP seria similar, aplicando la version
multidimensional del Lema de Itd e imponiendo las pertinentes condiciones frontera.

Para finalizar esta Seccion, indicar que en [2] y [23] se pueden en ver éstos y otros
tipos de derivados asi como su tratamiento matematico.
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Capitulo 3

Valoracion numeérica de la opcion
financiera a través de la EDP

3.1. El Método de Elementos Finitos

Las Ecuaciones Diferenciales son una herramienta matematica utilizada para
describir fenémenos y procesos naturales de la fisica y la ingenieria, permitiendo,
junto con adecuadas condiciones iniciales y de contorno, modelar variaciones y re-
laciones entre las distintas variables que afectan a la evolucion del proceso que se
quiere analizar.

Uno de los métodos que permite aproximar soluciones de problemas que involu-
cran Ecuaciones Diferenciales es el Método de Elementos Finitos, técnica numérica
empleada para obtener aproximaciones numeéricas de problemas diversos en una va-
riedad de disciplinas como, por ejemplo, la economia. El método de elementos finitos
posibilita encontrar soluciones aproximadas a problemas complejos cuando no es
posible encontrar soluciones analiticas directas.

Primero, se plantea el problema modelo. Consideremos un fenémeno econémico
en un dominio definido, donde una funcioén desconocida debe satisfacer una ecua-
cion en derivadas parciales. Este planteamiento establece el marco teorico inicial del
problema a resolver. Después, haciendo uso de la formulacion variacional, se obtiene
el problema débil.

Posteriormente, se plantea el problema aproximado donde en este caso concreto
se usara el Método de Elementos Finitos para obtener la discretizacion.

Por ultimo, a través de la notacion matricial se implementara computacionalmente
el modelo obteniéndose asi la solucion numérica aproximada.

En primer lugar, se presentan varios resultados de Analisis Funcional, necesarios
para el desarrollo del capitulo.

Posteriormente, se presentara el método Galerkin y se hara un analisis para ver
que efectivamente el problema de Black-Scholes esta bien planteado.

En la Seccion 3.2 se desarrollara una implementacion del método de elementos
finitos y se hara un analisis empirico del error numérico cometido.

Para finalizar el capitulo, se vera como aplicar el método a la valoraciéon de la
opcion americana.
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3.1.1. Resultados previos

Los resultados que se presentan a continuacion son habituales de los cursos de
Analisis Funcional. Su desarrollo y las demostraciones se pueden encontrar en [6],
[13], [18] 6 [19].

Por comodidad, todos los espacios vectoriales que se empleen estan definidos so-
bre el cuerpo R.

Los siguientes resultados dan el marco tedrico necesario para el desarrollo del
meétodo.

Definicion 3.1.1. Un espacio vectorial V' dotado de una norma se dice completo si
toda sucesion de Cauchy es convergente. En ese caso se dice que V es un espacio de
Banach.

Proposicion 3.1.2. Dados V, W dos espacios de Banach y dada f : V — W una
aplicacion lineal, son equivalentes:

(1) f es continua en V.

() Existe p > 0 tal que || f(z)]| < pllz|, Yz € V.

() f es uniformemente continua en V.

(iv) f transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados.

Definicion 3.1.3. Sea V' espacio vectorial dotado de norma. Se define:
V' ={F:V — R/F es lineal y continua}.

El espacio V' se conoce como el espacio dual de V.

Proposicion 3.1.4. Sea V un espacio de Banach y F € V'. Si se define

[Elyr = sup{|F(z)] - [Jzf| = 1},
entonces V'’ dotado de la norma || - ||y~ es un espacio de Banach.

Definicion 3.1.5. Sea V' un espacio vectorial y (-,-) un producto interno. Se dice
que el par (V,(+,-)) es un espacio de Hilbert si V' con la norma asociada al producto
interno ||z|| = /(z,z),Vz € V, es completo.

Proposicion 3.1.6. Sea (V, (-,-)) un espacio de Hilbert real. Sea a : V x V — R una
forma bilineal. Son equivalentes:

() La forma bilineal a es continua.
(m) Existe una constante o > 0 tal que
la(z,y)| < allz|llyl,
para cada z,y € V.

Definicion 3.1.7. Sea (V,(-,-)) un espacio de Hilbert real. Se dice que una forma
bilineal a : V x V' — R es coerciva si existe una constante 5 > 0 tal que

a(z,z) > Bz, x)

para todo xz € V.
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Proposicion 3.1.8. Sea (V, (-, -)) un espacio de Hilbert, W C V un subespacio cerrado
yrxeV\W.

Si 0(x) = infyew {||x — y||} entonces existe yo € W tal que |z —yo|| = d(x) y se verifica
que z — yo € W+, donde W+ denota el espacio ortogonal a W, definido como

Wt={zeV:(z,y)=0, Vye W}

Teorema 3.1.9 (de representacion de Riesz). Sean (V,(-,-)) un espacio de Hilbert
y F un funcional lineal y continuo sobre V, es decir, F € V.

Entonces, existe z € V tal que F(y) = (z,y) para todo y € V.

Ademas, en estas condiciones, el elemento z es tnico y || F||y: = ||z||.

Definicion 3.1.10. Sea (V, (-,-)) un espacio de Hilbert. Se supone que a: V x V — R
es una forma bilineal, continua y coerciva en V.

Dado F € V’, se define el problema variacional como la biisqueda del elemento
x €V, tal que

a(z,y) = F(y) (3.1)
paracaday € V.

Para que el problema variacional que se ha definido esté bien puesto, lo primero
es garantizar que tiene solucion y es unica.

Teorema 3.1.11 (de Lax-Milgram). Sea (V(+,-)) un espacio de Hilbert, « una forma
bilineal continua y coerciva en V' y sea F' € V'. Entonces, existe un tnico =z € V tal
que para cada y € V,

a(z,y) = F(y),

y donde se verifica que ||z|| < %HFHV/ con 3 la constante de coercitividad de a.

La demostracion de este ultimo resultado se puede encontrar en el Teorema 6.5
de [19].

3.1.2. El método Galerkin

Para el problema variacional (3.1), en la practica, el objetivo es encontrar un meé-
todo para poder calcular una solucion aproximada y poder analizar como de buena
es.

Supongamos que V' se puede describir como union de espacios de dimension fini-
ta. La idea basica del método Galerkin consiste en ver si las soluciones aproximadas
pueden obtenerse como proyecciones de la ecuacion (3.1) sobre esos subespacios.

Veamos, siguiendo la linea presentada en [19], una breve descripcion algo mas
formal del método.

Sea V un espacio de Hilbert y sea {V;}3°, un conjunto de subespacios de V tales
que:

s dimV; =1
n Vi C Vi

» V=UV;

TrRABAJO FIN DE MASTER CARLOS SARAvVIA DE Coca



34 UNIVERSIDAD DE VALLADOLID

Para un n € N fijjo, sea {¢1,...,¢,} una base de V,,. Cualquier elemento u, € V,
puede escribirse como
n
Un = Z CiPs-
i=1

Supongamos que se quiere resolver el problema variacional (3.1) restringido a V,,,
es decir, encontrar u,, € V,, tal que

a(un,y) = F(y), Yy € Va. (3.2)
En particular, esto implica que
a(un, i) = F(pi), 1=1,...,n.

Como af(-,-) es una forma bilineal, esto da lugar a un sistema de ecuaciones lineal,
que matricialmente se puede escribir como

Ac=F,
donde A = a(ek, ¢j), ¢j1 = ¢; ¥ Fj1 = F(p;).
Se puede probar que (ver [19]), por ser a(-,-) bilineal y coerciva, la matriz A es
definida positiva (estrictamente) y, por tanto, el sistema tiene solucion tnica. Por
tanto, para cada n € N fijjo, existe una unica solucién u, € V.

Para ver si el conjunto de soluciones {u,}:°; es de utilidad, hay que analizar si
converge cuando n — oo. Para ello se necesita un resultado previo.

Lema 3.1.12 (de Céa). Supongamos que se verifican las hipétesis del Teorema de
Lax-Milgram y sea u la solucion del problema (3.1).
Si u,, es la solucion del problema 3.2, entonces

o= unll < 5 fmf Jlu— vl
donde a y  son las constantes de continuidad y de coercividad respectivamente.
Demostracion. Partiendo de que para cada v € V,,
a(u,v) = F(v),

a(un,v) = F(v),

si se restan ambas expresiones, para todo v € V,,
a(u — up,v) =0
y, en particular, como v — u,, € V,,, también se cumple que
a(t — Up, v — up) = 0.
Por otro lado,

a(u — Up,u — Up) = a(t — Up,u — V) + a(t — Up, vV — Uy)

= a(u — Up,u —v).
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Como a(-, ) es continua y coerciva, se verifica que
Bllu = unl* < alu — un,u —up) < allu—unl| - [lu— v
llegando a que para todo v € V,,

«
[ = un|| < Zlu— o

donde conviene senalar que la constante % es independiente del valor de n. O

Para ver que el método Galerkin lleva a la solucion, recordemos que por hipotesis
V = UV, por tanto existe una sucesion {w,}3° ;, w, € V,, tal que

lim w,, = u.
n—oo

Por el Lema de Céa

H_ H<*/f”_H<*H_ H
U — U ini |lu—wv U — w
= B veVy, - p "
por lo que Hu — un|| tiende a cero conforme n tiende a infinito.

3.1.3. Analisis teorico del problema variacional de Black-Scholes

En esta subseccion, sin entrar en un desarrollo exhaustivo, se van a exponer
las herramientas necesarias para poder comprobar que el problema Black-Scholes
es abordable en sentido variacional y, mediante una técnica Galerkin, nos podemos
aproximar a la solucién del problema. Un desarrollo mas detallado se puede encon-
trar en [19].

Definicion 3.1.13. Fijado k& € Z, el conjunto de las funciones reales definidas en
[a,b] tales que todas sus derivadas hasta orden k£ — 1 son absolutamente continuas

en [a,b] y tales que
b dk 2 %

se llama el espacio de Sobolev H”(a,b).
Para u € H*(a,b), a la norma

el = (Z [ (S )dx)é

se la conoce como la norma de Sobolev.
Ademas, se denota por Hf(a,b) = {u € H*(a,b) : u(a) = u(b) = 0}.

Es sencillo probar, usando la desigualdad de Poincaré, que para u € H}(a,b), las
normas ||ul| Hi(ap) Y lullr2(ap) sOn normas equivalentes.

Sea [a,b] C R, w:[0,T] x [a,b] — R y el problema de valores iniciales
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?:*Aw =f  si (ra)e(0,T)x (ab),

w(0,2) =g(z), si z € (a,b),
w(r,a) =0,
w(r,b) =0,

donde A es un operador de la forma

0*w ow
A(w) = 0o + ﬁ% + yw
donde a > 0y 3,7~ son constantes.

Sea u € Hi(a,b). Si (-,-) denota el producto interno usual de L?(a,b), se define
ow Ou ow
a(w,u) = (vau) = <8x’ 81‘) + 6 <8$7u> + ’Y(’UJ,U)

donde, en el primer término de la derecha, se ha integrado por partes y se ha em-
pleado el hecho de que u(a) = u(b) = 0.

La formulacion variacional del problema consiste en encontrar w(r,z) € Hi(a,b)
c.s. para todo 7 € [0, 7] tal que

ow
(aT,u> +a(w,u) = (f,u), (3.3)
w(0,z) = g(x).

para toda funcion u € H{(a,b).
Sea {y;} una base de H}(a,b).
Aplicando la técnica Galerkin, para un n € N fijo, sea V,, el espacio generado por

{¢17"'7(pn}ysea

n

wa(r,2) = 3 (i),

i=1
Si se sustituye w por w, en (3.3) y, para cada i = 1,...,n se sustituye u por ;, €l

problema se reduce a resolver un sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordina-
rias

{ c(r) =—Ac(r)+F(r), 7€(0,T]
c(0) =g

donde

Aj k= aler, 9)),
Fii(r) = (f(7), @i),
ci1(0) = (g, ¢i)-
Bajo ciertas hipétesis de regularidad para fy g (ver [19]), y si a(-, ) es un operador

bilineal, continuo y coercivo, se puede probar (ver Teorema 9.9 en [19]) el siguiente
resultado.

Teorema 3.1.14. El problema (3.3) esta bien puesto y las soluciones w, del método
Galerkin convergen (débilmente) a la solucion.
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En el caso de que el problema (3.3) no tenga condiciones frontera homogéneas, si
h(r,x) es una funcién suficientemente regular (ver [19]) tal que las condiciones fron-
tera de (3.3) son h(7,a) y h(7,b), €l cambio w = u — h transforma el problema en uno
de condiciones homogéneas y el Teorema 9.9 de [19] seria aplicable. Tras resolverlo,
no habria mas que deshacer el cambio.

Volvamos ahora al problema de Black-Scholes. Sea v(¢,S) el precio de la opciéon
Put Europea y para ¢ > 0, sea v;(7,z) la solucion del problema

5} 1 ,0? 1 0
EALRPS U5+<az—r>v‘s+rv5=0, (r,2) € (0,T]

or 2 0x2 2 Ox
v5(0,2) = max{K —€e*,0}, x € (=9,9), (3.4)
vs(1,—0) = Ke',
vs(7,0) =0

donde 7 =T —ty x = log(9).

Notese que (3.4) no es mas que la EDP de Black-Scholes tras los cambios de varia-
ble indicados y restringida a un dominio finito, lo que se conoce como la localizacion
del problema. En [12] se prueba que vs(7, z) converge a v(T — 7,¢"), el precio de la Put
Europea, conforme § — oo.

Por ultimo, indicar que el problema (3.4) tiene una unica solucion variacional.
Basta considerar 5

T

w = v§ —+ TKGTT

y ver que el problema variacional asociado a w verifica las condiciones del Teorema
9.9 de [19].
Veamos ahora una implementacion de un método de elementos finitos.

3.2. Unaimplementacion de Elementos Finitos para el pro-
blema de Black-Scholes

Se va a hacer el desarrollo siguiendo una implementacion planteada en [1].

Para ello, el primer paso es fijar un dominio finito donde se va a resolver el pro-
blema, que como se ha indicado, se llama la localizacion del problema.

Sea Sr lo suficientemente grande. De ahora en adelante, S € [0, Sg]. Esta localiza-
cion genera un error en la aproximacion, pero por argumentos como en [12] se puede
hacer tan pequeno como se dese tomando Sy mas grande.

Se va a trabajar con la Put Europea. Partiendo de (2.23) se realiza el cambio
(habitual) de variable 7 = T — ¢, y se plantea el problema:

% _ 202522252 _ rs(% +rv=0con (r,5) € (0,T] x (0, Sp),
v(0,5) = méx{K — S,0} con S € [0, Sg], (3.5)
v(1,0) = Ke™ '™
v(t,Sg) = 0.
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Para evitar casos extremos, se asume que existen valores o, Omax, "min, "méx <
(0,00) tales que
0< T'min S r S T'méx;
0 <omin <0 < omsx.
En [1] también se puede encontrar un analisis tedorico de que (3.5) tiene solucion

variacional.

Proposicion 3.2.1 (formulacion variacional de la ecuacion de Black-Scholes). La
formulacion variacional de la ecuaciéon de Black-Scholes viene dada por:

Sk Qu Sk, 0v Dy ov Sr
= —— d —o? ds — d 3.6
L ort% / S a5as Tl ")0 Sggeds T/O vpds, (3.6

Demostracion. Se multiplica la EDP (3.5) por una funcion test ¢ tal que verifica que
©(0) = »(Sr) =0,

@ = 0°5" O +rS —rv

orr T T2 9s2? 8590 4

y se integra sobre S en el dominio ([0, Sg]) a ambos lados de la ecuacion:

Sk Qv o R 0% Sk Qv Sk
/0 EtpdS— 2/0 S @cpdﬁw-'r ; SasgodS—r/O vdS,

Se integra por partes el primer término de la derecha

uw=25%, u —25@—1—528

S’
3.7
P o o7
- 08%’ 08’
obteniéndose S ) S
R 9 0% /R ov 5 OV Oy
Z 0 dS=0-— 28—
/0 Sogr =0 | Seas 5 5505
usando el hecho de que ¢(0) = ¢(Sg) =
Agrupando términos
SE Qv o? Ov Op v Sr
—pdS = —— 52 Rastr—0?) [ §%0ds - / ds
. 07 5 ), Tasas® Tl ”)0 PRLA N Gk
O

Observacion 3.2.2. Nétese que no aparece ninguna derivada de segundo orden en
(3.6).

3.2.1. Funciones base

Para discretizar el problema débil, se tomaran funciones Lagrange P; estandar co-
mo funciones base, de tal manera que el espacio discreto sea el espacio de funciones
continuas y lineales a trozos, es decir,

v, = {(pi S %0([0,5}2]) : (pi’]]. ePy,e=1,...,M — 1},

donde I; son los subintervalos de la particion, con la notacion introducida en la
siguiente definicion.
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Definicion 3.2.3. Fijado [0,Sr] y M € N, sea la malla
{So,...,SME[O,SR]IOZS()<51<-~~<SM=SR} (38)

una particion del intervalo [0, Sr] donde a los S;,i € {0, ..., R} se les denomina nodos.
Aunque a efectos de la implementacion se empleara una malla equidistante

Sk
M7
esto no es una condicion necesaria en el método de Elementos Finitos. Puede ocu-
rrir que, para alcanzar una precision deseada, sea mejor refinar mas una zona del
dominio que otra y la discretizacion espacial puede elegirse de esa forma.

Eso si se supone que el strike K coincide en algiin nodo de la malla, es decir existe
un i tal que S;, = K.

El desarrollo se hara de forma general para una malla cualquiera y al final se
indicara la formula para el caso de una malla equidistante.

S;=ih, i=0,...,M, h=

Las funciones base deben cumplir que ¢;(S;) = ¢;;, para cada i,j = 0,..., M, por

tanto, parai=1,...,M — 1 se definen de la siguiente manera

0 si 0<85<Sig,

g_¢ si 5,1 <85S,

wil8) =4 %75
i+1 .

T o Si <5 < Siqa,

Siy1—5; St ==

0 si Si—i—l <S5<L SR.

En la Figura 3.1 se puede ver la representacion de dos funciones base con su
forma caracteristica

vi(S) Jf opi(9)

-1
i
N
Iz
nn

S; Sj
Figura 3.1: Representacion de dos funciones base

También se definen, para las condiciones frontera

S1—S . 0 si S < Sgp_1
si 0<S8<S s = ’
QOO(S): S1— 50 == y Son(S): S —Sr1 si S <S§<§S
0 si S > 51, Sr— Sp-1 Rl =2 =R
Se define el espacio
Vi =< {@0,...7901\4} >, (3.9
es decir, el espacio generado por ¢o(5),...,enm(5).

La hipétesis sobre la malla asegura que v(0,5) = max{K — S,0} € V},.

Observacion 3.2.4. Noétese que sop(y;) = [Si—1,Si+1], i =1,..., M — 1 una propiedad
a tener en cuenta posteriormente.
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Definicién 3.2.5. Sea v € ¥°([0, R]). El interpolante v; € Vj, de v se define como

M

vr(S) = ) v(Si)wi(9),
i=0

es decir, el interpolante se construye como una combinacion lineal de los valores
nodales y las funciones base.

Lema 3.2.6. El conjunto {¢o, ..., ¢y} forma una base de V},.

Demostracion. Es un conjunto de generadores por definicion. La independencia li-
neal es evidente pues Zf\i o Ciwi(S) = 0 implica que ¢; = 0, i = 0,..., M simplemente
evaluandoen S=5;, i =0,...,M. O

3.2.2. Forma matricial del método

Se mostro anteriormente que la formulacion débil de la Ecuacion de Black-Scholes
es (3.6). Sustituyendo v por v, y ¢ por ¢ se tiene que

°r oy, 2 0up Oy, 2 v, St
/0 aT(pde——/ S 53 anS’—i—( ) ; Sasgpde—r/O vppRdS,

y teniendo en cuenta que v, (7, 5) = Zj]\i 00 (T)p;(S), la anterior expresion para cada
ke {l,...,M — 1} adquiere la siguiente forma

M s
dvj [°F o 2 0%j O
JZ::U dr /0 pinds = Z”J/ a5 a5

)
(r — o2 Zv]/ S “% ds (3.10)

M

SR
—TZU]'/ pjerdS
j=0 70

donde las dos ecuaciones correspondientes a k¥ € {0, M} se calcularan al final para
incorporar las condiciones frontera.
Recordar que para la Put Europea con strike K son

vo(T) = vp(1,0) = Ke™ "7,
vp(7) = vn(7,S7) = 0.
El objetivo es reescribir (3.10) como un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-

narias.
Se definen las matrices, que se calculan sélo una vez al inicio del algoritmo,

Sr
M= (Mij)%;%a M;; = /0 i dS, (Matriz de masa)

0p; 0p; . .
_ 2 i 7
K= (Km)” L Kij = / S 99 B3 dS, (Matriz de rigidez)
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Sr dp;
7y
s as

Las entradas de las matrices se calculan a continuacion

C=(Ci)ijm1, Cij=

el @i dS, (Matriz de conveccion)

m i +1<j+106i—-12>75+1 ‘: En la Figura 3.2 se representa graficamente este
caso.

vi(5) Jf o pi(9)

-1
i
N
—
n

S; S;
Figura 3.2: Representacion de dos funciones base tales que i +1 < j + 1

Este caso es el trivial pues en este caso el producto de las dos funciones sera la
identicamente nula por lo que a la hora de calcular las entradas de las matrices
todas seran nulas.

] : En este caso las funciones coinciden; como se puede ver en la Figura 3.3

Figura 3.3: Representacion de dos funciones base coincidentes

e Matriz de masa: haciendo uso de la definicién las entradas son

ST ST 9
M;; = /0 2i(8)p;(S)dS = /O 22(S)dS

Si _q. 2 Si+1 L 2
:/ <S S“) dS+/ (S’“ S> ds
S, 1 \Si —Si—1 S; Sit1 — Si

(%) (%%)

Si se resuelve

s, 2 s,

¢ S — 51 1 / ¢ 2 S; — Si—1
*) Do) ge— [T g, )2ds = 2L
) /s“ (Si . Si—l) (Si = Si-1)? Js ( ) 3

i—1

y

Sit1 S'Jrl -8 2 1 Siin g o N
o —— dsz/ Sit1— 8)%dS = ==
(*%) /& <Si+1 — S¢> (Sit1 — S0)? Js, (Si+1 ) 3
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Se tiene que
M= (Sit1 = S8i) + (Si=Sic1) _ Sip1—Sia
I 3 3 '
en el caso de tener una malla uniforme

(Sit1 — Si) + (Si — Si—1)  2h
Mi,j — + 3 — ?

* Matriz de rigidez: sabiendo que las derivadas parciales son
0 (S=8i-1)\ _ 1 0 (Sitai—=8\_ -1
9S\Si—Si1) S50 O 05 \Si-Si) S 5

Las entradas son:

St

A T
S; 1 Sit1 1 2
= S — dS—l—/ S? <> dsS
/SH (Si - 5¢—1> S; Siv1 — S
*) (%)
donde,
S; 1 2 53

*) : A (— dS— / SzdS——

) /sil (Si_Si—l) Sy 3(S; — Si—1)?
y

Sit1 1 2 1 Sit1 S3 S3
*%) 52 (> dS:/ §2dS = il i
() /s Siv1— S (Sit1—8i)? Jg, 3(Si1 — Si)?

Por lo que se tiene que

513 - 5511 stﬂ _ S?
Kij = 5 T 2
3(5; — Si—1)?  3(Siy1 — 5%)

En el caso de una malla uniforme se tiene que S; = ih, y que a® — b3 =
(a — b)(a® + ab + b?) por lo que se tiene que

K — 57— St + Sha =S =S+ Sk
W3S = Sic1)? T 3(Sivn — Si)2 3h? (3.11)
—(i = 1%h* + (i +1)°R _ 2h
p— 1
22 3 —[3i" +1]

* Matriz de conveccion: Haciendo uso de las derivadas parciales anterior-
mente expresadas, las entradas son:

8@] Op;
R :(S)d
Ci; ; SaS (S)pi(S)dS = ; 585 (S)pi(S)dS
Si 1 S —S; 4 Si+1 —1 Siv1— 8
= S : dS—I—/ S< ) < ! )dS
/sle <Sz' - 5i1> <Sz' - 5i1> s, Siv1—8Si) \ Sit1 — Si
*) (%)
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donde,

Si 1 S— S, 1 E 5275
() /s 5 <Sz‘ - Sz'—1> <Sz‘ - Sz'—1> a5 = (Si —Si—1)? [3 - SHQ] i1

i—1
B 283 — 35,152 + 52 4
N 6(S; — Si—1)?

y

Sit+1 -1 Si+1 - S -1 52 53 Sit1
*%) S dS= ————= |Siji1— — —
o) /s <5i+1 - Sz‘) <5i+1 - Si) (Sit1 — Si)? [ PR LZ-

S34 — 3851157 +283
6(Sit1 — Si)?

Se tiene que

. 2513 — 3Si—15i2 + ngl S?+1 — 35@'—1—15@2 + 2513
o 6(S; — Si—1)? 6(Sit1 — Si)?

En el caso de que la malla sea uniforme

. 23? - 351'_151»2 -+ Sz?)—l S?—i—l — 3SZ'+1SZ-2 + 2523
Y 6(8 - Sicr)? 6(Si+1 — S;)?

(3.12)

(1= 1)3R% = 3(i — 1)ih® — (i 4+ 1)3h3 + 3(i + 1)i*h3 _ —h

6h? 3

n : En la Figura 3.4 se puede ver una representacion grafica de este caso.

S; Siv1 =15
Figura 3.4: Representacion de dos funciones base consecutivas

En este caso solo se calculan las integrales en las partes en las que no se anula
el producto de las dos funciones. Ya que ahora se tienen

0 si OSSSSZ'_l, 0 si OSSSSz‘—h
S5 i 5-S; . . '
vi(S) = %—si,;l si 51 <565, v ora(S) = Sg«fl’f”s si 5, <S< S,
S:ll:si st 5 <5< S, ﬁ si Sit1 <85 < Sito,
0 si Sit1 <5< 57 0 si Sip2 <S5 < Sy,
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e Matriz de masa:

ST 1+1
Mi,j:/o ©i(S)pir1(5)dS = / ©i(S)pir1(5)dS

Sz+1 . _ — .
- (Es) (5o
s; Sit1—5i) \Sit+1 — Si
B 1 S3 1 +38i4157 —3824,5;, — S}
~ (Siy1 — Si)? 6

En el caso de la malla uniforme considerando S; = ih se tiene que

1 . . o
M;; = o2 [(i + 1)3h% 4 3(i + 1)hi*h? — 3(i + 1)®h2ih — R3] =

* Matriz de rigidez:

St 0 3(,0 (- 1
shgeageus= [ () (s
Kij = / Siy1—5; Siy1—5;

z—i—l B Sz

3(Si1 — Si)?

En el caso de la malla uniforme considerando S; = ih se tiene que

S8, — 53 -1 —h
K;=——l =i 1303 — ®h3) = —[3i2 + 3i + 1].
Jj 3(Sis1 — S))? 3h2[(2+ )2h? — K] 3 [3i° + 3i + 1]

e Matriz de conveccion: las entradas de esta matriz son de la forma

dp;
Ci= [ $2%5(8)pi(8) ds,
5] B 88() ()

y se habra de distinguir los casos respecto de si se considera la derivada
parcial sobre ¢; 0 ;.

o Caso 1. Se considera %,

0p; i+1 Sit1 — S
Cij= g% I ( S)dS = / < ) ( s )dS
T o 85 Siv1 —Si ) \Sit1 — S;

B S, — 384157 + 25;”
- 6(Sit1 — Si)?

Si se tiene una malla uniforme con S; = ih se tiene que

st—i-l - 35@4_151-2 + 253 1
6(Si+1 — ;)2 ~ 6h2

= g(3¢+1).

Cij= [(i + 1)3R — 3(i + 1)hi%h® + 2:313)
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o Caso 2. En esta ocasion se considera %“g"

St 390, Sit1 -1 S_— S
C;i= (S ~SdS=/ S( >< l>d5’

-1 25}, + S} — 357, Si
CAE

(Sit1 —
Si se tiene una malla uniforme con S; = ih se tiene que

-1 (25211 + 5 — 3Si2+15i>

6

Cij =

(SZ‘+1—S¢)2 6
-1 a0 —h

_ 920+ 1)3h3 1 3R — 3(i + 12h2iH] = 1L 9)
6h2[ (i+1)°h° +i°h° — 3(i + 1)*h%ih] G (3i+2)

El sistema de ecuaciones (3.10) se reescribe de forma matricial de la siguiente
forma

d 1
MY = (—Z0%K + (r—o*)C —rM ) v(7) + b(7),
dr 2
donde

V(1) = [v1(7),v2(7), ..., oar—1(7T)]%,

b(7) = [byi(7),b2(7),. .., bar—1(7)]",
y en el vector b(7) se van a recoger las condiciones frontera.

Como se trabaja con la Put Europea, vy (7) = 0, asi que, tras unas sencillas cuen-

tas, el vector b se reduce a

dvg 1

b, = —Mi[)W(T) — 502Ki01)0(7') -+ (7" — UQ)Ciovo(T) — TMZ‘O'UO(T)7
donde, para la malla de nodos equiespaciada, se verifica
h .
M10=67 Mo =0, i >0,
—h .
Kl(]:?a KiUZOaZ>Oa
—h .
010:?, Cio=0, i>0.
y
vo(T) = Ke '™
dvo —rr
— (1) =—rKe 7,
dr

es decir, b(7) es un vector todo nulo salvo la componente b;(7) para la Put.
Recopilando, la EDP (3.5), en forma variacional, se ha convertido en un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias
d 1
Md—v = (—202K +(r—o*)C — rM) v(7) + b(7),
T
v(0) = [méx{K — 51,0}, max{K — S,0},..., max{K — Syr_1,0}]".

(3.13)

Para resolver numéricamente la ecuacion anterior, basta simplemente con sus-
tituir ‘;—‘T’ por el integrador temporal que se desee. Integradores temporales de mayor
orden requeriran un mayor coste computacional.
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3.2.3. Experimentos numéricos

En este algoritmo, como integrador temporal, se ha utilizado la regla de Euler
implicita.
Se fija un valor N € N para la discretizacion temporal y se define

T
ti=iAt, i=0,... N, At = .

Se fija un valor M € N para la discretizacion espacial y se calcula

Sk

i =4h, j=0,....,M, h=—.

Sj=3jh, 5=0,....,M, h %
Se calculan (Ver Subseccion 3.2.2) para la malla espacial equiespaciada, las co-
rrespondientes matrices de Masa (M), Convecccion (C) y Rigidez (K), los vectores

b(7),i=0,1,..., N, y se define
1
A= (—202K + (r—o%)C — rM> .

Como el integrador temporal sera la regla de Euler implicita

V(Tit1) — v(Ti)

M
At

= Av(7it1) + b(Tit1),
depejando se obtiene
v(Tit1) = (M — AtA) ' (Mv(7;) + Atb(7i41)).

Se calcula B = (M — AtA)~ L
Una vez hecho esto, el algoritmo es iterativo.
Se inicializa

v(0) = [max{K — S1,0}, max{K — So,0},..., max{K — Syr_1,0}]",
yparacadai=1,...,N — 1 se calcula
V(Ti+1) = B(MV(TZ‘) + Atb(Ti_H)).

En la Figura 3.5 se ha representado un experimento numeérico con este algoritmo,
donde los parametros del modelo de Black-Scholes han sido » = 0.05, ¢ = 0.10. La
opcion se ha negociado a un vencimiento 7' = 1 y un Strike K = 5. Los parametros
del método numeérico han sido Sp = 10, M = 256 y N = 1000. A la izquierda se ha
representado la Put y a la derecha la Call. Como se puede observar en la Figura
3.5, los resultados parecen consecuentes con la soluciéon exacta representada en el
Figura 2.1

Conviene indicar que, aunque la Call podria calcularse de la formula de la paridad
Put-Call Europeas, también se puede calcular numéricamente. Simplemente basta
con modificar la condicién inicial v(0,5) = méx{S — K} y recalcular el término inde-
pendiente b(7) para las condiciones frontera de la Call Europea de idéntica forma a
como se han calculado para la Put.

Para finalizar esta Seccion se va a realizar un analisis empirico del error numérico
cometido con este método.
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Aproximacion MEF de la Put Aproximacion MEF de la Call

Cotizacién 0 o0 T-t Cotizacion 0 o T-t

(a) Put Europea (b) Call Europea

Figura 3.5: Aproximacion MEF de las opciones europeas

3.2.4. Analisis del Error

El analisis del error en un método numeérico es crucial para evaluar la precision y
la fiabilidad de la aproximacién obtenida. El error numeérico se refiere a la diferencia
entre la solucion numérica y la solucion exacta y hay que analizar como depende de
los parametros del método numeérico.

En [1] se pueden encontrar resultados tedricos que acotan el error numeérico co-
metido en funcién de como se haya implementado de forma efectiva el método (se
han podido utilizar diversas funciones test o integradores numeéricos).

Aqui se va a ver como analizar de forma empirica el comportamiento de este mé-
todo en funcién del tamano de las discretizaciones empleadas.

Hay tres tipos de errores que se deben analizar:
= El error debido a la discretizacion temporal.

= El error debido a la discretizacion espacial.

= El error de localizacion debido al Sg fijado.

En primer lugar se va a analizar el error del tamaro de las discretizaciones.

Como el error depende del valor de N y M, el procedimiento habitual suele ser
analizar los errores por separado. En primer lugar se fija un valor muy alto para uno
de los parametros, esperando que el error cometido que depende de ese parametro
sea despreciable con respecto al error cometido por el valor del otro parametro. Una
vez hecho esto, se varia el valor del segundo parametro y se analiza como se comporta
la aproximacion numeérica. Una vez acabado, se intercambian los papeles y se analiza
el error del otro parametro.

Para todos los experimentos que siguen en esta Seccion, los valores de los pa-
rametros del modelo de Black-Scholes han sido » = 0.05, ¢ = 0.10, la opcion se ha
negociado a un vencimiento 77 = 1 y un Strike K = 5. También ha sido comun el
parametro del algoritmo de Si = 10.
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Los errores que se van a representar corresponden a la aproximacién numeérica
de la Call Europea. Los resultados para la Put han sido cualitativamente idénticos y
no se incluyen por no sobrecargar esta seccion.

En la Figura 3.6 se ha representado, a la izquierda el valor numérico de la Call
calculada para M =100y N = 10. A la derecha se ha representado el valor numérico
de la Call calculada para M =100y N = 100.

Aproximacion MEF de la Call Aproximacion MEF de la Call

Cotizacién 0 o Tiempo Cotizacién 0 o0 Tiempo
(@ At=0,1 (b) At =0,01

Figura 3.6: Aproximacion MEF de la Call europea variando la discretizacion temporal
At

Para ver el error cometido, en la Figura 3.7 se ha representado la diferencia entre
el valor exacto de la Call Europea y el valor numeérico obtenido. A la izquierda para
los valores M =100y N = 10y a la derecha para los valores para M = 100y N = 100.
Como se puede apreciar, €l error cometido en para un valor de N mucho mas grande
(grafica de la derecha) ha sido menor.

Error MEF Call Error MEF Call

x10°
0.025 20

Cotizacion 0 0 Tiempo

(@ At=0,1 (b) At =0,01
Figura 3.7: Diferencia entre el MEF y el valor exacto de la Call europea variando At

De forma analoga se puede ver graficamente para la discretizacion Espacial. En
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la Figura 3.8 se ha representado el valor numérico de la Call obtenido para N = 1000
y los valores M € {10, 20, 40, 256}.

Aproximacién MEF de la Call Aproximacién MEF de la Call

5 5

0.5 0.5

Cotizacion 0 o Tiempo Cotizacion 0 o Tiempo
(@) M =10 (b) M =20
Aproximacién MEF de la Call Aproximacién MEF de la Call
6 6

5 5

Cotizacién 0 o Tiempo Cotizacién 0 o Tiempo
(c) M =40 (d) M =256

Figura 3.8: Aproximacion MEF de la Call europea variando el namero de elementos
de la malla de la discretizacion espacial M

Los errores cometidos se pueden ver en la Figura 3.9 donde se ha representado,
para N = 1000 y los valores M € {10, 20, 40,256} la diferencia entre el valor exacto y la
aproximacion numérica obtenida. Como se puede apreciar, conforme el valor de M
aumenta, el error disminuye.

Para analizar el error de forma rigurosa, en primer lugar se fija un conjunto de
nodos

{S]}?ip

donde se analizara el error cometido. Este conjunto de puntos debe ser fijo en todo
el analisis y representativo del dominio espacial.

Como para el modelo de Black-Scholes se dispone de formula exacta, se obtienen
los valores exactos de la Call Europea en esos puntos

{va(T, 55) 124
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Error MEF Call Error MEF Call

%1078 %102

Cotizacion 00 Tiempo Cotizacién 00 Tiempo
(a) M =30 (b) M =50
Error MEF Call Error MEF Call

Cotizacién 0\/0/ Tiempo Cotizacién 0\’ 0 Tiempo
(c) M =100 (d) M =256

Figura 3.9: Diferencia del MEF en la Call europea variando el niimero M de elementos
de la malla de la discretizacion espacial

En caso de no disponer de formula exacta, es habitual emplear como tal una
solucion calculada con mucha precision y/u otro método numeérico.

Para las particiones temporal y espacial definidas por N y M, se define el error
cometido (raiz del error cuadratico medio) como

no

1
RMSEN,M = ;Z(UC(T7 SJ) _UN’M(T’ Sj))27

0=

donde v:M (7, S) se refiere a la solucion numérica obtenida con el algoritmo y las N
y M correspondientes.

Se fijan dos numeros grandes, donde en los experimentos posteriores han sido
Nsw = 210 y prswp — 210 'y se toman dos conjuntos de nuiimeros mas pequenos donde
cada nuamero es el doble del anterior. Se han empleado:

Cy = {23,24,25 20},
Car = {24,25,26,27}.

Para analizar el error temporal se calcula

(3.14)

no

1
RMSEN’Msup = nf E (UC(T, Sj) —’UN’M(T, Sj))27 N € CN
(U
Jj=1
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El valor M = 210 gse ha estimado empiricamente para que el error espacial sea
despreciable frente al error temporal.
Para analizar el error espacial se calcula

no

RMSENsuRM = i Z(’Uc(T, S]) — UN’M(T, Sj))2, M € Cyy.
no

j=1

El valor N5" = 210 se ha estimado empiricamente para que el error temporal sea
despreciable frente al error espacial.

En la Figura 3.10 se representa, en escala logaritmica, a la izquierda el valor de
RMSEnsw pr, M € Cy para los valores indicados. A la derecha se ha representado el
valor de RMSEn ysw, N € Cn. En ambos casos, como se puede comprobar, se han
obtenido rectas.

1 2

10 10 10' 10

(@) Error espacial, pendiente=-1.9988 (b) Error temporal, pendiente= -0.9981

Figura 3.10: Analisis de los errores espacial y temporal

Si se calculan las pendientes, la recta de la izquierda de la Figura 3.10 tiene una
pendiente de -1.9988 y la de la derecha de -0.9981, lo que implica que el método
implementado es (empiricamente) de orden 2 en espacio y de orden 1 en tiempo.
Estos resultados eran esperables de [1] y [10].

El analisis del error de localizacion se haria tomando valores NP M*"P muy ele-
vados y viendo como varia la aproximacion numeérica para distintos valores de Sg.

No se incluye un analisis grafico porque, para los parametros usados, el error de
localizacion ha sido despreciable frente a los otros dos errores.

3.3. Valoracion de la opcion americana

Como ya se vio en la Seccion 2.3.2, la opcion americana es un tipo de contrato
financiero que concede a su titular el derecho (pero no la obligacion) de comprar (Call)
o vender (Put) el activo subyacente a un precio predeterminado (strike) en cualquier
instante desde la negociacion de la opcion hasta el vencimiento.
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La Proposicion 2.3.1 implica que no sera necesario calcular numéricamente la
opcion Call americana, ya que su precio coincide con el de la Call Europea (aunque
esto se comprobara empiricamente con un experimento numeérico al final de esta
seccion)

Por tanto, el problema que interesa resolver numéricamente es la ecuacion que
verifica el precio de la Put Americana (2.26):

OPs 1 5 50°Py 0Py ,
AL —rPa ) (P _ K — —
( = —i—2a S 52 +7rS g —Pa (P4(t,S) — max{ S,0}) =0,
0Py 1 5 ,0°Py 0Py
[ — — <
= + 20 S 2 +1rS 5 rPy <0,

Pa(t,S) — max{K — S,0} >0,

Existen técnicas especificamente adaptadas a la resolucion numeérica de la ecua-
cion anterior, como pueden ser el método SOR (“Succesive Over Relaxation”, ver [1])
o métodos de tipo “Penalty” (ver [9]). No obstante, una técnica muy extendida en la
literatura es aproximar la Opcion Americana por una Opcion Bermudea o Bermuda
(ver [15]).

Una Opcion Bermuda se puede entender como una version discreta (en tiempo)
de la Americana. Al negociar el contrato (¢ = 0) con un vencimiento 7', se fijan ademas
una serie de tiempos 0 =ty < t3 < ... < t,, = T donde el comprador de la Opcion tiene
el derecho de ejercerla (sigue sin poder ejercerla en ¢ € (¢;,t;+1) ,4 =0,...,n — 1).

Lo que se hace en la practica es definir una discretizacion temporal:

Ti:i%, 1=0,...,N,
con N suficientemente grande y tomar como precio de la Opcion Americana la apro-
ximacion obtenida con esta posibilidad de ejercicio en tiempos discretos.

Para ello, es preciso adaptar el algoritmo de valoracion de Opcion Put Europea
(ver Seccion 3.2.3), cosa que es bastante directa con dos pequenos cambios. En pri-
mer lugar, como la opcion se puede ejercer en todo tiempo 7;,i = 0,1,..., N, para la
cotizacion S = 0 el importe recibido es K, el strike. Luego las nuevas condiciones
frontera en el algoritmo para S = 0 son:

'U()(T) = K,
dv()
— =0.
dr

Ademas, en cada etapa (ver Seccion 3.2.3), una vez calculado
v(Tiy1) = B(v(7i) + Atb(7i11)),

se comprueba si es mejor conservar la opcion o ejercerla en ese instante. Para j =
0,...,M se recalcula

v;(Tip1) = max{K — Sj,vj(7i11)},

donde S; = jh, j =0,...,M, h = SWR y M es el valor del parametro que controla el
tamano de la discretizacion espacial.
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En la Figura 3.11 se representan la Put Americana (izquierda), Europea (centro),
ademas de su diferencia (derecha). Los prametros del modelo de Black-Scholes han
sido r = 0.05 y 0 = 0.1. En la parte derecha de la grafica se puede observar lo que se
conoce como la "early exercise prime", es decir, el aumento del precio de la opcion
americana por el derecho adicional de ejecutarla cuando se desee.

Put Americana Put Europea Put Americana - Put Europea

(a) Put Americana (b) Put Europea (c) Diferencia Puts

Figura 3.11: Diferencia de valores entre la Put americana y la Put europea

Como se comento en la Seccion 2.3.2, otro elemento crucial, aparte del precio, de
la Opcién Americana era el concepto de la frontera de ejercicio S.(t),t € [0, T].

Para cada instante ¢, existe un valor S.(t) donde si S < S.(¢) es 6ptimo ejercer la
Put Americana mientras que si S > S.(t) es 6ptimo conservarla. De igual modo que se
aproxima numeéricamente el precio de la Put Americana por la Bermundea, el valor
de la frontera de ejercicio se puede aproximar para cada instante de la discretizacion
temporal.

Como aproximacién numérica en cada instante de tiempo de S.(t;) se toma el
valor de la cotizacion mas alto donde K — S(¢;) es mas alto que el valor numérico de
conservar la opcion.

10 " " " "

Cotizacién

Figura 3.12: Frontera de Ejercicio
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En la Figura 3.12 se dibuja la curva que representa la frontera de ejercicio para
los parametros del modelo de Black-Scholes r» = 0.05y o = 0.10.

A partir de la frontera de ejercicio se obtienen dos regiones: arriba (en amarillo)
la region en la que es optimo ejercer la opcion y debajo la region en la que es optimo
conservarla. Esto se representa en la Figura 3.13

! Conservar

Cotizacion

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

T=T-t
Figura 3.13: Regiones de Ejercicio

Se puede comprobar, que el valor concreto de la frontera de ejercicio depende de
los valores r y o. En la Figura 3.14 se representa la frontera de ejercicio para los
valores » = 0.05 y ¢ = 0.10 (izquierda), los valores r = 0.5 y ¢ = 0.10 (centro) y los
valores r = 0.05 y o = 0.50 (derecha) como se puede apreciar la forma de la frontera
de ejercicio varia con el valor de estos parametros.

10 10 10
s, e} 8,0

8 8 8

>
>
Cotizacion

Cotizacién
IS
Cotizacion

IS

o
o
~

0 0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

r=Tt T=T+t =T

@r=005y0=010 () r=050yc=010 () r=0.05y o =050

Figura 3.14: Frontera de ejercicio para distintos valores

Para finalizar este Capitulo, aunque sabemos que el precio de la Call Americana
coincide con el de la Call Europea (Proposicion 2.3.1), se va a ver qué resultado se
obtiene si se aproxima la Call Americana numéricamente.

En la Figura 3.15 se ha representado el precio de la Call Americana para los
parametros r = 0.05 y ¢ = 0.10. A la izquierda esta la aproximacion numérica de la
opcion Americana, en el cetro el precio exacto de la Call Europea y a la derecha su
diferencia.

Como se puede apreciar en la parte derecha de la Figura 3.15, la diferencia entre
ambas es, practicamente, nula. En el experimento numérico realizado, la opcion Call
Americana nunca se ha ejercido y la pequena diferencia que se aprecia se debe al
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Call Americana (EF) Call Europea (BS) Diferencia Call Americana - Europea

%10
15

Figura 3.15: Igualdad de valores entre la Call Americana y la Call Europea

error numeérico del tamano de las discretizaciones espacial y temporal. Si éstas se
refinan, la diferencia observada converge a O.
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Capitulo 4

El método de Longstaff-Schwartz
para la Opcion Americana

4.1. Introduccion

En el Capitulo 2 se ha visto como modelizar la dinamica de las acciones a través de
procesos estocasticos y como se podia expresar el valor de una opcion europea como el
valor esperado en una medida de probabilidad libre de riesgo. Posteriormente, se vio
como se podia calcular una ecuacion en derivadas parciales, totalmente determinista,
que verificaba el precio de una opcion.

En el Capitulo 3 se ha visto como la técnica del método de elementos finitos per-
mitia aproximar numeéricamente el valor de los contratos. Esta técnica es una entre
varias disponibles en la literatura (ver [1], por ejemplo).

En este Capitulo se va a volver a la ecuacion estocastica y se va a ver como se puede
aproximar el precio de los productos derivados mediante una técnica estadistica. Para
ello se va a emplear una variante del método de Monte Carlo planteada por Longstaff
y Schwartz en [15] llamada el Least Square Monte Carlo (LSMC) method para el
calculo de la Put Americana. Se asumen conocidos todos los conceptos mencionados
en capitulos anteriores.

El principio basico del método de Monte Carlo implica generar muestras aleatorias
de una distribucion conocida y usarlas para estimar valores de interés. Estas mues-
tras se utilizan para aproximar el resultado final a través de estadisticas y calculos
probabilisticos.

La gran ventaja que ofrece el método de Monte Carlo es su versatilidad ya que,
como principalmente implica la generacion de simulaciones de distribuciones cono-
cidas, permite probar experimentalmente distintas distribuciones e incorporar otras
propiedades a la dinamica de las acciones (como por ejemplo procesos con saltos),
estudiando si se consigue una mejor aproximacion a los datos reales observados en
el mercado.

Dinamicas mas complejas, o trabajar con productos derivados de varios subya-
centes, suele implicar desarrollos mas complicados o un coste computacional mucho
mas alto si se sigue un enfoque numeérico similar al del Capitulo 3. Por ello, el método
de Monte Carlo, cuya implementacion suele ser bastante directa, ofrece una alterna-
tiva para aproximar el valor numérico del precio de los contratos. El inconveniente
que presenta este método es su lenta convergencia, siendo en ocasiones necesarias
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gran cantidad de simulaciones para alcanzar la precision deseada.

El método LSMC presentado en [15] es un método de gran €xito y ampliamente
utilizado debido a que combina la técnica de Monte Carlo con una técnica de estima-
cion por minimos cuadrados para calcular el valor de la opcion Americana.

Esta combinacion permite conseguir una aproximacion bastante buena a la solu-
cion con un numero relativamente bajo de simulaciones, reduciendo asi el principal
inconveniente que tiene aproximar el precio mediante simulaciones aleatorias.

4.2. El método de Monte Carlo y el ajuste de minimos cua-
drados

Volviendo a la ecuacion que rige la dinamica de la accion en la medida libre de
riesgo del modelo de Black-Scholes

dS = rS(t)dt + oS(t)dWw? (4.1)

site [to,T],y S(to) = So entonces, por el calculo de It6 (ver [2])

2

S(T) = Spexp <<7~ - ") (T — to) + 0ﬂz> (4.2)

2

donde z ~ N(0,1) es una variable aleatoria de distribucién Normal de media O y
varianza 1.

Un ejemplo sencillo del método de Monte Carlo seria calcular el precio de la opcion
Put Europea. El precio de la opcion a un vencimiento 7' viene dado por

v(to, So) = e T TOER |max{K — S(T),0}|FV°|. (4.3)

En un primer lugar se fija un nimero Ng;,, de trayectorias que se van a simular.
Implementando el método de forma directa, se generan Ng;, realizaciones de una
Normal de media 0 y varianza 1 y con la formula (4.2) se obtienen {Si(T)}ZN:S{m.

Con el valor de la cotizacion en el vencimiento de las distintas trayectorias simu-

ladas, se aproxima el precio de la Opcion Europea por

Nsim
> méx{K — S;(T),0}.
=1

6—7'(T—to)i
N, sim

Se comete un error numeérico por aproximar asi el valor de la opcion, pero se hace
tan pequeno como se desee tomando Ng;, mas grande. En la Seccion 4.4 se vera
como se controla el error cometido en este método.

La opcion Americana puede también aproximarse mediante simulaciones pero,
como la opcion puede ejercerse en cualquier instante hasta el vencimiento, se debe
emplear una aproximacion similar a la del Capitulo 3. Es decir, aproximar el precio
de la Put Americana a través del precio de la Put Bermuda.

En primer lugar, se hace una particion del intervalo de tiempo {ty) = 0 < ¢; <

. < t, = T} € [0,T] suficientemente fina. Luego, tras realizar las simulaciones de
las trayectorias, se calcula la frontera de ejercicio para cada instante de tiempo de
la discretizacion temporal y el precio esperado de la opcion Americana en el caso de
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que sea Optimo conservarla (si es 6ptimo ejercerla su precio es calculable de forma
directa). Como se vera en la siguiente seccion, el método de LSMC da un algoritmo
eficiente para realizar estas operaciones.

La otra herramienta matematica que emplea el LSMC es el ajuste por minimos
cuadrados.

Supongamos que para una serie de variables x = (z1,...,Z,,) se tienen Ny, valores
de una funcién F(x) para distintos valores de dichas variables, es decir, se tiene
{F = F(Xl) = F(xlh S >$in)}£\isim‘

La funcion F(x) es, a priori, desconocida. No obstante, se quiere aproximar por
una cierta funcioén f(x;6) conocida que depende de las mismas variables y de una
serie de parametros 0 = (0y,...,0,) que, de momento, son libres.

El método de los minimos cuadrados lo que hace es buscar el valor de los para-
metros § de forma que el valor

Nsim
D (F = flah,. 70, 0)°

sea minimo.

Asumiendo que la funcion f es suficientemente regular, esta aproximacion puede
hacerse a través de un algoritmo del tipo Gauss-Newton.

Se define la funcion objetivo como el error cuadratico medio (M SE)

Nsim ) ) .
Yo (Fi— fat, . @i 0)%
=1

1

MSE =
S Nsim

Se define un candidato inicial 0 =0y, AG =1y una tolerancia (TOL > 0).
Mientras méax{|Af|} > TOL se repiten los pasos 1 a 4:

1. Se calcula

2. Se calcula la matriz J:

x'; 0
)
3. Se calcula la direccion del minimo:

AG = (JE)TLITAF.
4. Se actualiza el valor de los parametros
0 =0+ hAb,
donde 0 < h < 1 es un parametro de relajacion.

Esta técnica es lo que hace competitivo al método LSMC, ya que se emplea pa-
ra aproximar, en cada instante de tiempo, una funcién que informa del precio de
conservar la opcion Americana en funcion de la cotizacion.

Las trayectorias calculadas mediante las simulaciones se emplearan para generar
el conjunto de datos al que se ajustaran los parametros de dicha funcion.
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4.3. El método de Longstaff-Schwartz

Siguiendo el mismo enfoque que en [15], se va a hacer una descripciéon construc-
tiva del método propuesto en ese articulo.

Sea t € [0,7] y se desea calcular en ¢t = 0 el precio de una opcion Put Americana
v(0, Sp) para un determinado strike K y a un vencimiento 7.

Se fija un numero de etapas temporales intermedias N; de forma que

t; :i]zf;’i =0,..., 0V,
y un numero de simulaciones Ng;,, para el método de Monte Carlo.

Estos t;,7 = 0,..., N, son los instantes de tiempo de la opcion Put Americana donde
se puede ejercer prematuramente (aproximandola, como se ha dicho, por una opcion
Bermuda).

Se generan Ny, trayectorias de la accion mediante (4.2) para la discretizacion
temporal fijada {ti}f\ﬁo y se almacenan el valor de todas las cotizaciones de la accion
en todos los tiempos de la discretizacion de cada trayectoria.

El valor de la Put se aproxima mediante un principio de programacion dinamica,
es decir, se empieza desde el vencimiento 7'y el problema se va resolviendo desde el
ultimo instante de tiempo hacia atras.

En el vencimiento, la opcion muere, y el precio de la misma es conocido, con lo
que se puede calcular el precio de la Put Americana

@j(T, SJ(T)) = méX{K - S](T),O}, j = 1, ce aNsim-

El resto del algoritmo es iterativo.

Se supone conocido el precio de la Put Americana en el instante ¢,;; y se desea
calcular el precio en el instante ¢,.

En primer lugar, para cada trayectoria se calcula el valor de la Put en el instante
t;. Asumiendo que la opcion no se ejecuta y se conserva hasta el instante ¢, , el
precio es el valor en t¢;4; actualizado a ¢;, es decir,

v;(ts, Sj(ti)) = €_T(ti+1_ti)@j(ti+1, Sj+1(ti+1)), 7=1,..., Ngim.

Notese que en este momento no se aplica directamente el método de Monte Carlo,
como se hizo en el ejemplo de la opcion Europea, es decir, aproximar el precio de la
Opcion a través de la formula (4.3) mediante una media. Las S;(t;) pueden ser todas
distintas.

Aqui es donde se aplica el ajuste por minimos cuadrados.

De las Ny, trayectorias, se buscan aquellas cotizaciones de la accion en el instan-
te t; de forma que ejercer la opcion en ese instante produzca un retorno estrictamente
positivo. Es decir, se buscan los valores:

ki, ks, .. .,k?NtZ: €{1,2,...,Ngm}
que verifican que
méx{K — S, (t;),0} >0, j=1,...,NZ

sim”

.
. . _ Nl
Para estas trayectorias, se recogen los correspondientes valores {vy, (ti, Sk, (t:)) }; 27"
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Aqui conviene senalar que esta eleccion selectiva de valores no es estrictamente
necesaria, pero en [15] se indica que se observo experimentalmente que, en caso de
no hacerlo y trabajar con todos los valores, el modelo tiende a infravalorar el precio
de la opcion y son necesarias muchas mas simulaciones para aproximar el valor
correcto.

Lo siguiente es estimar los parametros § de una funcion f(S;6) que mejor ajusten

t

por minimos cuadrados al conjunto de valores {vy;, (t;, Sk, (ti))}jy:szlm.

Asumiendo (ver [15]) que la verdadera funcion v(¢, S) del valor esperado de con-
servar la opcion en el instante ¢ se puede representar como una combinacién lineal
(numerable) de funciones base, f(S;60) se toma como una combinacion de M polino-
mios.

En [15] se indica que distintos candidatos funcionan bien (Chebyshev, Hermite,...)

y aqui se van a emplear los de Laguerre. Para M = 4 seria

f(S:0) = 00Lo(S) + 01L1(S) + 02L2(S) + 05L3(S),

donde los parametros estimados 6;, = (6, 61, 62, 03) solo se utilizan en la etapa t; y los
L;(S) son los polinomios de Laguerre

Lo(S) = 1,
Li(S)=1- 8,
Lo(S) = 5(2- 45 + 8, (4.5)

1
L3(S) = 6(6 — 185 +95% — 53).

Una vez estimados los parametros que mejor ajustan, esta funcion aproxima el
valor de la opcion Put en el caso de que se decida mantenerla.

Para finalizar la etapa, se actualizan los precios de los contratos de todas las
trayectorias con el siguiente criterio, para j = 1,..., Ngn.

En el caso de que j ¢ {kl, Koy Kyt

B;(ti, S;(ti)) = e "G5 (4, S (L)),

y en el caso de que j € {kl,kz,...,thz: }

0;(ti, Sj(ti)) = max{K — S;(t;), f(S;(t:); 01,)}

Una vez hecho, se retrocede a la etapa t;_; y se repite todo. Asi sucesivamente
hasta llegar a ¢y, donde también se realiza todo el proceso.
En la etapa tg, el precio de la opcion Americana se calcula como

N .
1 stm
(0, Sp) = méx {K — S0, —— Y _ ilto, SQ)} ,

Nsim .7
=1

ya que, en la etapa tj, todas las trayectorias parten de Sp.
En [15] se incluyen los siguientes resultados tedricos de la convergencia del mé-
todo cuya demostracion se puede encontrar en el propio articulo.
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Proposicion 4.3.1. Para cualquier eleccion (finita) de M funciones base y NV, etapas,
la siguiente desigualdad se satisface (casi seguro)
U(O, So) > lim @(0, So),
Nsim—r00

donde v(0, Sy) representa el verdadero valor de la opcion que puede ejecutarse en los
tiempos t;,: =0,...,N; y ©(0,Sp) el precio obtenido por el método LSMC.

Como se indica en [15] este resultado es util ya que permite establecer un criterio
(empirico) para encontrar un namero M de funciones base que da una prediccion
razonable.

Para ver la convergencia, por simplicidad, en [15] sOlo se demuestra para el caso
mas sencillo, donde la opcion solo se puede ejercer en dos instantes ¢; y t2, pero la
demostracion seria generalizable a mas etapas.

Proposicion 4.3.2. Sea v(t1,5) el verdadero precio de la opcién que s6lo puede ser
ejecutada en t; y ¢t con t; < ta.
Sea v(t1,S) el verdadero valor esperado en t; si se decide conservar la opcién
y supongamos que v(t;,S) verifica ciertas hipétesis de integrabilidad (ver [15]) y es
absolutamente continua.
Entonces, para cualquier ¢ > 0, existe M. < oo tal que
lim  Prfjv(t;,S) —0(t1,5)| > €] =0,

NsinL_)OO
donde ©(t1, S) es el precio obtenido por LSMC usando M. funciones base.

Conviene senalar que, fijado el nivel de error ¢ aceptable, este resultado implica
que el namero minimo de funciones base necesarias para alcanzar esa precision M.,
no depende del Ny, usado.

Para finalizar esta seccion indicar que en [15] no sélo se desarrolla el método
para la Put Americana, sino que también se indica como adoptar el método para
otros derivados y dinamicas de la accion.

4.4. Experimentos Numeéricos

En primer lugar se van a recrear los experimentos del articulo [15].

Para un strike K = 40 y un valor de r = 0.06, se van calcular los precios de la Put
Americana para distintas cotizaciones de la accion, volatilidades y vencimientos (de
1 y 2 anos). El namero de etapas en las que se ha dividido el intervalo de tiempo son
de 50 etapas (equidistantes) por ano transcurrido.

En la Tabla 4.1 se pueden observar un resumen de los resultados donde

= Cotizacion: Precio de la accion.

= Volatilidad:la volatilidad de la accion

= Vencimiento: el tiempo maximo al que se negocia el contrato.
= Precio Paper LS: el valor obtenido en el articulo [15].

= Precio Modelo propio: el valor obtenido con la implementacion propia realizada.
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Cotizacion | Volatilidad | Vencimiento | Precio Paper LS | Precio Modelo propio
36 0.2 1 4.472 4.4856
36 0.2 2 4.821 4.8144
40 0.2 1 2.313 2.2987
40 0.2 2 2.879 2.8767
40 0.4 1 5.308 5.3255
40 0.4 2 6.921 6.9096
44 0.2 1 1.118 1.1259
44 0.2 2 1.675 1.6890

Cuadro 4.1: Tabla 1 de [15] donde r = 0.06, Ng;,,, = 10000 y N; = 50 si el vencimiento
es de 1 anoy Ny = 100 si el vencimiento es de 2 anos

Como se puede ver, los resultados son consecuentes con los obtenidos en [15].
Evidentemente, al haberse obtenido los valores mediante simulaciones aleatorias,
no se obtienen exactamente los mismos resultados.

Una vez comprobado que la implementacion es consecuente con [15], se realiza
una comparativa entre el método implementado en el Capitulo 3 mediante elementos
finitos y el método de Longstaff-Schwartz.

Antes de seguir, conviene indicar que, a la hora de expresar una solucion obe-
nida mediante el método de Monte Carlo, esto suele hacerse mediante intervalos de
confianza (ver [15]).

Se asume que los errores numeéricos debido a las simulaciones siguen una dis-
tribucion normal. Para estudiar el error cometido, una vez fijado el valor Ng;,,, el
experimento se repite N, veces.

Para cada uno de los N,, experimentos realizados, se obtiene un valor mediante el
meétodo de Monte Carlo v;(0,.5y), i =1,..., Ne;. Se calculan las medias y desviaciones
muestrales

NCJT

1
Vexr = N Zvi(07 50)7
exr

=1

1 Nem

Oex = Nem 1 ;(Uex - Uz‘(Oa SO))27

y, el valor exacto del contrato se encontrara en el intervalo

Oex Oex
<vem 1, 96m, Vez + 1, 96m>
con una probabilidad del 95 %.

Para la comparativa entre elementos Finitos y el LSMC, se han calculado los pre-
cios de los contratos con ambos métodos para distintas cotizaciones. El tipo de interés
ha sido r = 0.05, la volatilidad ¢ = 0.10 y el vencimiento 7' = 1y el strike K = 5.

En el método de Elementos Finitos se ha tomado At = 1072 y Ny = 256. En el
método LSMC, los parametros han sido Ny, = 10000, N, = 20y Ny = 50.

En la Tabla 4.2 se reflejan los resultados. Las distintas columnas representan:
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= Cotizacion: Precio del activo subyacente.

= Precio EF: Precio de la opcion americana calculado utilizando el método de Ele-

mentos Finitos.

= Precio LS: Precio de la opcion americana calculado utilizando el método de

Longstaff-Schwartz.

» Diferencia: Diferencia entre los precios calculados por los dos métodos.

= Des.est. del precio LS: Desviacion estandar muestral (o,,) del precio calculado
por el método de Longstaff- Schwartz.

Cotizacion | Precio EF | Precio LS | Diferencia | Des.est. de precio LS
3.7890 1.2109 1.2109 0 0
4.0234 0.9765 0.9765 0 0
4.2578 0.7421 0.7421 0 0
4.4921 0.5078 0.5078 0 0
4.7265 0.2820 0.2807 0.0013 (8.74-107%
4.9609 0.1382 0.1376 6.4810~1 (6.13-107%)
5.1953 0.0621 0.0619 1.81:101 (7.37-107%)
5.4296 0.0254 0.0255 3.72:10~% (6.03-107%)
5.6640 0.0095 0.0096 1.52-10~% (3.35-107%)
5.8984 0.0032 0.0033 1.34-10~% (2.28-107%
6.1328 0.0010 0.0011 8.50-107° (1.09-107%)

Cuadro 4.2: Comparacion de precios de opcion americana utilizando Elementos Fi-
nitos (EF) y Longstaff-Schwartz (LS).

Como se puede ver en las columnas 2, 3 y 4 de la Tabla 4.2, los resultados han
sido muy similares. Hasta la cotizacion S = 4.4921 la diferencia ha sido O. Esto se
debe a que la opcion se encuentra en la zona de ejercicio, es decir, vale mas ejercerla
que conservarla. Como el precio de ejercicio es tiinico para ambos métodos, se obtiene
el mismo resultado.

En las cotizaciones donde es 6ptimo conservar la opcion, la diferencia entre ambos
meétodos es muy pequena.

A la vista de los resultados de la Tabla 4.2 se puede concluir que tanto el método
de elementos finitos como el LSMC dan aproximaciones validas al precio de la Put
Americana.

Esto se puede ver graficamente en la Figura 4.1 donde, para el mismo experimen-
to, a la izquierda se ha representado el precio obtenido con el método de elementos
finitos, en el centro el precio obtenido con el LSMC y a la derecha su diferencia.

El tiempo de computo para los parametros de los métodos indicados han sido
similares, tardando algo mas el método de Monte Carlo al tener que ir cotizacion a
cotizacion.

Para concluir indicar que, si deseara mas precision en el calculo de los precios, el
método de elementos finitos seria mas eficiente, ya que como se vio en el Capitulo 3, es
un meétodo de orden 2 en espacio (y 1 un tiempo). La estimacion del error del método
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Put Ameri

o 2 a &

Cotizacion

(a) Put Americana (MEF)

8

10

(b) Put Americana (LSM)

Diferencia

a = s 10
Cotizaciéon

(c) Diferencia métodos

Figura 4.1: Comparativa en la valoracion de la Put Americana entre el MEF y el LSM

LSMC a través de intervalos de confianza hace que sea un método de convergencia

mas lenta que el método de elementos finitos.

No obstante, la adaptacion del LSMC a otros productos derivados o dinamicas de
la accion es muy directa, como se puede ver en [15], mientras que el desarrollo de un
meétodo numeérico de elementos finitos a otros productos o dinamicas puede requerir

de un mayor desarrollo o coste computacional.
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Capitulo 5

Conclusiones

La valoracion de opciones financieras ha sido objeto de investigacion y desarrollo
durante décadas, lo que ha llevado al surgimiento de una variedad de métodos para
abordar su complejidad.

Entre estos métodos se encuentran los elementos finitos, que ofrecen una versa-
tilidad notable al permitir la modelizacion de opciones con condiciones de frontera
complejas, lo que resulta util en contextos donde las estructuras de pago no son
estandar.

Sin embargo, su implementacion puede ser computacionalmente costosa, espe-
cialmente cuando se trata de opciones con multiples dimensiones o con condiciones
de ejercicio temprano. Por otro lado, el método de Least Squares Monte Carlo destaca
por su eficiencia en la valoracion de opciones americanas, ya que permite abordar
el ejercicio temprano de manera efectiva. No obstante, su precision esta sujeta a la
calidad de las simulaciones y al modelo de regresion utilizado, lo que puede afectar
su utilidad en situaciones donde se requiere una precision excepcional.

Otras técnicas como los métodos espectrales, ofrecen una alta precision y efi-
ciencia. Aunque son altamente efectivos en problemas con soluciones suaves y bien
representadas, su implementacion puede requerir un desarrollo complejo o transfor-
maciones y/o cambios de variable que pueden resultar un desafio.

Finalmente, las redes neuronales han surgido como una herramienta poderosa en
la valoracion de opciones financieras debido a su capacidad para capturar relaciones
no lineales complejas y adaptarse a datos no lineales. Sin embargo, su éxito depende
en gran medida de la disponibilidad de grandes cantidades de datos de alta calidad
para entrenarse adecuadamente, y su naturaleza de "caja negra" puede dificultar la
interpretacion de los resultados.

En ultima instancia, la eleccion del método de valoracion adecuado depende del
contexto especifico, las caracteristicas de la opcion y los recursos computacionales
disponibles. Una combinacion inteligente de enfoques puede ofrecer una valoracion
mas completa y precisa de las opciones financieras en diferentes escenarios y condi-
ciones del mercado, lo que subraya la importancia de comprender y utilizar apropia-
damente estos métodos en el contexto financiero.
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