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Resumen: en este trabajo se analizan y comparan distintas metodologias
educativas aplicadas a la ensefianza de las matemaéticas en el contexto de
la educacién secundaria. Se estudian tres metodologias: la leccion magistral
tradicional, el Aprendizaje Basado en Problemas y el método Singapur, eva-
luando sus fortalezas y debilidades y estableciendo una comparativa entre
ellas.

Abstract: the present work examines and compares different educational
methodologies applied to the teaching of mathematics in the context of
secondary education. Three methodologies are studied: traditional lectures,
problem-based learning and Singapore math, evaluating their strengths and
weaknesses and drawing a comparison bewteen them.
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1. Introduccion

En el Master de Profesorado se han estudiado varias metodologias educati-
vas, y cémo aplicarlas a la ensenanza de las matematicas. Sin embargo, a dia
de hoy, la tradicional metodologia de las clases magistrales sigue dominan-
do el panorama educativo, siendo con diferencia la metodologia méas usada.
Esta falta de variedad metodolégica produce estancamiento en el sistema
educativo, y es incapaz de dar respuesta a las necesidades contemporaneas
de nuestros estudiantes. Se hace necesario, por tanto, explorar otras meto-
dologias y ver cémo se comparan con las clases magistrales, qué ventajas
tienen y cuando es adecuado aplicarlas.

Las dos metodologias nuevas que exploraremos en este trabajo son el método
Singapur y el aprendizaje basado en problemas (ABP). Estas metodologias
se han ido haciendo populares en los iltimos afios y prometen solventar al-
gunas de las carencias de las clases convencionales. Incluiremos también a
la leccién magistral como una metodologia més con el objetivo de estable-
cer las comparaciones pertinentes. Veremos primero cémo encajan nuestras
propuestas con la legalidad vigente y luego, tras una breve discusion del
fundamento tedrico de estas metodologias, presentaremos ejemplos de apli-
cacién de las mismas al temario de matematicas de 22 de Bachillerato.

Para el método Singapur se ha elegido el tema de matrices (y un poco de
determinantes), siguiendo en parte las aportaciones de Gallo et al. (2019) so-
bre la visualizacién de transformaciones lineales en el plano con GeoGebra.
Tanto para esta parte como para la lecciéon magistral, planteamos una pla-
nificacion tipica de varias sesiones, que asumiremos de 50 minutos. La parte
de ABP se centra més en el tema de determinantes (pero las matrices siguen
siendo muy importantes), presentando varios problemas junto con las solu-
ciones a las que se espera pudieran llegar los alumnos por su cuenta. A parte
de explorar el temario estandar del curriculum, se plantean también algunos
problemas mas avanzados y “reales” como la modelizacién de un apocalipsis
zombi (que no deja de ser un problema de modelos de poblacién), siguiendo
el modelo dado por Munz et al. (2009), y el estudio de ternas pitagdricas,
siguiendo las demostraciones dadas por Hall (1970). Para la parte sobre la
leccién magistral se hace una presentacién mas o menos estdndar del temario
habitual de derivadas. Por supuesto, cada seccién lleva asociada una parte
de evaluacién para asegurar que los alumnos han adquirido los conceptos.

Finalmente, establecemos una comparativa entre metodologias, senalando
las ventajas y desventajas de cada una y cuando seria apropiado utilizarlas.



2. Fundamentacion Curricular

Toda propuesta didactica debe estar encuadrada en la legislacién vigente;
en este caso el curriculum pertinente viene dado en «Decreto 40/2022 de
29 de septiembre, por el que se establece la ordenacion y el curriculo del
Bachillerato en la Comunidad de Castilla y Ledn. Boletin Oficial de Castilla
y Ledn, 190» (2022). Nos encontramos en el segundo curso del Bachillerato
y en la asignatura de Matematicas. Los elementos curriculares mas impor-
tantes que debemos tener en mente son los contenidos y las competencias
especificas de la asignatura.

2.1. Contenidos

Estos son los contenidos que abordaremos con las diferentes metodologias,
tal como vienen en el BOCyL:

e Sentido numérico.

— Adicién y producto de vectores y matrices: interpreta-
cién, comprension y uso adecuado de las propiedades.

— Inversa de una matriz.

— Célculo de determinantes: interpretacién, comprensiéon
y uso adecuado de sus propiedades.

— Conjuntos de vectores y matrices: estructura, compren-
sién y propiedades.

e Sentido espacial.

— Objetos geométricos de tres dimensiones (vectores, rec-
tas, planos): andlisis de las propiedades y determinacién
de sus atributos.

— Relaciones de objetos geométricos en el espacio: repre-
sentacion y exploraciéon con ayuda de herramientas di-
gitales.

— Representaciéon de objetos geométricos en el espacio
mediante herramientas digitales o fisicas.

— Modelizacién de la posicién y el movimiento de un ob-
jeto en el espacio utilizando vectores.

e Sentido de la medida.
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— Interpretacién de la integral definida como el area bajo
una curva.

— Derivadas: interpretacion y aplicacion al calculo de limi-
tes. Regla de L’Hopital.

— Cdlculo de la ecuacion de la recta tangente y la recta
normal.

(«Decreto 40/2022 de 29 de septiembre, por el que se establece
la ordenacién y el curriculo del Bachillerato en la Comunidad de
Castilla y Leén. Boletin Oficial de Castilla y Ledn, 190», 2022).

2.2. Competencias especificas

Debido a la variedad en las metodologias elegidas, tendremos ocasién de
trabajar todas las competencias especificas de la asignatura:

1. Modelizar y resolver problemas de la vida cotidiana y de
la ciencia y la tecnologia aplicando diferentes estrategias y
formas de razonamiento para obtener posibles soluciones.

2. Verificar la validez de las posibles soluciones de un proble-
ma empleando el razonamiento y la argumentacion para
contrastar su idoneidad.

3. Formular o investigar conjeturas o problemas, utilizando el
razonamiento, la argumentacién, la creatividad y el uso de
herramientas tecnolégicas, para generar nuevo conocimien-
to matemaético.

4. Utilizar el pensamiento computacional de forma eficaz, mo-
dificando, creando y generalizando algoritmos que resuelvan
problemas mediante el uso de las matematicas, para mode-
lizar y resolver situaciones de la vida cotidiana y del ambito
de la ciencia y la tecnologia.

5. Establecer, investigar y utilizar conexiones entre las dife-
rentes ideas matematicas estableciendo vinculos entre con-
ceptos, procedimientos, argumentos y modelos para dar sig-
nificado y estructurar el aprendizaje matematico.

6. Descubrir los vinculos de las Matematicas con otras areas
de conocimiento y profundizar en sus conexiones, interre-
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lacionando conceptos y procedimientos, para modelizar, re-
solver problemas y desarrollar la capacidad critica, creativa
e innovadora en situaciones diversas.

7. Representar conceptos, procedimientos e informacién ma-
tematicos seleccionando diferentes tecnologias, para visua-
lizar ideas y estructurar razonamientos matematicos.

8. Comunicar las ideas matematicas, de forma individual y
colectiva, empleando el soporte, la terminologia y el rigor
apropiados, para organizar y consolidar el pensamiento ma-
tematico.

9. Utilizar destrezas personales y sociales, identificando y ges-
tionando las propias emociones, respetando las de los demas
y organizando activamente el trabajo en equipos heterogéneos,
aprendiendo del error como parte del proceso de aprendiza-
je y afrontando situaciones de incertidumbre, para perseve-
rar en la consecucién de objetivos en el aprendizaje de las
matematicas.

(«Decreto 40/2022 de 29 de septiembre, por el que se establece
la ordenacién y el curriculo del Bachillerato en la Comunidad de
Castilla y Leén. Boletin Oficial de Castilla y Ledn, 190», 2022).



3. Fundamento tedrico de las metodologias

3.1. Meétodo Singapur

El método Singapur hace referencia a los elementos del curriculo educativo
de Singapur con respecto a la ensenanza de las matematicas. Ha ido cogiendo
fuerza en los ultimos anos debido a los excelentes resultados que ha obtenido
Singapur en pruebas internacionales como la de PISA.

De acuerdo con Linares (2020), el método se basa en las ideas de Jerome
Bruner, Zoltan Dienes y Richard Skemp, concretandose en los siguientes
elementos:

¢ Enfoque CPA: se plantea el aprendizaje de las matematicas en tres eta-
pas, pasando de una concreta, donde se manipulan objetos fisicos para
representar conceptos matematicos, otra pictérica, donde se utilizan
dibujos y diagramas para visualizar los conceptos, y finalmente, una
abstracta, donde se introducen ya los simbolos y la notacién propios
de la disciplina.

e Curriculo en espiral: los conceptos matematicos se revisan y se pro-
fundizan a lo largo de varios afios, construyendo nuevos conocimientos
sobre los antiguos, lo que permite a los estudiantes desarrollar una
comprension sélida y duradera.

e Variaciones sistematicas y perceptuales: se presentan multiples repre-
sentaciones de los conceptos mateméticos (tanto en cuanto a comple-
jidad, como en cuanto a la manera de representarlos), lo que ayuda a
los estudiantes a desarrollar una comprension flexible y adaptable.

e Comprensién relacional frente a la comprension instrumental: se pone
énfasis en la comprensiéon de como los conceptos matemaéaticos se rela-
cionan entre si, en lugar de simplemente memorizar procedimientos.

Aunque este método se aplica en Singapur sobre todo en primaria, en este
trabajo se presenta algo completamente novedoso: su aplicacién (incluyendo
el uso de materiales manipulativos) al temario de 2° de Bachillerato, en
concreto con el tema de matrices y determinantes.

3.2. Aprendizaje basado en problemas

El aprendizaje basado en problemas es una metodologia que utiliza proble-
mas (usualmente reales, pero pueden ser ficticios) como punto de partida
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para que, trabajando sobre ellos, los alumnos adquieran nuevos conocimien-
tos. Este enfoque promueve la colaboracién (se suele hacer por grupos) y el
pensamiento critico y auténomo.

Hay varias formas de plantear el ABP. Por ejemplo, en el articulo «Problem-
Based Learning» (s.f.), de la universidad de Maastricht, plantean el ABP en
siete pasos:

e Analizar el problema y asegurarse de que todo el mundo lo entienda.

e Identificar las preguntas a las que hay que dar respuesta para resolver
el problema.

e Hacer una lluvia de ideas con lo que el grupo ya sabe e identificar
soluciones en potencia.

e Analizar y estructurar los resultados de la lluvia de ideas.

e Formular objetivos de aprendizaje para el conocimiento que ain no se
tiene.

e Estudiar de forma independiente (individualmente o en grupos més
pequenos).

e Discutir los resultados.

En esta metodologia, el papel del profesor es el de plantear el problema,
facilitar el acceso a los recursos necesarios para que los alumnos investiguen,
guiar un poco la investigacién, resolver dudas y ayudar a los grupos si se
atascan (cuando sea pertinente).

3.3. Leccién magistral

La leccion magistral es el método docente mas utilizado tanto a dia de
hoy como histéricamente. Consiste en la transmisién oral (a menudo con
apoyo de una pizarra, transparencias, o presentaciones digitales) y directa
de conocimientos desde el docente hacia los estudiantes. Esto implica que el
profesor desempena el papel principal en el proceso de ensenanza.

Esta metodologia ha sido fuertemente criticada por diversas razones:

e Fomenta la pasividad de los estudiantes. Durante la mayor parte de
una clase magistral los estudiantes se limitan a escuchar al profesor y
tomar nota.
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e Dificulta adaptar el ritmo a las necesidades de todos los estudiantes.
Siguiendo con el punto anterior, esta metodologia dificulta la retro-
alimentacién entre el profesor y los estudiantes y por tanto limita la
capacidad del profesor para adecuar las clases a su alumnado.

e Hace dificil mantener una alta motivacién en el alumnado. Las clases
pueden hacerse repetitivas y poco interesantes.

e El desarrollo de habilidades practicas esta completamente ausente en
esta metodologia.

Sin embargo, también tiene claras ventajas:

e Permite una visién global y unificada del tema, haciendo mas facil su
posterior estudio por parte de los alumnos.

e Es eficaz en la transmisiéon de la informacién. Al tener el profesor
tanto control sobre las clases, se pueden evitar malentendidos y resolver
dudas al momento.

e Es eficiente para el docente en cuanto al tiempo de preparacién de las
clases.

Y hay autores contemporaneos que la defienden. Bligh (1998) defiende que
la lecciéon magistral puede ser una metodologia adecuada, siempre y cuando
sea elegida por el profesor por buenos motivos, y no como la metodologia
por defecto. Asimismo, Bligh propone ocho principios para garantizar una
lecciéon magistral de calidad:

e Intentar que las clases tengan conexién con la vida diaria o intereses
de los alumnos.

o Ensenar sobre el todo para mejorar la comprensién y sobre las par-
tes para comunicar informacién especifica. Por ejemplo, pedir a los
estudiantes que reflexionen en general sobre un tema, identificando las
preguntas mds importantes a responder, y luego ir ensenando resulta-
dos especificos en diversas areas del tema.

e Organizar el tema. Con restiimenes de cada clase y tema y un plan
de estudios bien elaborado se consigue conectar los componentes del
curso en un todo unificado, lo cual facilita el aprendizaje.

e Darle uso a los nuevos conocimientos cuanto antes. Cuestionarios, tra-
bajos, debates, cualquier actividad que de a los estudiantes la oportu-
nidad de poner en préctica nuevos conceptos, mejorando su retencién.
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e Utilizar sabiamente la repeticién. Indicar los puntos clave al principio
y al final. Repetir las definiciones de conceptos y conclusiones impor-
tantes con frecuencia.

e Hacer comentarios frecuentes sobre céomo estd yendo el proceso de
aprendizaje. Los estudiantes aprenden mejor cuando saben cémo eva-
luar su propio progreso.

e Mantener a los estudiantes alerta. Mezclar estimulacion visual y audi-
tiva, e introducir algin elemento novedoso en cada clase.

e Relacionar la informacién nueva con los conceptos previamente adqui-
ridos, resultando en un aprendizaje significativo.

10



4.

4.1.

Metodologia 1: Método Singapur

Sesién 1: Rotaciones y simetrias

En 22 de Bachillerato se introduce el concepto de matriz, pero se suele
presentar simplemente como una tabla de nimeros. Con esta actividad pre-
tendemos introducir tanto las matrices como el producto de vectores por
matrices, de forma geométrica y con un entendimiento més profundo de
por qué ponemos esos nimeros en una tabla.

Para ello, dispondremos de varias copias del siguiente material:

Para las rotaciones: dos hojas con una cuadricula impresa, una con
lineas mucho m&s gruesas. Las superponemos y las unimos con un
encuadernador, como se muestra en la Figura 1. El resultado es una
configuracién que nos permite visualizar las rotaciones simplemente
rotando una hoja respecto de otra a contraluz, para que se vea la
cuadricula original por debajo.

Para las simetrias: igual que el anterior, pero no unimos las hojas
con un encuadernador. Rotaciones con respecto a una recta arbitraria
son més dificiles de hacer, asi que nos quedamos con rotaciones con
respecto del eje x, el eje y, y las bisectrices de los cuadrantes. Solo hay
que dar la vuelta a la hoja adecuadamente para visualizar la simetria
(para esto conviene poner las hojas en la ventana, porque lo que tienes
que ver estard siempre por la otra cara de la hoja).

Figura 1. Disposicion para trabajar las rotaciones

El resultado es un material manipulativo que nos permite visualizar dos

11
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tipos de transformaciones lineales: las rotaciones y las simetrias. Podemos,
por ejemplo, dibujar cualquier figura que queramos con lapiz para rotarla con
este material, como se muestra en la Figura 2. Se han dibujado los vectores
de la base canonica 7 y j, asi como sus transformadas en una rotacién de

60°.

<>

A X/

>

| £ 7()

Figura 2. Ilustracién de la rotacion de un triangulo.

Con esto en mente, la actividad propuesta consiste en los siguientes pasos:

1. Se forman grupos de alumnos de cuatro o cinco personas, para mi-
nimizar la cantidad de material necesaria y para fomentar el trabajo
en equipo y mejorar la atencién a la diversidad. Para tal propdsito,
lo ideal serian grupos heterogéneos, pero las matrices se suelen ver al
principio del curso, asi que puede que nos tengamos que conformar con
grupos aleatorios si no conocemos todavia a los alumnos y alumnas.

2. Empezamos con las rotaciones. Repartimos el material correspondiente
y les ensenamos como se usa. Si hay luz suficiente, no es necesario poner
el papel en la ventana para que se vea la cuadricula de abajo. Si no,
no pasa nada, nos levantamos y vamos a las ventanas para verlo.

3. Para que vayan familiarizindose con el material, les pedimos que di-
bujen cualquier cosa que quieran (con ldpiz) y que vean cémo se va
rotando a distintos angulos.

4. Pasando a algo mas formal, les pedimos que dibujen el vector (1,2), y
para recordar conceptos del curso pasado les pedimos que lo expresen
como combinacién lineal de los vectores de la base candnica i y j (no

12
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hace falta que usemos esa terminologia para contarselo), y que dibu-
jen también esa combinacién lineal. Después, rotamos 90° en sentido
antihorario y vemos que el vector rotado es el (—2,1).

5. Es importante hacer que los alumnos vean una propiedad fundamental
de las rotaciones: la linealidad. Es decir,

17 =al + bj — Rgoo (17) = CLRQOO (i) + bRgoo (j) (].)

Esta férmula la escribimos en la pizarra (primero con el (1,2) en vez
de (a,b)), y hacemos que la comprueben con el material manipulativo,
como se ve en la Figura 3. Hacemos notar que esto significa que la rota-
cién queda descrita completamente dando las coordenadas de Rggyo ()
y Rggo (). Es decir, conociendo esos cuatro nimeros, las cordenadas
de los outputs de 7 y 3, podemos rotar cualquier vector.

A~

2j 7

(%)

~
A

>

27())

Figura 3. Ilustracién de la linealidad con una rotacién de 90°.

6. Vamos al siguiente paso, les decimos que encuentren una férmula para
Rggpo (¥) en funcién de las coordenadas de . ;Qué encontraran?

o =(7)- = (3)
o = (1) 02 () = ()

13
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10.

Esta es una férmula que seguro que se sabian de otros anos: para obte-
ner un vector perpendicular a otro, cambias de orden las coordenadas
y a una la cambias de signo. Pero ahora entienden de dénde sale. De-
jamos la formula anterior en la pizarra y continuamos con el siguiente
paso.

Repetimos los pasos 2-6 con la simetria con respecto al eje x. Esta es
la féormula que encontrariamos:

s =(y). s0=(5),
(o) (5) - (5):

Les contamos que las rotaciones y las simetrias son transformaciones
lineales, y que hay muchas mas transformaciones lineales. Estas trans-
formaciones son la que cumplen la ecuacién (1), y precisamente porque
cumplen esa ecuacion, se pueden describir solo con cuatro nimeros (en
el plano): las coordenadas de 7 y j tras aplicarles la transformacién.

-

—

N
I

Introducimos el concepto de matriz. Como las transformaciones li-
neales en el plano se pueden describir con cuatro nimeros, se suelen

agrupar todos juntos:
0 —1
r = (0.

Finalmente, cuando queremos aplicar una transformacién lineal sobre
un vector, lo podemos entender como un producto de la matriz por el
vector:

o [()] = 6 9) 6) = () 2 () = ()

En general, una transformacién lineal T llevard asociada una matriz:
a b a . b .
r=(20). (¢)=r0.(}) -10,

14
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y se aplicard a un vector cualquiera ¥ = (z,y) mediante el producto:

= (2 0) () == (2) 4o () = (1)

Las primeras veces, no pasa nada porque escriban el paso intermedio, pues
es el paso que le da el significado a la operacién y la hace intuitiva. A partir
de aqui podemos hacer ejercicios para que cojan soltura con el producto
de matriz por vector, o podemos pasar directamente a la actividad 2 en la
siguiente sesion, y dejar los ejercicios para més adelante.

Explicado de esta manera, la idea es que los estudiantes tengan un con-
cepto mucho més robusto de para qué se usan las matrices y por qué las
introducimos.

Ademds, les ayuda a interiorizar la idea de que, si tu vector tiene dos coor-
denadas, necesitas que la matriz tenga dos columnas, para multiplicar cada
coordenada del vector por cada columna. Si las columnas fuesen de 3 nime-
ros, no pasaria nada, el producto se puede hacer de la misma manera. Pero
si hubiese mas o menos columnas, ya no se podria realizar el producto. Por
tanto, esta forma de ensenar el producto hard mas facil que luego entiendan
que para multiplicar dos matrices necesitas que la de la izquierda tenga el
mismo numero de columnas que la de la derecha tiene de filas.

4.2. Sesion 2: Aplicaciones lineales con GeoGebra

En esta segunda sesion se trata de familiarizarse con las transformaciones
lineales y sus propiedades usando programas de GeoGebra. Vamos a ver
varios programas, que los estudiantes podrdn manipular en una sala de or-
denadores (si la logistica no lo permite, como poco se lo podemos ensenar
en el aula habitual con el proyector). Cada uno de estos programas puede
ser util para ver distintas propiedades.

4.2.1. Programa 1: El mas basico

Empezamos con un programa sencillo que muestra una cuadricula transfor-
mada por una aplicacion lineal. Podemos cambiar la aplicacion lineal cam-
biando los coeficientes de la matriz, y podemos ir moviendo el vector x para
ver como cambia su transformado, el vector y. Algunas cosas interesantes
que debemos hacer notar a los estudiantes:

15
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e Si hacemos coincidir x con los vectores de la base candnica, obtenemos
el paralelogramo en el que se basa la cuadricula transformada.

e Si cambio el médulo de x sin cambiar su direccién, la direccién de y
tampoco cambia.
e Hay ciertos inputs x que estdn alineados con sus outputs y. Aunque

los vectores propios no forman parte del temario de bachillerato, no
cuesta nada hacerles ver este hecho sencillo y decir que se llaman

vectores propios.

/ .
, B / PP / B
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Figura 4. Programa mostrando una cuadricula transformada
mediante una aplicacién lineal. Autor: Mikkel Stouby Petersen.
URL: https://www.geogebra.org/m/sgG4s5Ak. Ultima consulta:
10/04/2024.

4.2.2. Programa 2: Transformando la Mona Lisa

Con este segundo programa podemos alterar con deslizadores la transfor-
macién lineal que aplicamos. Ademés de poder hacer esto manualmente, el
programa dispone de una animacién que va moviendo el cuadro por si solo.
Hay varias cosas que se pueden senalar aqui:

e El area del cuadro puede cambiar. Esto es una diferencia importante
con las rotaciones y las simetrias, que dejan el area igual. En general,
una aplicacion lineal puede alterar las areas.

e Hay veces que el cuadro “desaparece”, el area va disminuyendo hasta
llegar a cero. Les explicamos a los alumnos que esto es porque todos
los outputs de la transformacion lineal estan en una linea.
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4. Metodologia 1: Método Singapur

e Después de que desaparezca el cuadro, vuelve a aparecer, pero estd
“dado la vuelta”.

Reset

mora (] Hoben

Figura 5. Programa de GeoGebra para ver como varian las areas
y la orientaciéon transformando la Mona Lisa. Autor: rm11821.
URL: https://www.geogebra.org/m/pDU4peV5. Ultima consulta:
10/04/2024.

4.2.3. Programa 3: Controlando graficamente la transformacién

Este tercer y ultimo programa es especialmente 1til porque nos permite con-
trolar la transformacién aplicada moviendo dos vectores, que son los outputs
de 7 y J, es decir, las columnas de la matriz. Esto nos permite introducir de
manera sencilla dos propiedades de las transformaciones lineales:

e Cuando los dos vectores son linealmente dependientes, el area de la
foto transformada es cero, es decir, todo el espacio queda comprimido
a una linea.

e ;Cémo podriamos determinar si la transformacion le “da la vuelta”
a la imagen? Facil: con la regla de la mano derecha. Si llevas v; a
vy por el camino mas corto y resulta que ese camino es en sentido
antihorario, la imagen se queda con la misma orientacién. Pero si es
en sentido horario, la imagen queda del revés. Esta propiedad se puede
comprobar ficilmente manipulando los vectores con el programa.
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o

Eigenvalues: 1/17 and 1

1.17 0 \/2\ _ (2.34
035 1°/\1)  \1.711

Choose a picture

g | i \ Downton Abbey
,,,, i - D Magritte
D Jack Nicholson

Figura 6. Tercer programa, importante para controlar la trans-
formacién de forma manipulativa. Autor: Gihan Marasingha.
URL: https://www.geogebra.org/m/zjykhSfu. Ultima consulta:
10/04,/2024.

4.3. Sesion 3: Determinantes

Pasando al terreno pictdrico/representativo, en esta actividad introducimos
el concepto de determinante de forma geométrica, como el factor por el cual
se transforman las dreas al hacer una aplicacién lineal.

En primer lugar, partimos de que ya les hemos hecho ver que el area puede
cambiar al hacer transformaciones lineales. Luego, debemos convencerles de
que todas las areas cambian por el mismo factor. Esto es debido a dos hechos
fundamentales:

e Estas transformaciones dejan las lineas de una cuadricula paralelas y
equiespaciadas. Por tanto, todos los cuadrados de la cuadricula (que
podemos hacer tan fina como queramos) cambian su area por el mismo
factor, como se ve en la Figura 7.

e El drea de cualquier forma geométrica puede aproximarse por cuadra-
dos pequenios con precisién arbitraria.
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Figura 7. Ilustracién de como cambian las areas en una cuadricu-
la.

Una vez establecido esto, trabajamos la visualizaciéon de areas de nuevo con
GeoGebra, esta vez con dos programas, mostrados en las Figuras 8 y 9. La
idea es trabajar un poco la intuicién antes de meternos en cémo se calcula
el determinante. También introducimos la idea de que si la transformacién
lineal le da la vuelta al plano, el determinante queremos que sea negativo.

' 3 Q
C ®— L

T Determinant = (3 x 1) — (0 x 1)
4 ~3

Figura 8. Primer programa de GeoGebra para entender
los determinantes. Autores: Antonella Zanna, Catherine Berry.
URL: https://www.geogebra.org/m/H2xbpuEa. Ultima consulta:
10/04/2024.

Por 1ltimo, hacemos la deduccién de ese factor por el que se multiplican las
areas, a base de transformar el cuadrado unidad, apoyandonos siempre en
una representacion geométrica de lo que estd sucediendo, como se ve en la
Figura 10.
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v Area of Parallel 18 5 2
lT: (5’ 1) rea o arallelogram: ‘1 4| = 18
V= (24
. : —— ‘. . .
4 -—,"“_— 5 ”/I
3 })’
7
oS {
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

Figura 9. Segundo programa de determinantes. Autor: Brian
Sterr. URL: https://www.geogebra.org/m/rsfuwyur. Ultima con-

sulta: 10/04/2024.

b a

et Kf Z)] = (a+b)(c+d) —ac—bd —2bc=ad - b

Figura 10. Ilustracién para deducir la férmula del determinante
2x2.

4.4. Sesién 4: Producto de matrices

Por ultimo, para una tarea maés abstracta, queremos motivar la férmula del
producto de matrices usando todo lo que hemos visto anteriormente. La idea
bésica es que si aplicamos una transformacién lineal después de otra, el efecto
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neto es el de aplicar una transformacion lineal que llamamos la composicién
de las otras dos. Como hemos visto que aplicar una transformacién lineal
a un vector equivale a multiplicarlo por una matriz, podemos expresar esta
idea en una ecuacién:

a b e f\[(z\]| _(? 7\ [z
c d g h)\y/)| \? ?2)\y/)"
Parece natural llamar a la matriz de la derecha, la composiciéon, el producto

de las dos matrices de la izquierda. Y como ya sabemos desarrollar la parte
de la izquierda (dado que son productos de matriz por vector):

(&0 (o) = ([ecriom v ted o)

_ (ae+bg af +bh\ [z
~\ce+dg cf+dh) \y)’
De esta manera deducimos la férmula del producto de matrices sin tener

que sacarla de la nada y decirles que la memoricen.

Para motivar a los alumnos a encontrar esta formula, empezamos primero
con matrices sencillas cémo las de las rotaciones y simetrias, y les pedimos
que calculen a donde lleva la composicién de las transformaciones a los vec-
tores 7 y 7. Tal como hemos introducido las matrices, esa informacion nos da
directamente la matriz producto. Luego pasamos a hacer este procedimiento
con matrices mas complicadas. Por ejemplo:

1 2 3 2 N (1 2\/3\ (5
-1 0 1 -2 0/ \-1 0/\1) \-3)’
por tanto la primera columna del producto de matrices
1 2\ /3 2
-1 0/\1 -2
es g
-3/

Razonando igualmente para la segunda columna obtendriamos el producto
completo.
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Después de hacer unos cuantos ejemplos de este estilo, es cuando podemos
plantear el ejercicio de encontrar una férmula general para el producto de
matrices 2x2.

Por 1ultimo, presentamos un algoritmo préctico para calcular el producto de
dos matrices. Partimos del producto de una matriz fila por un vector (o por
una matriz columna), que se hace igual que hemos hecho los productos de
matrices por vectores hasta ahora:

1

(3 2) <_1>:1-3—1-2:1.

Pues para hacer el producto de dos matrices, podemos organizarlas de la
siguiente manera y hacer los productos correspondientes de filas por colum-

: Ty (o
T ) TRG Y

1) (¢
27 G20

Por supuesto, el orden en el que se multiplican las matrices altera el pro-
ducto.

.Y qué hay de las matrices no cuadradas?;O de mas dimensiones?

Hasta ahora solo hemos hablado de matrices cuadradas en dos dimensiones,
pero es necesario también saber operar con matrices no cuadradas. Por suer-
te, las ideas vistas hasta ahora se pueden generalizar sin problema a tales
matrices. Consideremos la matriz

1 1
A=1-2 3
4 2
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. Qué aspecto tiene esta matriz como aplicacién lineal? Si aplicamos el razo-
namiento al que hemos llegado con el material manipulativo, podemos hacer
el producto de esta matriz por un vector de la siguiente manera:

1 1 . 1 1 r+y
-2 3 <):x 214y 3] =|—-2z+3y
4 2 4 2 4z 4 2y

El output de la aplicacién es un vector en tres dimensiones. Esta matriz,
por tanto, es una aplicacién lineal del plano, R2, al espacio, R3.

Por otro lado, una matriz como la siguiente

11 2
B_(243)

es una aplicacién lineal de R? a R?. Podemos entonces componerlas, haciendo
el producto de ambas:

R?>— R3 —R?
A B
7 —— AU+ (BA)T

Es importante senalar a los alumnos una dificultad tipica en este tema:
solemos leer de izquierda a derecha, pero la matriz que se aplica primero en
la composicion es la de la derecha.

En esta ocasién, el resultado del producto es una aplicacién lineal que va
de R? a R?. Por consiguiente, serd una matriz 2x2. Esta forma de ver las
matrices como aplicaciones lineales nos da una caracterizacién directa de
cudndo se pueden multiplicar dos matrices. Los outputs que salgan de la
primera (la de la derecha) tienen que ser de la misma dimensién que los
inputs que entran a la segunda (la de la izquierda), para poder hacer la
composiciéon. En otras palabras, la matriz de la izquierda tiene que tener el
mismo numero de columnas que la de la derecha tiene de filas.

Procedemos, por tanto, a hacer el producto de las dos matrices propuestas,
usando el mismo algoritmo que antes:
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1)1 1 [T
-2 3 -2 3
4 2 4 2
11 2\ @ 7 11 20/ 7 B
2 4 4)J\ 7 7 2 4 4)\ 7 7

e
|

~ e e

~ 00 DN W =

4.5. Evaluacion

Evidentemente no se puede pretender que después de 4 actividades de una
hora los alumnos sean capaces de operar con matrices de forma fluida. Pero
el objetivo de estas tareas no es ese, sino que adquieran una intuicién y un
entendimiento profundo de las matrices y de las operaciones con ellas. La
evaluacién por tanto deberd tener eso en cuenta.

Por ello la propuesta que se va a hacer es una prueba oral, donde los alum-
nos tenga que demostrar su entendimiento intuitivo de las matrices como
aplicaciones lineales, a través de razonar sobre ciertas propiedades de los
determinantes y del producto de matrices. La idea es que razonen y lleguen
a entender por qué tienen que ser ciertas esas propiedades, y para ello una
prueba oral donde podamos guiarles en esos razonamientos es mucho mas
adecuada que un examen escrito.

Se enumeran a continuacién las propiedades en las que se va a centrar la
prueba. Todas ellas se pueden demostrar a través del entendimiento de las
matrices como aplicaciones lineales, del producto de matrices como com-
posicién, y del determinante como factor por el cual se transforman las
areas (o, equivalentemente, area del paralelogramo formado por las colum-
nas de la matriz). Ademads, mediante este tipo de prueba podemos evaluar
las competencias especificas 2, 3, 5 y 8. Esta ltima (comunicacién de ideas
matematicas) merece especial mencion pues se evalia mejor con una prueba
oral que con una prueba escrita.
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El producto de matrices es asociativo.
El producto de matrices no es conmutativo.

El determinante del producto de matrices es el producto de sus deter-
minantes.

Se puede extraer factor comun de una columna multiplicando el de-
terminante por el factor.

Si una de las columnas es nula, el determinante es cero.

Si se cambia el orden de dos de las columnas, el determinante cambia
de signo.

Si una matriz (aplicacién) es invertible, el determinante de la inversa
es el inverso del determinante.

Si una matriz tiene columnas linealmente dependientes, entonces su
determinante es 0 (en particular, en este caso la matriz no es inverti-

ble).

No tiene sentido hablar del determinante de una matriz no cuadrada.

Es importante comentar en clase, ademas, que todas estas propiedades fun-
cionan si cambias columnas (que es como hemos estado enmarcando la cues-
tién) por filas, aunque demostrar esto de forma geométrica no es trivial en
absoluto, y se verd con la siguiente metodologia.
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5. Metodologia 2: Aprendizaje basado en proble-
mas

5.1. Problema 1: Determinantes y sus propiedades

Hasta ahora solo hemos visto como calcular determinantes 2x2, a partir de
un calculo de dreas sencillo. ;Se puede hacer lo mismo en 3 dimensiones?
Pues resulta que si, en tres dimensiones, tendremos una matriz con tres co-
lumnas, y su determinante es el volumen del paralelepipedo generado por
esas columnas. Es posible calcular este volumen directamente, con un ar-
gumento geométrico como el que hicimos en el caso de dos dimensiones, de
modo que para una matriz

a;; Q12 G313
A= |ay ayp ay

az1 Gz a3z

su determinante es

\A| = G11Q92093 + Q12093031 + Q13091 A32 — A12031033 — A11G23032 — G1302203] -

Evidentemente no es razonable pedirle a nadie que se memorice esta formula,
y un problema afiadido es que en cuatro dimensiones o mas ya no se puede
(0 es extremadamente dificil) usar este tipo de argumentos.

i Existe otra forma de calcularlo? Eso es lo que vamos a proponer a los
alumnos como problema. Encontrar una forma sistematica de calcular de-
terminantes de orden 3, 4, y lo que haga falta. Es un problema pertinente,
que surge naturalmente del desarrollo conceptual que estamos haciendo, y
que ademés sirve para desarrollar el pensamiento computacional, pues la
clave del problema es reducir un determinante de orden n a n determinantes
de orden n—1, pero la idea es que los alumnos descubran esto por su cuenta.

Como afrontar esta tarea en su totalidad no es razonable para alumnos
de 2° de Bachillerato, vamos a dividir el problema en varias partes, cada
una de ellas un problema més pequeiio, para ir construyendo conocimiento
hasta llegar al resultado que queremos. Podemos poner a todos los grupos
a trabajar en la misma parte, o poner a cada grupo con una parte distinta.

Empezamos por un problema relativamente sencillo, que termina de cerrar
nuestra definicion de determinante para tener una base sélida sobre la que
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asentarnos, a la vez que nos sirve para calentar y entrar en materia con
procesos cognitivos mas complejos que hasta ahora.

Primer subproblema

Hemos definido el determinante como el factor por el cual se multi-
plican las areas al aplicar una transformacién lineal. Este factor es
constante, es decir, todas las areas se multiplican por el mismo fac-
tor. Para demostrar esto, hemos usado una propiedad de las transfor-
maciones lineales: las lineas de una cuadricula siguen siendo paralelas
y equidistantes tras aplicar la transformacion. Demuestra que esto es,
en efecto, correcto (en 2 dimensiones).

Posible solucién

Las rectas verticales (es igual para las horizontales) de una cuadricula
tienen ecuacién paramétrica r, = n(1,0) + £ (0,1). Sus transforma-
das serdn T'(r,,) = nT(1,0) + nT(0,1), gracias a la linealidad de la
transformacion. Vemos inmediatamente que son paralelas, pues tie-
nen el mismo vector director. En cuanto a la distancia entre dos rectas
consecutivas, podemos hacer un dibujo como el de la figura. Elegimos
dos puntos cualesquiera de las rectas, P y ), y nos damos cuenta de
que d es la proyeccion de P() sobre la direccion perpendicular a los
vectores directores de las rectas. Por tanto, si ¥ es un vector unitario
en esa direccién, d = U - I@

P

PG|

Q
T(ry) T(rp41)

Elegimos, de forma natural, P = nT(1,0) y Q@ = (n+ 1)T(1,0), de
modo que ]@ =T(1,0) = (a,c) (la primera columna de la matriz).
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El vector ¥ tiene que ser perpendicular a 7'(0,1) = (b,d) (la segunda
columna). Si lo queremos unitario escogemos

. 1
U= W(d»—b),

de modo que

1 ad — be

d= W(d,—b)-(a,c) = Nk

El punto crucial aqui es que esta distancia no depende de n, es decir,
la distancia entre las rectas 2 y 3 de la cuadricula, tras la transfor-
macion, es la misma que la distancia entre las rectas 3 y 4. En otras
palabras, siguen siendo equidistantes tras aplicar la transformacion.

Dificultades esperadas, y como abordarlas

En principio, que la proyeccién se puede hacer con el producto escalar
es algo sencillo y que ya saben de 1° de Bachillerato. Mds atin, no
es necesario saber ese resultado, se puede resolver directamente el
tridngulo rectangulo de la figura usando trigonometria y la definicion
de producto escalar. En general, el cdlculo de la distancia entre dos
rectas no deberia ser el problema.

Donde anticipo més dificultades es en plantear las ecuaciones de las
rectas de la cuadricula como 7, =n (1,0) + ¢ (0,1). En tal caso, una
ayuda que podemos darles es que primero concreticen, que se centren
primero en dos rectas consecutivas concretas y calculen la distancia
entre ellas. Luego, hacer lo mismo con tres rectas consecutivas, y ver
que la distancia de la primera a la segunda es la misma que de la
segunda a la tercera. Y por ultimo, generalizar al caso de dos rectas
consecutivas cualesquiera, lo cual deberia ser sencillo en el momento
en el que se dan cuenta que pueden elegir ]@ de forma que no dependa
de n muy facilmente.

El segundo problema no es tan sencillo, y por eso vamos a dejarles que usen
internet para buscar informacién sobre el tema. Pero primero, hay un hecho
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sencillo que tenemos que comentarles. Hemos visto que

(% )] 2ot

Pues si hacemos lo que se llama la traspuesta de la matriz, cambiando filas
por columnas, vemos que

a c
det[(b d)]:ad—bc,

que es exactamente lo mismo. Es decir, el drea del paralelogramo genera-
do por las columnas y el del generado por las filas es, necesariamente, la
misma. Como consecuencia, todas las propiedades que hemos visto (y vere-
mos) de los determinantes que tengan que ver con las columnas, funcionarén
exactamente igual para las filas.

El caso es que esta demostracién de que el determinante de la traspuesta es
el mismo es puramente algebraica, y no hay ninguna intuicién geométrica
detras. Eso es lo que busca arreglar el siguiente problema.

[ Segundo subproblema ]

Encontrar una demostracién geométrica de que el determinante de la
traspuesta de una matriz es el mismo que el de la propia matriz.

Demostrar esto geométricamente requiere de varios resultados previos y al-
go de inventiva. No se trata de que los alumnos lo resuelvan sin consultar
fuentes exteriores, todo lo contrario. Mas atn, este problema ha sido elegido
especificamente porque no es trivial encontrar una respuesta satisfactoria
al mismo ni consultando todas las fuentes posibles en internet. Requiere de
esfuerzo e indagacién por parte de los alumnos para entender lo que dicen
dichas fuentes y los resultados sobre los que se apoyan, y juntarlo todo.

Posible solucion

Lo primero que hay que entender es que las matrices, por ser aplica-
ciones lineales, operan de una manera muy particular. A los cuadrados
los convierten en paralelogramos. ;Y a los circulos? Los convierten en
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elipses. Esta es una propiedad fundamental que los alumnos pueden
encontrar en internet tras buscar un poco sobre este tema. También
deben ver que las transformaciones lineales se pueden descomponer
en 3 partes: primero una rotaciéon para alinear la contraimagen de los
ejes de la elipse con los ejes de coordenadas, luego un escalado de los
ejes coordenados, y luego otra rotacién para devolver los ejes de la
elipse a su sitio:

4
-

W

Por tanto, una matriz cualquiera A la podemos descomponer como
A = R{¥R,, donde ¥ es un escalado y R; y Ry son rotaciones. Co-
mo queremos saber qué pasa al trasponer esta expresién, debemos
preguntarnos qué pasa al trasponer un producto de matrices.

Encontrar una forma intuitiva de ver que (AB)T = BTAT también
forma parte de este problema. Una posible forma de verlo: (A¥)T es
una matriz fila, que es la misma que se obtiene si haces vTAT. Es facil
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ver, si es necesario con un ejemplo, que se esta realizando el mismo
calculo en ambos casos. Consecuencia de esto, y del hecho de que el
producto escalar ¢-w se puede ver como el producto de matrices T,
es que la traspuesta de A cumple que

(A7) - (@) = () - (ATw).

Esta puede ser incluso una forma de definir la matriz traspuesta, y
es, de hecho, mas fundamental. Esta férmula es la razén por la que
nos importa la matriz traspuesta. El caso es que con ella se puede
ver muy facilmente cémo funciona la trasposicién de un producto de
matrices:

(AB7) - (@) = (B7) - (ATd) = (7) - (BTAT@).

Por tanto, si A = R;XR,, AT = RIXTR]. ;Cémo son las traspuestas
de estas aplicaciones? Bueno, la traspuesta de una transformacién de

01 0
0 09 ’

es ella misma, por supuesto (y su determinante es 0,09, el producto

escalado de los ejes,

del escalado en el eje z por el escalado en el eje y).

.Y la traspuesta de una matriz de rotacién? Las rotaciones son muy
especiales porque no alteran ni la longitud de los vectores ni el angulo
entre ellos. En consecuencia, tampoco alteran el producto escalar:

(R9) - (RW) = ¥ - .

Pero sabemos que podemos cambiar la rotacion de lado si hacemos la
traspuesta, por lo que

(R?) - (R@) = & (RTR&) = 7 - 0.
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Es decir, necesariamente RTR = I. La traspuesta de una rotacion es
su inversa, que serd otra rotacién de angulo opuesto, y por tanto de
determinante 1 (pues las rotaciones no cambian las areas). Asi que
trasponer tanto las rotaciones como los escalados deja sus determi-
nantes igual. Dado que cualquier transformacion se puede descompo-
ner en rotaciones y escalados, hemos llegado a la conclusién de que
trasponer una matriz no cambia su determinante.

Falta un detalle, sin embargo: realmente no siempre se puede descom-
poner una transformacién en una rotacion, seguida de un escalado, y
de otra rotacién. Esto solo sirve para matrices de determinante posi-
tivo. Si el determinante es negativo, al menos una de esas rotaciones
pasaria a ser una simetria (para que el determinante total, que es el
producto de los determinantes, sea negativo). Pero esto no cambia
en nada nuestro argumento, pues las simetrias tampoco cambian las
longitudes, ni los angulos, ni las areas.

Dificultades esperadas, y como abordarlas

Aunque la solucién dada no es algo que se le ocurriria a un alumno
de bachillerato, los alumnos solo tienen que encontrar dicha solucion,
juntar todas sus partes y entenderla.

Una breve bisqueda sobre el tema les llevara derechos a la descom-
posicién en valores singulares, y de ahi a tener que saber cémo se
hace la traspuesta de un producto y cémo son las traspuestas de las
rotaciones y simetrias. No se pide tampoco una demostracién formal
de cada paso, por lo que solo con encontrar los resultados ya estarian
haciendo progreso.

Dicho esto, puede haber dificultades, para empezar, si el alumnado no
tiene un cierto nivel de inglés, ya que es necesario buscar informacion
en este idioma para obtener la solucion. Para solventar esto, debemos
asegurarnos de que, en cada grupo de alumnos, haya al menos una
persona a la que se le dé bien el inglés.

En cuanto a la dificultad conceptual del problema, todo deberia ir so-
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bre ruedas una vez llegamos a la descomposicion en valores singulares,
pues es solo pulir detalles a partir de ahi. Se anticipan mas problemas
en llegar a esta descomposicién; en particular, como no hemos vis-
to transformaciones de escalado anteriormente, puede ser complicado
hacerse a la idea de lo que son, qué hacen, y cémo se expresan en for-
ma matricial. Por suerte, si que hay multitud de recursos en internet
que pueden ayudarles a entender estas transformaciones.

Queremos aprender a calcular determinantes de orden 3, pero hasta ahora
solo hemos trabajado en dos dimensiones. El siguiente problema servira para
que los alumnos den el paso a tres dimensiones. Pero primero, introducimos
el concepto de multilinearidad.

El determinante de una matriz es lineal en cada una de sus columnas, es
decir,

‘Cl 02 >\C3|:)\|Cl 02 03

|Cy Cy C3+Ci|=|C, Cy Cs|+|Cy Cy CY,

y lo mismo ocurre con las demds columnas (y filas, ya que como hemos visto
cambiar filas por columnas no cambia nada con respecto a los determinan-
tes). Esta propiedad es cierta para cualquier dimension.

Tercer subproblema

Demostrar geométricamente la multilinearidad del determinante, tan-
to en dos como en tres dimensiones.

Posible solucion

En dos dimensiones: En 2D, el determinante de una matriz es el
area del paralelogramo generado por sus columnas. Si multiplicamos
una de esas columnas por un escalar, lo que estamos haciendo es
equivalente a multiplicar la base del paralelogramo por ese escalar. O
lo que es lo mismo, a multiplicar el area por ese escalar:
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~

—

w w
—
U AU
Es decir, escalar una direccién del paralelogramo equivale a escalar
su area por el mismo factor, lo cual resulta intuitivo. Ver lo que pasa
cuando ponemos una columna como suma de dos vectores es més

complicado, pero también se puede hacer geométricamente:

—

Wa
Wy + Wy

U U

El area de la derecha es igual a la suma de las areas de la izquierda.
iPor qué? Una forma de verlo es que la base de todos los paralelo-
gramos es la misma, y la altura del de la derecha es precisamente la
suma de las alturas de los dos de la izquierda. Otra forma de verlo
es con el principio de Cavalieri: las dos figuras estan encerradas en-
tre dos rectas paralelas (de direccién ¥), y cualquier recta paralela a
éstas interseca a ambas figuras en segmentos de igual longitud. Por
lo tanto, tienen el mismo Area.

En tres dimensiones: en 3D, el determinante es el volumen del
paralelepipedo formado por las columnas de la matriz. El argumento
geométrico es el mismo que antes, escalar una de esas columnas escala
el volumen por el mismo factor:
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AU
e §
w
v v

Y en cuanto a la segunda propiedad, tendriamos algo asi:

. —
Ug
Uy + Uy
(0}
v v

De nuevo, el principio de Cavalieri nos sirve para ver que ambos

voliimenes son iguales: son dos solidos que pueden ser encerrados entre
dos planos paralelos (generados por ¥ y W), y cualquier plano paralelo
a estos corta a ambos sélidos en secciones de igual area. Por tanto,
tienen el mismo volumen.
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Dificultades esperadas, y cémo abordarlas

\.

El caso bidimensional no deberia suponer mucho problema, especial-
mente porque pueden apoyarse facilmente en que el area es base por
altura.

Las verdaderas dificultades se esperan al pasar a tres dimensiones,
pues es mucho mas dificil visualizar lo que esta ocurriendo. Una forma
de ayudarles seria permitiendo el uso de GeoGebra para visualizar los
paralelepipedos correspondientes. Ademads, les puede ayudar ver el
volumen como el area de la base por la altura, para que sea mas
analogo al caso bidimensional. No obstante, en este caso, necesitan
un dato extra que habria que comentarles: al sumar dos vectores,
la longitud perpendicular a un plano también se suma (y por tanto,
la altura del paralelepipedo con la suma de vectores se puede poner
como la suma de las alturas de los otros dos paralelepipedos, como
haciamos en el caso de dos dimensiones).

J

Después de todo esto estamos listos para abordar el problema que nos plan-
tedbamos al principio: calcular determinantes de orden mayor que dos.

7~

Problema final

Utilizar todo lo aprendido hasta ahora para desarrollar un determi-
nante 3x3:

a1; G2 G313
Gg1 G2 (23
az1 azz Qas3

Posible solucion

La idea es reducir el determinante 3x3 a uno (o varios) que sepamos
calcular directamente como volumen de un paralelepipedo (es decir,
como area de la base por la altura). Sabemos que podemos calcu-
lar areas con un determinante 2x2, por lo que es de esperar que el
resultado tenga uno o varios determinantes 2x2.
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Empezamos por usar la multilinearidad del determinante para des-
componerlo en tres:

a1 G192 Q13 aqq O 0 0 a9 0 0 0 a3
Qg1 Qgy Q93| = A1 Q9o Gg3| 1 |Gg1 Qoo Qo3|+ (A2 Qg Qg3
az; a3z 0G33 asz; a3z G33 a3z} a3z G33 azp a3z 0433

A su vez, podemos descomponer cada uno de estos determinantes en
tres, usando la multilinearidad ahora por columnas. Veamos cémo se
hace para el primero:

aq 0 0 a1y O 0 0 0 0 0 0 0
Ay gy Gg3| = | 0 agy agg|t+|ag agy agz|+| 0  agxn a

as; agy asz 0 a3z ass 0 aszy agz| |az; aszx ass

Los dos ultimos son nulos por tener una fila de ceros. En cuanto al
primero, éste si lo podemos calcular directamente como un volumen.
Veamos céomo. Tenemos

0 agp ag
0 as ass

Llamamos a las columnas

a1q 0 0
’ZI = O s ’17 = a99 y 117 = a93
0 ass ass

El vector u esta sobre el eje x, a una distancia de a;;. Los vectores vy
w tienen coordenada z nula, por lo que estan sobre el plano yz, y son
perpendiculares a . Por consiguiente, el volumen que buscamos sera
el area del paralelogramo formado por ¥ y @, por la altura, que es a;-
De lo que mas hay que tener cuidado aqui, es de respetar los signos
de los determinantes. Como siempre, se entendera mejor haciendo el
dibujo apropiado:

37




5. Metodologia 2: Aprendizaje basado en problemas

gy

=1

g1

x

Vemos que, tal y como estd dibujado, ese determinante seria positivo,
por la regla de la mano derecha. ;Y cudl es el area del paralelogramo
formado por ¥ y w7 Pues, por supuesto, es el determinante

Qoo (23
azp A33

b

que también seria positivo tal y como estan dibujados ¢ y w. Todo
esto significa que, en efecto,

a1q 0 0

Qoo G23
0 ag ag| =a

azz Aass

0 azp ass

.Y qué hay del segundo término en nuestra expansion del principio?
Se trata de

0 Q19 O 0 Q19 0
Ay Ggp Ag3| = |ag; 0 ags].
as; agy as3 az; 0 as3

Pues podemos calcularlo de la misma manera, simplemente haciendo

38




5. Metodologia 2: Aprendizaje basado en problemas

uso de una de las propiedades de los determinantes que ya conocemos:

0 a19 0 a9 0 0
g1 Q23
as; 0 agz|=—10 ag ag|=—apy I
31 33
az; 0 ass 0 a3 ass

Por esto era tan importante asegurarnos de estar respetando los signos
todo el rato. Si hacemos el dibujo de este determinante:

0 a9 O
az; 0 agsl,
az; 0 as

llamando a las columnas

O a19 O
u=|ay |, U= 0|, w=1]as]|,
asy 0 ass

obtendriamos un dibujo similar al anterior:

z

X

La regla de la mano derecha nos dice que, tal y como esta dibujado,
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este determinante seria positivo. Sin embargo, el determinante

Qg1 (23
az1 ass

seria negativo tal y como estdn dibujados @ y w. De ahi que sea
necesario cambiar el signo.

Para el tercer y udltimo término de la expansion, habria que cambiar
el signo dos veces, es decir, que se queda igual. Por tanto, podemos
desarrollar finalmente el determinante original como

ay; Q9 Q13 aiy 0 0 0 a9 0 0 0 a3

Q91 Qo Q93| = A1 Q9o Gg3| T+ |Gg1 Qoo Qo3|+ (A1 Qg Qo3

a3y agzz as3 a3y agz as3 azyp G3z Ags azyp Gz Aag3
a1q 0 O O Q19 0 0 O (l13

=10 agp ag|+tlagr 0 ags|+|ay axp 0O
0 azy azg| |azr 0 asz| |az azgy O

Q9o Q23 ag1 Q23 ; ag1 Q22
azz Q433 asp ass azp  asgg

Dificultades esperadas, y como abordarlas

Es dificil dar el primer paso y empezar el desarrollo para llegar a
un determinante de orden 3 que se pueda calcular directamente (o,
bueno, con un determinante de orden dos). Requiere de una cierta
inventiva, y si es necesario, podriamos ayudar a los alumnos dandoles
pistas sobre como tiene que ser ese determinante para poder calcularlo
directamente.

Pero donde maés dificultades anticipo es en el cambio de signo que
hay que hacer para uno de los términos. La nocién de orientacién en
un espacio vectorial apenas se trabaja en este nivel, y podria costar-
les més. Para ello, lo mejor es que dispongan de GeoGebra y/o una
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calculadora de matrices, y que prueben con ejemplos concretos para
convencerse de que ese cambio de signo es necesario.

Aunque hemos hecho la expansién para un determinante de orden 3, y solo
por la primera fila, es importante comentar a los alumnos que esta expan-
sién es vélida para determinantes de cualquier orden, y se puede hacer por
cualquier fila o columna.

5.2. Problema 2: Modelos de poblacién

Este segundo problema introducird a los alumnos a una prominente aplica-
cién tanto de las matrices y los determinantes como de las derivadas (que
ya vieron en 1° de Bachillerato): los modelos poblacionales.

A su vez, para resolverlo deberdn investigar en internet sobre sistemas
dindmicos. Aunque éstos no entran explicitamente en los contenidos de la
asignatura, este problema no pide hacer nada que no sean derivadas y de-
terminantes. Ademads, es importante que los alumnos se familiaricen con el
proceso de investigacién en matematicas, para lo cual este problema es ideal.

Con la intencién de motivar a los alumnos con algo més ameno, el caso que
vamos a considerar es el de una epidemia zombi, aunque hay que dejar claro
que estas técnicas se pueden usar para estudiar cualquier tipo de epidemia.

Problema

Vamos a estudiar un apocalipsis zombi utilizando las matematicas.
Consideraremos un modelo sencillo, con tres variables fundamenta-
les: S, el niimero de personas normales (susceptibles de convertirse en
zombis), Z, el nimero de zombis, y R, el niimero de muertos. Las per-
sonas normales pueden convertirse en zombis (porque les muerdan)
o morir. Los zombis pueden morir, y los muertos pueden resucitar y
convertirse en zombis. Consideramos por tanto los siguientes parame-
tros:

e o — fraccién de los zombis que elimina cada persona normal
por unidad de tiempo.

e [ — fraccién de susceptibles a los que muerde cada zombi por
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unidad de tiempo, y que se convierten en zombis.

e ) — fraccién de personas normales que se muere por muerte
natural, por unidad de tiempo.

e 1 — fraccion de muertos que resucitan y se vuelven zombis, por
unidad de tiempo.

e [ — tasa de natalidad.
Se pide:

1. Escribir las ecuaciones del sistema, es decir, unas ecuaciones
que den el cambio con el tiempo de las variables, S’, 7' y R/,
en términos de las propias variables y de los parametros.

2. Supongamos, a partir de ahora, que el brote zombi ocurre en
un periodo corto de tiempo, de modo que podemos ignorar la
natalidad y la mortalidad, es decir, L ~ 0y ¢ ~ 0. ;Qué puntos
de equilibrio hay en el sistema?

3. Esos puntos de equilibrio, json estables o inestables? Para este
apartado puedes ayudarte de internet, buscando sobre sistemas
dindmicos y equilibrio.

Posible solucion

Las ecuaciones del sistema son
S'=L—-BSZ -8,
Z'=BSZ +nR—aSZ,
R' =65+ aSZ —nR.

Salen de considerar que el cambio en el niimero de susceptibles sera
la natalidad, menos los que se convierten en zombis, menos los que
se mueren de forma natural. El cambio en el niimero de zombis seré
los susceptibles que se convierten en zombis, mas los muertos que
resucitan, menos los zombis que matan las personas normales. Y por
dltimo, el cambio en el nimero de muertos serd los que se mueren
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de forma natural, mas los zombis que matan las personas normales,
menos los que han resucitado.

Si suponemos que el brote ocurre en un periodo breve de tiempo,
eliminamos la natalidad y la mortalidad y queda

' = pSz,
7' = BSZ + R — aSZ,
R =aSZ —nR.

En un punto de equilibrio S’ = Z/ = R’ = 0, por lo que de la primera
ecuacién sacamos que o bien S = 0 o bien Z = 0 (también podrian
ser ambos nulos, pero esa solucién no tiene ningin interés). En ambos
casos, las otras dos ecuaciones implican que R = 0. Por tanto, solo
hay dos puntos de equilibrio: todos sanos, o todos zombis. Al niimero
de personas normales en el primer caso lo llamaremos S, y al ntimero
de zombis en el segundo caso lo llamaremos Z.

En cuanto a la estabilidad, para estudiarla hay que sacar el jacobiano
del sistema:

oS’ 98" 98

9S 9Z OR

s |0z oz oz

oS 0Z OR

OR' OR OR’

0S 0Z OR

En nuestro caso

—06Z ) 0
J=|pZ—-—aZ pS—aS 7
aZ as —n

Para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio necesitamos
el polinomio caracteristico del jacobiano, que es det(J — AI). Es im-
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portante ver que A = 0 va a ser siempre una raiz de este polinomio,
pues det(J) = 0, ya que la primera fila es la suma de las otras dos
cambiada de signo.

Procedemos, por tanto, a estudiar los dos puntos de equilibrio obte-
nidos.

Todos sanos. En este punto de equilibrio tenemos

- —BS 0
det(J—X)=|0 BS—aS—A n =
0 oS —n— A

_a P =A — —A[A2+ (a8 — BS + A —npS] .
as —n— A

Una de las raices de este polinomio es, como ya hemos dicho, Aq = 0.
En cuanto al factor cuadratico, el término independiente es —n3S < 0.
El producto de las otras dos raices serd por tanto \; Ay = —13S. Esto
significa que una de las dos es positiva (o tiene parte real positiva) y
la otra es negativa (o tiene parte real negativa). La existencia de una
raiz con parte real positiva implica que necesariamente el equilibrio
es inestable.

Todos zombis. En este caso tenemos

-BZ—-X 0 0
det(J = X)) = |fZ —aZ —) n | ==-2A+B2)(A+n).
aZ 0 —n—2A

Las raices son \j = 0, \; = —3Z < 0y Ay = —1 < 0. El que todas
las raices (sin contar el 0) sean negativas significa que el equilibrio en
este caso es estable.

Por consiguiente, en un brote que ocurra en un breve periodo de
tiempo, es probable que los zombis infecten a todos.
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Dificultades esperadas, y cémo abordarlas

Si bien en el problema anterior habia poca informacién que encontrar
sobre la interpretacién geométrica de las propiedades de los determi-
nantes, en este caso ocurre justo lo contrario: hay muchisima infor-
macién en internet sobre sistemas dindmicos. Filtrar esa informacion
puede ser formativo para los alumnos, pero también abrumador. Si
es necesario, podemos delimitarles la bibliografia que pueden mirar
sobre el tema para ayudarles.

Plantear correctamente las ecuaciones en si puede resultar complica-
do también, especialmente porque los parametros estan dados como
fracciones de la poblacién. Para ayudarles en esto, podemos pedirles
que hagan énfasis en las unidades y en la consistencia dimensional de
las ecuaciones.

Por dltimo, darse cuenta de que un punto de equilibrio es aquel con
S = Z' = R’ = 0 tampoco es trivial, y dependerd mucho de la
experiencia que tengan los alumnos en problemas de fisica donde ese
tipo de razonamiento es muy comun.

5.3. Problema 3: Ternas pitagoricas

Este problema, aunque solo toca tangencialmente las matrices, es otro buen
ejemplo de sus aplicaciones. Se trata del estudio de las ternas pitagoricas, es
decir, ternas de nimeros enteros (nos interesan principalmente los positivos)
(z,y, 2) tales que z2 + 3% = 22.

Al igual que hicimos con el primer problema, lo vamos a dividir en problemas
mas cortos, dos en este caso. Para ambos permitimos la investigacion en
internet, pues no son problemas faciles de abordar en absoluto.

El primer subproblema consiste en encontrar una buena parametrizacién de
las ternas pitagdricas, que nos servira para demostrar ciertas propiedades
en el segundo.

[ Primer subproblema ]

Las ternas pitagéricas (z,y,2) cumplen que 22 + y? = 22. Podemos
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usar esto para parametrizarlas, por ejemplo como

y=v

z = Vu2 + v2.

El problema de esta parametrizacién es que solo funciona para u y v
tales que u?+v? es un cuadrado perfecto. Se pide encontrar una para-
metrizacién de las ternas pitagoéricas en términos de dos pardmetros

uy v, x=z(u,v),y=1y(uv),z=z~u,v), de modo que

1. Para cada valor entero de u y v obtengamos una terna pitagori-
ca.

2. La parametrizacion dé todas las ternas pitagoricas, salvo quizés
algiin multiplo. Es decir, que toda terna pitagérica se pueda
escribir como (kz(u,v), ky(u,v), kz(u,v)).

Posible solucion

Con el objetivo de obtener ternas pitagdricas, imaginemos que esta-
mos en el plano complejo. Las ternas pitagoéricas corresponderdan a
numeros complejos a + bi, con a y b enteros, y que estén a una dis-
tancia entera del origen. Esta distancia, en general, es va2 + b?, que
no tiene por qué ser un numero entero. Una estrategia que podemos
seguir para que la distancia al origen sea siempre un nimero entero
es elevar al cuadrado nuestro nimero complejo original, obteniendo
(a+ b)) = (a® — b*) + (2ab)i, con una distancia al origen de a® + b%.
Por ejemplo, si empezamos con 2 + i, cuya distancia al origen es v/5,
al elevarlo al cuadrado obtenemos 3 + 4¢, que nos da precisamente la
terna pitagérica (3,4,5). Geométricamente, elevar un nimero com-
plejo al cuadrado equivale a elevar al cuadrado su distancia al origen,
y duplicar el angulo que forma con el eje real:
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Cada ntmero complejo (con coordenadas enteras) que elevemos al
cuadrado nos dard una terna pitagorica. La pregunta que debemos
hacernos es: jpodemos obtener todas las ternas pitagoricas de esta
manera? Pues resulta que si, las obtenemos todas, por lo menos sin
contar algunos multiplos de las ternas, que faltan. Por ejemplo, ele-
vando al cuadrado nunca llegariamos al punto 64 8:. Sencillamente no
hay ningiin nimero complejo de coordenadas enteras que al elevarlo
al cuadrado de 6 + 8i. Pero si que llegamos a 3 4 44, que corresponde
a la terna anterior, dividida por dos.

Vamos a ver por qué, en efecto, asi se llega a todas las ternas pi-
tagoricas, salvo algunos multiplos. Recordamos que estamos viendo
una terna pitagérica (a,b,c) como un numero complejo a + bi, con
a®? 4+ b? = ¢%. Dividiendo por ¢? obtenemos

(& + @)

Esto quiere decir que toda terna pitagérica (a,b,c) estd asociada
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a un punto de coordenadas racionales en la circunferencia unidad,
(a/c,b/c). Notamos que al hacer esta asociacién todos los multiplos
de una terna van a parar al mismo punto de la circunferencia unidad.

Por otro lado, a las ternas pitagéricas que hemos obtenido con nuestro
método, (u? — v2, 2uv,u? + v?), también les podemos asociar puntos
de la circunferencia unidad, de la misma manera:

u? —v2\? o 2uv 2 _
u2 + v2 u24+0v2)
Como u y v son enteros, este método también nos da puntos de coor-

denadas racionales. La pregunta es, ;jobtenemos asi todos los puntos
racionales de la circunferencia unidad?

Para ver que si, consideramos un punto racional cualquiera de la cir-
cunferencia unidad, y nos preguntamos por la pendiente de la recta
que une el —1 con ese punto:

Como se ve en el dibujo, esa pendiente es racional, como consecuen-
cia de que las coordenadas del punto sean racionales. Por tanto, solo
tenemos que ver que nuestro método nos da todas las posibles pen-
dientes racionales.

Pensemos entonces en cémo funciona nuestro método. Cogemos un
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numero complejo cualquiera u + v, con coordenadas racionales. Lo
elevamos al cuadrado, lo cual duplica el dangulo que forma con la
horizontal. Y luego lo proyectamos sobre la circunferencia unidad.

.,Cudl es la pendiente de la recta que une el —1 con dicho punto? Para
calcularla, invocamos un poquito de geometria del circulo: cuando dos
puntos de una circunferencia forman un angulo « con el centro, el
angulo que forman con cualquier otro punto de la circunferencia (que
no esté entre ellos) es a/2. Y como al elevar al cuadrado el dngulo
con la horizontal se duplica, resulta que el dngulo sobre la horizontal
de la recta que une el —1 con el punto obtenido, es exactamente el
mismo que el dngulo de partida:

T T
|
|
|
|
| | | |
| | | |
| | | |
| | | | |
| L - _1__ _ _ |

La pendiente es la tangente de ese dngulo, que es justo v/u. Pero u y
v son dos nimeros enteros cualesquiera, por lo que la pendiente puede
ser cualquier nimero racional que queramos.

Por consiguiente, nuestro método consigue generar cualquier punto
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racional en la circunferencia unidad, y por tanto cualquier terna pi-
tagérica (salvo algunos multiplos). Concluimos, entonces, que toda
terna pitagérica (salvo algin factor k) (z,y,2), con 22 + y? = 22,

puede ser parametrizada por

r=u?— 0
Yy = 2uv,
= u? + %

Dificultades esperadas, y como abordarlas

Este problema es probablemente en el que més variedad hay en las
posibles soluciones. No es necesario en absoluto, por ejemplo, hablar
de ntumeros complejos para llegar a la parametrizacién que hemos
encontrado. La solucién incluida incluye niimeros complejos simple-
mente porque proporcionan una visualizacién intuitiva de lo que esta
haciendo la parametrizacién, para que no parezca que sale de la na-
da. Como consecuencia de esta variedad, hay que estar més atentos
y saber guiar a los alumnos por cualquier solucion que elijan.

A parte de eso, es un problema bien conocido y con muchos recursos
online que lo tratan, por lo que no deberia ser dificil que los alumnos
encuentren una soluciéon que puedan entender.

Ya estamos listos para presentar el problema que queremos resolver: encon-
trar un “arbol genealdgico” de las ternas pitagdricas. Se trata de un pro-
blema muy didactico, pues una vez se tiene la parametrizacién, es posible
investigar un montén de resultados conociendo simplemente algebra basica.
Principalmente, los alumnos trabajaran con inecuaciones.

Segundo subproblema

Construir un arbol con todas las ternas pitagoricas positivas y pri-
mitivas (es decir, tales que sus tres elementos no compartan ningin
factor) usando matrices, de modo que podamos multiplicar una terna
pitagérica (z,y, z) por una matriz para llegar a otra (z/,y/,2’), y asi
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sucesivamente. Y lo mas importante, demostrar que, efectivamente,
el arbol contiene todas las ternas pitagdricas primitivas.

Posible solucion

Aunque las matrices que buscamos se pueden encontrar facilmente
en internet, una forma de motivarlas es buscar una funcién t, que
dependa de z, y y z, y que transforme la terna pitagérica (z,y, z) en
otra terna (z/,vy/, 2’), mediante una férmula simple como 2’ =t + =z,
Yy =t+vy, 2 =t+z Imponiendo que 2> +y"? = 2’2 llegarfamos a que
t=2(—x —y—+2),ypor tanto (2/,y',2') = (—x — 2y + 2z, 2z —y +
2z, —2x — 2y + 3z). Aplicando esto a (z,y,2) = (3,4,5), llegariamos a
(«',y/,2") = (—1,0,1), que técnicamente es una terna pitagérica, pero
preferentemente queremos ternas donde ningiin elemento sea nulo.

Podriamos probar con hipdtesis iniciales un poco diferentes, como
' =t—z,y =t+y, 2 =t+z2 Estollevarfaat =2z —y+2)y
(2, 7)) = (x—2y+22,20 —y+22,2x — 2y +3z). Aplicado a (3,4, 5)
nos da (z/,y/, 2") = (5,12, 13). Por supuesto, lo que hemos descubierto
es una transformacion lineal, y como tal puede ser expresada en forma
de matriz. Probando con hipétesis de este tipo, y jugando con los
signos de =z y de y en la hipdtesis inicial, podemos llegar a obtener
tres matrices relevantes:

1 -2 2 1 2 2 -1 2 2
A=12 -1 2|, B=|2 12|, v c=[-21 2
2 -2 3 % % 3 —% 9 3

Podemos entonces construir un arbol de ternas pitagéricas empezando
por la terna (3,4,5) y aplicando sucesivamente estas matrices (a la
terna como vector columna), como se ve en la pagina siguiente.

La pregunta ahora es, con este procedimiento, jgeneramos todas las
ternas pitagéricas primitivas? Por construccion, al aplicar estas ma-
trices a una terna pitagorica, generamos otras ternas pitagoricas. Lo
Unico que tenemos que demostrar, por tanto, es:
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(1) Que al aplicar una de las matrices a una terna pitagérica pri-
mitiva, la terna obtenida también es primitiva.

(2) Que toda terna pitagérica primitiva estd en el drbol.

9,40,41)
105,88, 137)
91,60, 109)
105,208, 233)
297,304, 425)
187,84, 205)
95,168, 193)
207,224, 305)
117,44, 125)
57,176, 185)
377,336, 505)
299,180, 349)
217, 456, 505)
)
)

(
(7,24, 25) (
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(697,696,985
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

A

(5,12,13) (55, 48,73)

(45,28, 53)

IVIWA

(39,80, 89)

(3,4,5) — (21,20,29) {— (119,120, 169)

/TN

459,220, 509
175,288, 33)
319, 360, 481)
165,52, 173)
51,140, 149)
275,252, 373

(77,36, 85)

(33,56, 65) )
209, 120, 241)
115,252, 277)
(15,8,17) (65,72,97) 403, 396, 565)
273,136, 305)
85,132, 157)
133, 156, 205)

63, 16, 65)

(35,12,37)

INVANVAW

Arbol de ternas pitagoricas.

Demostrar (1) es muy sencillo. Vamos a hacerlo para la matriz A. La
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inversa de A es

1 2 -2
At=]-2 -1 2
-2 -2 3

Sus entradas son nimeros enteros. Si (z/,y/, 2') = A(x,y, 2), entonces
podemos despejar x, y y z usando dicha matriz inversa, obteniendo
r=a +2y -2 ¢y =-2x—y+2zy 2 =—2x—2y+3z. Por tanto,
si 2/, y y 2/ compartiesen un factor, necesariamente z, y y z también
compartirian un factor. Por contraposicién, si (x,y, z) es una terna
primitiva, (z’,y,2’) también lo es. De hecho, (z,y,z) es una terna
primitiva si y solo si (2,4, 2) lo es, por el mismo razonamiento (en
realidad, primero habria que demostrar que si (2/,/, 2') es una terna
pitagérica, (z,y, z) también lo es, pero eso es sencillo de comprobar).
Y esto es valido para las matrices A, By C.

En cuanto a (2), basta con ver que, dada una cierta terna pitagérica
primitiva, existe un camino que podemos recorrer, aplicando las in-
versas de A, B o C, para llegar hasta la terna (3, 4, 5). Para demostrar
esto, lo hacemos en dos pasos:

(a) Dada una terna pitagérica positiva (z,y, z), al aplicar las ma-
trices A™Y, B! o C™1, el resultado es una terna pitagérica
(a',y',2") con 2 < z.

(b) Dada una terna pitagdrica positiva y primitiva (z,y, z), distinta
de (3,4,5), por lo menos una de las matrices A=!, B=! o O,
da una terna pitagérica positiva, (z’,y’, 2’), al multiplicarla por
(z,y, 2).

Si podemos asegurar ambas propiedades, podemos asegurar que una
terna primitiva positiva cualquiera acabard llegando a la terna (3,4, 5)
tras suficientes aplicaciones de A=!, B! o C~!, garantizando que
dicha terna tiene su lugar en el arbol.

Empezamos con (a). Lo veremos para la matriz A, pero resulta que
la tercera fila de A~! es la misma que la tercera fila de B~! y C1,
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por lo que 2/ = —2x — 2y + 3z en todos los casos. Asi que, lo que
queremos ver es que 3z — 2x — 2y < z. Aqui es donde entra en juego
la parametrizacion que hemos encontrado para las ternas pitagoricas,

z=u? -2

y = 2uv,
z=u?+ 2

Si (z,y,z) es una terna positiva, podemos elegir u y v positivos, y
necesariamente u > v. Entonces,

3z — 2z — 2y = 3u® + 3v% — 2u® + 20% — duv = u? + 50% — 4uww
=24+ 4v® — duv = z + dv(v — ) < 2,
precisamente porque u > v.

En cuanto a (b), es ttil tener primero en mente las tres matrices
inversas, A~!, B~y %

1 2 =2 1 2 =2 -1-2 2
Atl=|-—2-12|, Bt'=|2 1 2], cl=[2 1 -2
9292 3 -2 -2 3 -2 -2 3

Lo que queremos ver es que, al multiplicar estas matrices por (z,y, 2),
una de las ternas que se obtiene es de nimeros positivos (o, como
mucho, con uno de ellos siendo cero). Primero, ya sabemos que 2z’ =
3z — 2z — 2y = u? + 5v% — 4uw, donde u y v son enteros positivos.
Fijemos v y estudiemos 2’ como funcién de u, f(u) = u? + 50v% — 4duw.
Observamos que f(0) = 5v2 > 0. Ademas, f'(u) = 2u — 4v, que es
negativa si u < 2v y positiva si u > 2v. Esto significa que f(u) tiene
un minimo en u = 2v. Pero f(2v) = v? > 0. Por tanto f(u) siempre
es positiva, y por tanto z’ siempre es positivo.

Vamos ahora a ver lo que pasa con ' e 3. En primer lugar, veremos
que 2’ no puede ser cero. Dependiendo de qué matriz escojamos, z’
puede ser —x — 2y + 22z, o lo mismo pero cambiado de signo, lo cual
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no nos importa para ver si puede ser cero. Tenemos

—r—2+22=0 — —u?4+0v>—duv+2u:+20%=0
w430 —duww=0 — (u—20)2+2=0.

Evidentemente esto tltimo es imposible si v y v son positivos.

Por otro lado, 3 si puede ser cero. Mediante un desarrollo similar al
anterior (que haremos més tarde de todos modos), podemos encontrar
que y' = 0 si uw = 2v. Si (z,y, z) es una terna pitagdrica primitiva, u
y v tienen que ser coprimos (por la forma de la parametrizacién). La
Unica manera de que esto ocurra con u = 2vessiv=1y u =2, lo
cual nos da la terna (3,4, 5). En este caso, al aplicarle a esta terna las
matrices A~!, B~y C~! obtendriamos las ternas (1,0,1) y (—1,0,1),
que técnicamente son ternas pitagéricas, pero no nos interesan. El caso
es que, para cualquier otra terna primitiva, tenemos asegurado que 3’
no se va a anular.

Dicho esto, tendremos dos casos:

Caso 1: z + 2y — 22 > 0. En este caso, o bien con la matriz A™! o
bien con B~! obtendremos un g’ mayor que cero, ya que los valores
para 3 resultantes de esas dos matrices tienen signos opuestos. Por
tanto, queda garantizado que una de las tres matrices nos lleva a una
terna positiva.

Caso 2: z+2y—2z < 0. En este caso, si queremos que x’ sea positivo,
hay que elegir la matriz C~!, que da 2’ = —x — 2y + 2z > 0. Lo que
hay que demostrar entonces es que, en este caso, y' = 2x + vy — 22
también es mayor que cero.

Usamos la condicién de ' > 0, que con la parametrizacién, implica

2+ —duw+ 202 +202 >0 — wP+30®—4duv >0
(u—2v)2—-v2>0 — (u—wv)(u—3v)>0.

Como u > v siempre, de esta ultima inecuacién obtenemos u > 3v.
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Pasamos ahora a estudiar y/':

y =2z +y — 2z = 2u? — 202 + 2uv — 2u® — 20?
= — 402 4 2uv = 20(u — 20).

Ahora bien, como precisamente acabamos de obtener que u > 3w,
también u > 2v, y por consiguiente y’ > 0.

Con esto concluimos, por consiguiente, que para cualquier terna pi-
tagorica primitiva y positiva, existe un camino que podemos recorrer
aplicando sucesivamente cierta combinacién las matrices A=, B~!
y C71, para llegar a la terna (3,4,5) y que, por tanto, toda terna
pitagérica primitiva esté en el arbol.

Dificultades esperadas, y como abordarlas

Aunque este problema se puede encontrar resuelto en internet, las
soluciones que pululan por ahi dejan muchos detalles sin aclarar. Esto
significa que el trabajo principal del alumno sera precisar los detalles
en todos los pasos de las demostraciones. Al mismo tiempo, cualquiera
con conocimientos basicos de dlgebra puede hacer algiin progreso en
cada uno de esos pasos, por lo que por lo menos tendran por dénde
empezar. Una posible dificultad que puede aparecer, sin embargo, es
que los alumnos se desmotiven al ver la cantidad de cosas que hay que
comprobar, y sobre todo si intentan unas cuantas y no les salen. Ante
esta dificultad, debemos recalcar que hay varias formas de manipular
las expresiones que obtenemos, e instar a los alumnos a probar por
varios caminos (de hecho, hay varios caminos vélidos para demostrar
muchos de los pasos).

Otra cosa importante a tener en cuenta es ayudar a los alumnos a que
desglosen adecuadamente todas las partes de la demostracién a reali-
zar, sin dejarse ningin hueco. Es muy fécil pasar por alto casos como
' =00y =0,y estudiarlos es necesario para que la demostracién
esté completa.
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5.4. Evaluacién

En un aprendizaje basado en problemas, la evaluacion formativa cobra mas
fuerza que nunca, pues conviene realizar un seguimiento de los avances que
cada grupo va haciendo en el problema. Para tal propésito, usaremos una
rubrica para valorar dichos avances. Esta rubrica se muestra en la Tabla 1, y
se usara en cada sesion para dar a los grupos informacién 1til y condensada

sobre su proceso de aprendizaje.

Categoria. Mal. Regular. Bien. Excelente.
Avance en el Se ha avanzado Avance Muy buen avance
Avances menores. . .
problema. poco o nada. significativo. en el problema.
No estd bien
Rigor expresado en el Hay muchos huecos Aceptable, hay Razonamiento
matematico. lenguaje en el razonamiento. huecos menores. | riguroso y formal.
matematico.
Presentacion Mala presentacion, Se entiende y
) Aceptable, se , L
de los No se entiende con faltas de . ademas estd bien
. entiende lo que
resultados nada. ortografia y frases . . redactado y
. . quiere decir.
obtenidos. mal construidas. presentado.
. Los miembros del
La actitud es . ,
. . . grupo no muestran | Muestran algo de | Muestran interés
. disruptiva hacia . , . . . .
Actitud. interés y se rinden | interés y se dejan | y perseveran ante
el resto de . . .
- ante la primera guiar. las dificultades.
compaferos.

dificultad.

Tabla 1. Ribrica para la evaluacién del trabajo realizado en cada

sesién de un aprendizaje basado en problemas.

Es importante que parte de lo que evaluamos sea la respuesta ante las difi-
cultades, pues forma parte de las competencias especificas de la asignatura.
En cuanto a la evaluacién sumativa, el ABP nos da una forma directa de
comprobar si los alumnos han conseguido los objetivos marcados: mirar di-
rectamente la solucion que han obtenido del problema. Asi podremos evaluar
el grado de consecucién de los objetivos, incluyendo hasta qué punto han
llegado en la resolucién del problema, el nivel de rigor empleado, la calidad
de la presentacién, etc.
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Ademsds, también vamos a evaluar la capacidad de los alumnos de expo-
ner sus resultados. Cada grupo debera preparar una presentacion en la que
expliquen los resultados a los que han llegado trabajando en uno de los pro-
blemas estudiados (preferentemente, sin que haya dos grupos cubriendo el
mismo problema). Para evaluar dicha presentacion, se usard otra ribrica,

mostrada en la Tabla 2.

Debido a la naturaleza de la metodologia, y a cémo requiere que los alumnos
hagan realmente matematicas, mediante estas dos ribricas podemos evaluar

esencialmente todas las competencias especificas de la asignatura.

Categoria. 0 puntos. 1 punto. 2 puntos. 3 puntos.
No mi 1 t .
© fniran a fa gen e/, Miran a la gente y
Proceso leen todo lo que esta
. . . tratan de no leer las
comunicativo. escrito en la

diapositiva.

diapositivas.

Estructura y
orden de la

Exposiciéon que no
es clara ni concisa y
presenta

Exposicion que,
siendo clara, o no es
concisa o presenta
ambigiiedades en la

Exposicion que,
siendo clara y
concisa, presenta
ambigiiedades en

Exposicion clara,
concisa y sin

exposiciéon. ambigiiedades en los , ambigiiedades.
. mayoria de pasos algunos de los pasos
pasos seguidos. . .
seguidos. seguidos.
Se ha llegado
Apenas se ha (-
Se han encontrado practicamente al Se ha resuelto el
Resultados progresado en la
. ., algunos resultados resultado final, pero problema en su
obtenidos. resolucién del . .
importantes. con algunos huecos totalidad.
problema. .
en el camino.
Tiempo de No se ajusta al Se ajusta al tiempo
exposicion. tiempo establecido. establecido.
test
errgri):azjeifcle 0 Contestan de
Contestaciéon manera adecuada a

de preguntas

divagando a las
preguntas
realizadas.

las preguntas
realizadas.

Tabla 2. Rubrica para la evaluacién de la presentacion.

o8




6. Metodologia 3: Leccion Magistral

6.1. Sesion 1: derivadas e integrales con el coche

Aunque el teorema fundamental del cédlculo se suele ver mas tarde en la
parte de andlisis, en mi opinién es de lo primero que se deberia ver, intro-
duciendo las derivadas e integrales (como pendientes de la recta tangente y
areas bajo la curva respectivamente) como inversas la una de la otra des-
de el primer momento, para que el teorema fundamental del calculo resulte
completamente intuitivo y natural.

Para ello, como motivacién para introducir los conceptos, imaginémonos que
estamos conduciendo un coche que solo puede ir en linea recta. Tenemos
acceso al tacémetro y al cuentakilémetros, y anotamos el valor que tienen
en cada punto de nuestro recorrido. El resultado seria algo como la Figura
11.

Figura 11. Funciones asociadas al cuentakilémetros y al tacéme-
tro.

Ahora nos planteamos el siguiente problema: si uno de los dos (el tacémetro o
el cuentakilémetros) estd roto, jcémo podriamos obtener el correspondiente
grafico a partir del otro?

Por supuesto, en este nivel ya saben la respuesta, al menos para ir de iz-
quierda a derecha: para obtener la velocidad a partir de la distancia, se toma
la derivada con respecto al tiempo. Pero vamos a ver por qué es asi desde el
principio.

Empezamos con un caso sencillo, vamos a velocidad constante, y queremos
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saber la distancia. En ese caso, es muy facil, porque la distancia viene dada
por la férmula tipica d = vt, es decir, la distancia en funcién del tiempo es
una recta de pendiente v, como se ve en la Figura 12.

d v

Uto ********* *

’l)to

Figura 12. Cuentakilémetros y tacémetro a velocidad constante.

Es importante hacer que los alumnos vean que el valor de d en un tiempo
ty es, precisamente, el drea bajo la grafica de v entre 0 y t;, sombreada en
la figura anterior. ;Y qué pasa si la velocidad no es constante? En ese caso,
el procedimiento a seguir es aproximar el movimiento como una sucesién
de movimientos a velocidad constante, e ir calculando la distancia recorrida
para cada uno de esos movimientos como el area bajo esa parte de la curva,
y luego sumar esas distancias calculadas. El resultado seria una suma como
la siguiente:

donde t; son los diferentes tiempos en los que estamos dividiendo el mo-
vimiento, y At es la anchura de la divisién. Cuantos mas movimientos a
velocidad constante usemos para aproximar nuestro movimiento, mejor sera
nuestra aproximacién de la distancia recorrida. Una sucesién de dichas apro-
ximaciones estd representada en los graficos de la Figura 13.

En el limite, cuando la longitud de los rectdngulos At tiende a cero, tendre-
mos exactamente la distancia recorrida, la cual se corresponde, precisamente,
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con el drea bajo la grafica de la velocidad. Escribimos por tanto

n

to
d= Alir_%;v(ti)At = /0 vdt.

La ultima expresiéon la introducimos como una notacién nueva, una forma
de resumir el limite correspondiente.

t 4

v v

tn tO
v v

t() t()
Figura 13. Aproximaciones de la funcion velocidad y del area bajo
la curva.

.Y en el sentido contrario? ;Cémo obtenemos la velocidad a partir de la
distancia? Volvamos al caso de velocidad constante. La distancia es simple-
mente una recta de pendiente v. Pues ahi esta la solucién: la velocidad viene
dada por la pendiente de la grafica de la distancia. Cuando la velocidad no
es constante, esa pendiente va variando. Entendemos por pendiente de una
grafica que no es una recta, la pendiente de la recta tangente en ese punto.
Una ilustracién de este proceso se puede ver en la Figura 14.

Si queremos un poco mas de rigor, también se puede aproximar el grafico
de la distancia como unién de lineas de pendiente constante (es decir, de
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Vg |----2
1 e
: Y
/)1 3 L i
i I t I I t
1 19 i3 1 tg i3

Figura 14. Funcién velocidad a partir de las pendientes de la
funcién distancia.

segmentos), y en el limite cuando el nimero de segmentos tiende a infinito,
se tiene la situacién de la Figura 14.

Ahora sin el coche.

Figura 15. Caso general con una funcién y su derivada.

En general, el problema fundamental del célculo infinitesimal consiste en
pasar de izquierda a derecha, o de derecha a izquierda, en los graficos que
hemos mostrado hasta ahora. A la izquierda habrd una funcién f(z), como
se muestra en la Figura 15, y a la derecha la que llamaremos su derivada

62



6. Metodologia 3: Lecciéon Magistral

f'(x), que recordemos es la funcién que da la pendiente de la recta tangente
en cada punto. Para pasar de derecha a izquierda, calculamos el area bajo
la curva, que es el proceso inverso de derivar y se conoce como calcular una
integral. El sorprendente hecho de que las derivadas y las integrales sean
inversas la una de la otra, se conoce como teorema fundamental del
calculo.

Veamos ahora cémo obtener la derivada de una funcién cualquiera. La deri-
vada es la pendiente de la recta tangente, pero jcémo calculamos esa pen-
diente? Consideremos la Figura 16, donde abusando un poco de notacion
usamos x para referirnos tanto a la variable como a un valor concreto de
ésta.

flz+ Ax)

Figura 16. Primera aproximacién a la recta tangente.

. Cudl es la pendiente de la recta dibujada? Es

Af _ fla+An)— f(@)
Az Az '

Ahora bien, queremos saber la pendiente de la recta tangente en x. La recta
dibujada no es esa, sino la recta que corta a la funcién en x y « + Az. No
obstante, si vamos reduciendo Ax, nos irfamos acercando més y més a la
verdadera recta tangente, como se muestra en las graficas de la Figura 17.
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/

Af

Af

Az /ANy

Af Af
AZIZ Al‘

Figura 17. Aproximaciones sucesivas a la recta tangente. La se-
gunda ya es practicamente indistinguible de la funcién (y de la
verdadera recta tangente), incluso al hacer zoom.

En el limite cuando Az tiende a cero, tendriamos exactamente la pendiente
de la recta tangente. Vamos a ver un ejemplo para que quede mas claro, con

la funcién f(z) = x*:

Af  fle+Az) - f(z)  (x+Azx)® —2?

Az Ax Az

2+ 20Ax + Aa® — 22
:x+x :L“A+ T x :2$+AxA:E~>O 9
T

Por tanto, la derivada de 22 es 2z.

Ahora que tenemos una definiciéon de derivada, podemos dar una demostra-
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cién directa del teorema fundamental del célculo. Consideremos la Figura
18, donde esta representada una funcién f, y donde queremos obtener el
area bajo la gréfica entre 0 y z. A la funcién que da este area la llamamos

A(x).

Figura 18. Ayuda visual en la demostracion del teorema funda-
mental del célculo.

Podemos preguntarnos, una pequena diferencia en la variable Az, ;cémo
altera a la funcién area? El drea aumentard en una cantidad también pe-
quenia, AA, como se muestra en la figura. Mas aun, aunque ese area no es
un rectdngulo, lo podemos aproximar como uno, de base Ax y altura f(z).
La idea es que cuanto madas pequefio sea Ax, mejor es esa aproximacion.
Tenemos por tanto:

AA
AA = f(x)Az — f(x)= Az

En el limite cuando Ax tiende a cero, tendremos la igualdad:

fl@) = lim 24

= i R
Az—0 Ax
Hemos encontrado por tanto la relacién fundamental entre la funcién que
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da el drea bajo la grafica, A(x), y la funcién f(z) en si misma: f(z) es la
derivada de A(x). De nuevo, este resultado es el teorema fundamental del
calculo.

i Es esta demostracion que hemos dado rigurosa? No del todo, pues tiene
un hueco: no hemos demostrado que esa aproximaciéon de AA como un
rectangulo se vuelve arbitrariamente precisa segin disminuimos Az. Para
demostrar eso se necesita maquinaria un poco mas sofisticada (aunque no
tanto si se asume la continuidad de f), que no considero adecuada para 2°
de Bachillerato.

Por 1ltimo, es bueno discutir un poco la notacién para las derivadas, pues
puede haber algo de confusién con eso. Hemos denotado la derivada de f(z)
como f’(x). Esa es la conocida como notacién de Lagrange, pero hay otras
formas de denotar la derivada. La segunda méas importante es la de Leibniz,
que codifica muy bien la definiciéon de derivada y se usa mucho en fisica:

af _ o, A
dz  Az—0 Ax

Luego esta la notaciéon de Newton, que se usa a veces cuando la variable
con respecto a la cual se deriva es el tiempo. Por ejemplo, si hablamos de la
coordenada z en funcién del tiempo, x(t), a la derivada se la denotarfa con
un punto arriba, . Notemos que en este caso es usual omitir la variable, es
decir, no se suele poner &(t).

Ademas, en ocasiones se utiliza el simbolo D para denotar la accién de tomar
la derivada de una funcién. Asi, f/(x) = (Df)(x). Y con esto concluirfa la
primera clase magistral.

6.2. Sesidon 2: derivadas de funciones elementales

En la segunda clase vamos a demostrar las férmulas de derivacién de fun-
ciones elementales, asi como las reglas usuales de derivacién. Acercaremos
a los alumnos al formalismo de las derivadas mediante apoyos visuales que
muestren exactamente lo que estamos haciendo.

Empezamos viendo la derivada de 22 otra vez, pero con el apoyo visual de
la Figura 19, para que quede todavia mds claro.

Utilizando argumentos y graficos similares, la idea es demostrar las reglas
de derivacion de las funciones polindémicas y trigonométricas.
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— || + 1+ = =22Az + Ax?

Figura 19. Ayuda visual para la derivada de z2.

Para la regla de la cadena, haremos una demostraciéon poco formal pero
intuitiva:

dflg(z)) _ . Aflg(@) _ . Aflg(x)) Ag(x) _ df(g) dg

dz Az—0 Az Azs0 Ag(z) Az dg dz’

donde para ese ultimo paso hemos usado que el limite de un producto es el
producto de los limites (si existen). En realidad, esta demostracién es véalida
siempre y cuando Ag no se anule, pero tener en cuenta ese caso requiere de
mas magquinaria. Haremos demostraciones similares de la regla de la suma
y el producto.

El caso de las funciones exponenciales es un poco especial y lo vamos a tratar
aparte. La derivada de una funcién exponencial f(x) = a® serd

aac—i—Aac —a® a;raAac —a®
lm —=1lm ——— = lim —— =
Az—0 Az Az—0 Az Az—0 Az
; ax(aAa: _ 1) . Az _q
= hm —_— = aqa l re——
Az—0 Ax Az—0 Az
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Vemos que, por tanto, la derivada de la funcién a” es ella misma pero mul-
tiplicada por una constante igual a

) an -1
Aligo AV
., Qué podemos decir de esa constante? Pedimos a los alumnos que intenten
estimar esa constante para a = 2, poniendo valores pequenos para Az en la
calculadora. El resultado encontrado sera aproximadamente 0,6931. Después
hacemos lo mismo con a = 3. La constante correspondiente vale 1,0986.
Parece razonable pensar que hay un niimero entre 2 y 3 tal que esa constante
valga 1. Es decir, que hay un ntimero, llamémosle e, entre 2 y 3, tal que:

llm — =1.
A;BO Ax

A este numero se le conoce como nimero de Euler. Y debido a esa carac-
teristica que lo define, la derivada de e” resulta ser exactamente e”, es decir,
la funcién exponencial de base e es su propia derivada. De nuevo, pedimos
a los alumnos que intenten encontrar este niimero con la calculadora, tan-
teando valores en el limite anterior. Llegaran aproximadamente a 2,71828.

A la funcién inversa de e* se la llama logaritmo natural, y se denota por
In(z). Es decir, In(e®) = ¢* = 1. En este nivel, ya saben de logaritmos y
sus propiedades, en particular, que Ina® = blna. Sabiendo esto, podemos
reescribir la funcién a® de antes como e*"¢. Aplicando la regla de la cadena
su derivada serd e*™%Ina = a®lna. Por tanto la constante misteriosa que
nos aparecia antes era justamente In a.

Por dltimo, calculamos las derivadas de las funciones inversas. En lugar de
dar el caso general y luego aplicar la formula, enseiamos a los alumnos cémo
razonar en cada caso con la regla de la cadena. Empezamos por el logaritmo:

1
M=z o (" =e"(lng) =1 — (Inz) =-.
x

Luego seguimos con las funciones trigonométricas, con ayudas visuales como
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la de la Figura 20. Para el seno, por ejemplo, tendriamos

sen(arcsenx) =x — cos(arcsenz)(arcsenz) =1
1

— T
(arcsenz) cos(arcsen x)

Y de la Figura 20 podemos deducir que cos(arcsenx) = /1 — x2.

Q. = arcsenx

cosa =1 —22 1

V1—22

Figura 20. Ayuda visual para la derivada del arco seno.

6.3. Sesion 3: diferenciales y regla de L’Hopital

s . d .z
Hasta ahora la notacién para las derivadas —i era solo eso, notacién. Pero es

posible darle una interpretacién como cociente de diferenciales, y detras de
esa interpretacion esté el resultado mas importante del calculo diferencial.

Fijémonos en la Figura 21. Para un cierto zy y Az estdn senaladas dos
cantidades:

e Af: el cambio en la funcién f al ir de g a xg + Ax.

e df: una cantidad que llamaremos diferencial de f (en z), y que es
igual al cambio en la coordenada y de la recta tangente a f en z, al
pasar de g a zg + Ax.

. Cémo se calcula ese diferencial? La recta tangente tendrd una cierta ecua-
cién y(x), que podemos encontrar mediante la ecuacién punto-pendiente:

Y—"% :m(x—wo).

Por supuesto, y, es simplemente el valor de f en zy, vy m, como ya hemos
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y() ********************** - =

Figura 21. Gréfico de cémo la recta tangente aproxima la funcién.

visto, es la derivada de f en xy. Por tanto:

y— f(zg) = f/(xo)(x — ).

Esta ecuacion, aunque correcta, se vuelve mucho mas iluminadora cuando
escribimos = como 2y + Az. En este caso, vemos que y — f(z() es justamente
lo que hemos definido como diferencial de f. Usando la notacién de Leibniz
para las derivadas queda

df
df = —Auz,
/ dr v
donde hay que tener presente que tanto el diferencial como la derivada son

en un punto en concreto.

Un caso importante es cuando f(z) = z. En este caso, df = da = Az. Por
tanto se puede reescribir la formula anterior como

—ﬂd$

df = .
fdx

Esta es la formula que le da sentido a la notaciéon de Leibniz y a la nocién
de derivada como cociente de diferenciales.

Maés aun, la Figura 21 encierra un hecho fundamental del cédlculo dife-
rencial. Y es que la diferencia entre Af y df es pequena. Y lo que es mas
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importante, si vamos disminuyendo Az, segiin nos acercamos a g, es cada
vez mas pequeiia. Pero no solo es cada vez mas pequena, a base de acercar-
nos mas y mas a xg, jpodemos hacer que sea tan pequena como queramos!
Este hecho es, en cierto sentido, una forma de definir las derivadas. Y es
que la recta tangente a una curva en un punto es, precisamente, la recta que
mas se parece a esa curva cerca de ese punto. Podemos escribir esta idea en
una ecuacion. Cerca de zg, Af ~ df, o lo que es lo mismo:

f(z) = f(@o) + f'(w0)(x — @) (2)

Esta es la ecuacion mas importante del calculo diferencial, pues encierra la
nocién més general y potente de la derivada (méas que como pendiente de
la recta tangente, o como tasa de cambio), que puede usarse incluso como
definicién: la derivada de una funcién f(x) en un punto z; es un nimero
f'(xg) tal que la recta y = f(zq) + f'(zo)(x — xy) es la mejor aproximacién
lineal de f cerca de zg.

Obviamente esto es una idea intuitiva, y habria que precisarla. Vamos a
hacer justo eso, para dar a los alumnos un entendimiento completo de las
derivadas. Sea y(z) = f(zq) +m(xz —xy). Diremos que m es la derivada de f
en x si, para toda recta g(x), existe un § tal que |y(z)— f(z)| < |g(z)— f(z)]
para todo x € (zy—J,z¢+ ). Dar esta definicién con tanto detalle puede no
ser viable si los alumnos no conocen la definicién épsilon-delta de limite, por
lo que si no les hemos explicado dicha definicién anteriormente en el curso,
serfa mejor dejarlo en la idea intuitiva capturada por la férmula (2).

Asi mismo, esta nocién de derivada, al contrario que la de la pendiente de la
recta tangente, es trivial de generalizar a varias variables. La diferencial de
una funcién f(Z) en &, es una matriz M tal que f(iy)+M (Z—,) es la mejor
aproximacion lineal de f cerca de Tj. Esto debe quedar como un comentario
simplemente, pues andlisis de varias variables no se da en bachillerato. Aun
asi, esto conecta con la idea de usar matrices para representar aplicaciones

lineales, como hemos hecho en la parte del método Singapur.

Por tltimo para esta sesién, vamos a ver cémo la férmula (2) nos permite
demostrar un resultado extremadamente ttil en el cdlculo de limites. Su-
pongamos que queremos calcular el limite cuando z tiende a 0 de la funcién
sen(z)/x. Si intentamos sustituir el valor 0 en la x, nos encontramos con
una indeterminacién de la forma [0/0]. Pero hay un truquito que podemos
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hacer. La férmula (2) nos dice que, cerca del 0,
sen(z) ~ sen(0) + cos(0)(z — 0) = =.

Como el limite que estamos tomando es precisamente en 0, podemos sustituir
la parte de la izquierda por la de la derecha en el calculo:

En este caso se dice que hemos usado una equivalencia para resolver el
limite. Pero hay un caso particular que es tan importante que merece su
propio nombre y demostracién. Supongamos que las funciones f(x) y g(x)
se hacen 0 en x,. Entonces el limite

lim M
z—zo g()

conduce a una indeterminacion. Pero sabemos que, cerca de x),
f(@) = f(xo) + f'(20)(x — 20) = ['(x0) (2 — ),
9(x) = g(xo) + ¢'(z)(x — 20) = ¢ (o) (z — ).
Entonces

flz) _ Ifm f'(xo)z =20 f'(20)

y ) _ o f@)
im —= ; == = lim T
e g(x) 2=z g'(20) T — w9 g'(zyg) w0 g'(T)

Este resultado se conoce como regla de L’Hopital, y es bastante general,
aunque nuestra demostracién intuitiva solo sirve cuando el limite es finito, las
derivadas de f y g son continuas en g, y ¢'(xy) # 0. Las tres condiciones son
innecesarias para que se cumpla la regla de L’Hopital, pero la demostracion
sin ellas es mas complicada.

Haciendo cambios de variable del tipo v(z) = 1/f(z) o t = 1/(z — x), se
puede demostrar que la regla también aplica cuando la indeterminacién es
de la forma [0o/o0] y cuando el limite es con x tendiendo a foo.
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6.4. Evaluacion

Aunque solo hemos considerado 3 sesiones, en ellas se explican algunos de los
conceptos mas importantes de todo el curso. La evaluacién, por tanto, debe
estar centrada en comprobar que los alumnos han adquirido esos conceptos
y saben trabajar con ellos.

Para tal proposito, se propone una hoja de ejercicios que los alumnos deberan
resolver en clase, por grupos (heterogéneos, como siempre). La discusién
por grupos es fundamental para asentar los conceptos con la ayuda de sus
pares, y nos permite evaluar la competencia especifica 9. A parte de eso, los
ejercicios evalian sobre todo las competencias 2 y 3.

El ejercicio 4 puede requerir que recordemos nociones de continuidad del
ano anterior. Este ejercicio estd pensado para que entiendan por qué los
numeros reales son necesarios para tener nociones robustas de continuidad
y derivabilidad. Ejercicios como el 5, el 6 y el 7 son imprescindibles para
poder evaluar un abanico mas amplio de competencias, en concreto la 1, la
5y la 6, dedicadas al establecimiento de conexiones entre distintas areas de
las matematicas y a la resolucién de problemas de la ciencia y la tecnologia.

Hoja de ejercicios:
1. Encuentra la n-ésima derivada de ze™*.
2. Calcula
P
lim £

rz—oo e¥

)

donde P(z) es un polinomio de grado n.

1 X
lim (1 + ) =e.
r—00 x

Pista: calcula el logaritmo de ese limite.

3. Demuestra que

4. Sea f:Q — Q definida a trozos como:
1 siz? <2
-

2 six?>2
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a) Demuestra que f es continua y derivable en todo Q, y que su
derivada es 0.

b) (No es eso un poco raro?

5. Consideremos el conjunto V' de todos los polinomios de grado menor
o igual que 2, es decir, V = {az? + bz + c | a,b,c € R}. Un elemento
cualquiera de este conjunto, az?+bx+c, puede verse como un vector de
coordenadas (a, b, c) en la base {22, z,1}. ;Cudles son las coordenadas
de su derivada? ;Puedes encontrar una matriz que te lleve a cada
vector a su derivada? jPor qué o por qué no es posible encontrar dicha
matriz?

6. Durante su caida, un paracaidista experimenta tanto la fuerza de la
gravedad mg como la resistencia al aire proporcionada por su para-
caidas, que es proporcional a la velocidad. Es decir, la ecuacién del
movimiento F' = ma sera

dv
m— =mg — Q.
a

a) Demuestra que v = = <1 — 67%t> es una solucién de dicha ecua-
cién.
b) (Cuadl es la velocidad terminal del paracaidista?

7. Un estudio de marketing ha encontrado que el precio de una cena
a la parrilla p (en euros) puede relacionarse con el nimero de cenas
vendidas x mediante

p(z) =9 —0,03z, 0 <2z <300.

a) ;Cudles son los ingresos I(z)?
b) Obtén los ingresos marginales, definidos como IM (z) = I'(z).

c¢) Utiliza la funcién de ingresos marginales para aproximar los ingre-
sos obtenidos de vender la cena nimero 101. Compara ese valor
con el valor real de la venta.
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7. Valoracion de las metodologias y comparacion
entre ellas

Esta claro que la leccién magistral es la metodologia mas utilizada por un
buen motivo: es excelente para transmitir una gran cantidad de informacién
de manera estructurada y eficiente. Requiere de mucha menos preparacion
que otras metodologias por parte del profesor, y permite dar el mismo te-
mario en menos tiempo. Pero la eficacia no lo es todo, y esta metodologia
tiene claras carencias.

Comparandola con el método Singapur, la base pedagodgica no es ni de le-
jos tan sélida. En el método Singapur, hay un proceso, ya estudiado y de
eficacia demostrada, de adquisiciéon de conceptos matemaéticos, yendo desde
lo concreto a lo abstracto. Este proceso estd ausente en una clase magis-
tral tradicional, que no usa, por ejemplo, materiales manipulativos. Como
resultado, no es de extranar que los alumnos adquieran errores de concep-
to graves, y que acaben simplemente memorizando los algoritmos que les
permiten alcanzar la respuesta correcta, en lugar de entender los conceptos
subyacentes. Ademads, la leccién magistral no prepara a los estudiantes pa-
ra pensar y resolver problemas de manera auténoma, otro de los grandes
desafios de la educaciéon contemporanea.

Asimismo, hemos visto que el método Singapur puede aplicarse a matemati-
cas mucho maés alld de la educacién primaria. En particular, la forma de
entender el producto de matrices por vectores como el resultado de aplicar
una transformacion a un vector, en vez de simplemente dar una férmula a
memorizar, es muy caracteristica de este método y encaja muy bien con el
principio de comprension relacional por encima de la comprensién instru-
mental.

Ademsds, una de las desventajas méas comunes de las metodologias menos
tradicionales es el tiempo adicional que suelen requerir para dar el mismo
temario, pero en nuestro caso con el método Singapur, hemos notado poca
diferencia en el tiempo necesario para cubrir el contenido, comparado con el
que se suele usar en una exposicién tradicional de los conceptos trabajados.
Adicionalmente, aunque el método Singapur requiere una mayor preparacion
inicial y un enfoque mas interactivo en el aula, la profundidad y solidez de
la comprensién adquirida por los estudiantes pueden reducir la necesidad de
repaso y correccion de errores conceptuales méas adelante. En otras palabras,
la inversién de tiempo adicional en etapas tempranas podria compensarse
con una mayor efectividad en el aprendizaje a largo plazo.
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Por su parte, el aprendizaje basado en problemas es la metodologia que mas
pone al estudiante en el centro del proceso educativo, y tiene la ventaja
de desarrollar habilidades importantes como el pensamiento auténomo y el
trabajo en equipo. Es la metodologia mas completa en cuanto al desarrollo
de las competencias especificas, y acerca a los alumnos a lo que realmente
supone hacer matematicas.

Sin embargo, requiere de mucho tiempo tanto de planificacién (encontrar
problemas que sirvan adecuadamente para ensenar el temario es complicado)
como de ejecucion, requiriendo sesiones de planificacién, coordinacion y, por
supuesto, investigacion, que pueden alargar mucho el proceso y hacer casi
imposible ver todo el temario en un tiempo razonable.

En cuanto a la aplicabilidad al temario, salta a la vista que el tema elegido
no encaja del todo bien con la metodologia del ABP. Es un tema que requiere
de mucho desarrollo tedrico, por lo que su ensenianza a través del ABP no
es muy organica, como se ha podido ver en su correspondiente seccién. Pero
saber cuando no funciona bien una metodologia es tan importante como
saber cuando si funciona bien, por lo que esta conclusion es igualmente muy
valiosa.
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8. Conclusiones

Es evidente que no hay una metodologia tnica que sea la mejor en todos los
contextos educativos. La clave estd en la flexibilidad y la capacidad del do-
cente para adaptar su enfoque a las necesidades y caracteristicas especificas
de sus estudiantes y del contenido a ensenar. La nociéon de que la leccion
magistral es la metodologia por defecto y la que deberia usarse en casi todas
las situaciones debe desaparecer.

Con esto en mente, parece claro que nuestro sistema educativo tiene mucho
que ganar si se deja influenciar por las ideas clave del método Singapur. Es un
método que tiene el respaldo del sistema curricular entero de un pais, y que
yva ha demostrado resultados en pruebas internacionales. Sus fundamentos
pedagogicos son sélidos y puede usarse para temas tan avanzados como
incluso el de matrices en 2° de Bachillerato.

El aprendizaje basado en problemas, por su parte, es mas dificil de adoptar,
especialmente a la ensenanza de conceptos muy tedricos en matematicas.
Pero es una metodologia muy completa y que hay que tener muy presente
para las partes mas aplicadas, aunque solo se ensefie una parte pequena del
temario usandola, debido a la alta cantidad de tiempo que puede llevar su
correcta ejecucion.
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