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Introduccion

La necesidad de resolver numéricamente un problema de valor inicial de ecuaciones en de-
rivadas parciales definido en un dominio no acotado surge en gran variedad de problemas de
Matematica Aplicada con interés en distintos campos dentro de la Ciencia y la Tecnologia.

En la practica, para poder resolver numéricamente este tipo de problemas, es necesario
restringirse a un subdominio finito y surge entonces la necesidad de proponer unas condiciones
de frontera artificiales, dando lugar a un problema de valor inicial y de frontera. La eleccién
de estas condiciones de frontera es crucial, siendo el objetivo que la solucién numérica del
problema de valor inicial y de frontera sea una buena aproximacion de la solucién exacta del
problema original. Si, por ejemplo, se trata de un problema de evolucién en el que la solucién
viaja con el tiempo, si no se han elegido unas condiciones de frontera adecuadas, cuando la
solucién llegue a la frontera, se producirdn grandes reflejos que nada tienen que ver con la
solucién del problema original.

El resultado 6ptimo es, por tanto, cuando la solucion del problema de valor inicial y de fron-
tera construido coincide con la restriccién de la soluciéon del problema original al subdominio
finito elegido. Las condiciones de frontera que proporcionan este resultado 6ptimo reciben el
nombre de condiciones de frontera transparentes. Sin embargo, con frecuencia, las condiciones
de frontera transparentes para muchas ecuaciones son no locales. Esto hace que en la practica
el algoritmo final tenga un coste computacional elevado y en ocasiones, puede ser un incon-
veniente. Resulta entonces interesante poder construir condiciones de frontera locales para las
cuales, aunque no sean transparentes, los reflejos que se originen cuando la solucién numérica
llegue a la frontera sean de tamano lo menor posible. Este tipo de condiciones de frontera se
llaman absorbentes y se construyen como aproximacién de las transparentes.

En este trabajo nos vamos a centrar en la ecuacién lineal de Schrodinger. En el capitulo
1 construiremos condiciones de frontera transparentes, tanto para el problema continuo como
para discretizaciones concretas en tiempo y en espacio de la ecuacion. Como éste es uno de
los casos en el que las condiciones de frontera transparentes son no locales, en el capitulo 2
construiremos condiciones de frontera absorbentes locales tanto para el problema continuo,
como para una discretizacion espacial de la ecuacién mediante diferencias finitas. Por ltimo,
en el capitulo 3 se realizaran distintos experimentos numéricos con los que analizaremos tanto la
precisién con la que se aproxima la solucién en el dominio interior, como el grado de absorcion
de las distintas condiciones de frontera absorbentes construidas en el capitulo 2.
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Capitulo 1

Condiciones de frontera
transparentes para la ecuacion lineal
de Schrodinger

En este trabajo vamos a considerar la ecuacion lineal de Schrodinger:

10 = —8§u +V(z,t)u, zeR, t>0, (1.1)
donde el potencial satisface que V' (-,t) € L*>°(R).

La ecuacion es una de las ecuaciones bésicas de la mecanica cuantica y surge en mu-
chas areas de interés fisico y en ingenieria. Ejemplos de ello es el estudio de la propagacion
de ondas electromagnéticas [I§], el estudio de semiconductores cudnticos [13], también es de
utilidad en 6ptica [26] y en acistica submarina [29].

Notese que la ecuacion estd definida en un dominio espacial no acotado. Nos gustaria
conocer una aproximacién de la solucién de , pero para resolver numéricamente el proble-
ma, es necesario considerar un subdominio espacial finito [z;, z4], de manera que la condicién
inicial ug(z) C [4, 24). Ademds es necesario proponer unas condiciones de frontera adecuadas
para que la solucién del nuevo problema sea lo méas parecida posible a la solucion del problema

original (1.1]).

Ma3s precisamente, al integrar el problema

i0u = —%u+ V(x,thu, x € [xg,xg, t>0,
u(z,0) = up(z), =€R, (1.2)
condiciones de frontera en z;, x4, t > 0,
con ug € L?(R), se obtiene una solucién que viaja con el tiempo a través del dominio espacial
y llega a la frontera. Si las condiciones de frontera que hemos elegido para z; y x4 no son

adecuadas, se producirdn ondas reflejadas que se mueven hacia el interior del dominio y que
nada tienen que ver con la solucién del problema original ([1.1)).

Se plantea entonces la pregunta: ;como elegir unas condiciones de frontera adecuadas para
que esto no ocurra? Lo ideal es que la solucién del problema ([1.2]) sea igual a la restriccién a
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[xi, z4] de la solucién del problema en el dominio no acotado (1.1)). Las condiciones de frontera
que permiten conseguir este objetivo se llaman condiciones de frontera transparentes.

Nuestro primer objetivo en este trabajo es obtener condiciones de frontera transparentes
para la ecuacién lineal de Schrodinger (1.1)).

Vamos a suponer que el dato inicial es de soporte compacto y que sop(ug) C [z, x4] ¥ que
el potencial dado es constante fuera de este dominio finito, por tanto,

Vi siz <@g,
Vx,t) =
Vg six > xy.

Ademas, estamos interesados en soluciones de la ecuacion lineal de Schrodinger que tiendan a
cero cuando z tiende doco. El cardcter bien puesto del problema que estamos considerando es
estudiado en [10] en el siguiente teorema.

Teorema 1.0.1. Sea ug € L?(R) y V € C([0, 00), L*°(R)). Entonces el sistema

i0u = —0%u+V(x,t)u, z€R, t>0,
lim wu(z,t) =0, (1.3)

|z| =00

u<x7 0) - U()(.%'),
tiene una tnica solucién u € C([0,00), L?(R)). Ademés, se satisface la siguiente igualdad
(-, )2y = ol 22zy para todo ¢ > 0.

A lo largo de este capitulo mostraremos diferentes formas de obtener condiciones frontera
transparentes. Partiremos de la derivacién clasica para obtener condiciones de frontera trans-
parentes de tipo continuo para el problema de valor inicial. En segundo lugar, imitaremos este
procedimiento para la ecuacion de Schrodinger discreta en el tiempo, derivamos asi condiciones
de frontera transparentes temporalmente discretas. En tercer lugar, consideraremos las con-
diciones de frontera transparentes semidiscretas en espacio y, finalmente, hablaremos de las
condiciones frontera transparentes totalmente discretas.

1.1. Condiciones frontera transparentes continuas

Nuestro objetivo es disenar condiciones de frontera transparentes en x; y x4, de tal manera
que el problema de valor inicial y de frontera resultante esté bien puesto y que su solucién
coincida con la solucién del problema total restringida al intervalo [z;, z4]; para ello, se ha
supuesto que el dato inicial sea de soporte compacto en el intervalo [z;, z4] v que, ademas, el
potencial sea constante fuera de dicho intervalo.

En esta seccién, siguiendo [10] y otras referencias cldsicas como [II], presentamos una
derivacién formal de condiciones de frontera transparentes para soluciones suaves (es decir,
funciones de clase C1). Para ello dividimos el problema de espacio total original en tres subpro-
blemas: el problema interior en el dominio [x;, z4] y un problema exterior izquierdo y derecho.

TRABAJO FIN DE MASTER MANUEL MANZANARES BARRAJON



5 1.1. CONDICIONES FRONTERA TRANSPARENTES CONTINUAS

Descomponemos L?(R) = L?() @ L?*(Qq U Q;), donde Q = [z;,74], & = (oo, 2] ¥
Qg = [x4,00). Por tanto, ([1.1)) es equivalente al siguiente sistema acoplado

(0 + 69%) v="V(x,t)hv, (x,t)€ QxR

Opv(z,t) = Opw(z,t), z=ux;q, t>0, (1.4)
v(x,0) = up(x), =€,

(i@t + 83) w = Vi7dw, (.’L‘, t) S (Qd @] Ql) X R+,

w(z,t) =v(x,t), =z, t>0, (1.5)
lim w(z,t) =0, t>0,
|z|—00

U)(.’L‘,O) =0, z€QqUQ,.

En la figura que se adjunta a continuacién (extraida de [10]) se ilustra la divisién del dominio
espacial R en problemas interiores y exteriores y cémo realizar dicha resolucién.

Figura 1.1: Descomposicién del dominio de partida e idea basica de la construccion de la
condiciones de frontera transparentes.

Dado que el potencial es constante en los problemas exteriores, podemos resolver el pro-
blema por el método de Laplace. Recordemos que la transformada de Laplace de una funcién
f € L*(0,00) se define como

CIf(2)](s) = /0 )z,

para s > 0. Por simplicidad, utilizaremos como notacién para la transformada de Laplace de
una funcién f tanto L[f(z)](s) como f(s).

Aplicamos a continuacién la transformacion de Laplace de la funcién w respecto del tiempo ¢
a los problemas exteriores . Trabajemos, en primer lugar, con el problema exterior derecho,
es decir, cuando & = x4 en el dominio Qg = [z4,00). Tomando transformada de Laplace, se
obtiene
L[(i0y + 02) w] = L[Vw]

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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iL[Oyw] + L[02w] = L[Vaw)
isw + 0% = Vg, x € Qy. (1.6)

Para obtener la expresion anterior, se han tenido en cuenta las siguientes propiedades de la
transformada de Laplace:

i) La transformada de Laplace es lineal, si a, 5 € Ry f, g € L* (0,00), entonces
Llof (2) + Bg(2)](s) = aL[f(2)](s) + BL[g(2)](s)-

ii) La transformada de Laplace de la derivada viene dada como

£|(1) @] 0 =10+ selre), (1)

M34s concretamente, para obtener ((1.6)), se ha usado la propiedad de linealidad de la trans-
formada de Laplace (propiedad i)) y, también se ha utilizado la propiedad ii) de la siguiente
manera:

cliol(s) = it | () 0] (9 = il-0@.0) + sClull(s)] = is ().

puesto que w(z,0) =0 en ((1.5)).

A continuacién, se muestra otra propiedad de la transformada de Laplace que nos ser til
mas adelante:

iii) La transformada del producto de convolucién es el producto de las transformadas

LI(f +9)(2)](s) = LIf(2)](s)L]g ()] (s),

donde recordemos que el producto de convolucién al que nos referimos es:

(f % 9)(z) = /0 " (e = Pg(r)dr.

Operando en (|1.6)), se tiene

N 2~
2w — Oz =0,

donde se ha usado la notacién z = V; — is. Por lo que nos encontramos con una ecuacién
diferencial de la que es ficil encontrar la solucién. Para ello tomamos el polinomio caracteristico
asociado a dicha ecuacion, que viene determinado por

p(y) = —y* + 2,

donde la variable y es la variable del polinomio caracteristico al haber tomado z = V; —is. Por
tanto, las raices del polinomio caracteristico son

Luego, la solucién general de la ecuacién diferencial es

TRABAJO FIN DE MASTER MANUEL MANZANARES BARRAJON



7 1.2. CONDICIONES DE FRONTERA TRANSPARENTES SEMIDISCRETAS EN TIEMPO

W(z,s) = A(s)eV?* + B(s)e V37,

y sustituyendo el valor de z en nuestra solucién tenemos que

W(x,s) = A(s)eVVa™% £ B(s)e VVa=%  para todo x > z4.
Cabe observar que la raiz cuadrada que tomamos es aquella cuya rama tiene parte real positiva.
Para que la solucién w0 pertenezca a L?(£4), el coeficiente A debe anularse, puesto que
1 o0
ex/Vd—ism — 0.
vV Vd — 18 24

En consecuencia, la solucion viene escrita de la forma

oo
/ ex/Vd—zsmd:L, —
Tq

W(x,s) = B(s)e VY4~ para todo x > xg4. (1.8)
Haciendo uso de (1.5)), w(x,t) = v(z,t) para z = x4 y t > 0, tenemos que

(x4, 8) = Llv(za,1)](s) = Lw(za, 1)](s) = B(s)e™VVa—is2a,
luego el factor B(s) viene determinado por
B(s) = eVVa=B%agly(z4,1)](s).
Entonces, la igualdad se reescribe como
w(z,s) = B(s)e VVaT3% = VVamiSTa Ly (54, 1)](s) e VVETET = VYT @2 £y (24, 1)) (s).
Derivando respecto de la variable espacial, obtenemos que

Bptd(z,5) = —/ Vg — ise YV @=2a) £y (24 1)](s) = —/Vy — is ib(z, s)

Y tomando x = x4 llegamos a obtener la condicion de frontera transparente derecha

OpW(x, 8)| =2y = —V/ Vi —isw(zq,s). (1.9)

Razonando de manera similar, se deduce la condicién de frontera transparente continua iz-
quierda

—0,W(x, §)|p=a;, = —V/ Vi —isw(x;, 5). (1.10)

1.2. Condiciones de frontera transparentes semidiscretas en
tiempo

En la seccién hemos obtenido condiciones de frontera transparentes para el problema
continuo, es decir, antes de considerar qué discretizacion de la ecuacién vamos a utilizar, tanto
temporal como espacial. Ahora, en esta seccién, vamos a considerar primero una discretizacion
temporal de la ecuacion lineal de Schrodinger y, para el problema semidiscreto en tiempo,
vamos a construir condiciones de frontera transparentes. En concreto, vamos a discretizar en

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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tiempo el problema (|1.2)) mediante un método lineal multipaso A-estable con longitud de paso
constante. Vedse el Apéndice [A] donde se describen brevemente estos métodos numéricos.

Si discretizamos la ecuacion diferencial del problema exterior derecho siguiente
i0yw = —02w + Vw,
con potencial V' constante, es decir, de la forma
Vi siz <,

V(z,t) =
Vg sixz>uxy

usando un método lineal multipaso A-estable nos queda

. K K
%Zajw"_j :ZBj (—8§+V) w7, n>K, (1.11)
§=0 §=0
es decir,
% [aown —I-Oélwnil 4 aKilwan+1 _’_aKwan} —
= (=024 V) [Bow" + Bt + - 4 Brow™ T E T 4 Brw KT (1.12)

Al igual que hicimos en el caso continuo, dividimos el problema total original en tres subpro-
blemas: un problema interior y otros dos exteriores (izquierdo y derecho) con sus respectivas
soluciones, v y w™, que son, respectivamente, las aproximaciones a v(z,t,) y w(x,t,). Consi-
deraremos en primer lugar que estamos trabajando en el problema exterior derecho, es decir,
en el intervalo x4, 00), donde el potencial viene dado por V(xz,t) = Vj. Siguiendo lo analizado
en [10], en lugar de aplicar la transformada de Laplace, como hicimos en el caso continuo,
aplicaremos la transformada Z (o Z-transformada) a la igualdad . La Z-transformada
de una sucesién (u") se define como

Zw") =a(z) = Zu”z_", z€C, |z] > R(Z(u")),
n=0

donde R(Z(u™)) es el radio de convergencia de la serie de Laurent Z(u™).

Si tomamos Z-transformadas en ambos lados de la igualdad ((1.11]) obtenemos la ecuacién
diferencial ordinaria de segundo orden

<8§ + 25(]:) — Vd> w(z) =0, x>z, (1.13)

donde

Zjl'(zo O‘szij
Zngo Bjzt

es la funcién generatriz del integrador en tiempo.

5(z) = (1.14)

TRABAJO FIN DE MASTER MANUEL MANZANARES BARRAJON



9 1.2. CONDICIONES DE FRONTERA TRANSPARENTES SEMIDISCRETAS EN TIEMPO

A continuacién vamos a deducir nosotros la expresién de 0(z) para dos integradores tempo-
rales concretos: la regla de los trapecios y el método de Euler implicito y vamos a comprobar
que la expresién de §(z) que nosotros obtenemos coincide con la deducida en (|1.13) para el
caso general.

Ejemplo 1: Regla del trapecio.

La regla del trapecio es un método numérico de resolucién de ecuaciones diferenciales
ordinarias (véase Apéndice . Suponiendo que se quiere resolver la ecuacién diferencial ¢y =
f(t,y), la regla del trapecio viene dada por la férmula

g (f(t’l’lu yn) + f(tnt1, yn-l—l)) )

donde k = t,,+1 —t, es la distancia entre ¢, y t,+1. En nuestro caso, la funcién f tiene la forma
f(t,u) =i (82— V(x,t))u, por tanto obtenemos

Yn+1 = Yn +

% ] i (02 — {gn(ag)) u” N i (02 — Vn;l(;p)) un+1'

Multiplicando a ambos miembros de la igualdad anterior por ¢ tenemos que

(—83 + V”(x)) u™ N (_a% + Vn—&-l(x)) !

z n+l _  n] _
[u u"] 5 5 ,

k

Escribimos la ecuacién diferencial discretizada de forma completa

n+1 n VnJrl n+1 vn n
U u" _(ﬁu +u n ()u™ T + V™ (x)u _ zeR, VneN,
k 2 2
lim " = 0, paratodo néeN, (1.15)
|z|—o0
u’ = wug(z), paratodo z € R.

En primer lugar, consideremos el problema exterior derecho, por tanto, la ecuacién (|1.15]) se

traduce en )
iw”“ —w" _ a2 witt Vg (w’”’ + w”)
k x 2 2 ’
donde el potencial es constante, por tanto, V" = V" = V. Multiplicamos ahora por z~
ambos lados de la igualdad anterior

" a

.wn+127n —whym 82 wnJrlzfn 4oty N Vd (wn—l-lz—n 4 wnz—n)
7 = —
k * 2 2 ’

si descomponemos 2" = z~("*t1) 2 obtenemos que la ecuacién anterior se reescribe como

.wn+1z7(n+1)z — oty

+1,—(n+1) , 4ty Vy (wnJrlZf(nJrl)Z + wnzfn)
1 2 =+

,wn
=02
v 2 2

Sumamos ahora para todo n € Ny y usando la definiciéon de Z-transformada obtenemos que

zib(2) —i(z) (=05 + Va)

2 = S P (e + ()

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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que se puede reescribir como

i(z—1) (=024 Vy) (z+1)

w(z) = 5 w(z).
Dividiendo en sendos lados de la igualdad por %
o020z —1) 9 )
w(z)%m = (=0; + Va)u(z),

y llevando todo a un lado de la ecuacién y sacando factor comun w(z) obtenemos

5 12(z—1) .
-V,
Es decir, obtenemos (1.13)) para
5(z) = 2(z—1)
(2417

que coincide con la férmula general ((1.14]) para el caso de la regla del trapecio.

Ejemplo 2: Método Euler implicito.
El método de Euler implicito viene dado por

Unp+1 = Yn + kf(tn—i—la un+1)'

Dicho método se llama implicito debido a que el lado derecho es dependiente de u,41 y cada
paso involucra resolver el procedimiento de iteraciéon para y,+1. En nuestro caso, como la
funcién f tiene la forma f(¢,u) =i (02 — V(x,t)) u, obtenemos

un+1 — " +k [Z (8:% o Vn+1($)) un+1] )

Multiplicando a ambos miembros de la igualdad anterior por ¢ e intercambiando algunos térmi-
nos obtenemos que
i
% (un+1 _ un) — (—8% 4 Vn-H (.CI})) un—&-l.

Seguimos, en primer lugar, los pasos tomados en el ejemplo anterior. Para ello, consideremos
el problema exterior derecho

— = (—(‘ﬁ + Vd) wn+1,

donde el potencial es constante, por tanto, V" = V"1 = V/;. Multiplicando a ambos miembros
de la igualdad anterior por z~" ésta se traduce en

) wn—l—lz—n — "

i p = (—3% +V;) wn

si descomponemos 2" = z~("t1) 2 obtenemos que la ecuacién anterior se reescribe como

+1,—(n+1 -
e k)z_“’"z L (02 V)t

TRABAJO FIN DE MASTER MANUEL MANZANARES BARRAJON



11 1.2. CONDICIONES DE FRONTERA TRANSPARENTES SEMIDISCRETAS EN TIEMPO

Sumando para todo n € Ny y usando la definicién de Z—transformada obtenemos que

2w (z) — w(z)

PR (52 4 V) =),
que se puede reescribir como
N z—1 2 N
iw(z) = (=02 + Va) zu(2).
Dividiendo por z en sendos miembros de la ecuacién anterior obtenemos que
o tz—1 9 .
w(z)% = (=07 4+ Vy) ().

Finalmente, llevando todo a un lado de la ecuacién y sacando factor comin w(z) obtenemos

12—1 .
<(’3§ + P Vd> w(z) =0,
es decir, obtenemos (|1.13|) para
5(2) z—1
Z) =
z )

que coincide con la férmula general (|1.14]) para el caso de Euler implicito.

Tras haber calculado en dos casos particulares la expresién de d(z), volvamos a la ecuacién
(1.13). Las condiciones de frontera transparentes semidiscretas en tiempo para la ecuacién
lineal de Schrédinger se obtienen resolviendo dicha ecuacion diferencial

<a§ + zé(kz) — Vd> W(z) =0, x> g4 (1.16)
es decir,
o2 (z) + <25(kz) — Vd> w(z) =0, z>z4

Para hallar la solucién de esta ecuacién diferencial ordinaria tomemos su polinomio carac-
teristico con variable ¥y, que viene determinado por

Las raices de este polinomio caracteristico son

y2+<i5(kz)—Vd> =0:>y2=(—i6(]:)+Vd> iy:im-

Donde las soluciones de y encontradas pueden reescribirse como

Luego, la solucién general de la ecuacién diferencial es

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID
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w(z, 2) Vi TVaT | B(2) etV i ~Vaz , Vo > g,

al igual que en el caso de la condicién de frontera transparente continua, la raiz cuadrada que se
ha tomado es aquella cuya rama tiene parte real positiva. Para que la solucién u™ pertenezca a
L? (Qy), el coeficiente B debe anularse. Esto se debe al hecho de que la funcién generatriz §(z)
lleva el trozo de plano {|z| > 1} al semiplano derecho {Re(z) > 0} debido a la A-estabilidad
de los métodos multipaso utilizados, y por tanto

0
Re (—i z(kz) - Vd> >0, V|z| > 1.

En consecuencia, la solucion viene escrita de la forma

w(z, 2) (Vi Vae , Vo > x4

Derivando en ambos miembros de la expresion anterior respecto de la variable espacial, obte-

nemos que
Oy (, \/ —VaT — Vg (z, 2),
en x = x4. Se puede reescribir como
0
Z(0,w") (2) =1 z@ — Vg Z (w") (2), (1.17)

k

en r = z4. Tomando Z-transformada inversa a ambos lados de la igualdad precedente obtene-
mos la condicién de frontera transparente que nos ocupa, que es una expresiéon de O, w"(zq)
en términos de wak(md) para 0 < k < n. Ademads, ésta es una convoluciéon temporalmente
discreta que depende de la funcién generatriz 6(z).

Noétese que las condiciones de frontera transparentes son no locales, lo cual, a la hora de la
implementacién del algoritmo final supone un elevado coste computacional.

Veamos a continuacién, como queda la condicién de frontera transparente para el ejemplo
1. Presentamos la Z transformada inversa que es esencial para formular las condiciones de
frontera transparentes discretas en el espacio fisico (teorema extraido de [2])

Teorema 1.2.1. (Z transformada inversa) Si (f,) es una secuencia acotada exponencial-
mente, y f(z) es la Z-transformada, entonces la Z transformada inversa viene dada por

) 1 .
fo=2"1 (f(z)) = ,/f(z)z"_ldz, para n € Np,
21 c
donde C denota un circulo alrededor del origen con un radio suficientemente grande.

Una férmula importante es la Z transformada inversa de un producto:

27 (f=9(2) = fn*gn—szgn 2
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13 1.3. CONDICIONES DE FRONTERA TRANSPARENTES SEMIDISCRETAS EN ESPACIO

Veamos finalmente, cémo usando la Z-transformada inversa podemos obtener unas condiciones
de frontera transparentes. Vamos a verlo para el caso de la regla de los trapecios:

Usando la férmula anterior de la Z transformada inversa de un producto, la Z transformada
inversa en ([1.17)) queda expresada de la forma

Dp(w") = 271 (z 25(;) — Vi Z (w") (z)) =gprw" = ngw”_k.
k=0

Obtenemos por tanto que el problema interior del ejemplo 1 viene determinado por

27_0 _ _a:% Un—f—l 4 h N Vn-i—l(x)vn—kl + Vn(x)vn, e Q,vn . N7
k 2 2
0 = wy(z), x€Q, (1.18)
n+1 )
oo = Zw,(;’d)v’”l_k, en T = x;, T4,
k=0

donde los pesos Q,M(li D yiene dados por

9) = 2@ ) = i1 Vi

Los pesos 9, se pueden obtener analiticamente o numéricamente, dependiendo de § y del
potencial V; 4. En el caso de la regla de los trapecios y de un potencial nulo, obtenemos
explicitamente los coeficientes (véase [2, [7, 31])

/9 _
Y= —e's E(—l)kl/)k, k € No,

donde los v, vienen determinados por [2, [7, 3]

—_
w

N | =
[\
[\

(&07&13&37@47&57"') = (Lla;v 313747> .

1.3. Condiciones de frontera transparentes semidiscretas en es-
pacio

Cuando se utiliza el método de lineas para resolver numéricamente una ecuacién en deri-
vadas parciales, se puede optar por discretizar primero en tiempo y después en espacio o al
revés, es decir, considerar primero una discretizacién espacial de la ecuacién y a continuacion
la integraciéon temporal.

En la seccién hemos considerado primero la discretizacion en tiempo de la ecuacién
lineal de Schrodinger y hemos construido condiciones de frontera transparentes para el proble-
ma semidiscreto en tiempo. En esta seccion vamos a considerar primero una discretizacion en
espacio de la ecuacion y a obtener condiciones de frontera transparentes para el problema semi-
discreto en espacio. Aunque con diferencias en la técnica con la que vamos a obtener condiciones
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de frontera transparentes (utilizaremos la técnica de [10]), seguiremos la idea desarrollada en
[3, 5] donde se construyen condiciones de frontera transparentes para la ecuacién

Ou(z,t) = %Z (O2u(z,t) + Vu(z,t)), z€R, t>0, (1.19)

u(z,0) = wup(z), z=eR

En [3] y [5] se considera el caso ¢ > 0. Né6tese que la ecuaciéon que nosotros estamos conside-
rando ([1.1]) no estd incluida en este caso, sino en el caso ¢ < 0.

En concreto, vamos a considerar un esquema de diferencias finitas de orden dos para la
discretizacién espacial. Para ello, consideramos una red uniforme del intervalo [z;,z4]: {27 :
0<j<J},donde 2/ = x; +jh,j=0,...,J con h=L/J,y L = x4 — x;. Usaremos v7(t)
para denotar la aproximacién a v(z/,t) obtenida con esta discretizacién. Consideraremos la
siguiente aproximacién de orden 2 a la derivada segunda:

VITL(t) — 207 (t) 4+ vI L (t)
h2

De esta manera, la discretizacién espacial de la ecuacién en el dominio interior [x;, z4] viene

dada por

2v(2?,t) = D3I (t) = (1.20)

d 1, . A A o

i—vl (t) = —33 (V) — 207 (1) + " @) + VI, j=1,2,...,,J -1, t>0.

Para obtener las condiciones de frontera transparentes para este problema semidiscreto, con-
sideramos esta misma discretizacion espacial en el dominio exterior derecho (haciendo un ra-

zonamiento similar para el problema exterior izquierdo)

d 1, . S ‘
i’ = _ﬁ( I 2w! 4w + Vg, jezZ, t>0,
w!(t) = vl(t), t>0,

lim w/(t) = 0, t>0, (1.21)

|j]—o00

w'(0) = 0, jeEZ.
Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién ((1.21]) obtenemos

1

isw () + 3 (W1 (s) — 27 (s) + W t(s)) = Vg (s), je{J+1,J+2,...},

donde se ha usado la propiedad ii) de la transformada de Laplace (la transformada de Laplace
de la derivada de una funcién). Multiplicando a la ecuacién anterior por h? y llevando todos
los términos a un miembro de la ecuacion llegamos a que

W (s) + (=2 4 h¥is — h*Vy) @ (s) + @/ (s) = 0.
La ecuacién anterior la reescribimos como
W (s) + (=24 h2(is — Vy)) @/ (s) + @/ 1 (s) =0, je{J+1,J+2,...}. (1.22)

Para resolver esta ecuacién en diferencias tomamos el polinomio caracteristico que viene aso-
ciado a dicha ecuacién, que viene determinado por
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15 1.3. CONDICIONES DE FRONTERA TRANSPARENTES SEMIDISCRETAS EN ESPACIO

p(x) = x>+ (—2+ R (is — Va)) x + 1,

donde la variable x es la variable del polinomio caracteristico. Resolvemos

X+ (—2+h(is— V) x+1=0

obteniendo

_2- h2(is — Vy) £ /(=2 + h2(is — V)2 — 4
2

2
1B (1 B w)

Operemos en el discriminante:

x(s)

n? ’ nt Y
—l—i—?(zs—Vd) —1=14—(is=Vy)*—=h“(is—Vy) —1=

4
h* h? h?
= —(is = Va)> = h*(is = Vyg) = —(is = Vi) [ = (is—Va) — 2 .
4 2 2
Por tanto, las raices del polinomio caracteristico son
h? h? h?
x+(s)=1-— ?(zs —Vy) £ ?(zs —Va) <2(is —Vy) — 2). (1.23)

En consecuencia, la solucién general de la ecuacién diferencial es
W (s) = A(s) XL () + Bls) X" (s), je{J+1LT+2,..}.
Se verifica que x_(s) = (x+(s))"". Por tanto

@ (s) = A(s) () + B(s)x:0 (), je{T+1,T+2,..}.

Para que la solucién pertenezca a L%*(Q%), el coeficiente B debe anularse. Por tanto, la solucién
viene escrita de la forma

W (s) = A(s) s (s), je{J+1,J+2,...}.

Por el acoplamiento de los problemas exteriores al problema interior, sabemos que para j = J
tenemos w’(t) = v”/(t), tomando transformadas de Laplace tenemos

7 (s) = w7 (s) = A(s),
ya que cuando j = J tenemos que Xi__J(S) = Xi_‘](s) = 1. Luego
W (s) =07 () (s), je{J+1,J+2,...}. (1.24)

Tomando en (|1.24]) j = J — 1 tenemos que

07 (s) = 07 ()T (s) = 07 (s)x S (s). (1.25)
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Teniendo en cuenta que y;'(s) = x_(s), obtenemos

2
o7 (s) = !1 — %(is —Vy) — \/h;(is - V) <h22(is —Vy) - 2)] o7 (s) (1.26)

que es la condicién de frontera transparente semidiscreta derecha, en términos de la transfor-
mada de Laplace, asociada a la discretizacion mediante diferencias finitas de segundo orden
que hemos considerado. Un razonamiento similar permite obtener la condiciéon de frontera
transparente semidicreta para la frontera izquierda

2
ol(s) = [1 - %(is — Vi) — \/h;(is —Vy) <h22(i5 — Vi) — 2>] (s). (1.27)

1.4. Condiciones de frontera transparentes totalmente discre-
tas

Existe la posibilidad de obtener condiciones de frontera transparentes para un problema
totalmente discreto, tanto en tiempo como en espacio (véase [10] y las referencias alli men-
cionadas). Sin embargo, dichas condiciones de frontera vuelven a ser no locales y por tanto
costosas computacionalmente hablando, por lo que su interés practico disminuye. Por ello, no
vamos a desarrollar en este trabajo estas condiciones de frontera totalmente discretas y vamos
a pasar, en el capitulo siguiente, a desarrollar condiciones de frontera absorbentes locales cuyo
interés préactico es mayor.
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Capitulo 2

Condiciones de frontera absorbentes
para la ecuacion lineal de
Schrodinger

Como hemos explicado desde el principio de este trabajo, para resolver numéricamente un
problema de evolucién de ecuaciones en derivadas parciales definido en un dominio infinito, es
necesario restringir el problema a un subdominio finito (en nuestro caso Q = [x;, 24]) e imponer
las condiciones de frontera artificiales. Si la soluciéon de este nuevo problema coincide con la
restriccién de la solucién del problema original, las condiciones de frontera se llaman trans-
parentes. Sin embargo, aunque estas condiciones de frontera evitan la existencia de reflejos
cuando la solucién llega a la frontera, en muchos casos, incluida la ecuaciéon que nos ocupa, las
condiciones de frontera transparentes son no locales. Es por ello, que en la practica se prefiere
utilizar otro tipo de condiciones que son locales, y por tanto mucho menos costosas compu-
tacionalmente, las condiciones de frontera locales absorbentes. Estas condiciones de frontera
se construyen como aproximacién de las condiciones de frontera transparentes y tienen el in-
conveniente de permitir pequenos reflejos de la solucién en la frontera. Por ello es importante
estudiar hasta qué punto se puede obtener una buena absorcion de la soluciéon cuando llega a
la frontera. En el presente capitulo vamos a obtener condiciones de frontera absorbentes para
la ecuacion lineal de Schrodinger y en el capitulo siguiente, realizaremos experimentos
numéricos para estudiar el nivel de absorcién de las condiciones de frontera absorbentes cons-
truidas y la forma éptima de elegir los pardmetros de los que dependen las condiciones de
frontera absorbentes para que la absorcién en la frontera sea lo mayor posible.

2.1. Condiciones frontera absorbentes continuas

En esta secciéon vamos a obtener condiciones frontera absorbentes considerando una apro-
ximacién a las condiciones de frontera transparentes continuas obtenidas en la seccién
Para ello, utilizaremos aproximaciones mediante funcionales racionales de interpolaciéon con
numerador y denominador no necesariamente del mismo grado. Este constituye un caso maés
general que el llevado a cabo en [15] donde los grados de los polinomios del numerador y del
denominador de la funcién racional eran idénticos y dénde los nodos de interpolacién se eligen
para obtener aproximaciones por minimos cuadrados al simbolo de Fourier de la condiciéon de
frontera transparente en un intervalo dado. Aunque con alguna diferencia en la técnica, vamos
a seguir la linea de [2] donde se obtienen condiciones de frontera absorbentes locales para la

17
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ecuacién ([1.19) en el caso ¢ > 0 (ndtese que nuestra ecuaciéon (1.1) no estd incluida en este
caso). Otros trabajos relacionados son [14], [16], [17] y [28].

Tras la obtencion en la subseccién 2.1.1 de varios casos de condiciones de frontera ab-
sorbentes continuas, pasaremos a proponer en la subseccién 2.1.2 una discretizacién espacial
de la ecuacién lineal de Schrodinger en el dominio interior [x;, 4], asi como discretizaciones
espaciales de las distintas condiciones de frontera absorbentes obtenidas en 2.1.1.

2.1.1. Obtencion de condiciones frontera absorbentes continuas

En la seccién[I.1]del capitulo precedente se obtuvieron condiciones de frontera transparentes
continuas para la ecuacién (|1.1)) que vienen dadas por (1.9) y (1.10) y que recordamos ahora:

Ortu(ziys) = /Vi—is u(x,s),
Ortu(xg,s) = —/Vy—is u(zg,s).

Nuestro propdsito es aproximar estas condiciones de frontera que son no locales por otras que
si lo sean. Vamos a centrarnos en la condicién de frontera derecha en x4, pues el razonamiento
para la frontera izquierda es totalmente similar. Vamos a considerar aproximaciones de la forma

VVi—is~q(Vg—is), (2.3)

donde ¢(n) es una funcién racional que interpola a la funcién /7. Més precisamente,

—~

!.\3
N =
~— —

_ D (n)
p2(n)

donde p1(n) y p2(n) son dos polinomios relativamente primos de grados j; y ja, respectivamen-
te. A las condiciones de frontera absorbentes obtenidas al usar la aproximacién en las
condiciones de frontera transparentes — las llamaremos CFA(j1, j2) y al niimero natu-
ral j1+j2+1, orden de absorcién. Nétese que las condiciones de frontera absorbentes dependen
de j1 + jo + 1 nodos de interpolacién que denotaremos por 17]2-, para 3 = 1,2,...,51 + jo + 1.
A continuacién, vamos a deducir algunas condiciones de frontera absorbentes para la ecuacion
lineal de Schrédinger y que reescribimos aqui considerando el dominio interior [z;, z4]

i0pu = —%u+V(x,thu, =€ [x;,xq, t>0, (2.4)

donde el potencial verifica
Vi siz <,
V(z,t) =
Vd six = Td.
Dependiendo de la eleccién de la funcién racional g(n) obtendremos diferentes condiciones de
frontera absorbentes con distinto orden de absorcién.

Obtencién de la condicién de frontera absorbente CFA (1,0)

En primer lugar, vamos a obtener la condicién de frontera absorbente CFA(1,0). Para ello,
consideramos en ([2.3) el polinomio ¢(1) = ag+ a1n que interpola a la funcién /7 en dos nodos
n? y n3, siendo n; > 0 para j = 1,2. En el siguiente teorema obtenemos las CFA(1,0).
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19 2.1. CONDICIONES FRONTERA ABSORBENTES CONTINUAS

Teorema 2.1.1. Las condiciones de frontera absorbentes CFA(1,0) para la ecuacién lineal de
Schrodinger (2.4)) son las siguientes

Opu(wi, t) — Briu(ws,t) — BoiOpu(zi, t) = 0, (2.5)
Opu(xq,t) + B1au(xa,t) + B2,q0iu(xq,t) = 0, (2.6)
donde Y )
mne l —t
= — = == 'l, d
B, o—— B2, ——

donde se ha utilizando la notacién introducida previamente para los nodos 7;.

Demostracién. Vamos a obtener la CFA(1,0) para la frontera derecha (2.6)), siendo totalmen-
te andlogo el razonamiento para obtener la CFA(1,0) para la frontera izquierda (2.5)).

En primer lugar, hemos obtenido el polinomio ¢(n) = ag + a1n que interpola a la funcién
/1 en los nodos n? y m2 y que viene dado por la siguiente expresién

_ min2 4 U
m+n2 N+

Ahora, usando la aproximacién (2.3)) y teniendo en cuenta la expresién del polinomio (2.7)),
tenemos

(2.7)

Vi—1i Vv
Vi —is ~ q(Vy — is) = mnz_ |V is _mm+Va . s
m +n2 m + 12 n + 12 m + N2

Y sustituyendo esta aproximaciéon en (2.2)) tenemos

B 771772+Vd_l. s
m -+ n2 n + 12

Ozt(xg,8) = w(xg,t) (2.8)

Tomando transformada inversa de Laplace, obtenemos la CFA(1,0) para la frontera derecha

Zd,
axu(xdv t) + ﬁl,du(xd7 t) + BQ,datU(xd, t) = Oa
donde v
mmne + Vg —1
— = 2.9
B1,d "t B2,d o (2.9)

Noétese que al tomar transformada inversa de Laplace se ha tenido en cuenta la propiedad

(1.7) y que u(zq,0) = 0.
O

Como se ha visto en el teorema anterior, las CFA(1,0) dependen de dos pardmetros n,
y 72 que no son necesariamente iguales. Sin embargo, en ocasiones serd interesante que los
dos pardametros tomen un mismo valor. En este laso las CFA(1,0) resultarian ser las indicadas
en el siguiente corolario deducido de manera trivial del teorema anterior en el que también
se supone que el potencial se anula fuera del dominio interior, que es un caso particular que
vamos a considerar en la seccion de experimentos numéricos.

Corolario 2.1.1. Consideremos la ecuacién lineal de Schrédinger (2.4) con un potencial que
verifica

V(z,t) =0, Vz ¢ |z, x4
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Las condiciones de frontera absorbentes CFA(1,0) dadas por (2.5)-(2.6) en el caso en el que
n1 = m2 = b son las siguientes

Oru(w;, t) — gu(xi,t) + %8tu(xi,t) =0, (2.10)
Orpu(xg,t) + gu(azd, t) — %(%u(md,t) = 0. (2.11)

Demostracion. Este resultado es simplemente un caso particular del teorema precedente en
el que los coeficientes 11 y 72 tienen como valor b y en el que el potencial es nulo fuera del
dominio interior, tal y como se nos indica en las hipétesis del enunciado. En este caso, para la
frontera derecha los coeficientes de las CFA(1,0), teniendo en cuenta que en este caso particular
m=mn2=>by Vyg=0,son

o ommet Vg b

/BI,d — — a5
m + n2 2

—1 7
d = =—=,
P, m + 12 2b

luego, la CFA(1,0) derecha en este caso viene dada por la expresién (2.11)):

b 7
Orpu(xg,t) + iu(xdjt) - ?batu(zd,t) =0,

Un razonamiento andlogo permite obtener la condicién de frontera absorbente CFA(1,0) para
la frontera izquierda en este caso particular, dada por la expresion (2.10)):

b .
Ozu(xi, t) — iu(xi,t) + %Btu(xi,t) =0.

Obtencién de la condicién de frontera absorbente CFA (1,1)

A continuacién, vamos a obtener la condicién de frontera absorbente CFA(1,1). Para ello,
consideramos en ([2.3)) la funcién racional

q(n) =

g + a1m
ag +1n

que interpola a la funcién /7 en los nodos ny, msy n3.

Teorema 2.1.2. Las condiciones de frontera absorbentes CFA(1,1) para la ecuacién lineal de
Schrodinger (2.4)) son las siguientes

Bo,i0zu(xi, t) + B1,i0zu(x;, t) — Pojul(x;,t) — f3i0mu(zi, t) = 0, (2.12)
B0,a0zu(zq,t) + P1,d0zu(xq, t) + Bo.qu(zqd, t) + B3,40u(zq,t) = 0, (2.13)
donde
Bou = menz +mnz +mnz + Vi,
B = —1,
Bog = mmenz+ (n+n2 +n3)V,

Bzi = —i(n+mn2+mn3),

con [ = i,d, donde se ha utilizando la notacién introducida previamente para los nodos 7;.
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Demostracién. Consideramos en ([2.3)) la funcién racional

op + a1m
= 2.14
an) = = (2.14)

que interpola a la funcién /7 en los nodos n?, N3 y m3. Imponiendo las condiciones de interpo-
lacién y operando, hemos obtenido la expresiéon de los coeficientes ag, a1 y ae en términos de

M, M2 ¥ 73

Qy = Mn2ns,
a1 = m+n2+ns, (2.15)
az = nm2n3+ mn2 +mns,

Para obtener la condicién de frontera CFA(1,1), utilizamos la aproximacién (2.3)) en la condicién
de frontera transparente (2.2)), teniendo en cuenta que la funcién racional ¢(n) viene dada en
este caso por (2.14]). Tenemos entonces:

. ap+a1(Vg—1is)| .
Ort(zg,s) = — 0042 +1‘(/dd_ P ) w(xg, s).

Operando, se tiene
(v + V) Opti(q, s) — 180,0(xq, ) = — (g + a1 V) @(xg, s) + iy st(zg, s).

Por dltimo, tomando transformada inversa de Laplace, obtenemos la condicién de frontera
absorbente CFA(1,1) para la frontera derecha:

B0,d0zu(zq,t) + B1,d0zu(xq, t) + Boau(zq, t) + F340u(zq,t) =0,

donde

Boa = az+Vg=mnm3+mn2+mn3, +Vq,

fra = —i, (2.16)
Boa = o+ aiVg=mmnnz+ (m +n2+n3)Va,
B3q = —iar = —i(n +n2+n3).

Un razonamiento andlogo permite obtener la condicién de frontera absorbente CFA(1,1) para
la frontera izquierda:

Bo,i0zu(xi, t) + B1i0mu(xi, t) — Boju(xi, t) — B3 i0u(x;, t) =0,
donde

Boi = oo+ Vi=man3+mn2+mnz+ Vi,

Bri = —1, (2.17)
Boi = oo+ aiVi=mmnnz+ (m +n2+n3)Vi,
Bsi = —iar = —i(m +n2+n3).

m
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Como hemos visto en el teorema anterior, las CFA(1,1) dependen de tres parametros 71, 12
y 73 que no son necesariamente iguales. Sin embargo, en ocasiones sera interesante que los
tres parametros tomen un mismo valor. En este laso las CFA(1,1) resultarian ser las indicadas
en el siguiente corolario deducido de manera trivial del teorema anterior en el que también
se supone que el potencial se anula fuera del dominio interior, que es un caso particular que
vamos a considerar en la secciéon de experimentos numéricos.

Corolario 2.1.2. Consideremos la ecuacién lineal de Schrodinger (2.4) con un potencial que
verifica

V(x,t) =0, Vz ¢ x4

Las condiciones de frontera absorbentes CFA(1,1) dadas por (2.12)-(2.13)) en el caso en el que
n1 = m2 = n3 = b son las siguientes

3b28zu(:vi, t) — i0pu(x;, t) — bgu(:ci, t) + 3ibdyu(x;, t) = 0, (2.18)
3020, u(xq,t) — i0pu(zg, t) + b3u(zg, t) — 3ibdyu(zg,t) = 0. (2.19)

Demostracion. Este resultado es simplemente un caso particular del teorema precedente en
el que los coeficientes 71, 12 v 13 tienen como valor b y en el que el potencial es nulo, tal y
como se nos indica en las hipdtesis del enunciado. Por lo que para averiguar el valor de los
coeficientes ag, a1 y oo tendriamos que sustituir el valor que hemos tomado de los 7; en las

expresiones ([2.15)), es decir,

ag = mmans = b°,
ap = m+n2+n3=3b, (220)
az = moms+mne +mng = 3b%.

Para obtener las expresiones — simplemente hay que acudir a los valores de los
coeficientes f3;; y ;4 que vienen determinados en las expresiones y (2.17) teniendo en
cuenta y que V; = V3 = 0, por tanto, obtenemos la condicién de frontera absorbente
CFA(1,1) para la frontera derecha:

Bo,a0zu(xq,t) + B1,aO0mu(xq,t) + B2qu(za, t) + B3,qa0:u(zq, t) = 0,
donde

Boa = o+ Vy=3b%

Bl,d = 1,
Boa = ag+aiVy=0b%
ﬂg,d = —iOél = —3ib,

luego obtenemos la expresién (2.19):
3020, u(x4,t) — i0pu(zg,t) + b3u(zg,t) — 3ibdyu(zg,t) = 0.

Un razonamiento analogo permite obtener la condicién de frontera absorbente CFA(1,1) para
la frontera izquierda:

Bo,i0zu(xi, t) + B1,iOpiu(xi, t) — Boiu(xi, t) — B3 i0u(xi, t) = 0,
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donde

Boi = ao+V; =3V

51,1‘ = 1,
Boi = ap+a1V;=0b
ﬂg,i = —ial = —3ib.

Asi obtenemos la expresién ([2.18)):

3020, u(xi, t) — i0ppu(ws, t) — bPu(aw;, t) 4 3ibdyu(w;, t) = 0.

Obtencién de la condicién de frontera absorbente CFA (2,1)

Consideramos ahora en (2.3) la funcién racional

ag + oqn + an?
1+ asn

q(n) =

que interpola a la funcién /7 en los nodos ne, m3, m3 v mi.

Teorema 2.1.3. Las condiciones de frontera absorbentes CFA(2,1) para la ecacién lineal de
Schrodinger (2.4)) son las siguientes

B0,i0zu(Ti,t) + B1,0mu(zi, t) — Bojul(zi, t) — B3i0mu(ws,t) — BaiOfu(zi,t) =0, (2.21)
Bo.d0xu(Tayt) + Br.aOpu(za, t) + Bagu(za,t) + B3 adiu(wa,t) + Bradiu(za,t) =0, (2.22)

donde

dy 1
Boa = 1+ ¥ Va,
43
dy
fra = (2.23)
43
dyg  dao 1 5
Pod = =+ —=Va+ —Vy,
* dy3  da3 dys3
a2 1
B3a = —i— —2iVag—,
’ dy3 dy3
1
Baag = ———
’ dy3
siendo
dyy = m+mn2+n3+m,
dip = mm2+mns+mna + n203 + 0204 + 0304, (2.24)
dg3 = mman3 + mn2ns + N1N3N4 + 1927304,
daa = mn2n3na,

con [ = 4,d, donde se ha utilizando la notacién introducida previamente para los nodos 7;.
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Demostracién. Consideramos en ([2.3)) la funcién racional

q(n) =

que interpola a la funcién /7 en los nodos n?, n3, n3. Imponiendo las condiciones de interpo-
lacién y operando, hemos obtenido la expresién de los coeficientes ag, a1, as y a3 en términos

de m1, 72, M3y N4

ap +aqn + a2n2
1+ asn

(2.25)

0 = s
dsa’
d
o = -2 (2.26)
d3 4
1
Qg = —),
d3 4
0y = a1
dsa’

donde dy1, da2, ds3 y daa vienen determinados por las expresiones (2.24)).

Para obtener la condicién de frontera CFA(2,1), utilizamos la aproximacién (2.3)) en la
condicién de frontera transparente (2.2), teniendo en cuenta que la funcién racional ¢(n) viene
dada en este caso por ([2.25)). Tenemos entonces:

o+ a1 (Vg —is) + ag(Vy — is)?

1+ as(Vy — is) W4, 5).

Ort(xg,s) = —

Operando, se tiene

(1 + asVy)Opt(xg, s) — isagOzptu(zg, s) =
= — (a0 + a1Vy + aaViP) iz, 8) + (o + 2iVga)sti(zq, 8) + a2s”i(zq, 5).
Tomando transformada inversa de Laplace a ambos lados de la igualdad anterior tenemos
(1 + asVy)Opu(xg, t) — iagOpu(xg, t) =
= — (o + a1Vy + aaVii) u(ma, t) + (iar + 2iVaa0)Opu(za, t) + asdiu(zqa, t).
Obtenemos asi la condicién de frontera absorbente CFA(2,1) para la frontera derecha:
B0,d0zu(xq,t) + B1,a0nu(xq,t) + Boqu(rq,t) + B3,40iu(xq,t) + B47d8t2u(asd, t) =0,
donde

d
Boag = 1+azVyg=1+ v,
dyg
. dy
= —la3z = -7,
B1,d 3 dis
d d 1
Boa = ag+arVyg+ Vi = A Ry —VZ (2.27)
dg3  dag dy3
. . dygo . 1
Bsa = —iag —2iViag = —i—= — 2iVy—,
da3 da3
1
/8 ,d = —O[2 = ——
! dy3
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Un razonamiento analogo permite obtener la condicién de frontera absorbente CFA(2,1) para
la frontera izquierda:

Bo.i0su(xi, t) + B1.i0mu(xi, t) — Boiu(wi,t) — By.adiu(wi, t) — Baidfu(x;,t) =0,

donde
d
Boi = l4asVi=14+ 2ty
7 da3
- dy
Prs = —los= dys’
d d 1
fri = cotaiVitaaVf = 20 SRV 4 VP (2.28)
dig  dag3 da3
d 1
Bs; = —ioq —2iVioy = —i—2 — 22—V,
da3 da3
1
fai = —ag= “dis

O]

Como vimos en el teorema anterior, las CFA(2,1) dependen de cuatro parametros 71, 12,
73 v M4 que no son necesariamente iguales. Sin embargo, en ocasiones serd interesante que
los cuatro pardmetros tomen un mismo valor. En este laso las CFA(2,1) resultarian ser las
indicadas en el siguiente corolario deducido de manera trivial del teorema anterior en el que
también se supone que el potencial se anula fuera del dominio interior, que es un caso particular
que vamos a considerar en la seccién de experimentos numéricos.

Corolario 2.1.3. Consideremos la ecuacién lineal de Schrodinger (2.4) con un potencial que
verifica

V(z,t) =0, Vz ¢ x4
Las condiciones de frontera absorbentes CFA(2,1) dadas por (2.21))-(2.22)) en el caso en el que

m = 12 = n3 = 14 = b son las siguientes

B0.i0xu(wiyt) + B1,i0zu(wa, t) + Boiu(wi t) + B3i0mu(wi,t) + BaiOfu(w;,t) =0,  (2.29)
Bo.a0xu(Tayt) + Br.a0pu(za, t) + Bagu(za,t) + B3 adiu(wa,t) + Bradiu(ra,t) =0, (2.30)

donde
fog = 1,
P = bi?’
b
Prr = o |
Bsi = —;iz,
Bag = —4%3,
conl =1,d.
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Demostracion. Este resultado es simplemente un caso particular del teorema precedente en
el que los coeficientes 71, 12, 73 v 14 tienen como valor b y en el que el potencial es nulo, tal
y como se nos indica en las hipétesis del enunciado. Por lo que para averiguar el valor de los
coeficientes ag, a1, o y ag tendriamos que sustituir el valor que hemos tomado de los 7; en

las expresiones ([2.15)), es decir,

o = Qaa 00D
0 ds, 43 4
_dgp 6D* 3
ap = @_47173_27)’ (2-31)
_ 1
R ATk
qe - a1 _ 46 1
3 dss 4% b2

Para obtener las expresiones (2.29)-(2.30)) simplemente hay que acudir a los valores de los

coeficientes B;; y ;4 que vienen determinados en las expresiones (2.27) y (2.28) teniendo en
cuenta (2.31) y que V; = V; = 0, por tanto, obtenemos la condicién de frontera absorbente

CFA(2,1) para la frontera derecha:

Bo.40su(Ta, t) + Br.a0mu(za, t) + Bogu(a, t) + B3adiu(za,t) + Buadiu(wa,t) =0,
donde

Boag = 1+azVy=1,
. 1
/Bl,d = —taz = biga
b
Bog = ao+aiVi+aVi= 7
37
B3,d iop — 2iVgan TR
1
54,:1 = —Qz= —@~

Un razonamiento analogo permite obtener la condicién de frontera absorbente CFA(2,1) para
la frontera izquierda:

Bo.i0pu(zi, t) + B1,i0mu(zi, t) — Boiu(wi,t) — BsiOpu(wi, t) — BaiOfu(zi,t) =0,

donde
Boi = 1+a3V;=1,
fri = —iaz= bi27
Boi = ag+aiV;+ VP = 37
B3i = —iay —2iViag = _;’%’
Baji = —ag= —471)3-

O]
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Acabamos de ver que las condiciones de frontera absorbentes dependen de unos nodos 7;.
Una pregunta natural es jcémo se pueden elegir estos nodos para que la condicién de frontera
absorbente proporcione una buena absorcién de la soluciéon cuando ésta llega a la frontera?
Para poder contestar a esta pregunta, pensemos en cudl seria una eleccion adecuada de los
nodos si la solucién de nuestra ecuacién fuera una onda plana del tipo

u(x, t) = T2 () (2.32)
Lo primero que debemos tener en cuenta es que para que (2.32)) sea solucién de la ecuacién

i0pu = —0%u + Vu,

se debe verificar que
w(r) =V + 72

Esta relacién recibe el nombre de relacién de dispersion.
Las condiciones de frontera absorbentes las estamos obteniendo a partir de las condiciones
de frontera transparentes utilizando la aproximacién

MQq(V—is)

Si queremos que las condiciones de frontera absorbentes absorban la onda plana ([2.32), nos

interesa que vV — is — q(V — is) sea pequefio para (2.32).

La idea para elegir los nodos adecuados es la siguiente. Puesto que la transformada de
Laplace de la funcién e=*("! determinada por £ [e‘iw(T)t] = 1/(s 4+ iw(7)) se hace 'grande’
cuando el denominador se aproxima a cero, nos interesa que la aproximacién 'V —is =~
q(V — is) sea exacta cuando s = —iw(7) y por tanto V — is = —72. Esta idea es la que
nos permite elegir los nodos de la condicién de frontera absorbente de manera adecuada para

absorber (2.32)).

Por otra parte, puesto que el objetivo final es integrar numéricamente la ecuacién lineal de
Schrédinger junto con una de las condiciones de frontera absorbentes que acabamos de deducir,
a continuacién vamos a proponer una discretizacién espacial, tanto en el dominio interior como
en la frontera, para obtener un problema semidicreto en espacio.

2.1.2. Discretizacion espacial de la ecuaciéon y de las condiciones de frontera
absorbentes continuas

En esta seccién, en primer lugar, vamos a proponer una discretizacién espacial de la ecua-
cién lineal de Schrédinger en el dominio interior. En segundo lugar, discretizaremos en espacio
las distintas condiciones de frontera absorbentes CFA(j1, j2) obtenidas en la subseccién 2.1.1.
De esta forma, obtendremos un problema semidiscreto en espacio.

Por simplificar la notacién, supondremos que el potencial V' (z,t) es constante, aunque el
andlisis cuando el potencial no es constante en el dominio interior seria similar. Por ello, en
esta seccién, cuando se haga referencia a los coeficientes de las condiciones de frontera absor-
bentes §;;, fj.4, que dependen de V; y Vg, respectivamente, tendremos en cuenta que estamos
considerando el caso particular V; = V; = V.
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Consideremos por tanto la ecuacién lineal de Schrédinger

Opu = i0%u —iVu, € [x;,xq], t>0. (2.33)

Para discretizar en espacio la ecuacién , denotemos por h = (xq — z;)/J > 0, y por
2} = xz; + jh para j € {0,1,...,J} los nodos de una red uniforme del intervalo [z;,4].
Denotemos ademds por u(t) una aproximacién a u(z”,t). La discretizacién espacial que vamos
a considerar de la ecuacién en el dominio interior [z;,z4] es el esquema de diferencias
finitas de segundo orden dado por

duj(t):Z,(uj—l(t)—2u;2(t)+uj+l(t)> Ve, 1<i<J—1. (2.34)

dt

Esta expresion se puede reescribir como

d i —924 ) i .
() = i1 =t J P A ; _
pr (t) U (t) + < 2 lV) uw’ (t) + ok t), je{l,....,J—1}

lo que es equivalente a esta otra expresién

d . . .
£u7(t) = myu? T () + mow? (t) + myd (), je{1,...,J -1}, (2.35)

donde

my =

my = (hQ—iV>. (2.36)

En la expresién (2.36)) los coeficientes my y mo dependen de h, en estricto rigor se deberian
denotar como mj(h) y ma(h), no se hard para no complicar més la notacién.

A continuacién pasamos a proponer una discretizacién espacial de las distintas condiciones
de frontera absorbentes continuas CFA(j1, j2) que hemos obtenido anteriormente. Para ello, va
a ser Util en esta seccidn, la siguiente aproximacién de la derivada de orden dos en el nodo de
la frontera derecha z7/ = x4

2 _
DPu(z? ) ~ 2 (w71 (t) = u’ (t) + howu(z” 1)), (2.37)
y para el nodo de la frontera izquierda z° = x;
2
OPu(z0,t) ~ 72 (u' (t) — u’(t) — hozu(z®,t)) . (2.38)

A continuacién, vamos a examinar con detalle como se obtienen las CFA discretas para las
CFA(j1, j2) estudiadas en la seccién anterior.

Discretizacién espacial de CFA(1,0).
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Vamos a proponer una discretizacién espacial de la CFA(1,0), comenzando primero por la
frontera derecha. Recordemos que la condicién de frontera absorbente CFA(1,0) derecha para

la ecuacién (2.33]) viene dada por la expresién ([2.6)), es decir,
pu(zd,t) + Praw(zd, ) + B2,40u(za, t) =0,

donde los coeficientes 3; 4 viene dados por (2.9). Si despejamos el término de la derivada parcial,
obtenemos

Opu(xg,t) = —P1au(zq,t) — P2,a0u(zq,t) = 0. (2.39)

Lo que nos queda es proponer una aproximacion a %uj (t) enlos casos j =0y j = J en la que se

incorporen las CFA(1,0), pues el resto de los nodos (los nodos interiores) vienen determinados
por la expresién ([2.35)). Consideramos primero el caso j = J. Teniendo en cuenta la ecuacién
(2.33]) y usando la aproximacién (2.37) se llega a que

dJ
%U

(t) = id%u(x’  t) —iVu’ (t) = % (w71 (t) — u(t) + hopu(z’,t)] —iVu! (). (2.40)

Puesto que 7/ = x4, sustituyendo en la expresién (2.40)) el valor de 8zu(ac‘] ,t) que viene
determinado en (2.39)), tenemos

d g\ .20 54 2i g 2 J d ; o T
Operando y juntando términos en la expresion anterior se llega a
d . 20 54 2t 4 2 J 2 d ; o T
2i d g2 54 20 2 7
{1 + hIBQ’d:| @u (t) ~ ﬁu () + |:_hQ - Bi,a— ZV] u’(t)

L) ~ (1 ; ij/ﬁ,d) [i;u“(t) T (—ii 2 z'V) u%t)]

En consecuencia, podemos expresar %u‘] (t) como

%u‘](t) ~ yu! THE) + yud (1), (2.41)

donde los coeficientes v y 72 vienen determinados por las expresiones

2 2
_ B2 _ ¢
n 1+ 26y, h2+2ihBsa’
— 2 — 2B =iV =2 —2hB g —iVA?
Yo = 5 = 5 - (2.42)
14+ ﬁﬁz,d h* + 2ihBs 4
Teniendo en cuenta que
mn2 +V i
Bra= B2,d =
’ m + 72 ’ m + n2
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podemos escribir los coeficientes v y 2 de la siguiente forma

2 21 +
h? + 2ih <n1+772>
. . nin2+V . 2
—2i — 2ih (%ffm) — VR by + V) = i(2+ VA (1 + 1)
2 : h2(my + 1m2) + 2h '

2 ; —i
h® + 2ih (T)1+772>

A continuacién, vamos a obtener una expresién similar a (2.41]) pero con j = 0, es decir,
cuando estamos en el extremo izquierdo z; = z°. Usando la aproximacién (2.38)) se llega a que

%u%) — i0u(a®, 1) — VO (1) ~ % [uh(6) — w0(t) — hdpu(a®,0)] — iVaO(t).  (2.44)

Puesto que z° = z;, sustituyendo en la expresién anterior el valor de d,u(z°,t) que viene

determinado por la CFA(1,0) izquierda ([2.5)), tenemos

La(t) ~ 2 (1) — l(t) ~ 2 [ﬂmuo(t) " 52,1-5#%)} —vad(h).

Operando y juntando términos en la expresion anterior se llega a que

D0y~ 2ot (t) — 2eu(t) 2B () — 2 B S (t) — iVl

a7 Rt n2
d 2% 1 2 2 2 1
gu (t) {1 + hﬁQ,i] ~ ﬁu (t) + [_hz — Zﬁl’i — ZV:| u”(t)
d , % \"'[2 , % 20 -\ o
au (t) ~ <1 + hIBZZ) |:h2'u, (t) -+ <_h2 — E/BL’L — ZV) u (t)

En consecuencia, podemos expresar %uo(t) como

)~y () + you’(8), (2.45)
donde los coeficientes v y 2 vienen determinados por las expresiones ([2.43)).

Juntando las expresiones (2.35)), (2.41) y (2.45]) obtenemos el sistema diferencial de primer

orden de la forma

Lu0(t) ~ youl(t) + 1ul(t),

di
%ul(t) = mqu®(t) + maul (t) + miu?(t),
LM (t) = mau2(0) + man? () + ] (1),

%u‘](t) ~ you’ (t) + y1u’ ~H(t).
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Expresando este sistema diferencial en forma matricial, obtenemos

U'(t) = M(h)U(t) (2.46)

con U(t) = [uO(t),ul(t),...,u’ (1), uJ(t)]T y con matriz

Y2 m 0 o 0
mi1 Mo My 0 0
M(h) = | : o e E Mg, (2.47)
0 0 mi1 Mo M3
L0 - 0 0 m 72]

donde los coeficientes v, y 2 vienen dados por la expresion (2.43) y los coeficientes m; y
mg dados por la expresién (2.36). Se ha usado la notacién M (h) para enfatizar que la matriz
depende de h, pues las entradas no nulas de ésta dependen de este término.

En los experimentos numéricos de este trabajo vamos a considerar el caso particular en
el que el potencial de la ecuacién es nulo fuera del dominio interior, es decir V' = 0, y, en
cuanto a las condiciones de frontera absorbentes, vamos a considerar que los nodos 7;, de
los que dependen, tengan todos el mismo valor (en el caso de la CFA(1,0) 1 = n2 = b).
Por esta razon, detallamos a continuacién este caso particular para la CFA(1,0). El problema
semidiscreto en espacio para la CFA(1,0) en este caso particular, viene determinado por
con matriz donde los coeficientes de la condicién de frontera absorbente dependen de
un unico valor b

2ib
0 2.48

n bh2 + h’ (248)
_ —ihb* —2ib

T T yh

Discretizacion espacial de CFA(1,1).

Vamos a proponer una discretizacion espacial de la condicién de frontera CFA(1,1). Consi-
deraremos unicamente el caso de la frontera derecha, siendo el razonamiento para la frontera
izquierda totalmente analogo.

Recordemos que la condicién de frontera absorbente CFA(1,1), en el caso de la frontera
derecha, viene dada por la expresion (2.13)), es decir,

Bo,a0zu(xq,t) + B1,a0zu(xq, t) + Paau(za, t) + B3.40:u(xq,t) =0,

para los coeficientes 3; 4 dados por (2.16|). Despejando el término de la derivada parcial, obte-
nemos

Opu(zq,t) = —5;(1 [B1,a0ztu(xq,t) + Poqu(xq,t) + B3,q0iu(xq,t)] . (2.49)

Para obtener un problema semidiscreto en espacio, consideremos la ecuacién ([2.33)) y usemos
la aproximacién ([2.37)), llegando a
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c(lit T(t) = i02u(z”?  t) — iVu! (t) = % [u‘lfl(t) —u’l(t) + h@xu(x‘],t)] —iVu!(t).  (2.50)

Puesto que 7/ = x4, sustituyendo en la expresién (2.50)) el valor de 8xu(a:‘] ,t) que viene
determinado en ([2.49)), tenemos

d o 2t 54 2 g 2 J d o o T
Tl (t) ~ ot (t) zl (t) hoa Br,a0zeu” (t) + Bo,au’ (t) + Bs, do U ()| —iVu(2).
Denotando
v(z,t) = Ou(z,t) (2.51)
la expresién anterior se transforma en
2i 2i 20 i
v/ (t) ~ ﬁu‘lfl(t) — ﬁu‘](t) 7hoa (81,4007 (t) + Bogu’ (t) + B3,qv” ()] — iVu’ (2).

Operando y juntando términos en la expresion anterior se llega a

2i 2i 2if1 4

_ 2if32.4 234 .
J ~ v J-1 v J J J J o J
v (t)~h2u (t) ok (t) — hﬁOda (t) — hﬁodu t h,BOd (t) —iVu’(t),
y por tanto,
2iBs.a| g 20 g 20 2ifhq J 2014, g
{l—i-hﬂ()d}v (t)~h2u (t) + 2 hBoa iV0|u'(t) — hﬂodav (t).

Si despejamos en la expresién anterior el término d,v”(t) llegamos a que

2iB34, da J( ) ~ %u‘lfl(t) i [_22' B 2132 4 - iV] uJ(t) I [_1 B 2i53,d] v‘](t),

hBo.q h? h?  hfoaq hBo.q
es decir,
hBo.q > ( 20 224 . 2103 4
v’ (¢ ( TN+ |- — L _vIiw @)+ | -1 — 2ol () ).
O~ \aipe) " O [T hg v nna )
La expresion anterior puede escribirse como
0pv” () & you” 71 (1) + i’ (1) + ya” (1), (2.52)

donde

( Bo,d ) <2l) ~ Boa  Bod  mmstmm+mns+V

0T 2 ) \2) T BT WBia —in? ’
h 23 21 —21 — 2th —iVh
"o o= < ﬁod > {_; _ 2ifaa z‘V} _ 80,4 ! B2.a — iV hBo.q (2.53)
2iB1,4 h hBo.4 2ihB1 4
(—2i — iV h2) (nans + mnz + mns + V) — 2ih(mnans + (m + 2 +n3)V)
N 2h ’
" < hBo,d > {_1 3 2i53,d} _ —hbBoa —2iP3a
2if1 4 hBo,q 2if31 4
_ —h(nans +mmn2 + mns + V) —2(n1 + n2 + n3)
5 .
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donde se ha tenido en cuenta el valor de los coeficientes §; 4, j = 0, 1,2 dados por (2.16]) y que
estamos considerando el caso en el que el potencial es constante e igual a V' y por tanto V; = V.

Para calcular una aproximacion a %v‘] (t), derivando respecto de t en la ecuacién 1 , Se
tiene
d J
dat’
Ahora, utilizamos una aproximacién para 02v(z”,t) similar a la dada en (2.37) para 02u(z”,t)

(t) = id%v(x’,t) — iV (t).

d o)

pT (t) = i02v(x’,t) — iV (t) =

=LY — v/ (t) + hdyv(a?, )] - iVol(t).  (2.54)

Puesto que 2’/ = x4, sustituyendo en la expresién (2.54) el valor de O,v(z’ ,t) que viene
determinado en (2.52)), tenemos

i T(t) ~ f;zf’*l(t) fb; T(t )+% [you” () + yu’ (t) + v’ (1)] — iVl (1), (2.55)

Ahora, teniendo en cuenta la discretizacién en el dominio interior dada por (2.35]), en el caso
7 =4J — 1, tenemos que

d
v/ 7Ht) = %uj_l(t) = myu’ 72 (t) + mou? 7L(t) + miu’ (t), (2.56)
con my, mgy dados por (2.36]). Sustituyendo ahora la expresién (2.56)) en (2.55)), tenemos que
d 2 21
vl () ~ iT; [mau =2(t) + mau = (t) + mau’ (1)] — hgw )+
21 _ .
T [vou” 71 (#) + u? (8) + 20 (1)) — iV (2).
Operando y juntando términos en la expresion anterior se llega a que
prl v’ (1) ~ 2 mlu () + a2 (t) + IR (t) — Tk (t)+
21 21 21 .
“youl THE) + yud () + v (8) — iVl (1),
h h h
y por tanto,
d o7 21 J—2 2 2 et
dt (t) B2 T MY (t) 12 —5Ma + h =70 (t)

21 21 2t 24
[hzml—i—h%} J(t)—i—[ h2—|—h72—zV] 7).

En consecuencia, obtenemos la siguiente aproximacién para %U‘] (t):

d v’

dt ( ) ~ (SguJ_Q + (SQUJ_l + (51u‘] + (SQUJ, (2,57)

con
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2 —hi(nans +mne + mns + V) — 2i(n1 4+ n2 +n3)

(50 - _ﬁ + h - ZVY,
21
(51 = ﬁml (258)
_2(=2i —iVh*) (n2n3 + mnz + muz + V) — 4ih(mnanz + (m + n2 +13)V)
h3 ’
5, - = o (1273 + M2 + mns + 14
2 = ﬁmQ - B3 )
21
o3 = 72

donde se ha tenido en cuenta la expresién (2.53) y mq, my dados por (2.36]). Razonando de
manera analoga para la frontera izquierda, y usando la notacién

d
0 0
t) = —u (%). 2.
WO(t) = Za(t) (2.59)
se obtiene la siguiente aproximacién
d
ﬁvo(t) ~ 3u? + dout 4 d1u’ 4 5v°. (2.60)

Juntando las expresiones (2.57)), (2.60) y (2.35)), obtenemos el sistema diferencial de primer
orden

U'(t) = M(h)U(t)

con U(t) = [00(t), ul(t),ul(t), ..., u/71(t),u’ (t), vJ(t)]T y con matriz

g 01 62 93 O - 0
1 0o o0 0o 0 -+ 0

0 mp Mo M 0 e 0

M=: ol e s EMussyx+s)

0 cee 0 mip M2 Mq 0
o --- 0 0 0 o0 1

|0 -~ 0 43 62 61 do

donde los coeficientes d;, para j = 0,...,3 son los que acabamos de obtener y que dependen

de los nodos 7;, j = 1,2,3 de la condicién de frontera absorbente.

Igual que hicimos en el caso de las CFA(1,0), veamos cudles son los coeficientes asociados
a la frontera del problema semidiscreto en espacio para la CFA(1,1) en el caso particular en
el que el potencial de la ecuacién es nulo fuera del dominio interior, es decir V' = 0, y cuando
los nodos 7;, i = 1,2,3 de los que dependen las condiciones de frontera absorbentes, tengan
todos el mismo valor (en el caso de la CFA(1,1) 71 = n2 = n3 = b). En este caso particular, los
coeficientes son
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i —3ihb® — 6ib

Sog = ——+ —7"
0,d h2+ h )
—2i  6b% +2hb3
51,d = hA + h2 )
4 6b?
24 = ga
-2
537(1 — ﬁ

Discretizacién espacial de CFA(2,1)

Para terminar esta seccién, vamos a proponer una discretizacion espacial de la condicién
de frontera CFA(2,1). Consideraremos el caso de la frontera derecha, siendo el razonamiento
para la frontera izquierda analogo.

Recordemos que la condicién de frontera absorbente CFA(2,1), en el caso de la frontera
derecha, viene dada por la expresion (2.22)), es decir,

B0.a0su(Tays t) + Br,a0mu(Ta, t) + Bo,au(za,t) + B3a0iu(za,t) + Bradiu(wa,t) =0,

donde los coeficientes (4 vienen dados por (2.23). Si despejamos ahora el término de la
derivada parcial, obtenemos

1
axu(md, t) = —m [ﬂl,dé)xtu(:cd, t) + /BQ’d’U/(.’IZ’d, t) + ,33,datu(a:d, t) + ,34,(1325271(1’(1, t)] . (2.61)

Usando la aproximacién (2.37)) se llega a que
d 24
au‘](t) = i02u(z’,t) — iVu! (t) ~ h—; [u‘]_l(t) —u’! (t) + hoyu(z’, )] - iVul(t). (2.62)

Puesto que 27 = x4, sustituyendo en la expresién (2.62)) el valor de d,u(z”,t) que viene
determinado en (2.61f), tenemos

2[5, a0 + o’ (1) + Buaeu? (0 + Bra o )] — iV 1)
— - U —u —1U —iVu’(t).
B0 1,d0xt 2,d 3.d gy 4d g3
Denotando
d
v(z,t) = Owu(z,t) = %u(x,t) (2.63)
la expresién anterior se transforma en
20 5 2i
vI(t) =~ ﬁuj ) - ﬁuj(t)
21

~ hBog B.a0av” (8) + Baau’ (t) + Ba.qv7 (t) + 54,d%v‘](t) —iVau!(t).
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Operando y juntando términos en la expresion anterior se llega a

20 4 21 251 q 209 4
J\ o 20 Ty 20Ty ) Jiy . J
(0~ 0 - () - T 0 () - S )
2if3.4 2iB4q d B
: — ——uv° (t) —tVu’ (1),
hBo.q hBo,q dt ®) (t)

y por tanto

’l)'](t) |:1 i 271,33,d:| ~ 2; uJ—l(t) + |: 29 271,82,d _ ’LV:| UJ(t) QZﬁl,daxUJ(t) _ 27,,34@& J(t

— - — v
hBo.q hBo.q hBoq dt

Si despejamos en la expresién anterior el término 9,v” (t) llegamos a que

=007 (1) = —u 4+ |—— — = —iV0|u(t)+|—1— = v’ (t)— = —vl(t
hBo,q Q h? Q Q hBo,q hBo,q dt

Y operando, se llega a

d
Opv” (8)  you” (1) + 1w (1) + 7207 (1) + 9 20” (8), (2.64)

donde los coeficientes v; vienen determinados en funcién de los n;, j = 1,2, 3,4, por

MmNz + ninena + mn3na + nanzna + (e +n2 +n3 + M) V

0T 12 (y + 112 + 713 + 74) ’
~ 2k [mmenzna + (mnz + mns + mna + nans + nena + nzng) V + V7]
o 2h (1 +m2 + 13 + 174)
(24 VE?) [mmens + mnena + mnzna + n2nzna + (1 + 02 + 03+ na) V] (2.65)
2h (1 +m2 + 13 + M4) T
y = _ h(mnzns + mngna + mnzna + menzna) +h(m +n2+n3+ma) V
2i (m +m2 +m3 +n4)
2mngnsna + (M2 + mns + mna + n2ns + n2na + n3na) +4V
2i (m +m2 +n3 +na) .
1
o=

m+ne+n3+na

Para proponer una aproximacion a %v‘] (t), derivando respecto de ¢ en la ecuacién li
y utilizando una aproximacién para 0%v(x”,t) similar a la dada en (2.37) para 0%u(z”’,t)

tenemos

)

dJ
av

23

(t) = i0%v(z”,t) — iVl (t) = e

[v‘]_l(t) — v’ (t) + hdv(a?, )] - iVol(t).  (2.66)

Puesto que 27/ = x4, sustituyendo en la expresién (2.66) el valor de d,v(z”,t) que viene
determinado en ([2.64)), tenemos
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2% g 2
i (t) =~ v (t) ok (t) + (2.67)

21 _ d .
" you” 1(t) + ’yw‘](t) + ’yzv‘](t) + 73£vj(t) — ’LVUJ(t).

Ahora, teniendo en cuenta la discretizacién en el dominio interior dada por (2.35)), en el
caso j = J — 1, tenemos que

d 2i 2%

~ J—2 J-1 J
il (t) =~ 72 [miw’ 72 () + mou’ () + myu’ ()] — 7Y (t)
21 _ d .
+7 0w’ THE) v () + 207 (8) + s 0 (8) | - iV (1),
Operando en la expresion anterior se llega a
d
%UJ(LL) ~ dzu” 2 + Sou” Tt + S1u” + Spv (2.68)
donde
5 — —2i + 2ihyy — ih?V
P h(h = 2i)
2i (i + hy1)
h = = 2.69
! h3(h — 2iys)’ (2:69)
5 2i (—2i — iVh* 4+ h3y)
S W3 (b~ 2in)
—2
03 = 7.
’ h3(h — 2ivs3)

donde los coeficientes 7; vienen determinados por la expresién ([2.65). Razonando de manera
similar para la frontera izquierda, y usando la notacién

d
0 0
v (t) = —u(t),
se obtiene la siguiente aproximacion

d o

i (t) & d3u + dout + 51u° + 5p0°, (2.70)

donde los valores de los coeficientes d; vienen dados por (2.69)). Juntando las expresiones (2.68)),
(2.70]) y (2.35]), obtenemos el sistema diferencial de primer orden
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con U(t) = [v0(t), ul(t),u' (t), ..., u/ 7 (1), u’ (t), U‘](t)]T y con matriz

g o0 62 63 O - 0
1 0 0 0 O 0

0 mp Mo M 0 e 0

M=: ol e s € Muss)x(+s)

0 cee 0 mp Mmo2 Mmq 0

o -~ 0 0 0 0 1

|0 -+ 0 &3 62 61 do

donde los coeficientes d;, para j = 0,...,3 son los que acabamos de obtener y que dependen

de los nodos n;, j = 1,2,3,4 de la condicién de frontera absorbente.

Igual que hicimos en el caso de la CFA(1,0) y CFA(1,1), veamos cuédles son los coeficientes
asociados a la frontera del problema semidiscreto en espacio para la CFA(2,1) en el caso
particular en el que el potencial de la ecuacion es nulo fuera del dominio interior, es decir
V =0, y cuando los nodos 7;, i = 1,2,3,4 de los que dependen las condiciones de frontera
absorbentes, tengan todos el mismo valor (en el caso de la CFA(2,1) n; =12 = n3 = n4 = b).
En este caso particular, los coeficientes son

—4ib — h (2b°h + b* + 3b?)

% = h(2bh — ) ’
5 i (4bi — b*h® — 4b°h?)
b h3(2bh — i) ’
5 4bi (—2i 4 b*h)
2T TR (2bh—i)
b3 = b

h3(2bh — 1)

2.2. Condiciones frontera absorbentes semidiscretas

En esta seccién vamos a obtener condiciones de frontera absorbentes para una discretizacion
espacial mediante diferencias finitas de la la ecuacion lineal de Schrodinger. A este tipo de
condiciones de frontera las llamaremos condiciones de frontera semidiscretas en espacio. Al
igual que hicimos en la seccién anterior, vamos a considerar el caso en el que el potencial es
constante. Es decir,

O = i0%u —iVu, € [xi,24, t>0, (2.71)

Vamos a considerar la misma discretizacién espacial en el dominio interior que propusimos
en la seccién anterior. Es decir, el esquema de diferencias finitas

d ; . (ujJrl —2ul 4/t

—Uu (3 h2

7 > —iVu!, jeZ, t>0. (2.72)
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En la seccién del capitulo precedente obtuvimos las condiciones de frontera transparentes
y para esta discretizacién. Particularizando a cuando el potencial es constante e
igual a V', esta condicién de frontera transparente semidiscreta viene dada, en el caso de la
condicion de frontera derecha ((1.26]) por

2
' (s) = [1 — %(zs -V)- \/h;(zs -V) (li(zs -V)- 2)] o’ (s). (2.73)

Denotemos

h2 h2 [ h2
r(n,h) =1— o5 \/2?7 (277 - 2), (2.74)

con ) =is — V. Luego, la condicién de frontera transparente (2.73)) se puede expresar como
@’ Y(s) = r(n, h)a’ (s). (2.75)

De la misma forma, para la frontera izquierda, la condicién de frontera transparente semidis-

creta ([1.27)), se puede escribir como
at(s) = r(n, h)ad(s). (2.76)

Puesto que la condicién de frontera transparente es no local, se considerara el uso de
condiciones de frontera absorbentes locales. Nos centraremos en la frontera derecha en x4, pues
el razonamiento para la frontera izquierda es totalmente similar. Para ello, aproximaremos la
expresion r(n, h) dada por mediante funciones racionales interpolatorias ¢(n), es decir,

r(n,h) = q(n), (2.77)
donde ¢(n) es una funcién racional determinada por

_n (n)
p2(n)

donde p1(n) y p2(n) son dos polinomios relativamente primos de grados j; y jo, respectivamen-
te. A las condiciones de frontera absorbentes obtenidas al usar la aproximacién en las
condiciones de frontera transparentes y las llamaremos CFAS(j1, j2) y al nimero
natural j; + j2 + 1 orden de absorcion.

A continuacién, vamos a obtener las condiciones de frontera absorbentes para los mismos
ordenes que consideramos en la seccién previa al obtener las condiciones de frontera absorbentes
para el problema continuo. Es decir, vamos a obtener: CFAS(1,0), CFAS(1,1) y CFAS(2,1).
Por simplificar la notacién y puesto que los experimentos numéricos los vamos a hacer para el
caso de potencial nulo, para obtener los coeficientes de las condiciones de frontera absorbentes,
vamos a considerar el problema semidiscreto en espacio (2.72) para V = 0, es decir,

d . W THE) — 200 (t) + witL(t) ,
%u](t) =1 2 , 1<i<J—-1, (2.78)
que, usando la notacién (2.36)) se puede escribir como
d . ) . .
auj (t) = myw? 7 H(t) + mond (t) + miu? THt), 1<j5<J—1, (2.79)
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con
i —2i
R T
Esta es la discretizacién en los nodos del dominio interior. A continuacién vamos a deducir
varias condiciones de frontera semidiscretas y a usarlas para dar una aproximacién a %uj (t)
cuando 7 = 0y j = J, que se corresponden con los extremos del intervalo [z;,z4], es decir,

LTi =0y Tqg=2T]J.

Obtencién de la condicién de frontera absorbente CFAS(1,0).

En primer lugar, vamos a obtener en el siguiente teorema la condicién de frontera absorbente
semidiscreta CFAS(1,0).

Teorema 2.2.1. Las condiciones de frontera absorbentes CFAS(1,0) para el problema semi-
discreto en espacio (2.78) vienen dadas por

ut(t) = aguo(t)+z'0qd;f(t), (2.81)
w'7Ht) = agu‘](t)—kial;f(t), (2.82)

donde los coeficientes g y a1 dependen de los nodos de interpolacién n; y 72 asociados a la
condicion de frontera. En el caso particular en el que dichos nodos sean iguales 11 = 12 = 19,
los coeficientes de la CFAS(1,0) vienen dados por
2
an = m, (2.83)
(R — 2 + qoh?(—4 4 )
210(—4 + noh?)

a1

con

¢ = /noh?(—4 + noh?). (2.84)

Demostracién. Vamos a deducir la CFAS(1,0) derecha ([2.82), siendo andlogo el razonamien-
to para deducir la CFAS(1,0) izquierda dada por (2.81]).

Consideramos en la aproximacién (2.77)) el polinomio

q(n) = ao + ain (2.85)

que interpola a r(n, h) en los nodos 71, 72 y usemos dicha aproximacién en la condicién de
frontera transparente semidiscreta derecha (2.75)). Tenemos entonces

@77 (s) = (a0 + aam)i? (s).
Teniendo en cuenta que 1 = s,
@’ (s) = (g + ais)a’ (s).

Tomando ahora transformada inversa de Laplace, obtenemos

J

w7 (1) = agu? (t) + i - (1),
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es decir, hemos deducido la CFAS(1,0) dada por ([2.82]).

Nétese que los coeficientes de la CFAS(1,0) dependen de los nodos 71, n2. En el caso
particular de que dichos nodos sean iguales 171 = 12 = 19, el polinomio ¢(n) es en realidad el
polinomio de Taylor de grado 1 de la funcién r(n, h) en el punto n = 7y y sus coeficientes son

los dado por ([2.83)).
O

Problema semidiscreto para CFAS(1,0)

Una vez obtenidas las CFAS(1,0), vamos a utilizarlas para que, junto con la discretizacién
espacial en el dominio interior dada por (2.79)), obtengamos un problema semidiscreto en es-
pacio.

Despejando %(t) y %(t) en las CFAS(1,0) 1'1} tenemos

du®
E(t) = you’ +yul,
du’ _
W(t) = vou’ +yu’?
con
iag —1
Y =—-— m=—_-
a1 (65}

Teniendo ademés en cuenta la discretizacién espacial en el dominio interior dada por (2.79)),
obtenemos el sistema diferencial de primer orden

U'(t) = M(h)U(t) (2.86)

con U(t) = [ul(t),ul(t),...,u/72(t),u’(t)] y con matriz

v m 0 - 0
m1 M2 MmMq 0 0
M=|: oo st € Musyx+);s
0 0 mp M2 M
o -~ 0 0 m 7

donde, my, mo vienen dados por (2.80)), y los coeficientes 7p, 1, en el caso en el que los nodos
asociados a la condicién de frontera absorbente sean iguales 1y = 12 = 19 viene dados por

2ino(—4 + ¢ + moh?)
2¢c — (=4 + c)noh? — g h*
2ino(—4 + noh?)
noh?(—4 + noh?) + (=2 + noh?)’

0 (2.87)

M (2.88)

donde ¢ viene expresado por ([2.84]).
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Obtencién de la condicién de frontera absorbente CFAS(1,1).

Vamos a deducir la CFAS(1,1) derecha, siendo andlogo el razonamiento para deducir la
CFAS(1,1) izquierda.

Consideramos en la aproximacion (2.77)) la funcién racional

Qo+ an
14 aan

a(n) = (2.89)

que interpola a r(n, h) en los nodos 11, 72 y n3 y usemos dicha aproximacién en la condicién
de frontera transparente semidiscreta derecha (2.75)). Tenemos entonces

N J—1 oo +a1n g
u S) = —_— U \S).
o= () e

Realizando célculos llegamos a que

(1 + azm)a”™(s) = (a0 + a1n) a’(s)

es decir,

@71 (s) + aoni? 7(s) = apt’ (s) + ani’ (s).
Teniendo en cuenta que n = s, la igualdad anterior se reescribe

! 7(s) + agisi?Y(s) = apti! (s) + aqisi? (s).
Tomando ahora transformada inversa de Laplace, obtenemos la condicién de frontera CFAS(1,1)
para la frontera derecha x4 = 7

J—1 d oy J - du!
u’ T (t) +iag—u’ T (t) = apu’ (t) + ian——(t). (2.90)
dt dt
Nétese que los coeficientes o de la CFAS(1,1) dependen de los nodos 71, 172 y 13. En el caso
particular de que dichos nodos sean iguales 71 = 12 = 13 = 10, la funcién racional ¢(n) es en
realidad el aproximante de Padé(1,1) de la funcién r(n, h) en el punto n = 1.

Problema semidiscreto para CFAS(1,1)

Una vez obtenidas las CFAS(1,1), vamos a utilizarlas para que, junto con la discretizacién
espacial en el dominio interior dada por (2.79)), obtengamos un problema semidiscreto en es-
pacio.

que aproxime %u‘] (t), vamos a tener en cuenta la expresién (2.79) para j = J — 1. De esta

manera, la expresion anterior queda

Con el objetivo de obtener a partir de la CFAS(1,1) dada por (2.90)) una expresién practica
(79

J
. — — . U
w!7L(t) + ian(mau? 72 + mou’ Tt + miu’) = apu’ (t) + zalﬁ(t),
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y efectuando operaciones
!

J=1 W(t).

qul(t) + iagmiu’ 72 + iaomou +iagmqu’ = aou‘](t) + 10

Operando y despejando %(t), tenemos

a’
dt

(t) = you” +y1u’ ! + y9u’ 72,

con

i(ag + Odth)

Yo = arh?
_ —i(2az + h?)
"= —a1h2
e D)
Y2 = W-

Un razonamiento andlogo para la frontera izquierda, nos lleva aobtener

du®

ﬁ(t) = you’ + yu' + yu’.

Teniendo ademads en cuenta la discretizacién espacial en el dominio interior dada por (2.79)),
obtenemos el sistema diferencial de primer orden

U'(t) = M(h)U(t) (2.91)
con U(t) = [u®(t), ul(t),...,u’71(t),u’ (t)] y con matriz

Y M 2 0 -0
mi1 Mo M 0 0
M= : e e EMurx ),
0 0 m1 Mo My
L0 - 0 % m 0l

donde, my y mg vienen dados por (2.80)), y los coeficientes g, 71 y 72, en el caso en el que los
nodos asociados a la condicién de frontera absorbente sean iguales 1 = 12 = 13 = 1 vienen
dados por

i(2 — 3noh? + 3c)

_ 2.92
70 2h2 ) ( 9 )
i(—4 — 6¢ 4+ 3ngh?(4 — noh® + ¢
o= ( o 2( o ))’ (2.93)
2h
21
Yo = - (2.94)

h2(=2 + 3¢+ noh?(9 — 4c + noh?(—6 + noh? + ¢)))’

donde ¢ viene determinado por la expresion

¢ = \/1moh?(—4 + 1moh?). (2.95)
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Obtencién de la condicién de frontera absorbente CFAS(2,1)

A continuacién vamos a obtener la condicién de frontera absorbente semidiscreta CFAS(2,1).
Realizaremos el razonamiento para la frontera derecha, siendo anilogo el razonamiento para
deducir la CFAS(2,1) izquierda.

Consideramos en la aproximacion (2.77)) la funcién racional

ag + oqn + asn?
1+ asn

a(n) = (2.96)

que interpola a r(n, h) en los nodos 11, 12, N3 y N4 y usemos dicha aproximacién en la condicién
de frontera transparente semidiscreta derecha (2.75)). Tenemos entonces

2
1+ asn

Realizando célculos llegamos a que
(1+ agn)a’ ' (s) = (ag + a1n + agn?) @7 (s),

es decir,

f&‘]’l(s) + ozgml"*l(s) = aoﬂ‘](s) + ozlml‘](s) + 04277271‘7(3).

Teniendo en cuenta que n = s, la igualdad anterior se reescribe

@71 (s) + agist? 1 (s) = api! (s) + aqisi? (s) — aas®a! (s).
Tomando ahora transformada inversa de Laplace, obtenemos la CFAS(2,1) para la frontera
derecha

du”’ d?

d
J—1 ; J—1 J ; J
u’ (L) +ias tu (t) = apu’ (t) + iy 7 (t) — ag t2u (t). (2.97)

Notese que los coeficientes a; de la CFAS(2,1) dependen de los nodos 71, 12, 13 y 14. En el
caso particular de que dichos nodos sean iguales n; = 19 = 13 = 14 = 19, la funcién racional
q(n) es en realidad el aproximante de Padé(2,1) de la funcién r(n, h) en el punto n = np.

Problema semidiscreto para CFAS(2,1)

Una vez obtenidas las CFAS(2,1), vamos a utilizarlas para que, junto con la discretizacién
espacial en el dominio interior dada por (2.79)), obtengamos un problema semidiscreto en es-
pacio.

Con el objetivo de, a partir de la CFAS(2,1) dada por (2.97) y de la discretizacion espacial

en el dominio interior, obtener un problema semidiscreto en espacio, vamos a tener en cuenta

la expresién (2.79) para j = J — 1. De esta manera, la expresion (2.97)) queda

du’ &
W L) + dcs (mau? 2 () + mou? L) + mau? (1) = aou’ () + ml%(t) —ag g’ (1),
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y efectuando operaciones

, , - , _du! d?
w7 HE) + iagmau? T2(t) + iazmou’ TL(t) 4+ iasmiu’ (t) = agu’ (1) + zalﬁ(t) —ay ﬁu‘](t).
Si usamos la notacién v’/ (t) = % y operamos, se tiene

t) — —> N (R 2207 (t) =0.

Despejado ahora %(t), tenemos

dv’
W(t) =100 + yu’ +you’ T 4+ y3u’ 2,
con
iOél
Yo = —
85
. Oé()h2 + a3
71 - a2h2
—(h2 + 2043)
_ 2.98
72 a2h2 ( )
73 - O[2h2 .

Un razonamiento andlogo para la frontera izquierda, nos lleva a deducir

dv?

ﬁ(t) = 00 + y1u’ + you' + y3u?.

Teniendo ademads en cuenta la discretizacién espacial en el dominio interior dada por (2.79)),
obtenemos el sistema diferencial de primer orden

U'(t) = M(h)U(t) (2.99)

con U(t) = [v9(2),u(t), ul(t), ..., u’ 7 (t),u’ (t), v’ (t)] y con matriz

(0 m 2 v 0 - 0]
1 0 0 0 o --- 0
0 m1 Mo My 0 0
M= - 0 e Mugsyx+s)
0 0 m1 M2 Mq 0
o --- 0 0 0 0 1
0 - 0 v 7 M ]

donde, m y mg vienen dados por (2.80), y los coeficientes 7o, 71, 72 ¥ 73, en el caso en el que
los nodos asociados a la condicién de frontera absorbente sean iguales ;1 =12 =n3 =n4 = 19
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vienen dados por

Yo = —2 (n - %) ) (2.100)
m = %(26 +noh?(—8 + 3nh2 — 3c)), (2.101)
T = (et 2mhA(—4 4 noh?) (<2 4+ moh® — ), (2.102)
vy = 2m0(—4 + noh®) (=2 + noh?) (2.103)

" 3h8 4 2h2¢ + EhS(—6 + ¢) — dnoht (=2 +¢)’

donde

c = /noh2(—4 + noh?). (2.104)

Como acabamos de ver, las distintas condiciones de frontera absorbentes dependen de los
nodos 7; en los que la funcién racional ¢(n) interpola a la funcién r(n, h). Vamos a explicar a
continuacién como elegir el valor de dichos nodos de manera adecuada para obtener una buena
absorcion de la solucién cuando llega a la frontera en el caso de una onda plana de la forma

{/ (1)} ;5 = {exp(i(nj — w()t))} ez - (2.105)

Lo primero que observamos es que para que la expresién ([2.105]) sea solucién de la ecuacion

semidiscreta (2.78]) se tiene que verificar

% (et = % (cftr=D =) % (et 4 # CEEREUA)

Operando en la igualdad anterior tenemos

. i(nj—w i(nj—w [ 2 i
—iw(n) (e (nj (n)t)> _ pilni—w(n)t) (th o e n> (2.106)
Teniendo en cuenta que ' '
cos(n) = ente™
=T
de la expresion (2.106) se deduce que w(n) debe verificar
2

w(n) = 75 (1= cos(n)), (2.107)

que se conoce como relacién de dispersién del problema semidiscreto en espacio (2.78) para la
ecuacion lineal de Schrodinger.

Para absorber la onda se deben elegir los nodos de las condiciones de frontera
absorbentes obtenidas con la aproximacién para que 7(n, h) — q(n) sea pequeno cuando
la solucién es . La idea para elegir los nodos adecuados es la siguiente. Puesto que la
transformada de Laplace £(e=(M*) = 1/(s 4 iw(n)) se hace ’grande’ cuando el denominador
se aproxima a cero, nos interesa que la aproximacién sea exacta cuando
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s = —iw(n) = W(l — cos(n)),
es decir, cuando
. 2
n=1is= ﬁ(l —cos(n)).

Por tanto, para absorber la onda plana (2.105) una buena eleccién seria considerar todos los
nodos 7; de los que dependen las condiciones de frontera absorbentes iguales al valor

Mo = 251~ cos(n).
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Capitulo 3

Experimentos Numeéricos

En el presente capitulo, se expondran en detalle los experimentos numéricos llevados a
cabo en el marco de este Trabajo de Fin de Master. El primer objetivo de este capitulo es
proporcionar una visualizacién mas clara y comprensiva de la parte teérica abordada en el
trabajo. Un segundo objetivo alcanzado con los experimentos numéricos que hemos realizado
es comprender mejor el funcionamiento de las distintas condiciones de frontera absorbentes
que hemos deducido en el capitulo anterior, tanto las obtenidas en la seccion para el pro-
blema continuo y que hemos denotado por CFA, como las obtenidas en la seccién para la
discretizacién espacial mediante diferencias finitas alli considerada y que hemos denotado por
CFAS.

Para nuestros experimentos numéricos consideraremos una condicién inicial que sea, o bien
el pulso oscilatorio de perfil gaussiano del tipo

xT

wo(x) = exp [ (J)Q] exp (i), (3.1)

o bien suma de varios pulsos de este tipo.

Para esta condicién inicial, es conocida la solucién exacta lo que nos va a permitir medir
el error que cometemos con la aproximacién numérica que obtenemos con nuestro algoritmo y
por tanto podremos analizar mejor el buen funcionamiento de nuestro esquema numérico. En
concreto, la solucion exacta en este caso viene determinada por

1
B 4it\ "2 ., 9 , (z — 27t)?
u(x,t) = <1 + 02) exp|—i(7° + V)t] exp [m’x T dit (3.2)
Nétese que
u(z,t) = exp [iT(x — 7t)] g (x — 271, 1)
donde )
4it\ "2 , —a?
g(z,t) = (1 + 0’2> exp(—iVt) exp [024_424

es la solucién del problema con condicién inicial exp(—z2/02) y |g(z,t)| es una onda que no
viaja con el tiempo y que cuando ¢ aumenta, se expande. Por tanto, u(x,t) es el producto de
una onda plana con velocidad de fase 7 y un pulso que se expande y se traslada con velocidad
de grupo 27.
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Queremos integrar numéricamente el problema de valor inicial (para los experimentos
numéricos vamos a considerar el caso de potencial nulo V' = 0)

ou = i0*u, xcl0,L], t>0, (3.3)
u(z,0) = wup (:1; — §> , xel0,L] (3.4)

donde ug(x) viene dado por (3.1 y considerando en la frontera del dominio espacial interior
alguna de las condiciones de frontera absorbentes obtenidas en el capitulo 2.

Para la integracién numérica de este problema de valor inicial y de frontera, vamos a usar el
método de lineas. En primer lugar, consideraremos la discretizacién espacial para la ecuacién
propuesta en el capitulo 2. Mas concretamente, denotemos por h = L/J > 0, y por
2) = jh para j € {0,1,...,J} los nodos de una red uniforme del intervalo [0, L]. Denotemos
ademds por u/(t) una aproximacién a wu(x/,t). La discretizaciéon espacial considerada viene
dada por el esquema de diferencias finitas dado por

.- ) 1
iuj(t) _ Z,uj (t) — 2122(15) + u’ (t)’

Como hemos visto en el capitulo 2, al considerar esta discretizacion espacial en el dominio inte-
rior [0, L] junto con alguna de las condiciones de frontera absorbentes del capitulo 2, obtenemos
un problema semidicreto en espacio del tipo

1<j<J—1 (3.5)

U'(t) = MU(t) (3.6)
donde

M e M(ji1yxr+1)
en el caso de las CFA(1,0), CFAS(1,0) y CFAS(1,1) y

U(t) = [00(t),u°(t), ut(t), ..., v’ 1 (t),u’ (t), v’ ()T

M € M(j13)x(7+3)
en el caso de las CFA(1,1), CFA(2,1) y CFAS(2,1), siendo v!(t) = du'(t)/dt para [ = 0, J.

Recordemos que, en todos los casos, los coeficientes de la primera y ltima fila de la matriz
M dependen de los nodos de interpolacién n;, j = 1,...,j1 + j2 + 1 en los que estd basada la
correspondiente condicién de frontera CFA(j1,j52) o CFAS(j1,j2). Como ya hemos comentado
en los capitulos anteriores, la eleccién del valor de estos nodos va a influir en la absorcién de
la condicion de frontera y hemos explicado en el capitulo 2 cudl es la eleccién éptima de los
nodos para absorber una onda plana. En los experimentos numéricos que vamos a mostrar a
continuacién, hemos elegido todos los nodos iguales, es decirn; =bparaj=1,...,51+j2+1y
en cada experimento numérico el valor de b lo elegiremos de manera 6ptima para la condicion
inicial considerada.

Para completar la discretizaciéon del problema de valor inicial y de frontera mediante el
método de lineas, ahora debemos considerar la integraciéon en tiempo del problema semidiscreto
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en espacio dado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias . Aunque existen
muchos integradores temporales, debemos darnos cuenta de que el sistema es rigido y
dicha rigidez crece cuando h, el parametro de la discretizacion espacial, tiende a cero. Teniendo
en cuenta esto, en este trabajo vamos a considerar como integrador temporal, en primer lugar
la regla del punto medio implicita (RPMI).

Denotemos por k = T¢/N a la longitud de paso del integrador en tiempo, sea t, = kn y
denotemos por U, la aproximacién numérica en tiempo ¢,.

La regla del punto medio implicita para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales del
tipo

du (t)
—— =F(U,t
dt ( ? )
permite obtener la aproximacion U,41 en tiempo t,+1 mediante
1 k
Unt1 =Un + EkF §(Un + Unt1),tn + 5 (3.7)

Equivalentemente, se puede escribir también de la siguiente manera

k k
Vi = Unt o F(Yitr+5) (3.8)
k
Upt1 = Un—i-kF(Yl,tf—i- 5) (3.9)

Para la implementacion es recomendable (véase [25]) resolver (3.8)) para Y7 y después calcular
U,+1 mediante
Upt+1 =2Y1 — U,. (3.10)

En nuestro caso, la funcién del sistema de ecuaciones diferenciales es F(U,t) = MU y por
tanto, (3.8)) en este caso es

k k
Yy =Un+ 5 MY: & <1 - 2M> Y1 = U,. (3.11)

Por tanto, la implementaciéon de la regla del punto medio implicita para integrar numéricamente

(3.6) consiste en

<I - I;M> Y, = U, (3.12)

Upt1 = 27 —-U, (3.13)
Es decir, en cada paso en tiempo debemos resolver un sistema de ecuaciones lineales con matriz

A:I—ﬁM.
2

Noétese que la matriz no cambia con el paso en tiempo y por tanto, para resolver estos sistemas
lineales con eliminacién gaussiana, es importante, en cuanto al coste computacional, hacer la
factorizacién LU de la matriz A una sola vez al principio del programa, antes de comenzar el
bucle en tiempo.
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La regla del punto medio implicita es un método de orden dos. En los algunos experimentos
numéricos utilizaremos otro integrador numérico de orden 3. Se trata de un método Ruge-Kutta
diagonalmente implicito con los elementos diagonales iguales cuyo tablero es el siguiente

gl v
1—7v]1—-2y

con v = (3 + 1/3)/6. Llamaremos a este método SDIRK3. Nétese que, al tener los elementos
diagonales iguales, en la implementaciéon hay que resolver en cada paso en tiempo dos sistemas
lineales con la misma matriz: I — kyM. Este hecho es importante para que el método sea
computacionalmente mas interesante.

NI ) o

N[ =

Experimento 1

En este primer experimento vamos a resolver numéricamente el problema de valor inicial y
de frontera

iou=—2u+Vu, x€l0,L], 0<t<Ty, (3.14)

L
u(z,0) = ugp (:B— 2> , x€R,
CFA(]l,jl) 0 CFAS(]l,jl) en r; = O,I‘d = L,

con V =0y donde up(x) viene dado por (3.1)) con

o=4, T =25, L =50, Ty =5. (3.15)

Para la discretizacién en espacio utilizaremos el esquema en diferencias finitas que hemos
explicado anteriormente y para la integracién en tiempo utilizaremos la regla del punto medio
implicita (RPMI). En primer lugar, vamos a considerar la condicién de frontera absorbente
continua CFA(1,0), es decir, vamos a considerar en la condicién de frontera CFA con
j1 = 1,72 = 0. Al considerar la condicién de frontera CFA(1,0), la matriz de en este caso

viene dada por (2.47)).

Para este experimento numérico tomaremos longitudes de paso en tiempo y espacio k =
5x 10~* y h = 1072. En la Figura hemos representado el médulo de la solucién numérica
en cuatro instantes de tiempo distintos: ¢t = 0, 2, 3, 4. Podemos observar cémo la solucién viaja
hacia la derecha con una velocidad aproximada de v =2-7 =25 = 10. Vemos en esta figura
que la condicion inicial es nula en la frontera, que en ¢ = 2 la soluciéon ya ha llegado a la
frontera derecha y esté siendo absorbida por la CFA(1,0), que en ¢ = 3 continia la absorcién y
en t = 4 ya solo quedan reflejos que no han podido ser absorbidos pero que son de un tamafio
pequero.

Puesto que, como ya hemos comentado, para la condicion inicial considerada sabemos cual

es la solucién exacta, podemos calcular el error. Hemos calculado el error L? discreto relativo
y lo hemos representado en la Figura|3.2

A la vista de la Figuras [3.1] y [3.2] nos fijamos en dos cuestiones:
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t=0 t=2
1 — 1 —
0.5¢ 057
0 : 0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
t=3 3 t=4
1 ' ' ' 1 x10 ' ' '
05¢ 0.5¢
0 : 0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Figura 3.1: Experimento 1: (3.14)-(3.15). Médulo de la solucién numérica para distintos ins-
tantes de tiempo cuando se utiliza CFA(1,0) y RPMIL

a)

Error en el dominio interior: Hasta que la solucién numérica llega a la frontera (para
t > 2 aproximadamente) y comienza a ser absorbida por la CFA, lo que observamos en
la Figura |3.2] es el error que se comete debido a la resolucién numérica de la ecuacién
en el dominio interior [0, L], es decir debido a la discretizacién espacial y temporal de la
ecuacién en el dominio interior.

Si observamos la Figura vemos que en el interior el error maximo se da en torno a
t = 2 llegando a ser aproximadamente 1072,

Absorcion en la frontera: Pasamos a estudiar ahora como es la absorcién en la frontera
con nuestra condicién de frontera absorbente CFA(1,0). Tendremos en cuenta que el
dominio computacional que se ha elegido es suficientemente grande para que contenga el
soporte de la condicién inicial.

Tanto el la Figura como en la vemos que para t > 2 la CFA(1,0) estd absorbiendo
la solucién numérica, quedando finalmente unos pequenos reflejos que no han sido ab-
sorbidos y que tienen norma 1073 aproximadamente como se ve en la Figura lo que
concuerda con la ultima representacion de la Figura|3.1jen ¢ = 4.
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error L? discreto relativo

10°F E
—CFA(1,0) 1

-6 | | | | | | | | |
10

Figura 3.2: Experimento 1: (3.14)-(3.15). Error relativo como funcién del tiempo cuando se
utiliza CFA(1,0) y RPMIL

A continuacién, vamos a estudiar con mas detalle los errores debidos a la integracién numéri-
ca de la ecuacién en el dominio interior [0, L]. Separemos el caso de la discretizacién espacial
v la integracién en tiempo.

» Para la discretizacion espacial hemos usado el esquema de diferencias finitas dado por
(3.5)). Veamos numéricamente el orden de este esquema.

Para ello, fijamos k = 5 x 10™* (un valor de k suficientemente pequefio para cerciorarnos
que los errores que observamos provengan solo de la discretizacién espacial) y ejecutamos
el programa para distintos valores de h: 4 x 1072, 2 x 1072 y 1072 y para cada valor
de h, hemos calculado el error en norma L? discreta de la solucién numérica en tiempo
t = 2. Vemos los resultados en la Tabla 3.1 donde se observa el orden 2 del esquema de
diferencias finitas utilizado para la discretizacién espacial.

= Para la integraciéon temporal se ha usado la regla del punto medio implicita, que sabe-
mos que es un método de orden 2. A continuacién lo vamos a comprobar numéricamente.

Para ello, fijamos h = 5 x 1073 (un valor de h suficientemente pequefio para asi cer-
ciorarnos de que los errores que observamos provengan de la integracién temporal) y
ejecutamos nuestro programa para varios valores de k. Vamos medir, para cada valor de
k, el error local y también el error global que se comete en tiempo ¢ = 2, usando norma
L? discreta. Vemos los resultados en la Tabla 3.2 en la que se observa aproximadamente
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el orden global 2 y el orden local 3 en tiempo, es decir, lo que cabria esperar con un
método de orden 2 como la RPMI.

h 4.0x1072 2.0x1072 1.0x1072

error 3.83x107! 9.71x107? 2.55%x 1072

orden espacial 1.98 1.93
Tabla 3.1: Experimento 1: —. Orden de la discretizacion espacial. Resultados para
k =2.5x10"%.

k 10~2 5.0x1073 2.5x1073

error local 3.15x1073 | 4.1x1074 5.7x107°

orden local 2.95 2.85

error global 6.22x1071 [ 1.62x10~1 | 4.49x1072

orden global 1.94 1.85

Tabla 3.2: Experimento 1: (3.14)-(3.15). Orden de la integracién temporal con la RPMI. Re-
sultados para h =5.0x1073

A la vista del estudio numérico que acabamos de realizar para el experimento 1, vemos dos

vias de mejorar nuestro algoritmo:

= Por un lado, en cuanto a la discretizacién en el dominio interior, nuestro algoritmo seria

miés eficiente si en lugar de un método de orden 2 como la RPMI, utilizaramos un método
de orden mayor. Una buena opcion es el SDIRK3 mencionado anteriormente y que tiene
orden 3. Al considerar este método de mayor orden que la RPMI vamos a poder obtener
unos errores de tamano similar a los representados en la Figura [3.2] para la RPMI con
k =5 x 10, utilizando SDIRK3 con un tamafio de paso en tiempo mayor. En concreto
vamos a considerar k = 1073, En cuanto al pardmetro espacial, consideraremos el mismo:
h=10"2.

Por otro lado, en cuanto a la absorcién en la frontera, es de esperar que consigamos
mejores resultado si utilizamos condiciones de frontera absorbentes de mayor orden que la
CFA(1,0) que hemos utilizado. En concreto, vamos a utilizar la CFA(1,1) y a continuacién
la CFA(2,1) explicadas en la Seccién 2.1.

En la Figura vemos el resultado de realizar el mismo experimento numérico, es decir,

(1.2)-(3.15) considerando el método SDIRK3 con k = 1072 y las distintas condiciones de fron-
tera absorbentes obtenidas en la Seccién 2.1 para el problema continuo: CFA(1,0), CFA(1,1)
y CFA(2,1).

A la vista de la Figura vemos cémo en el dominio interior, hasta t =2.5 aproximadamen-

te, las tres condiciones de frontera representan la misma grafica. Esto es 16gico pues hasta este
instante de tiempo en la Figura |3.3| estamos viendo el error que proviene de la discretizacion
de la ecuacion en el dominio interior que es la misma en todos los casos. Para ¢ > 3, cuando la
solucién va llegando a la frontera, empiezan a diferenciarse. En primer lugar, se observa que
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Figura 3.3: Experimento 1: (3.14)-(3.15). Error relativo como funcién del tiempo cuando se
utiliza SDIRK3 y distintas condiciones de frontera absorbentes para el problema continuo.
Resultados con h = 1072 y k = 1073,

la condicién de frontera con un error més bajo es la CFA(2,1) y la que tiene un error més
alto es CFA(1,0), lo que concuerda con lo que cabria esperar. Podemos ver que entre la con-
dicién CFA(1,0) y CFA(1,1) si que se aprecia diferencia significativa, presentando una mejor
absorcién en la frontera la de mayor orden, es decir la CFA(1,1). Pero entre las condiciones
CFA(1,1) y CFA(2,1) no se ve en esta grafica una mejora significativa en la absorcién. Esto es
debido a que estamos utilizando condiciones de frontera absorbentes para el problema continuo
y para el valor de h que estamos utilizando en la Figura los resultados de absorcién de
CFA(2,1) no se ven claramente pues estén siendo afectados por el error de la discretizacién en
espacio de la propia condicién de frontera. Si realizamos el mismo experimento con un valor
de h menor, cabe esperar que mejoren los resultados para la CFA(2,1). Esto lo podemos ver
en la Figura donde, se ha realizado el mismo experimento numérico que en el Figura 3.3
pero con un valor de h menor: h = 5 x 1073, Comparando con la Figura vemos que los
resultados de ambas condiciones de frontera absorbentes han mejorado, aunque maés los de la
CFA(2,1) que los de la CFA(1,1). Si disminuyéramos todavia més el valor de h, los resultados
de la CFA(2,1) mejorian todavia mas.

Tras haber representado los resultados numéricos obtenidos con las condiciones de fron-
tera absorbentes continuas para el experimento numérico considerado, ahora vamos a utilizar
las condiciones de frontera absorbentes semidiscretas. Hemos realizado el mismo experimen-
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Figura 3.4: Experimento 1: (3.14)-(3.15). Error relativo como funcién del tiempo cuando se
utiliza SDIRK3, CFA(1,1) y CFA(2,1) con h=5x 1073y k = 1073,

to numérico, es decir (3.14)-(3.15) y podemos ver los resultados de utilizar las CFAS(1,0),
CFAS(1,1),CFAS(2,1) en la Figura cuando se utiliza SDIRK3. Se han considerado los
pardmetros h = 1072 y k = 1073, al igual que en la Figura

Podemos ver en la Figura [3.5] como mejora significativamente el orden de absorcién entre
las condiciones de frontera absorbentes semidiscretas. Para comparar cémo mejora la absorciéon
de cada una de éstas con respecto a cada una de sus respectivas continuas, vamos a dibujar
ahora en la Figura|3.6 en una misma grafica, los resultados de todas las condiciones de frontera
absorbentes continuas y semidiscretas para este experimento numérico.

Para diferenciarlas se han representado las condiciones de frontera absorbentes continuas
CFA con un trazo discontinuo y las condiciones de frontera absorbentes semidiscretas CFAS
con un trazo continuo. Ademsds, se ha seleccionado el mismo color para las parejas CFA y
CFAS del mismo orden. En la Figura observamos que si comparamos la diferencia de
absorcion entre condiciones de frontera continuas y semidiscretas del mismo orden, a medida
que éste aumenta se hace esta diferencia cada vez mayor a favor de las CFAS. Los resultados
con las condiciones CFA(1,0) y CFAS(1,0) son practicamente idénticas, los de las condiciones
CFA(1,1) y CFAS(1,1) presentan cierta diferencia y finalmente las condiciones CFA(2,1) y
CFAS(2,1) presentan una diferencia de absorcién grande. Vemos ademds, como la condicién
de frontera CFAS(2,1) tiene una absorcién en la frontera mucho mejor que cualquiera de las
otras condiciones de frontera.
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error L? discreto relativo

Figura 3.5: Experimento 1: (3.14)-(3.15). Error relativo como funcién del tiempo cuando se
utiliza SDIRK3 y distintas CFAS.

Un detalle clave para entender lo que acabamos de comentar sobre la Figura [3.6] es decir,
para entender la diferencia entre las condiciones de frontera absorbentes continuas CFA y las
semidiscretas CFAS es que, si disminuyéramos el tamaiio de h lo suficiente, obtendriamos con
la CFA(2,1) un resultado similar que con la CFAS(2,1) para h = 10~2. Sin embargo, disminuir
el valor de h aumentaria en coste computacional y por esta razon, las condiciones de frontera
absorbentes semidiscretas CFAS presentan una ventaja frente a las continuas CFA.

Experimento 2

A la vista de los buenos resultados de absorcién de la condiciéon de frontera absorbente
semidiscreta CFAS(2,1) obtenidos en el experimento numérico anterior, ahora vamos a realizar
otro experimento numérico con esta condicién de frontera.

En este experimento vamos a resolver numéricamente el problema de valor inicial y de

frontera (3.14)) donde ug(z) viene dado por (3.1) con
c=4, T1=6, L=50, Tj=4. (3.16)

Hemos variado, con respecto al experimento 1, el valor del pardmetro 7, el cual influye en
la velocidad a la que viajaba la onda. Al tener en el actual experimento un valor de 7 mayor,
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error L? discreto relativo

Figura 3.6: Experimento 1: (3.14)-(3.15). Error relativo como funcién del tiempo cuando se
utiliza SDIRK3 y distintas condiciones de frontera absorbentes.

la velocidad serd, en consecuencia, mayor: v =2 -7 =2-6 = 12. Por lo que la solucién llegara
mas rapido a la frontera.

Hemos realizado el experimento con SDIRK3 y los mismos valores de h y k que en el ex-
perimento anterior, es decir, h = 1072 y k = 1073, Vemos los resultados en la Figura
Podemos observar los buenos resultados de absorcién, del orden de 107%, de la condicién de
frontera absorbente semidiscreta CFAS(2,1).

Experimento 3

En este nuevo experimento numérico vamos a considerar el problema de valor inicial y de
frontera

i0u = —*u+Vu, x€[0,L], 0<t< Ty, (3.17)

- L
u(x,O)—u0<x—2>, z €R,
CFAS(2,1)enz; = 0,24 =L, t>0,
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error L? discreto relativo

CFAS(2,1) ]

10-6 l l l l l l l

Figura 3.7: Experimento 2: (3.14)-(3.16). Error relativo como funcién del tiempo cuando se
utiliza SDIRK3 y CFAS(2,1).

con V =0 y siendo

ﬂo@ﬂzzexp[—»<:)2}-expﬁ7(xﬂ-+exp

—(2)1-mpWM@L z€R. (3.18)

que realmente es suma de dos funciones del tipo (3.1) que hemos considerado en los experi-
mentos anteriores como condiciéon inicial. Para este caso la solucidén exacta viene determinada
por

mey:<1+if>_axp}u7?+vﬁkmpF7<x_[><_@t_g‘*”ﬂ2]+

2 o2 4 4it
1 2
4it\ "2 o , L\ (z—%—2n1)
(1 + 0?) exp|—i(m; + V)t]exp [m’b (x - 2> - o2 T dit (3.19)

Los pardmetros o y 0p y T y 7, que tomaremos en este experimento numérico son

o=4, o,=4, 7=5 1,=-7, L=50, T;=6. (3.20)

Vamos a resolver el problema de valor inicial y de frontera (3.17)) considerando la discretiza-
cioén en espacio con diferencias finitas que hemos explicado y utilizado anteriormente y para la
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integracion en tiempo utilizaremos el método SDIRK3. Tomaremos ademas el incremento de
tiempo y de espacio k = 1073 y h = 1072

En la Figura hemos representado el médulo de la solucién para varios instantes de
tiempo. Se trata de dos ondas que inicialmente estan juntas y centradas en x = 25 y a medida
que avanza el tiempo, una de ellas viaja hacia la izquierda con velocidad v, = 27, = —14 y
otra viaja més lentamente hacia la derecha con velocidad v = 27 = 10. En tiempo ¢t = 1, las
ondas ya se han separado, como se ve en la Figura [3.8 En tiempo ¢t = 2, la onda que viaja
hacia la izquierda ya ha llegado a la frontera z; = 0 y esta siendo absorbida por la CFAS(2,1),
de hecho en este instante de tiempo esta onda ya ha sido absorbida casi por completo y la
onda que viaja a la derecha estd empezando a llegar a la frontera derecha x4 = 50 y a ser
absorbida. En ¢ = 3, esta onda ya ha llegado totalmente a la frontera y sigue siendo absorbida
por la CFAS(2,1). En t = 6, ambas ondas han sido ya absorbidas y solo han quedado pequenios
reflejos del orden de 1076,

Por otra parte, en la Figura podemos ver para este experimento numérico el error L?
discreto como funcién del tiempo.

t=1 t=2
1 ‘ ‘ 1 ‘ ‘
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
=3 6 t=
1 ‘ ‘ 3 10 ‘
0.8
2
0.6
0.4
1
02 j
0 0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Figura 3.8: Experimento 3: (3.17)-(3.20). Médulo de la solucién numérica para distintos ins-
tantes de tiempo cuando se utiliza SDIRK3 y CFAS(2,1).
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10-1 3 T T T T T

error L? discreto relativo

——— CFAS(2,1)]

Figura 3.9: Experimento 3: (3.17)-(3.20). Error relativo como funcién del tiempo cuando se
utiliza SDIRK3 y CFAS(2,1).
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo hemos planteado el problema de valor inicial para la ecuacién lineal de
Schrodiger definida en un dominio espacial no acotado. Para resolver numéricamente dicho
problema es necesario restringirse a un subdominio finito e imponer condiciones de frontera
artificiales. En este trabajo hemos obtenido las condiciones de frontera transparentes tanto
para el problema continuo, como para el problema semidicreto en tiempo o en espacio.

Tras explicar el inconveniente del caracter no local de las condiciones de frontera trans-
parentes, hemos construido condiciones de frontera absorbentes locales. Estas condiciones de
frontera se construyen como aproximacién a las transparentes y permiten pequenos reflejos
de la solucion cuando llega a la frontera. Hemos deducido condiciones de frontera absorbentes
para el problema continuo (CFA) y también para el problema semidicreto en espacio (CFAS)
cuando se considera un esquema de diferencias finitas de segundo orden.

Por dltimo, mediante los experimentos numéricos realizados, hemos podido estudiar y com-
prender mejor las distintas condiciones de frontera absorbentes construidas en este trabajo y
también analizar los errores cometidos debido a la integraciéon numérica de la ecuacién en el
dominio interior. En dichos experimentos numéricos hemos visto cémo la absorcién aumenta al
incrementar el orden de la condicion de frontera absorbente. También hemos analizado la dife-
rencia entre las CFA y las CFAS, viendo como con las CFAS obtenemos una mejor absorciéon
en la frontera para valores del pardmetro espacial h no necesariamente pequenos. Sin embargo,
para obtener la misma absorcién con las CFA es necesario disminuir el valor de h hasta que el
error que proviene de la discretizacién espacial de la propia condicién de frontera no afecta a
los resultado de absorcion.
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Apéndice A

Métodos numeéricos para resolver un
problema de valor inicial de
ecuaciones diferenciales ordinarias

En este apéndice vamos a explicar brevemente en qué consisten los métodos numéricos
para resolver un problema de valor inicial de ecuaciones diferenciales ordinarias que han sido
considerados en este trabajo (véase [25], [21] y [22]). Consideremos en primer lugar el problema
de valor inicial de ecuaciones diferenciales ordinarias que queremos resolver numéricamente:

y/(S) = f(t.y), to <t <ty
{ y(to) = o, (A1)

Denotemos por Y (t) la solucién de este problema de valor inicial (PVI). Los métodos numéricos
para resolver este PVI proporcionan valores aproximados a la solucién en un conjunto de nodos:

to<tp <ty <---<ty<ty
que, en este trabajo, consideraremos equiespaciados:
th=to+nk, n=0,1,...,N.
Denotaremos por y,, n = 1,2,..., N dichas aproximaciones. Es decir:
naY(t), yprY(t), ... synvn=Y(n).

Las aproximaciones y1,¥y2,...,yn se pueden obtener mediante distintos métodos numéricos.
Aqui vamos a explicar brevemente en qué consisten alguno de ellos:

1. Métodos Runge-Kutta

Los métodos Runge-Kutta son métodos de un paso. Esto quiere decir que para obtener
la aproximaciéon numérica y,+1 en t,4+1 solo se utiliza informacién sobre la aproximacién
numérica en el paso anterior t,,, es decir y,.

La férmula que define a un método Runge-Kutta de s etapas es la siguiente
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Yn+1l = Yn + k Z bif(tn + cik, Yz)’

i=1
donde
S
Y; :yn+kZaijf(tn+cik:7§/j), ie{l,...,s}.
j=1
Las cantidades Y; para i € {1,...,s} se llaman etapas internas del método, y éste estd

definido por los pardametros b;, ¢; para i € {1,...,s}, y a;; parai,j € {1,...,s}.

Los coeficientes de un método Runge-Kutta se suelen representar en forma compacta por
medio del tablero de Butcher definido como

1| a1 a2 -+ QAais
Cy | 21 @G22 -+ QA2s
Cs | Qs1 As2 - * (QOgs

bl b2 e bs

verificandose

s
CZ':ZCLij, iG{l,...,S}.
j=1

En particular, en este trabajo, hemos considerado los siguientes métodos Runge-Kutta:

= Regla del trapecio. La regla del trapecio viene dada por la férmula

g [f(tnv yn) + f(tn-‘rlv yn-‘rl)] .

= Método de Euler implicito. El método de Euler implicito estd definido por la
expresion

Yn+1 = Yn +

Yn+l = Yn + kf(tn+la yn+1)-

2. Métodos lineales multipaso. Los métodos multipaso, a diferencia de los métodos de
un paso, utilizan informacién de méas de un paso anterior para calcular el siguiente valor.
En particular, un método lineal multipaso utiliza una combinacién lineal de y; y f (i, yi)
para calcular el valor de y para el paso deseado. Un método lineal multipaso adopta la
forma,

k k
> iynt; =k Y Bifutis (A.2)
3=0 =0
siendo

foti = fF@ntjsUnsi), J€{0,1,... k}.

y donde se verifica
lao| + |Bo] #0, ax =1.
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