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Introducción

Uno de los teoremas clásicos de E. Borel, conocido hoy en d́ıa como de Peano-Borel por

el descubrimiento posterior de la contribución del primer autor al problema, afirma que dada

una sucesión cualquiera {an}∞n=0 de números complejos, se puede encontrar una función f de

clase C ∞ en el intervalo [−1, 1] (o en toda la recta real) de modo que f (j)(0) = aj para cada

j ∈ N0 = {0, 1, 2, . . . }. En otras palabras, la aplicación, denominada de Borel, que env́ıa

cada función de C ∞([−1, 1]) en la sucesión de sus derivadas sucesivas en 0 es sobreyectiva

sobre CN0 . La demostración de este resultado se puede encontrar por ejemplo en el libro de

C.Zuily [10], y fue incluida en mi Trabajo Fin de Grado [6].

La memoria que presentamos tiene como objetivo profundizar en este tipo de resulta-

dos mediante el estudio de la sobreyectividad de la aplicación de Borel, y la existencia de

inversas por la derecha para la misma, cuando se la restringe a las llamadas clases ultradife-

renciables, constituidas por funciones complejas indefinidamente derivables en un intervalo

compacto y cuyas derivadas sucesivas admiten cotas globales expresadas en términos de

una sucesión numérica {Mp}∞p=0 prefijada. Como se verá, dependiendo de la consideración

en las acotaciones que definen las clases de un cuantificador universal o existencial, estas se

dividen en dos tipos, de Beurling o de Roumieu. Los ejemplos más conocidos de cada una

de ellas son la de las restricciones de funciones enteras (tipo Beurling) y la de las funciones

anaĺıticas con cotas globales en un intervalo (tipo Roumieu), que aparecen cuando Mp = p!,

la sucesión de factoriales. Puesto que estas clases de funciones enteras o anaĺıticas ya han

sido parcialmente estudiadas en el Grado en Matemáticas de la Univeridad de Valladolid

(UVa), en particular en la asignatura de “Variable Compleja” de tercer curso, nos centrare-

mos aqúı en aquellas clases intermedias entre la de funciones indefinidamente derivables y

la de funciones anaĺıticas.

Los resultados fundamentales de la memoria establecerán condiciones necesarias y suficien-

tes sobre la sucesión {Mp}∞p=0 para que el operador de Borel, en la clase ultradiferenciable

asociada y con el espacio de llegada correspondiente, sea sobreyectivo, o para que, dotados

los espacios correspondientes de funciones o sucesiones numéricas de topoloǵıas adecuadas
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y naturales, dicho operador admita una inversa lineal y continua por la derecha. Este últi-

mo operador recibe el nombre de operador de extensión, pues dada una sucesión numérica

proporciona una función definida e indefinidamente derivable en todo [−1, 1] cuya sucesión

de derivadas sucesivas en 0 es la dada de partida. De este modo, se extienden los datos,

concentrados en un único punto del intervalo, para construir una función en todo él que

los incorpora adecuadamente, manteniendo al mismo tiempo el control global sobre el cre-

cimiento de sus derivadas en los mismos términos impuestos sobre los valores originales.

Pasamos a describir el contenido de los diferentes caṕıtulos en los que se divide la memoria.

En el primer caṕıtulo, se realiza una revisión de todos los resultados de la teoŕıa general

de espacios vectoriales topológicos que vamos a usar, y que dividiremos a su vez en tres

partes. La primera sección se va a centrar en aspectos generales de los espacios vectoriales

topológicos, y en especial en los espacios localmente convexos. Dada la naturaleza topológi-

ca de las clases de funciones que nos interesan, se desarrollará adecuadamente la teoŕıa de

los conocidos como espacios de Fréchet y de los espacios ĺımite inductivo. Será necesario

realizar también una revisión de los principales resultados relacionados con los filtros, una

herramienta topológica que sirve para tratar los conceptos de convergencia y completitud

en este marco general en el que los espacios no tiene porqué ser metrizables (es decir, su

topoloǵıa puede no coincidir con la dada por métrica alguna en el espacio). En la segunda

parte del caṕıtulo se recogen una serie de resultados relativos al conocido como teorema

de categoŕıas de Baire, concluyendo con los teoremas de la Aplicación Abierta y del Grafo

Cerrado, que se vieron en la asignatura de “Introducción a los espacios de Funciones” de

cuarto curso del Grado en Matemáticas de la UVa, en el contexto de espacios de Banach.

El último apartado se centra en la demostración del teorema de factorización de Grothen-

dieck, que será de gran utilidad en el último caṕıtulo de la memoria cuando se estudien las

condiciones necesarias para la existencia de operador de extensión en el caso de las clases

de tipo Roumieu, cuya topoloǵıa natural es la de ĺımite inductivo de espacios de Banach.

Para este caṕıtulo nos hemos basado principalmente en los textos clásicos de Hórvath [5] y

Meise y Vogt [7]. Algunos resultados han sido presentados sin demostración por encontrarse

incluida en mi Trabajo Fin de Grado [6].

En el segundo caṕıtulo nos centramos en el estudio de diversas propiedades para la sucesión

{mp}∞p=0, consistente en los cocientes entre términos consecutivos de la sucesión {Mp}∞p=0 a

partir de la cual se definen las clases funcionales bajo consideración. Como se indicará, al-

gunas de estas propiedades pueden ser asumidas sin pérdida de generalidad en el estudio del

problema, como son la convexidad logaŕıtmica (de acuerdo con resultados de H. Cartan [2] y

A. Gorny [3]) y la no casianaliticidad (esto debido a un resultado de T. Carleman [1] que se
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puede encontrar también en un trabajo más reciente de V. Thilliez [9]). Otras propiedades

presentadas y estudiadas serán precisamente las que caractericen la sobreyectividad de la

aplicación de Borel y la existencia de inversas por la derecha para la misma. En particular,

se probará que la propiedad de no casianaliticidad fuerte, que caracteriza la sobreyectivi-

dad, admite varias formulaciones equivalentes que facilitarán su manejo en los siguientes

caṕıtulos. La referencia que se ha seguido para esta parte de la memoria es el art́ıculo de

H.-J. Petzsche [8].

En el siguiente caṕıtulo, comenzamos definiendo los espacios de funciones de Beurling y

Roumieu asociados a la sucesión {Mp}∞p=0 en un intervalo compacto [a, b] ⊆ R y los espacios

de sucesiones correspondientes. Dichos espacios tienen una naturaleza topológica distinta:

mientras que los primeros son de forma natural espacios de Fréchet, para los segundos es

adecuada una topoloǵıa de ĺımite inductivo. En consecuencia, dividiremos la presentación

de los resultados que proporcionan condiciones suficientes sobre la sucesión {mp}∞p=0 para

que la aplicación de Borel sea sobreyectiva, o para que el operador extensión E exista, según

el tipo de espacio en el que nos encontremos. Para este caṕıtulo, se utilizará de nuevo de

forma principal el art́ıculo de Petzsche [8], completado con algunos resultados del libro de

L. Hörmander [4].

En el cuarto caṕıtulo, se probará que las condiciones suficientes introducidas en el estudio

previo son de hecho también necesarias para la sobreyectividad o para que exista el operador

de extensión. En estos resultados será vital utilizar la maquinaria desarrollada en el primer

caṕıtulo, en concreto se usará el teorema de factorización de Grothendieck para los espacios

de Roumieu y el Teorema de la Aplicación Abierta en el caso de los espacios de Beurling.

Las referencias [8] y [4] vuelven a ser las fuentes principales para el tratamiento de estos

resultados finales.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo recogeremos los distintos resultados de la teoŕıa general de espacios

vectoriales topológicos que serán de aplicación a lo largo del Trabajo de Fin de Máster. Se

dividirá en tres secciones. En la primera, y con el objetivo de hacer el trabajo relativamente

autocontenido, se realizará una revisión de todas las definiciones y resultados elementales en

el ámbito de los espacios vectoriales topológicos en general, para centrarnos a continuación

en los espacios de Fréchet y en los espacios ĺımite inductivo. Se demostrará gran parte de

los resultados, eludiendo solo algunas cuestiones que ya desarrollé en mi Trabajo de Fin de

Grado [6], y para las que se dará además la referencia pertinente donde se puedan encontrar.

En la segunda parte, se presentarán resultados relativos al conocido como teorema de cate-

goŕıa de Baire, que se expondrá en el marco de los conocidos como espacios de Baire. Estos

resultados ya fueron presentados, en un contexto algo menos general, en la asignatura de

”Introducción a los espacios de funciones”de cuarto curso del Grado en Matemáticas de la

UVa.

Por último, daremos una demostración del conocido como teorema de factorización de

Grothendieck, que se aplicará al estudio de aplicaciones sobreyectivas entre espacios con

estructura de ĺımite inductivo.

1.1. Espacios vectoriales topológicos

En esta sección, se recogerán todos los resultados que necesitaremos relativos a los es-

pacios vectoriales topológicos, comenzando con definiciones generales de estos espacios para

luego centrarnos en dos tipos particulares de estos, los espacios de Fréchet y los de ĺımite

inductivo.
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1.1.1. Definiciones y espacios vectoriales localmente convexos

Definición 1.1 (Espacio vectorial topológico). Un espacio vectorial topológico X sobre

un cuerpo K, que en nuestro caso será R o C, es un espacio vectorial sobre K que también

es un espacio topológico en el que las operaciónes suma y producto por un escalar, definidas

como (x, y) ∈ X × X 7→ x + y ∈ X y (λ, x) ∈ K × X 7→ λ · x ∈ X respectivamente, son

continuas, considerando en X ×X y K×X la topoloǵıa producto.

Observación 1.2. Como la suma en un espacio vectorial topológico es continua, tenemos

que las traslaciones son continuas, y como la inversa de una traslación es una traslación, se

tiene que las traslaciones son homeomorfismos.

Por lo tanto, solo con estudiar el sistema fundamental de entornos del 0 nos sirve, ya que

trasladando esta base de entornos conseguimos un sistema fundamental de cualquier punto.

Definimos a continuación diversas propiedades de un conjunto que nos van a interesar

más adelante.

Definición 1.3. Sea X un espacio vectorial.

1. Se dice que un conjunto A ⊆ X es absorbente si para cada x ∈ X, A absorbe a {x},
es decir, para cada x ∈ X existe r > 0 tal que x ∈ cA para cada c ∈ K, |c| ≥ r.

2. Se dice que un conjunto C ⊆ X es equilibrado si aC ⊆ C para cada a ∈ K, |a| ≤ 1.

3. Se dice que un conjunto T ⊆ X, con X un espacio vectorial topológico, es un tonel si

es cerrado, convexo, equilibrado y absorbente.

4. Se dice que un espacio vectorial topológico es un espacio tonelado si cumple que todo

tonel es un entorno del 0.

Tras ver estas definiciones, daremos una serie de lemas técnicos, que nos servirán para la

sección 1.2 y para asegurar la existencia de entornos del 0 que verifiquen unas determinadas

condiciones.

Lema 1.4. Sea X un espacio vectorial topológico. Entonces todo entorno del origen contiene

a un entorno equilibrado del origen.

Demostración. Sea U un entorno de 0X . Como la aplicación K×X → X definida como

(λ, x) 7→ λx es continua, en particular lo es en (0, 0X) ∈ K×X, luego existe W ⊆ X abierto,

con 0X ∈ W y r > 0 tal que B(0, r) ·W ⊆ U .

Sea V := ∪λ∈K,0<|λ|<rλ ·W . Comprobemos que V era el entorno que buscábamos:
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Trabajo Fin de Máster, Roberto Lobón Većın

1. V es un entorno de 0X ya que W lo es, luego para cada λ ∈ K, λ ̸= 0, λ · W sigue

siéndolo.

2. Veamos que V ⊆ U . Sea x ∈ V , luego existe λ ∈ K, 0 < |λ| < r tal que x ∈ λ ·W ⊆
B(0, |λ|) ·W ⊆ B(0, r) ·W ⊆ U .

3. Veamos que V es equilibrado. Sea µ ∈ K, |µ| ≤ 1.

a) Si µ = 0, µ · V = {0X} ⊆ r
2
·W ⊆ V .

b) Si µ ̸= 0. Sea x ∈ µ · V , se tiene que x
µ
∈ V , luego existe λ ∈ K, 0 < |λ| < r tal

que x
µ
∈ λ ·W , es decir, x ∈ λµ ·W y 0 < |λµ| ≤ |λ| < r, por lo que x ∈ V .

Lema 1.5. Sea X un espacio vectorial topológico. Entonces dado un entorno U del origen,

existe V entorno equilibrado del origen tal que V + V ⊆ U .

Demostración. Como la aplicación X×X → X definida como (x, y) 7→ x+y es continua,

en particular lo es en (0, 0) ∈ X × X, luego existen U1, U2 entornos del origen tales que

U1 + U2 ⊆ U .

Sea U0 := U1 ∩ U2, que es entorno de 0. Por el lema 1.4 se tiene que existe V ⊆ U entorno

equilibrado del 0, luego V + V ⊆ U0 + U0 ⊆ U1 + U2 ⊆ U .

Lema 1.6. Sea X un espacio vectorial topológico y sea U un entorno del 0X . Si {rn}∞n=1

es una sucesión de números estrictamente positivos que cumple que ĺım
n→∞

rn = ∞, entonces

X = ∪∞
n=1rnU .

Demostración. Sea x ∈ E. Como la aplicación fx : K −→ X, definida como fx(λ) := λx,

es continua, lo es en 0X luego f−1
x (U) = {λ ∈ K : λx ∈ U} = I es un entorno abierto de 0K.

Por otro lado, se tiene que ĺım
n→∞

1

rn
= 0, por lo que existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 entonces

1
rn

∈ I y x
rn

∈ U , deduciéndose aśı que x ∈ rn0U .

Recordamos seguidamente el concepto de espacio localmente convexo y algún resultado

importante.

Definición 1.7. Un espacio vectorial topológico X es localmente convexo si el 0 admite un

sistema fundamental de entornos convexos.

Definición 1.8. Sea {pi}i∈I una familia de seminormas en X, siendo X un espacio vectorial

e I un conjunto de ı́ndices no vaćıo.

9
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La topoloǵıa generada por {pi}i∈I en X es aquella que tiene como sistema fundamental de

entornos del 0 a los conjuntos de la forma {VJ,ε}J⊆I,ε>0 , de manera que J es finito, definidos

como

VJ,ε = {x ∈ X : pj(x) < ε,∀j ∈ J}.

El siguiente resultado relaciona el concepto de espacio vectorial topológico localmente

convexo con el hecho de que su topoloǵıa esté generada por una familia de seminormas.

Proposición 1.9. Sea X un espacio vectorial topológico. Entonces X es localmente convexo

si y solo si existe una familia {pi}i∈I de seminormas en X que generan la topoloǵıa de X.

Demostración. Se puede ver en el libro de J. Horváth [5] en las páginas 89 y 95.

A continuación, nos vamos a centrar en dos resultados que nos permiten demostrar

cuándo un espacio cociente y un espacio localmente convexo son de Hausdorff.

Comencemos con el primero, fijando la notación que usaremos a lo largo del trabajo y dando

un lema con el que podremos probar este resultado.

Notación 1.10. Dado X un espacio vectorial topológico y M un subespacio vectorial de

X, denotamos como p : X → X/M a la aplicación cociente asociada, de manera que ĝ es

la clase del espacio cociente que tiene a g como representante. Además, f ∈ ĝ si y solo si

existe h ∈ M tal que f = g + h.

A continuación definiremos la topoloǵıa que usaremos para dar al espacio X/M estruc-

tura de espacio vectorial topológico, la conocida como topoloǵıa cociente.

Definición 1.11. Sea X un espacio vectorial topológico y M un subespacio vectorial de

X. Se define la topoloǵıa cociente de X/M como la topoloǵıa más fina entre todas las que

hacen que X/M sea un espacio vectorial topológico y que hacen que p sea continua.

Observación 1.12. Esta topoloǵıa existe porque es la intersección de todas las topoloǵıas

que hacen que X/M sea un espacio vectorial topológico y que hacen que p sea continua, que

es a su vez una topoloǵıa, siendo este conjunto de topoloǵıas no vaćıo al estar la topoloǵıa

grosera.

A su vez, a partir de una seminorma q de X se puede definir una asociada del espacio

X/M como sigue.

Definición 1.13. Si X es un espacio vectorial, M es un subespacio de X y q es una

seminorma en X, se define la seminorma cociente asociada a q, q̂, como q̂(f̂) := ı́nff∈f̂ q(f).
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Observación 1.14. 1. Fácilmente se puede comprobar que q̂ es una seminorma en X/M

a partir del hecho de que q es una seminorma en X.

2. Si X es localmente convexo, existe una familia de seminormas {qi}i∈I que generan la

topoloǵıa. Veamos que la topoloǵıa deX/M está generada por la familia de seminormas

{q̂i}i∈I.
Si U es un entorno de 0 ∈ X/M , existe W abierto de X/M tal que 0 ∈ W ⊆ U ,

luego p−1(W ) es abierto y 0 ∈ p−1(W ), por lo que existe J ⊆ I finito y ε > 0 tal que

0 ∈ VJ,ε ⊆ p−1(W ), donde VJ,ε := {x ∈ X : qj(x) < ε ∀j ∈ J}, obteniéndose aśı que

0 ∈ p(VJ,ε) ⊆ p(p−1(W )) ⊆ W ⊆ U .

Por último, se tiene que p(VJ,ε) = {x̂ : q̂j(x̂) < ε ∀j ∈ J} ya que si x̂ ∈ p(VJ,ε),

existe x0 ∈ VJ,ε tal que p(x0) = p(x), obteniéndose aśı que para cada j ∈ J , q̂j(x̂) =

ı́nfx∈x̂ qj(x) ≤ qj(x0) < ε. Análogamente se llega a la otra contención.

Lema 1.15. Un espacio vectorial topológico X es un espacio de Hausdorff si para cada

a ̸= 0, existe un entorno V de 0 tal que a /∈ V .

Demostración. Comencemos observando que basta probar que si a ̸= 0, entonces existe

un entorno U de 0 y otro W de a tal que U ∩ W = ∅, ya que si tenemos esto y a ̸= b,

entonces a− b ̸= 0 y aplicando lo anterior podemos encontrar un entorno U de 0 y otro W

de a− b tal que U ∩W = ∅.
Por lo tanto, U + b es un entorno de b y W + b es un entorno de a y (U + b)∩ (W + b) = ∅,
ya que si x ∈ (U + b) ∩ (W + b), x− b ∈ U ∩W , lo cual es absurdo.

Sea a ̸= 0, por hipótesis existe V entorno de 0 de manera que a /∈ V . Por el lema 1.5,

existe un entorno equilibrado U del 0 tal que U + U ⊆ V , luego U + a es un entorno de a

y U ∩ (U + a) = ∅ ya que si existe x ∈ U ∩ (U + a), entonces encontramos y ∈ U tal que

x = y + a ∈ U . Al ser U equilibrado, se tiene que:

a = x− y ∈ U + U ⊆ V,

llegando a un absurdo pues a /∈ V .

Proposición 1.16. Sea X un espacio vectorial topológico y M un subespacio de X. Entonces

X/M es de Hausdorff si y solo si M es cerrado.

Demostración. ⇒) Al ser X/M de Hausdorff, se tiene que {x̂} es cerrado para cada

x̂ ∈ X/M , por lo que {0̂} es cerrado. Podemos concluir observando que p es continua

y que M = p−1({0̂}).

11
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⇐) Supongamos que M es cerrado y sea x̂ ∈ X/M distinto de 0̂. Como p es sobreyectiva,

existe x ∈ X, x /∈ M tal que p(x) = x̂ ̸= 0̂.

Por lo que al ser M cerrado, existe U un entorno de x tal que U ∩M = ∅, luego existe

V abierto tal que x̂ ∈ V ⊆ p(U) ya que p(U) es un entorno de x̂.

Además, 0̂ /∈ p(U), ya que si no existe x ∈ U tal que p(x) = 0̂ pero entonces x ∈ M ,

entrando en una contradicción con el hecho de que U ∩M = ∅. Luego x̂− p(U) es un

entorno de 0 que verifica que x̂ /∈ x̂− p(U), ya que si se diese lo contrario, se tendŕıa

que 0̂ ∈ p(U), por lo que por el lema 1.15 X/M es de Hausdorff.

El segundo criterio será para los espacios vectoriales localmente convexos. Comenzamos

por una definición previa.

Definición 1.17. Se dice que una familia de seminormas P = {pi}i∈I , definidas en un

espacio vectorial X, es separada si para cada x ∈ X \ {0}, existe i ∈ I tal que pi(x) ̸= 0.

Observemos que esto es equivalente a que si para cada i ∈ I, pi(x) = 0, entonces x = 0.

Teorema 1.18. Un espacio localmente convexo X es de Hausdorff si su topoloǵıa puede

generarse por una familia P = {pi}i∈I separada de seminormas.

Demostración. Se puede encontrar en el libro de J. Horváth [5, p. 96], y fue incluida en

[6, p. 34].

El último resultado de este apartado, válido para espacios localmente convexos, nos dará

una manera sencilla de comprobar cuando una aplicación lineal es continua. Requiere de la

siguiente definición.

Definición 1.19. Diremos que una familia de seminormas P de un espacio vectorial X

es saturada si para cualquier subfamilia finita {pi}i∈I de seminormas de P , se tiene que

máx pi ∈ P .

Es sencillo comprobar que la topoloǵıa de todo espacio localmente convexo se puede

considerar generada por una familia saturada de seminormas.

Proposición 1.20. Sea X un espacio vectorial topológico localmente convexo cuya topoloǵıa

está generada por una familia saturada {qi}i∈I de seminormas continuas de X y sea Y otro

espacio vectorial topológico localmente convexo cuya topoloǵıa está generada por una familia

de seminormas continuas {rl}l∈L de Y . Entonces, una aplicación lineal f : X → Y es

continua en X si y solo si para cada l ∈ L existen un i ∈ I y M > 0 tales que rl(f(x)) ≤
Mqi(x) para cada x ∈ X.
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Demostración. Se puede encontrar en el libro de J. Horváth [5, p. 97], y fue desarrollada

en [6, p. 35].

1.1.2. Filtros

Una vez que hemos mencionado distintas definiciones y propiedades relativas a los espa-

cios vectoriales topológicos, y en particular a los espacios localmente convexos, para hablar

de completitud de espacios vectoriales topológicos, y en particular de los espacios de Fréchet,

vamos a necesitar el concepto de filtro, que es lo que vamos a desarrollar en esta sección.

Definición 1.21. Sean X un conjunto y F ⊆ P(X), el conjunto de las partes de X, F ̸= ∅.
Se dice que F es un filtro en X si satisface las siguientes propiedades:

1. Si A ⊆ X y existe B ∈ F tal que A ⊇ B, entonces A ∈ F .

2. La intersección de una familia finita de elementos de F pertenece a F .

3. ∅ /∈ F .

Observación 1.22. De las propiedades que debe de cumplir un filtro F se deducen las

siguientes propiedades:

1. La segunda propiedad de la definición anterior es equivalente, por inducción, a que

la intersección de dos elementos de F está en F , es decir, si A, B ∈ F , entonces

A ∩B ∈ F .

2. A partir de la segunda y de la tercera propiedad, se deduce que la intersección de una

familia finita de elementos de F nunca es vaćıa.

3. Como F ̸= ∅, por la primera propiedad de filtro llegamos a que X ∈ F .

Ejemplo 1.23. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. El conjunto de todos los entornos

de x, E(x), es un filtro en X.

De hecho, E(x) ̸= ∅ pues X ∈ E(x); la intersección finita de entornos de x es un entorno

de x; si A ⊇ B y B es un entorno de x, entonces A lo es también y, por último, el conjunto

vaćıo no puede ser un entorno de x porque x /∈ ∅.

Introducimos un concepto que se usa también con el mismo significado cuando se com-

paran dos topoloǵıas de un mismo espacio topológico y que será de gran importancia cuando

hablemos de convergencia en términos de filtros.
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Definición 1.24. Sean F1 y F2 dos filtros de un mismo conjunto X. Diremos que F1 es

más fino que F2 si F1 ⊇ F2.

A continuación, veremos un resultado donde dado un subconjunto de P(X) con unas

propiedades particulares, siendo X un conjunto cualquiera, podremos construir un filtro con

especial interés.

Definición 1.25. Sean X un conjunto y B ⊆ P(X) no vaćıo.

Diremos que B es una base de filtro en X si cumple estas dos propiedades:

1. Si A,B ∈ B, entonces existe C ∈ B tal que A ∩B ⊇ C.

2. ∅ /∈ B.

Proposición 1.26. Si B es una base de filtro en X, entonces el conjunto F formado por

todos los subconjuntos de X que contienen a algún elemento de B es un filtro.

Demostración. Comencemos observando que F ̸= ∅ pues B ̸= ∅. Una vez hecho este

comentario, veamos que se cumplen las tres propiedades mencionadas en la definición 1.21.

1 Sean A ⊆ X y B ∈ F que verifica que A ⊇ B. Como B ∈ F , existe C ∈ B tal que

B ⊇ C, por lo que A ⊇ C, es decir, A ∈ F .

2 Por la observación 1.22.1 basta ver que si A, B ∈ F , entonces A ∩B ∈ F .

Dado que A, B ∈ F , se tiene que existen C, D ∈ B tales que A ⊇ C y B ⊇ D, luego

A ∩B ⊇ C ∩D. Por otro lado, por la primera propiedad que cumple B, existe E ∈ B
tal que A ∩B ⊇ C ∩D ⊇ E, deduciéndose aśı que A ∩B ∈ F .

3 Razonemos por reducción al absurdo. Si ∅ ∈ F , entonces existe A ∈ B tal que A ⊆ ∅,
por lo tanto A = ∅, llegando a una contradicción, pues ∅ /∈ B.

Definición 1.27. En las condiciones de la proposición 1.26, diremos que F es el filtro

generado por B.
Dos bases de filtro B1 y B2 diremos que son equivalentes si generan el mismo filtro.

Veremos a continuación un ejemplo significativo que estará presente en lo que tratemos

relativo a filtros, el filtro de Fréchet.
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Ejemplo 1.28 (Filtro de Fréchet). En este caso X = N y consideraremos para cada

n ∈ N el conjunto Sn := {m : m ≥ n}. Veamos que S = {Sn : n ∈ N} es una base de filtro.

Fácilmente se ve que S no es vaćıo y que ∅ /∈ S.
Por otro lado, sean n, m ∈ N. Consideramos Sn ∩ Sm = {z : z ≥ máx{n,m}}, por lo que si

N ≥ máx{n,m}, entonces Sn ∩ Sm ⊇ SN .

De este modo, por la proposición 1.26, S es una base de filtro, y el filtro F que genera se

conoce como filtro de Fréchet.

Para acabar de darle sentido a la importancia del filtro de Fréchet, necesitaremos el

siguiente resultado, el cual nos proporciona una manera sencilla de generar filtros a partir

de una base de filtro teniendo una aplicación.

Proposición 1.29. Sean X e Y dos conjuntos, B una base de filtro en X y f : X → Y

una aplicación. Entonces f(B) es una base de filtro en Y .

Demostración. Tenemos que comprobar si f(B) satisface las dos condiciones de la pro-

posición 1.26.

Sean A,B ∈ B, al ser B base de filtro, existe C ∈ B tal que A ∩ B ⊇ C, por lo que

f(A) ∩ f(B) ⊇ f(A ∩B) ⊇ f(C).

Como B ̸= ∅, entonces f(B) ̸= ∅. Por otro lado, puesto que ∅ /∈ B, entonces para cada

A ∈ B, f(A) ̸= ∅, luego ∅ /∈ f(B).

Veremos en el siguiente ejemplo un caso de aplicación relacionado de manera directa con

el filtro de Fréchet.

Ejemplo 1.30 (Filtro elemental asociado a una sucesión). Sea X un conjunto y

{xn}∞n=1 una sucesión de elementos de X. Usando el ejemplo 1.28 y la aplicación N → X

definida como n ∈ N 7→ xn, llegamos a que σ = {Sn : n ∈ N}, con Sn := {xm : m ≥ n}, es
una base de filtro en X.

Al filtro que genera la base σ se le conoce como filtro elemental asociado a la sucesión

{xn}∞n=1 y lo denotaremos como F({xn}).

Hasta ahora, en todos los resultados presentados no ped́ıamos ninguna condición al

conjunto X. Lo siguiente que vamos a hacer es imponer al conjunto X que tenga una

estructura de espacio topológico, empezando con las siguientes definiciones.

Definición 1.31. Sean X un espacio topológico y B una base de filtro en X. Diremos que

x ∈ X es adherente a B si para cada A ∈ B, x ∈ A.

Además, si F es un filtro, diremos que x ∈ X es adherente a F si para cada A ∈ F , x ∈ A.
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Definición 1.32. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. Diremos que una base de filtro

B es un sistema fundamental de entornos de x si genera el filtro de todos los entornos de x,

E(x).

Esta última definición será de gran utilidad en los distintos conceptos y resultados rela-

tivos a la convergencia de filtros, aspecto en el que nos centraremos a continuación.

Definición 1.33. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. Diremos que un filtro F en X

converge a x si F ⊇ E(x).
Una base de filtro B converge a x si lo hace el filtro que genera.

La noción de convergencia de sucesiones se puede dar en términos de convergencia de

los filtros asociados a la sucesión presentados en el ejemplo 1.30. Para ello, en primer lugar

introduciremos la definición de convergencia de sucesiones en términos de entornos y después

comprobaremos que es equivalente a la convergencia anteriormente mencionada.

Definición 1.34. Sean X un espacio topológico, {xn}∞n=1 una sucesión de elementos de X.

Diremos que la sucesión converge a x ∈ X si para cada entorno V ∈ E(x), existe n0 ∈ N tal

que xn ∈ V para cada n ≥ n0.

Observación 1.35. 1. La definición anterior es equivalente a afirmar que para cada

V ∈ E(x), existe n0 ∈ N tal que V ⊇ Sn0 , deduciéndose aśı que F({xn}) ⊇ E(x).
Por lo tanto, la convergencia de {xn}∞n=1 hacia x no es más que la convergencia hacia

x del filtro elemental asociado a {xn}∞n=1.

2. Si además X es localmente convexo, sabemos por la proposición 1.9 que su topoloǵıa

está generada por una familia {pi}i∈I de seminormas.

Por lo tanto, tenemos que si {xn}∞n=1 converge a x ∈ X y consideramos j ∈ I y ε > 0,

Vj,ε + x pertenece al sistema fundamental de entornos de x. Como además, se tiene

que F({xn}) ⊇ E(x), entonces existe n0 ∈ N tal que para cada n ≥ n0 Vj,ε + x ⊇ Sn,

ya que Sn ⊇ Sn+1, es decir para cada n ≥ n0, pj(xn − x) < ε, y reciprocamente.

Por lo tanto, en un espacio localmente convexo {xn}∞n=1 converge a x si y solo si para

cada j ∈ I y para cada ε > 0, existe n0 ∈ N tal que pj(xn − x) < ε para cada n ≥ n0.

A lo largo del Grado en Matemáticas, el concepto de convergencia de una sucesión

viene con frecuencia asociado con el de sucesión de Cauchy, por lo que vamos a definir el

significado de sucesión de Cauchy en términos de un tipo de filtros, los filtros de Cauchy,

donde necesitaremos además que el espacio X sea un espacio vectorial topológico.
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Trabajo Fin de Máster, Roberto Lobón Većın

Definición 1.36. Sean X un espacio vectorial topológico. Diremos que un filtro F en X

es de Cauchy si para cada entorno V de 0 en X, existe U ∈ F tal que U − U ⊆ V , es decir

para cada x, y ∈ U , x− y ∈ V .

Diremos que una sucesión {xn}∞n=1 es de Cauchy si F({xn}) es de Cauchy.

Observación 1.37. . Análogamente a lo realizado en la observación 1.35, se tiene que si X

es localmente convexo, {xn}∞n=1 es de Cauchy si para cada j ∈ I, y ε > 0 se tiene que existe

n0 ∈ N tal que pj(xn − xm) < ε si n,m ≥ n0.

Veremos ahora un resultado que tendrá como consecuencia directa que toda sucesión

convergente de elementos de un espacio vectorial topológico X es de Cauchy.

Proposición 1.38. Sean X un espacio vectorial topológico y F un filtro en X que converge

a b ∈ A. Entonces F es de Cauchy en A.

Demostración. Sea V un entorno de 0 en X y sea U un entorno equilibrado del 0 que

verifica que U + U ⊆ V que sabemos que existe por el lema 1.5.

Al ser U un entorno de 0, b + U es un entorno de b y como F converge a b ∈ A, entonces

existe W ∈ F tal que W ⊆ U + b. Sean y, w ∈ W , al ser U equilibrado tenemos que:

x− y = x− b− (y − b) ∈ U + U ⊆ V.

Por lo que W −W ⊆ V , luego F es un filtro de Cauchy.

Corolario 1.39. Si {xn}∞n=1 converge a x ∈ X, entonces {xn}∞n=1 es de Cauchy.

Demostración. Basta aplicar el resultado anterior al filtro F({xn}).

Veremos ahora un lema que usaremos para probar un resultado central de esta sección,

el teorema 1.48.

Lema 1.40. Sean X un espacio vectorial topológico y x ∈ X. Si x es adherente a un filtro

de Cauchy F en A ⊆ X, entonces F converge a x.

Demostración. Sea V un entorno del 0 y sea W un entorno del 0 que verifique que

W +W ⊆ V . Al ser F de Cauchy, existe A ∈ F tal que A− A ⊆ W .

Como x es adherente a F , entonces x ∈ A, por lo que A∩ (x+W ) ̸= ∅. Sea y ∈ A∩ (x+W ),

se tiene que si z ∈ A, z − y ∈ W , por lo que:

z ∈ y +W ⊆ x+W +W ⊆ x+ V,

luego A ⊆ x + V y al ser F un filtro, deducimos que x + V ∈ F , es decir, F ⊇ E(x),
concluyéndose aśı que F converge a x.
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1.1.3. Espacios de Fréchet

Un tipo de espacios localmente convexos que merece la pena destacar son los espacios de

Fréchet, que son un tipo particular de espacio metrizable, que será definido a continuación.

Definición 1.41. Se dice que un espacio vectorial topológico X es metrizable si existe una

métrica d : X ×X → R que induce la topoloǵıa de X.

Observación 1.42. Obviamente un espacio vectorial topológico metrizable siempre es de

Hausdorff.

A continuación, daremos una caracterización de los espacios localmente convexos metri-

zables.

Proposición 1.43. Un espacio localmente convexo X es metrizable si y solo si es de Haus-

dorff y su topoloǵıa está generada por una familia numerable de seminormas.

Demostración. Se puede encontrar en el libro de J. Horváth [5] en las páginas 110-116.

Definiremos la completitud en términos de filtros en el caso de que el espacio en el que

estemos sea vectorial topológico.

Definición 1.44. Un espacio vectorial topológico X es completo si cada filtro de Cauchy

F en X converge a un punto x ∈ X.

Definición 1.45. Un espacio vectorial topológico localmente convexo X se dice que es un

espacio de Fréchet si es metrizable y completo.

Observación 1.46. Si el espacio vectorial topológico X es metrizable, para probar que X

es completo, bastaŕıa probar que cada sucesión de Cauchy de elementos de X converge a un

elemento de X. La demostración de este hecho se puede encontrar en el libro de J. Horváth

[5, p. 135].

Concluiremos esta sección dando dos teoremas, que nos indicarán que el espacio cociente

con la topoloǵıa cociente definida en 1.11, con M un subespacio cerrado del de partida, es

metrizable y completo cuando lo sea el original.

Teorema 1.47. Sean X un espacio vectorial topológico y M un subespacio cerrado de X.

Si X es metrizable, entonces X/M es metrizable.
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Demostración. Como X es metrizable, se tiene que su topoloǵıa está generada por una

familia numerable de seminormas {qn}∞n=1. Por la observación 1.14, tenemos que la topoloǵıa

de X/M está generada por la familia de seminormas {q̂n}∞n=1.

Por otro lado, al ser M cerrado por el lema 1.16, tenemos que X/M es de Hausdorff,

concluyendo que X/M es metrizable.

Teorema 1.48. Sean X un espacio vectorial topológico y M un subespacio cerrado de X.

Si X es metrizable y completo, entonces X/M es metrizable y completo.

Demostración. Comenzamos indicando que por el teorema 1.47, sabemos que X/M es

metrizable, por lo que por la observación 1.46 para probar que X/M es completo basta

comprobar que toda sucesión de Cauchy es convergente.

Para ello, sea {Vn : n ∈ N} un sistema fundamental de entornos de 0 ∈ X, que se puede

tomar numerable al ser X metrizable, que verifica que Vn+1 + Vn+1 ⊆ Vn para cada n ∈ N,
que sabemos que existe por el lema 1.5.

Definimos para n ∈ N, V̂n como V̂n := p(Vn), entonces {V̂n : n ∈ N} es un sistema funda-

mental de entornos de 0̂ por la proposición 1.29.

Sea {x̂k}∞k=0 una sucesión de Cauchy en X/M . Entonces por la definición de sucesión de

Cauchy, para cada n ∈ N existe kn ∈ N0 tal que x̂k − x̂l ∈ V̂n para cada k,l ≥ kn, por lo que

podemos extraer una subsucesión {x̂kl}∞l=0 de la de partida que verifique que x̂kl − x̂km ∈ Vn

si l, m ≥ n.

Sean n ∈ N, y, z ∈ X tales que y ∈ x̂kl y z ∈ x̂km con l,m ≥ n. Por lo tanto, ŷ − ẑ ∈ V̂n, es

decir, y − z ∈ Vn +M . Luego si l,m ≥ n y z ∈ x̂km , entonces x̂kl ∩ (z + Vn) ̸= ∅, ya que si

y ∈ x̂kl , se tiene que y ∈ z + Vn +M , deduciéndose que existen v ∈ Vn y u ∈ M tales que

y − u = z + v ∈ z + Vn y además ŷ − u = ŷ = x̂kl , o dicho de otro modo, y − u ∈ x̂kl .

Definimos de manera inductiva la sucesión {xk}∞k=0 que satisfaga que x0 ∈ x̂0 y supongamos

que ya elegimos los elementos xi con 1 ≤ i ≤ n de manera que xi ∈ x̂ki . Elegiremos si p > 0,

xn+p ∈ X que cumpla que xn+p ∈ x̂kn+p ∩ (xn+p−1+Vn+p−1) ⊆ xn+p−1+Vn+p−1. Por lo tanto,

se tiene lo siguiente:

xn+p ∈ xn+p−1 + Vn+p−1 ⊆ xn+p−2 + Vn+p−2 + Vn+p−1 ⊆ . . .

⊆ xn + Vn + Vn+1 + . . .+ Vn+p−1 ⊆ xn + Vn−1.

De este modo, se concluye que si p > 0 y n > 1, xn+p − xn ∈ Vn−1, por lo que la sucesión

{xn}∞n=0 es de Cauchy en X. Como este espacio es completo, existe x ∈ X tal que {xn}∞n=0

converge hacia x, luego la sucesión {p(xn) = x̂kn}∞n=0 converge hacia p(x) = x̂.

Al darse esta convergencia y ser X/M metrizable, se tiene que x̂ es adherente a F({x̂n}),
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que es de Cauchy, por lo que aplicando el lema 1.40 se concluye que {x̂k}∞k=0 converge a

x̂.

1.1.4. Espacios ĺımite inductivo

Procedemos ahora al estudio de otro tipo de estructuras, los espacios ĺımite inductivo de

una familia de espacios localmente convexos.

Definición 1.49. Sean {Ei}i∈I una familia de espacios vectoriales localmente convexos, E

un K espacio vectorial y ji : Ei → E, i ∈ I, lineal.

Se dice que son un sistema inductivo si ∪i∈Iji(Ei) = E y se denotará como (ji : Ei → E)i∈I .

Además, se dice que E tiene la topoloǵıa de ĺımite inductivo si dotamos a E con la topoloǵıa

más fina entre todas las que hacen que E sea localmente convexo y que las ji sean continuas.

Observación 1.50. La topoloǵıa de ĺımite inductivo siempre existe porque es la intersección

de todas las topoloǵıas que hacen que E sea localmente convexo y que las ji sean continuas, y

este conjunto de topoloǵıas es no vaćıo porque la topoloǵıa grosera cumple estas condiciones.

Definición 1.51. Un sistema inductivo (jn : En → E)n∈N se dice que es un espectro encajado

(en inglés embedding spectrum) si para cada n ∈ N se tiene lo siguiente:

1. En es un subespacio vectorial de E y jn = in : En ↪→ E es la inclusión.

2. En ⊆ En+1 y la inclusión En ↪→ En+1 es continua.

Diremos que E es el ĺımite inductivo de {En}n∈N y lo denotamos como E = ind En.

A continuación, vamos a dar un ejemplo de un espacio muy común al que se le suele

dotar de topoloǵıa de ĺımite inductivo.

Ejemplo 1.52. D(R) es el ĺımite inductivo de {En}∞n=1 definidos como En := {f ∈ C ∞(R) :
sop(f) ⊆ [−n, n]}, considerando en estos espacios la topoloǵıa de la convergencia uniforme

de la función y de todas sus derivadas, que los convierte en espacios de Banach.

Nos interesa caracterizar a continuación cuándo una aplicación entre ĺımites inductivos

va a ser continua, de un modo similar a lo que hicimos en la proposición 1.20.

Definición 1.53. Se define la envolvente convexa de un conjunto P como el menor convexo

que contiene a P y lo denotaremos como C(P ).
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Observación 1.54. Dado un conjunto P , la envolvente convexa siempre existe porque es la

intersección de todos los convexos que contienen a P : dicha familia de convexos es no vaćıo

al ser el espacio ambiente un convexo, y la intersección de conjuntos convexos es convexa.

Lema 1.55. Sea (ji : Ei → F )i∈I un sistema inductivo y dotemos a F de la topoloǵıa

de ĺımite inductivo. Entonces un conjunto equilibrado, absorbente y convexo V ⊆ F es un

entorno del 0 en F si y solo si j−1
i (V ) es un entorno del 0 en Ei para cada i ∈ I.

Demostración. ⇒) Basta observar que las ji son continuas y V es un entorno del 0.

⇐) Sea B la familia de los conjuntos absorbentes, equilibrados y convexos U de F tales

que j−1
i (U) es un entorno del 0 en Ei para cada i ∈ I. Es sencillo comprobar que B es

una base de filtro, y que es sistema fundamental de entornos de 0 para una topoloǵıa

τ en F . Dicha topoloǵıa es compatible con la estructura vectorial, localmente convexa,

y hace claramente continuas a todas las ji, de modo que, por definición, esta topoloǵıa

es menos fina que la topoloǵıa ĺımite inductivo. Veamos la contención rećıproca.

Sea U un entorno del 0 en F de la topoloǵıa ĺımite inductivo. Por la construcción de

esta topoloǵıa, existe una colección {τk}nk=1 de topoloǵıas que hacen que F sea local-

mente convexo y que las ji sean continuas, de manera que U ⊇ ∩n
k=1Wk, de manera

que Wk ∈ τk es un entorno equilibrado, absorbente y convexo del 0 en F .

Observemos que W = ∩n
k=1Wk ∈ B al ser equilibrado, absorbente y convexo y para

cada i ∈ I, se tiene que j−1
i (W ) = ∩n

k=1j
−1
i (Wk) es un entorno del 0 en Ei. Por lo

tanto, U ∈ τ .

Por otro lado, para cada i ∈ I, sea Ri un sistema fundamental de entornos del 0 en

Ei. Veamos que S := {C(∪i∈Iji(Ui)) : Ui ∈ Ri} es una familia de entornos del 0 en F .

Sea U ∈ S. Entonces U es equilibrado, absorbente, convexo y para cada i ∈ I,

j−1
i (U) ⊇ Ui. Es decir, U ∈ B.
Procederemos a continuación a probar la implicación pedida. Como ji es lineal y

j−1
i (V ) es un entorno de 0 en Ei, 0 ∈ ji(j

−1
i (V )) ⊆ V para cada i ∈ I. Por lo tanto, al

ser V convexo, V ⊇ C(∪i∈Iji(j
−1
i (V ))).

Como, por hipótesis, para cada i ∈ I, j−1
i (V ) es un entorno del 0 en Ei y S es una

familia de entornos del 0 en F , V es un entorno del 0 en F .

El siguiente resultado caracteriza cuándo una aplicación de un sistema inductivo a un

espacio localmente convexo es continua.
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Proposición 1.56. Sea F un espacio localmente convexo y sea (ji : Ei → E)i∈I un sistema

inductivo, donde a E se le dota de la topoloǵıa de ĺımite inductivo. Si f : E → F es lineal,

entonces f es continua si y solo si para cada i ∈ I, f|Ei
: Ei → F es continua.

Demostración. ⇒) Si f es continua y el sistema inductivo (ji : Ei → E)i∈I tiene la

topoloǵıa de ĺımite inductivo, ji es continua para cada i ∈ I, luego f ◦ ji es continua
para cada i ∈ I.

⇐) Sea V un entorno absorbente, equilibrado y convexo de 0F de un sistema fundamental

de entornos convexos de 0F , el cual sabemos que existe al ser F localmente convexo.

Tenemos que f−1
|Ei

(V ) es un entorno de 0 para cada i ∈ I, luego j−1
i (f−1(V )) es un

entorno de 0 para cada i ∈ I.

Como f es lineal, nos basta comprobar que f−1(V ) = {x ∈ E : f(x) ∈ V } es convexo,

ya que lo cual es cierto ya que si x, y ∈ f−1(V ), entonces para cada t ∈ [0, 1], f(tx +

(1− t)y) = tf(x)+(1− t)f(y) ∈ V al ser V convexo, por lo que tx+(1− t)y ∈ f−1(V ).

Aplicando el lema 1.55, deducimos que f−1(V ) es un entorno de 0, concluyendo que

f es continua en 0 y como f es lineal, f es continua.

Concluiremos con esta colección de resultados relativos a la continuidad en sistemas

inductivos, con uno que nos permite comprobar si una aplicación entre ĺımites inductivos es

continua.

Proposición 1.57. Sean E = ind En y F = ind Fm dos ĺımites inductivos y sea f : E → F

una aplicación lineal que verifica que para cada n ∈ N, existe m ∈ N tal que f(En) ⊆ Fm y

f|En : En → Fm es continua, entonces f es continua.

Demostración. Observemos que F es localmente convexo y que como f|En : En → Fm

es continua, entonces para cada n ∈ N, f|En ◦ im : En → F es continua, por lo que por la

proposición 1.56, f es continua.

1.2. Espacios de Baire

Esta sección recogerá resultados relativos al conocido como teorema de categoŕıa de

Baire, ya visto para espacios métricos en la asignatura de ”Introducción a los espacios de

funciones”de cuarto curso del Grado en Matemáticas de la UVA. Nosotros generalizaremos

este resultado para los conocidos como espacios de Baire.
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Una vez hecho esto, también generalizaremos el Teorema de la Aplicación Abierta y del

Grafo Cerrado para espacios metrizables y completos, es decir, de Fréchet.

1.2.1. Espacio de Baire y Teorema de Baire

Comenzaremos recordando las definiciones de conjunto raro y conjunto de primera y

segunda categoria.

Definición 1.58. Sea X un espacio topológico.

1. A ⊆ X es raro si int(A) = ∅.

2. A ⊆ X es de primera categoŕıa en X si existe {An}∞n=1 de conjuntos raros tales que

A = ∪∞
n=1An.

3. A ⊆ X es de segunda categoŕıa en X si no es de primera categoŕıa.

4. Un espacio topológico X se dice que es de Baire si todo subconjunto A ⊆ X abierto

es de segunda categoŕıa.

A partir de estas definiciones, se pueden deducir algunas propiedades, que aparecen

recogidas en la siguiente observación.

Observación 1.59. 1. De la definición de conjunto raro, se deduce que si A ⊆ X es

raro, entonces A
c
es denso en X, ya que int(A) = ∅.

2. Si A ⊆ B y B es raro, entonces A es raro ya que int(A) ⊆ int(B) = ∅

3. Si X es un espacio de Baire, se puede deducir del hecho de que X es abierto que

X no se puede expresar como unión numerable de conjuntos raros. Por lo tanto, si

X = ∪∞
n=1Fn, de manera que Fn es cerrado para cada n, entonces existe m ∈ N tal

que int(Fm) ̸= ∅.

El siguiente resultado nos permite caracterizar cuándo un espacio topológico es de Baire,

que será usado en el teorema de Baire.

Proposición 1.60. Sea X un espacio topológico. Entonces X es de Baire si y solo si para

cada sucesión {Gn}∞n=1 de abiertos y densos en X, se tiene que ∩∞
n=1Gn = X.

Demostración. ⇐) Sea A = ∪∞
n=1An, de manera que ,por la observación 1.59, para cada

n ∈ N, An
c
es denso y abierto,al ser el complementario de un cerrado, en X.
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Entonces por hipótesis,
(
∪∞

n=1 An

)c

= ∩∞
n=1An

c
= X, es decir

(
∪∞

n=1 An

)c

es denso

en X.

Observemos que A ⊆ ∪∞
n=1An, luego ∅ = A∩

(
∪∞

n=1 An

)c

, deduciéndose aśı del hecho

de que
(
∪∞

n=1 An

)c

es denso en X que A no puede ser un abierto de X, por lo que X

es de Baire.

⇒) Supongamos que X es de Baire y sea {Gn}∞n=1 una sucesión de subconjuntos abiertos

y densos en X.

Sea An := Gc
n, entonces An es cerrado y raro ya que:

int(An) = int(X \Gn) = X \ cl(Gn) = X \X = ∅.

Por lo tanto, A := ∪∞
n=1An no tiene puntos interiores, porque de tenerlos existiŕıa

V ⊆ A abierto y entonces como V ∩ An es raro para cada n ∈ N, se tendŕıa que

V = ∪∞
n=1V ∩ An. Es decir, int(A) = ∅.

Podemos concluir observando queAc = ∩∞
n=1A

c
n = ∩∞

n=1Gn, luego se tiene que ∩∞
n=1Gn =

cl(X \ A) = X \ int(A) = X.

Daremos a continuación una notación que usaremos a lo largo de lo que queda de caṕıtulo.

Notación 1.61. Sea X un espacio y sea d una distancia en X. Dados a ∈ X y r > 0,

denotaremos como Br(a) := {x ∈ X : d(x, a) ≤ r} a la bola cerrada de centro a y radio r y

como a Ur(a) := {x ∈ X : d(x, a) < r} a la bola abierta de centro a y radio r.

Estamos ahora en condiciones de probar el Teorema de Baire.

Teorema 1.62. (de Baire) Un espacio topológico metrizable y completo es de Baire.

Demostración. Sea X un espacio completo y metrizable y sea d una distancia que induce

la topoloǵıa en X.

Sea {Gn}∞n=0 una sucesión de subconjuntos abiertos y densos de X y sea H un abierto no

vaćıo de X. Hay que probar que H ∩
(
∩∞

n=0 Gn

)
̸= ∅, y por la proposición 1.60, X será de

Baire.

Para ello, vamos a determinar de manera inductiva una sucesión {Brn(an)}∞n=0, donde se

verifica que Br0(a0) ⊆ H y para cada n ∈ N, Brn(an) ⊆ Brn−1(an−1) ∩Gn−1 y rn ≤ 1
n
.

Supongamos que ya tenemos elegidas Bri(ai), para 0 ≤ i ≤ n − 1. Entonces se tiene que

int(Brn−1(an−1)) ∩ Gn−1 es un abierto no vacio, al ser Gn−1 denso., por lo que existe an ∈
int(Brn−1(an−1)) ∩Gn−1 y rn ≤ 1

n
tal que an ∈ Brn(an) ⊆ int(Brn−1(an−1)) ∩Gn−1.
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Podemos deducir que la sucesión {an}∞n=0 es de Cauchy, ya que para n,m ≥ k, an, am ∈
Brk(ak), luego d(an, am) ≤ d(an, ak) + d(ak, am) ≤ 2

k
−→ 0 si k −→ ∞, luego como X es

completo, existe a ∈ X tal que la sucesión {an}∞n=0 converge a a, que pertenece a cada bola

Brn(an), por la construcción de estas, por lo que:

a ∈ ∩∞
n=1Brn(an) ⊆ Br0(a0) ∩

(
∩∞

n=0 Gn

)
⊆ H ∩

(
∩∞

n=0 Gn

)
,

de lo que se deduce que H ∩
(
∩∞

n=0 Gn

)
̸= ∅, que es lo que queŕıamos.

Concluimos esta sección probando que los espacios de Fréchet son, por ser de Baire,

tonelados.

Proposición 1.63. Un espacio localmente convexo X que sea de Baire es tonelado.

Demostración. Sea T un tonel, entonces T es cerrado, convexo, equilibrado y absorbente.

Como T es absorbente, se tiene que X = ∪∞
n=1nT . Puesto que la aplicación x 7→ mx es un

homeomorfismo, X es unión numerable de cerrados, luego dado que X es de Baire, se tiene

que existe m ∈ N tal que mT tiene un punto interior y por lo tanto, se tiene que T tiene un

punto interior x0. Sea V un entorno equilibrado de 0 tal que x0 + V ⊆ T , entonces al ser

T equilibrado, se tiene que −x0 + V ⊆ T . De aqúı se deduce que V ⊆ T , ya que si x ∈ V ,

entonces x = x0+x
2

+ −x0+x
2

∈ T , al ser T convexo.

Por lo tanto, T es un entorno del 0 y X es tonelado.

Corolario 1.64. Todo espacio de Fréchet es de Baire y, por lo tanto tonelado.

1.2.2. Teorema de la Aplicación Abierta y del Grafo Cerrado

Esta sección pretende generalizar los teoremas de la aplicación abierta y del grafo cerrado,

que se ven en la asignatura de ”Introducción a los espacios de funciones”de cuarto curso del

Grado en Matemáticas de la UVa, para el caso en que sean espacios vectoriales topológicos

metrizables y completos.

Lema 1.65. Sean X e Y dos espacios vectoriales topológicos y sea f : X → Y lineal,

continua y sobreyectiva. Si Y es un espacio de Baire, entonces para cada entorno U de 0X ,

f(U) es un entorno de 0Y .

Demostración. Por el lema 1.5, existe un entorno equilibrado V de OX tal que V +V ⊆ U .

Por otro lado, por el lema 1.6, X = ∪∞
n=1nV y como f es sobreyectiva y lineal, se deduce

que Y = f(X) = ∪∞
n=1nf(V ).
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Como Y es de Baire, entonces existe m ∈ N tal que mf(V ) tiene un punto interior y dado

que la aplicación x 7→ mx es un homeomormismo, f(V ) tiene un punto interior x0.

V es equilibrado, es decir si a ∈ K, con |a| ≤ 1, aV ⊆ V , entonces al ser f lineal, se tiene

que af(V ) = f(aV ) ⊆ f(V ), luego f(V ) es equilibrado, por lo que −x0 ∈ f(V ).

Por lo tanto, 0Y = x0 + (−x0) es un punto interior de f(V ) + f(V ) ⊆ f(V ) + f(V ) =

f(V + V ) ⊆ f(U), es decir 0Y es un punto interior de f(U), concluyendo aśı que f(U) es

un entorno de 0Y .

Lema 1.66. Sean X, Y dos espacios métricos donde X es completo y por simplicidad

denotaremos a las distancias de los dos espacios como d. Si f : X → Y es una aplicación

continua que verifica la siguiente propiedad:

Para cada r > 0, existe ρ > 0 tal que para cada x ∈ X, f(Br(x)) es denso en Bρ(f(x)).

(1.1)

Entonces para cada a > r, f(Ba(x)) ⊇ Bρ(f(x)).

Demostración. Sean a > r y {rn}∞n=1 una sucesión de números estrictamente positivos

tal que r1 = r y a =
∑∞

n=1 rn. Por la condición (1.1), para cada n ∈ N existe ρn > 0 tal

que ρ1 = ρ y para cada x ∈ X, f(Brn(x)) es denso en Bρn(f(x)). Observemos que como

ĺımn→∞ rn = 0, podemos suponer que ĺımn→∞ ρn = 0. Sea z0 ∈ X e y ∈ Bρ(f(z0)), tenemos

que probar que y = f(x) para x ∈ Ba(z0). Para ello construimos por inducción una sucesión

{xn}∞n=0 tal que x0 = z0 y para cada n ∈ N, xn ∈ Brn(xn−1) y f(xn) ∈ Bρn+1(y).

Supongamos que ya hemos conseguido los xi, con i = 0, 1, . . . n− 1 satisfaciendo lo anterior.

Entonces f(xn−1) ∈ Bρn(y), o lo que es lo mismo, y ∈ Bρn(f(xn−1)). Además, puesto que

f(Brn(xn−1)) es denso en Bρn(f(xn−1)), para cada abierto U de Bρn(f(xn−1)), se tiene que

U ∩ f(Brn(xn−1)) ̸= ∅.
Tómese U = int(Bρn+1(y)) ∩ Bρn(f(xn−1)), entonces existe xn ∈ Brn(xn−1) tal que f(xn) ∈
Bρn+1(y). Por lo que se tiene la sucesión {xn}∞n=0 que buscábamos, que es de Cauchy ya que:

d(xn, xn+p) ≤
p−1∑
k=0

d(xn+k, xn+k+1) ≤
p−1∑
k=0

rn+k+1,

y como a =
∑∞

n=1 rn < ∞, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que d(xn, xn+p) ≤
∑p−1

k=0 rn+k+1 < ε

para cada n ≥ n0. Por lo que, dado que X es completo, existe x ∈ X tal que x = ĺımn→∞ xn

y que verifica que x ∈ Ba(x0) ya que:

d(x, x0) = ĺım
n→∞

d(xn, x0) ≤ ĺım
n→∞

n∑
k=1

rk =
∞∑
n=1

rn = a.
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Concluimos observando que f es continua, por lo que f(x) = ĺımn→∞ f(xn) y que d(f(x), y) =

ĺımn→∞ d(f(xn), y) ≤ ĺımn→∞ ρn+1 = 0, por lo que y = f(x), que es lo que queŕıamos pro-

bar.

Una vez probado estos lemas, estamos en condiciones de probar los teoremas de la

Aplicación Abierta y del Grafo Cerrado.

Teorema 1.67. (Teorema de la Aplicación Abierta) Sean X e Y dos espacios vec-

toriales topológicos metrizables y completos y f : X → Y lineal, continua y sobreyectiva.

Entonces f es abierta.

Demostración. Equipemos a X y a Y con la distancia invariante por traslaciones compa-

tible con sus topoloǵıas, al ser ambos metrizables. Observemos que para cada r > 0, Br(0X)

es un entorno de 0X , luego por el lema 1.65 f(Br(0X)) es un entorno de 0Y . Por lo que existe

ρ > 0 tal que 0Y ∈ Bρ(0Y ) ⊆ f(Br(0X)), de donde se puede deducir que f(Br(0X)) es denso

en Bρ(0Y ).

Puesto que la métrica es invariante por traslaciones, se tiene que para cada x ∈ X, f(Br(x))

es denso en Bρ(f(x)) y como X es completo, aplicando el lema 1.66 a x = 0, se tiene que

para cada a > r, f(Ba(0X)) ⊇ Bρ(0Y ), es decir, f(Ba(0X)) es un entorno de 0Y para cada

a > r, luego para cada x ∈ X y cada r > 0, f(Br(x)) es un entorno de f(x).

De aqúı se deduce que f es abierta porque si U ⊆ X es un abierto de X y x ∈ U , entonces

existe r > 0 tal que f(x) ∈ f(Br(x)) ⊆ f(U), luego f(U) es abierto al ser entorno de todos

sus puntos.

Como corolario de este teorema se tiene el conocido como Teorema del Isomorfismo, que

vamos a usar en la demostración del Teorema del Grafo Cerrado.

Corolario 1.68. (Teorema del Isomorfismo) Sean X e Y dos espacios vectoriales

topológicos metrizables y completos y f : X → Y lineal, continua y biyectiva. Entonces f−1

es continua.

Demostración. Como f es sobreyectiva, por el teorema 1.67, se tiene que f es abierta.

Luego tenemos una aplicación biyectiva, continua y abierta, por lo que por un resultado de

topoloǵıa general, f es un homeomorfismo, es decir, f−1 es continua.

Procederemos a continuación a demostrar el Teorema del Grafo Cerrado.

Teorema 1.69. (Teorema del Grafo Cerrado) Sean X e Y dos espacios vectoriales

topológicos metrizables y completos y f : X → Y lineal. Entonces f es continua si y solo si

su grafo, G(f) = {(x, f(x)) : x ∈ X}, es cerrado.
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Demostración. ⇒) Este es un resultado conocido de topoloǵıa general.

⇐) Supongamos que G(f) es cerrado. Como f es lineal, se tiene que G(f) es un subespacio

vectorial cerrado deX×Y , que es completo y metrizable, por lo queG(f) lo es también.

Definamos π1 : G(f) → X y π2 : G(f) → Y como π1((x, f(x))) := x y π2((x, f(x))) :=

f(x). Observemos que π1 es lineal, continua y biyectiva, luego por el corolario 1.68, se

tiene que π−1
1 es continua.

Por otro lado, f = π2◦π−1
1 , ya que si x ∈ X, se tiene que π2(π

−1
1 (x)) = π2((x, f(x))) =

f(x), por lo que f es composición de funciones continuas, deduciéndose aśı que f es

continua.

1.3. Teorema de factorización de Grothendieck

La sección final de este caṕıtulo tendrá como objetivo probar el conocido como teorema

de factorización de Grothendieck. Para ello, comenzaremos probando una serie de lemas

auxiliares.

Lema 1.70. Sean X e Y espacios métricos de manera que X es completo y f : X −→ Y

continua que verifica que:

Para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que para cada x ∈ X, f(Uε(x)) ⊇ Uδ(f(x)). (1.2)

Entonces f es abierta.

Demostración. Para probar que f es abierta, basta demostrar que para cada ε > 0, existe

δ1 > 0 tal que para cada x ∈ X, f(Uε(x)) ⊇ Uδ1(f(x)).

Sea ε > 0 y εn := ε
2n
, n ∈ N. Por la condición (1.2), se tiene que para cada n ∈ N existe

δn > 0 tal que para cada x ∈ X, f(Uεn(x)) ⊇ Uδn(f(x)).

Observemos que podemos suponer que para cada n ∈ N, δn ≤ 1
n
, ya que si y ∈ Uτ (f(x)),

τ ≤ 1
n
≤ δn, entonces d(y, f(x)) < τ ≤ δn, por lo que y ∈ Uδn(f(x)), obteniéndose aśı que

Uδn(f(x)) ⊇ Uτ (f(x)).

Sea x0 ∈ X e y ∈ Uδ1(f(x0)) arbitrario. Veamos que existe una sucesión {xn}∞n=0 que verifica

que d(f(xn), y) < δn+1 y d(xn, xn−1) < εn:

Supongamos que se ha escogido xn que cumple lo pedido, entonces por (1.2), se tiene lo

siguiente:

y ∈ Uδn+1(f(xn)) ⊆ f(Uεn+1(xn)) ⊆ ∪a∈Uεn+1 (xn)Uδn+2(f(a)), (1.3)
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donde la última contención se debe a que si y ∈ f(Uεn+1(xn)), entonces existe a ∈ f(Uεn+1(xn))

tal que d(f(a), y) < δn+2.

De (1.3), se tiene que existe xn+1 ∈ Uεn+1(xn) de manera que y ∈ Uδn+2(f(xn+1)), obte-

niéndose lo que queŕıamos probar.

Por lo tanto, tenemos {xn}∞n=0 que verifica que d(xn, xn−1) < εn = ε
2n
, es decir, esta sucesión

de Cauchy. Como X es completo, se tiene que existe x ∈ X tal que x = ĺım
n−→∞

xn y a partir

de las propiedades de la distancia se deduce lo siguiente:

d(x0, x) = ĺım
n−→∞

d(x0, xn) ≤ ĺım
n−→∞

n∑
k=1

d(xk, xk−1) ≤
∞∑
n=1

ε

2n
= ε,

lo que implica que x ∈ Uε(x0).

Por otro lado, se tiene que como f es continua y para cada n ∈ N, d(f(xn), y) <
1

n+1
:

y = ĺım
n−→∞

f(xn) = f(x),

deduciéndose aśı que y ∈ f(Uε(x0)), es decir, f(Uε(x0) ⊇ Uδ1(f(x0)).

En el caso de que la aplicación sea además lineal es suficiente con comprobar que se

cumpla en el punto 0, como veremos en el siguiente lema.

Lema 1.71. Sean E y F dos espacios métricos de manera que E es completo. Sea A :

E −→ F lineal y continua que verifica que:

Para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que A(Uε(0)) ⊇ Uδ(0). (1.4)

Entonces A es abierta y sobreyectiva.

Demostración. Como E es completo, por el lema 1.70, A es abierta si para cada ε > 0,

existe δ > 0 tal que para cada x ∈ E se tiene que A(Uε(x)) ⊇ Uδ(A(x)).

Sea ε > 0, entonces x + Uε(0) = Uε(x) para cada x ∈ E. Para ε, escogemos δ > 0 que

verifique (1.4). Como y+Uδ(0) = Uδ(y) para cada y ∈ F , entonces para todo x ∈ E se tiene

lo siguiente:

A(Uε(x)) ⊇ A(x+ Uε(0)) = A(x) + A(Uε(0)) = A(x) + A(Uε(0))

⊇ A(x) + Uδ(0) ⊇ Uδ(A(x)).

Por lo que A es abierta.

Veamos que A es sobreyectiva. Como 0 ∈ Im(A) y A es continua, existe δ > 0 tal que

0 ∈ Uδ(0) ⊆ Im(A). Puesto que Uδ(0) es un entorno de 0 y A es lineal, F = ∪∞
n=1nUδ(0) ⊆

Im(A), luego A es sobreyectiva.
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Lema 1.72. Sean E y F espacios métricos y A : E −→ F lineal y continua. Si A(E) es de

segunda categoŕıa en F , entonces para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que A(Uε(0)) ⊇ Uδ(0).

Demostración. Puesto que la aplicación f : E ×E −→ E definida como f(x, y) := x− y

es continua, para cada ε > 0, existe V ⊆ E entorno del 0 tal que V − V ⊆ Uε(0).

Entonces E = ∪∞
n=1nV y A(E) = ∪∞

n=1nA(V ), al ser A lineal. Como A es de segunda

categoŕıa en F , existe n0 ∈ N tal que n0A(V ) contiene a un punto interior y, debido a que la

aplicación x 7→ n0x es un homeomorfismo, entonces A(V ) contiene a un punto interior x0.

Entonces

A(V )− x0 = A(V )− x0 ⊆ A(V )− A(V ) = A(V − V ) ⊆ A(Uε(0)). (1.5)

De aqúı se deduce que 0 = x0 − x0 es un punto interior de A(V ) − x0 ⊆ A(Uε(0)), luego

existe δ > 0 tal que Uδ(0) ⊆ A(Uε(0)).

Como consecuencia de estos resultados, se puede demostrar la siguiente proposición,

que será el resultado que usemos para la demostración del teorema de factorización de

Grothendieck.

Proposición 1.73. Sean E y F dos espacios métricos y A : E −→ F una aplicación lineal

continua. Si E es completo y A(E) es de segunda categoria en F , entonces A es abierta y

sobreyectiva.

Teorema 1.74 (Teorema de factorización de Grothendieck). Sean E un espacio

localmente convexo, F y Fn, n ∈ N, espacios de Fréchet y u ∈ L (F,E) y un ∈ L (Fn, E),

n ∈ N.
Si u(F ) ⊆ ∪∞

n=1un(Fn), entonces existe m ∈ N tal que u(F ) ⊆ um(Fm).

Además, si um es inyectiva, existe v ∈ L (F, Fm) tal que u = um ◦ v.

Demostración. Sea Hn := {(x, y) ∈ F × Fn : u(x) = un(y)}, n ∈ N.
Observemos que como u y un son continuas, Hn es un subespacio cerrado del espacio F×Fn.

Fácilmente se puede comprobar que F × Fn es un espacio de Fréchet, por lo que Hn es un

espacio de Fréchet.

Sea pn : Hn −→ F definida como pn(x, y) := x. Veamos que F = ∪∞
n=1pn(Hn). Sea z ∈ F ,

como u(F ) ⊆ ∪∞
n=1un(Fn), existe m ∈ N tal que u(z) ∈ um(Fm), por lo que existe y ∈ Fm

tal que u(z) = um(y), luego (z, y) ∈ Hm y, de aqúı se deduce que pm(z, y) = z y que

z ∈ pm(Hm).

Por lo tanto, por el teorema 1.62, existe unm ∈ N tal que pm(Hm) es de segunda categoŕıa ya

que si todos los pn(Hn) fuesen de primera categoŕıa, entonces F seŕıa de primera categoŕıa,
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entrando en contradicción con dicho teorema. Luego como pm es lineal y continua, aplicando

la proposición 1.73 se tiene que pm es sobreyectiva, es decir, pm(Hm) = F .

Concluyamos viendo que u(F ) ⊆ um(Fm). Sea x ∈ F , entonces existe y ∈ Fm tal que

u(x) = um(y), luego u(x) ∈ um(Fm).

Supongamos ahora que um es inyectiva, entonces um : Fm −→ um(Fm) es biyectiva y como

u(F ) ⊆ um(Fm), se tiene que v := u−1
m ◦ u : F −→ Fm está bien definida.

Veamos que v es lineal, es decir, que para cada x, y ∈ F y para cada λ, µ ∈ K, v(λx+µy) =

λv(x) + µv(y). Puesto que um es inyectiva, lo anterior es equivalente, componiendo con um,

a que u(λx+ µy) = λu(x) + µu(y), lo cual es cierto.

Probemos que v es continua usando el teorema 1.69. Sea (x, y) ∈ Gv, entonces existe una

sucesión {(xn, v(xn))}∞n=1 de elementos de Gv tales que xn −→ x y v(xn) −→ y. Como um y

u son continuas, se tiene que:

u(x) = ĺım
n−→∞

u(xn) = ĺım
n−→∞

um(v(xn)) = um(y),

de donde se obtiene que u(x) = um(y) y por lo tanto, y = (u−1
m ◦ u)(x) = v(x). Podemos

concluir que Gv es cerrado y por el teorema del grafo cerrado, v es continua.
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Caṕıtulo 2

Condiciones para las sucesiones

Como se verá en los siguientes caṕıtulos, estudiaremos clases de funciones complejas

indefinidamente derivables en un intervalo cuyas derivadas estén acotadas en términos de

una sucesión numérica prefijada.

En este caṕıtulo, introduciremos una serie de propiedades que pueden satisfacer las suce-

siones de números positivos con la que vamos a trabajar. Además, una vez definidas estas

condiciones, el resto del caṕıtulo constará en demostrar una serie de implicaciones entre

ellas que serán realmente útiles para simplificar las demostraciones de los caṕıtulos 3 y 4,

y además propondremos en numerosas ocasiones contraejemplos de aquellas implicaciones

que no se den.

Notación 2.1. Denotaremos por N0 a N ∪ {0} = {0, 1, 2, . . .}.

Dada una sucesión {mp}∞p=0 de números positivos tal que m0 = 1, consideramos las

sucesiones {Mp}∞p=0 y {m∗
p}∞p=0 definidas como Mp :=

p∏
k=0

mk si p ∈ N0 y m∗
p :=

mp

p
si p ∈ N

y m∗
0 = 1.

A su vez, y en sentido inverso, si se parte de una sucesión {Mp}∞p=0, a la sucesión {mp}∞p=0

definida como mp :=
Mp

Mp−1
si p ≥ 1, y m0 = 1, se le llama sucesión de cocientes de {Mp}∞p=0.

Como se ve, el conocimiento de una de las dos sucesiones, {Mp}∞p=0 o {mp}∞p=0, determina

la otra sin ambigüedad.

Vamos a definir una serie de condiciones sobre sucesiones como las anteriores, que serán

de utilidad más adelante.

Definición 2.2 (Condiciones para las sucesiones).

(α) mp ↑ ∞, es decir, {mp}∞p=0 es una sucesión creciente que tiende a ∞.
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Diremos que {Mp}∞p=0 es logaŕıtmicamente convexa si su sucesión de cocientes es cre-

ciente.

(α1) m∗
p ↑ ∞.

(β1) Existe k ∈ N, k > 1, tal que ĺım inf
p→∞

m∗
kp

m∗
p

> 1.

(β0
1) ı́nf

p≥1

m∗
2p

m∗
p

> 1.

(β2) Para cada ε > 0, existe k ∈ N, k > 1, tal que ĺım sup
p→∞

(Mkp

Mp

) 1
p(k−1) 1

mkp

≤ ε.

(β0
2) Existe k ∈ N, k > 1, tal que ĺım

p→∞

mkp

mp

= ∞.

(γ)
∞∑
p=0

1

mp

< ∞.

Si la sucesión {Mp}∞p=0 correspondiente es logaŕıtmicamente convexa, esta condición

se denomina de no casianaliticidad, como se explicará más adelante, e implica que se

cumple (α).

(γ1) sup
p∈N0

m∗
p

∑
j≥p

1

mj

< ∞.

De nuevo, siempre que la sucesión {Mp}∞p=0 correspondiente sea logaŕıtmicamente con-

vexa, esta condición se llama de no casianaliticidad fuerte.

(γ2) Existe k ∈ N tal que ĺım
p→∞

m∗
p

∑
j≥kp

1

mj

= 0.

Nuestro objetivo a lo largo de este caṕıtulo es establecer implicaciones y equivalencias

entre estas condiciones y, además, proponer contraejemplos de las implicaciones que no se

den.

Proposición 2.3. Se dan las siguientes implicaciones:

1. (α1) ⇒ (α).

2. (β0
1) ⇒ (β1).

3. (β0
2) ⇒ (β1).

4. (γ1) ⇒ (γ).
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5. Si {mp}∞p=0 verifica (α), (γ2) ⇒ (γ1).

Demostración.

1 Como m∗
p+1 ≥ m∗

p, por la definición de m∗
p se tiene que mp+1

mp
≥ p+1

p
> 1. Por lo tanto,

mp+1 ≥ mp.

Por último, razonaremos por reducción por reducción al absurdo suponiendo que

ĺım
p→∞

mp = l < ∞, entonces ĺım
p→∞

m∗
p = ĺım

p→∞

mp

p
= 0 ̸= ∞, en contra de (α1).

2 Observemos que ĺım inf
p→∞

m∗
2p

m∗
p

= sup{́ınf{
m∗

2p

m∗
p

: p ≥ n} : n ≥ 0} y, como se tiene que

ı́nf{m∗
2p

m∗
p
: p ≥ 1} > 1, se tiene que ĺım inf

p→∞

m∗
2p

m∗
p

> 1.

3 Supongamos que existe k ∈ N, k > 1, tal que ĺım
p→∞

mkp

mp

= ∞, entonces para cada

M > 0, existe p0 ∈ N0 tal que
mkp

mp
≥ M para cada p ≥ p0.

Por lo tanto, para cada p ≥ p0,
m∗

kp

m∗
p

=
mkp

kp
p
mp

= 1
k

mkp

mp
≥ M

k
, deduciéndose de este

modo que ĺım
p→∞

m∗
kp

m∗
p

= ∞.

4 Supongamos que sup
p∈N0

m∗
p

∑
j≥p

1

mj

< ∞, por lo tanto m∗
0

∑
j≥0

1

mj

< ∞, luego como

m∗
0 = 1, se tiene que

∞∑
j=0

1

mj

< ∞.

5 Supongamos que existe k ∈ N tal que ĺım
p→∞

m∗
p

∑
j≥kp

1

mj

= 0, entonces para cada ε > 0

existe p0 ∈ N0 tal que m∗
p

∑
j≥kp

1

mj

< ε para cada p ≥ p0.

Por lo tanto, si p ≥ p0, se tiene que

m∗
p

∑
j≥p

1

mj

≤ m∗
p

kp−1∑
j=p

1

mj

+ ε. (2.1)

Como la sucesión {mj}∞j=0 cumple (α), de (2.1) se obtiene que:

m∗
p

∑
j≥p

1

mj

≤
m∗

p

mp

(k − 1)p+ ε = k − 1 + ε.
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De aqúı, podemos concluir que

sup
p∈N0

m∗
p

∑
j≥p

1

mj

≤

sup{
∞∑
j=0

1

mj

,m∗
1

∞∑
j=1

1

mj

,m∗
2

∞∑
j=2

1

mj

, . . . ,m∗
p0−1

∞∑
j=p0−1

1

mj

, k − 1 + ε} < ∞.

Observación 2.4. Vamos a introducir dos contraejemplos para demostrar que (α) ⇏ (α1)

y que (γ) ⇏ (γ1). Para lo primero, simplemente basta con considerar la sucesión {mp}∞p=1

definida como mp := p, para la cual es fácil ver que verifica (α) pero no (α1).

Para lo segundo, consideramos la sucesión {mp}∞p=2 definida como mp := p(log p)s, s > 1.

Esta sucesión verifica (γ), ya que
∞∑
p=2

1

mp

es una serie de Bertrand con s > 1. Además, se

tiene que m∗
p = (log p)s y que∑

j≥p

1

mj

=
∑
j≥p

1

j(log j)s
≥

∫ ∞

p

dx

x logs x
=

1

(s− 1) logs−1(p)
,

donde en la última igualdad usamos que s > 1 y en la primera desigualdad hemos usado

que la suma del área de los rectángulos de base 1 y altura 1
j(log j)s

con j ≥ 2 es mayor que

el área que está por debajo de la función f(x) = 1
x logs x

en (2,∞), como se puede ver en la

siguiente imagen, donde tomamos s = 2.

Por lo tanto, para cada p ≥ 2,

m∗
p

∑
j≥p

1

mj

≥ logs(p)

(s− 1) logs−1(p)
=

log(p)

s− 1
→ ∞ si p → ∞.

Por lo que {mp}∞p=2 no cumple (γ1).
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Definición 2.5. Diremos que dos sucesiones de números positivos {mp}∞p=0 y {np}∞p=0 son

equivalentes, que denotaremos por mp ∼ np, si

0 < ı́nf
p∈N0

mp

np

≤ sup
p∈N0

mp

np

< ∞.

Esto también se puede escribir de la siguiente manera: mp ∼ np si existen a, b > 0 tales que

anp ≤ mp ≤ bnp para cada p ∈ N0.

Observación 2.6. A partir de la definición 2.5, resulta obvio que si {mp}∞p=0 y {np}∞p=0

verifican que mp ∼ np entonces:

1. Si {cp}∞p=0 es una sucesión de números positivos, entonces cpmp ∼ cpnp.

2. Si k > 0, entonces kmp ∼ np.

3. Si ĺım
p→∞

mp = ∞, entonces ĺım
p→∞

np = ∞.

Probemos que ∼ es, efectivamente, una relación de equivalencia.

Proposición 2.7. ∼ es una relación de equivalencia.

Demostración.

1. mp ∼ mp ya que 0 < ı́nf
p∈N0

mp

mp

= 1 = sup
p∈N0

mp

mp

< ∞.

2. Supongamos que mp ∼ np, entonces 0 < ı́nf
p∈N0

mp

np

= I ≤ sup
p∈N0

mp

np

= S < ∞.

Por lo tanto, se tiene que ı́nf
p∈N0

np

mp

=
1

sup
p∈N0

mp

np

=
1

S
y sup

p∈N0

np

mp

=
1

ı́nf
p∈N0

mp

np

=
1

I
, y de

aqúı se deduce que np ∼ mp.

3. Supongamos que mp ∼ np y np ∼ zp, entonces 0 < ı́nf
p∈N0

mp

np

≤ sup
p∈N0

mp

np

< ∞ y

0 < ı́nf
p∈N0

np

zp
≤ sup

p∈N0

np

zp
< ∞.

Luego 0 < ı́nf
p∈N0

mp

np

ı́nf
p∈N0

np

zp
≤ ı́nf

p∈N0

mp

zp
≤ sup

p∈N0

mp

zp
≤ sup

p∈N0

mp

np

sup
p∈N0

np

zp
< ∞, es decir,

mp ∼ zp.

Lema 2.8. 1. (β0
2) es invariante bajo ∼, es decir, si {mp}∞p=0 cumple la condición (β0

2)

y mp ∼ np, entonces {np}∞p=0 satisface (β0
2).

2. (γ1) es invariante bajo ∼, es decir, si {mp}∞p=0 cumple la condición (γ1) y mp ∼ np,

entonces {np}∞p=0 satisface (γ1).
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Demostración. 1 Sea S = sup
p∈N0

mp

np

< ∞ e I = ı́nf
p∈N0

mp

np

> 0. Simplemente basta

observar que
nkp

np

=
nkp

mkp

mkp

mp

mp

np

≥ I

S

mkp

mp

y que como {mp}∞p=0 cumple la condición

(β0
2), se tiene que ĺım

p→∞

mkp

mp

= ∞, luego {np}∞p=0 satisface (β0
2).

2 Como {mp}∞p=0 verifica (γ1), existe C > 0 tal que para cada p ∈ N0,

mp

p

∑
j≥p

1

mj

≤ C. (2.2)

Además, puesto que mp ∼ np, existen a, b > 0 tales que para cada p ∈ N0, anp ≤
mp ≤ bnp y por lo tanto, de (2.2) se tiene que si p ∈ N0:

anp

b · p
∑
j≥p

1

nj

≤ mp

p

∑
j≥p

1

mj

≤ C ⇒ n∗
p

∑
j≥p

1

nj

≤ bC

a
.

Por lo tanto, {np}∞p=0 verifica (γ1).

Lema 2.9. Sea {mp}∞p=0 una sucesión creciente de términos estrictamente positivos que

converge a ∞ y que verifica que
∞∑
p=0

1

mp

< ∞, entonces ĺım
p→∞

p

mp

= 0.

Demostración. Dado ε > 0, como
∞∑
p=0

1

mp

< ∞ por el criterio de Cauchy, existe p0 ∈ N

tal que para cada p, q ∈ N0 con p > q ≥ p0 de manera que:

1

mp

+
1

mp−1

+ . . .+
1

mq+1

<
ε

2
. (2.3)

Ahora bien, como {mp}∞p=0 es creciente y converge a ∞, se tiene que { 1
mp

}∞p=0 es decreciente

y converge a 0. De este hecho, se tiene que si p ≥ p0 y usando (2.3) lo siguiente:

2p

m2p

= 2
( 1

m2p

+
1

m2p

+ . . .+
1

m2p

)
≤ 2

( 1

m2p

+
1

m2p−1

+ . . .+
1

mp+1

)
< 2 · ε

2
= ε. (2.4)

2p+ 1

m2p+1

≤ 2(p+ 1)

m2p+1

= 2
( 1

m2p+1

+
1

m2p+1

+ . . .+
1

m2p+1

)
(2.5)

≤ 2
( 1

m2p+1

+
1

m2p

+ . . .+
1

mp+1

)
< 2 · ε

2
= ε.

A partir de (2.4) y (2.5), se tiene que si p ≥ p0
2

y p es par o impar, entonces p
mp

< ε,

deduciéndose aśı que ĺım
p→∞

p

mp

= 0, que es lo que queŕıamos probar.
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Proposición 2.10. Supongamos que {mp}∞p=0 satisface (α). Entonces:

1. Las condiciones (β0
2) y (γ2) son equivalentes.

2. Son equivalentes:

(a) {mp}∞p=0 verifica (γ1).

(b) {mp}∞p=0 verifica (β1).

(c) Existe {np}∞p=0, np ∼ mp, que verifica (α1) y (β0
1).

Demostración.

1 (γ2) ⇒ (β0
2). Sea k el proporcionado por (γ2).

Sea A−1
p := m∗

p

∑
j≥kp

1

mj

, luego
1

m∗
p

= Ap

∑
j≥kp

1

mj

.

Por lo tanto,por la definición de Ap, se tiene que para ese k, ĺım
p→∞

Ap = ∞. Por lo

tanto, como se ha supuesto (α),

m∗
2kp

m∗
p

= m∗
2kpAp

∑
j≥kp

1

mj

≥ m∗
2kpAp

2kp∑
j=kp+1

1

mj

≥
m∗

2kp

m2kp

kpAp =
Ap

2
.

Luego
m2kp

mp

≥ kAp, y de aqúı se deduce que ĺım
p→∞

m2kp

mp

= ∞.

(β0
2) ⇒ (γ2). Sea k el dado por (β0

2).

Para cada q > 1 existe p0 ∈ N0 tal que para cada p ≥ p0:

m∗
kp

m∗
p

=
1

k

mkp

mp

≥ q. (2.6)

Si p ≥ p0, se tiene que, como {mj}∞j=0 verifica (α):

∑
j≥kp

1

mj

=
∞∑
l=1

kl+1p−1∑
j=klp

1

mj

≤
∞∑
l=1

1

mklp

klp(k − 1) = (k − 1)
∞∑
l=1

1

m∗
klp

. (2.7)

Aplicando l veces (2.6) en (2.7), obtenemos que:

∑
j≥kp

1

mj

≤ k − 1

m∗
p

∞∑
l=1

(1
q

)l

=
k − 1

m∗
p

(
q

q − 1
− 1) =

k − 1

m∗
p

1

q − 1
.

Luego m∗
p

∑
j≥kp

1

mj

≤ k − 1

q − 1
. Haciendo tender q a infinito, tenemos que {mp}∞p=0

verifica (γ2).
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2 (b) ⇒ (a)

Como {mp}∞p=0 verifica (β1), se tiene que sup{́ınf{m∗
kp

m∗
p

: p ≥ n} : n ≥ 0} > 1,

luego existen q > 1 y p0 ∈ N0 tales que
m∗

kp

m∗
p
≥ q > 1 para cada p ≥ p0.

Haciendo lo mismo que haćıamos en (β0
2) ⇒ (γ2), obtenemos que si p ≥ p0,

m∗
p

∑
j≥kp

1

mj

≤ k − 1

q − 1
.

Por lo tanto, si p ≥ p0, como {mp}∞p=0 satisface (α), se tiene lo siguiente:

m∗
p

∑
j≥p

1

mj

≤ m∗
p

kp−1∑
j=p

1

mj

+
k − 1

q − 1
≤ m∗

p

k − 1

mp

p+
k − 1

q − 1
=

(k − 1)q

q − 1
.

Entonces

sup
p∈N0

m∗
p

∑
j≥p

1

mj

≤ sup{
∞∑
j=0

1

mj

,m∗
1

∞∑
j=1

1

mj

, . . . ,m∗
p0−1

∞∑
j=p0−1

1

mj

,
(k − 1)q

q − 1
} < ∞,

por lo que {mp}∞p=0 verifica (γ1).

(a) ⇒ (c)

Sea τp :=
1

m∗
p

+
∑
k≥p

1

mk

, con p ∈ N0. Comenzamos observando que la sucesión

{τp}∞p=0 es decreciente ya que:

1

m∗
p+1

+
∑

k≥p+1

1

mk

≤ 1

m∗
p

+
∑
k≥p

1

mk

⇔ p+ 1

mp+1

≤ 1

m∗
p

+
1

mp

=
p+ 1

mp

⇔ mp+1 ≥ mp,

lo cual es cierto, ya que {mp}∞p=0 verifica (α).

Como {mp}∞p=0 verifica (γ1), se tiene que M = sup
p∈N0

m∗
p

∑
j≥p

1

mj

< ∞ y además si

A = 1 +M ≥ 1, se puede ver que para cada p ∈ N0:

1

τp
=

1
1

m∗
p

+
∑
k≥p

1

mk

≤ m∗
p. (2.8)

1

τp
=

1
1

m∗
p

+
∑
k≥p

1

mk

=
m∗

p

1 +m∗
p

∑
k≥p

1

mk

≥
m∗

p

A
. (2.9)

A partir de estas dos desigualdades, se deduce que 1
τp

∼ m∗
p y por la observación

2.6.1 y 2.6.2, es claro que la sucesión {sp}∞p=0 definida como s0 := 1 y sp :=
pτ1
τp

si

p ∈ N, verifica que sp ∼ mp, por lo que por el lema 2.8.2, {sp}∞p=0 verifica (γ1).

Por otro lado, obviamente {sp}∞p=0 y {s∗p}∞p=0 son crecientes al ser {τp}∞p=1 decre-

ciente. Además, como sp ∼ mp, por la observación 2.6.3 y puesto que {mp}∞p=0
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satisface (α), entonces ĺım
p→∞

sp = ∞.

Entonces podemos aplicar el lema 2.9, teniendo que ĺım
p→∞

p

sp
= 0, es decir ĺım

p→∞
s∗p = ∞,

concluyendo que {sp}∞p=0 verifica (α1).

Por lo tanto, se puede suponer sin pérdida de generalidad que {mp}∞p=0 satisface

(α1) y (γ1), ya que si no lo hace, trabajamos con la sucesión {sp}∞p=0.

Usando la misma definición introducida anteriormente sea {np}∞p=0 la sucesión de-

finida como n0 := 1 y np :=
pτ1
τp
, si p ∈ N. Ya vimos anteriormente que mp ∼ np,

ahora vamos a demostrar que cumple (β0
1).

Si p ≥ 1,

n∗
2p

n∗
p

=
τp
τ2p

=

1
m∗

p
+
∑

k≥p
1
mk

1
m∗

2p
+
∑

k≥2p
1
mk

≥
1

m∗
2p
+
∑

k≥p
1
mk

1
m∗

2p
+
∑

k≥2p
1
mk

= 1 +

∑2p−1
k=p

1
mk

1
m∗

2p
+
∑

k≥2p
1
mk

= 1 +

∑2p−1
k=p

1
mk

τ2p

≥ 1 +
p ·m∗

2p

A ·m2p

= 1 +
1

2A
,

donde en la última desigualdad hemos usado que mk ≤ m2p si k ∈ {p, . . . , 2p−1},
ya que {mp}∞p=0 cumple (α), y que 1

τ2p
≥ m∗

2p

A
.

Por lo tanto, llegamos a que ı́nf
p∈N

n∗
2p

n∗
p

≥ 1 +
1

2A
> 1, es decir, {np}∞p=0 verifica (β

0
1).

(c) ⇒ (b)

Como mp ∼ np, existen S, I, con 0 < I ≤ S < ∞ tales que para cada p ∈ N0,

I ≤ mp

np

≤ S, luego I ≤
m∗

p

n∗
p

≤ S, es decir, In∗
p ≤ m∗

p ≤ Sn∗
p.

Sea H que verifique que
n∗
p

H
≤ m∗

p ≤ Hn∗
p, (2.10)

o lo que es lo mismo, que H ≥ máx{S, 1
I
}. Además como {np}∞p=0 verifica (β0

1),

existe q > 1 tal que para cada p ∈ N,

n∗
2p

n∗
p

≥ q. (2.11)

Por lo tanto, si l ∈ N, l > 2 log(H)
log(q)

, aplicando en primer lugar (2.10) y a aconti-

nuación l veces (2.11), se tiene que para cada p ∈ N:

m∗
2lp

m∗
p

≥ 1

H2

n∗
2lp

n∗
p

≥ 1

H2
ql > 1.
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Por lo tanto, ĺım inf
p→∞

m∗
2lp

m∗
p

≥ ı́nf
p∈N

m∗
2lp

m∗
p

> 1, deduciéndose que {mp}∞p=0 verifica (β1).

Corolario 2.11. Supongamos que {mp}∞p=0 satisface (α). Entonces:

1. Si {mp}∞p=0 satisface (γ1), entonces existe ε > 0 y una sucesión {np}∞p=0, con mp ∼ np

tal que la sucesión {rp}∞p=0, definida como r0 := 1 y rp := npp
−ε si p ∈ N, verifica (γ1)

y (α1).

2. Si {mp}∞p=0 satisface (γ2), entonces la conclusión de 1 se cumple para cualquier ε > 0.

Demostración.

1 Supongamos que {mp}∞p=0 satisface (γ1), entonces por la proposición 2.10, existe {np}∞p=0,

con mp ∼ np que verifica (α1) y (β0
1), luego esta sucesión verifica (α1) y (β1).

Por lo tanto, existen q > 1 y k ∈ N, k > 1 tales que ĺım inf
p→∞

n∗
kp

n∗
p

= q > 1.

Sea ε > 0, observemos que la sucesión {rp}∞p=0 definida como está en el enunciado

verifica lo siguiente:

ĺım inf
p→∞

n∗
kpk

−εp−ε

n∗
pp

−ε
= q · k−ε > 1 ⇔ ε <

log(q)

log(k)
.

Luego si 0 < ε < log(q)
log(k)

, {rp}∞p=0 verifica (β1), luego por la proposición 2.10, {rp}∞p=0

verifica (γ1).

Por la proposición 2.10, existe {tp}∞p=0 de manera que tp ∼ rp y que cumple (α1) y

(β0
1).

Puesto que tp ∼ rp, existen a, b > 0 tales que para cada p ∈ N0, arp ≤ tp ≤ brp.

Además, se tiene que ĺım
p−→∞

tp
p
= ∞, por lo que para cada M > 0, existe p0 ∈ N0 tal

que tp
p
≥ bM si p ≥ p0. Luego, para cada p ≥ p0,

brp
p

≥ tp
p
≥ bM , deduciéndose aśı que

ĺım
p−→∞

rp
p

= ∞, es decir, {rp}∞p=0 cumple la condición (α1).

2 La demostración se hace de manera análoga a la anterior, dándose cuenta de que si se

cumple (γ2), se verifica (β0
2) por la proposición 2.10.1 y por lo tanto, también satisface

(β1) por la proposición 2.3.3.

Además, por el lema 2.8, tenemos que (β0
2) es invariante bajo ∼, luego ĺım

p→∞

n∗
kp

n∗
p

= ∞,

por lo que ĺım infp→∞
n∗
kpk

−εp−ε

n∗
pp

−ε = ∞ para cualquier ε > 0, es decir no tenemos ninguna

condición sobre ε > 0.
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Corolario 2.12. 1. Si {mp}∞p=0 verifica (γ1), entonces existe s > 1 tal que ı́nf
p∈N

mp

ps
> 0.

2. Si {mp}∞p=0 verifica (β0
2), entonces para cada s > 1 se tiene que ı́nf

p∈N

mp

ps
> 0.

Demostración.

1 Por el corolario 2.11.1, existe {np}∞p=0, np ∼ mp tal que {rp}∞p=0 definida para algún

ε > 0 como se indica en dicho corolario, cumple (α1) y (γ1) . Por lo tanto, se deduce

que ı́nf
p∈N

npp
−ε

p
= 1 > 0. Sea I = ı́nf

p∈N

mp

np

> 0 y sea s = 1 + ε, entonces se tiene que:

ı́nf
p∈N

mp

ps
≥ ı́nf

p∈N

mp

np

ı́nf
p∈N

np

ps
≥ I ı́nf

p∈N

np

ps
= I > 0.

2 Se razona análogamente a 1 usando el corolario 2.11.2.

A continuación, presentaremos una nueva relación de equivalencia, más débil que la que

definimos en 2.5, que utilizaremos más adelante.

Definición 2.13. Diremos que dos sucesiones de números positivos {mp}∞p=0 y {np}∞p=0 son

débilmente equivalentes, y lo denotaremos como mp ≈ np, si

0 < ı́nf
p∈N

(Mp

Np

) 1
p ≤ sup

p∈N

(Mp

Np

) 1
p
< ∞.

Equivalentemente, como M0 = N0 = 1, se puede decir que mp ≈ np si existen A,B > 0 tales

que para cada p ∈ N0, A
pNp ≤ Mp ≤ BpNp.

Mencionaremos que ≈ es, efectivamente, una relación de equivalencia y después diremos

porqué hemos dicho que eran débilmente equivalentes.

Proposición 2.14. ≈ es una relación de equivalencia.

Demostración. Se hace análogamente a la prueba de la proposición 2.7.

Proposición 2.15. Si mp ∼ np, entonces mp ≈ np.

Demostración. Como mp ∼ np, existen a, b > 0 tales que anp ≤ mp ≤ bnp para cada

p ∈ N0.

Por otro lado, como m0 = n0 = 1 y Mp =

p∏
k=0

mk, se tiene que Mp ≤ bp
p∏

k=0

nk = bpNp y

Mp ≥ ap
p∏

k=0

nk = apNp para cada p ∈ N0. Es decir, mp ≈ np.
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Observación 2.16. El rećıproco no es cierto, es decir mp ≈ np ⇏ mp ∼ np. Veámoslo con

un ejemplo.

Sea {mp}∞p=0 la sucesión definida como m0 := 1 y si j ∈ [k2 + 1, (k + 1)2], con k ∈ N0,

entonces mj := k!. Por otro lado, sea {lp}∞p=0 la sucesión dada por lp := mp+1 si p ∈ N0.

Para facilitar su estudio, pondremos a continuación los 17 primeros elementos de las dos

sucesiones:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

mp 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 6 6 6 6 6 6 6 24

lp 1 1 1 1 2 2 2 2 2 6 6 6 6 6 6 6 24 24

Observemos que si p ∈ [k2, (k + 1)2), entonces

1 ≤ Lp

Mp

=

∏p
j=0 lj∏p
i=0mi

=
l22l32 . . . lk2

m22m32 . . .mk2
=

2 · 6 · 24 . . . k!
1 · 2 · 6 . . . (k − 1)!

= k! ≤ 2k
2 ≤ 2p.

De este modo se deduce que Mp ≤ Lp ≤ 2pMp, es decir mp ≈ lp.

Veamos que mp ̸∼ lp, observando que para cada k ∈ N, se tiene que
lk2
mk2

= k!
(k−1)!

= k, por

lo que supp∈N0

lp
mp

= ∞, es decir mp ̸∼ lp.

En los siguientes resultados, daremos implicaciones que involucran a la condición (β2),

que es la condición que nos quedaba sin ligar con las otras.

Lema 2.17. Supongamos que {mp}∞p=0 satisface (α). Entonces:

1. La función f(j, p) =
(

Mp

Mj

) 1
p−j

, con 0 ≤ j < p es una función creciente en j y creciente

en p.

2. Son equivalentes:

(a) {mp}∞p=0 satisface (β2).

(b) Existe l ∈ N tal que para cada ε > 0 existe 0 < β < 1 y p0 ∈ N0 de manera que

para cada p ≥ p0, existe j con βp ≤ j < p que cumple que
(

Mp

Mj

) 1
p−j ≤ εmlp.

(c) Para cada ε > 0, existe 0 < β < 1 y p0 ∈ N0 de manera que para cada p ≥ p0 se

cumple que máx
j≤βp

Mp

Mj

1

mp−j
p

≤ εp.

Demostración. 1 Como {mp}∞p=0 satisface (α), se tiene que la ĺınea poligonal cuyos

vértices son los definidos como (p, log(Mp)) = (p,

p∑
j=0

log(mj)), con p ∈ N0, es convexa.
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Esto se debe a que como {mp}∞p=0 satisface (α), es creciente y puesto que la función

log es creciente, entonces {log(mp)}∞p=1 es creciente, y esta sucesión no es otra que la

sucesión de las pendientes de los segmentos de la ĺınea poligonal ya que para cada

p ∈ N0:

log(Mp+1)− log(Mp)

p+ 1− p
=

p+1∑
j=0

log(mj)−
p∑

j=0

log(mj) = log(mp+1).

Por el hecho de que la ĺınea poligonal sea convexa, se tiene que la pendiente de la recta

secante que une dos puntos aumenta si uno de los puntos se mueve a la derecha. Por

lo tanto, si p < p′ o j < j′ o si se dan las dos condiciones a la vez, se tiene que:

log(Mp)− log(Mj)

p− j
≤ log(Mp′)− log(Mj′)

p′ − j′
,

deduciéndose aśı que 1
p−j

log(Mp

Mj
) es creciente en j y p, concluyendo entonces que(

Mp

Mj

) 1
p−j

es creciente en j y p.

2 (a) ⇒ (b)

Veremos que se cumple (b) para l = 2.

Sea ε > 0, como {mp}∞p=0 cumple (β2), existe k ∈ N, k > 1 de manera que se

tiene ĺım sup
p→∞

(Mkp

Mp

) 1
p(k−1) 1

mkp

≤ ε

2
, de donde existe p̃0 ∈ N tal que para cada

p ≥ p̃0,
(

Mkp

Mp

) 1
p(k−1) 1

mkp
< ε.

Sean β = 1
k
y p0 = kp̃0. Tenemos que se cumple que si p ≤ kj < 2p, entonces

βp ≤ j < 2βp ≤ p. Además, si p ≥ p0, existe j que verifique que βp ≤ j < p

porque

p− βp =
k − 1

k
p ≥ k − 1

k
p0 = (k − 1)p̃0 ≥ 1,

donde en la ultima desigualdad se ha usado que tanto k−1 como p0 eran números

naturales.

Por lo tanto usando el primer apartado de este lema y (α), concluimos que para

p ≥ p0 y j que verifique que βp ≤ j < p:(Mp

Mj

) 1
p−j 1

m2p

≤
(Mkj

Mj

) 1
j(k−1) 1

mkj

< ε.

(b) ⇒ (c)

Sea ε < 1 y sea l ∈ N el proporcionado por (b). Vamos a aplicar (b) con ε3l.

Además, podemos suponer que j ≤ β̃p, con β̃ < 1
2l

ya que por (b), se tiene que
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existe l tal que existe 0 < β < 1 y p0 ∈ N0 de manera que para cada p ≥ p0,

existe j con βp ≤ j < p que cumple que
(

Mp

Mj

) 1
p−j ≤ ε3lmlp.

Ahora bien, si j ≤ β̃p ya tenemos lo que queremos, pero si j > β̃p, entonces

consideramos j0 de manera que j0 ≤ β̃p < j y por el primer apartado de este

lema, tenemos que
(

Mp

Mj0

) 1
p−j0 ≤ ε3lmlp. Por lo que podemos suponer que j ≤ β̃p,

con β̃ < 1
2l
.

Sea q := ⌊p
l
⌋, luego p−l

l
≤ q ≤ p

l
≤ p. Se tiene que, si p ≥ max(p0 l, 6l) y para

cada ε < 1:(Mp

Mj

) 1
p−j 1

mp

=
(Mp

Mj

1

mp−j
p

) 1
p−j ≤

(Mq

Mj

1

mq−j
lq

) 1
p−j ≤ ε

3l(q−j)
p−j < ε

p
p−j , (2.12)

donde la última desigualdad se debe a que ε < 1 y a que:

q − j ≥ p− l

l
− β̃p >

p− l

l
− p

2l
=

p− 2l

2l
=

p

2l
− 1,

luego 3l(q − j) > 3(p
2
− l) ≥ p, ya que p ≥ 6l.

A su vez, en la primera desigualdad se ha usado que {mp}∞p=0 satisface (α), que

Mp

Mj
= Mq

Mj

p∏
k=q+1

mk, que p ≥ p0 l y que

p∏
k=q+1

mk

mp−j
p

≤ 1

mq−j
p

mp−q
p

mp−q
p

=
1

mq−j
p

.

Por lo tanto para p suficientemente grande, Mp

Mj

1

mp−j
p

≤ εp para cada j ≤ β̃p y

para cada ε < 1.

Para concluir, si ε0 ≥ 1, entonces si fijamos ε < 1, para cada p suficientemente

grande y para cada j ≤ β̃p, Mp

Mj

1

mp−j
p

≤ εp ≤ εp0.

(c) ⇒ (a)

Sea k ∈ N tal que 1
k
≤ β, es decir, que k ≥ 1

β
> 1.

Aplicando (c) en el caso de que p = kj a partir de un j suficientemente grande y ε ≤ 1,

se tiene que:

Mkj

Mj

1

m
j(k−1)
kj

≤ εkj ⇒
(Mkj

Mj

) 1
j(k−1) 1

mkj

≤ ε
kj

j(k−1) = ε
k

k−1 ≤ ε.

Por lo tanto, como se cumple para todo ε ≤ 1 y desde un j suficientemente grande, se

tiene que {mp}∞p=0 verifica (β2).
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Con este resultado, vamos a poder dar un ejemplo de una familia de sucesiones que no

verifican (β2).

Observación 2.18. Las sucesiones de Gevrey {Gp}∞p=0 definidas como G0 := 1 y Gp := ps

si p ≥ 1, con s > 1 satisfacen (β1), pero no satisfacen (β2).

Demostración. Es sencillo probar que {Gp}∞p=0 verifica (β1) pues si p ∈ N, G∗
p = ps−1 y

además, para cada p ∈ N y para cada k ∈ N, k > 1,
G∗

kp

G∗
p
= ks−1 > 1 ya que s > 1.

Usando el lema 2.17.2.c, se tiene que (β2) es equivalente a que para cada ε > 0, existe

0 < β < 1 y p0 ∈ N0 tal que máx
j≤βp

Mp

Mj

1

mp−j
p

≤ εp para cada p ≥ p0.

Tomando j = 0 se llega a que para todo ε > 0, existe p0 ∈ N0 tal que Mp

mp
p
≤ εp si p ≥ p0, o

lo que es lo mismo, que ĺım
p→∞

M
1
p
p

mp

= 0.

Sin embargo, podemos ver que Mp =

p∏
k=1

ks = (p!)s, luego

ĺım
p→∞

M
1
p
p

mp

= ĺım
p→∞

((p!) 1
p

p

)s

= ĺım
p→∞

(pe−1(2πp)
1
2p

p

)s

= e−s ̸= 0,

por lo que para cada s > 1, la sucesión {Gp}∞p=0 no satisface (β2).

Para concluir con este caṕıtulo, vamos a relacionar (β2) con (β0
2) y (β1), acabando con

un ejemplo donde observaremos que no siempre son equivalentes (β2) y (β0
2). Para ello,

empezaremos con dos lemas que nos van a proporcionar caracteŕısticas de las sucesiones que

verifican (β2).

Lema 2.19. (β2) es equivalente a (β∗
2), que es la siguiente condición:

(β∗
2) Para cada ε > 0, existe k ∈ N, k > 1, tal que ĺım sup

p→∞

(M∗
kp

M∗
p

) 1
p(k−1) 1

m∗
kp

≤ ε.

Demostración. ⇒) Supongamos que para cada ε > 0, existe k > 1 tal que

ĺım sup
p→∞

(Mkp

Mp

) 1
p(k−1) 1

mkp

≤ ε

e
.

Observemos que(M∗
kp

M∗
p

) 1
p(k−1) 1

m∗
kp

=
(Mkp

Mp

) 1
p(k−1) 1

mkp

( p!

(kp)!

) 1
p(k−1)

kp, (2.13)

luego de aqúı se tiene que:

ĺım sup
p→∞

(M∗
kp

M∗
p

) 1
p(k−1) 1

m∗
kp

≤ ε

e
· ĺım sup

p→∞

( p!

(kp)!

) 1
p(k−1)

kp

=
ε

e
· ĺım
p→∞

( p!

(kp)!

) 1
p(k−1)

kp = ε · k
−1
k−1 ,
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donde en la última igualdad se ha aplicado la fórmula de Stirling. Por lo tanto, llegamos

a que ĺım sup
p→∞

(M∗
kp

M∗
p

) 1
p(k−1) 1

m∗
kp

≤ ε · k
−1
k−1 ≤ ε, obteniéndose (β∗

2).

⇐) Supongamos que para cada ε > 0, existe k > 1 tal que

ĺım sup
p→∞

(Mkp

Mp

) 1
p(k−1) 1

mkp

≤ ε · e
2

.

Por otro lado, a partir de (2.13) se tiene que:

(Mkp

Mp

) 1
p(k−1) 1

mkp

=
(M∗

kp

M∗
p

) 1
p(k−1) 1

m∗
kp

((kp)!
p!

) 1
p(k−1) 1

kp
. (2.14)

Luego a partir de esa igualdad, se deduce que:

ĺım sup
p→∞

(Mkp

Mp

) 1
p(k−1) 1

mkp

≤ ε · e
2

· ĺım sup
p→∞

((kp)!
p!

) 1
p(k−1) 1

kp

=
ε · e
2

· ĺım
p→∞

((kp)!
p!

) 1
p(k−1) 1

kp
=

ε

2
· k

1
k−1 ,

donde en la última igualdad se ha aplicado la fórmula de Stirling. Por lo tanto, llegamos

a que ĺım sup
p→∞

(Mkp

Mp

) 1
p(k−1) 1

mkp

≤ ε

2
· k

1
k−1 ≤ ε, obteniéndose (β2).

Notación 2.20. Dado un conjunto N = {n1, n2, ...}, nj ∈ N para cada j, donde se cumple

que nj+1 > nj, se define R(N) como R(N) := ĺım sup
j→∞

(nj+1 − nj).

Presentaremos ahora un lema que será de utilidad para poder probar el último resultado

de este caṕıtulo.

Lema 2.21. Dada una sucesión {mp}∞p=0 que verifique (β2) y (α), definimos para cada

n ∈ N, con n > 1, el conjunto {ql : l ∈ N}, como ql :=
m

nl

m
nl−1

, entonces para cada C > 1, se

tiene que R({l ∈ N : ql > C}) < ∞.

Demostración. Razonemos por reducción al absurdo, es decir, supongamos que existen

n > 1 y C > 1 tales que R({l ∈ N : ql > C}) = ∞, verificando {mp}∞p=0 (β2) y (α).

Sea ε con 0 < ε < 1
C2 , entonces existe k ∈ N, con k > 1 tal que existe p0 ∈ N0 de manera

que se tiene que
(

Mkp

Mp

) 1
p(k−1) 1

mkp
< ε

2
para cada p ≥ p0.

Además, podemos suponer que k = nr, con r ∈ N. Definamos αl := nl(n − 1) y βl+j :=
j−1∑
i=0

αl+i = nl(nj − 1), si j = 1, 2, . . . r y l ∈ N.
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Con l suficientemente grande, se tiene que:

ε ≥
(Mnl+r

Mnl

) 1
βl+r 1

mnl+r

=
1

mnl+r

( nl+r∏
j=nl+1

mj

) 1
βl+r

=
1

mnl+r

( nl+1∏
j=nl+1

mj ·
nl+2∏

j=nl+1+1

mj . . .

nl+r∏
j=nl+r−1+1

mj

) 1
βl+r

≥ 1

mnl+r

(
mαl

nlm
αl+1

nl+1 . . .m
αl+r−1

nl+r−1

) 1
βl+r =

[( mnl

mnl+r

)αl
(mnl+1

mnl+r

)αl+1 . . .
(mnl+r−1

mnl+r

)αl+r−1

] 1
βl+r

=
[(
ql+rql+r−1 . . . ql+1

)−αl
(
ql+rql+r−1ql+2

)−αl+1 . . .
(
ql+rql+r−1

)−αl+r−2q
−αl+r−1

l+r

] 1
βl+r

=
[
q
−

∑r−1
j=0 αl+j

l+r q
−

∑r−2
j=0 αl+j

l+r−1 . . . q
−

∑1
j=0 αl+j

l+2 q−αl
l+1

] 1
βl+r =

[
q
−βl+r

l+r q
−βl+r−1

l+r−1 . . . q
−βl+2

l+2 q
−βl+1

l+1

] 1
βl+r

Por otro lado, observemos que:

r∑
j=1

βl+j = nl(nr + nr−1 + . . . n+ 1− (r + 1)) = nl(
nr − 1

n− 1
− (r + 1))

≤ nl(nr − 2) ≤ 2nl(nr − 1) = 2βl+r.

Por lo que
r∑

j=1

βl+j ≤ 2βl+r y como supusimos que R({l ∈ N : ql > C}) = ∞, existe

l suficientemente grande que verifica que ql+j ≤ C para j = 1, 2, . . . r, obteniéndose que

ε ≥ 1
C2 , llegando a un absurdo.

Proposición 2.22. Se verifica lo siguiente:

1. (β0
2) y (α) ⇒ (β2).

2. (β2) y (α1) ⇒ (β1).

Demostración. 1. Como {mp}∞p=0 cumple (β0
2), existe k ∈ N tal que para cada q > 1,

existe p0 ∈ N0 de manera que para cada p ≥ p0,
mkp

mp
≥ q.

Observemos que se tiene lo siguiente:

(M2kp

Mp

) 1
p(2k−1) 1

m2kp

=
( 2pk∏

j=p+1

mj

) 1
p(2k−1) 1

m2kp

≤ (mp
2pm

p(2k−2)
2pk )

1
p(2k−1)

1

m2kp

=
( m2p

m2pk

) 1
2k−1

,

donde en la desigualdad hemos usado que mj ≤ m2p para cada j con p + 1 ≤ j ≤ 2p

y que mj ≤ m2pk para cada j con 2p+ 1 ≤ j ≤ 2pk al verificar {mp}∞p=0 (α).
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Por lo tanto, para cada p ≥ p0, se tiene que(M2kp

Mp

) 1
p(2k−1) 1

m2kp

≤ 1

q
1

2k−1

.

Como q se puede tomar arbitrariamente grande, {mp}∞p=0 verifica (β2).

2. Como {mp}∞p=0 verifica (β2), por el lema 2.19 se tiene que esta sucesión cumple (β∗
2)

y razonando como en el lema 2.21 se tiene que para cada q > 1, R({j ∈ N : m∗
2j+1 >

qm∗
2j}) = r < ∞. Luego para p suficientemente grande, se tiene que existe j ∈ N tal

que p < 2j+1 ≤ 2rp y como se verifica (α1), se cumple que:

m∗
2rp

m∗
p

=
m∗

2rp

m∗
2j+1

·
m∗

2j+1

m∗
2j+1−1

·
m∗

2j+1−1

m∗
p

≥ q,

luego ĺım inf
p→∞

m∗
2rp

m∗
p

≥ q, por lo que {mp}∞p=0 verifica (β1).

Concluiremos este caṕıtulo dando un ejemplo de una sucesión {mp}∞p=0 que cumple (β2)

pero no (β0
2).

Observación 2.23. Sea {mp}∞p=0 una sucesión que verifica que m∗
0 := 1 =: m∗

1 y que

m∗
p := m∗

2j−1qj si 2
j−1 < p ≤ 2j, donde los qj están definidos como sigue:

Sean 1 < a1 < a2 < a3 ↑ ∞ y sea β : N → N2 la biyección dada por β(1) = (1, 1),

β(2) = (2, 1), β(3) = (1, 2), β(4) = (3, 1), β(5) = (2, 2), β(6) = (1, 3),... Definimos qj := aβj
,

donde βj es la segunda componente de β(j). Observemos que ı́nf
j∈N

qj > 1.

Comenzaremos probando que {mp}∞p=0 cumple (α1) y (β0
1). Si existe j ∈ N tal que 2j−1 <

p < 2j, entonces es claro que m∗
p+1 ≥ m∗

p y si existe j ∈ N de manera que p = 2j, podemos

ver que m∗
p+1 = m∗

2jqj+1 = m∗
2j−1qjqj+1 ≥ m∗

2j−1qj = m∗
p, por lo que {mp}∞p=0 verifica (α1).

Por otro lado, si p ≥ 1, se tiene que como ı́nf
j∈N

qj > 1:

m∗
2p

m∗
p

=
m∗

2jqj+1

m∗
2j−1qj

=
m∗

2j−1qjqj+1

m∗
2j−1qj

= qj+1 > 1,

deduciéndose de este modo que {mp}∞p=0 cumple (β0
1).

Ahora si k ∈ N, se puede calcular que:

m∗
2k+j

m∗
2j

=
m∗

2k+j

m∗
2k+j−1

m∗
2k+j−1

m∗
2k+j−2

. . .
m∗

2j+1

m∗
2j

= qk+jqk+j−1 . . . qj+1.
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Pero si j es suficientemente grande y cumple que βj = 1, llegamos a que
m∗

2k+j

m∗
2j

= a2a3 . . . ak,

luego ĺım
j→∞

m2k+j

m2j
= a2a3 . . . ak2

k < ∞, por lo que {mp}∞p=0 no verifica (β0
2).

Por otro lado, si definimos αj+n := 2j+n, llegamos a que:

(M∗
2j+k

M∗
2j

) 1

2j(2k−1) 1

m∗
2j+k

=
[( 2j+1∏

l=2j+1

m∗
l

)( 2j+2∏
l=2j+1+1

m∗
l

)
. . .

( 2j+k∏
l=2j+k−1+1

m∗
l

)] 1

2j(2k−1) 1

m∗
2j+k

=
[( m∗

2j

m∗
2j+k

)αjq
αj

j+1

(m∗
2j+1

m∗
2j+k

)αj+1q
αj+1

j+2 . . .
(m∗

2j+k−1

m∗
2j+k

)αj+kq
αj+k

j+k

] 1

2j(2k−1)

=
[
(qj+1qj+2 . . . qk+j)

−αjq
αj

j+1(qj+2qj+3 . . . qk+j)
−αj+1q

αj+1

j+2 . . . q
−αk+j−1

k+j

] 1

2j(2k−1)

=
(
q
αj

j+2q
αj+αj+1

j+3 . . . q
αj+αj+1+...+αj+k−1

j+k

) −1

2j(2k−1) . (2.15)

Observemos que para cada r = 0, 1, . . . k − 1,
r∑

l=0

αj+l = 2j(2r+1 − 1) ≥ 2j y que para

j suficientemente grande, mı́n{qj+1, qj+2, . . . qj+k} ≥ ak > 1. Por lo tanto, a partir de la

igualdad final de (2.15) , obtenemos lo siguiente:(
q2

j

j+2q
2j(22−1)
j+3 . . . q

2j(2j+k−1)
j+k

) −1

2j(2k−1) ≤ a
−1

2k−1

k .

Si ak = 33
k
, entonces es fácil ver que ĺım

k→∞
a

−1

2k−1

k = 0 y que verifica que 1 < a1 < a2 ↑ ∞.

Concluimos aśı que {mp}∞p=0 verifica (β2).

Para resumir y que quede más visual, vamos a hacer un esquema con las implicaciones

que se dan, que serán marcadas como ⇒, y con aquellas implicaciones que no se dan y

que pusimos un contraejemplo, que las dibujaremos como −→. Indicamos también en qué

implicaciones se ha necesitado asumir que se verifica (α) o (α1).

α ++α1ks

β1

��

β0
1

ks

β2

(α1)

KS

,, β0
2(α)

ks

^f

γ 44 γ1ks
��

(α)

QY

γ2
(α)
ks

��
(α)
KS
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Caṕıtulo 3

Condiciones suficientes para el

operador de extensión

En este caṕıtulo, se comienza dando la definición de los espacios de funciones, y los

correspondientes espacios de sucesiones, con los que vamos a trabajar en el resto de la me-

moria. Se dividirán en dos tipos, los espacios de Beurling y los de Roumieu. Estos espacios

tienen una naturaleza topológica distinta, en concreto los primeros tienen estructura de es-

pacio de Fréchet mientras que los segundos son ĺımite inductivo de espacios de Banach. En

consecuencia, se hará el estudio de las condiciones suficientes para la sobreyectividad de la

aplicación de Borel y para que exista el operador de extensión en secciones distintas.

Definición 3.1. Sea {mp}∞p=0 una sucesión que verifica (α) y seaK = [a, b] ⊆ R un intervalo

compacto, donde a,b ∈ R.
Se define el espacio de Beurling, también llamada clase ultradiferenciable de Denjoy-Carleman

de tipo Beurling, asociado a la sucesión {mp}∞p=0 en el compacto K como:

E(Mp)(K) := {f ∈ C ∞(K) : ∀h > 0, ∥f∥K,h := sup
p∈N0,x∈K

|f (p)(x)|
hpMp

< ∞}. (3.1)

Se define el espacio de Roumieu, también llamada clase ultradiferenciable de Denjoy-Carleman

de tipo Roumieu, asociado a la sucesión {mp}∞p=0 en el compacto K como:

E{Mp}(K) := {f ∈ C ∞(K) : ∃h > 0, ∥f∥K,h < ∞}. (3.2)

Asociados a estos espacios, vamos a definir dos espacios de sucesiones:

Λ(Mp) := {{xp}∞p=0, xp ∈ C : ∀h > 0, ∥xp∥h := sup
p∈N0

|xp|
hpMp

< ∞}. (3.3)

Λ{Mp} := {{xp}∞p=0, xp ∈ C : ∃h > 0, ∥xp∥h < ∞}. (3.4)
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A continuación, daremos una serie de observaciones que será necesario tener en cuenta

en el resto de la memoria.

Observación 3.2. La situación más interesante en el estudio de las clases ultradiferenciables

definidas anteriormente se presenta cuando estas contienen estrictamente a la clase de las

funciones anaĺıticas en intervalos de R. Esta contención garantiza que la sucesión {Mp}∞p=0

que definirá las clases bajo estudio se puede suponer logaŕıtmica convexa sin pérdida de

generalidad, es decir, basta considerar el problema para sucesiones de cocientes crecientes.

Este hecho es una consecuencia de las desigualdades de Gorny-Cartan, que se pueden ver

en [2] y [3], para las derivadas sucesivas de una función indefinidamente derivable en un

intervalo. Además, si dicha sucesión de crecientes no tiende a infinito es claro que la clase

de funciones estará contenida en la de las funciones anaĺıticas, por lo que es natural asumir

la condición (α).

Por otro lado, T. Carleman probó en [1] que si una clase ultradiferenciable contiene estric-

tamente a la de las funciones anaĺıticas en intervalos de R y no verifica la condición (γ),

entonces la aplicación de Borel no es sobreyectiva. Puesto que uno de nuestros objetivos

es caracterizar dicha sobreyectividad, es natural imponer de ahora en adelante la condición

(γ). Una demostración moderna del teorema de Carleman que acabamos de mencionar se

puede encontrar en [9].

Por lo tanto, en lo que queda de este trabajo consideraremos que se cumplen siempre (α) y

(γ).

Observación 3.3. En las definiciones (3.1) y (3.2), se pide que f ∈ C ∞([a, b]). Esto significa

que f ∈ C ∞((a, b)) y que además para cualquier j ∈ N0, existen los ĺımites laterales de f (j)

cuando x tiende a a por la derecha, que coinciden con f
(j)
+ (a), y cuando x tiende a b por la

izquierda, que coinciden con f
(j)
− (b).

Observación 3.4. Fácilmente se puede comprobar que ∥·∥K,h y ∥·∥h son normas para cada

h > 0 y para cada K ⊆ R compacto. Consideraremos los espacios vectoriales topológicos

E(Mp)(K) y Λ(Mp) dotados de la topoloǵıa generada por la familia de seminormas {∥·∥K,h}h>0

y {∥ · ∥h}h>0 respectivamente.

Observación 3.5. 1. En E(Mp)(K), la topoloǵıa generada por la familia de seminormas

{∥ · ∥K,h}h>0 y la generada por la familia de seminormas {∥ · ∥K,h}A>h>0 es la misma,

ya que si se verifica que ∥f∥K,h < ∞, con 0 < h < A, entonces si H ≥ h, para

cada x ∈ K y para cada p ∈ N0, |f (p)(x)| ≤ ∥f∥K,hh
pMp ≤ ∥f∥K,hH

pMp, es decir,

∥f∥K,H ≤ ∥f∥K,h.

Esto nos va a servir más adelante en el teorema 3.14.
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2. Por otro lado, la topoloǵıa generada por la familia de seminormas {∥ · ∥K,h}h>0 y la

generada por la familia de seminormas {∥ · ∥K, 1
n
}n∈N es la misma, ya que si h > 0, por

la propiedad arquimediana existe n0 ∈ N tal que n0 h > 1, es decir, de manera que

h > 1
n0
.

Por lo tanto, para cada x ∈ K y p ∈ N0, |f (p)(x)| ≤ ∥f∥K, 1
n0

1
np
0
Mp ≤ ∥f∥K, 1

n0

hpMp. De

este modo, se puede deducir que E(Mp)(K) es un espacio localmente convexo generado

por una familia numerable de seminormas.

3. Del mismo modo, se puede concluir que Λ(Mp) es un espacio localmente convexo ge-

nerado por una familia numerable de seminormas ya que su topoloǵıa es la generada

por la familia de seminormas {∥ · ∥ 1
n
}n∈N.

Notación 3.6. Denotaremos como ∥f∥∞ a sup
x∈R

|f(x)|, con f ∈ C ∞(R).

Para facilitar el estudio de este caṕıtulo, vamos a separar el caso en el que estemos en el

espacio de Beurling y el de Roumieu.

3.1. Espacios de Beurling

En esta sección, nos dedicaremos a dar las condiciones suficientes para que exista el

operador extensión en el caso de los espacios de Beurling (3.1) y (3.3). Veamos que E(Mp)(K)

es un espacio de Fréchet, realizándose de un modo análogo para probar que Λ(Mp) lo es

también.

Teorema 3.7. El espacio E(Mp)(K), dotado de la topoloǵıa generada por la familia de se-

minormas {∥ · ∥K, 1
n
}n∈N, es un espacio de Fréchet.

Demostración. Para probar el resultado, nos basta probar que es completo y que es

Hausdorff ya que juntando lo comentado en la observación 3.5, tendŕıamos los requisitos

que ha de cumplir un espacio para que sea de Fréchet.

1. En primer lugar como para cada n ∈ N, ∥ · ∥K, 1
n
es una norma, es inmediato ver

que {∥ · ∥K, 1
n
}n∈N es una familia de seminormas separada, por lo que E(Mp)(K) es de

Hausdorff. Además, al ser Hausdorff y al estar generado por una familia numerable de

seminormas, es metrizable.

2. Probemos la completitud de E(Mp)(K) para lo que basta razonar secuencialmente. Sea

{fj}∞j=0 una sucesión de Cauchy en E(Mp)(K), entonces para cada n ∈ N, fijado ε > 0,
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existe j0 = j0(n, ε) ∈ N0 tal que para cada j,m ≥ j0, ∥fj − fm∥K, 1
n
< ε.

A partir de la definición de estas seminormas, esto es equivalente a que para cada n ∈
N, fijado ε > 0, existe j0 = j0(n, ε) ∈ N0 tal que para cada p ∈ N0 ∥f (p)

j −f
(p)
m ∥∞ < ε·Mp

np

para cada j,m ≥ j0 (*).

Por lo que, fijado p ∈ N0, la sucesión {f (p)
j }∞j=0 es de Cauchy en (C (K), ∥·∥∞), que es de

Banach, luego existe gp ∈ C (K) tal que {f (p)
j }∞j=0 converge uniformemente hacia gp en

K. A partir del teorema de derivabilidad del ĺımite puntual, se tiene que g0 ∈ C ∞(K)

y que g
(p)
0 = gp para cada p ∈ N0.

Probemos ahora que g0 ∈ E(Mp)(K), observando que para cada n ∈ N0, fijado ε > 0,

haciendo tender m a ∞ en (*) se tiene que para cada x ∈ K y para cada p ∈ N0,

|f (p)
j0

(x) − g
(p)
0 (x)| ≤ ε·Mp

np , luego para cada n ∈ N0, para cada x ∈ K y para cada

p ∈ N0:

|g(p)0 (x)| ≤ |f (p)
j0

|+ |f (p)
j0

(x)− g
(p)
0 (x)| ≤ (∥fj0∥K, 1

n
+ ε)

Mp

np
< ∞.

Entonces g0 ∈ E(Mp)(K). Finalmente, si j ≥ j0, se tiene que:

∥fj − g0∥K, 1
n
= sup

p∈N0,x∈K

np

Mp

|f (p)
j (x)− g

(p)
0 | ≤ ε,

por lo que {fj}∞j=0 converge a g0 en E(Mp)(K), con lo que el espacio es completo.

Definición 3.8. Sea {mp}∞p=0 una sucesión que verifica (α). Definimos el operador restricción

u operador de Borel en el punto 0, R : E(Mp)([−1, 1]) → Λ(Mp), como R(f) := {f (p)(0)}∞p=0.

Para probar que R es continua, vamos a usar la proposición 1.20.

Proposición 3.9. El operador restricción R está bien definido, es lineal y continuo.

Demostración. Obviamente el operador está bien definido. Además, la linealidad de R se

deduce de la linealidad de la derivación.

Sea f ∈ E(Mp)([−1, 1]), entonces para cada h > 0, se tiene que para cada p ∈ N0 y para cada

x ∈ [−1, 1], |f (p)(x)| ≤ hpMp∥f∥[−1,1],h.

Por lo tanto, para cada p ∈ N0, |f (p)(0)| ≤ hpMp∥f∥[−1,1],h, luego ∥R(f)∥h ≤ ∥f∥[−1,1],h y de

aqúı se deduce, por la proposición 1.20, que R es continua.

A continuación, vamos a probar un resultado que, bajo ciertas condiciones sobre una

sucesión numérica prefijada, garantiza la existencia de una función de clase C ∞(R) cuyo

soporte está contenido en un compacto y con cotas en las derivadas sucesivas en términos

de dicha sucesión.
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Notación 3.10. Dado a > 0, se define Ha : R → R como Ha(x) := 1
a
si 0 < x <

a y Ha(x) := 0 en otro caso. En otras palabras, Ha := 1
a
χ[0,a], donde χ es la función

caracteŕıstica.

Observación 3.11. Es sencillo comprobar que si u es continua, entonces si a > 0, u ∗Ha ∈
C 1 y su derivada es u(x)−u(x−a)

a
, donde ∗ denota la convolución clásica de funciones.

Esto se debe a lo siguiente:

(u ∗Ha)(x) =

∫
R
u(x− t)Ha(t)dt =

1

a

∫ a

0

u(x− t)dt =
1

a

∫ x

x−a

u(y)dy.

Al ser u continua, por el Teorema fundamental del Cálculo se tiene que u ∗Ha ∈ C 1 y que

su derivada es u(x)−u(x−a)
a

= 1
a
(1− τa)u(x), donde τa es el operador traslación por a definido

como (τaf)(x) := f(x− a).

Del mismo modo se tiene que si u ∈ C k, u ∗Ha ∈ C k+1.

Lema 3.12. Sea {ap}∞p=0 una sucesión de números positivos decreciente de manera que

a :=
∞∑
p=0

ap < ∞ y sea uk := Ha0 ∗Ha1 ∗ . . . ∗Hak para k ∈ N.

Entonces uk ∈ C k−1
c (R) tiene el soporte contenido en [0, a] y la sucesión {uk}∞k=1 converge

uniformemente en R hacia una función u ∈ C ∞
0 (R) con soporte contenido en [0, a] que

verifica que

∫
R
u(x)dx = 1 y que para cada j ∈ N0, ∥u(j)∥∞ ≤ 2j

a0 . . . aj
.

Demostración. Vamos a calcular expĺıcitamente u1 para demostrar que pertenece a Cc(R)
y razonando por inducción y teniendo en cuenta la observación 3.11, llegaŕıamos a que

uk ∈ C k−1
c (R) para cada k ∈ N. Se tiene que

u1(x) = (Ha0 ∗Ha1)(x) =

∫
R
a−1
0 a−1

1 χ[0,a0](y)χ[0,a1](x− y)dy

=

∫
R
a−1
0 a−1

1 χ[0,a0](y)χ[x−a1,x](y)dy = a−1
0 a−1

1 m([0, a0] ∩ [x− a1, x]).

Luego tenemos que u1(x) está definida como:

u1(x) =



0 si x ≤ 0,

x
a0a1

si 0 ≤ x ≤ a1,

1
a0

si a1 ≤ x ≤ a0,

a0+a1−x
a0a1

si a0 ≤ x ≤ a0 + a1,

0 si a0 + a1 ≤ x.
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De aqúı podemos deducir que u1 ∈ Cc(R) y que su soporte está contenido en [0, a0 + a1] ⊆

[0, a]. Por otro lado, se tiene que para cada k ∈ N, sop(uk) ⊆
k∑

j=0

sop(Haj) ⊆ [0, a0 + a1 +

. . .+ ak] ⊆ [0, a].

Sea k ∈ N, por la observación 3.11 tenemos que:

u′
k(x) =

(Ha1∗...∗Hak
)(x)−(Ha1∗...∗Hak

)(x−a0)

a0
= 1

a0
(1− τa0)(Ha1 ∗ . . . ∗Hak)(x).

u′′
k(x) =

(Ha2∗...∗Hak
)(x)−(Ha2∗...∗Hak

)(x−a1)−(Ha2∗...∗Hak
)(x−a0)+(Ha2∗...∗Hak

)(x−a0−a1)

a0a1

= 1
a0a1

(1− τa0)(1− τa1)(Ha2 ∗ . . . ∗Hak)(x).

Luego por inducción deducimos que para cada j ≤ k − 1,

u
(j)
k =

j−1∏
i=0

1

ai
(1− τai)(Haj ∗ . . . ∗Hak). (3.5)

Agrupando los términos de la ecuación (3.5), dicha igualdad se puede ver de la siguiente

manera:

u
(j)
k (x) =

1

a0a1 . . . aj−1

[
(Haj ∗ . . . ∗Hak)(x)−

j−1∑
i=0

(Haj ∗ . . . ∗Hak)(x− ai)+ (3.6)

j−1∑
i,l=0;i ̸=l

(Haj ∗ . . . ∗Hak)(x− ai − al)− . . .+

(−1)j(Haj ∗ . . . ∗Hak)(x− a0 − a1 − . . .− aj−1)
]
.

Por lo que de esta expresión y usando que ∥f ∗ g∥∞ ≤ ∥f∥1∥g∥∞, se puede ver que si

j ≤ k − 1:

|u(j)
k (x)| ≤ 1

a0a1 . . . aj−1

[
∥Haj ∗ . . . ∗Hak∥∞ +

j−1∑
i=0

∥Haj ∗ . . . ∗Hak∥∞+ (3.7)

j−1∑
i,l=0;i ̸=l

∥Haj ∗ . . . ∗Hak∥∞ + . . .+ ∥Haj ∗ . . . ∗Hak∥∞
]

≤ 1

a0a1 . . . aj−1

∥Haj∥∞
j∑

i=0

(
j

i

)
=

2j

a0a1 . . . aj−1aj
.

Sean k,m ∈ N, vamos a probar que la sucesión {uk}∞k=1 es de Cauchy y como se verifica

que todas las uk tienen soporte contenido en [0, a], existe u ∈ Cc(R) tal que la sucesión de
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partida converge uniformemente en R hacia u.

|(um+k − um)(x)| ≤
∫
R
|um(x− y)− um(x)| · |(Ham+1 ∗ . . . ∗Ham+k

)(y)|dy

≤
∫
R
|u′

m(x)| · |y| · |(Ham+1 ∗ . . . ∗Ham+k
)(y)|dy

≤ ∥u′
m∥∞(am+1 + . . .+ am+k) ≤

2(am+1 + . . .+ am+k)

a0a1
.

Sea ε > 0, como
∞∑
n=0

an ≤ ∞, existe n0 ∈ N tal que para cada p > q ≥ n0, aq+1 + . . . ap <

εa0a1
2

. Por lo que si m ≥ n0, ∥um+k − um∥∞ < ε para cada k ∈ N, obteniéndose lo deseado.

Razonando de manera análoga, llegamos a que la sucesión {u′
k}∞k=1 converge uniformemente

en R a una función v ∈ Cc(R), luego por el Teorema de derivabilidad del ĺımite puntual,

u′(x) = v(x) para cada x ∈ R, por lo que u ∈ C 1
c (R) y por inducción se llega a que

u ∈ C
∞
c (R).

Por último, como para cada k ≥ j + 1, ∥u(j)
k ∥∞ ≤ 2j

a0...aj
, se deduce que ∥u(j)∥∞ ≤ 2j

a0...aj

y como para cada k ∈ N,
∫
R
uk(x)dx =

k∏
i=0

∫
R
Hai(x)dx = 1 y |uk(x)| ≤ 1

a0
χ[0,a](x), por el

Teorema de la convergencia dominada,

∫
R
u(x)dx = 1.

Como consecuencia de este resultado, se puede deducir el siguiente teorema, en el que,

bajo la condición (γ), se va a construir una función no idénticamente nula con soporte

compacto (por lo tanto, con todas sus derivadas nulas en puntos del intervalo de definición)

y perteneciente a la clase bajo consideración. Tal construcción no es posible en la clase de

funciones anaĺıticas, debido al principio de identidad. Por ello, las clases en las que no es

posible obtener tales funciones se denominan casianaĺıticas, y la condición (γ) se denomina

de no casianaliticidad, como se anunció anteriormente.

Teorema 3.13. Sea {mp}∞p=0 una sucesión que verifica (α) y (γ) y sea a :=
∞∑
p=1

1

mp

< ∞.

Entonces existe una función φ ∈ D(R) con soporte contenido en [−a, a] que verifica que

0 ≤ φ ≤ 1, φ(p)(0) = δp,0, donde δi,j denota la delta de Kronecker, y ∥φ(p)∥∞ ≤ 2pMp para

cada p ∈ N0.

Demostración. Sea ap := mp+1, p ∈ N0. Como la sucesión {mp}∞p=0 verifica (α), Mk+1 =

m0m1 . . .mk+1 = a0a1 . . . ak.

Por lo tanto, por el lema 3.12, existe u ∈ D([0, a]) tal que

∫ a

0

u(x)dx = 1 y además para

cada k ∈ N0, |u(k)(x)| ≤ 2kMk+1.
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Sea Ψ(x) :=

∫ x

−∞
u(t)dt. Observemos que como u ∈ C ∞(R), Ψ ∈ C ∞(R). Dado que u(t) = 0

si t ≤ 0, Ψ(x) = 0 si x ≤ 0. Por otro lado, Ψ crece en [0, a] al ser u positiva y Ψ(x) = 1 si

x ≥ a. Por último, si k ≥ 1, entonces |Ψ(k)(x)| = |u(k−1)(x)| ≤ 2k−1Mk.

Definimos φ como la siguiente función:

φ(x) = Ψ(x+ a)Ψ(a− x) =

Ψ(x+ a) si x ≤ 0,

Ψ(a− x) si x ≥ 0,

donde la segunda igualdad se debe a que Ψ(x) = 1 si x ≥ a.

Debido al comportamiento de Ψ, se deduce que φ ∈ D([−a, a]), 0 ≤ φ ≤ 1, que si k ≥ 1,

φ(k)(0) = 0 ya que Ψ(k)(a) = 0, y que φ(0) = Ψ2(a) = 1.

Concluiremos la prueba verificando que ∥φ(k)∥∞ ≤ 2kMk para cada k ∈ N0.

1. Si x ≥ 0, por la regla de la cadena y usando que |Ψ(k)(x)| ≤ 2k−1Mk, se tiene que

|φ(k)(x)| = |(−1)kΨ(k)(a− x)| ≤ 2k−1Mk ≤ 2kMk.

2. Si x ≤ 0 razonando como en el caso anterior, se llega a que |Ψ(k)(x)| ≤ 2k−1Mk, se

tiene que |φ(k)(x)| = |Ψ(k)(x+ a)| ≤ 2k−1Mk ≤ 2kMk.

Estamos en condiciones de demostrar el resultado central de esta sección, en el que se

prueba que la condición (γ1), denominada de no casianaliticidad fuerte por ser más exigente

que (γ), asegura que el operador restricción es sobreyectivo. Además, dicho operador de

Borel admitirá un inverso por la derecha que recibe el nombre de operador de extensión,

pues proporciona una función definida en todo [−1, 1] a partir de una sucesión que constituirá

la de sus derivadas sucesivas en 0.

Teorema 3.14. Sea {mp}∞p=0 una sucesión que verifica (α) y (γ1). Entonces existe una

aplicación lineal y continua E : Λ(Mp) → E(Mp)([−1, 1]) que verifica que R ◦ E = id, es

decir, la aplicación de Borel admite una inversa por la derecha que es lineal y continua. En

particular, se deduce que R : Λ(Mp) → E(Mp)([−1, 1]) es sobreyectiva.

Demostración. Como {mp}∞p=0 verifica (γ1), por el corolario 2.11 1, existe ε > 0 y {np}∞p=0,

con mp ∼ np, tal que {npp
−ε}∞p=0 verifica (γ1) y (α). Además, puesto que {mp}∞p=0 verifica

(γ1), por el lema 2.8, {np}∞p=0 verifica (γ1), por lo que puedo suponer que {mpp
−ε}∞p=0 verifica

(γ1) y (α).

Conviene resaltar que esta suposición se puede hacer sin modificar los conjuntos definidos

en (3.1) y (3.3) ya que si mp ∼ np, por el lema 2.15 entonces mp ≈ np, luego existen A,
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B > 0 tales que ApNp ≤ Mp ≤ BpNp para cada p ∈ N0.

Sea h > 0, entonces si f ∈ E(Mp)([−1, 1]), para cada x ∈ [−1, 1] y para cada p ∈ N0, se tiene

que |f (p)(x)| ≤ ∥f∥[−1,1],hh
pMp ≤ ∥f∥[−1,1],h(Bh)pNp. Como el h elegido es arbitrario, f ∈

E(Np)([−1, 1]) y puesto que≈ es una relación de equivalencia, se concluye que E(Mp)([−1, 1]) =

E(Np)([−1, 1]). Analogamente se hace para probar que Λ(Mp) no se ve afectado por ∼.

Sea p ∈ N fijo, consideramos la sucesión definida como:

mp,mp, . . . ,mp︸ ︷︷ ︸
p veces

,mp+1

( p

p+ 1

)ε

,mp+2

( p

p+ 2

)ε

, . . . (3.8)

Como {mpp
−ε}∞p=0 verifica (α), la sucesión (3.8) verifica (α) y puesto que también verifica

(γ1) si S := sup
p∈N

[(mpp
−ε)∗

∑
k≥p

1

mkk−ε
] < ∞ y A := 1 + S, se tiene que :

p

mp

+
∑
k>p

1

mk

(k
p

)ε
=

1

m∗
p

+
∑
k>p

1

mk

(k
p

)ε
=

1 +m∗
pp

−ε
∑

k>p
1

mkk−ε

m∗
p

≤ A

m∗
p

< ∞,

por lo que la sucesión (3.8) también verifica (γ).

Luego aplicando el teorema 3.13 con la sucesión (3.8), existe φp ∈ D(R) con soporte conte-

nido en [− A
m∗

p
, A
m∗

p
], que verifica que para cada j ∈ N0, φ

(j)
p (0) = δj,0 y además:

∥φ(j)
p ∥∞ ≤

2jmj
p si 0 ≤ j ≤ p,

2jmp
p
Mj

Mp

(
pj−pp!

j!

)ε

si j > p.
(3.9)

Sea Fp(x) := φp(x)
xp

p!
, se tiene que para cada j ∈ N0, F

(j)
p (x) = 1

p!

j∑
k=0

(
j

k

)
φ(k)
p (x)[xp](j−k).

Por las caracteŕısticas de φp y xp, se tiene que si j ̸= p, F
(j)
p (0) = 0. Ahora bien, si j = p,

F
(p)
p (0) = 1

p!

p∑
k=0

(
p

k

)
φ(k)
p (x)[xp](p−k)

∣∣
x=0

=
1

p!
p! = 1, donde hemos usado que para cada

j ∈ N0, φ
(j)
p (0) = δj,0. Luego F

(j)
p (0) = δj,p.

A continuación, vamos a acotar ∥F (j)
p ∥∞, dividiéndolo en tres casos:
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1. Si 0 ≤ j ≤ p y x ∈ [− A
m∗

p
, A
m∗

p
], se tiene que:

|F (j)
p (x)| ≤ 1

p!

j∑
k=0

(
j

k

)
|φ(k)

p (x)|
( A

m∗
p

)p−j+k p!

(p− j + k)!

≤
j∑

k=0

(
j

k

)
2kmk

p

( A

mp

)p−j+k pp−j+k

(p− j + k)!
≤ Ap

j∑
k=0

(
j

k

)
2k

1

mp−j
p

1

Aj−k

pp

p!

≤ (Ae)p
1

mp−j
p

j∑
k=0

(
j

k

)
2k

1

Aj−k
= (Ae)p

1

mp−j
p

(
2 +

1

A

)j

=
Mj

Mp

(Ae)p
mpmp+1 . . .mj+1

mp−j
p

(
2 +

1

A

)j

≤ Mj

Mp

(Ae)p
(
2 +

1

A

)j

.

Luego ∥F (j)
p ∥∞ ≤ Mj

Mp
(Ae)p

(
2 + 1

A

)j

.

2. Si j ≥ 2p y x ∈ [− A
m∗

p
, A
m∗

p
], se tiene que:

|F (j)
p (x)| ≤ 1

p!

j∑
k=j−p

(
j

k

)
|φ(k)

p (x)|
( A

m∗
p

)p−j+k p!

(p− j + k)!

≤ (Ae)p
j∑

k=j−p

(
j

k

)
2kmp

p

Mk

Mp

(pk−pp!

k!

)ε Ak−j

mp−j+k
p

.

Como la sucesión {pn

n!
}∞n=0 es decreciente a partir de p, el razonamiento se sigue de la

siguiente manera:

|F (j)
p (x)| ≤ (Ae)p

( pj−2pp!

(j − p)!

)ε
j∑

k=j−p

(
j

k

)
2kmj−k

p

Mk

Mp

1

Aj−k

= (Ae)p
( pj−2pp!

(j − p)!

)ε
j∑

k=j−p

(
j

k

)
2k

mj−k
p

mk+1mk+2 . . .mj

Mj

Mp

1

Aj−k

≤ Mj

Mp

(Ae)p
( pj−2pp!

(j − p)!

)ε
j∑

k=j−p

(
j

k

)
2k

1

Aj−k

≤ Mj

Mp

(Ae)p
( pj−2pp!

(j − p)!

)ε
j∑

k=0

(
j

k

)
2k

1

Aj−k
=

Mj

Mp

(Ae)p
( pj−2pp!

(j − p)!

)ε(
2 +

1

A

)j

.

(3.10)

Dado que j − k ≥ j − k − p, se da la siguiente desigualdad :

p!

(j − p)!
=

1

(j − p) . . . (j − 2p+ 1)(j − 2p) . . . (p+ 1)

≤ 1

(j − 2p)(j − 2p− 1) . . . 3 · 2 · 1
=

1

(j − 2p)!
.
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Por lo tanto, como consecuencia de esto, se deduce de (3.10) que:

∥F (j)
p ∥∞ ≤ Mj

Mp

(Ae)p
( pj−2p

(j − 2p)!

)ε(
2 +

1

A

)j

.

3. Si p < j < 2p y x ∈ [− A
m∗

p
, A
m∗

p
], se tiene que razonando de manera análoga al caso en

el que j ≥ 2p, se tiene que llegamos a (3.10). Partamos de esta desigualdad y vamos

a probar que
(

pj−2pp!
(j−p)!

)ε

≤ 1, lo cual es cierto ya que:

p!

(j − p)!p2p−j
=

∏p
k=j−p+1 k

p2p−j
≤

∏p
k=j−p+1 p

p2p−j
=

p2p−j

p2p−j
= 1.

Por lo tanto, ∥F (j)
p ∥∞ ≤ Mj

Mp
(Ae)p

(
2 + 1

A

)j

.

Ahora bien, si h > 0, definimos H(h) = H := Ae
(
2 + 1

A

)2

h−2 exp(ε
(
h−1(2 + 1

A
)
) 1

ε ). Vamos

a acotar ∥F (j)
p ∥∞ en función de H dividiéndolo en dos casos:

1. Si j ≥ 2p,

∥F (j)
p ∥∞ ≤ Mj

Mp

(Ae)p
( pj−2p

(j − 2p)!

)ε(
2 +

1

A

)j

=
Mjh

j

Mp

(
Ae

(
2 +

1

A

)2
h−2

)p( pj−2p

(j − 2p)!

(
h−1

(
2 +

1

A

)) j−2p
ε
)ε

≤ Mjh
j

Mp

(
Ae

(
2 +

1

A

)2
h−2

)p(
e
p

(
h−1

(
2+ 1

A

)) 1
ε )ε

=
Mjh

j

Mp

Hp.

2. Si j < 2p y 0 < h ≤ 2 + 1
A
,

∥F (j)
p ∥∞ ≤ Mj

Mp

(Ae)p
(
2 +

1

A

)j

=
Mjh

j

Mp

(Ae)p
(
(2 +

1

A
)h−1

)j

≤

Mjh
j

Mp

(Ae)p
(
(2 +

1

A
)h−1

)2p(
exp(ε

(
h−1(2 +

1

A
)
) 1

ε )
)p

=
Mjh

j

Mp

Hp.

Por lo tanto, ∥Fp∥[−1,1],h ≤ Hp

Mp
si 0 < h ≤ 2 + 1

A
.

Introducimos el operador E : Λ(Mp) → E(Mp)([−1, 1]) definido como E({xp}∞p=0) :=
∞∑
p=0

xpFp.

Fácilmente se puede ver que E es lineal y también se puede comprobar que R◦E = id, pues

F
(j)
p (0) = δj,p.

Comprobemos que E es continua. Sea 0 < h ≤ 2 + 1
A
, se tiene que:

∥E({xp}∞p=0)∥h,[−1,1] ≤
∞∑
p=0

|xp|∥Fp∥h,[−1,1] ≤
∞∑
p=0

|xp|
Hp

Mp

≤
∞∑
p=0

(
1

2H
)
p

Mp∥xp∥ 1
2H

Hp

Mp

= ∥xp∥ 1
2H
.
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Luego por la proposición 1.20, se tiene que E es continua.

3.2. Espacios de Roumieu

En esta sección, se trabajará el problema de Borel con los espacios de Roumieu (3.2) y

(3.4). Se usarán los resultados de la sección 1.1.4 para dar las condiciones suficientes para

que exista el operador extensión en los espacios mencionados anteriormente.

En primer lugar definiremos la aplicación de Borel.

Definición 3.15. Sea {mp}∞p=0 una sucesión que verifica (α). Definimos el operador res-

tricción u operador de Borel en el punto 0, R : E{Mp}([−1, 1]) → Λ{Mp}, como R(f) :=

{f (p)(0)}∞p=0.

Observación 3.16. Es claro que este operador está bien definido.

Definiremos unos subespacios de los espacios de Roumieu definidos en (3.2) y (3.4) que

nos van a servir de cara a dotar a estos espacios de una topoloǵıa de ĺımites inductivo.

Definición 3.17. Si n ∈ N, se definen los siguientes subespacios de E{Mp}(K) y Λ{Mp}

respectivamente:

E{Mp},n(K) := {f ∈ C ∞(K) : ∥f∥K,n < ∞}. (3.11)

Λ{Mp},n := {{xp}∞p=0, xp ∈ C : ∥xp∥n < ∞}. (3.12)

Proposición 3.18. Para cada n ∈ N, los espacios E{Mp},n(K) y Λ{Mp},n son espacios de

Banach.

Demostración. 1. Sea {fm}∞m=1 una sucesión de Cauchy en E{Mp},n(K), luego para

todo ε > 0, existe m0 ∈ N tal que ∥fm − fj∥K,n < ε para cada m, j ≥ m0.

Por lo tanto, para cada m, j ≥ m0 y para cada p ∈ N0, ∥f (p)
m − f

(p)
j ∥K,∞ < εnpMp,

es decir, para cada p ∈ N0, la sucesión {f (p)
m }∞m=1 es de Cauchy en C (K), que es de

Banach.

De aqúı se deduce que para cada p ∈ N0, existe fp ∈ C (K) tal que f
(p)
m converge

uniformemente a fp en K. Se puede ver que si f = f0, entonces para cada p ∈ N0, se

tiene que f (p) = fp y por lo tanto f ∈ C ∞(K).

Como tenemos que ∥f (p)
m − f

(p)
j ∥K,∞ < εnpMp, si j → ∞, llegamos a que para cada

p ∈ N0, ∥f (p)
m − f (p)∥K,∞ ≤ εnpMp para cada m ≥ m0, luego si m ≥ m0, fm − f

pertenece a E{Mp},n(K) y f ∈ E{Mp},n(K). Finalmente, si m ≥ m0, se tiene que:

∥fm − f∥K,n = sup
p∈N0,x∈K

1

npMp

|f (p)
j (x)− f (p)| ≤ ε,
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por lo que {fm}∞m=1 converge a f en E{Mp},n(K), con lo que el espacio es completo.

2. Sea {xm}∞m=1 una sucesión de Cauchy en Λ{Mp},n, luego para todo ε > 0, existe m0 ∈ N
tal que ∥xm−xj∥n < ε para cada m, j ≥ m0. Pongamos xm = {xm

p }∞p=0, donde m ∈ N.
Por lo tanto, para cada m, j ≥ m0 y para cada p ∈ N0, |xm

p − xj
p| < εnpMp. Luego

para cada p ∈ N0, la sucesión {xm
p }∞m=1 es de Cauchy, entonces existe xp ∈ C tal que

{xm
p }∞m=1 converge a xp.

Sea x = {xp}∞p=0. Como para cada m, j ≥ m0 y para cada p ∈ N0, |xmp−xjp| < εnpMp,

si j → ∞, para cada p ∈ N0, |xmp − xp| ≤ εnpMp si m ≥ m0. Luego xm − x ∈ Λ{Mp},n

si m ≥ m0, de lo que se deduce que x ∈ Λ{Mp},n y que {xm}∞m=1 converge hacia x en

Λ{Mp},n, por lo que Λ{Mp},n es de Banach.

Definición 3.19. E{Mp}(K) = ind E{Mp},n(K) y Λ{Mp} = ind Λ{Mp},n.

Proposición 3.20. La aplicación R de la definición 3.15 es continua.

Demostración. Sea n ∈ N, entonces si f ∈ E{Mp},n([−1, 1]), C = ∥f∥[−1,1],n y se tiene que

para cada p ∈ N0 y para cada x ∈ [−1, 1], |f (p)(x)| ≤ CnpMp. Por lo que para cada p ∈ N0,

|f (p)(0)| ≤ CnpMp.

Es decir, R(f) ∈ Λ{Mp},n, con lo que R(E{Mp},n([−1, 1])) ⊆ Λ{Mp},n, y ∥R(f)∥n ≤ ∥f∥[−1,1],n.

Como por la proposición 3.18, E{Mp},n([−1, 1]) y Λ{Mp},n son espacios de Banach,R|E{Mp},n([−1,1])
:

E{Mp},n([−1, 1]) → Λ{Mp},n es continua y se concluye por la proposición 1.57 que R es con-

tinua.

Estamos ahora en condiciones de establecer un teorema de sobreyectividad parecido al

teorema 3.14 pero en el caso de los espacios de Roumieu. Además, en este teorema se va

a dar una condición suficiente para que el operador de Borel definido en 3.15 admita un

inverso por la derecha, que recibirá el nombre de operador de extensión al igual que en el

caso Beurling.

Teorema 3.21. 1. Si {mp}∞p=0 verifica (γ1), entonces la aplicación R es sobreyectiva.

2. Si además {mp}∞p=0 también satisface (β2), entonces existe una aplicación lineal y

continua E : Λ{Mp} → E{Mp}([−1, 1]) tal que R ◦ E = id, es decir, la aplicación de

Borel admite una inversa por la derecha que es lineal y continua.

Demostración. 1. Sea {xp}∞p=0 ∈ Λ{Mp}, entonces existe H > 0 y C > 0 tal que para

cada p ∈ N0, |xp| ≤ CMpH
p.
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Dado h > 0, consideramos la siguiente sucesión definida como:

hmp, hmp, . . . , hmp︸ ︷︷ ︸
p veces

, hmp+1, hmp+2, . . .

Razonando de manera análoga al teorema 3.14, existe φp ∈ D([ −A
hm∗

p
, A
hm∗

p
]) tal que

∥φp∥∞ ≤ 2phpMp.

Sea Fp(x) := φp(x)
xp

p!
. Con unos argumentos similares al teorema previamente men-

cionado, se llega a que para cada j ∈ N0:

∥F (j)
p ∥∞ ≤ Mj

Mp

(Ae
h

)p(
h(2 +

1

A
)
)j

.

Por lo que ∥Fp∥[−1,1],h(2+ 1
A
) ≤ 1

Mp

(
Ae
h

)p

. Cogemos h > 0 que verifique que Ae
h

< 1
H
, es

decir que cumpla que h > AeH.

Sea f(x) :=
∞∑
p=0

xpFp(x), probemos que f ∈ E{Mp}([−1, 1]). Dado k ∈ N0, se tiene lo

siguiente:

|xp|∥Fp∥[−1,1],h(2+ 1
A
) ≤ CMpH

p 1

Mp

(Ae
h

)p

= C
(HAe

h

)p

,

por lo tanto
∞∑
p=0

|xp|∥Fp∥[−1,1],h(2+ 1
A
) < ∞, y de aqúı se deduce que f ∈ E{Mp}([−1, 1]).

Además, para cada k ∈ N0, f
(k)(0) =

∞∑
p=0

xpF
(k)
p (0) = xk, luego R(f) = {xp}∞p=0.

2. Para cada p ∈ N0, consideramos la siguiente sucesión:

mp,mp, . . . ,mp︸ ︷︷ ︸
p veces

,mp+1,mp+2, . . .

Razonando de nuevo como en el teorema 3.14, se tiene que existe φp ∈ D([−A
m∗

p
, A
m∗

p
])

tal que ∥φp∥∞ ≤ 2phpMp y si Fp(x) := φp(x)
xp

p!
, entonces para cada j ∈ N0:

∥F (j)
p ∥∞ ≤ Mj

Mp

(
Ae

)p(
2 +

1

A

)j

, (3.13)

y se tiene a su vez que si j < p:

∥F (j)
p ∥∞ ≤ Mj

Mp

(
Ae

)p(
2 +

1

A

)jmj+1 . . .mp

mp−j
p

=
Mj

Mp

(
Ae

)p(
2 +

1

A

)jMp

Mj

1

mp−j
p

(3.14)

Por otro lado, como {mp}∞p=0 satisface (β2), por el lema 2.17, dado ε > 0 existe

0 < β < 1 tal que para p suficientemente grande, se tiene lo siguiente:

máx
0≤j≤pβ

Mp

Mj

1

mp−j
p

≤ εp. (3.15)

Por lo tanto,
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Trabajo Fin de Máster, Roberto Lobón Većın

a) Si h ≥ 1 y j > pβ, hj−pβ ≥ 1 y por lo tanto, partiendo de (3.13), se tiene que:

∥F (j)
p ∥∞ ≤ Mj

Mp

(
Aeh−β

)p(
h(2 +

1

A
)
)j

. (3.16)

b) Si j ≤ pβ, para un p suficientemente grande y h ≥ 1, se puede llegar a partir de

(3.14) y (3.15) a lo siguiente:

∥F (j)
p ∥∞ ≤ Mj

Mp

(
Aeε

)p(
2 +

1

A

)j

≤ Mj

Mp

(
Aeε

)p(
h(2 +

1

A
)
)j

. (3.17)

Por lo que para p suficientemente grande y h ≥ 1, tenemos la siguiente desigualdad:

∥F (j)
p ∥[−1,1],h(2+ 1

A
) ≤

1

Mp

(
Aemáx{ε, h−β}

)p

. (3.18)

Sea H de manera que Ae ≥ H > 0, ε = H
Ae

y h =
(

Ae
H

) 1
β
. Por lo tanto, (3.18) queda

aśı:

∥F (j)
p ∥[−1,1],h(2+ 1

A
) ≤

Hp

Mp

. (3.19)

Definimos la aplicación E : Λ{Mp} → E{Mp}([−1, 1]) como E({xp}∞p=0) =
∞∑
p=0

xpFp.

Comprobemos que E es continua, ya que fácilmente se puede ver que es lineal y que

R ◦ E = id ya que F
(j)
p (0) = δj,p.

Sean n ∈ N y {xp}∞p=0 ∈ Λ{Mp},n. Dados k ∈ N0 y x ∈ [−1, 1], se tiene lo siguiente:

∥E({xp}∞p=0)∥[−1,1],h(2+ 1
A
) ≤

∞∑
p=0

|xp|∥Fp∥[−1,1],h(2+ 1
A
) ≤

∞∑
p=0

∥xp∥nnpMp
Hp

Mp

= ∥xp∥n
∞∑
p=0

npHp < ∞,

siH < 1
n
. Por lo tanto, sim = ⌈h(2+ 1

A
)⌉, donde ⌈·⌉ es la función parte entera por exce-

so, se tiene que ∥E({xp}∞p=0)∥[−1,1],m ≤ ∥E({xp}∞p=0)∥[−1,1],h(2+ 1
A
) ≤ ∥xp∥n

∑∞
p=0 n

pHp,

luego la aplicación E|Λ{Mp},n
: Λ{Mp},n → E{Mp},m([−1, 1]) es continua y por la proposi-

ción 1.57, E es continua.
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Caṕıtulo 4

Condiciones necesarias para el

operador extensión

En este caṕıtulo estudiaremos cuáles son las condiciones necesarias para poder construir

el operador E del caṕıtulo anterior, tanto en el caso Roumieu como en el caso Beurling.

Para lograr este objetivo, dividiremos el caṕıtulo en dos secciones distintas según el caso

que estemos tratando, del mismo modo que hicimos en el caṕıtulo 3.

En la sección relativa a los espacios de Roumieu se utilizará el teorema de factorización de

Grothendieck y en la correspondiente a los espacios de Beurling se usarán los teoremas que

se recogen en la sección 1.2.

4.1. Espacios de Roumieu

En esta sección se obtendrán las condiciones que ha de verificar la sucesión de cocientes

{mp}∞p=0 si se tiene la existencia del operador extensión E en el caso Roumieu.

Para ello, comenzaremos dando un teorema que caracteriza la sobreyectividad del operador

de Borel.

Teorema 4.1. R : E{Mp}([−1, 1]) −→ Λ{Mp} es sobreyectiva si y solo si {mp}∞p=0 satisface

(β1).

Demostración. ⇐) Lo hemos probado en el teorema 3.21.

⇒) Veamos que existen C, h > 0 tales que para cada p ∈ N0, se puede encontrar una

función Fp ∈ E{Mp}([−1, 1]) que verifica que ∥Fp∥h,[−1,1] ≤ C
Mp

y además F
(j)
p (0) = δjp

para cada j ∈ N0, y aśı razonando como en el teorema anterior, llegaremos a que
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{mp}∞p=0 cumple (β1).

Comencemos observando que E{Mp}([−1, 1]) = ∪∞
n=1E{Mp},n([−1, 1]) y que Λ{Mp} =

∪∞
n=1Λ{Mp},n. Por ser R sobreyectiva, se tiene que para cada n ∈ N:

Λ{Mp},n = in(Λ{Mp},n) ⊆ Λ{Mp} = R(E{Mp}([−1, 1])) = ∪∞
m=1R(E{Mp},m([−1, 1])),

donde in : Λ{Mp},n ↪→ Λ{Mp} es la inclusión, que es lineal y continua por la definición

de topoloǵıa de ĺımite inductivo.

Por lo que por el teorema de factorización de Grothendieck, existe m ∈ N tal que

Λ{Mp},n ⊆ R(E{Mp},m([−1, 1])), es decir, {x : ∥x∥n ≤ 1} ⊆ {x : ∥x∥n < ∞} ⊆ {R(f) :

∥f∥m,[−1,1] < ∞}.
Al ser R lineal y {R(f) : ∥f∥m,[−1,1] ≤ 1} un entorno de 0, existe C > 0 tal que

{x : ∥x∥n ≤ 1} ⊆ {R(f) : ∥f∥m,[−1,1] ≤ C}.
Aplicándolo al caso de que n = 1 y por el hecho de que R sea lineal, llegamos a que

para cada p ∈ N0, {x : ∥x∥n ≤ 1
Mp

} ⊆ {R(f) : ∥f∥m,[−1,1] ≤ C
Mp

}.
Concluimos observando que para cada p ∈ N0, ∥ep∥n = 1

Mp
, por lo que existe Fp,

∥Fp∥m,[−1,1] ≤ C
Mp

tal que R(Fp) = ep, es decir, F
(j)
p (0) = δjp para cada j ∈ N0.

Una vez visto este resultado, finalizaremos esta sección dando el teorema que nos permite

conocer las condiciones necesarias que ha de verificar la sucesión de cocientes {mp}∞p=0 si

existe el operador de extensión en el caso Roumieu.

Teorema 4.2. Existe un operador lineal y continuo E : Λ{Mp} → E{Mp}([−1, 1]) que verifica

que R ◦ E = id si y solo si {mp}∞p=0 verifica (β2) y (β1).

Demostración. Comenzamos observando que por el teorema 3.21, solo es necesario probar

que si existe el operador extensión E, la sucesión de cocientes satisface (β2), pues si se tiene

la existencia de E, es fácil comprobar que R es sobreyectiva y por lo tanto, aplicando el

teorema 4.1, se llega a que {mp}∞p=0 verifica (β1).

Sea Fp := E(ep), p ∈ N0, donde ep es el vector p-unitario, es decir epj = δjp. Como R◦E = id,

se tiene que F
(j)
p (0) = δjp para cada p, j ∈ N0.

Veamos que para cada H > 0, H ≤ 1, existen C, h ≥ 1 tales que para cada p ∈ N0, se tiene

que ∥Fp∥[−1,1],h ≤ C Hp

Mp
, es decir, para cada j ∈ N0, ∥F (j)

p ∥∞,[−1,1] ≤ C
HphjMj

Mp
.

Comencemos observando que E es continua, E{Mp}([−1, 1]) = ∪∞
n=1E{Mp},n([−1, 1]), Λ{Mp} =

∪∞
n=1Λ{Mp},n y que para cada n ∈ N, se tiene que:

E(Λ{Mp},n) ⊆ E(Λ{Mp}) ⊆ ∪∞
m=1E{Mp},m([−1, 1]) = ∪∞

m=1im(E{Mp},m([−1, 1])),
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Trabajo Fin de Máster, Roberto Lobón Većın

donde im : E{Mp},m([−1, 1]) ↪→ E{Mp}([−1, 1]) es la inclusión, que es lineal y continua por la

definición de topoloǵıa de ĺımite inductivo.

Por lo que por el teorema de factorización de Grothendieck, existem ∈ N tal que E(Λ{Mp},n) ⊆
E{Mp},m([−1, 1]), es decir, para cada n ∈ N, existe m ∈ N tal que {E(x) : ∥x∥n < ∞} ⊆ {f :

∥f∥m,[−1,1] < ∞}.
Ahora bien, se tiene que si L > 0, entonces {x : ∥x∥L < ∞} ⊆ {x : ∥x∥⌈L⌉ < ∞}, ya que

si ∥x∥L < ∞, entonces existe K > 0 tal que |xp| ≤ KLpMp ≤ K⌈L⌉pMp para cada p ∈ N0,

luego ∥x∥⌈L⌉ < ∞, obteniéndose de este modo que para cada L > 0, existe m ∈ N tal que

{E(x) : ∥x∥L ≤ 1} ⊆ {E(x) : ∥x∥L < ∞} ⊆ {f : ∥f∥m,[−1,1] < ∞}.
Puesto que {f : ∥f∥m,[−1,1] ≤ 1} es un entorno de 0, existe C > 0 de manera que

{E(x) : ∥x∥L ≤ 1} ⊆ {f : ∥f∥m,[−1,1] ≤ C} y al ser E lineal, para cada p ∈ N0, se tiene que

para cada H > 0 y para cada p ∈ N0, {E(x) : ∥x∥ 1
H
≤ Hp

Mp
} ⊆ {f : ∥f∥m,[−1,1] ≤ C Hp

Mp
}.

Por lo anterior se tiene que para cada p ∈ N0, ∥ep∥ 1
H
= Hp

Mp
, luego Fp := E(ep) cumple que

∥Fp∥m,[−1,1] ≤ C Hp

Mp
.

Una vez probado lo que queŕıamos, se tiene que por la expansión de Taylor, se tiene que

para cada j ∈ N0 y para cada x, con 0 ≤ x ≤ 1:

|F (p)
p (x)− 1| ≤ xj

j!
∥F (p+j)

p ∥∞,[−1,1] ≤
xj

j!
C
Hphp+jMp+j

Mp

(4.1)

= C
(hx)j

j!
(Hh)pmp+1mp+2 . . .mp+j.

Ahora bien, si j = p, entonces |F (p)
p (x)− 1| ≤ C (hx)p

p!
(Hh)pmp

2p. Además, si suponemos que

0 ≤ x ≤ A p!
1
p

m2p
, con A < h−2, se llega a que |F (p)

p (x)− 1| ≤ C(Ah2H)p.

Si H = 1 y A < h−2, |F (p)
p (x)− 1| ≤ C(Ah2)p, es decir, F

(p)
p (x) ≥ 1− C(Ah2)p, que para p

suficientemente grande, se tiene que F
(p)
p (x) ≥ 1

2
.

Si integramos p− j veces, donde 0 ≤ j ≤ p, se concluye que F
(j)
p (x) ≥ 1

2
xp−j

(p−j)!
y sustituyendo

la x por A p!
1
p

m2p
, se llega a que:

1

2

1

(p− j)!
·
(Ap! 1p
m2p

)p−j

≤ ∥F (j)
p ∥∞,[−1,1] ≤ C

HphjMj

Mp

. (4.2)

Puesto que p!
1
p ≥ (p− j)!

1
p−j , a partir de (4.2) se llega a que, para p suficientemente grande:

1

2

( A

m2p

)p−j

≤ C
HphjMj

Mp

⇒ Mp

Mj

1

mp−j
2p

≤ 2CA−(p−j)Hphj,

y como la aplicación x −→ x
1

p−j es creciente, se concluye que:(Mp

Mj

) 1
p−j 1

m2p

≤ (2C)
1

p−jA−1(Hphj)
1

p−j . (4.3)
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Sea 0 < β < 1
2
y sea j ∈ N el más pequeño que verifica que j ≥ β · p. Consideramos p

suficientemente grande para que βp := β + 1
p
≤ 1

2
.

Como β < 1
2
, se tiene que p

2
≥ j ≥ β · p, luego −β · p ≤ −j ≤ −p

2
lo que implica que

(1− β)p ≤ p− j ≤ p
2
, por lo que 1

p−j
≤ 2

p
. Además, como j es el menor entero que verifica

que j ≥ β · p, se tiene que j ≤ β · p+ 1, lo que conlleva que j
p−j

≤ β·p+1
p−j

= βp

p−j
.

Entonces como C, h ≥ 1, se deduce a partir de (4.3) que:(Mp

Mj

) 1
p−j 1

m2p

≤ (2C)
2
pA−1(Hhβp)

p
p−j . (4.4)

Sea ε > 0, con 1
A
≥ ε. Cogemos 0 < H < εA

2
≤ 1

2
y β tan pequeño para que hβp ≤ 2 a partir

de un p suficientemente grande. Entonces de (4.4) se tiene lo siguiente:(Mp

Mj

) 1
p−j 1

m2p

≤ (2C)
2
pA−1(εA)

p
p−j = (2C)

2
pA−1εA(εA)

j
p−j (4.5)

= (2C)
2
p ε(εA)

j
p−j ≤ (2C)

2
p ε ≤ 2ε,

donde en la última desigualdad se ha tenido en cuenta que para p suficientemente grande,

(2C)
2
p ≤ 2.

Por lo tanto, para p suficientemente grande y β pequeño, para que hβp ≤ 2, y j el mı́nimo

entero mayor que β · p, se tiene que:(Mp

Mj

) 1
p−j 1

m2p

≤ 2ε,

y aplicando el lema 2.17, se tiene que {mp}∞p=0 verifica (β2).

4.2. Espacios de Beurling

En esta sección se obtendrán las condiciones que ha de verificar la sucesión de cocientes

{mp}∞p=0 si se tiene la existencia del operador extensión E en el caso Beurling.

Teorema 4.3. Existe un operador lineal y continuo E : Λ(Mp) → E(Mp)([−1, 1]) que verifica

que R ◦ E = id si y solo si {mp}∞p=0 verifica (β1).

Demostración. Comenzamos observando que por el teorema 3.14, solo es necesario probar

que si existe la aplicación lineal y continua E en el caso Beurling, la sucesión de cocientes

verifica (β1).

Sea Fp := E(ep), p ∈ N0, donde ep es el vector p-unitario, es decir epj = δjp. Como R◦E = id,

se tiene que F
(j)
p (0) = δjp para cada p, j ∈ N0.
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Por la continuidad de E, se tiene que por el lema 1.20 para cada h > 0, h ≤ 1, existen

K > 0 y M > 0 tales que si definimos H ≥ máx{ 1
K
, 1} y C ≥ máx{M, 1}, obtenemos lo

siguiente:

∥Fp∥[−1,1],h = ∥E(ep)∥[−1,1],h ≤ M∥ep∥K = M
( 1
K
)p

Mp

≤ C
Hp

Mp

,

es decir, para cada h > 0, h ≤ 1, existen C,H ≥ 1 tales que para cada p ∈ N0, ∥Fp∥[−1,1],h ≤
C Hp

Mp
.

Razonando como en el teorema 4.2, se tiene que por la expansión de Taylor, para cada

j ∈ N0 y 0 ≤ x ≤ 1, se tiene que

|F (p)
p (x)− 1| ≤ C

(hx)j

j!
(Hh)pmp+1mp+2 . . .mp+j. (4.6)

Ahora bien, si j = kp, k ∈ N y 0 ≤ x ≤ A (kp)!
1
kp

m(k+1)p
, con A >

H2
1 (k+1)

k
> H2

1 , siendo H1 la

constante que se obtiene para h = 1, a partir de (4.6) se tiene que:

|F (p)
p (x)− 1| ≤ C(hA)kp(Hh)p = C((hA)khH)p. (4.7)

Seleccionamos h, 0 < h < 1
A

y k para que (hA)khH < 1, entonces para p suficientemen-

te grande se tiene que F
(2p)
2p (x) ≥ 1

2
. Integrando p veces, se tiene que F

(p)
2p (x) ≥ 1

2p!
xp y

sustituyendo x por A (kp)!
1
kp

m(k+1)p
, se llega a lo siguiente:

1

2p!

(
A
(2kp)!

1
2kp

m(k+1)2p

)p

≤ ∥F (p)
2p ∥∞,[−1,1] ≤ ∥F2p∥1,[−1,1] ≤ C

Hp
1

M2p

Mp (4.8)

= C
Hp

1

mp+1 . . .m2p

≤ C
H2p

1

mp
p
,

donde la última desigualdad se debe a que {mp}∞p=0 verifica (α).

Observemos que, a partir de la desigualdad (4.8) se tiene lo siguiente:

m2(k+1)p

mp

≥ 1

(2C)
1
p

(2kp)!
1

2kp

p!
1
p

A

H2
1

. (4.9)

Como m∗
p :=

mp

p
, p ∈ N, a partir de la desigualdad (4.9) se deduce que:

m∗
2(k+1)p

m∗
p

≥ 1

(2C)
1
p

(2kp)!
1

2kp

p!
1
p

A

H2
1

1

2(k + 1)
(4.10)

∼∞
2kpe−1(4πkp)

1
4kp

pe−1(2πp)
1
2p

A

H2
1

1

2(k + 1)
∼∞

k

k + 1

A

H2
1

,

por lo que ĺım
p−→∞

m∗
2(k+1)p

m∗
p

≥ k

k + 1

A

H2
1

> 1, verificándose (β1).
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Observación 4.4. Los teoremas 4.2 y 4.3 muestran que existe una gran diferencia entre el

caso que estemos trabajando con los espacios de Beurling y los de Roumieu.

Por ejemplo, si consideramos las sucesiones de Gevrey definidas en la observación 2.18,

llegamos a que estas sucesiones verifican (β1) pero no (β2), por lo que, para estas sucesiones,

se podŕıa construir el operador extensión en el caso de los espacios de Beurling, mientras

que no seŕıa posible en los espacios de Roumieu.

A continuación, nuestro objetivo va a ser probar, usando técnicas matemáticas más

avanzadas, que en el caso Beurling son equivalentes la sobreyectividad del operador de

Borel y la existencia del operador extensión. Para ello, enunciaremos un lema que servirá

para probar dicho resultado.

Lema 4.5. Si u ∈ C m((−∞, T ]) se anula en el eje negativo y {aj}∞j=1 es una sucesión de

números positivos, de manera que aj ≥ aj+1 para todo j ∈ N, con T ≤ a1 + . . . am, entonces

si x ≤ T

|u(x)| ≤
∑
j∈J

22j sup
y<x

a1 . . . aj|u(j)(y)|,

donde J = {j : 1 ≤ j ≤ m, aj+1 < aj o j = m}.

Demostración. Comencemos observando que si a ̸= 0, entonces

Ha ∗ au′(x) =
1

a

∫ x

x−a

au′(t)dt = u(x)− τau(x),

luego para cada 0 ≤ j ≤ m− 1,

u(j) = Haj+1
∗ aj+1u

(j+1) + τaj+1
u(j). (4.11)

Razonando desde el caso j = 0, llegamos a que:

u = Ha1 ∗ a1u′ + τa1u = Ha1 ∗ a1u′ + τa1Ha1 ∗ a1u′ + τa1τa1u (4.12)

= Ha1 ∗ a1u′ + τa1Ha1 ∗Ha2 ∗ a1a2u′′ + τa1τa2Ha1 ∗ a1u′ + τa1τa1u

= Ha1 ∗ a1u′ + τa1Ha1 ∗Ha2 ∗ a1a2u′′ + τa1τa2Ha1 ∗Ha2 ∗ a1a2u′′

+ τa1τa2τa2Ha1 ∗ a1u′ + τa1τa1u.

Repitiendo lo mismo que hemos hecho en (4.12), por inducción llegamos a que u se puede

expresar como una suma de términos de la forma:

τak1τak2 . . . τakiHa1 ∗Ha2 ∗ . . . ∗Haj ∗ a1a2 . . . aju(j), (4.13)
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donde i, j ≤ m, k1 ≤ k2 ≤ . . . ≤ ki y además akl ≥ al para cada l ≤ i.

Podemos establecer que cada término de la forma (4.13) le asociamos (i, j) ∈ Z2 y vamos a

definir el siguiente conjunto:

Z := {(i, j) : 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < m, aj+1 ≥ ai+1}.

Si a un elemento (i, j) ∈ Z le aplicamos (4.11), llegamos a dos términos de la forma (i, j+1)

e (i+1, j) ya que al pertenecer a Z, aki+1
= aj+1 ≥ ai+1. También tenemos que (i+1, j) ∈ Z

salvo que i + 1 = m y que (i, j + 1) ∈ Z a no ser que j + 1 = m o que aj+2 < ai+1 ≤ aj+1,

lo que implica que j + 1 ∈ J y que i+ 1 < j + 2.

Para ilustrar mejor esto, representamos Z y los posibles movimientos que se pueden hacer

cuando m = 7 y J = {1, 3, 6, 7}:

Por lo tanto, razonando a un modo análogo a como hemos hecho en (4.12) podemos llegar

a que u es suma de elementos de la forma (4.13) donde i = m o i < j y j ∈ J , es decir:

u =
∑
j≤m

τak1τak2 . . . τakmHa1 ∗Ha2 ∗ . . . ∗Haj ∗ a1a2 . . . aju(j) (4.14)

+
∑
j∈J

∑
i<j

τak1τak2 . . . τakiHa1 ∗Ha2 ∗ . . . ∗Haj ∗ a1a2 . . . aju(j).

Observemos que si x ≤ T , x − ak1 − . . . akm ≤ 0, luego el primer sumatorio de (4.14) es

idénticamente nulo.

Razonemos ahora en el segundo sumatorio. Observemos que el número de caminos que hay

75



Espacios Vectoriales Topológicos

para ir del punto (0, 0) al (i, j), es
(
i+j
i

)
≤ 2i+j < 22j, y además ∥Haj∥1 = 1 para cada

j ≤ m, por lo que si x ≤ T :

|u(x)| ≤
∑
j∈J

∑
i<j

|τak1τak2 . . . τakiHa1 ∗Ha2 ∗ . . . ∗Haj ∗ a1a2 . . . aju(j)(x)|

≤
∑
j∈J

∑
i<j

∥Ha1 ∗Ha2 ∗ . . . ∗Haj ∗ a1a2 . . . aju(j)∥∞,(−∞,x)

≤
∑
j∈J

22j∥Ha1∥1 . . . ∥Haj∥1a1 . . . aj∥u(j)∥∞,(−∞,x) =
∑
j∈J

22ja1 . . . aj∥u(j)∥∞,(−∞,x),

que es lo que queŕıamos conseguir.

Teorema 4.6. Son equivalentes:

1. {mp}∞p=0 verifica (β1).

2. Existe un operador lineal y continuo E : Λ(Mp) → E(Mp)([−1, 1]) tal que R ◦ E = id.

3. R : E(Mp)([−1, 1]) −→ Λ(Mp) es sobreyectiva.

Demostración.

1 ⇒ 2. Lo hemos probado en 3.14.

2 ⇒ 3. Sea x = {xp}∞p=0 ∈ Λ(Mp). Como R ◦ E = id, R(E(x)) = x, R es sobreyectiva.

3 ⇒ 1. Como R es sobreyectiva, R̃ : E(Mp)([−1, 1])/ker(R) −→ Λ(Mp) es lineal, continua y

biyectiva, al ser R lineal y continua, luego por los teoremas 1.47 y 1.48 y el corolario

1.68 se tiene que R̃−1 : Λ(Mp) −→ E(Mp)([−1, 1])/ker(R) es continua , por lo que por

la observación 1.14 y el lema 1.20, existen H,M > 0 tales que para cada x ∈ Λ(Mp),

∥R̃−1(x)∥∗1,[−1,1] ≤ M∥x∥ 1
H
, donde ∥R̃−1(x)∥∗1,[−1,1] := ı́nff∈R−1(x) ∥f∥1,[−1,1].

Aplicando lo anterior para cada p ∈ N0 al caso x = ep, llegamos a que ∥R̃−1(x)∥∗1,[−1,1] ≤
M Hp

Mp
, por lo que por la definición 1.13, fijado ε > 0, existe Fp ∈ R−1(ep) tal que

∥Fp∥[−1,1] − εHp

Mp
≤ ∥R̃−1(x)∥∗1,[−1,1], es decir, ∥Fp∥[−1,1] ≤ (M + ε)H

p

Mp
= C Hp

Mp
.

Sea τp := ı́nf{x, 1 : 0 ≤ x ≤ 1, F
(p)
p (x) < 1

2
} ≤ 1. Como por la definición de τp,

F
(p)
p (x) ≥ 1

2
en [0, τp], se tiene que F

(p)
2p (x) ≥ 1

2
xp

p!
en [0, τ2p].

Como τ2p ≤ 1 y F
(p)
2p (x) ≤ CH2pMp

M2p
para cada x ∈ [0, 1], se tiene que:

1

2

τ p2p
p!

≤ 1

2

xp

p!
≤ C

H2pMp

M2p

. (4.15)

Por lo tanto, de esta desigualdad se deduce que:

τ p2p ≤ 2C
H2pp!

m2pm2p−1 . . .mp+1

≤ 2C
H2pp!

mp
p

= 2C
H2p

(m∗
p)

p
, (4.16)
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es decir,

τ2p ≤ (2C)
1
p
H2

m∗
p

. (4.17)

Ahora bien, si probamos que para h > 0 y p suficientemente grande, τp ≥
∑

k≥2p
h
mk

,

tendŕıamos que {mp}∞p=0 verifica (γ1), y por la proposición 2.10, se tiene que la sucesión

cumple (β1), ya que:

∑
k≥p

1

mk

=

4p−1∑
k=p

1

mk

+
∑
k≥4p

1

mk

≤ 3p

mp

+
τ2p
h

=
3

m∗
p

+
τ2p
h

≤ (3 +
(2C)

1
pH2

h
)
1

m∗
p

≤ A

m∗
p

.

Probemos la última afirmación.

Sea P := {p ∈ N0 : τp <
∑

k≥2p
h
mk

}, donde h < mı́n{1
4
, 1
4H

, 1∑∞
k=0

1
mk

}. Veamos que

P es finito. Sea p ∈ P , consideramos la sucesión {nk}∞k=0 definida como nk := m2p

h
si

k ≤ p y nk :=
mk+p

h
si k > p y la siguiente función:

fp(x) :=

{
F

(p)
p (x)− 1 si x ≥ 0,

0 si x < 0.

Por el lema 4.5, se tiene que por la elección de h:

|fp(τp)| ≤
∑
k≥p

4k

n1 . . . nk

∥f (k)
p ∥∞,[0,τp] =

∑
k≥p

4khk

mp
2pm2p+1 . . .mp+k

∥f (k)
p ∥∞,[0,τp] (4.18)

≤
∑
k≥p

4khk

mp
2pm2p+1 . . .mp+k

CHpMp+k

Mp

=
∑
k≥p

4khkmp+1 . . .mp+k

mp
2pm2p+1 . . .mp+k

CHp

≤
∑
k≥p

4khkmp+1 . . .m2p

mp
2p

CHp =
C

1− 4h
(4hH)p.

Como h < 1∑∞
k=0

1
mk

, τp < 1, luego dado que Fp ∈ E(Mp)([−1, 1]), entonces F
(p)
p (τp) =

1
2
,

por lo que |fp(τp)| = 1
2
, por lo que a partir de (4.18), se tiene que 1

2
≤ C

1−4h
(4hH)p,

desigualdad solo cierta para un número finito de p ∈ N0, obteniéndose que P es finito.
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