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Introduccion

Uno de los teoremas clasicos de E. Borel, conocido hoy en dia como de Peano-Borel por
el descubrimiento posterior de la contribucién del primer autor al problema, afirma que dada
una sucesion cualquiera {a, }2° , de nimeros complejos, se puede encontrar una funcién f de
clase € en el intervalo [—1,1] (o en toda la recta real) de modo que f¥)(0) = a; para cada
j € Ng ={0,1,2,...}. En otras palabras, la aplicacién, denominada de Borel, que envia
cada funcién de €>*([—1,1]) en la sucesién de sus derivadas sucesivas en 0 es sobreyectiva
sobre CNo. La demostracién de este resultado se puede encontrar por ejemplo en el libro de
C.Zuily [10], y fue incluida en mi Trabajo Fin de Grado [6].

La memoria que presentamos tiene como objetivo profundizar en este tipo de resulta-
dos mediante el estudio de la sobreyectividad de la aplicacion de Borel, y la existencia de
inversas por la derecha para la misma, cuando se la restringe a las llamadas clases ultradife-
renciables, constituidas por funciones complejas indefinidamente derivables en un intervalo
compacto y cuyas derivadas sucesivas admiten cotas globales expresadas en términos de
una sucesiéon numeérica {Mp}g‘;o prefijada. Como se vera, dependiendo de la consideracion
en las acotaciones que definen las clases de un cuantificador universal o existencial, estas se
dividen en dos tipos, de Beurling o de Roumieu. Los ejemplos mas conocidos de cada una
de ellas son la de las restricciones de funciones enteras (tipo Beurling) y la de las funciones
analiticas con cotas globales en un intervalo (tipo Roumieu), que aparecen cuando M, = p!,
la sucesién de factoriales. Puesto que estas clases de funciones enteras o analiticas ya han
sido parcialmente estudiadas en el Grado en Matematicas de la Univeridad de Valladolid
(UVa), en particular en la asignatura de “Variable Compleja” de tercer curso, nos centrare-
mos aqui en aquellas clases intermedias entre la de funciones indefinidamente derivables y
la de funciones analiticas.

Los resultados fundamentales de la memoria estableceran condiciones necesarias y suficien-
tes sobre la sucesién {M,}>2, para que el operador de Borel, en la clase ultradiferenciable
asociada y con el espacio de llegada correspondiente, sea sobreyectivo, o para que, dotados

los espacios correspondientes de funciones o sucesiones numéricas de topologias adecuadas
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y naturales, dicho operador admita una inversa lineal y continua por la derecha. Este 1lti-
mo operador recibe el nombre de operador de extension, pues dada una sucesién numérica
proporciona una funcién definida e indefinidamente derivable en todo [—1, 1] cuya sucesién
de derivadas sucesivas en 0 es la dada de partida. De este modo, se extienden los datos,
concentrados en un unico punto del intervalo, para construir una funcién en todo él que
los incorpora adecuadamente, manteniendo al mismo tiempo el control global sobre el cre-
cimiento de sus derivadas en los mismos términos impuestos sobre los valores originales.
Pasamos a describir el contenido de los diferentes capitulos en los que se divide la memoria.
En el primer capitulo, se realiza una revisién de todos los resultados de la teoria general
de espacios vectoriales topologicos que vamos a usar, y que dividiremos a su vez en tres
partes. La primera seccion se va a centrar en aspectos generales de los espacios vectoriales
topoldgicos, vy en especial en los espacios localmente convexos. Dada la naturaleza topolégi-
ca de las clases de funciones que nos interesan, se desarrollard adecuadamente la teoria de
los conocidos como espacios de Fréchet y de los espacios limite inductivo. Serd necesario
realizar también una revision de los principales resultados relacionados con los filtros, una
herramienta topoldgica que sirve para tratar los conceptos de convergencia y completitud
en este marco general en el que los espacios no tiene porqué ser metrizables (es decir, su
topologia puede no coincidir con la dada por métrica alguna en el espacio). En la segunda
parte del capitulo se recogen una serie de resultados relativos al conocido como teorema
de categorias de Baire, concluyendo con los teoremas de la Aplicacién Abierta y del Grafo
Cerrado, que se vieron en la asignatura de “Introduccion a los espacios de Funciones” de
cuarto curso del Grado en Matematicas de la UVa, en el contexto de espacios de Banach.
El ultimo apartado se centra en la demostracion del teorema de factorizacion de Grothen-
dieck, que sera de gran utilidad en el ultimo capitulo de la memoria cuando se estudien las
condiciones necesarias para la existencia de operador de extensién en el caso de las clases
de tipo Roumieu, cuya topologia natural es la de limite inductivo de espacios de Banach.
Para este capitulo nos hemos basado principalmente en los textos clasicos de Horvath [5] y
Meise y Vogt [7]. Algunos resultados han sido presentados sin demostracién por encontrarse
incluida en mi Trabajo Fin de Grado [6].

En el segundo capitulo nos centramos en el estudio de diversas propiedades para la sucesién
{myp}52, consistente en los cocientes entre términos consecutivos de la sucesion {M,}52, a
partir de la cual se definen las clases funcionales bajo consideraciéon. Como se indicara, al-
gunas de estas propiedades pueden ser asumidas sin pérdida de generalidad en el estudio del
problema, como son la convexidad logaritmica (de acuerdo con resultados de H. Cartan [2] y

A. Gorny [3]) v la no casianaliticidad (esto debido a un resultado de T. Carleman [1] que se
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puede encontrar también en un trabajo mas reciente de V. Thilliez [9]). Otras propiedades
presentadas y estudiadas serdn precisamente las que caractericen la sobreyectividad de la
aplicacion de Borel y la existencia de inversas por la derecha para la misma. En particular,
se probara que la propiedad de no casianaliticidad fuerte, que caracteriza la sobreyectivi-
dad, admite varias formulaciones equivalentes que facilitaran su manejo en los siguientes
capitulos. La referencia que se ha seguido para esta parte de la memoria es el articulo de
H.-J. Petzsche [8].

En el siguiente capitulo, comenzamos definiendo los espacios de funciones de Beurling y
Roumieu asociados a la sucesién { M, }>° en un intervalo compacto [a,b] € Ry los espacios
de sucesiones correspondientes. Dichos espacios tienen una naturaleza topologica distinta:
mientras que los primeros son de forma natural espacios de Fréchet, para los segundos es
adecuada una topologia de limite inductivo. En consecuencia, dividiremos la presentacién
de los resultados que proporcionan condiciones suficientes sobre la sucesién {m,}>2, para
que la aplicacion de Borel sea sobreyectiva, o para que el operador extension E exista, segin
el tipo de espacio en el que nos encontremos. Para este capitulo, se utilizard de nuevo de
forma principal el articulo de Petzsche [8], completado con algunos resultados del libro de
L. Hormander [4].

En el cuarto capitulo, se probara que las condiciones suficientes introducidas en el estudio
previo son de hecho también necesarias para la sobreyectividad o para que exista el operador
de extension. En estos resultados serd vital utilizar la maquinaria desarrollada en el primer
capitulo, en concreto se usara el teorema de factorizacién de Grothendieck para los espacios
de Roumieu y el Teorema de la Aplicaciéon Abierta en el caso de los espacios de Beurling.
Las referencias [8] y [4] vuelven a ser las fuentes principales para el tratamiento de estos

resultados finales.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo recogeremos los distintos resultados de la teoria general de espacios
vectoriales topolégicos que seran de aplicacién a lo largo del Trabajo de Fin de Master. Se
dividira en tres secciones. En la primera, y con el objetivo de hacer el trabajo relativamente
autocontenido, se realizara una revisién de todas las definiciones y resultados elementales en
el ambito de los espacios vectoriales topoldgicos en general, para centrarnos a continuacion
en los espacios de Fréchet y en los espacios limite inductivo. Se demostrard gran parte de
los resultados, eludiendo solo algunas cuestiones que ya desarrollé en mi Trabajo de Fin de
Grado [6], y para las que se dard ademés la referencia pertinente donde se puedan encontrar.
En la segunda parte, se presentaran resultados relativos al conocido como teorema de cate-
goria de Baire, que se expondra en el marco de los conocidos como espacios de Baire. Estos
resultados ya fueron presentados, en un contexto algo menos general, en la asignatura de
7 Introduccion a los espacios de funciones”de cuarto curso del Grado en Matematicas de la
UVa.

Por 1ltimo, daremos una demostracion del conocido como teorema de factorizacion de
Grothendieck, que se aplicara al estudio de aplicaciones sobreyectivas entre espacios con

estructura de limite inductivo.

1.1. Espacios vectoriales topoldgicos

En esta seccion, se recogeran todos los resultados que necesitaremos relativos a los es-
pacios vectoriales topoldgicos, comenzando con definiciones generales de estos espacios para
luego centrarnos en dos tipos particulares de estos, los espacios de Fréchet y los de limite

inductivo.
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1.1.1. Definiciones y espacios vectoriales localmente convexos

Definicién 1.1 (Espacio vectorial topolégico). Un espacio vectorial topoldgico X sobre
un cuerpo K, que en nuestro caso sera R o C, es un espacio vectorial sobre K que también
es un espacio topoldgico en el que las operacidones suma y producto por un escalar, definidas
como (z,y) €e X x X —ax+ye Xy (\z) e Kx X — Az € X respectivamente, son

continuas, considerando en X x X y K x X la topologia producto.

Observacién 1.2. Como la suma en un espacio vectorial topoldgico es continua, tenemos
que las traslaciones son continuas, y como la inversa de una traslacién es una traslacion, se
tiene que las traslaciones son homeomorfismos.

Por lo tanto, solo con estudiar el sistema fundamental de entornos del 0 nos sirve, ya que

trasladando esta base de entornos conseguimos un sistema fundamental de cualquier punto.

Definimos a continuacién diversas propiedades de un conjunto que nos van a interesar

mas adelante.

Definicién 1.3. Sea X un espacio vectorial.

1. Se dice que un conjunto A C X es absorbente si para cada © € X, A absorbe a {z},

es decir, para cada = € X existe r > 0 tal que = € cA para cada ¢ € K, |¢| > 7.
2. Se dice que un conjunto C' C X es equilibrado si aC C C para cada a € K, |a| < 1.

3. Se dice que un conjunto 7' C X, con X un espacio vectorial topoldgico, es un tonel si

es cerrado, convexo, equilibrado y absorbente.

4. Se dice que un espacio vectorial topolégico es un espacio tonelado si cumple que todo

tonel es un entorno del 0.

Tras ver estas definiciones, daremos una serie de lemas técnicos, que nos serviran para la
seccién 1.2 y para asegurar la existencia de entornos del 0 que verifiquen unas determinadas

condiciones.

Lema 1.4. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Entonces todo entorno del origen contiene

a un entorno equilibrado del origen.

Demostracion. Sea U un entorno de Ox. Como la aplicacién K x X — X definida como
(A, ) — Az es continua, en particular lo es en (0,0x) € Kx X, luego existe W C X abierto,
con Ox € W yr >0 tal que B(0,r)- W CU.

Sea V' := Uxek 0<aj<rA - W. Comprobemos que V' era el entorno que buscdbamos:
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1. V es un entorno de Ox ya que W lo es, luego para cada A € K, A # 0, X\ - W sigue

siéndolo.

2. Veamos que V C U. Sea x € V, luego existe A € K, 0 < |\| < r tal que z € A\- W C
B(0,|\))-W C B(0,r)-W CU.

3. Veamos que V es equilibrado. Sea p € K, |u] < 1.

a) Sip=0,p-V={0x}C5-WCV.

b) Siu#0.Seax € p-V, se tiene que = €V, luego existe A € K, 0 < A < r tal
que =2 € A- W, es decir, v € Ap- Wy 0 < [Au| < [A[ <r, porlo que z € V.

]

Lema 1.5. Sea X un espacio vectorial topologico. Entonces dado un entorno U del origen,

existe V' entorno equilibrado del origen tal que V +V C U.

Demostracion. Como la aplicacién X x X — X definida como (z,y) — x+y es continua,
en particular lo es en (0,0) € X x X, luego existen Uy, Uy entornos del origen tales que
Uy+U, CU.

Sea Uy := U; N Us, que es entorno de 0. Por el lema 1.4 se tiene que existe V' C U entorno
equilibrado del 0, luego V +V CUy+ Uy C U, +U; CU. O

Lema 1.6. Sea X un espacio vectorial topoldgico y sea U un entorno del Ox. Si {r,}>2,

es una sucesion de numeros estrictamente positivos que cumple que lim r, = oo, entonces
n—oo
— (o)
X =uUx,rU.

Demostracion. Sea x € E. Como la aplicacién f, : K — X, definida como f,(\) := Az,

es continua, lo es en Ox luego f,'(U) = {\ € K: Ax € U} = I es un entorno abierto de Ox.

Por otro lado, se tiene que lim — = 0, por lo que existe ng € N tal que si n > ng entonces
n—00 Ty,
% €Iy ;- €U, deduciéndose asi que x € 1y, U. O]

Recordamos seguidamente el concepto de espacio localmente convexo y algin resultado

importante.

Definicién 1.7. Un espacio vectorial topologico X es localmente convezo si el 0 admite un

sistema fundamental de entornos convexos.

Definicién 1.8. Sea {p;};c; una familia de seminormas en X, siendo X un espacio vectorial

e I un conjunto de indices no vacio.
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La topologia generada por {p;}icr en X es aquella que tiene como sistema fundamental de
entornos del 0 a los conjuntos de la forma {V;.}jcr.~0 , de manera que J es finito, definidos

como
Vie={xe X :pi(zx) <eVje J}

El siguiente resultado relaciona el concepto de espacio vectorial topoldgico localmente

convexo con el hecho de que su topologia esté generada por una familia de seminormas.

Proposicion 1.9. Sea X un espacio vectorial topolégico. Entonces X es localmente convexo

sty solo si existe una familia {p;}ic; de seminormas en X que generan la topologia de X.
Demostracion. Se puede ver en el libro de J. Horvéth [5] en las pdginas 89 y 95. O

A continuacién, nos vamos a centrar en dos resultados que nos permiten demostrar
cuando un espacio cociente y un espacio localmente convexo son de Hausdorff.
Comencemos con el primero, fijando la notaciéon que usaremos a lo largo del trabajo y dando

un lema con el que podremos probar este resultado.

Notacion 1.10. Dado X un espacio vectorial topolégico y M un subespacio vectorial de
X, denotamos como p : X — X/M a la aplicacién cociente asociada, de manera que g es
la clase del espacio cociente que tiene a g como representante. Ademds, f € g si y solo si

existe h € M tal que f = g+ h.

A continuacién definiremos la topologia que usaremos para dar al espacio X/M estruc-

tura de espacio vectorial topoldgico, la conocida como topologia cociente.

Definicién 1.11. Sea X un espacio vectorial topolégico y M un subespacio vectorial de
X. Se define la topologia cociente de X/M como la topologia més fina entre todas las que

hacen que X /M sea un espacio vectorial topoldgico y que hacen que p sea continua.

Observacién 1.12. Esta topologia existe porque es la interseccion de todas las topologias
que hacen que X/M sea un espacio vectorial topolégico y que hacen que p sea continua, que
es a su vez una topologia, siendo este conjunto de topologias no vacio al estar la topologia

grosera.

A su vez, a partir de una seminorma ¢ de X se puede definir una asociada del espacio

X/M como sigue.

Definicién 1.13. Si X es un espacio vectorial, M es un subespacio de X y ¢ es una

~

seminorma en X, se define la seminorma cociente asociada a q, q, como q(f) := inffefq(f).

10
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Observacién 1.14. 1. FAcilmente se puede comprobar que g es una seminorma en X /M

a partir del hecho de que ¢ es una seminorma en X.

2. Si X es localmente convexo, existe una familia de seminormas {¢; };c1 que generan la
topologia. Veamos que la topologia de X /M esté generada por la familia de seminormas
{@}ier-

Si U es un entorno de 0 € X/M, existe W abierto de X/M tal que 0 € W C U,
luego p~1 (W) es abierto y 0 € p~1(W), por lo que existe J C I finito y € > 0 tal que
0€ V. Cp Y(W), donde V. :={z € X : ¢gj(x) < e Vj € J}, obteniéndose asi que
0€p(Vie) Splp~' (W) CW CU.

Por ultimo, se tiene que p(Vj.) = {z : ¢;(x) < e Vj € J} ya que si & € p(Vj,),
existe zg € V). tal que p(xg) = p(x), obteniéndose asi que para cada j € J, q;(7) =

inf,ez gj(x) < g;j(zo) < . Andlogamente se llega a la otra contencién.

Lema 1.15. Un espacio vectorial topolégico X es un espacio de Hausdorff si para cada

a # 0, existe un entorno V' de 0 tal que a ¢ V.

Demostracion. Comencemos observando que basta probar que si a # 0, entonces existe
un entorno U de 0 y otro W de a tal que U N W = (), ya que si tenemos esto y a # b,
entonces a — b # 0 y aplicando lo anterior podemos encontrar un entorno U de 0 y otro W
dea—btal que UNW = 0.

Por lo tanto, U 4 b es un entorno de b y W+ b es un entorno de a y (U +b) N (W +b) = 0,
vaquesiz € (U+b)N(W+b),z—becUNW, lo cual es absurdo.

Sea a # 0, por hipétesis existe V' entorno de 0 de manera que a ¢ V. Por el lema 1.5,
existe un entorno equilibrado U del 0 tal que U + U C V', luego U + a es un entorno de a
y UN (U +a) =0 ya que si existe z € U N (U + a), entonces encontramos y € U tal que
xr=y+a € U. Al ser U equilibrado, se tiene que:

a=x—yeU+UCYV,
llegando a un absurdo pues a ¢ V. [

Proposicion 1.16. Sea X un espacio vectorial topoldgico y M un subespacio de X . Entonces
X/M es de Hausdorff si y solo si M es cerrado.

Demostracion. =) Al ser X/M de Hausdorff, se tiene que {Z} es cerrado para cada

T € X/M, por lo que {6} es cerrado. Podemos concluir observando que p es continua
y que M = p~({0}).

11
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<) Supongamos que M es cerrado y sea T € X/M distinto de 0. Como p es sobreyectiva,
existe z € X, x ¢ M tal que p(z) = T # 0.
Por lo que al ser M cerrado, existe U un entorno de x tal que U N M = (), luego existe
V abierto tal que T € V C p(U) ya que p(U) es un entorno de 7.
Ademds, 0 ¢ p(U), ya que si no existe z € U tal que p(z) = 0 pero entonces = € M,
entrando en una contradiccién con el hecho de que U N M = (). Luego & — p(U) es un
entorno de 0 que verifica que T ¢ ¥ — p(U), ya que si se diese lo contrario, se tendria
que 0 € p(U), por lo que por el lema 1.15 X/M es de Hausdorft.
]

El segundo criterio sera para los espacios vectoriales localmente convexos. Comenzamos

por una definicién previa.

Definicién 1.17. Se dice que una familia de seminormas P = {p;};c;, definidas en un
espacio vectorial X, es separada si para cada x € X \ {0}, existe i € I tal que p;(z) # 0.

Observemos que esto es equivalente a que si para cada i € I, p;(x) = 0, entonces x = 0.

Teorema 1.18. Un espacio localmente convero X es de Hausdorff si su topologia puede

generarse por una familia P = {p;}icr separada de seminormas.

Demostracion. Se puede encontrar en el libro de J. Horvath [5, p. 96], y fue incluida en
6, p. 34]. O

El ultimo resultado de este apartado, valido para espacios localmente convexos, nos dara
una manera sencilla de comprobar cuando una aplicacién lineal es continua. Requiere de la

siguiente definicion.

Definicién 1.19. Diremos que una familia de seminormas P de un espacio vectorial X
es saturada si para cualquier subfamilia finita {p;};c; de seminormas de P, se tiene que

maxp; € P.

Es sencillo comprobar que la topologia de todo espacio localmente convexo se puede

considerar generada por una familia saturada de seminormas.

Proposicion 1.20. Sea X un espacio vectorial topoldgico localmente convexo cuya topologia
estd generada por una familia saturada {q;}ic; de seminormas continuas de X y sea'Y otro
espacio vectorial topologico localmente convexo cuya topologia estda generada por una familia
de seminormas continuas {r;}ep de Y. Entonces, una aplicacion lineal f : X — Y es
continua en X si y solo si para cada |l € L existen un i € I y M > 0 tales que m(f(x)) <
Mq;(x) para cada z € X.

12
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Demostracion. Se puede encontrar en el libro de J. Horvath [5, p. 97], y fue desarrollada
en [6, p. 35]. O

1.1.2. Filtros

Una vez que hemos mencionado distintas definiciones y propiedades relativas a los espa-
cios vectoriales topologicos, y en particular a los espacios localmente convexos, para hablar
de completitud de espacios vectoriales topoldgicos, y en particular de los espacios de Fréchet,

vamos a necesitar el concepto de filtro, que es lo que vamos a desarrollar en esta seccién.

Definicién 1.21. Sean X un conjunto y F C P(X), el conjunto de las partes de X, F # ().

Se dice que F es un filtro en X si satisface las siguientes propiedades:
1. Si AC X y existe B € F tal que A O B, entonces A € F.
2. La intersecciéon de una familia finita de elementos de F pertenece a F.
3. 0¢F.

Observacién 1.22. De las propiedades que debe de cumplir un filtro F se deducen las

siguientes propiedades:

1. La segunda propiedad de la definicién anterior es equivalente, por induccién, a que
la interseccion de dos elementos de F estd en F, es decir, si A, B € F, entonces
ANBeF.

2. A partir de la segunda y de la tercera propiedad, se deduce que la interseccién de una

familia finita de elementos de F nunca es vacia.
3. Como F # (), por la primera propiedad de filtro llegamos a que X € F.

Ejemplo 1.23. Sean X un espacio topoldgico y x € X. El conjunto de todos los entornos
de z, £(z), es un filtro en X.

De hecho, £(x) # 0 pues X € E(x); la interseccién finita de entornos de x es un entorno
de z;si A D By B es un entorno de x, entonces A lo es también y, por 1ltimo, el conjunto

vacio no puede ser un entorno de z porque z ¢ ().

Introducimos un concepto que se usa también con el mismo significado cuando se com-
paran dos topologias de un mismo espacio topoldgico y que sera de gran importancia cuando

hablemos de convergencia en términos de filtros.

13
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Definicién 1.24. Sean F; y F» dos filtros de un mismo conjunto X. Diremos que JF; es
mas fino que Fy si Fi D Fo.

A continuacién, veremos un resultado donde dado un subconjunto de P(X) con unas
propiedades particulares, siendo X un conjunto cualquiera, podremos construir un filtro con

especial interés.

Definicién 1.25. Sean X un conjunto y B C P(X) no vacio.

Diremos que B es una base de filtro en X si cumple estas dos propiedades:
1. Si A,B € B, entonces existe C' € B tal que AN B D C.
2. 0 ¢ B.

Proposicion 1.26. Si B es una base de filtro en X, entonces el conjunto F formado por

todos los subconjuntos de X que contienen a algun elemento de B es un filtro.

Demostracion. Comencemos observando que F # () pues B # (). Una vez hecho este

comentario, veamos que se cumplen las tres propiedades mencionadas en la definicién 1.21.

1 Sean A C X y B € F que verifica que A O B. Como B € F, existe C' € B tal que
B D C, porlo que A D C, es decir, A € F.

2 Por la observacion 1.22.1 basta ver que si A, B € F, entonces AN B € F.
Dado que A, B € F, se tiene que existen C', D € B tales que A D C'y B D D, luego
ANB D CND. Por otro lado, por la primera propiedad que cumple B, existe £ € B
tal que AN B 2 CND D E, deduciéndose asi que AN B € F.

3 Razonemos por reduccién al absurdo. Si ) € F, entonces existe A € B tal que A C (),

por lo tanto A = (), llegando a una contradiccién, pues 0 ¢ 5.
]

Definicién 1.27. En las condiciones de la proposicion 1.26, diremos que F es el filtro
generado por B.

Dos bases de filtro By y By diremos que son equivalentes si generan el mismo filtro.

Veremos a continuacién un ejemplo significativo que estara presente en lo que tratemos

relativo a filtros, el filtro de Fréchet.
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Ejemplo 1.28 (Filtro de Fréchet). En este caso X = N y consideraremos para cada
n € N el conjunto S, := {m : m > n}. Veamos que § = {S,, : n € N} es una base de filtro.
Fécilmente se ve que S no es vacio y que ) ¢ S.

Por otro lado, sean n, m € N. Consideramos S,, N S,, = {z : 2 > méax{n,m}}, por lo que si
N > méax{n,m}, entonces S,, NS, 2 Sn.

De este modo, por la proposicion 1.26, S es una base de filtro, y el filtro F que genera se

conoce como filtro de Fréchet.

Para acabar de darle sentido a la importancia del filtro de Fréchet, necesitaremos el
siguiente resultado, el cual nos proporciona una manera sencilla de generar filtros a partir

de una base de filtro teniendo una aplicacion.

Proposicion 1.29. Sean X e Y dos conjuntos, B una base de filtro en X y f : X = Y

una aplicacion. Entonces f(B) es una base de filtro en Y .

Demostracion. Tenemos que comprobar si f(B) satisface las dos condiciones de la pro-
posicién 1.26.

Sean A, B € B, al ser B base de filtro, existe C' € B tal que AN B DO C, por lo que
F(A)N £(B) 2 f(AN B) 2 F(O).

Como B # (), entonces f(B) # 0. Por otro lado, puesto que () ¢ B, entonces para cada
Ae B, f(A) #0, luego O ¢ f(B). m

Veremos en el siguiente ejemplo un caso de aplicacion relacionado de manera directa con
el filtro de Fréchet.

Ejemplo 1.30 (Filtro elemental asociado a una sucesién). Sea X un conjunto y
{z,}5°, una sucesién de elementos de X. Usando el ejemplo 1.28 y la aplicacion N — X
definida como n € N — x,,, llegamos a que 0 = {S,, : n € N}, con S, := {2, : m > n}, es
una base de filtro en X.

Al filtro que genera la base o se le conoce como filtro elemental asociado a la sucesion

{z,}5%, v lo denotaremos como F({z,}).

Hasta ahora, en todos los resultados presentados no pediamos ninguna condiciéon al
conjunto X. Lo siguiente que vamos a hacer es imponer al conjunto X que tenga una

estructura de espacio topoldgico, empezando con las siguientes definiciones.

Definicién 1.31. Sean X un espacio topolégico y B una base de filtro en X. Diremos que
x € X es adherente a B si para cada A € B, x € A.
Ademés, si F es un filtro, diremos que = € X es adherente a F si para cada A € F, z € A.
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Definicién 1.32. Sean X un espacio topolégico y x € X. Diremos que una base de filtro

B es un sistema fundamental de entornos de x si genera el filtro de todos los entornos de x,

E(x).

Esta 1ltima definicion serd de gran utilidad en los distintos conceptos y resultados rela-

tivos a la convergencia de filtros, aspecto en el que nos centraremos a continuacion.

Definicién 1.33. Sean X un espacio topolégico y x € X. Diremos que un filtro F en X
converge a x si F D E(x).

Una base de filtro B converge a x si lo hace el filtro que genera.

La nocién de convergencia de sucesiones se puede dar en términos de convergencia de
los filtros asociados a la sucesion presentados en el ejemplo 1.30. Para ello, en primer lugar
introduciremos la definicién de convergencia de sucesiones en términos de entornos y después

comprobaremos que es equivalente a la convergencia anteriormente mencionada.

Definicién 1.34. Sean X un espacio topoldgico, {x, }°°, una sucesién de elementos de X.
Diremos que la sucesién converge a € X si para cada entorno V' € £(z), existe ng € N tal

que z,, € V para cada n > ny.

Observacién 1.35. 1. La definiciéon anterior es equivalente a afirmar que para cada
V e E(x), existe ng € N tal que V' 2 §,,,, deduciéndose asi que F({z,}) 2 &(x).
Por lo tanto, la convergencia de {x,}52, hacia x no es mas que la convergencia hacia

x del filtro elemental asociado a {x,}5° ;.

2. Si ademas X es localmente convexo, sabemos por la proposicion 1.9 que su topologia
estd generada por una familia {p;};e; de seminormas.
Por lo tanto, tenemos que si {z,,}°°, converge a x € X y consideramos j € [ y £ > 0,
Vje + « pertenece al sistema fundamental de entornos de z. Como ademas, se tiene
que F({z,}) D &(z), entonces existe ny € N tal que para cadan >ng Vj. +z 2 S,
ya que S, 2 Sp41, es decir para cada n > ng, p;(z, — ) < €, y reciprocamente.
Por lo tanto, en un espacio localmente convexo {x,}°°, converge a x si y solo si para

cada j € I y para cada € > 0, existe ng € N tal que p;(x, — x) < ¢ para cada n > ny.

A lo largo del Grado en Matematicas, el concepto de convergencia de una sucesion
viene con frecuencia asociado con el de sucesion de Cauchy, por lo que vamos a definir el
significado de sucesién de Cauchy en términos de un tipo de filtros, los filtros de Cauchy,

donde necesitaremos ademas que el espacio X sea un espacio vectorial topologico.
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Definicién 1.36. Sean X un espacio vectorial topoldgico. Diremos que un filtro F en X
es de Cauchy si para cada entorno V de 0 en X, existe U € F tal que U — U C V, es decir
paracadax,yec U,z —y e V.

Diremos que una sucesion {x,}2, es de Cauchy si F({x,}) es de Cauchy.

Observacién 1.37. . Analogamente a lo realizado en la observacion 1.35, se tiene que si X
es localmente convexo, {z,}7°, es de Cauchy si para cada j € I, y € > 0 se tiene que existe

no € N tal que p;(z, — z,,,) < € si n,m > ny.

Veremos ahora un resultado que tendra como consecuencia directa que toda sucesion

convergente de elementos de un espacio vectorial topologico X es de Cauchy.

Proposicion 1.38. Sean X un espacio vectorial topoldgico y F un filtro en X que converge
abe A. Entonces F es de Cauchy en A.

Demostracion. Sea V un entorno de 0 en X y sea U un entorno equilibrado del 0 que
verifica que U + U C V que sabemos que existe por el lema 1.5.
Al ser U un entorno de 0, b+ U es un entorno de b y como JF converge a b € A, entonces

existe W e F tal que W C U + b. Sean y, w € W, al ser U equilibrado tenemos que:
r—y=x—-b—(y—b)eU+UCV.

Por lo que W — W C V', luego F es un filtro de Cauchy. O

Corolario 1.39. Si {,}5°, converge a v € X, entonces {x,}°, es de Cauchy.

Demostracion. Basta aplicar el resultado anterior al filtro F({z,}). O

Veremos ahora un lema que usaremos para probar un resultado central de esta seccion,

el teorema 1.48.

Lema 1.40. Sean X un espacio vectorial topolégico y x € X. Si x es adherente a un filtro

de Cauchy F en A C X, entonces F converge a x.

Demostracion. Sea V un entorno del 0 y sea W un entorno del 0 que verifique que

W+ W C V. Al ser F de Cauchy, existe A € F tal que A — A C W.
Como z es adherente a F, entonces € A, por lo que AN(z+W) # 0. Seay € AN(z+W),
se tiene que si z € A, z —y € W, por lo que:

zey+WCax4+W+WCax+V,

luego A C =+ V y al ser F un filtro, deducimos que = +V € F, es decir, F 2O &(x),

concluyéndose asi que F converge a . O]
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1.1.3. Espacios de Fréchet

Un tipo de espacios localmente convexos que merece la pena destacar son los espacios de

Fréchet, que son un tipo particular de espacio metrizable, que sera definido a continuacién.

Definicién 1.41. Se dice que un espacio vectorial topologico X es metrizable si existe una

métrica d : X x X — R que induce la topologia de X.

Observacién 1.42. Obviamente un espacio vectorial topolégico metrizable siempre es de
Hausdorft.

A continuacién, daremos una caracterizacién de los espacios localmente convexos metri-

zables.

Proposicion 1.43. Un espacio localmente convexo X es metrizable si y solo si es de Haus-

dorff y su topologia estd generada por una familia numerable de seminormas.

Demostracion. Se puede encontrar en el libro de J. Horvath [5] en las paginas 110-116. [J

Definiremos la completitud en términos de filtros en el caso de que el espacio en el que

estemos sea vectorial topoldgico.

Definicién 1.44. Un espacio vectorial topologico X es completo si cada filtro de Cauchy

F en X converge a un punto x € X.

Definicién 1.45. Un espacio vectorial topoldgico localmente convexo X se dice que es un

espacio de Fréchet si es metrizable y completo.

Observacién 1.46. Si el espacio vectorial topologico X es metrizable, para probar que X
es completo, bastaria probar que cada sucesién de Cauchy de elementos de X converge a un
elemento de X. La demostracion de este hecho se puede encontrar en el libro de J. Horvath
[5, p. 135].

Concluiremos esta seccion dando dos teoremas, que nos indicaran que el espacio cociente
con la topologia cociente definida en 1.11, con M un subespacio cerrado del de partida, es

metrizable y completo cuando lo sea el original.

Teorema 1.47. Sean X un espacio vectorial topologico y M un subespacio cerrado de X.

Si X es metrizable, entonces X /M es metrizable.
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Demostracion. Como X es metrizable, se tiene que su topologia estd generada por una
familia numerable de seminormas {g, }>° ;. Por la observacién 1.14, tenemos que la topologia
de X/M esta generada por la familia de seminormas {g, }52 .

Por otro lado, al ser M cerrado por el lema 1.16, tenemos que X/M es de Hausdorff,
concluyendo que X/M es metrizable. O

Teorema 1.48. Sean X un espacio vectorial topologico y M un subespacio cerrado de X.

Si X es metrizable y completo, entonces X /M es metrizable y completo.

Demostracion. Comenzamos indicando que por el teorema 1.47, sabemos que X/M es
metrizable, por lo que por la observaciéon 1.46 para probar que X/M es completo basta
comprobar que toda sucesion de Cauchy es convergente.

Para ello, sea {V,, : n € N} un sistema fundamental de entornos de 0 € X, que se puede
tomar numerable al ser X metrizable, que verifica que V.11 + V,,11 C V,, para cada n € N,
que sabemos que existe por el lema 1.5.

Definimos para n € N, V,, como V,, := p(V,,), entonces {V, : n € N} es un sistema funda-
mental de entornos de 0 por la proposicién 1.29.

Sea {7} }72, una sucesion de Cauchy en X/M. Entonces por la definicién de sucesién de
Cauchy, para cada n € N existe k, € Ny tal que Z, — 7; € YA/n para cada k,l > k,, por lo que
podemos extraer una subsucesion {Zy, }7°, de la de partida que verifique que Ty, — Ty, € V,
sil, m>n.

Sean n € N, y, z € X tales que y € 2y, y z € T),, con [,m > n. Por lo tanto, y — 2z € ‘A/n, es
decir, y — 2z € V,, + M. Luego si [,m > ny z € Ty,,, entonces Ty, N (z + V,,) # 0, ya que si
Y € Ty, se tiene que y € z + V,, + M, deduciéndose que existen v € V,, y u € M tales que
y—u=z4+vez+V, yademésy/—\u:g/j:/x\kl, o dicho de otro modo, y — u € T,.
Definimos de manera inductiva la sucesion {xy}32, que satisfaga que x¢ € Zy y supongamos
que ya elegimos los elementos x; con 1 < i < n de manera que x; € Ty,. Elegiremos si p > 0,

Tnip € X que cumpla que x4, € T, N (Tpyp—1+ Vaip-1) € Tpip—1+ Vigp-1. Por lo tanto,

n+p

se tiene lo siguiente:

Tntp € Tntp-1 + Vnerfl g Tpyp—2 + Vn+p72 + vn+p71 g s
g Tn +Vn +Vn+1 +...+ Vn+p—l g Tn + Vn—l-
De este modo, se concluye que sip >0y n > 1, 2,4, — z, € V,,_1, por lo que la sucesién
{z,}22, es de Cauchy en X. Como este espacio es completo, existe z € X tal que {z,}5°,

converge hacia z, luego la sucesion {p(z,) = T, }°°, converge hacia p(x) = Z.

Al darse esta convergencia y ser X/M metrizable, se tiene que 7 es adherente a F({Z,}),
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que es de Cauchy, por lo que aplicando el lema 1.40 se concluye que {Zy}3>, converge a
z. m

1.1.4. Espacios limite inductivo

Procedemos ahora al estudio de otro tipo de estructuras, los espacios limite inductivo de

una familia de espacios localmente convexos.

Definicién 1.49. Sean {E;};c; una familia de espacios vectoriales localmente convexos, E
un K espacio vectorial y 7; : E; = E| i € I, lineal.

Se dice que son un sistema inductivo si Uierj;(E;) = E'y se denotard como (j; : E; — E)er.
Ademas, se dice que FE tiene la topologia de limite inductivo si dotamos a E con la topologia

mas fina entre todas las que hacen que E sea localmente convexo y que las j; sean continuas.

Observaciéon 1.50. La topologia de limite inductivo siempre existe porque es la interseccién
de todas las topologias que hacen que E sea localmente convexo y que las j; sean continuas, y

este conjunto de topologias es no vacio porque la topologia grosera cumple estas condiciones.

Definicién 1.51. Un sistema inductivo (j, : E, — E),en se dice que es un espectro encajado

(en inglés embedding spectrum) si para cada n € N se tiene lo siguiente:
1. E, es un subespacio vectorial de 'y j, =1, : E,, — E es la inclusién.
2. E, C E,+1 v lainclusion F,, — E, 1 es continua.
Diremos que E es el limite inductivo de {E, },en v lo denotamos como E = ind F,,.

A continuacién, vamos a dar un ejemplo de un espacio muy comin al que se le suele

dotar de topologia de limite inductivo.

Ejemplo 1.52. D(R) es el limite inductivo de { £, }52 , definidos como E,, := {f € €*°(R) :
sop(f) C [—n,n]}, considerando en estos espacios la topologia de la convergencia uniforme

de la funcién y de todas sus derivadas, que los convierte en espacios de Banach.

Nos interesa caracterizar a continuacién cuando una aplicacion entre limites inductivos

va a ser continua, de un modo similar a lo que hicimos en la proposicion 1.20.

Definicién 1.53. Se define la envolvente convexa de un conjunto P como el menor convexo

que contiene a P y lo denotaremos como C'(P).
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Observacién 1.54. Dado un conjunto P, la envolvente convexa siempre existe porque es la
interseccién de todos los convexos que contienen a P: dicha familia de convexos es no vacio

al ser el espacio ambiente un convexo, y la interseccion de conjuntos convexos es convexa.

Lema 1.55. Sea (j; : E; — F)ier un sistema inductivo y dotemos a F de la topologia
de limite inductivo. Entonces un conjunto equilibrado, absorbente y convexo V- C F' es un

entorno del 0 en F si y solo si j; (V) es un entorno del 0 en E; para cada i € I.
Demostracion. =) Basta observar que las j; son continuas y V' es un entorno del 0.

<) Sea B la familia de los conjuntos absorbentes, equilibrados y convexos U de F' tales
que j; *(U) es un entorno del 0 en E; para cada i € I. Es sencillo comprobar que B es
una base de filtro, y que es sistema fundamental de entornos de 0 para una topologia
7 en F'. Dicha topologia es compatible con la estructura vectorial, localmente convexa,
y hace claramente continuas a todas las j;, de modo que, por definicién, esta topologia
es menos fina que la topologia limite inductivo. Veamos la contencién reciproca.
Sea U un entorno del 0 en F' de la topologia limite inductivo. Por la construcciéon de
esta topologia, existe una coleccién {;}}_; de topologias que hacen que F' sea local-
mente convexo y que las j; sean continuas, de manera que U 2 Ni_; W}, de manera
que Wy € 71, es un entorno equilibrado, absorbente y convexo del 0 en F.
Observemos que W = N_, W}, € B al ser equilibrado, absorbente y convexo y para
cada i € I, se tiene que j; (W) = Ni_,j; (W) es un entorno del 0 en E;. Por lo
tanto, U € T.
Por otro lado, para cada ¢ € I, sea R; un sistema fundamental de entornos del 0 en
E;. Veamos que S := {C(Uier7:(U;)) : U; € R;} es una familia de entornos del 0 en F.
Sea U € §. Entonces U es equilibrado, absorbente, convexo y para cada ¢ € I,
371 (U) D U;. Es decir, U € B.
Procederemos a continuacién a probar la implicacién pedida. Como j; es lineal y
371 (V) es un entorno de 0 en E;, 0 € j;(j; ' (V)) € V para cada i € I. Por lo tanto, al
ser V convexo, V 2 C(Userji(5:1 (V).
Como, por hipdtesis, para cada i € I, j;'(V) es un entorno del 0 en E; y S es una
familia de entornos del 0 en F', V' es un entorno del 0 en F.

]

El siguiente resultado caracteriza cuando una aplicaciéon de un sistema inductivo a un

espacio localmente convexo es continua.
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Proposicién 1.56. Sea F' un espacio localmente convezo y sea (j; : E; — E)ier un sistema
inductivo, donde a E se le dota de la topologia de limite inductivo. St f : E — F es lineal,

entonces f es continua si y solo si para cada t € I, fig, : By — I es continua.

Demostracion. =) Si f es continua y el sistema inductivo (j; : E; — E);es tiene la
topologia de limite inductivo, j; es continua para cada i € I, luego f o j; es continua

para cada ¢ € I.

<) Sea V un entorno absorbente, equilibrado y convexo de Or de un sistema fundamental
de entornos convexos de O, el cual sabemos que existe al ser F' localmente convexo.
Tenemos que fE(V) es un entorno de 0 para cada i € I, luego j; ' (f~%(V)) es un
entorno de 0 para cada ¢ € I.
Como f es lineal, nos basta comprobar que f~1(V) = {z € E: f(x) € V} es convexo,
ya que lo cual es cierto ya que si x,y € f~'(V), entonces para cada t € [0,1], f(tx +
(1—t)y) =tf(x)+(1—t)f(y) € V al ser V convexo, por lo que tx+(1—t)y € f~1(V).
Aplicando el lema 1.55, deducimos que f~!(V) es un entorno de 0, concluyendo que
f es continua en 0 y como f es lineal, f es continua.

]

Concluiremos con esta coleccién de resultados relativos a la continuidad en sistemas
inductivos, con uno que nos permite comprobar si una aplicacion entre limites inductivos es

continua.

Proposicion 1.57. Sean E = ind E,, y F = ind F,, dos limites inductivos y sea f : E — F
una aplicacion lineal que verifica que para cada n € N, existe m € N tal que f(E,) C F, y

Jie. © En — F, es continua, entonces [ es continua.

Demostracion. Observemos que F' es localmente convexo y que como fig, : B, — F),
es continua, entonces para cada n € N, fig, oy : B, — F es continua, por lo que por la

proposicion 1.56, f es continua. O

1.2. Espacios de Baire

Esta seccion recogerd resultados relativos al conocido como teorema de categoria de
Baire, ya visto para espacios métricos en la asignatura de ” Introduccion a los espacios de
funciones”de cuarto curso del Grado en Mateméticas de la UVA. Nosotros generalizaremos

este resultado para los conocidos como espacios de Baire.
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Una vez hecho esto, también generalizaremos el Teorema de la Aplicacion Abierta y del

Grafo Cerrado para espacios metrizables y completos, es decir, de Fréchet.

1.2.1. Espacio de Baire y Teorema de Baire

Comenzaremos recordando las definiciones de conjunto raro y conjunto de primera y

segunda categoria.
Definicién 1.58. Sea X un espacio topolégico.
1. AC X es raro si int(A4) = 0.

2. A C X es de primera categorfa en X si existe {4,}°°, de conjuntos raros tales que

3. A C X es de segunda categoria en X si no es de primera categoria.

4. Un espacio topolégico X se dice que es de Baire si todo subconjunto A C X abierto

es de segunda categoria.

A partir de estas definiciones, se pueden deducir algunas propiedades, que aparecen

recogidas en la siguiente observacion.

Observacién 1.59. 1. De la definicién de conjunto raro, se deduce que si A C X es

raro, entonces A° es denso en X, ya que int(A4) = ().
2. Si AC By B es raro, entonces A es raro ya que int(A4) C int(B) =

3. Si X es un espacio de Baire, se puede deducir del hecho de que X es abierto que
X no se puede expresar como union numerable de conjuntos raros. Por lo tanto, si

X = U;2,F,, de manera que F), es cerrado para cada n, entonces existe m € N tal
que int(F,) # 0.

El siguiente resultado nos permite caracterizar cuando un espacio topologico es de Baire,

que serd usado en el teorema de Baire.

Proposicion 1.60. Sea X un espacio topologico. Entonces X es de Baire si y solo si para

cada sucesion {G,}°2, de abiertos y densos en X, se tiene que NG, = X.

Demostracion. <) Sea A = U2 | A,, de manera que ,por la observacién 1.59, para cada

neN, 4, es denso y abierto,al ser el complementario de un cerrado, en X.
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7 —\¢ ———— —\¢
Entonces por hipdtesis, (U;’le An> =N, A, = X, es decir (U;’L"Zl An) es denso
en X.
__ __NC¢C
Observemos que A C U2 A, luego ) = AN (U;‘f’:l An> , deduciéndose asi del hecho

de que <U;’l":1 A_n> es denso en X que A no puede ser un abierto de X, por lo que X

es de Baire.

=) Supongamos que X es de Baire y sea {G,,}22, una sucesién de subconjuntos abiertos
y densos en X.

Sea A,, := G¢, entonces A, es cerrado y raro ya que:
int(A4,) =int(X \ G,) = X \ cl(G,) = X\ X = 0.

Por lo tanto, A := U A, no tiene puntos interiores, porque de tenerlos existiria
V C A abierto y entonces como V N A, es raro para cada n € N, se tendria que
V =02,V NA,. Es decir, int(A4) = 0.
Podemos concluir observando que A¢ = N, AS = N2, G,,, luego se tiene que N>, G,, =
(X \A) =X \int(A) = X.

[

Daremos a continuacién una notacién que usaremos a lo largo de lo que queda de capitulo.

Notaciéon 1.61. Sea X un espacio y sea d una distancia en X. Dados a € X y r > 0,
denotaremos como B,.(a) := {x € X : d(z,a) < r} ala bola cerrada de centro a y radio r y

como a U,(a) :={z € X :d(x,a) < r} ala bola abierta de centro a y radio r.
Estamos ahora en condiciones de probar el Teorema de Baire.
Teorema 1.62. (de Baire) Un espacio topoldgico metrizable y completo es de Baire.

Demostracion. Sea X un espacio completo y metrizable y sea d una distancia que induce
la topologia en X.

Sea {G,}°°, una sucesién de subconjuntos abiertos y densos de X y sea H un abierto no
vacio de X. Hay que probar que H N (ﬂj‘l":o Gn> = (), y por la proposicién 1.60, X serd de
Baire.

Para ello, vamos a determinar de manera inductiva una sucesion {B,, (a,)}:,, donde se
verifica que B,,(ag) C H y para cadan € N, B, (a,) C By, ,(an-1) N Gpo1 y 1y < L.
Supongamos que ya tenemos elegidas B, (a;), para 0 < i < n — 1. Entonces se tiene que
int(B,,_,(a,—1)) N G,_1 es un abierto no vacio, al ser G,_; denso., por lo que existe a, €
int(B,,_,(an-1)) N Gpo1 y 7 < = tal que a, € By, (a,) € int(B,,_, (an-1)) N Gn_1.
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Podemos deducir que la sucesién {a,}>°, es de Cauchy, ya que para n,m > k, a,,a, €
B, (ay), luego d(an, an) < d(an, ar) + d(ay, an) < £ — 0 si k — 00, luego como X es
completo, existe a € X tal que la sucesion {a, }5°, converge a a, que pertenece a cada bola
B, (a,), por la construccién de estas, por lo que:

0 € M21Br,(an) € Byyfa0) 1 (7520 Gu) € H N (032G,

n=0
de lo que se deduce que H N ( 0 Gn> # (), que es lo que querfamos. O]

Concluimos esta seccién probando que los espacios de Fréchet son, por ser de Baire,

tonelados.
Proposicion 1.63. Un espacio localmente convero X que sea de Baire es tonelado.

Demostracion. Sea T un tonel, entonces T' es cerrado, convexo, equilibrado y absorbente.
Como T es absorbente, se tiene que X = U2 ;nT. Puesto que la aplicaciéon z — ma es un
homeomorfismo, X es unién numerable de cerrados, luego dado que X es de Baire, se tiene
que existe m € N tal que mT tiene un punto interior y por lo tanto, se tiene que 7" tiene un
punto interior zy. Sea V' un entorno equilibrado de 0 tal que xg + V' C T, entonces al ser
T equilibrado, se tiene que —z0 + V' C T'. De aqui se deduce que V C T, yaquesiz € V,
entonces r = 2L =L T a] ser T convexo.

2 2
Por lo tanto, T" es un entorno del 0 y X es tonelado. [

Corolario 1.64. Todo espacio de Fréchet es de Baire y, por lo tanto tonelado.

1.2.2. Teorema de la Aplicacion Abierta y del Grafo Cerrado

Esta seccion pretende generalizar los teoremas de la aplicacion abierta y del grafo cerrado,
que se ven en la asignatura de ” Introduccion a los espacios de funciones”de cuarto curso del
Grado en Matematicas de la UVa, para el caso en que sean espacios vectoriales topoldgicos

metrizables y completos.

Lema 1.65. Sean X e Y dos espacios vectoriales topologicos y sea f : X — Y lineal,

continua y sobreyectiva. S1'Y es un espacio de Baire, entonces para cada entorno U de Ox,

f(U) es un entorno de Oy.

Demostracion. Por el lema 1.5, existe un entorno equilibrado V' de Ox tal que V+V C U.

Por otro lado, por el lema 1.6, X = U° nV y como f es sobreyectiva y lineal, se deduce
que Y = f(X) = UpZinf(V).
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Como Y es de Baire, entonces existe m € N tal que mf(V') tiene un punto interior y dado

que la aplicacién x — ma es un homeomormismo, f(V') tiene un punto interior x.

V es equilibrado, es decir si a € K, con |a| < 1, aV C V, entonces al ser f lineal, se tiene

que af(V) = f(aV) C f(V), luego f(V) es equilibrado, por lo que —z¢ € f(V).
Por lo tanto, Oy = x¢ + (—x() es un punto interior de f(V) + f(V) C f(V)+ f(V) =

f(V4+V) C f(U), es decir Oy es un punto interior de f(U), concluyendo asi que f(U) es

un entorno de Oy. ]

Lema 1.66. Sean X, Y dos espacios métricos donde X es completo y por simplicidad
denotaremos a las distancias de los dos espacios como d. Si f : X — Y es una aplicacion

continua que verifica la siguiente propiedad:

Para cada r > 0, existe p > 0 tal que para cada x € X, f(B,(x)) es denso en B,(f(z)).

(1.1)
Entonces para cada a > r, f(B,(z)) 2 B,(f(x)).

Demostracion. Sean a > r y {r,}5°, una sucesién de nimeros estrictamente positivos
tal que ry =rya=>Y -, r, Porla condicién (1.1), para cada n € N existe p, > 0 tal
que p; = p y para cada x € X, f(B,,(z)) es denso en B, (f(x)). Observemos que como
lim,, o 7, = 0, podemos suponer que lim,_,o, p, = 0. Sea 29 € X e y € B,(f (%)), tenemos
que probar que y = f(z) para x € B,(2g). Para ello construimos por induccién una sucesién
{xn}o2, tal que xg = 2y y para cadan € N, x, € B, (2,-1) v f(2n) € By, (y).
Supongamos que ya hemos conseguido los z;, con i = 0, 1,...n — 1 satisfaciendo lo anterior.
Entonces f(z,-1) € B,,(y), o lo que es lo mismo, y € B, (f(z,-1)). Ademas, puesto que
f (B, (x,-1)) es denso en B, (f(x,-1)), para cada abierto U de B, (f(xn-1)), se tiene que
U F(By (20 1)) £ 0.

Témese U = int(B

B, .. (y). Por lo que se tiene la sucesién {x,}22, que buscdbamos, que es de Cauchy ya que:

(y)) N B,,(f(xn-1)), entonces existe z,, € B, (x,_1) tal que f(z,) €

Pn+1

p—1

p—1
d(xnaxn-i-p) < d(xn—i-ka xn-i—k-i—l) < Zrn-l-k-&-l»
0 k=0

=
I

ycomoa=y > r, <oo,dadoe > 0, existe ng € N tal que d(xp, Tnyp) < Zi;é Trgkel < €

para cada n > ng. Por lo que, dado que X es completo, existe z € X tal que z = lim,,_, T,

y que verifica que = € B,(xg) ya que:

3

d(x,x0) = lim d(z,,z0) < lim rp = T'n = Q.

n—00 n—00
k=1 n=1
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Concluimos observando que f es continua, por lo que f(z) = lim, o f(2,) y que d(f(x),y) =
lim, oo d(f(2),y) < limy oo pui1 = 0, por lo que y = f(z), que es lo que queriamos pro-
bar. O

Una vez probado estos lemas, estamos en condiciones de probar los teoremas de la

Aplicacién Abierta y del Grafo Cerrado.

Teorema 1.67. (Teorema de la Aplicacion Abierta) Sean X eY dos espacios vec-
toriales topolégicos metrizables y completos y f : X — Y lineal, continua y sobreyectiva.

Entonces f es abierta.

Demostracion. Equipemos a X y a Y con la distancia invariante por traslaciones compa-
tible con sus topologias, al ser ambos metrizables. Observemos que para cada r > 0, B,(0x)
es un entorno de Ox, luego por el lema 1.65 m es un entorno de Oy. Por lo que existe
p > 0 tal que Oy € B,(0y) C f(B,(0x)), de donde se puede deducir que f(B,(0x)) es denso
en B,(0y).

Puesto que la métrica es invariante por traslaciones, se tiene que para cada x € X, f(B,(z))
es denso en B,(f(x)) y como X es completo, aplicando el lema 1.66 a = 0, se tiene que
para cada a > r, f(B,(0x)) 2 B,(0y), es decir, f(B,(0x)) es un entorno de Oy para cada
a > r, luego para cada v € X y cada r > 0, f(B,(z)) es un entorno de f(x).

De aqui se deduce que f es abierta porque si U C X es un abierto de X y x € U, entonces
existe r > 0 tal que f(x) € f(B.(z)) C f(U), luego f(U) es abierto al ser entorno de todos

sus puntos. ]

Como corolario de este teorema se tiene el conocido como Teorema del Isomorfismo, que

vamos a usar en la demostracion del Teorema del Grafo Cerrado.

Corolario 1.68. (Teorema del Isomorfismo) Sean X e Y dos espacios vectoriales
topoldgicos metrizables y completos y f : X — Y lineal, continua y biyectiva. Entonces =1

es continua.

Demostracion. Como f es sobreyectiva, por el teorema 1.67, se tiene que f es abierta.
Luego tenemos una aplicacion biyectiva, continua y abierta, por lo que por un resultado de

topologfa general, f es un homeomorfismo, es decir, f~! es continua. O
Procederemos a continuacién a demostrar el Teorema del Grafo Cerrado.

Teorema 1.69. (Teorema del Grafo Cerrado) Sean X e Y dos espacios vectoriales

topoldgicos metrizables y completos y f : X — Y lineal. Entonces f es continua si y solo si
su grafo, G(f) = {(z, f(x)) : x € X}, es cerrado.

27



Espacios Vectoriales Topoldgicos

Demostracion. =) Este es un resultado conocido de topologia general.

<) Supongamos que G(f) es cerrado. Como f es lineal, se tiene que G(f) es un subespacio
vectorial cerrado de X XY, que es completo y metrizable, por lo que G(f) lo es también.
Definamos m1 : G(f) = X y ma : G(f) = Y como m((z, f(2))) ==z y m((z, f(x))) :=
f(z). Observemos que 7 es lineal, continua y biyectiva, luego por el corolario 1.68, se
tiene que 7; ! es continua.
Por otro lado, f = mom; ', yaque si z € X, se tiene que my (7, *(z)) = ma((, f(z))) =
f(z), por lo que f es composicién de funciones continuas, deduciéndose asi que f es
continua.

]

1.3. Teorema de factorizacion de Grothendieck

La seccion final de este capitulo tendra como objetivo probar el conocido como teorema
de factorizacion de Grothendieck. Para ello, comenzaremos probando una serie de lemas

auxiliares.

Lema 1.70. Sean X e Y espacios métricos de manera que X es completoy f: X — Y

continua que verifica que:
Para cada e > 0, existe § > 0 tal que para cada x € X, f(U:(2)) 2 Us(f(x)). (1.2)

Entonces f es abierta.

Demostracion. Para probar que f es abierta, basta demostrar que para cada ¢ > 0, existe
91 > 0 tal que para cada z € X, f(U.(x)) 2 Us, (f(x)).

Sea e > 0y &, := 57, n € N. Por la condicién (1.2), se tiene que para cada n € N existe
0, > 0 tal que para cada z € X, f(U.,(z)) 2 Us, (f(x)).

Observemos que podemos suponer que para cada n € N, 9, < %, ya que si y € U,(f(x)),
T < % < 4y, entonces d(y, f(z)) < 7 < d,, por lo que y € Us, (f(x)), obteniéndose asi que
Us, (f(2)) 2 Ur(f(2)).

Sea xg € X ey € Us, (f(xo)) arbitrario. Veamos que existe una sucesion {x,}>°, que verifica
que d(f(zn),y) < dpi1 ¥y d(Tn, Tp-1) < '

Supongamos que se ha escogido x, que cumple lo pedido, entonces por (1.2), se tiene lo

siguiente:
Y € Us, o (f(2n)) € f(Ue,ps (2n)) € Uaere, (@) Usy (f(a)), (1.3)
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donde la tiltima contencién se debe a quesiy € f(Us, ., (x,)), entonces existe a € f(Us, ., (z,))
tal que d(f(a),y) < Op4o.

De (1.3), se tiene que existe z,41 € Us,,,(x,) de manera que y € U;, ,(f(2n41)), obte-

n+1
niéndose lo que queriamos probar.

Por lo tanto, tenemos {x, }72, que verifica que d(x,, z,—1) < €, = 7, es decir, esta sucesién

271,7

de Cauchy. Como X es completo, se tiene que existe z € X tal que x = lim =z, y a partir
n—oo

de las propiedades de la distancia se deduce lo siguiente:

d(zg,z) = lim d(zg,z,) < lim Zd Ty Tho1) SZi: €

n—>oo n—>oo on
k=1 n=1

lo que implica que z € U.(xo).

Por otro lado, se tiene que como f es continua y para cada n € N, d(f(zn),y) < =5

y= lim_f(zn) = f(2),
deduciéndose asi que y € f(U-(zy)), es decir, f(Us(xo) 2 Us, (f(x0)). O

En el caso de que la aplicacion sea ademas lineal es suficiente con comprobar que se

cumpla en el punto 0, como veremos en el siguiente lema.

Lema 1.71. Sean E y F dos espacios métricos de manera que E es completo. Sea A :

E — F lineal y continua que verifica que:
Para cada e > 0, existe § > 0 tal que A(U-(0)) D Us(0). (1.4)
Entonces A es abierta y sobreyectiva.

Demostracion. Como E es completo, por el lema 1.70, A es abierta si para cada € > 0,
existe § > 0 tal que para cada = € F se tiene que A(U-(z)) D Us(A(x)).

Sea ¢ > 0, entonces = + U.(0) = U.(x) para cada x € E. Para ¢, escogemos > 0 que
verifique (1.4). Como y+ Us(0) = Us(y) para cada y € F, entonces para todo z € E se tiene

lo siguiente:

A(U:(z)) 2 A(z + U:(0)) = A(x) + A(U:(0)) = A(z) + A(U:(0))
Por lo que A es abierta.
Veamos que A es sobreyectiva. Como 0 € Im(A) y A es continua, existe 6 > 0 tal que

0 € Us(0) C Im(A). Puesto que Us(0) es un entorno de 0 y A es lineal, F' = U nU;(0) C
Im(A), luego A es sobreyectiva. O
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Lema 1.72. Sean E y F espacios métricos y A : E — F lineal y continua. Si A(E) es de
sequnda categoria en F, entonces para cada € > 0 existe § > 0 tal que A(U-(0)) D Us(0).

Demostracion. Puesto que la aplicaciéon f: E'x E — E definida como f(z,y) ==z —vy
es continua, para cada ¢ > 0, existe V' C FE entorno del 0 tal que V —V C U.(0).
Entonces E = Uy nV y A(E) = UX nA(V), al ser A lineal. Como A es de segunda

categoria en F', existe ng € N tal que ngA(V') contiene a un punto interior y, debido a que la

aplicaciéon = +— nox es un homeomorfismo, entonces A(V') contiene a un punto interior .

Entonces

AV) —zg=A(V) =20 CA(V) — A(V) = AV = V) C A(U.(0)). (1.5)

De aqui se deduce que 0 = x5 — o es un punto interior de A(V) — zq C A(U.(0)), luego

existe 6 > 0 tal que Us(0) C A(U(0)). O

Como consecuencia de estos resultados, se puede demostrar la siguiente proposicion,

que sera el resultado que usemos para la demostracién del teorema de factorizacion de
Grothendieck.

Proposicion 1.73. Sean E y F dos espacios métricos y A : E — F una aplicacion lineal
continua. Si E es completo y A(E) es de sequnda categoria en F, entonces A es abierta y

sobreyectiva.

Teorema 1.74 (Teorema de factorizacién de Grothendieck). Sean E un espacio
localmente convexo, F y F,, n € N, espacios de Fréchet y u € L (F,E) y u, € Z(F,, E),
n € N.

Siuw(F) C U u,(F,), entonces existe m € N tal que u(F) C up(Fp).

Ademds, si u,, es inyectiva, existe v € L(F, F,,) tal que uw = uy, o v.

Demostracion. Sea H, :={(z,y) € F x I, : u(x) = u,(y)}, n € N.

Observemos que como u y u, son continuas, H, es un subespacio cerrado del espacio F' x F,,.
Fécilmente se puede comprobar que F X F,, es un espacio de Fréchet, por lo que H,, es un
espacio de Fréchet.

Sea p, : H, — F definida como p,(z,y) := z. Veamos que F' = UX p,(H,). Sea z € F|
como u(F) C UX  u,(F,), existe m € N tal que u(z) € u,,(F,,), por lo que existe y € F,,
tal que u(z) = un(y), luego (z,y) € H,, y, de aqui se deduce que p,,(z,y) = z y que
2 € pm(Hm)-

Por lo tanto, por el teorema 1.62, existe un m € N tal que p,,,(H,,,) es de segunda categoria ya

que si todos los p,(H,) fuesen de primera categoria, entonces F' seria de primera categoria,
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entrando en contradiccion con dicho teorema. Luego como p,, es lineal y continua, aplicando
la proposicién 1.73 se tiene que p,, es sobreyectiva, es decir, p,,(H,,) = F.

Concluyamos viendo que u(F) C u,,(F,). Sea x € F, entonces existe y € F,, tal que
u(r) = um(y), luego u(x) € uy,(F).

Supongamos ahora que u,, es inyectiva, entonces u,, : F,, — u,,(F,,) es biyectiva y como
uw(F) C un(F,), se tiene que v :=u_'ou: F — F,, estd bien definida.

Veamos que v es lineal, es decir, que para cada x,y € F'y para cada A\, u € K, v(Ax + py) =
Av(x) + po(y). Puesto que u, es inyectiva, lo anterior es equivalente, componiendo con u,y,,
a que u(Az + py) = Au(x) + pu(y), lo cual es cierto.

Probemos que v es continua usando el teorema 1.69. Sea (r,y) € G,, entonces existe una
sucesion {(z,, v(x,))}o2, de elementos de G, tales que x,, — = y v(z,,) — y. Como w,, y
% son continuas, se tiene que:

u(e) = 1n_u(r,) = Hm u(0(2,)) = w(y).

de donde se obtiene que u(z) = u,,(y) y por lo tanto, y = (u,! ou)(x) = v(z). Podemos

m

concluir que G, es cerrado y por el teorema del grafo cerrado, v es continua. O
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Capitulo 2
Condiciones para las sucesiones

Como se verd en los siguientes capitulos, estudiaremos clases de funciones complejas
indefinidamente derivables en un intervalo cuyas derivadas estén acotadas en términos de
una sucesion numérica prefijada.

En este capitulo, introduciremos una serie de propiedades que pueden satisfacer las suce-
siones de numeros positivos con la que vamos a trabajar. Ademads, una vez definidas estas
condiciones, el resto del capitulo constara en demostrar una serie de implicaciones entre
ellas que seran realmente ttiles para simplificar las demostraciones de los capitulos 3 y 4,
y ademas propondremos en numerosas ocasiones contraejemplos de aquellas implicaciones

que no se den.
Notacién 2.1. Denotaremos por Ny a NU {0} = {0,1,2,...}.

Dada una sucesién {m,}>2, de ntimeros positivos tal que my = 1, consideramos las

p
sucesiones {M,}>2 vy {m~}>° definidas como M, := H my, sip € Noymy:="2sipeN

k=0
y my = 1.
1 : . ~ . -
A su vez, y en sentido inverso, si se parte de una sucesién {M,}>2,, a la sucesion {m,}52,
. L Mp . . ., . oo
definida como m,, := TSP 2 1,y mo = 1, se le llama sucesion de cocientes de { M, }>°.

Como se ve, el conocimiento de una de las dos sucesiones, {M,}>2, o {m,}>2,, determina
la otra sin ambigiiedad.
Vamos a definir una serie de condiciones sobre sucesiones como las anteriores, que seran

de utilidad mas adelante.
Definicién 2.2 (Condiciones para las sucesiones).

(o) my 1T 00, es decir, {m,}52, es una sucesién creciente que tiende a oo.
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Diremos que {M,}52, es logaritmicamente convera si su sucesién de cocientes es cre-

ciente.

(1) my, T 0o.

*

m
(81) Existe k € N, k > 1, tal que liminf —2 > 1.
p—00 m;

*

m
(89) fnf —2 > 1.
p>1 m;;

Mo\ o 1
(B2) Para cada € > 0, existe k € N, k > 1, tal que lim sup < kp) Py
p—o0 P Mip

<e.

(89) Existe k € N, k > 1, tal que lim 2 = oo
p—o0 mp

(e}

() Do <

Si la sucesion {M,}>2, correspondiente es logaritmicamente convexa, esta condicién
se denomina de no casianaliticidad, como se explicarda méas adelante, e implica que se
cumple («).

1

(71) sup m;Z — < o0.

pENo iop U

De nuevo, siempre que la sucesion {Mp}f,io correspondiente sea logaritmicamente con-

vexa, esta condicion se llama de no casianaliticidad fuerte.

: . . I
(72) Existe k € N tal que plg(r)lo my ; EJ = 0.
i=kp

Nuestro objetivo a lo largo de este capitulo es establecer implicaciones y equivalencias
entre estas condiciones y, ademads, proponer contraejemplos de las implicaciones que no se

den.
Proposicion 2.3. Se dan las siguientes implicaciones:
1. (q) = ().
2. (B7) = (B).
3. (B3) = (B).
4. ()= ().
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5. Si{my}32, verifica (o), (12) = ().

Demostracion.

35

> my, por la definicién de m; se tiene que Tetl > p“ > 1. Por lo tanto,

Como my. g > .

Mpy1 = My,
Por 1ltimo, razonaremos por reduccién por reduccién al absurdo suponiendo que

,om
lim m,, = [ < oo, entonces lim m; = lim —2 =0 # 00, en contra de (ay).
p—00 p—00 p—oo P

m* *

Observemos que liminf — = sup{inf{—— : p > n} : n > 0} y, como se tiene que
p—00 m*
p p

ms
:p>1} > 1, se tiene que hmmf— > 1.
p—oo M

m
Supongamos que existe k € N, k > 1, tal que lim Mk o0, entonces para cada

P00 1My,
M > 0, existe pg € Ny tal que — Diep > M para cada p > py.

Por lo tanto, para cada p > po, — k2 — mk—’;f’mi = 120 > M deduciéndose de este
D P P
*
k
P = 0.
p—oo M
1 . 1
Supongamos que sup m,, Z— < oo, por lo tanto mOZ— < 00, luego como
peNo i>p 4 >0 '
* : - 1
my = 1, se tiene que Z — < o0.
- m;
7=0
Supongamos que existe k € N tal que lim m; Z = 0, entonces para cada € > 0
p%OO
i>kp Y

existe pp € Ny tal que m, Z — < ¢ para cada p > py.
‘ m;
jzkp

Por lo tanto, si p > py, se tiene que

kp—1

Z <m Z—Jrs (2.1)

jzp
Como la sucesién {m;}32, cumple (a), de (2.1) se obtiene que:
*

mz —p (k—1)p+e=k—1+e¢.

Jjzp
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De aqui, podemos concluir que

1
sup m, — <
p€ENp jZZ;mj
sup{zﬁ,m’{zm,m Zm My Z %,k—1+5}<oo.
j=0 " j=1 =2 j=po—1 "

[]

Observacién 2.4. Vamos a introducir dos contraejemplos para demostrar que (a) # (aq)
y que () # (7). Para lo primero, simplemente basta con considerar la sucesion {m,}>2,
definida como m,, := p, para la cual es facil ver que verifica («) pero no (ay).

Para lo segundo, consideramos la sucesién {m,}>2, definida como m, := p(logp)*, s > 1.

Esta sucesién verifica (), ya que E — es una serie de Bertrand con s > 1. Ademas, se
m
p=2
tiene que m’; = (log p)s y que

logj , rlog’w n (s—1) logs_l(p)7

]>p J>p

donde en la ultima igualdad usamos que s > 1 y en la primera desigualdad hemos usado

que la suma del area de los rectangulos de base 1 y altura 7 L__ con j > 2 es mayor que

j(log j)*
1

el drea que estd por debajo de la funcién f(z) = ;5= en (2,00), como se puede ver en la

siguiente imagen, donde tomamos s = 2.

Por lo tanto, para cada p > 2,

log® 1
m Z— Z o8 (ps)_l = o8 (p) — 00 sl p — o0.
mj — (s—=1)log" (p) s—1

Jj=p

Por lo que {m,}>2, no cumple (71).
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. s : : . i o .
Definicién 2.5. Diremos que dos sucesiones de nimeros positivos {m,}>2, y {n,};2, son

equivalentes, que denotaremos por m,, ~ n,, si

, . m m
0< ff —2 < sup 2 < 0.
peNo 1 peNg My

Esto también se puede escribir de la siguiente manera: m, ~ n, si existen a,b > 0 tales que

an, < m, < bn, para cada p € Nj.

Observacién 2.6. A partir de la definicién 2.5, resulta obvio que si {m,}>2, y {n,};2,

verifican que m, ~ n, entonces:
: ~ ., . .

L. Si{¢,}52, es una sucesién de nimeros positivos, entonces c,m, ~ cyn,,.

2. 5i k > 0, entonces km,, ~ n,.

3. Si lim m, = oo, entonces lim n, = oo.

pP—00 p—0

Probemos que ~ es, efectivamente, una relaciéon de equivalencia.

Proposicion 2.7. ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion.

. .m m
1. my, ~m,yaque0< inf —2 =1=sup —= < 0.
pENo T peNo Mp

m m
2. Supongamos que m,, ~ n,, entonces 0 < inf — =71 < sup — =5 < co.

pENo 1y peNo Tlp
) L. N 1 1 n 1 1
Por lo tanto, se tiene que inf £+ = ——— = — y sup =~ = ——— = —, y de
’ eNo ™. mp S m ce Mp o 7
PERo My qup — peNg Mp inf —
pENg np pENp np
aqui se deduce que n, ~ my,.
e My mp
3. Supongamos que m, ~ n, y n, ~ %, entonces 0 < inf — < sup— < ooy
peNo My peNo Tlp

.. n n
0 < inf -2 < sup £ < 0.
peNo Zp — peNo Zp

Lo My, . N L. m m m n ,
Luego 0 < inf —2inf £ < inf —2 < sup —2 < sup —Zsup = < oo, es decir,
peNo 1, peNo 2 peNo 2 peNy 2p peNy Mp peNgy Zp
My ~ 2.
O
Lema 2.8. 1. () es invariante bajo ~, es decir, si {m,};2, cumple la condicion ([3;)

y my ~ ny, entonces {ny}o2, satisface (33).

2. () es invariante bajo ~, es decir, si {m,}>2, cumple la condicion (y1) y my, ~ nyp,

entonces {n,}52, satisface (71).
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., m , m .
Demostracion. 1 Sea S = sup —2 < oo e I = inf —2 > 0. Simplemente basta
peNo Mp peNo T2y

ng Ny My M I my .
observar que — = —%—L—L > ——L v que como {m,}>2, cumple la condicién
Ny Mip My N S my,

m
(89), se tiene que lim —2 = oo, luego {np}o2, satisface (53).
P00 My

2 Como {m,}>2 verifica (71), existe C' > 0 tal que para cada p € Ny,

ms~ Lo (2.2)

p i>p My

Ademéds, puesto que m, ~ n,, existen a,b > 0 tales que para cada p € Ny, an, <

m, < bn, y por lo tanto, de (2.2) se tiene que si p € Ny:
an, I my 1 . 1 e
TN~ 2 <N <0 — <X
b~pan_pij_ annj_ a
jzp Jjzp Jjzp

Por lo tanto, {n,}>2, verifica (7).
[l

Lema 2.9. Sea {m,}>*, una sucesion creciente de términos estrictamente positivos que

converge a 0o Y que verifica que Z — < o0, entonces lim P 0.
M P00 My,
. — 1 - .
Demostracion. Dado £ > 0, como Z — < oo por el criterio de Cauchy, existe py € N
m
p=0 P
tal que para cada p,q € Ny con p > ¢ > py de manera que:
1 1 1 €
— + +...F < - (2.3)
my  Mp1 Mgp1 2

. o0 . . 1 00 .
Ahora bien, como {m,}>2 es creciente y converge a 0o, se tiene que {m—p}pzo es decreciente

y converge a 0. De este hecho, se tiene que si p > py y usando (2.3) lo siguiente:

% 1 1 1 1 e
—:2<—+—+...+—>§2<—+ +...+ ><2-—:5. (2.4)
Mayp Maop Moy Map Map Moy 1 Mypt1 2

2p+1 2p+1 1 1 1
ptl_ 20 ):2( + T ) (2.5)
Mop41 mMop41 mMop41 Map41 Map+1

1 1 €
§2< +—+...F )<2.—:5.
Mop+1  M2p Mpt1 2
Po

A partir de (2.4) y (2.5), se tiene que si p > &

y p es par o impar, entonces m%, < g,

.z , ; p ;
deduciéndose asi que lim — = 0, que es lo que queriamos probar. O]
p—00 My,
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Proposicién 2.10. Supongamos que {my,}>°, satisface (a). Entonces:

1. Las condiciones (9) y (72) son equivalentes.

2. Son equivalentes:

(a) {myp}p2, verifica ().
(b) {mp}o2, verifica (Br).
(¢) Existe {n,}°

0 Ny ~ My, que verifica (o) y (7).

Demostracion.

39

(72) = (39). Sea k el proporcionado por (72)

SeaAl'—mZ luego——AZ—

]>kp j>kp

Por lo tanto,por la deﬁmclon de Ap, se tiene que para ese k, lim A, = oco. Por lo

tanto, como se ha supuesto («),

2kp

mi, 1
= mkaA E > m2kpA E - Z
J>kp j=kp+1 My
2kp Magp
Luego > kA,, y de aqui se deduce que lim
m, p—oo My,

(89) = (72). Sea k el dado por (39).

Para cada g > 1 existe py € Ny tal que para cada p > py:

*
My, o 1 Mikp

" =
ms komy

Si p > po, se tiene que, como {mj}]‘?‘;o verifica («):

oo kitlp—1
Z =2 > —<Z—’€l k=1)
iskp I=1 j=kip Mklp

Aplicando [ veces (2.6) en (2.7), obtenemos que:

o0

k—1

iskp =1

k—

magkp

L q
() = G =N
my q—1 my q—1

1
Luego m Z — < 1 Haciendo tender ¢ a infinito, tenemos que {m,}>2,

j>kp M -

verifica (7z).
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)= (@ *
Como {m,}52, verifica (8;), se tiene que sup{l'nf{% cp>n}in>0} > 1,

luego existen ¢ > 1y py € Ny tales que — k” > q > 1 para cada p > po.

Haciendo lo mismo que hacfamos en (52) (72), obtenemos que si p > po,
1 k—1
m — < —
P =g
s 4t

Por lo tanto, si p > po, como {m,}>2, satisface (), se tiene lo siguiente:

L L k=1_ k=1 k=1 (k—1)
Mo 2y = Equ—l_mpm p+q—1: qg—1 "~
izp i=p 7 P
Entonces
N 1 (k—1)q
sy 3 <ol i S 3 <o
e =1 m;’ j=po—1 4

por lo que {m,}>2, verifica (71).

(a) = (¢)
1 1 .
Sea 7, == — + Z —, con p € Ny. Comenzamos observando que la sucesién
P hsp
{7} es decreciente ya que:

1 1 1 1 1 1 1 1
—+ <Y el P o,
m k

m mr m m mk m m
p+1 E>p+1 P k>p k p+1 P P P

lo cual es cierto, ya que {m,}2, verifica ().

1
Como {m,}o2 verifica (1), se tiene que M = sup m Z — < oo y ademas si
pENg m;

jzp
A=1+ M > 1, se puede ver que para cada p € Nj:
1 1 .
T_p 1 1 < my. (2.8)
Y
mp k>p myp
1 1 m* m*
P -+ Z —  l4+my )y —
M k>p T k>p "M

A partir de estas dos desigualdades, se deduce que - i ~ my, y por la observacion
2.6.1y 2.6.2, es claro que la sucesién {s,}>2 deﬁmda como sy := 1y s, 1= Z si
p € N, verifica que s, ~ m,, por lo que por el lema 2.8.2, {s,}>2 verifica (7).

Por otro lado, obviamente {s,}>2, y {s}}52, son crecientes al ser {7,}>2, decre-

. , iy o
ciente. Ademas, como s, ~ m,, por la observaciéon 2.6.3 y puesto que {mp}pzo
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satisface (o), entonces lim s, = oo.
p—o0

. , P -1
Entonces podemos aplicar el lema 2.9, teniendo que lim — = 0, es decir lim s = oo,

concluyendo que {s,}>2, verifica (a;).

Por lo tanto, se puede suponer sin pérdida de generalidad que {mp} © , satisface
(1) ¥y (71), ya que si no lo hace, trabajamos con la sucesién {s,}72,

Usando la misma definicién introducida anteriormente sea {n, }52, la sucesion de-
finida como ng := 1y n, := 2+, si p € N. Ya vimos anteriormente que m, ~ n,p,
ahora vamos a demostrar que cumple (BY).

Sip>1,

1 1
D Tp _ my + ZkEp my,
1 =

M T et sy

2p—1 1 2p—1 1
S . S
1 T
— — T
m3, + ZkZZp my, 2p

*

p- m2p 1

S M gy L
A A, T oA

=1+

donde en la dltima desigualdad hemos usado que my, < mq, sik € {p,...,2p—1},

ya que {m,}>2, cumple (a), y que —- > st”.

T2p

ns, 1
Por lo tanto, llegamos a que 1nf 2 >1+ 51> 1, es decir, {n,}5>, verifica (7).
nk
p

(c) = (b)
Como m,, ~ n,, existen S, I, con 0 < I < § < oo tales que para cada p € Ny,
m my
I < —2 <8 Tuego I < —2 < S, es decir, Iny <my < Sn.
n*

np "
Sea H que verifique que

< my < Hn, (2.10)

RS

o lo que es lo mismo, que H > max{S, 1}. Ademds como {n,}>2, verifica (37),

existe ¢ > 1 tal que para cada p € N,

n*
2 >q. (2.11)
np

Por lo tanto, sil € N, [ > 21125((5), aplicando en primer lugar (2.10) y a aconti-

nuacién [ veces (2.11), se tiene que para cada p € N:

m 1 nk 1
QZp__ QZPZ—ql>1.
ms H? n H?

41



Espacios Vectoriales Topoldgicos

* *

Coomb o ml, y ‘
Por lo tanto, lfm inf —2 > inf —2 > 1, deduciéndose que {m,,}>2, verifica (3,).
A eN m* ’ PIp=0

’ v g [

Corolario 2.11. Supongamos que {m,}>2, satisface (a). Entonces:

1. Si{my}:2, satisface (71), entonces existe € > 0 y una sucesion {ny,}>2,, con my, ~ n,

)

tal que la sucesion {rp}>2,, definida como ro := 1 y 1, := ny,p~*° sip € N, verifica (1)

y (o).
2. Si{my}>2, satisface (72), entonces la conclusion de 1 se cumple para cualquier € > 0.

Demostracion.

1 Supongamos que {m,, }52, satisface (71), entonces por la proposicion 2.10, existe {n, }52,

con m, ~ n, que verifica (ay) y (8Y), luego esta sucesion verifica (1) y (51).

n

Por lo tanto, existen ¢ > 1y k € N, k > 1 tales que lim inf . q> 1
p—oo N
p

Sea ¢ > 0, observemos que la sucesién {r,}>2, definida como estd en el enunciado
verifica lo siguiente:
p—oo MED log(k)

log(q)

Luego si 0 < € < Toa(k)’

{rp}peo verifica (B1), luego por la proposicién 2.10, {r,}2,
verifica (71).

Por la proposicién 2.10, existe {t,}°2, de manera que t, ~ r, y que cumple (ay) y

(BY)-
Puesto que ¢, ~ r,, existen a,b > 0 tales que para cada p € Ny, ar, < t, < bry,.
t
Ademds, se tiene que lim £ = oo, por lo que para cada M > 0, existe py € N tal
p—>00 D
que % > bM sip > pg. Luego, para cada p > py, bTT" > %’ > bM, deduciéndose asi que
T
lim —+ = o0, es decir, {r,}>2, cumple la condicién (ay).
p—>00 P

2 La demostracion se hace de manera analoga a la anterior, ddndose cuenta de que si se
cumple (7), se verifica (39) por la proposicién 2.10.1 y por lo tanto, también satisface
(61) por la proposicién 2.3.3. .
Ademds, por el lema 2.8, tenemos que (39) es invariante bajo ~, luego lfm Dhp

L *
pOOTLp

= 00,

* L.—E,—E
nkpk p

——— = o0 para cualquier € > 0, es decir no tenemos ninguna
’I’Lpp

por lo que liminf,_,

condicién sobre € > 0.
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]

m
Corolario 2.12. 1. Si{m,};2, verifica (71), entonces eviste s > 1 tal que inlg—p > 0.
peN p°

2. Si{my,}52, verifica (B8Y), entonces para cada s > 1 se tiene que Il)glg p—sp > 0.
Demostracion.

1 Por el corolario 2.11.1, existe {n,}>2,, n, ~ m, tal que {r,}72, definida para algiin

e > 0 como se indica en dicho corolario, cumple (a;) y (71) . Por lo tanto, se deduce
npyp °©

m
que inf =1>0.Sea ] =1inf —2 > 0y sea s = 1 + ¢, entonces se tiene que:
peN p peEN np

m m n n
inf —2 > inf —Linf 2 >Tinf L =1>0.
peN p?® pEN Ny, peN pb peN p?

2 Se razona analogamente a 1 usando el corolario 2.11.2.

]

A continuacién, presentaremos una nueva relacion de equivalencia, mas débil que la que

definimos en 2.5, que utilizaremos mas adelante.

s . . . e 00 00
Definicién 2.13. Diremos que dos sucesiones de niimeros positivos {m,}>2, y {n,}5, son

débilmente equivalentes, y lo denotaremos como my, ~ n,, si
M\ 5 Mo\
0 < inf (—p)p < sup <—p>p < 00.
peEN Np pEN Np
Equivalentemente, como My = Ny = 1, se puede decir que m,, = n,, si existen A, B > 0 tales
que para cada p € Ny, APN, < M, < BPN,,.

Mencionaremos que = es, efectivamente, una relacion de equivalencia y después diremos

porqué hemos dicho que eran débilmente equivalentes.

Proposicion 2.14. =~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Se hace analogamente a la prueba de la proposiciéon 2.7. O
Proposicién 2.15. Sim, ~ n,, entonces m, =~ n,.

Demostracion. Como m, ~ n,, existen a,b > 0 tales que an, < m, < bn, para cada

pENo.

p p
Por otro lado, como my = ng =1y M, = Hmk, se tiene que M, < b”H ng =0VN, y
k=0 k=0

p
M, > apH ny = a’ N, para cada p € Ny. Es decir, m, = n,,. O]
k=0

43



Espacios Vectoriales Topoldgicos

Observacién 2.16. El reciproco no es cierto, es decir m, ~ n, # m, ~ n,. Veamoslo con
un ejemplo.

Sea {m,}>°, la sucesién definida como mg := 1y si j € [k* + 1, (k + 1)*], con k € Ny,
entonces m; := k!l. Por otro lado, sea {lp};io la sucesién dada por [, := my4q si p € Ny.

Para facilitar su estudio, pondremos a continuacién los 17 primeros elementos de las dos

sucesiones:
01112|3[4|5(|6|7|8[9]10]11 (12|13 |14 |15]| 16|17
my, | 1|1[1]1 2|2 2 6 | 24
l,b |11 11]1)/2{2]2/2]|2|6| 66 6 6 | 24| 24

Observemos que si p € [k, (k + 1)?), entonces

L, Il loelg.. e 2.6-24. .kl

L= = = =kl <2V <or,
=M, [[,mi memg..me 1-2-6... (k1) =7 =
De este modo se deduce que M, < L, < 2PM,, es decir m, ~ [,.
L2 k!

Veamos que m, % l,,, observando que para cada k € N, se tiene que ma = Gl = k, por

! .
lo que sup,ey, 7= = 00, es decir m, A L.

En los siguientes resultados, daremos implicaciones que involucran a la condicién (fs),

que es la condicién que nos quedaba sin ligar con las otras.

Lema 2.17. Supongamos que {m,}>2, satisface (a). Entonces:
M, 7

1. La funcion f(j,p) = <ﬁ> H, con 0 < j < p es una funcion creciente en j y creciente
J

en p.
2. Son equivalentes:

(a) {my}o2, satisface (B2).
(b) Existe | € N tal que para cada € > 0 existe 0 < < 1 y py € Ny de manera que
L’
para cada p > po, existe j con Bp < j < p que cumple que <%’> T < emy,.

(¢) Para cada € > 0, existe 0 < 5 <1 y py € Ng de manera que para cada p > po se

s, p P
cumple que max — —— < &P,
i<pp My mb™

Demostracion. 1 Como {m,};2, satisface (a), se tiene que la linea poligonal cuyos

p
vértices son los definidos como (p,log(M,)) = (p, Z log(m;)), con p € Ny, es convexa.
=0
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45

Esto se debe a que como {m,}>2, satisface (), es creciente y puesto que la funcién

[e.9]

p=1 €8 creciente, y esta sucesion no es otra que la

log es creciente, entonces {log(m,,)

sucesion de las pendientes de los segmentos de la linea poligonal ya que para cada

pENO:
log(My+1) — log(My) S log(m;) p log(m;) = log( )
= E m;) — E m;) = Myst).
p+1—p g g\ s gl g(Mp1

Por el hecho de que la linea poligonal sea convexa, se tiene que la pendiente de la recta
secante que une dos puntos aumenta si uno de los puntos se mueve a la derecha. Por

lo tanto, si p < p’ 0 j < 7’ o si se dan las dos condiciones a la vez, se tiene que:

log(M,) — log(M;) _ log(My) — log(My)
p—1J - p=J

Y

.z ; M. . .
deduciéndose asi que p%jlog(ﬁ’f) es creciente en j y p, concluyendo entonces que
J
1

M, 77 ent .
A es creciente en j y p.

(@) = (b)
Veremos que se cumple (b) para [ = 2.

Sea & > 0, como {m,}>2, cumple (3,), existe ¥ € N, k¥ > 1 de manera que se

. , M\ s 1 € ) .
tiene lim sup ( kp >p(k R— < —, de donde existe py € N tal que para cada
p—ro0 P Mip 2
1
- (M *-1)
p > Do, < ]\/[kpp> ’ mLkp

Sean 3 = % y po = kpo. Tenemos que se cumple que si p < kj < 2p, entonces
Bp < j < 208p < p. Ademss, si p > py, existe j que verifique que Bp < j < p
porque

Bp = k—1 S k—1

donde en la ultima desigualdad se ha usado que tanto k—1 como py eran niimeros

po=(k—1)po > 1,

naturales.
Por lo tanto usando el primer apartado de este lema y («), concluimos que para
p > poy j que verifique que Sp < j < p:
[ty L (Mg L
M, M, Misj

J J

mgp

(b) = (c)
Sea ¢ < 1y seal € N el proporcionado por (b). Vamos a aplicar (b) con &.

Ademas, podemos suponer que j < 3]), con B < % ya que por (b), se tiene que
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existe [ tal que existe 0 < 8 < 1y pg € Ny de manera que para cada p > py,
1

existe j con Bp < 7 < p que cumple que (%’;) v < 3my,.

Ahora bien, si j < ﬁNp ya tenemos lo que queremos, pero si j > Bp, entonces

consideramos jo de manera que j, < Bp < j y por el primer apartado de este
1

lema, tenemos que (#) T < e3'my,. Por lo que podemos suponer que j < Bp,
Jo

con f < ot
Sea ¢ := |2], luego PT—Z < ¢ < % < p. Se tiene que, si p > max(pgl,6l) y para
cada e < 1:
(%)z@i_(% 1>1’£J§<% 1‘)pijgg3l;(zq—_jj)<gzﬁj, (2.12)
M;7 myp  \Mjmy™ M; mj

donde la ultima desigualdad se debe a que € < 1 y a que:

_p=1l =
N L R e
e e e TR TR TR

luego 3l(q — j) > 3(5 — 1) > p, ya que p > 6.
A su vez, en la primera desigualdad se ha usado que {m,}>°, satisface (a), que
Mp

p
M,
M= AL || my, que p > pol y que
k=q+1

p
11 m

k=q+1 1 mgiq .
mg*] - mg*] mgfq mg*]

Por lo tanto para p suficientemente grande, %m,}_j < & para cada j < fp y
J Mp

para cada £ < 1.

Para concluir, si ¢y > 1, entonces si fijamos € < 1, para cada p suficientemente

grande y para cada j < fp, %? <eP <gf.

(c) = (a)
Sea k € N tal que % < B, es decir, que k > % > 1.
Aplicando (c) en el caso de que p = kj a partir de un j suficientemente grande y ¢ < 1,
se tiene que:
1 .
Mkj 1 < Mo <ng> j-n 1 < gj(lfil) _ 5% <c

Mj =0 = M; Mg

Por lo tanto, como se cumple para todo € < 1 y desde un j suficientemente grande, se
tiene que {m,,}>2 verifica (53,).
]
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Con este resultado, vamos a poder dar un ejemplo de una familia de sucesiones que no

verifican (f32).

Observacién 2.18. Las sucesiones de Gevrey {G,}>2, definidas como Gg := 1y G, := p°

sip>1, con s > 1 satisfacen (f;), pero no satisfacen ().

Demostracion. Es sencillo probar que {G,}22, verifica (8;) pues si p € N, G = ply
G*
ademds, para cada p € Ny para cada k € N, k> 1, 52 = k5=t > 1 ya que s > 1.
P

Usando el lema 2.17.2.c, se tiene que ([33) es equivalente a que para cada ¢ > 0, existe

M
0<pB<1yp €Ny tal que méx —2 - < eP para cada p > py.

-
i<Bp M; myp

Tomando j = 0 se llega a que para todo € > 0, existe py € Ny tal que % <ePsip>pg, 0
72
1

P

. Ve p
lo que es lo mismo, que lim = 0.
p—00 MMy,

p
Sin embargo, podemos ver que M, = H kE* = (p!)?, luego

k=1
z N s -1(9 I\ s
lfim =2 — Ifm <(p'> ) — lim (M) — 540,
p—oo My,  p—oo \ P p—00 P
por lo que para cada s > 1, la sucesion {G,}52, no satisface (3,). ]

Para concluir con este capitulo, vamos a relacionar (35) con (39) y (1), acabando con
un ejemplo donde observaremos que no siempre son equivalentes (3;) y (83). Para ello,
empezaremos con dos lemas que nos van a proporcionar caracteristicas de las sucesiones que

verifican (/).

Lema 2.19. (3;) es equivalente a (33), que es la siguiente condicion:

<e.

M N5 1
(635) Para cada € > 0, existe k € N, k > 1, tal que lim sup ( kp>p(k K

* *
oo Mp M,

Demostracion. =) Supongamos que para cada € > 0, existe k > 1 tal que

M\ o 1
h'msup<ﬂ> R — < =
poo N My Mpgp €
Observemos que
(Mz;})wf—n 1* _ (Mkp>p(kl—l) 1 ( p! '>p<kl—1)kp’ (2.13)
Mp my, M, My \ (kp)!
luego de aqui se tiene que:
MEN s 1 N ]
limsup( kf)p(k i) : < E-limsup (P_‘>p<k i)
pooo M mp, € pooe N(kp)!

e pl Nwmm,
- ;}Eﬁl@((kp)!) hp =gk

@ |
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donde en la dltima igualdad se ha aplicado la férmula de Stirling. Por lo tanto, llegamos

Mo 1 -1
a que lim sup ( kf) Py — < ¢e-kF1 < ¢, obteniéndose (/).
p—00 Mp mkp

<) Supongamos que para cada € > 0, existe £ > 1 tal que
Mk.p) ey 1 < €- e.
Mip - 2

Por otro lado, a partir de (2.13) se tiene que:

lim sup (
pP—00 Mp

M\ oo 1 MiNswen 1 /(kp)\soo 1
( kp) * >_:< kp) =T d (( p)) RN (2.14)
M, Miep My my, N P!

Luego a partir de esa igualdad, se deduce que:

Mkp)p(kll) 1 g-€

<% imsup <(kp)!>p<k11> 1

kp

. I\ —L1 — 1

— i <(kp)')P(k‘l>i _ S
kp 2

p—o0

lim sup <

p—00 Mp Mip 2 p—00 p‘

()

p!

donde en la dltima igualdad se ha aplicado la férmula de Stirling. Por lo tanto, llegamos
M\ 1 1 .,
ﬂ) R A < ¢, obteniéndose ((2).

a que lim sup ( <
p Mip — 2

p—o0

[]

Notacién 2.20. Dado un conjunto N = {ny,ns, ...}, n; € N para cada j, donde se cumple

que n;i1 > ny, se define R(N) como R(N) := limsup(n;41 — ny).

J—00

Presentaremos ahora un lema que sera de utilidad para poder probar el ultimo resultado

de este capitulo.

Lema 2.21. Dada una sucesion {my}>2, que verifique (82) y (), definimos para cada

n €N, conn > 1, el conjunto {q : | € N}, como q; := mm;l_ll, entonces para cada C > 1, se
tiene que R({l e N: ¢ > C'}) < 0.

Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo, es decir, supongamos que existen

n>1y C>1tales que R({l € N: g > C}) = oo, verificando {m,}>2, (82) y ().

1

Sea e con 0 < e < entonces existe k£ € N, con k > 1 tal que existe py € Ny de manera

o2
1
i Mip \ P20 1 e
que se tiene que ( A ) me < 5 bara cada p > py.
Ademés, podemos suponer que k = n", con r € N. Definamos oy := n'(n — 1) y Bi4; :=

7j—1
Zal+i:nl(nj—1), sij=12,...ryleN.
i=0
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Con [ suficientemente grande, se tiene que:

nl+7‘

_1 _1
g > (Mnl+T P = ! H m; )
o M, m,i+ m,, 1+ J
n nttr ntTr ]:nl+1
bl plt2 bt L
= f— m] m] e m]
-
" j=nl+1 j=nlt141 j=nltr—141
_1 1
> 1 a4 Qppr—1\ Bl4r Myt \ag (Mpl+l g Mpltr=1yapir_1| Bryr
> moim e = e (—
mnl+r mnl+r mnl+r mnl+r
1
o —oy —Q41 —QUpr—2 —Qpyp_1 | Bltr
= [(QH-TQH-T—I e q£+1) (Ql+rql+r—1ql+2) (Ql+rql+r—1) a4y ]
—1 —2 1 S I
_ 72?10 Xty 72210 it =2 j=0%+j _—ay | Bigr _ —Bitr —Biyr—1 —Biy2 —Bit1 | Bitr
= |94r Qyr-1 cee iy 141 = Uy Ygr—1 Qg2 D4

Por otro lado, observemos que:

n"—1

n—1

> Buj=ntn" 0+ n 1= (r+1)) =n( —(r+1))

<n'(n" —2) <2n'(n" — 1) = 2614,

.,

Por lo que ZBH—J‘ < 2654, y como supusimos que R({l € N : ¢ > C}) = oo, existe
j=1

[ suficientemente grande que verifica que ¢; < C para j = 1,2,...r, obteniéndose que

€ > %, llegando a un absurdo. O]

Proposicion 2.22. Se verifica lo siguiente:
1.(83) y (@) = (B2)-
2. (B2) y (1) = (B1)-

Demostracion. 1. Como {m,}>2, cumple (89), existe k € N tal que para cada ¢ > 1,

existe pg € Ny de manera que para cada p > py, Tnkp >q.
D

Observemos que se tiene lo siguiente:

2pk

Moo\ 5=t 1 ;e 1 _ |
( 2kp>p(2 ) _ ( H mj) e < (mé’pmi,(,ik 2))1,(%71)
Mp Mmaogp j=p+1 Maogp Mokp

. ( map >2k11
Maopk ’
donde en la desigualdad hemos usado que m; < my, para cada j con p+1 <35 <2p

y que m; < mgpy para cada j con 2p + 1 < j < 2pk al verificar {m,,}>2, ().
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Por lo tanto, para cada p > pg, se tiene que

< 1

<M2k:p>17(2kll) 1 1
M, Mokp — "1

Como ¢ se puede tomar arbitrariamente grande, {m,,}°2, verifica (3;).

2. Como {m,}2, verifica (), por el lema 2.19 se tiene que esta sucesion cumple (3;)
y razonando como en el lema 2.21 se tiene que para cada ¢ > 1, R({j € N:mj;,, >
qmi; }) = r < oco. Luego para p suficientemente grande, se tiene que existe j € N tal

que p < 2971 < 27p v como se verifica (o), se cumple que:

* * * *
mQ'rp . mng m2j+1 m2j+1_1 >
m* omk m* mr =0
p 27+1 2i+1 1 P

ms

. 9r

luego lim inf —2
p—00

> ¢, por lo que {m,}>2, verifica ().

*
p

]

Concluiremos este capitulo dando un ejemplo de una sucesién {m,}>2, que cumple (53;)

pero no (39).

Observacién 2.23. Sea {m,}>2, una sucesién que verifica que mg := 1 =: mj y que
my, == My, 1q; S 2971 < p < 27, donde los ¢; estén definidos como sigue:

Sean 1 < a; < ay < az T ooy sea B : N — N2 la biyeccién dada por S(1) = (1,1),
B(2) = (2,1), B(3) = (1,2), B(4) = (3,1), B(5) = (2,2), B(6) = (1,3),... Definimos ¢; := ag,,
donde f; es la segunda componente de (7). Observemos que JnellgI q; > 1.

Comenzaremos probando que {my}>2, cumple (1) y (47). Si existe j € N tal que 277" <
p < 27, entonces es claro que my,, > my y si existe j € N de manera que p = 27, podemos
Ver que my, .y = Mmi;qip1 = My 1qiGi1 = My, 1q; = my, por lo que {m,}52, verifica (o).

Por otro lado, si p > 1, se tiene que como 1’nl£I q; > 1L
J€

* * *
Moy Mg;iQi+1 Myi-14595+1

* * ) * )

my, — Mgj-14j My;-14;

24 [e's) 0
deduciéndose de este modo que {m,}>2, cumple ().

Ahora si k € N, se puede calcular que:
* * * *
Morr; Mokt Mokt j—1 Mojr1
- " R A L A R/
my; Moptj—1 Moktj—2 my;
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m*

Pero si j es suficientemente grande y cumple que ; = 1, llegamos a que nzl'ifj = 90z . ..0a,
27
,  Mok+j .
luego lim = aaz ... q;2" < oo, por lo que {m,}>2, no verifica ().
J—00 Moj )
Por otro lado, si definimos a;, := 277", llegamos a que:
Myosds 11 s s Tt |
2i+k \ 27(2F—1) o * * * 27 (2k—-1)
—= — = e —
Goaym S L [T ) TT i) T )] 75—
27 2i+k T o oid1 it k— 2i+k
1=27+41 1=27+141 [=2itk—-141
- * * * . 1
= [( My )aj aj (m21+1)aj+1 41 (m21+k—1)aj+k ajk | 27 (2F-1)
- * J+1 * J+2 * Jj+k
- Mojtk Motk Motk
_ 1
_ —aj O —ajq1 % +1 —Qtj—1 | 27 (2k-1)
= (Qj+1CIj+2 .- -qk+j) ”qj'+1(QJ+2qj'+3 . --‘Jk+j) v e gy ]
-1
— (% oty Qjtajp1ttopk-1\ 70k 1)
(@512051s™" - i )¥EE. (2.15)

Observemos que para cada r = 0,1,...k — 1, Zo‘j” = 272"t — 1) > 27 y que para
1=0

j suficientemente grande, min{q;+1, gj+2,-..¢qj+x} > ar > 1. Por lo tanto, a partir

igualdad final de (2.15) , obtenemos lo siguiente:

1 —1
) 22k 1) < a;kfl )

( 9 27(22-1) 27 (29tk 1)
dj+29513 ik

—1

. k s , k_

Si ay = 3%, entonces es facil ver que lim a}
k—o0

Concluimos asf que {m,,}52, verifica ().

de la

= 0 y que verifica que 1 < a; < ay T o©.

Para resumir y que quede mas visual, vamos a hacer un esquema con las implicaciones

que se dan, que seran marcadas como =-, y con aquellas implicaciones que no se dan y

que pusimos un contraejemplo, que las dibujaremos como —. Indicamos también en qué

implicaciones se ha necesitado asumir que se verifica () o (o).

(e ===xs7]
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Capitulo 3

Condiciones suficientes para el

operador de extension

En este capitulo, se comienza dando la definicién de los espacios de funciones, y los
correspondientes espacios de sucesiones, con los que vamos a trabajar en el resto de la me-
moria. Se dividiran en dos tipos, los espacios de Beurling y los de Roumieu. Estos espacios
tienen una naturaleza topologica distinta, en concreto los primeros tienen estructura de es-
pacio de Fréchet mientras que los segundos son limite inductivo de espacios de Banach. En
consecuencia, se hard el estudio de las condiciones suficientes para la sobreyectividad de la

aplicacion de Borel y para que exista el operador de extension en secciones distintas.

Definicién 3.1. Sea {m,,}>° una sucesion que verifica (a) y sea K = [a,b] € R un intervalo
compacto, donde a,b € R.
Se define el espacio de Beurling, también llamada clase ultradiferenciable de Denjoy-Carleman

de tipo Beurling, asociado a la sucesién {m,}>2, en el compacto K como:

(»)
Sy (K) ={f € €°(K) :Yh>0,|fllkn:= sup )] < o0} (3.1)
peNo,zeks WP M,

Se define el espacio de Roumieu, también llamada clase ultradiferenciable de Denjoy-Carleman

de tipo Roumieu, asociado a la sucesion {m,,}>° en el compacto K como:
Ey(K) ={f € €7 (K):3h >0, f|lgn < 0o} (3.2)

Asociados a estos espacios, vamos a definir dos espacios de sucesiones:

|xp|

Aogyy = Hxpt oo 2p € C: VA >0, |2y |0 = seul\l? L < oo} (3.3)
peNo P
Aoy = Hoptple 2p € C: 30 > 0, |2 < 00} (3.4)
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A continuacién, daremos una serie de observaciones que sera necesario tener en cuenta

en el resto de la memoria.

Observacién 3.2. La situacion mas interesante en el estudio de las clases ultradiferenciables
definidas anteriormente se presenta cuando estas contienen estrictamente a la clase de las
funciones analiticas en intervalos de R. Esta contencién garantiza que la sucesién {M,}52,
que definira las clases bajo estudio se puede suponer logaritmica convexa sin pérdida de
generalidad, es decir, basta considerar el problema para sucesiones de cocientes crecientes.
Este hecho es una consecuencia de las desigualdades de Gorny-Cartan, que se pueden ver
en [2] y [3], para las derivadas sucesivas de una funcién indefinidamente derivable en un
intervalo. Ademas, si dicha sucesion de crecientes no tiende a infinito es claro que la clase
de funciones estara contenida en la de las funciones analiticas, por lo que es natural asumir
la condicién ().

Por otro lado, T. Carleman probé en [1] que si una clase ultradiferenciable contiene estric-
tamente a la de las funciones analiticas en intervalos de R y no verifica la condicién (),
entonces la aplicacion de Borel no es sobreyectiva. Puesto que uno de nuestros objetivos
es caracterizar dicha sobreyectividad, es natural imponer de ahora en adelante la condicion
(7). Una demostracién moderna del teorema de Carleman que acabamos de mencionar se
puede encontrar en [9].

Por lo tanto, en lo que queda de este trabajo consideraremos que se cumplen siempre () y
().

Observacion 3.3. En las definiciones (3.1) y (3.2), se pide que f € €*°([a, b]). Esto significa
que f € €<((a,b)) y que ademés para cualquier j € Ny, existen los limites laterales de f)
cuando x tiende a a por la derecha, que coinciden con ff)(a), y cuando x tiende a b por la

izquierda, que coinciden con fij)(b)

Observacion 3.4. Facilmente se puede comprobar que ||« ||k v || ||» son normas para cada
h > 0 y para cada K C R compacto. Consideraremos los espacios vectoriales topoldgicos
&) (K) y A,y dotados de la topologia generada por la familia de seminormas {||-|| x.n }r>0

y {|| . ||h}h>o respectivamente.

Observacién 3.5. 1. En &,)(K), la topologia generada por la familia de seminormas
{II - llx.n}tn>0 v la generada por la familia de seminormas {|| - ||x.n}a>n>0 €s la misma,
ya que si se verifica que ||f|kn, < oo, con 0 < h < A, entonces si H > h, para
cada € K y para cada p € Ny, |fP(2)| < || fllgnh?M, < || f|lxnHPM,, es decir,
Il < N1 Nl

Esto nos va a servir mas adelante en el teorema 3.14.
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2. Por otro lado, la topologia generada por la familia de seminormas {|| - |

K,h}h>0 y la
generada por la familia de seminormas {|| - || 5. 1 Jnen es la misma, ya que si h > 0, por
la propiedad arquimediana existe ng € N tal que ngh > 1, es decir, de manera que
h> L.

0
Por lo tanto, para cada z € Ky p € No, | fP(2)| < || fllx 2+ M, < || fll . o h?M,. De

‘ng M0 ’ng

este modo, se puede deducir que &) (/) es un espacio localmente convexo generado

por una familia numerable de seminormas.

3. Del mismo modo, se puede concluir que Ay, es un espacio localmente convexo ge-
nerado por una familia numerable de seminormas ya que su topologia es la generada

por la familia de seminormas {|| - || }nen.
n

Notacién 3.6. Denotaremos como || f||« a sup |f(z)], con f € €°(R).
z€eR

Para facilitar el estudio de este capitulo, vamos a separar el caso en el que estemos en el

espacio de Beurling y el de Roumieu.

3.1. Espacios de Beurling

En esta seccién, nos dedicaremos a dar las condiciones suficientes para que exista el
operador extension en el caso de los espacios de Beurling (3.1) y (3.3). Veamos que &) (K)
es un espacio de Fréchet, realizdndose de un modo analogo para probar que Ay, lo es

también.

Teorema 3.7. El espacio &, (K), dotado de la topologia generada por la familia de se-

minormas {|| - || . 1 tnen, €s un espacio de Fréchet.
‘n

Demostracion. Para probar el resultado, nos basta probar que es completo y que es
Hausdorff ya que juntando lo comentado en la observaciéon 3.5, tendriamos los requisitos

que ha de cumplir un espacio para que sea de Fréchet.

1. En primer lugar como para cada n € N, || - ||x1 es una norma, es inmediato ver
que {|| - || 1 }nen es una familia de seminormas separada, por lo que &y, (K) es de
Hausdorff. Ademas, al ser Hausdorff y al estar generado por una familia numerable de

seminormas, es metrizable.

2. Probemos la completitud de &(,,)(K) para lo que basta razonar secuencialmente. Sea

{fi}320 una sucesion de Cauchy en &y, (K), entonces para cada n € N, fijado ¢ > 0,
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existe jo = jo(n,€) € Ng tal que para cada j,m > jo, | f; — fmllx2 <e.

A partir de la definicion de estas seminormas, esto es equivalente a que para cada n €

e-Mp
npb

N, fijado £ > 0, existe jo = jo(n,€) € Ny tal que para cada p € Ny Hf}p)—féf)ﬂoo <
para cada j,m > jo (*).

Por lo que, fijado p € Ny, la sucesién {f;p) 22 es de Cauchy en (¢'(K), [|[|o0), que es de
Banach, luego existe g, € €(K) tal que { fj(p )}]‘?‘;0 converge uniformemente hacia g, en
K. A partir del teorema de derivabilidad del limite puntual, se tiene que gy € €*°(K)
vy que gép) = g, para cada p € Np.

Probemos ahora que gy € &) (), observando que para cada n € Ny, fijado € > 0,

haciendo tender m a oo en (*) se tiene que para cada = € K y para cada p € Ny,

|f]%’)(x) — gép) (z)] < =2 luego para cada n € Ny, para cada © € K y para cada

np
pGNO:
M,
9”@ < 1571+ 15 @) = a8 @) < (1 inlly + )75 < oo

Entonces gy € &) (K). Finalmente, si j > jo, se tiene que:

nP

Ifi =gl = sup  —|fP(@) - g’ <e,

peNo,wek My

por lo que {f; }?io converge a gy en &) (K), con lo que el espacio es completo.
[

Definicién 3.8. Sea {m, }52, una sucesion que verifica (). Definimos el operador restriccion
u operador de Borel en el punto 0, R : &, ([—1,1]) = A, como R(f) := {£®)(0) 20

Para probar que R es continua, vamos a usar la proposiciéon 1.20.
Proposicién 3.9. El operador restriccion R estd bien definido, es lineal y continuo.

Demostracion. Obviamente el operador esta bien definido. Ademas, la linealidad de R se
deduce de la linealidad de la derivacion.

Sea f € &, ([—1,1]), entonces para cada h > 0, se tiene que para cada p € Ny y para cada
v € [-1,1], [fO(@)] < B M| s

Por lo tanto, para cada p € Ny, | f®)(0)| < h? M, || fl=1.13.4, luego |R(F)n < | fll=110 ¥ de

aqui se deduce, por la proposicion 1.20, que R es continua. O

A continuacién, vamos a probar un resultado que, bajo ciertas condiciones sobre una
sucesién numérica prefijada, garantiza la existencia de una funcién de clase €*°(R) cuyo
soporte esta contenido en un compacto y con cotas en las derivadas sucesivas en términos

de dicha sucesién.
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Notacién 3.10. Dado a > 0, se define H, : R — R como H,(z) := é si0 <o <
ay Hy(z) := 0 en otro caso. En otras palabras, H, := %X[o,a], donde x es la funcién

caracteristica.

Observaciéon 3.11. Es sencillo comprobar que si u es continua, entonces si a > 0, ux H, €

u(z)—u(x—a

¢! y su derivada es ), donde * denota la convolucién clésica de funciones.

Esto se debe a lo siguiente:

(u+ H,)(x) —/u(x YV H, (1)t — l/Oau(gz; ~f)dt — 1/:au(y)dy.

R a a

Al ser u continua, por el Teorema fundamental del Céalculo se tiene que ux H, € €' y que
su derivada es w = 1(1 = 7,)u(x), donde 7, es el operador traslacién por a definido
como (7,f)(x) := f(z — a).

Del mismo modo se tiene que si v € €%, uwx H, € €.

Lema 3.12. Sea {a,};2, una sucesion de mimeros positivos decreciente de manera que
o0

a::Zap<oo y sea uy = Hyy* Hyy % ... x H,, para k € N.
p=0
Entonces uj, € € 1(R) tiene el soporte contenido en [0,a] y la sucesion {uy}3>, converge

uniformemente en R hacia una funcion uw € €5°(R) con soporte contenido en [0,a] que

. 2
verifica que / u(z)dr =1 y que para cada j € Ny, ||ul]o < :
R Qg .. .45

Demostracion. Vamos a calcular explicitamente u; para demostrar que pertenece a %,(R)
y razonando por induccién y teniendo en cuenta la observacion 3.11, llegariamos a que

up € €57 1(R) para cada k € N. Se tiene que

ul(*r) = (Hao * H(ll)(x) = /R%I%IX[O,%] (y)X[O,a1]<I - y)dy

= /Ra(;lale[o,ao] (y)X[x—al,x}(y)dy = a(;lal_lm([oa aO} N [l’ — aq, l‘])

Luego tenemos que u;(z) estd definida como:

4
0 sixz <0,
L si0<zx <ay,
apal
ui(z) = ¢ L sia; <@ < ag,
ap+a1—x :
el Stag <z <ag+ag,
0 siag+ a; < .
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De aqui podemos deducir que u; € 6.(R) y que su soporte estd contenido en [0, ag + a;] C
k

[0, a]. Por otro lado, se tiene que para cada k € N, sop(uy) C Zsop(Haj) C [0,a0 + a1 +
=0
ot ag] €10, al.

Sea k € N, por la observacién 3.11 tenemos que:

uk(x) _ (Hal*-~~*Hak)(x)*((1€[a1*-~~*Hak)(x*a0) _ %(1 _ Tao)(Hal % Hak)(l")-

u’,;(x) _ (Hag*..xHay ) (@)= (Hag*...¥Hay ) (x—a1)—(Hay*..xHay ) (x—00)+(Hay *... % Ha) ) (x—ap—a1)
apal
=L (1= 7)1 = 7oy ) (Hay * ... x Hy, ) ().

apal

Luego por induccién deducimos que para cada 7 < k — 1,

I
—

J
4 1
u,(j) _ —(1 — 7a,)(Ha, % ... % Hy,). (3.5)

By

)

Il
o

Agrupando los términos de la ecuacién (3.5), dicha igualdad se puede ver de la siguiente

manera:
1 —
u (@) = [(Hay oot Ho) (1) = D (Hoy % Ho (@ — )+ (3.6)
QpQq ... Q51 =0
j—1
Z (Hoy % ... % Ho )(x —a; —a) — ...+
i, 1=0sil
(=1)/(Hq, ... % Ho)(x —ap—ay — ... — aj_l)].

Por lo que de esta expresion y usando que [[f * glloc < || f|l1llg]lcos s€ puede ver que si
J<k—1

7j—1

() 1
”U,k (I‘)l S aoal—aj_l |:HHaj k... HakHoo + Zz_; HHCLJ‘ *...0% HakHoo+ (37)

j—1
S Hy %k Halloo + - 4 |1 H, *...*Haknm}

i,1=0si7l

1 7/ 9
< Y () s ——
Qopdy . ..G05—1 1 Qpdy . ..05;-10;

=0

Sean k,m € N, vamos a probar que la sucesién {ug}72, es de Cauchy y como se verifica

que todas las uy, tienen soporte contenido en [0, a|, existe u € €.(R) tal que la sucesién de
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partida converge uniformemente en R hacia u.

| (U = tm) ()| SA|um(x—y)—um(x)l-l(Ham+1*---*Ham+k)(y)|dy

< / @) - 1yl - [(Hapss % 5 Ha ) (9)ldy

2@maq1 + ...+ ap,
< oo 4+ o+ ) < 2Ot ).

apay
(o]
Sea ¢ > 0, como Zan < oo, existe ng € N tal que para cada p > q > ng, agy1 +...ap, <
n=0

€821 Por lo que si m > ng, |[Um4r — Um||c < € para cada k € N, obteniéndose lo deseado.
Razonando de manera analoga, llegamos a que la sucesion {u} }7°, converge uniformemente
en R a una funcién v € %.(R), luego por el Teorema de derivabilidad del limite puntual,
u'(z) = v(z) para cada z € R, por lo que u € €}(R) y por induccién se llega a que
u€e €, (R).

9

Por tltimo, como para cada k > j + 1, ||ul]|o < a0 se deduce que [u?]| < ﬁ

y como para cada k € N, /

k
u(x)de = H/ H,,(z)dx =1y |ug(z)| < a—l()X[O,a]($>, por el
R o JR

Teorema de la convergencia dominada, / u(z)dr = 1. ]
R

Como consecuencia de este resultado, se puede deducir el siguiente teorema, en el que,
bajo la condicién (), se va a construir una funcién no idénticamente nula con soporte
compacto (por lo tanto, con todas sus derivadas nulas en puntos del intervalo de definicién)
y perteneciente a la clase bajo consideracién. Tal construccién no es posible en la clase de
funciones analiticas, debido al principio de identidad. Por ello, las clases en las que no es
posible obtener tales funciones se denominan casianaliticas, y la condicién () se denomina
de no casianaliticidad, como se anuncié anteriormente.

o

1

Teorema 3.13. Sea {m,}>° una sucesion que verifica (o) y () y sea a := E — < o0.
m

p=1 P

Entonces eziste una funcion ¢ € D(R) con soporte contenido en [—a,a] que verifica que

0< ¢ <1, P (0) = 6,0, donde &;; denota la delta de Kronecker, y ||¢®P ||l < 2P M, para
cada p € Ny.

Demostracion. Sea a, := my1, p € Ng. Como la sucesion {m,,}>2, verifica (a), Mgy =
Memy ... M1 = Qody . . . Q. )
Por lo tanto, por el lema 3.12; existe u € D([0,a]) tal que / u(z)dr =1 y ademds para
cada k € Ny, [u® (2)] < 2FMpy4. '
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Sea U(zx) := /I u(t)dt. Observemos que como u € €< (R), ¥ € €°(R). Dado que u(t) =0
sit <0, \I!(x)_ioo si x < 0. Por otro lado, ¥ crece en [0, a] al ser u positiva y W(z) = 1 si
x > a. Por tltimo, si k > 1, entonces ¥ (2)| = [u*=Y(z)| < 2F-1 M.
Definimos ¢ como la siguiente funcién:
U(zx+a) siz <0,
p(x) =¥(zr+a)¥(a—2) =
V(a—2xz) siz >0,
donde la segunda igualdad se debe a que V(z) =1 si x > a.
Debido al comportamiento de ¥, se deduce que ¢ € D([—a,a]), 0 < ¢ < 1, que si k > 1,
©®(0) = 0 ya que ¥®(a) =0, y que ¢(0) = ¥%(a) = 1.

Concluiremos la prueba verificando que ||o® || < 28M;, para cada k € Ny,

1. Si z > 0, por la regla de la cadena y usando que |[U®)(x)| < 2571 M, se tiene que
" ()] = [(=1)"® (a - 2)| < 2871 M < 28M,.

2. Si 2 < 0 razonando como en el caso anterior, se llega a que [W®)(z)| < 2810, se
tiene que |p® (z)| = |¥®) (x + a)|] < 2871 M, < 28 M.

]

Estamos en condiciones de demostrar el resultado central de esta seccién, en el que se
prueba que la condicién (1), denominada de no casianaliticidad fuerte por ser més exigente
que (), asegura que el operador restriccién es sobreyectivo. Ademds, dicho operador de
Borel admitird un inverso por la derecha que recibe el nombre de operador de extensién,
pues proporciona una funcién definida en todo [—1, 1] a partir de una sucesién que constituira

la de sus derivadas sucesivas en 0.

Teorema 3.14. Sea {m,}2, una sucesion que verifica (o) y (y1). Entonces existe una
aplicacion lineal y continua E : A,y — S, ([—1,1]) que verifica que Ro E = id, es
decir, la aplicacion de Borel admite una inversa por la derecha que es lineal y continua. En

particular, se deduce que R : Ay — &y ([—1,1]) es sobreyectiva.

Demostracion. Como {m,}52, verifica (v1), por el corolario 2.11 1, existe € > 0y {n,}72,
con my, ~ n,, tal que {n,p~°}>2, verifica (1) y (). Ademas, puesto que {m,}>2, verifica
(71), por el lema 2.8, {n, }>2, verifica (1), por lo que puedo suponer que {m,p~}>2, verifica
() vy (o).

Conviene resaltar que esta suposicion se puede hacer sin modificar los conjuntos definidos

en (3.1) y (3.3) ya que si m, ~ n,, por el lema 2.15 entonces m, =~ n,, luego existen A,
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B > 0 tales que AP N, < M,, < BPN,, para cada p € Nj.

Sea h > 0, entonces si f € &(uy,)([—1,1]), para cada = € [—1,1] y para cada p € Ny, se tiene
que [fP(z)] < |flc1g0hP My < || fll=1,10(BR)PN,. Como el h elegido es arbitrario, f €
&, ([—1,1]) y puesto que = es una relacion de equivalencia, se concluye que &(5y)([—1,1]) =
&n,)([—1,1]). Analogamente se hace para probar que A,y no se ve afectado por ~.

Sea p € N fijo, consideramos la sucesion definida como:

)8, . (3.8)

\pa py -+ ey Hlpy p+1 p+1 s 1Top4-2 p+2

Vv
p veces

Como {m,p~°}52, verifica (@), la sucesién (3.8) verifica () y puesto que también verifica

1
(71) st S := sup[(myp~°)* g ] <ooy A:=1+5, se tiene que :
eN myk—*
b k>p

14+ mip—e L
%—FZL(E)E_ 1* +Zmi(ﬁ>6_ m,p m%:mp Mk ;;1* s
P k>p k p p k>p k p > :

por lo que la sucesién (3.8) también verifica (7).

Luego aplicando el teorema 3.13 con la sucesién (3.8), existe ¢, € D(R) con soporte conte-

nido en [— 7;?*, %], que verifica que para cada j € Ny, gol(;j )(0) = 0,0 vy ademés:
P P

) 2im) si0<j<np,
[ P (3.9)
2Jm£V;<T> s1j > p.

i,
Sea F,(x) := gop(:v)”;—z!), se tiene que para cada j € No, FY) (z) = %Z (i> Solgk) (z)[zP)V =R,

k=0
Por las caracteristicas de ¢, y aP, se tiene que si j # p, F,gj)(O) = 0. Ahora bien, si j = p,

P! k
j € No, 95 (0) = ;0. Luego F(0) = 4,

A continuacién, vamos a acotar ||FI§J ) ||, dividiéndolo en tres casos:

p
1
F,S”(O) = 12 (p) gol()k)(x)[xp](p_k)|xzo = Hp! = 1, donde hemos usado que para cada
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1. Si0<j<pyze[-2, 4] se tiene que:

. 1<~/ ANpith  pl
(4) < = (k) =
|F, ()] < S (k>|<ﬂp (I)|(m*> =it h)

p

A \p-itk itk g 1 pr
ok, k (2 2
m”<mp> (p—j+k) Z( ) AT pl

. J
Luego || F{ [l < 37:(Ae)(2+ )"

2. 8ij>2pyaxe -2, 4] setiene que:

m. mp

'U

, 1 <~ [ ANp-ith ol
() < — (k) =
@< Y (Dol o
k=j—p p
J P k—j
< (Aey” 3 (k:)Q ", (- k! ) b I
k=j—p

.7 u . . . .
Como la sucesién {2717 | es decreciente a partir de p, el razonamiento se sigue de la

siguiente manera:

P pl e ! I\ ok, j—kMp 1
< (A 2m) T —
FO@) < (Aer (F—51) 2 )
PPy (J) ; my M; 1
= (Ae)? 2 it}
( ) ((] —p)') k;—p k M1 ME12 m; Mp Ai—k
M; Pplne <~ [ 1
< L(Ae)? ok
< 71,4 ((j_p)!) k;_p k)" AK
M; Pplye s (] 1 M P! 1yJ
< L (Ae) 2F—— = —Z(Ae)? —
< 3,49 ((J_p)!) kZ:O k)2 aE g, A9 ((j_p)> (2+%)
(3.10)
Dado que j — k > j — k — p, se da la siguiente desigualdad :
pl 1
G=p! G-p..G-2p+1(—2p)...(p+1)
1 1

SU-wG-2-1D.321 G2
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Por lo tanto, como consecuencia de esto, se deduce de (3.10) que:

IFe < 22 aep (L) 2+ 4)

p

3.Sip<j<2pyze[-24, %], se tiene que razonando de manera analoga al caso en
P
el que j > 2p, se tiene que llegamos a (3.10). Partamos de esta desigualdad y vamos

pi=?rp!

€
a probar que ( Gop) ) < 1, lo cual es cierto ya que:

p p i
p! _ My b ijopin? _ ™
(] — p)!pzp—j pQP—j - p2p—j p2p—j

Por lo tanto, || F? || < %(Ae)p <2 + %)].

=1.

1
€

2
Ahora bien, si h > 0, definimos H(h) = H := Ae (2 + l) h=2exp(e(h™'(24 %)) *). Vamos

a acotar HF Hoo en funcién de H dividiéndolo en dos casos:

1. Sij > 2p,
Mg (P Y (4 LY
15 oo < M(Ae) <m> <2+Z>
_ M;h Lo, \P/ P 1 1\ ="\ e
=g, (e ) (g 2 g)) )
1
M;h L2, 5\P/ plht{2+5 Eﬁ_Mjh
< p<A€<2+Z)h ><e< ( >)> = pHp
2.81j<2py0<h<2+%,
. M; 1N\J MW 1 J
(7) it} e M Ry
150 < 3PP (24 ) = S (e (@ + i) <
M]h] 1 _1 2p -1 i % p . Mjh] p
7p(Ae)p((HZ)h ) <exp(5(h 2+-) )) =
Por lo tanto, || F}|[i—11,, < ﬁ—z si0<h<2+ 4.
Introducimos el operador £ : A,y — &, ([—1,1]) definido como E({w,}52, pr

Facilmente se puede ver que E es lineal y también se puede comprobar que Ro E = zd pues
F(0) = 8,

Comprobemos que F es continua. Sea 0 < h < 2 + %, se tiene que:

IE(2p}pzo)lln -1 ZI%IIIF lhf-11) < lepl—

g 1

1 H”
<3G Ml gy 57 = Il

0

=
I
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Luego por la proposicion 1.20, se tiene que E es continua. O

3.2. Espacios de Roumieu

En esta seccién, se trabajara el problema de Borel con los espacios de Roumieu (3.2) y
(3.4). Se usaran los resultados de la seccién 1.1.4 para dar las condiciones suficientes para
que exista el operador extensién en los espacios mencionados anteriormente.

En primer lugar definiremos la aplicaciéon de Borel.

Definicién 3.15. Sea {m,}>2, una sucesion que verifica («). Definimos el operador res-

triccion u operador de Borel en el punto 0, R : &y ([—1,1]) = Aqagy, como R(f) =
{F®(0)}52,.
Observacién 3.16. Es claro que este operador estd bien definido.

Definiremos unos subespacios de los espacios de Roumieu definidos en (3.2) y (3.4) que

nos van a servir de cara a dotar a estos espacios de una topologia de limites inductivo.

Definicién 3.17. Si n € N, se definen los siguientes subespacios de &, (K) v Aqar)

respectivamente:
Emyn(K) ={f € €7 (K) : || fllgn < 00} (3.11)
Apagyn = {H{rp 2o, 7p € C [l | < 00} (3.12)

Proposicién 3.18. Para cada n € N, los espacios &g yn(K) y Aarym s0n espacios de
Banach.

Demostracion. 1. Sea {f,}r_, una sucesiéon de Cauchy en &y}, (K), luego para
todo € > 0, existe mg € N tal que || fi, — fjllkn < € para cada m,j > my.
Por lo tanto, para cada m,j > my y para cada p € Ny, Hﬁgf) — f;p)HKoo < enPM,,
es decir, para cada p € Ny, la sucesién {f,%))};’,le es de Cauchy en €' (K), que es de
Banach.
De aqui se deduce que para cada p € Ny, existe f, € €(K) tal que f,gf) converge
uniformemente a f, en K. Se puede ver que si f = fy, entonces para cada p € Ny, se
tiene que fP) = f, y por lo tanto f € €>°(K).
Como tenemos que ||f7(,f) — f;p)HK,OO < enPM,, si j — oo, llegamos a que para cada
p € Ny, ||j}(f) — fP| koo < enPM, para cada m > myg, luego si m > mg, fm — f
pertenece a &gy (K) y f € qaryn(K). Finalmente, si m > my, se tiene que:

1
[ = fllgn = sup ———r

f(p) z _f(p) §57
pENo,zEK anp‘ ;7 (@ |
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por lo que {f,, };o_; converge a f en &3, (/K ), con lo que el espacio es completo.

2. Sea {z,,}°°_; una sucesién de Cauchy en A} ,m, luego para todo € > 0, existe my € N
tal que ||z, — x|, < € para cada m, j > mg. Pongamos z,, = {z'}>2,, donde m € N.
Por lo tanto, para cada m,j > mg y para cada p € Ny, ]x;” — azg,\ < enPM,. Luego

00
m=1

para cada p € Ny, la sucesién {x;” es de Cauchy, entonces existe z, € C tal que
{x1}50-, converge a .

Sea x = {r,}72,. Como para cada m, j > mg y para cada p € Ny, |7,,, —x;,| < enP M,
si j — oo, para cada p € Ny, |2y, — x,| < enP M), si m > my. Luego z,,, — ¢ € Aparym
si m > my, de lo que se deduce que & € Apyyy,, ¥ que {x,, }oe_; converge hacia z en
A{ag,)ms POT 1o que Agpg,y . es de Banach.

O]
Definicién 3.19. éB{Mp}(K) = ind (g){Mp}m(K) y A{Mp} = ind A{Mp},n'
Proposicion 3.20. La aplicacion R de la definicion 3.15 es continua.

Demostracion. Sea n € N, entonces si f € &ar,yn([—1,1]), C = || fll[=1,1,n ¥ se tiene que
para cada p € Ny y para cada x € [—1,1], | f®(z)| < CnPM,,. Por lo que para cada p € Ny,
[fP(0)] < CnPM,,.

Es decir, R(f) € Afagyn. con lo que R(Sar,yn([—1,11) € Aaryns ¥ IRl < ([ fl=1,10-
Como por la proposicién 3.18, &ar 3. ([—1, 1]) ¥ Aar,},» son espacios de Banach, R‘é"{Mp},ndelD :

Emyyn([—1,1]) = Aqag,},n es continua y se concluye por la proposicién 1.57 que R es con-

tinua. O

Estamos ahora en condiciones de establecer un teorema de sobreyectividad parecido al
teorema 3.14 pero en el caso de los espacios de Roumieu. Ademads, en este teorema se va
a dar una condicién suficiente para que el operador de Borel definido en 3.15 admita un
inverso por la derecha, que recibird el nombre de operador de extensiéon al igual que en el

caso Beurling.
Teorema 3.21. 1. Si{m,}:2, verifica (1), entonces la aplicacion R es sobreyectiva.

2. Si ademds {my}>2, también satisface (f2), entonces existe una aplicacion lineal y
continua E : Ay — Epy([—1,1]) tal que Ro E = id, es decir, la aplicacion de

Borel admite una inversa por la derecha que es lineal y continua.

Demostracion. 1. Sea {x,}>2) € Aqu,), entonces existe H > 0y C > 0 tal que para
cada p € Ny, |z,| < CM,HP.
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Dado h > 0, consideramos la siguiente sucesién definida como:

hmy,, himy,, ..., iy, iy, 11, ko, . ..
Razonando de manera andloga al teorema 3.14, existe ¢, € D([72 s hm*]) tal que
[@pllec < 2°hP M),
Sea Fy(z) = gop(a:)‘;—z!?. Con unos argumentos similares al teorema previamente men-

cionado, se llega a que para cada j € Ny:

IF9 oo < %(%)p(w + %))j.

P

P
Por lo que ||Fp||[—1,1],h,(2+%) < M%)(%) . Cogemos h > 0 que verifique que % < %, es

decir que cumpla que h > AeH.
Sea f(z pr ), probemos que f € &y,3([—1,1]). Dado k € Ny, se tiene lo

siguiente:

1 sAe\p HAe\r
p_ - J—
ool 1By < OV ()" = €(557)

por lo tanto Z ‘xp|||FpH[—1,1],h(2+%) < 00, y de aqui se deduce que f € &y ([—1,1]).
p=0

Ademas, para cada k € Ny, f pr = Ty, luego R(f) = {-Tp}gio

. Para cada p € Ny, consideramos la siguiente sucesion:

My, Mpy o ooy My, Mp1, Mpya, ...
A ~~ g
p veces

Razonando de nuevo como en el teorema 3.14, se tiene que existe ¢, € D([=2, 2])
P
tal que ||@plleo < 2PRPM, y si Fp(z) = pp(z )p, , entonces para cada j € Ny:
- p 1y\J
F9|oe J(A) (2 —> , 3.13
IF9 e < 77 (4)" (24 5 (313)

p
y se tiene a su vez que si j < p:

, M p INImi ... m M p INiM, 1
FU) oo<_J<A> (2 _> M:_J(A) (2 _> _p 3.14

Por otro lado, como {m,}>*, satisface (), por el lema 2.17, dado € > 0 existe
0 < B < 1 tal que para p suficientemente grande, se tiene lo siguiente:
M, 1
0<j<p8 M; m

(3.15)

Por lo tanto,
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a) Sih>1yj>pB, WP’ >1y por lo tanto, partiendo de (3.13), se tiene que:

M. P 1.\7J
F9 ”(A h*/}) <h2 —>. 3.16
Il < 37 (4en™) (b2 ) (3.16)
b) Sij < pp, para un p suficientemente grande y h > 1, se puede llegar a partir de
(3.14) y (3.15) a lo siguiente:
IE e < 7 (Ace)" (245 <
oo = € I =
=, \ e A

p

%(Aeg)p@@ + %))j. (3.17)

p

Por lo que para p suficientemente grande y h > 1, tenemos la siguiente desigualdad:

1
F < — Aem A .
| ||[ 1,1],h(2+ L) Vi ( eméx{e, h~ }) (3.18)

p

1

Sea H de manera que Ae > H >0,e =4 y h = (%) ?. Por lo tanto, (3.18) queda

asi:

_ HP
||F1§J)||[—1,1],h(2+%) < i (3.19)
Definimos la aplicacién E : Aqy,y — &g,y ([=1,1]) como E({x,}52, pr

Comprobemos que E es continua, ya que facilmente se puede ver que es hneal y que
Ro E =id ya que F(0) = Sip-
Sean n € Ny {z,}>°) € Afag,)n- Dados k € Ng y x € [—1,1], se tiene lo siguiente:

HP
IE{zp}pZo)lli- 1@+ 1) < ZI%IIIF -1+ < ZH%IIM s

p=0 p=0

o0
= pr”nzanp < 00,

p=0

si H < L. Porlo tanto, sim = [h(2+%)], donde [-] es la funcién parte entera por exce-

so, se tiene que [[E({zp}p20)[-101m < 1E{ 2} 2 l-1ynery) < llwplla 202 nP HP,

luego la aplicacion F), : Mayn — Eag,ym([—1,1]) es continua y por la proposi-

{Mp},"/
cion 1.57, E es continua.
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Capitulo 4

Condiciones necesarias para el

operador extensiéon

En este capitulo estudiaremos cudles son las condiciones necesarias para poder construir
el operador F del capitulo anterior, tanto en el caso Roumieu como en el caso Beurling.
Para lograr este objetivo, dividiremos el capitulo en dos secciones distintas segtun el caso
que estemos tratando, del mismo modo que hicimos en el capitulo 3.

En la seccién relativa a los espacios de Roumieu se utilizara el teorema de factorizacion de
Grothendieck y en la correspondiente a los espacios de Beurling se usaran los teoremas que

se recogen en la seccion 1.2.

4.1. Espacios de Roumieu

En esta seccién se obtendran las condiciones que ha de verificar la sucesion de cocientes
{my}o2, si se tiene la existencia del operador extensién E' en el caso Roumieu.
Para ello, comenzaremos dando un teorema que caracteriza la sobreyectividad del operador
de Borel.

Teorema 4.1. R : &uy,y([—1,1]) — A,y es sobreyectiva si y solo si {m,}52, satisface

(Br).
Demostracion. <) Lo hemos probado en el teorema 3.21.

=) Veamos que existen C,h > 0 tales que para cada p € Ny, se puede encontrar una
funcién F, € &,y ([—1,1]) que verifica que ||F}||p -1, < M%) y ademés Féj)(()) = o)

para cada j € Ny, y asi razonando como en el teorema anterior, llegaremos a que
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{my}p=o cumple (51).
Comencemos observando que & 3([—1,1]) = Upl 18 1((—1,1]) ¥ que A,y =

Upe 1 Agar,y.n- Por ser R sobreyectiva, se tiene que para cada n € N:
Aty = tn(Magyn) € Ay = R(E, 1 ([=1,1]) = Uny R(Ea,ym([-1,1])),

donde i, : Agar,y,n < Agar,y es la inclusién, que es lineal y continua por la definicién
de topologia de limite inductivo.
Por lo que por el teorema de factorizacién de Grothendieck, existe m € N tal que
Aty © R(Eayym([=11]), es decir, {a ¢ [[ofln <1} € {o ¢ flzll, < 00} C {R(F) :
1 llm,-1,) < o0}
Al ser R lineal y {R(f) : [|f|lm, -1,y < 1} un entorno de 0, existe C' > 0 tal que
fo: ol €13 € LR 1 fgr < -
Aplicandolo al caso de que n = 1 y por el hecho de que R sea lineal, llegamos a que
para cada p € Ny, {2 - el < ) € (RO < [ flnga < 5}
Concluimos observando que para cada p € Ny, [ley]l, = MLP, por lo que existe F,,
| Fpllm,j—1,1] < M%J tal que R(F,) = e, es decir, F(0) = 67 para cada j € Ny.

O

Una vez visto este resultado, finalizaremos esta seccién dando el teorema que nos permite
conocer las condiciones necesarias que ha de verificar la sucesién de cocientes {m,}>2, si

existe el operador de extension en el caso Roumieu.

Teorema 4.2. Eziste un operador lineal y continuo E : Ay — Ep,y([—1,1]) que verifica
que Ro B =id siy solo si {my}>2 verifica (B2) y (1)

Demostracion. Comenzamos observando que por el teorema 3.21, solo es necesario probar
que si existe el operador extensién F, la sucesién de cocientes satisface (f3), pues si se tiene
la existencia de E, es facil comprobar que R es sobreyectiva y por lo tanto, aplicando el
teorema 4.1, se llega a que {m,}>2, verifica (53;).

Sea F), := E(e,), p € Ny, donde e, es el vector p-unitario, es decir e,, = (5%. Como RoE = id,
se tiene que Fp(j)(O) = 5% para cada p,j € Njy.

Veamos que para cada H > 0, H < 1, existen C,h > 1 tales que para cada p € Ny, se tiene
HPhI M;

P

que || Fpll=11n < CJ%’ es decir, para cada j € Ny, ||F,§j)||oo7[,1,1] <C
Comencemos observando que E es continua, &3 ([—1,1]) = UpZ 1 8y n([(—1,1]), Apary =

UnZ1Afar, )0 Y que para cada n € N, se tiene que:

E(Apyn) € E(Magy) € U= Enym (=1, 1)) = U _yim (Eag,y m([—1,1])),
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donde iy, : Earym([—1,1]) = &g,y ([—1,1]) es la inclusién, que es lineal y continua por la
definicién de topologia de limite inductivo.

Por lo que por el teorema de factorizacién de Grothendieck, existe m € N tal que E(A(a,),.) €
Eayym([—1,1]), es decir, para cada n € N, existe m € N tal que {E(z) : ||z|, < oo} C {f:
[l < o).

Ahora bien, se tiene que si L > 0, entonces {z : ||z||p < oo} C {z : ||z[/;z] < oo}, ya que
si ||z]|L < oo, entonces existe K > 0 tal que |z,| < KLPM, < K[L|?M, para cada p € Ny,
luego ||z||;z] < oo, obteniéndose de este modo que para cada L > 0, existe m € N tal que
{E(2) « ol < 1} S{E() « [zl < oo} S{F = [[fllm 11 < 00}

Puesto que {f : ||fllmp1, < 1} es un entorno de 0, existe C' > 0 de manera que
{E) :||zllr <1} S{f (| fllm-11 < C} y al ser E lineal, para cada p € Ny, se tiene que
para cada H > 0y para cada p € No, {E(z) : ||z 1 < Hp} C{S N1 < CE }

Por lo anterior se tiene que para cada p € Ny, HepH% = Mp, luego F), := Ee,) Cumple que
1Bl 1 < C2.

Una vez probado lo que queriamos, se tiene que por la expansion de Taylor, se tiene que
para cada j € Ny y para cada x, con 0 <z < 1:

HPhP*i M,
T

p

|F(p>( )—1] < _||F(p+a ||OO[ 1 < (J
J!

p

(4.1)

(h)’
J!

=C—-—

(Hh)Pmyimpys .. My ;.

Ahora bien, si j = p, entonces ]F(p)( )— 1| < C’M(Hh)pmgp. Ademas, si suponemos que
0<x<Ap , se llega a que |[FP (z) — 1| < C(AR2H)P.
S iH=1y A < h72, |FP(z) — 1| < C(AR2)P, es decir, F\P (z) > 1 — C(Ah?)P, que para p

suficientemente grande, se tiene que F\” (z) > 3

Si integramos p — j veces, donde 0 < j < p, se concluye que Fp(j ) (x) > %(’;:J), y sustituyendo

1
la z por A 2~ se llega a que:

1 1 Apls\p—i HPhI M.
s (BE) S IF ooy < €7 (42)
2(p—7)! \mgy, M,

Puesto que p!% > (p —j)!ﬁ, a partir de (4.2) se llega a que, para p suficientemente grande:
—j Phi M.
1<A)pJ§CHhMj:>M 1

2 M,

p—
M; mh,”

< 20 A= (P~ j)thj’

mayp

1 .
y como la aplicaciéon x — x»=7 es creciente, se concluye que:

M, =1 T 1
— — < (20T AT HPRI) 7. 4.
(Mj) Moy — (26) (H"H) (43)
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Sea 0 < B < % y sea j € N el mas pequeﬁo que verifica que 7 > (- p. Consideramos p

suficientemente grande para que 3, := 8+ 2 5 < 2

Como 8 < %7 se tiene que £ > j > B -p, luego —f-p < —j < P lo que implica que

(1-8)p<p—j <% porloque p—J <3 2 Ademsés, como j es el menor entero que verifica
que j > (- p, se tiene que j < S -p+ 1, 10 que conlleva que pL < ﬂpp_”;.l = pﬁij_

Entonces como C, h > 1, se deduce a partir de (4.3) que:

Mp)plj 1 2 9 _p_
—EN — < (20)r ATH(HRP) 44
(57)" 3 < OV A7 (HA%) (4.4)
Sea ¢ > 0, con 5 > ¢. Cogemos 0 < H < & S 3 ¥ B tan pequetio para que hP» < 2 a partir
de un p suﬁc1entemente grande. Entonces de (4.4) se tiene lo siguiente:

M ﬁ 1 2 _p_ 2 _J

(—p) < (20)F AT (AT = (20)7 AT e A A)T (4.5)
M; mayp

J

= (20)re(cA)7T < (20)re < 2,

donde en la tdltima desigualdad se ha tenido en cuenta que para p suficientemente grande,
(20)r < 2.
Por lo tanto, para p suficientemente grande y 3 pequeno, para que k% < 2,y j el minimo

entero mayor que [ - p, se tiene que:

y aplicando el lema 2.17, se tiene que {m,,}>2, verifica (3,). O

4.2. Espacios de Beurling

En esta seccién se obtendran las condiciones que ha de verificar la sucesion de cocientes

{my}o2, si se tiene la existencia del operador extension E en el caso Beurling.

Teorema 4.3. Existe un operador lineal y continuo E : Ay — ) ([—1,1]) que verifica

que Ro B =id siy solo si {my}>° verifica ().

Demostracion. Comenzamos observando que por el teorema 3.14, solo es necesario probar
que si existe la aplicacion lineal y continua E en el caso Beurling, la sucesion de cocientes
verifica (f1).

Sea F), := E(e,), p € Ny, donde e, es el vector p-unitario, es decir e,, = (5%. Como RoE = id,

se tiene que Fp(j)(O) = 6J para cada p, j € Ny.
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Por la continuidad de E, se tiene que por el lema 1.20 para cada h > 0, h < 1, existen
K >0y M > 0 tales que si definimos H > méx{+,1} y C' > mdx{M, 1}, obtenemos lo

siguiente:
&Y _
sy = )iy < Ml = MU= < €7,
es decir, para cada h > 0, h < 1, existen C, H > 1 tales que para cada p € Ny, ||F}|[[=1,1,n <
CH
M,

Razonando como en el teorema 4.2, se tiene que por la expansion de Taylor, para cada

1€Nyy0<x <1, se tiene que

p

|[FW(z) — 1| < o) J) (HRh)Pmy 1mpra . .. Mpy . (4.6)

1
Ahora bien, si j = kp, k e Ny 0 <z < AU “on 4 > (kH) > H?, siendo H; la

- M(k+1)p
constante que se obtiene para h = 1, a partir de (4.6) se tiene que:

|FP) () — 1] < C(hA)*™(HR)? = C((hA)*hH)P. (4.7)
Seleccionamos h, 0 < h < l v k para que (hA)*hH < 1, entonces para p suficientemen-
te grande se tiene que F(Zp)(x) > % Integrando p veces, se tiene que F2(p)( ) > ﬁmp y
1
sustituyendo x por A(kp—) se llega a lo siguiente:
1
1 (2kp)!2kr HY
—A—><F i < || <Co M 48
it A) < I v < Bl < O, (48)
P 2p
oM <clh
Mpy1...Myp mp
donde la tltima desigualdad se debe a que {m,}>2, verifica (a).
Observemos que, a partir de la desigualdad (4.8) se tiene lo siguiente:
mo(k+1 1 2]{]7 ‘ﬁ A
(s0p - l( )l = (4.9)
My (2C)»  ple 1
Como my, := %, p € N, a partir de la desigualdad (4.9) se deduce que:
1
m; 1 (2kp)l=» A 1
2(]61—1)]7 2 - ( p)l _2 (410)
my 2C)r plr  Hi2(k+1)
2kpe_1(47rkp)ﬁ A 1 kA
T opel(@mp)w  Hi20k+1) T k+1HT
ms; kA
por lo que pﬁnoo Q;Zjl)p > Y > 1, verificdndose (/). O

p
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Observaciéon 4.4. Los teoremas 4.2 y 4.3 muestran que existe una gran diferencia entre el
caso que estemos trabajando con los espacios de Beurling y los de Roumieu.

Por ejemplo, si consideramos las sucesiones de Gevrey definidas en la observacién 2.18,
llegamos a que estas sucesiones verifican (1) pero no (fz), por lo que, para estas sucesiones,
se podria construir el operador extensién en el caso de los espacios de Beurling, mientras

que no seria posible en los espacios de Roumieu.

A continuacién, nuestro objetivo va a ser probar, usando técnicas matemaéaticas mas
avanzadas, que en el caso Beurling son equivalentes la sobreyectividad del operador de
Borel y la existencia del operador extensién. Para ello, enunciaremos un lema que servira

para probar dicho resultado.

Lema 4.5. Siu € €™((—o0,T]) se anula en el eje negativo y {a;}52, es una sucesion de
nimeros positivos, de manera que a; > aj1 para todo j € N, conT' < ay + ... ap, entonces

six <T
lu(z)] < Z22j supa; . .. a;|[u (y)|,

jeJ Y%

donde J ={j:1<j<m,aj1 <ajoj=m}.
Demostracion. Comencemos observando que si a # 0, entonces
/ 1 ‘ /
H, xau'(z) = — av'(t)dt = u(x) — T,u(z),
a r—a
luego para cada 0 < j <m —1,

w9 = Hy,.,, * aj+1u(j+1) + TaHlU(j)- (4.11)

Razonando desde el caso j = 0, llegamos a que:

/ / /
u=Hy *au + 7o, u = Hy *ayuw + 7, Hyy ¥ a1t + 74, T, U (4.12)
/ " /
= Hy, xaru + 7q, Hyy % Hyy % a1a0u” + Ty T, Hyy * a0 + 7o, To, 0
/ " n
=H, xayu + 7o, Hyy x Hyy % a1a0u” + 74, Ta, Hoy ¥ Hy,y * ara0u

/
+ Tay TayTas Hay * a1 + To, Ta, U

Repitiendo lo mismo que hemos hecho en (4.12), por induccién llegamos a que u se puede

expresar como una suma de términos de la forma:

Hy % Hyy % ... % Hy, % aqay . .. aju(j), (4.13)

Tag, Tary - - - Tax,
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donde 7,5 <m, k1 < ky <...<k;y ademds a;, > q; para cada | <.
Podemos establecer que cada término de la forma (4.13) le asociamos (7,5) € Z? y vamos a

definir el siguiente conjunto:
Z:={(1,7):0<i<m,0<j<m,aj1 > a1}

Si a un elemento (7, j) € Z le aplicamos (4.11), llegamos a dos términos de la forma (i,j+1)

e (i+1,7) ya que al pertenecer a Z, ay,,, = a;+1 > a;4+1. También tenemos que (i+1, j) € Z

i1
salvoque i+1=my que (i,j+1) € Zanoser que j+1=mo que aj+2 < a1 < aj41,
lo que implica que j+1€ Jyquei+1<j+2.
Para ilustrar mejor esto, representamos Z y los posibles movimientos que se pueden hacer
cuandom =7y J ={1,3,6,7}:

g 4

Y
Y
Y
Y
Y
Y

Por lo tanto, razonando a un modo anédlogo a como hemos hecho en (4.12) podemos llegar

a que u es suma de elementos de la forma (4.13) donde i =m oi < jy j € J, es decir:

u= E Tag, Tary - - - Tagy, Hay * Hap % . ox Hyy % ajag ... aju(]) (4.14)
Jj<m
+ g E Tag, Tak, - - .7'%Ha1 * Hyy %ok Hy, x aray . .. aju(J).
jed i<j
Observemos que si © < T, x — ag, — ...ax,, < 0, luego el primer sumatorio de (4.14) es

idénticamente nulo.

Razonemos ahora en el segundo sumatorio. Observemos que el niimero de caminos que hay

5
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para ir del punto (0,0) al (i,7), es (“ZFJ) < 2% < 2%y ademds ||H,, | = 1 para cada
J < m, por lo que si x <T"

lu(z)| < Z Z | Tar, Tary -+ - Tay, Hay * Hop % ..o x Hyy % a1z . .. a;uV ()|

jeJ i<j
< Z Z | Hoy % Hoy % ... % Hy, % a1as . . . a;u?|| o (—oo )
jeT i<j
< S P Hy - Ho s - 0510 oo ooy = 3 2% 5[0 o e
jeJ jeJ
que es lo que queriamos conseguir. O

Teorema 4.6. Son equivalentes:
1. {my}2, verifica (By).
2. Existe un operador lineal y continuo E : Ay — Ear,)([—1,1]) tal que Ro E = id.
3. R: &, ([-1,1]) — A, es sobreyectiva.

Demostracion.
1 = 2. Lo hemos probado en 3.14.
2= 3. Seax = {7,}52) € Aag,)- Como Ro E =id, R(E(r)) = x, R es sobreyectiva.

3= 1. Como R es sobreyectiva, R : &u)([~1,1])/ker(R) — A(as,) es lineal, continua y
biyectiva, al ser R lineal y continua, luego por los teoremas 1.47 y 1.48 y el corolario
1.68 se tiene que R~ : Ao,y — S,y ([—1,1]) /ker(R) es continua , por lo que por
la observacién 1.14 y el lema 1.20, existen H, M > 0 tales que para cada x € Ay,
1R @)1y < Ml donde [R5y, = inf e 1o I1fll o1

Aplicando lo anterior para cada p € Ny al caso 2 = e, llegamos a que || R~ (z) 17 o1y <

Mﬁ—z, por lo que por la definicién 1.13, fijado ¢ > 0, existe F, € R *(e,) tal que
1Bl — 22 < IR @)y s decir, 1Byl < (M + )2 = C22.

Sea 7, = inf{z,1 : 0 < z < 1,Fép)(x) < 3} < 1. Como por la definicién de 7,
F,Sp)(a:) > 1 en [0,7,], se tiene que Fég)(x) > %%,) en [0, 7y,

Como 7y, <1y FQ(;Z) () < C% para cada z € [0, 1], se tiene que:

ngp < 1P < C’Hszp.

e 22 4.15
2p —2p T Moy, ( )
Por lo tanto, de esta desigualdad se deduce que:
H?p! H?Pp! H?
™ <20 P <20 90" (4.16)
MopMap_1 .. Mpi1 myp (m3)P
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es decir,
1 H?
< (20)r 4.17
Top < (20) m; ( )
h

Ahora bien, si probamos que para h > 0 y p suficientemente grande, 7, > Zk22p P
tendriamos que {m,, }72, verifica (v1), y por la proposicién 2.10, se tiene que la sucesion
cumple (f), ya que:

4p—1

1
P 2
E E i E LS @:i_i_ﬁg(?,_'_M)lgA'
my mp h m* h h m* — m*
k>p k= >4p P P

Probemos la ultima afirmacién.
Sea P :={p € Ny : 7, < D yssp e -}, donde h < min{%, 75

P es finito. Sea p € P, consideramos la sucesion {ny}2, definida como ny := % si

07 Z°° —}. Veamos que

0 my

ﬂ si k > p y la siguiente funcion:

(p) . :
fo) = { F7(x)—1 siz >0,

0 six < 0.

kE<pymng:=

Por el lema 4.5, se tiene que por la elecciéon de h:

4Fpk
[fo(7)| < ||f loo,jo,7] = 1 o or) (418)
p\'p kz:p [0,7) g; mgpm2p+1 e M p [0,7)
< 4khk CHP Mp+k _ 4khkmp+1 e Myt CHP
— = mgpm2p+1 e mp+k Mp k>p mgpm2p+1 e mp+k
4 h Mpyy1.-..1Mo C
< o LOHP = AhH)P.
k>p p
Como h < Zk T Tp < 1, luego dado que F,, € &u,)([—1,1]), entonces FP (1p) = 3,
77Lk

por lo que |f,(7,)| = 5, por lo que a partir de (4.18), se tiene que % < &(ZﬂzH)p,
desigualdad solo cierta para un nimero finito de p € Ny, obteniéndose que P es finito.

]
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