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Resumen

La Ley de Convergencia de Tipos es un resultado clave en la Teoŕıa de
la Probabilidad. Determina que las distribuciones ĺımite que podemos ob-
tener al modificar una sucesión de vectores aleatorios, a través de cambios
en localizaciones y parámetros de forma, son necesariamente del mismo ti-
po. Como ejemplo notable, garantiza que en el Teorema Central del Ĺımite
solo puede obtenerse una distribución Gaussiana, y que la velocidad

√
n es

esencialmente la única posible. Por otra parte, el Problema del Transporte
Óptimo garantiza la existencia de funciones óptimas para minimizar el cos-
te cuadrático del transporte de una distribución de probabilidades a otra.
El trabajo consistirá en el estudio de ambos problemas y en el análisis de
las conexiones y perspectivas que la denominada “descomposición polar” de
Brenier, en el segundo, podŕıa aportar al primero.

Palabras clave

Ley de Convergencia de Tipos, Problema del Transporte Óptimo, distancia
de Wasserstein, misma estructura de dependencia, descomposición polar de
Brenier...
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Abstract

The Law of Convergence of Types is a key result in Probability Theory.
It determines that the limit distributions that we can obtain by modifying
a sequence of random vectors, through changes in locations and shape para-
meters, are necessarily of the same type. As a notable example, it guarantees
that in the Central Limit Theorem only a Gaussian distribution can be ob-
tained, and that the velocity

√
n is essentially the only one possible. On

the other hand, the Optimal Transport Problem guarantees the existence of
optimal functions to minimize the quadratic cost of transport from one pro-
bability distribution to another. The work will consist in the study of both
problems and in the analysis of the connections and perspectives that the
so-called “polar decomposition” of Brenier, in the second one, could bring to
the first one.

Keywords

Law of Convergence of Types, Optimal Transport Problem, Wasserstein dis-
tance, same dependence structure, Brenier polar decomposition...
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Introducción

Recordamos de la asignatura de Teoŕıa de la Probabilidad y Estad́ıstica
Matemática que la Ley de Convergencia de Tipos versa sobre las posibles
distribuciones que pueden esperarse al realizar transformaciones afines a una
sucesión de variables aleatorias que, inicialmente, converge en distribución
a una variable aleatoria no degenerada. Uno de los objetivos principales de
este trabajo es presentar una generalización de este resultado a espacios de
dimensión mayor que uno.

En el primer caṕıtulo del trabajo, tras realizar un breve recordatorio de la Ley
de Convergencia de Tipos, se presentan, siguiendo el trabajo de Billingsley [3]
como referencia principal, resultados que recogen condiciones necesarias y
suficientes sobre las aplicaciones afines y los vectores ĺımite de las hipótesis
para asegurar resultados en la ĺınea de la Ley de Convergencia de Tipos para
el caso multivariado.

Las demostraciones que presenta Billingsley en su art́ıculo están basadas,
principalmente, en teoŕıa de grupos y en argumentos de compacidad y con-
vergencia. Por el contrario, aunque existen distintas formas de demostrar la
Ley de Convergencia de Tipos en R, en el presente trabajo se aborda v́ıa el
Teorema de Representación de Skorohod que permite pasar de convergencias
en ley entre variables aleatorias a convergencias casi seguro entre sus funcio-
nes cuantiles asociadas. De esta manera, se utiliza la función cuantil como
representante de la probabilidad y se aprovechan las propiedades de las que
goza la misma contando, además, con las ventajas que supone la convergencia
casi seguro. Si se quiere enmarcar el caso multivariado en este mismo esque-
ma, el papel que las funciones cuantiles cumplen en el caso unidimensional
en este caso lo desempeñan los denominados “transportes óptimos”. Con el
objetivo de realizar las demostraciones del caso multivarado siguiendo este
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esquema se requiere desarrollar un estudio de la teoŕıa del transporte óptimo,
que se recoge en el segundo caṕıtulo del trabajo.

Introducida la teoŕıa del transporte óptimo, y observada su estrecha re-
lación con la teoŕıa de la factorización polar, se puede tratar de presentar
nuevas pruebas de los resultados clave expuestos en el primer caṕıtulo utili-
zando el Teorema de Representación de Skorohod y recurriendo además a los
recursos que nos proporciona el transporte óptimo. Esto es lo que se recoge
en el tercer caṕıtulo del trabajo que se ha dividido en dos partes.

En la primera parte se trata el caso de las aplicaciones lineales, en esencia,
lo que se realiza es revisitar los resultados relativos a la generalización de la
Ley de Convergencia de Tipos para el caso multivariado y presentar prue-
bas aprovechando la convergencia casi seguro que se obtiene al utilizar la
representación de Skorohod y las ventajas que supone hacer uso de la des-
composición polar de matrices al poder trabajar con matrices ortogonales
(que forman un grupo compacto y, por lo tanto gozan de buenas propiedades
de convergencia) y matrices simétricas y definidas positivas (que representan
aplicaciones de transporte óptimo). Por otro lado, en la segunda parte se tra-
ta el caso de las estructuras de dependencia, la idea principal es adaptar los
resultados relativos a la Ley de Convergencia de Tipos para el nuevo contexto
en el que se trabaja y ver qué conclusiones se pueden obtener, nuevamen-
te teniendo como herramientas la representación de Skorohod y propiedades
bien conocidas de las aplicaciones de transporte óptimo.



Caṕıtulo 1

Ley de convergencia de tipos en
espacios de dimensión k

La estad́ıstica matemática y la teoŕıa de la probabilidad tratan con fre-
cuencia el problema de determinar la distribución ĺımite de una sucesión de
variables aleatorias. Un resultado clásico en este ámbito es el Teorema Cen-
tral del Ĺımite, el cual trabajando con una sucesión de variables aleatorias
{Xn}∞n=1 independientes e igualmente distribuidas con media µ y varianza σ2

asegura que
√
n(Xn − µ)

d−→ N(0, σ2).

La Ley de los Grandes Números garantiza la convergencia casi seguro de la
sucesión de medias muestrales {Xn}∞n=1 hacia la media µ, por su parte, lo que
afirma esencialmente el Teorema Central del Ĺımite es que para un ı́ndice n
suficientemente avanzado, la diferencia entre Xn y µ, cuando se multiplica
por el factor

√
n, sigue aproximadamente una distribución normal de media

0 y varianza σ2. Esto es, para n suficientemente grande la distribución de√
n(Xn − µ) está tan próxima como queramos a una normal de media 0 y

varianza σ2. En otras palabras, la distribución normal sustituye a las cotas
determińısticas asociadas a los errores en las aproximaciones matemáticas,
introduciendo una medida sobre el comportamiento de esos errores.

La Ley de Convergencia de Tipos, en el contexto de una sucesión de variables
aleatorias {Yn}∞n=1 convergente hacia una variable aleatoria no degenerada
Y , versa sobre las posibles distribuciones que pueden esperarse al realizar
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14 1.1. LEY DE CONVERGENCIA DE TIPOS

transformaciones lineales a la sucesión anterior, esto es considerar una nueva
sucesión {anYn + bn}∞n=1, con la única condición de que los coeficientes an
sean estrictamente positivos. La respuesta que da este resultado resulta muy
interesante, pues asegura que la convergencia de la sucesión transformada es
o bien una constante (es decir, una variable aleatoria degenerada), o bien una
variable aleatoria no degenerada del “mismo tipo” que Y .

Una consecuencia inmediata de Ley de Convergencia de Tipos, teniendo en
cuenta el Teorema Central del Ĺımite, es el hecho de que si existen sucesiones

{an}∞n=1 y {bn}∞n=1 tales que anXn+ bn
d−→ Z entonces, necesariamente Z es

una variable normal (es decir, del mismo “tipo” que una distribución normal
de media 0 y varianza σ2) o es degenerada (esto es, constante casi seguro).

Aśı, el principal objetivo de este primer caṕıtulo del trabajo es recordar
el clásico resultado de la ley de convergencia de tipos e introducir una gene-
ralización del mismo a espacios de dimensión k, siendo k un número natural
mayor que uno.

1.1. Ley de convergencia de tipos

Antes de enunciar y demostrar la Ley de Convergencia de Tipos vamos a
recordar algunos conceptos básicos e introducir la notación que utilizaremos
a lo largo de todo el trabajo.

Dada una variable aleatoria X y una probabilidad P , para indicar que X
sigue la ley de probabilidad P , utilizaremos indistintamente la notación

X
d∼ P ó L (X) = P.

Recordamos además que, dadas dos variables aleatorias X e Y , se dice que
están igualmente distribuidas si tienen la misma ley de probabilidad, esto

es, si L (X) = L (Y ). Este fenómeno se suele representar como X
d
= Y ,

notación que utilizaremos en el presente trabajo.

Con vistas a enunciar el resultado principal de este apartado, dadas dos
probabilidades P y Q sobre la recta real R, se dice que son del mismo
tipo si existen variables aleatorias X e Y y constantes a > 0 y b tales que
L (X) = P , L (Y ) = Q y L (Y ) = L (aX + b). En este contexto, se tiene

que Y
d
= aX + b y se dice que X e Y son del mismo tipo.
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Existen otras caracterizaciones útiles para este fenómeno, una de ellas en
términos de la función cuantil, que es la que emplearemos para realizar la
prueba del resultado de interés y la desarrollamos a continuación, tras realizar
un breve recordatorio sobre la función cuantil.

Definición 1.1. Dada una función de distribución F : R → [0, 1] se define
su función cuantil asociada, que denotamos por F−1, como

F−1(t) = mı́n{x ∈ R : t ≤ F (x)}, para todo t ∈ (0, 1) .

La propiedad fundamental caracteŕıstica de la función cuantil es la siguiente:

F−1(t) ≤ x ⇐⇒ t ≤ F (x) para todo t ∈ (0, 1) ,

que presenta como consecuencia inmediata el hecho de que t ≤ F (F−1(t)),
una relación que podemos completar comparando a través de la función
F (x−) := ĺımy→x− F (y), escribiendo

F (F−1(t)−) ≤ t ≤ F (F−1(t)).

La función cuantil es una función F−1 : (0, 1)→ R que es creciente y continua
por la izquierda, pero el rećıproco también se verifica, como se recoge en el
siguiente resultado.

Proposición 1.2. Toda función definida en el intervalo (0, 1), creciente y
continua por la izquierda es la función cuantil de una, y solo una, función
de distribución.

La función cuantil juega además un papel fundamental en el estudio de la
convergencia en ley, a través de la equivalencia existente entre la convergen-
cia débil de funciones de distribución y la convergencia en casi todo punto
de las correspondientes inversas, dadas por las funciones cuantil. Este resul-
tado se conoce como teorema elemental de representación de Skorohod y lo
presentamos a continuación:

Teorema 1.3. Sean F y {Fn}∞n=1 funciones de distribución en la recta real y,
como de costumbre, F−1, {F−1

n }∞n=1 sus correspondientes funciones cuantil.
Entonces, las relaciones siguientes son equivalentes:

(a) Fn(x)→ F (x) para todo x ∈ C(F ), donde C(F ) representa el conjunto
de puntos de continuidad de F .
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(b) F−1
n (t)→ F−1(t) para casi todo t ∈ (0, 1).

El calificativo elemental se utiliza para destacar que el resultado de Skorohod
es válido para convergencias en espacios muy generales. En cualquier caso
estos teoremas son actualmente una de las herramientas más poderosas para
estudiar la convergencia de probabilidades.

Volviendo a la caracterización de las probabilidades del mismo tipo, sean
X e Y variables aleatorias, P y Q probabilidades y a > 0 y b constantes.

Supongamos que tenemos aX + b
d
= Y con L (X) = P , L (Y ) = Q y

funciones de distribución asociadas F y G respectivamente. Ahora bien, dado
que estamos trabajando con a > 0 tenemos que aF−1 + b es una función
creciente, continua por la izquierda y definida en (0, 1) y, por lo tanto, se

trata de una función cuantil. Es conocido que F−1 d
= X y G−1 d

= Y , de
donde se sigue que:

aF−1 + b
d
= aX + b

d
= Y

d
= G−1

luego, en términos de la función cuantil tenemos que G−1 está igualmente
distribuida que aF−1+ b y, como ambas son funciones crecientes y continuas
por la izquierda, tienen que ser iguales.

La Ley de Convergencia de Tipos puede ser demostrada por medio de una
cadena de lemas como presenta Billingsley en [4] (páginas 204 - 206) o ha-
ciendo uso de la función caracteŕıstica como realiza Loeve en [14] (páginas
216 - 218). En este trabajo, siguiendo el art́ıculo de Cuesta et al [8], presen-
tamos una demostración, a nuestro parecer más sencilla, sin más que tener
en cuenta la caracterización presentada sobre variables del mismo tipo en
términos de la función cuantil y el Teorema de Skorohod.

Teorema 1.4 (Ley de Convergencia de Tipos). Sean {an}∞n=0 y {bn}∞n=0 dos
sucesiones de números reales con an > 0, y sea {Xn}∞n=1 una sucesión de

variables aleatorias tal que Xn
L−→ X y anXn + bn

L−→ Y , donde X e Y son
variables aleatorias con leyes no degeneradas. Entonces existen a > 0 y b

tales que an
n→∞−−−→ a, bn

n→∞−−−→ b, y además Y
d
= aX + b.

Demostración. Denotamos por Fn, Gn, F y G a las funciones de distribución
asociadas a las variables Xn, anXn + bn, X e Y respectivamente y represen-
tamos las respectivas funciones cuantiles por F−1

n , G−1
n , F−1 y G−1, como es

usual.
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Para variables aleatorias reales el Teorema de Skorohod nos asegura que

Xn
L−→ X ⇐⇒ F−1

n
c.s.−−→ F−1.

Esto es:

Fn
d−→ F ⇐⇒ F−1

n
c.s.−−→ F−1

Gn
d−→ G ⇐⇒ G−1

n
c.s.−−→ G−1 ⇐⇒ anF

−1
n + bn

c.s.−−→ G−1

En resumen, lo que tenemos es F−1
n → F−1, anF

−1
n + bn → G−1 con F−1 y

G−1 no constantes y queremos probar que las sucesiones {an}∞n=1 y {bn}∞n=1

tienen ĺımites respectivos a > 0 y b; y además queremos comprobar que
G−1 = aF−1 + b casi seguro.

Sean x1, x2 tales que F−1 (x1) ̸= F−1 (x2). Entonces

F−1
n (x1)→ F−1 (x1) y F−1

n (x2)→ F−1 (x2)

y, en consecuencia,

F−1
n (x1)− F−1

n (x2)→ F−1 (x1)− F−1 (x2) .

Además, también se verifican

anF
−1
n (x1) + bn → G−1 (x1) y anF

−1
n (x2) + bn → G−1 (x2) ,

de donde se deduce que

an
(
F−1
n (x1)− F−1

n (x2)
)
→ G−1 (x1)−G−1 (x2)

y, en consecuencia,

an →
G−1 (x1)−G−1 (x2)

F−1 (x1)− F−1 (x2)
=: a.

Ahora bien, si consideramos y1, y2 tales que G
−1 (y1) ̸= G−1 (y2) tenemos que

an
(
F−1
n (y1)− F−1

n (y2)
)
→ G−1 (y1)−G−1 (y2) ̸= 0

dado que an → a y F−1
n (y1)−F−1

n (y2)→ F−1 (y1)−F−1 (y2), necesariamente
a ̸= 0. Como además an > 0, se deduce que a > 0.
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Por último, tenemos que anF
−1 (x1) + bn → G−1 (x1) luego bn → G−1 (x1)−

aF−1 (x1).

Ahora bien, como tenemos que F−1
n → F−1 y las sucesiones {an}∞n=1 y {bn}∞n=1

tienen ĺımites respectivos a > 0 y b, entonces también se verifica anF
−1
n +bn →

aF−1+ b. Teniendo en cuenta que el teorema de Skorohod nos aseguraba que
anF

−1
n + bn

c.s.−−→ G−1, es evidente que G−1 = aF−1 + b .

De este resultado se deduce realizando cambios triviales en la demostra-
ción previa el siguiente corolario.

Corolario 1.5. Sean {an}∞n=0 y {bn}∞n=0 dos sucesiones de números reales con

an > 0, y sea {Xn}∞n=1 una sucesión de variables aleatorias tal que Xn
L−→ X y

anXn+ bn
L−→ X, donde X es una variable aleatoria no degenerada. Entonces

se tiene que an
n→∞−−−→ 1 y bn

n→∞−−−→ 0.

Por otro lado, cabe destacar que si relajamos las hipótesis de la Ley de
Convergencia de Tipos permitiendo que la sucesión {an}∞n=1 sea de números
no nulos, esto es, permitiendo que la sucesión pueda tener signos negativos y
positivos; el resultado sigue siendo válido en cierto sentido. Trabajando con
aplicaciones lineales por simplicidad, si escribimos estos coeficientes como
an = sign(an)|an|, donde sign(an) denota el signo de an tenemos que, en
virtud de la Ley de Convergencia de Tipos |an| → a > 0 y entonces:

Si sign(an) → 1 se tiene que aX
d
= Y y como a > 0 las variables X e

Y son del mismo tipo.

Si sign(an) → −1 se tiene que −aX d
= Y y como −a < 0 entonces

las variables X e Y son del mismo tipo si, y sólo si, X es una variable

simétrica, esto es, X
d
= −X. En caso de que X no sea una variable

aleatoria simétrica las variables X e Y no son del mismo tipo, pero
verifican una condición similar.

Si la sucesión {sign(an)}∞n=1 no converge, entonces necesariamente X

es una variable simétrica y, en consecuencia, aX
d
= −aX d

= Y luego las
variables X e Y son del mismo tipo.

Esto nos proporciona una idea de cómo se va a abordar el caso multidimen-
sional, en el que las transformaciones afines αn van a descomponerse como
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producto de transformaciones que convergen a la identidad y transformacio-
nes que dejan fija la distribución del vector ĺımite.

1.2. Preliminares

Antes de seguir avanzado introducimos la notación que utilizaremos en
lo que resta de caṕıtulo y algunas observaciones pertinentes. Seguiremos en
esencia la exposición del trabajo de Billingsley (1966) [3].

Notación. Denotaremos:

por r, s, . . . a números reales,

por a, b, . . ., x, y, . . . a vectores (columna) de números reales de di-
mensión k,

por A, B, . . . a matrices de dimensión k × k con coeficientes reales,

por α, β, . . . a transformaciones afines de Rk, teniendo en cuenta que
δ denotará siempre a la transformación identidad,

por X, Y , . . . a vectores (columna) aleatorios de dimensión k.

Con la notación expuesta, recordamos que una transformación af́ın α es de
la forma αx = Ax+a. Se dice que la transformación af́ın α es no singular si,
y sólo si, la matriz A que la define es no singular. En particular, una trans-
formación af́ın no singular se caracteriza por ser una aplicación biyectiva de
Rk en Rk. Además, las transformaciones afines forman un semigrupo bajo la
composición, que representaremos por S , y el conjunto de transformaciones
afines no singulares forman un grupo en S , que denotaremos por G .

Por otro lado, al escribir αn → α, nos estaremos refieriendo siempre a que
existe convergencia αn x→ αx para cada vector x ∈ Rk, en el sentido de la
norma eucĺıdea. De esta forma, dotamos a S de una topoloǵıa bajo la cual
la composición es continua.

Definición 1.6. Se dice que un vector aleatorio X es degenerado si
existe una variedad af́ın H de dimensión k − 1 tal que X pertenece a H con
probabilidad igual a uno.

Estudiamos dos lemas previos para, posteriormente, poder abordar los
resultados principales del caṕıtulo.
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Notación. Denotamos por ∥Aa∥ al máximo de los valores absolutos de las
entradas del vector Aa y además, como es usual, representamos al producto
interno de dos vectores x e y de Rk por < x, y >, esto es, < x, y >=

∑k
i=1 xiyi.

Definición 1.7. Se dice que la sucesión {Xn}∞n=1 está acotada en proba-
bilidad si para todo ε > 0 existe un número real rε tal que ∥Xn∥ ≤ rε se
cumple con probabilidad mayor que 1− ε para todo n.

Nótese que en el ámbito de la convergencia de medidas de probabilidad,
esta condición es idéntica a la de que la sucesión de distribuciones asociadas
{L (Xn)}∞n=1 sea ajustada.

Observación 1. Si k = 1 y {Xn}∞n=1 está acotada en probabilidad y sn →∞,

entonces Xn/sn
d−→ 0.

Lema 1.8. Sea {Xn}∞n=1 una sucesión de vectores aleatorios verificando

Xn
d−→ X, donde X es un vector aleatorio no degenerado. Supongamos que

{< xn, Xn > + rn}∞n=1 está acotada en probabilidad, entonces supn ∥xn∥ <∞
y supn |rn| <∞.

Demostración. Consideramos sn = ∥xn∥+ |rn| y suponemos que {sn}∞n=1 no
está acotada superiormente. Elegimos una subsucesión {snk}∞k=1 que tienda
hacia infinito y de ella extraemos una subsucesión {snkl}

∞
l=1 tal que

xnkl
snkl
−→ x0 ∈ Rk y

rnkl
snkl
−→ r0 ∈ R.

Ahora bien: ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣xnklsnkl

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ −→ ∥x0∥ =⇒

∥xnkl∥
∥xnkl∥+ |rnkl |

−→ ∥x0∥

∣∣∣∣∣rnklsnkl

∣∣∣∣∣ −→ |r0| =⇒
|rnkl |

∥xnkl∥+ |rnkl |
−→ |r0|

de donde se sigue que

1 =
∥xnkl∥

∥xnkl∥+ |rnkl |
+

|rnkl |
∥xnkl∥+ |rnkl |

−→ ∥x0∥+ |r0|
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y, por lo tanto, ∥x0∥ + |r0| = 1. En consecuencia, no puede verificarse si-
multáneamente x0 = 000 y r0 = 0. Luego:

<
xnkl
snkl

, Xnkl
> +

rnkl
snkl

d−→< x0, X > + r0. (1.1)

Además, como {(xn, Xn) + rn}∞n=1 está acotada en probabilidad y snkl →∞
entonces

<
xnkl
snkl

, Xnkl
> +

rnkl
snkl

d−→ 0 (1.2)

Combinando (1.1) y (1.2) se deduce que (x0, X) + r0
d
= 0, luego X pertenece

con probabilidad 1 al conjuntoH = {x : (x0, x)+r0 = 0}. Teniendo en cuenta
que x0 y r0 no pueden anularse simultáneamente y que H es un conjunto no
vaćıo, entonces H es un hiperplano de dimensión k−1, de donde se deduciŕıa
que X es un vector aleatorio degenerado, lo cual entra en contradicción con
las hipótesis del resultado.

Luego necesariamente {sn}∞n=1 es una sucesión acotada y, en consecuencia,
se tiene que

sup
n
∥xn∥ <∞ y sup

n
|rn| <∞.

Notación. Si α es una transformación af́ın dada por αx = Ax+a, escribiremos
∥α∥ = máx{∥A∥, ∥a∥}. Tomando d (α, β) = ∥α − β∥, donde α − β es la
diferencia punto a punto de las transformaciones α y β, dotamos a S de una
métrica equivalente a la topoloǵıa de la convergencia puntual.

Lema 1.9. Sea {Xn}∞n=1 una sucesión de vectores aleatorios con Xn
d−→ X,

donde X es un vector aleatorio no degenerado y sea {αn}∞n=1 una sucesión de
transformaciones afines. Supongamos que {αnXn}∞n=1 está acotada en proba-
bilidad, entonces supn ∥αn∥ <∞.

Demostración. Supongamos αnX = AnX + an y denotamos por Atn a la
matriz traspuesta de An.

Como {αnXn}∞n=1 está acotada en probabilidad, dado ε > 0 existe un número
real rε > 0 tal que ∥αnXn∥ ≤ rε se verifica con probabilidad mayor que 1−ε.
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Ahora bien, dado x ∈ Rk tenemos que {< x, αnXn >}∞n=1 está acotada en
probabilidad pues, haciendo uso de la desigualdad de Cauchy–Schwarz se
tiene que

| < x, αnXn > | ≤ ∥x∥∥αnXn∥ ≤ ∥x∥rε

con probabilidad mayor que 1− ε.

Por otro lado, dado que se tiene la igualdad

< Atnx,Xn > + < x, an >=< x, αnXn >,

del lema previo se sigue que

sup
n
∥Atnx∥ <∞ y sup

n
| < x, an > | <∞.

Ahora bien:

Veamos que supn{∥An∥} <∞:

Dado que estamos trabajando en Rk, que es un espacio de dimensión
finita, sabemos que todas las normas matriciales son equivalentes. Por
lo tanto nos limitamos a trabajar con la norma del máximo y proba-
remos que supn{∥An∥máx} <∞, donde la norma del máximo se define
como ∥A∥máx = máxi,j |aij|.

Por hipótesis, sabemos que supn∥Atnx∥∞ < ∞ para x ∈ Rk arbitrario
luego, en particular, supn∥Atnei∥∞ < ∞ para i = 1, . . . , k. Aśı, pa-
ra cada i ∈ {1, . . . , k} existe una constante Mi > 0 de manera que
supn∥Atnei∥∞ < Mi tomando M = máx{M1, . . . ,Mk} tenemos que
sup1≤i≤k supn∥Atnei∥∞ < M o, equivalentemente,

sup
n
∥An∥máx = sup

n
∥Atn∥máx < M <∞

como queŕıamos probar.

Vemos que supn ∥an∥ <∞:

Como supn | < x, an > | <∞ para x ∈ Rk arbitrario, en particular,

sup
n

∥∥a(i)n ∥∥ = sup
n
| < ei, an > | <∞.
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Aśı, para cada i ∈ {1, . . . , k} existe una constante Mi > 0 de manera

que supn |a
(i)
n | < Mi tomando M = máx{M1, . . . ,Mk} tenemos que

sup1≤i≤k supn |a
(i)
n | < M o, equivalentemente, supn∥an∥ < M < ∞

como queŕıamos probar.

Ahora bien, por definición ∥αn∥ = máx{∥An∥, ∥an∥} y como hemos probado
que supn∥An∥ <∞ y supn∥an∥ <∞, es claro que supn∥αn∥ <∞.

1.3. Resultados principales

Empezamos probando que el conjunto de transformaciones afines que
conservan la distribución de un vector aleatorio no degenerado es un subgrupo
compacto del grupo de transformaciones afines no singulares.

Teorema 1.10. Si X es un vector aleatorio no degenerado, entonces el con-

junto GX de todas las transformaciones afines que verifican αX
d
= X forman

un subgrupo compacto del grupo G .

Demostración. Antes de probar que GX es un subgrupo compacto, notamos
que toda transformación α ∈ GX debe ser no singular.

Supongamos, razonando por reducción al absurdo, que α0 ∈ GX con α0 trans-
formación af́ın singular, dada por α0X = A0X + a0. Que α0 sea singular im-
plica que A0 es una matriz singular y, por tanto existe un vector x0 ∈ Rk\{0}
tal que At0x0 = 0.

Ahora bien, como tenemos la igualdad

< x0, a0 >=< At0x0, X > + < x0, a0 >=< x0, α0X >
d
=< x0, X >

deducimos que X es un vector aleatorio degenerado, en contradicción con
la hipótesis del teorema. En consecuencia, si α ∈ GX tenemos que α es no
singular.

Pasamos a probar que GX es subgrupo de G .

Es claro que GX es cerrado para la composición, pues si α, β ∈ GX
tenemos que αX

d
= X y βX

d
= X. Por lo tanto β (αX)

d
= βX

d
= X, lo

que prueba que β ◦ α ∈ GX .
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Si α ∈ GX entonces

αX
d
= X =⇒ AX+a

d
= X =⇒ X

d
= A−1X+A−1a =⇒ X

d
= α−1X

lo que prueba que α−1 ∈ GX .

Es evidente que la transformación af́ın definida por la matriz identidad
de tamaño k y el vector nulo pertenece a GX y se trata del elemento
neutro del grupo G .

Ya hemos probado que GX es un subgrupo de G . Ahora nos queda demostrar
que se trata de un subgrupo compacto.

Si αn ∈ GX y αn → α entonces X
d
= αnX

d−→ αX de donde se sigue que

αX
d
= X y, por tanto, α ∈ GX . Lo que prueba que GX es cerrado.

Nos faltaŕıa ver que se trata de un conjunto compacto. Si {αn}∞n=1 ⊂ GX

entonces {αn}∞n=1 es acotada en probabilidad pues αnX
d
= X para todo n.

Esto, junto con el hecho de que X
d−→ X, con X no degenerado, nos permite

aplicar el Lema 1.9 del que se deduce que supn∥αn∥ < ∞. Por lo tanto,
sup{α : α ∈ GX} <∞. Con lo que concluimos la prueba del resultado.

A continuación, dada una sucesión de vectores aleatorios que converge en
distribución a un vector aleatorio no degenerado, se establece una condición
necesaria y suficiente sobre una sucesión de transformaciones afines para que
la sucesión de los vectores aleatorios transformada por las transformaciones
afines correspondientes siga convergiendo en distribución al mismo vector
aleatorio no degenerado.

Teorema 1.11. Sea {Xn}∞n=1 una sucesión de vectores aleatorios tales que

Xn
d−→ X, donde X es un vector aleatorio no degenerado. Entonces, para que

se verifique αnXn
d−→ X es necesario y suficiente que las transformaciones

afines αn tengan la forma

αn = δnγn, (1.3)

donde

δn → δ y γn ∈ GX . (1.4)

Demostración. Primero probamos que se verifica la condición suficiente.
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Como GX es un grupo compacto cualquier subsucesión {γnk}∞k=1 de la sucesión
{γn}∞n=1 admite una subsucesión {γnkl}

∞
l=1 convergente hacia un elemento

γ ∈ GX . Por lo tanto,

γnklXnkl

d−→ γX
d
= X.

Además, si cualquier subsucesión {γnk}∞k=1 admite una subsucesión {γnkl}
∞
l=1

que converge en distribución a X, entonces {γnXn}∞n=1 converge en distribu-
ción a X. En consecuencia,

αnXn = δnγnXn
d−→ δX

d
= X,

como se queŕıa probar.

Pasamos ahora a probar la condición necesaria del enunciado.

Ya sabemos que si αnXn
d−→ X entonces la sucesión {αnXn}∞n=1 es acotada

en probabilidad y, del Lema 1.9, junto con la hipótesis de que X es un vector

aleatorio no degenerado y Xn
d−→ X, se sigue que supn∥αn∥ < ∞. Luego la

sucesión {αn}∞n=1 tiene adherencia compacta. Por lo tanto, si una subsucesión

{αnk}∞k=1 converge hacia α tenemos αnkXnk

d−→ X y αnkXnk

d−→ αX, de lo que
se sigue que α ∈ GX . Con esto, hemos probado que el conjunto F de todos
los puntos ĺımites de la sucesión {αn}∞n=1 es un subconjunto de GX .

Si denotamos rn a la distancia de αn al conjunto F , entonces rn
n→∞−−−→ 0.

Elegimos γn ∈ F con ∥αn − γn∥ < rn + 1/n y consideramos δn = αnγ
−1
n .

Ahora bien, αn = δnγn y γn ∈ GX y sólo queda probar que δn → δ o,
equivalentemente δn − δ = (αn − γn) γ−1

n → 0. Para ello, observamos que
∥αn − γn∥ < rn + 1/n

n→∞−−−→ 0, lo que prueba que αn − γn
n→∞−−−→ 0. Además

teniendo en cuenta que supn∥γ−1
n ∥ ≤ sup{∥γ∥ : γ ∈ GX} < ∞, se concluye

que δn − δ → 0 como queŕıamos.

La caracterización obtenida para las transformaciones afines αn, en función
de transformaciones que convergen hacia la identidad compuestas con trans-
formaciones no singulares, nos asegura que para n suficientemente grande
éstas son siempre no singulares.

Sabemos qué significa que dos variables aleatorias sean del mismo tipo, si
queremos llevar este concepto a dimensión mayor que uno debemos pensar en
una matriz definida positiva (que seŕıa el equivalente a la constante mayor que
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cero) y un vector de localización (que seŕıa el equivalente a la constante que no
presentaba restricciones), es decir, tenemos que pensar en una transformación
af́ın con matriz definida positiva. De esta manera, diremos que dos vectores
aleatorios X e Y son del mismo tipo, si existe un transformación af́ın
definida positiva α tal que L (αX) = L (Y ).

Una vez conocido el concepto de vectores aleatorios del mismo tipo, pode-
mos introducir un resultado preliminar que nos servirá para, posteriormente,
presentar una generalización de la Ley de Convergencia de Tipos a espacios
de dimensión mayor que uno.

Teorema 1.12. Sea {αn}∞n=1 una sucesión de transformaciones afines y sea

{Xn}∞n=1 una sucesión de vectores aleatorios. Si Xn
d−→ X y αnXn

d−→ Y ,

donde X e Y son vectores aleatorios no degenerados, entonces αX
d
= Y para

algún α en G .

Demostración. Como αnXn
d−→ Y sabemos que la sucesión {αnXn}∞n=1 es

acotada en probabilidad. Además, como por hipótesis Xn
d−→ X siendo X un

vector aleatorio no degenerado, del Lema 1.9 se tiene que supn∥αn∥ < ∞.
Consideramos una subsucesión {αnk}∞k=1 de {αn}∞n=1 tal que αnk → α. Ahora
bien, como

αnkXnk

d−→ αX y αnkXnk

d−→ Y

se deduce que αX
d
= Y . Dado que X e Y son vectores aleatorios no degene-

rados por hipótesis, tenemos que necesariamente α debe de ser una transfor-
mación no singular y, por tanto, α ∈ G .

Estamos en condiciones de presentar y demostrar una generalización de
la Ley de Convergencia de Tipos a espacios de dimensión mayor que uno. La
prueba de este resultado se limita a combinar lo obtenido en los dos teoremas
previos.

Teorema 1.13. Sea {Xn}∞n=1 una sucesión de vectores aleatorios y sean
{αn}∞n=1 y {βn}∞n=1 sucesiones de transformaciones afines, siendo las trans-

formaciones αn no singulares para todo n ∈ N. Supongamos que βnXn
d−→ X,

donde X es un vector aleatorio no degenerado. Entonces βn es no singular

para n suficientemente grande, y para que se cumpla αnXn
d−→ Y , donde Y

es un vector aleatorio no degenerado, es necesario y suficiente que Y
d
= αX
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para algún α ∈ G y que para n suficientemente grande la transformación af́ın
αn sea de la forma

αn = αδnγnβn,

donde
δn → δ y γn ∈ GX .

Demostración. Que las transformaciones afines βn sean no singulares para n
suficientemente grande se deduce del hecho de que X es un vector aleatorio
no degenerado.

Probemos en primer lugar la condición suficiente, esto es, si Y
d
= αX para

algún α ∈ G y para n suficientemente grande (digamos n ≥ n0) las transfor-
maciones afines αn son de la forma αn = αδnγnβn con δn → δ y γn ∈ GX ,

entonces αnXn
d−→ Y .

Como GX es compacto, cualquier subsucesión {γnk}∞k=1 de la sucesión {γn}∞n=n0

(que está contenida en GX) admite una subsucesión {γnkl}
∞
l=1 convergente ha-

cia un elemento γ ∈ GX , por lo tanto, γnkl → γ.

Ahora bien, como βnXn
d−→ X entonces

γnklβnklXnkl

d−→ γX
d
= X,

sin embargo, el Teorema de compacidad de Helly nos asegura que esta con-

vergencia se verifica para todo n ∈ N. Luego tenemos γnβnXn
d−→ X y, en

consecuencia, αnXn = αδnγnβnXn
d−→ αδX

d
= αX.

Por hipótesis se tiene αnXn
d−→ Y y hemos probado que αnXn

d−→ αX, en

consecuencia, Y
d
= αX como queŕıamos probar.

Pasamos a demostrar la condición necesaria, esto es, si αnXn
d−→ Y entonces

Y
d
= αX para algún α ∈ G y para n suficientemente grande las transforma-

ciones afines αn son de la forma αn = αδnγnβn donde δn → δ y γn ∈ GX .

Por hipótesis tenemos que βnXn
d−→ X y que las transformaciones afines βn

son no singulares para n suficientemente grande. Vamos a escribir Yn = βnXn

y entoncesXn = β−1
n Yn para n suficientemente grande, pues βn es no singular.

Además, por hipótesis también sabemos que αnXn
d−→ Y y si sustituimos en

esta expresión Xn por β−1
n Yn se sigue que αnβ

−1
n Yn

d−→ Y .
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Ahora bien, tenemos las convergencias Yn = βnXn
d−→ X y αnβ

−1
n Yn

d−→ Y
con X e Y vectores aleatorios no degenerados. Aśı, estamos en condiciones

de aplicar el Teorema 1.12 del que se deduce que αX
d
= Y para algún α ∈ G .

Con esto tenemos

αnβ
−1
n Yn

d−→ αX =⇒ α−1αnβ
−1
n Yn

d−→ X,

teniendo en cuenta que Xn = β−1
n Yn, se sigue que

Yn
d−→ X y α−1αnβ

−1
n Yn

d−→ X

donde X es un vector aleatorio no degenerado y, en virtud del Teorema
1.11 se sigue que α−1αnXnβ

−1
n = δnγn donde δn → δ y γn ∈ GX , para n

suficientemente grande (basta tomar n como el número natural a partir del
cual las transformaciones afines βn son no singulares).

Despejando en la igualdad anterior, se deduce que, para n suficientemente
grande, las transformaciones afines αn son de la forma αn = αδnγnβn, donde
α ∈ G , δn → δ y γn ∈ GX , como se queŕıa probar.

Por último, se presenta una caracterización de los subgrupos compactos
del grupo de transformaciones afines no singulares en términos de un grupo
cerrado de matrices ortogonales, una matriz simétrica y definida positiva y
un punto de Rk.

Teorema 1.14. Todo subgrupo compacto G0 de G tiene la siguiente forma:
Existe un subgrupo cerrado O0 de O, un punto x0 ∈ Rk, y una matriz V
simétrica y definida positiva, tal que G0 consiste exactamente en las trasfor-
maciones afines

αx = V −1WV (x− x0) + x0

con W ∈ O0.

Demostración. Dada una transformación afin α definida por αx = Ax + a,
denotamos por J (α) al determinante de la matriz A, esto es, J (α) = det (A).
Como αnx = Anx + An−1a + · · · + Aa + a y α−1x = A−1x− A−1a, tenemos
que

J (αn) = J (α)n y J
(
α−1
)
= J (α)−1 . (1.5)
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Luego la función J es continua en la topoloǵıa de S y, al tratarse G0 de un
subgrupo cerrado de G se tiene que J está acotada en G0. Entonces, existe
una constante M > 0 de modo que |J (α) | < M para todo α ∈ G0.

Sabiendo que J es una función continua, vamos a probar que sólamente puede
ser J (α) = ±1.

Supongamos β ∈ G0 con J (β) > 1. Como G0 es un subgrupo, se tiene
que βn ∈ G0 para todo n ∈ N. Entonces J (βn) = J (β)n

n→∞−−−→∞ pues
J (β) > 1. Luego, de la definición de ĺımite, se tiene que existe n0 ∈ N
tal que |J (βn) | ≥M para todo n ≥ n0, lo cual entra en contradicción
con la acotación de la función J en G0.

El caso en el que β ∈ G0 con J (β) < −1 es totalmente análogo al
anterior, teniendo en cuenta que en este caso el ĺımite de J

(
β(2n−1)

)
será −∞ y el ĺımite de J

(
β(2n)

)
será ∞.

Si β ∈ G0 con J (β) ∈ (−1, 1) \ {0} entonces nuevamente se tiene
que βn ∈ G0 y J (βn)

n→∞−−−→ 0. Ahora bien, como G0 es compacto y
{βn}∞n=1 ⊂ G0 existe una subsucesión {βnk}∞k=1 convergente hacia un
elemento γ ∈ G0. Dado que J es continua tenemos que J (γ) = 0, lo
cual es absurdo pues γ ∈ G y, por tanto γ debe ser una transformación
af́ın no singular.

Luego necesariamente J (α) = ±1 para todo α ∈ G0.

Sea L un conjunto abierto y acotado de Rk y consideramos

M =
⋃
{αL : α ∈ G0}.

Entonces M es acotado y abierto, y además verifica que αM =M para todo
α ∈ G0. Sea x0 el vector de componentes |M |−1

∫
M
xidx, donde |M | denota

la medida de Lebesgue del conjunto M . Como el jacobiano |J (α) | = 1 un
cambio de variable demuestra que αx0 = x0, para todo α ∈ G0. Luego x0
es un punto fijo de todas las transformaciones afines de G0. Aśı, el subgrupo
compacto G0 consiste en las transformaciones afines de la forma

αx = A (x− x0) + x0

donde A ∈ G1 y G1 es un grupo compacto de transformaciones lineales.
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Veamos que efectivamente el conjunto G1 definido como G1 = {A ∈ Rk×k :
αx = A(x− x0) + x0, α ∈ G0} es un subgrupo compacto de transformaciones
lineales.

Veamos en primer lugar que G1 es cerrado para la composición, esto es,
queremos probar que si A,B ∈ G1 entonces AB ∈ G1.

Si A,B ∈ G1 existen transformaciones afines α, β ∈ G tales que αx =
A(x− x0) + x0 y βx = B(x− x0) + x0. Como G0 es un subgrupo de G
sabemos que α ◦ β ∈ G0, además observamos que

(α ◦ β)x = α(B(x− x0) + x0) =

= A [(B(x− x0) + x0)− x0] + x0 = AB(x− x0) + x0

lo que prueba que la transformación lineal dada por la matriz AB
pertenece a G1.

Veamos que el elemento neutro del grupo de transformaciones lineales,
que es claramente la transformación lineal definida por la matriz identi-
dad, pertenece a G1. Esto es equivalente a mostrar que la transformación
af́ın ix = I(x− x0) + x0 pertenece a G0. Ahora bien, la transformación
anterior es la identidad y, al tratarse G0 de un subgrupo de G , sabemos
que el elemento neutro estará contenido en G0.

A continuación probamos que G1 es cerrado para elementos inversos,
esto es, si A ∈ G1 entonces A−1 ∈ G1.

Si A ∈ G1 entonces la transformación αx = A(x−x0)+x0 = Ax+(I−
A)x0 está en G0 y, nuevamente por ser G0 subgrupo sabemos que α−1 ∈
G0. Ya sabemos que α−1x = A−1x−A−1(I −A)x0 = A−1(x− x0) + x0
luego por definición de G1, tenemos que A−1 ∈ G1.

La asociatividad de G1 es evidente de la asociatividad del procuto de
matrices.

Para probar que G1 es compacto vamos a ver que es acotado y cerrado.

La acotación es clara, pues para cada transformación lineal A ∈ G1

existe una transformación af́ın α ∈ G0 con matriz asociada A, entonces
∥A∥ ≤ ∥α∥, aśı sup{∥A∥ : A ∈ G1} ≤ sup{∥α∥ : α ∈ G0} <∞ lo que
asegura la acotación de G1.



CAPÍTULO 1. LEY DE CONVERGENCIA DE TIPOS EN ESPACIOS
DE DIMENSIÓN K 31

Para ver que se trata de un conjunto cerrado razonamos tomando
A ∈ G1 \ G1, entonces existe una sucesión de transformaciones lineales
{An}∞n=1 ⊂ G1 tal que Anx

n→∞−−−→ Ax o, equivalentemente

An(x− x0) + x0
n→∞−−−→ A(x− x0) + x0.

Definiendo αnx = An(x−x0)+x0 para todo número natural n, se tiene
que la sucesión de transformaciones afiens {αn}∞n=1 está contenida en
G0 que se trata de un subgrupo compacto, entonces considerando la
transformación af́ın αx = A(x − x0) + x0 se tiene que α ∈ G0 y, en
consecuencia, A ∈ G1.

Sea L un conjunto acotado y abierto de Rk, como antes, el conjunto

N =
⋃
{AtL : A ∈ G1}

es acotado y abierto, y además AtN = N para toda transformación lineal
A ∈ G1. Sea U la matriz de entradas uij =

∫
N
zizjdz. Entonces U es simétrica

y

< x,Uy >=

∫
N

< x, z >< y, z > dz.

Luego < x,Ux >≥ 0 y además, si < x,Ux >= 0 entonces < x, z >= 0 para
todo z ∈ N lo cual implica que x = 0 por ser N un conjunto abierto. En con-
secuencia, la matriz U es definida positiva. Y como para toda transformación
lineal A ∈ G1, se tiene que det (A) = ±1 , un cambio de variable prueba que

< Ax,UAy >=< x,Uy > . (1.6)

Por otro lado, como U es simétrica y definida positiva entonces existe una
matriz V simétrica y definida positiva tal que V 2 = U (la matriz V se
denomina ráız cuadrada de U). Observamos que V −1UV −1 = I y vamos a
probar que la matriz V AV −1 es ortogonal.

Recordamos que en un espacio eucĺıdeo, en nuestro caso estamos trabajando
en
(
Rk, < ·, · >

)
, las matrices ortogonales se definen de la siguiente manera:

“O ∈ O ⇐⇒ < x, y >=< Ox,Oy >, ∀x, y ∈ Rk.”

Por lo tanto, vamos a probar que < x, y >=< V AV −1x, V AV −1y > para
todo par de vectores x, y ∈ Rk, haciendo uso de la igualdad (1.6) y de la
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clásica propiedad < Mx, y >=< x,M ty >, teniendo en cuenta que V = V t

y V 2 = U :

< V AV −1x, V AV −1y > =< AV −1x, V V AV −1y >=

=< A
(
V −1x

)
, UA

(
V −1y

)
>=< V −1x, UV −1y >=

=< V −1x, V ty >=< x, (V −1)tV ty >=< x, y >

como se queŕıa probar.

Ahora bien, para probar que la familia O0 = {V AV −1 : A ∈ G1} es un
subgrupo compacto de O basta deducirlo del hecho de que G1 es un subgrupo
compacto:

Si U1, U2 ∈ O0 entonces existen matrices A1, A2 ∈ G1 de manera que
Ui = V AiV

−1. Aśı, U1U2 = V (A1A2)V
−1 ∈ O0 pues A1A2 ∈ G1.

Nuevamente la asociatividad de O0 se debe a la asociatividad del pro-
ducto de matrices.

Claramente la matriz identidad pertenece a O0, puesto que I ∈ G1

entonces O0 ∋ V IV −1 = I.

Dada U ∈ O0 existe A ∈ G1 de manera que U = V AV −1. Observamos
que U−1 = V A−1V −1 y como A−1 ∈ G1, entonces U

−1 ∈ O0.

La compacidad es clara pues la aplicación Φ : G → O definida por
Φ(A) = V AV 1 es continua y verifica Φ(G1) = O0. Como G0 es compacto
en G entonces su imagen por Φ es compacta en O.

En consecuencia, la familia O0 = {V AV −1 : A ∈ G1} es un subgrupo
compacto del grupo de las matrices ortogonales.

Aśı, cada transformación af́ın α ∈ G0 la podemos escribir como

αx = V −1(V AV −1)V (x− x0) + x0

donde x0 es un vector de Rk, V es una matriz simétrica y definida positiva y
la matriz V AV −1 es ortogonal.

Este último resultado viene a decir que con una elección adecuada del
origen de coordenadas y de la correspondiente base, el grupo compacto G0 se
puede identificar con un subgrupo compacto de las matrices ortogonales.
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Para el caso unidimensional, es claro que el grupo de matrices ortogonales
está formado únicamente por la identidad y por su opuesta, esto es, la trans-
formación identidad y la reflexión respecto del punto cero. Por tanto, los
únicos subgrupos son el propio grupo O y el grupo formado únicamente por
la identidad. Aśı, como ya se ha comentado, el grupo de transformaciones
que conservan la distribución de una variable no degenerada consiste o bien
en sólo la identidad, o bien en la identidad junto con la reflexión respecto de
algún punto.

Este resultado invita a profundizar en la caracterización de los subgrupos
compactos del grupo de transformaciones afines no singulares, pero en este
trabajo no vamos a seguir trabajando sobre este tipo de resultados.





Caṕıtulo 2

El problema del transporte
óptimo

2.1. Problema del transporte óptimo

Supongamos que tenemos una montaña de arena y un agujero que nece-
sitamos rellenar con esa arena. Obviamente la montaña de arena y el agujero
deben tener el mismo volumen que vamos a normalizar para que sea uno, y
aśı poder hablar en un contexto de probabilidades.

En nuestra modelización del problema, tanto la masa de arena como el aguje-
ro van a modelizarse mediante probabilidades µ y ν definidas respectivamente
en espacios medibles Ω1 y Ω2. De esta manera, para conjuntos medibles cua-
lesquiera A ⊂ Ω1 y B ⊂ Ω2, µ(A) representará la medida de la cantidad de
arena localizada en A y ν(B) representará la medida de la cantidad de arena
que debe ser utilizada para rellenar B.

Razonablemente, transportar arena de un lugar a otro va a requerir de un
esfuerzo, que va a ser modelado mediante una función medible que vamos
a llamar función coste definida en Ω1 × Ω2. De manera informal, c(x, y)
representará el coste de transportar una unidad de masa desde la localización
x hasta la localización y. Es natural suponer que la función c, además de ser
medible, se trata de una función positiva; a priori, no se debe excluir la
posibilidad de que la función c tome valores infinitos, luego c es una función
medible tal que c : Ω1 × Ω2 → R ∪ {∞}.

35
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La cuestión central que trata de resolver el problema del transporte ópti-
mo es: ¿cómo se puede realizar el transporte descrito minimizando el coste
del mismo?

Antes de adentrarnos en el estudio de la pregunta expuesta, debemos cla-
rificar que entendemos por transportar o por función de transferencia.
Debemos modelar las funciones de transferencia por medidas de probabili-
dad π en el espacio producto Ω1 ×Ω2. De manera informal, dπ(x, y) mide la
cantidad de masa transferida de la localización x a la localización y. A priori
no vamos a excluir la posibilidad de que la masa localizada en un punto x
pueda ser repartida en diversas localizaciones (esto es, que tenga diversos des-
tinos de llegada y). Para que una función de transferencia π ∈ P (Ω1×Ω2) sea
admisible, informalmente necesitaŕıamos que toda la masa tomada del punto
x coincida con dµ(x) y, análogamente, toda la masa transportada al punto y
coincida con dν(y). Formalmente, establecemos este requisito a través de las
relaciones: ∫

Ω2

dπ(x, y) = dµ(x),

∫
Ω1

dπ(x, y) = dν(y),

es decir, que π ∈ P (Ω1 × Ω2), µ ∈ P (Ω1) y ν ∈ P (Ω2) verifiquen

π(A× Ω2) = µ(A), π(Ω1 ×B) = ν(B), (2.1)

para todos los conjuntos medibles A de Ω1 y B de Ω2. Estas probabilidades
π ∈ P (Ω1 × Ω2) que verifican la condición inmediatamente anterior se dice
que tienen marginales µ y ν, y cualquier probabilidad (conjunta), con estas
marginales, se considerará como una función de transferencia admisi-
ble. Denotaremos al conjunto de estas probabilidades por Π(µ, ν), esto es,
considerando (Ω1, µ, σ1) y (Ω2, ν, σ2) espacios probabiĺıticos

Π(µ, ν) =

π ∈ P (Ω1 × Ω2) :
π(A× Ω2) = µ(A), ∀A ∈ σ1

π(Ω1 ×B) = ν(B), ∀B ∈ σ2

 .

Además, considerando (φ, ψ) ∈ L1(Ω1, µ) × L1(Ω2, ν) y teniendo en cuenta
la linealidad de la esperanza, la condición (2.1) es equivalente a∫

Ω1×Ω2

(φ(x) + ψ(y))dπ(x, y) =

∫
Ω1

φ(x)dµ(x) +

∫
Ω2

ψ(y)dν(y). (2.2)

Observación 2. Dadas µ ∈ P (Ω1) y ν ∈ P (Ω2) el conjunto Π(µ, ν) es
siempre no vaćıo. Veámoslo.
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Demostración. Consideramos el espacio producto Ω1 × Ω2 y denotamos por
σ a la correspodiente σ-álgebra producto.

Para cada D ∈ σ y para cada x ∈ Ω1, y ∈ Ω2 se definen las secciones

Dx = {ỹ ∈ Ω2 : (x, ỹ) ∈ D} ⊂ Ω2 =⇒ Dx ∈ σ2,

Dy = {x̃ ∈ Ω1 : (x̃, y) ∈ D} ⊂ Ω1 =⇒ Dy ∈ σ1.

Definiendo las funciones ϕ : Ω1 → [0,∞] y ψ : Ω2 → [0,∞] como

ϕ(x) = ν(Dx) =⇒ ϕmedible en Ω1,

ψ(y) = µ(Dy) =⇒ ψ medible en Ω2.

Siguiendo el libro de Ash [1] (Corolario 2.6.3), consideramos la probabilidad
producto como

(µ× ν)(D) =

∫
Ω1

ϕ(x)dµ(x) =

∫
Ω2

ψ(y)dν(y),

sabiendo que µ× ν es la única probabilidad en Ω1 × Ω2 verificando

(µ× ν)(A×B) = µ(A)ν(B)

para todos A ∈ σ1 y B ∈ σ2. Aśı, es claro que µ× ν ∈ Π(µ, ν).

Con los conceptos expuestos, siguiendo el clásico texto de Villani [20],
ya podemos introducir la formulación del problema del transporte óptimo
debida a Kantorovich.

Definición 2.1 (Problema de Kantorovich). En el contexto introducido
y con la notación expuesta el problema de Kantorovich del transporte óptimo
es el siguiente problema de minimización:

Minimizar
π∈Π(µ,ν)

I(π) :=

∫
Ω1×Ω2

c(x, y)dπ(x, y).

Este problema de minimización fue estudiado en los años 40 por el matemáti-
co de la antigua Unión Soviética Kantorovich que fue galardonado con un
premio Nobel por sus aportaciones en Economı́a. La relación entre el proble-
ma del transporte óptimo con la Economı́a es más que evidente, basta con
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pensar en vez de una montaña de arena y un agujero que rellenar, en una
densidad de producción y una densidad de consumidores que satisfacer, en
un contexto discreto.

Para una función de transferencia π ∈ Π(µ, ν) , la cantidad no negativa
pero posiblemente infinita I(π) se denomina coste total del transporte
asociado a πππ. En la misma ĺınea, el coste óptimo de trasporte entre µµµ
y ννν es el valor

Tc(µ, ν) = ı́nf{I(π) : π ∈ Π(µ, ν)}.
Las probabilidades π ∈ Π(µ, ν) que verifican I(π) = Tc(µ, ν), en caso de que
existan, se denominan planes de transferencia óptimos (optimal trans-
ference plans, en inglés).

Esta formulación debida a Kantorovich se puede interpretar en términos
más probabiĺısticos teniendo en cuenta lo siguiente. Dado un espacio (Ω, σ, P )
recordamos que cada variable aleatoria X en Ω define una medida de pro-
babilidad πX de la siguiente manera πX(A) = P (X−1(A)) para cada A ∈ σ,
y además, escribimos L (X) = πX . En el contexto que estamos trabajando
nos interesan variables aleatorias U y V en un espacio probabilistico común
(Ω, σ, P ) que toman valores en Ω1 y Ω2 respectivamente y que, además, ve-
rifican L (U) = µ y L (V ) = ν.

Definición 2.2 (Problema de Kantorovich - Versión probabilista).
Dados dos espacios de probabilidad (Ω1, σ1, µ) y (Ω2, σ2, ν), el problema de
Kantorovich del transporte óptimo en su versión probabilista trata de encon-
tar el mı́nimo valor de

I(U, V ) := E(c(U, V ))

en el conjunto de variables aleatorias U, V sobre un espacio probabiĺıstico
común (Ω, σ, P ) de manera que U toma valores en (Ω1, σ1), V toma valores
en (Ω2, σ2) y, además verifican L (U) = µ y L (V ) = ν. Equivalentemente,
esta versión probabilista plantea el siguiente problema de minimización:

Minimizar I(U, V ) := E(c(U, V ))

sujeto a U variable aleatoria de (Ω, σ, P ) en (Ω1, σ1) con L (U) = µ

V variable aleatoria de (Ω, σ, P ) en (Ω2, σ2) con L (V ) = ν.

Al final, con las restricciones lo que estamos haciendo es quedarnos con los
vectores aleatorios que toman valores en Ω1 × Ω2 cuyas funciones de distri-
bución conjuntas vienen dadas por una probabilidad del conjunto Π(µ, ν).
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Con lo cual es más que evidente que ambos problemas de minimización son
equivalentes.

Ahora bien, el problema de Kantorovich no es más que una versión más
débil del problema del transporte óptimo original considerado por Monge. La
diferencia entre ambas formulaciones reside en el hecho de que el problema de
Monge no permite repartir masa, esto es, cada localización x tiene un único
destino y. En términos de variables aleatorias, esta condición extra significa
que, con la notación anterior, buscamos una variable aleatoria V que sea
función de la variable aleatoria U . Esto mismo en términos de funciones de
transferencia, se traduce en buscar una probabilidad π ∈ Π(µ, ν) de la forma

dπ(x, y) = dπT (x, y) = dµ(x)δ [y = T (x)] , (2.3)

donde T : Ω1 → Ω2 es una función medible y, como es usual, δ representa la
función Kronecker (recordamos que toma el valor 1 si efectivamente y = T (x)
y 0 en otro caso).

La probabilidad que aparece en el lado derecho de la ecuación (2.3), que
también suele ser denotada como (Id×T )#µ, es una medida de probabilidad
en Ω1 × Ω2 que satisface la siguiente propiedad: “para cualquier función
medible en Ω1 × Ω2 y positiva C, se verifica∫

Ω1×Ω2

C(x, y)dπT (x, y) =
∫
Ω1

C(x, T (x))dµ(x).”

En particular, el coste total asociado al transporte es

I(πT ) =

∫
Ω1

c(x, T (x))dµ(x).

Ahora bien, ¿qué condición debe cumplir πT en (2.3) para que πT ∈ Π(µ, ν)?
Teniendo en cuenta la expresión inmediatamente anterior, la condición (2.2)
se traduce en∫

Ω1

[φ(x) + ψ ◦ T (x)] dµ(x) =
∫
Ω1

φ(x)dµ(x) +

∫
Ω2

ψ(y)dν(y),

lo que, cancelando los sumandos en φ, se convierte en la condición∫
Ω1

(ψ ◦ T )dµ =

∫
Ω2

ψ dν, (2.4)
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que debe verificarse para toda función ψ ∈ L1(dν). Esto es, para cada función
ψ ∈ L1(dν), la función medible ψ ◦ T debe pertenecer a L1(dµ) y los valores
de ambas integrales en (2.4) deben coincidir. Esto mismo en términos de
conjuntos medibles puede reescribirse como:

∀B ∈ σ2, ν(B) = µ
(
T−1(B)

)
. (2.5)

Cuando se verifiquen las condiciones (2.4) y (2.5), escribiremos

ν = T#µ

y diremos que ν es una medida engendrada por T (push-forward en inglés)
o medida imagen de µ por T , o también diremos que T transporta µ a ν.

En estas condiciones podemos introducir la formulación de Monge al
problema del trasporte óptimo.

Definición 2.3 (Problema de Monge). Dados dos espacios de probabi-
lidad (Ω1, σ1, µ) y (Ω2, σ2, ν), el problema de Monge del transporte óptimo
propone encontrar el mı́nimo valor de

I(T ) :=

∫
Ω1

c(x, T (x))dµ(x)

en el conjunto de aplicaciones medibles T : Ω1 → Ω2 que verifican T#µ = ν.

En lo que sigue nos referiremos por el nombre de “problema de Monge-
Kantorovich” a cualquiera de los problemas de minimación de Monge o Kan-
torovich que han sido comentados. Aśı, una vez que tenemos el problema
expuesto una pregunta natural que surge es la existencia de minimizantes.

2.2. La distancia de Wasserstein

Sean (Ω, σ, P ) un espacio de probabilidad y B un espacio de Banach
con norma ∥·∥ y sigma álgebra asociada βB. Vamos a denotar por Π(B) al
conjunto de todas las probabilidades definidas en (B, βB) y además, dado 0 <
p <∞, representaremos por Πp(B) al subconjunto de aquellas probabilidades
P en Π(B) que verifican E∥t∥pdP <∞.

Definición 2.4. Sea c : B × B → R una función continua y no negativa. Si
µ, ν son dos probabilidades en (B, βB) y denotamos Π(µ, ν) al conjunto de
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probabilidades en (B ×B, βB ⊗ βB) con marginales µ y ν entonces

Kc(µ, ν) = ı́nf

{∫
B×B

c(x, y)P (dx, dy) : P ∈ Π(µ, ν)

}
define el funcional de Kantorovich, dada la función c.

Siguiendo el art́ıculo de Bickel et al [2], en este trabajo nos vamos a
centrar en el caso especial en el cual el espacio de Banach B es Rd para
d ≥ 1, y la función c es elegida como c = cp, donde cp viene definida por
cp(x, y) = ∥x− y∥p con 1 ≤ p <∞. En este contexto podemos introducir el
concepto de distancia de Wasserstein.

Definición 2.5. Sea 1 ≤ p <∞ y consideramos µ, ν ∈ Πp(Rd). Se define la
ppp-distancia de Wasserstein entre µ y ν en Πp(µ, ν), como la distancia en

Πp(µ, ν) dada por dp(µ, ν) =
(
Kcp(µ, ν)

)1/p
, esto es,

dp(µ, ν) =

(
ı́nf

∫
Rd×Rd

cp(x, y)dπ(x, y) : π ∈ Π(µ, ν)

)1/p

=

(
ı́nf

∫
Rd×Rd

∥x− y∥pdπ(x, y) : π ∈ Π(µ, ν)

)1/p

.

Razonando de manera totalmente análoga al caso de la versión probabilista
del problema de Kantorovich, es claro que también podemos escribir

dp(µ, ν) = ı́nf{(E∥U − V ∥p)}1/p (2.6)

donde el ı́nfimo se toma sobre los pares de variables aleatorias U y V con
valores en Rd, definidas en cierto espacio de probabilidad común y tales que
L (U) = µ y L (V ) = ν.

Definición 2.6. Sean U y V vectores aleatorios definidos en un espacio
de probabilidad común que verifican L (U) = µ y L (V ) = ν. En estas
condiciones el par (U, V ) se dice que es un emparejamiento de µ y ν.

Observación 3. Abusando de la notación también diremos que la ley de
probabilidad conjunta del par (U, V ), π ∈ Π(µ, ν), es un emparejamiento de
µ y ν.

Una vez conocido el concepto de emparejamiento, nos interesamos en
aquellos que se denominan óptimos.
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Definición 2.7. En el contexto expuesto, se dice que (X, Y ) es un em-
parejamiento óptimo para la p-distancia de Wasserstein entre µ y ν si
L (X) = µ, L (Y ) = ν y se verifica que dp(µ, ν) = (E(∥X − Y ∥p))1/p.

Si pensamos en el problema de Monge, la p-distancia de Wasserstein entre
dos probabilidades µ y ν tomaŕıa la forma:

dp(µ, ν) =

(
ı́nf

{∫
Rd×Rd

∥x− T (x)∥pdµ(x) : T#µ = ν

})1/p

.

Luego, pasando a trabajar con variables aleatorias, un emparejamiento (ópti-
mo) para este problema debe verificar que una de las variables sea función de
la otra, que es lo que denominamos emparejamiento (óptimo) determinista.

Definición 2.8. Se dice que un emparejamiento (X, Y ) es determinista si
existe una aplicación medible T : Ω1 → Ω2 de manera que T (X) = Y .

Observación 4. Dadas dos variables aleatorias X e Y definidas sobre un
mismo espacio de probabilidad, cuando escribamos dp(X, Y ) nos estaremos
refiriendo a la p-distancia de Wasserstein entre las leyes de probabilidad que
siguen, esto es, si L (X) = µ y L (Y ) = ν entonces dp(X, Y ) = dp(µ, ν).

Antes de probar que efectivamente la distancia de Wasserstein es una
métrica (esto es, una distancia) vamos a demostrar que se alcanza el mı́nimo
en (2.6).

Proposición 2.9. En el contexto anterior, el ı́nfimo en (2.6) es alcanzado.

Demostración. Ya sabemos que el ı́nfimo se toma en un conjunto no vaćıo.
También sabemos que la p-distancia de Wasserstein la podemos definir de
forma anaĺıtica como

dp(µ, ν) = ı́nf
π∈Πp(µ,ν)

{∫
Rd×Rd

∥x− y∥pdπ(x, y)
}1/p

.

Dados x, y ∈ Rd, es conocida la desigualdad ∥x + y∥p ≤ kp(∥x∥p + ∥y∥p)
donde kp toma el valor 1 si p ≤ 1 o el valor 2p−1 si p ≥ 1, luego∫

Rd×Rd
∥x− y∥pdπ(x, y) ≤ kp

(∫
Rd×Rd

∥x∥pdπ(x, y) +
∫
Rd×Rd

∥y∥pdπ(x, y)
)

= kp

(∫
Rd
∥x∥pdµ(x) +

∫
Rd
∥y∥pdν(y)

)
<∞,
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puesto que µ y ν pertenecen a Πp(Rd) y por tanto tienen momentos de orden
p finitos.

Esto nos asegura que el ı́nfimo es finito y, denotando Π1 y Π2 a las proyeccio-
nes sobre la primera y segunda componentes respectivamente, sabemos que
existe una sucesión {πn}∞n=1 verificando πn◦Π−1

1 = µ y πn◦Π−1
2 = ν y además(∫

Rd×Rd
∥x− y∥pdπn(x, y)

)1/p

↓ dp(µ, ν).

Denotando por Un y Vn a las variables aleatorias resultantes de considerar
Π1 y Π2 sobre el espacio (Rd × Rd, πn) tenemos que

L (Un) = µ, L (Vn) = ν y (E∥Un − Vn∥p)1/p ↓ dp(µ, ν).

Ahora bien, como:

L (Un) = µ, ∀n ∈ N =⇒ {Un}∞n=1 es ajustada,

L (Vn) = ν, ∀n ∈ N =⇒ {Vn}∞n=1 es ajustada,

en consecuencia, la sucesión {(Un, Vn)}∞n=1 es ajustada y, por tanto, la suce-
sión {L (Un, Vn)}∞n=1 = {πn}∞n=1 es ajustada. Del Teorema de compacidad de
Helly se deduce la existencia de una subsucesión {πnk}∞k=1 y una probabilidad

π en Rd × Rd tales que πnk
d−→ π. Denotando por U y V a las variables ob-

tenidas al considerar las proyecciones Π1 y Π2 sobre el espacio (Rd × Rd, π),
de la continuidad de las funciones coordenadas se sigue que:

µ = πn ◦ Π−1
1

d−→ π ◦ Π−1
1 =⇒ L (U) = π ◦ Π−1

1 = µ,

ν = πn ◦ Π−1
2

d−→ π ◦ Π−1
2 =⇒ L (V ) = π ◦ Π−1

2 = ν.

Nuevamente, por la continuidad de la función ∥·∥p : Rd × Rd → R dada por
(x, y) 7−→ ∥x− y∥p se tiene que

∥Unk − Vnk∥p
d−→ ∥U − V ∥p.

Ahora bien, del Lema de Fatou se deduce que

E∥U − V ∥p =
∫
Rd×Rd

∥U − V ∥pdπ =

∫
Rd×Rd

ĺım inf∥Unk − Vnk∥pdπ

≤ ĺım inf

∫
Rd×Rd

∥Unk − Vnk∥pdπ = (dp(µ, ν))
p,
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luego elevando a 1/p ambos lados de la desigualdad se obtiene que

(E∥U − V ∥p)1/p ≤ dp(µ, ν).

Por último, de la definición de p-distancia de Wasserstein es evidente la des-
igualdad contraria, esto es

dp(µ, ν) ≤ (E∥U − V ∥p)1/p,

en consecuencia, se tiene que efectivamente

dp(µ, ν) = (E∥U − V ∥p)1/p.

Para probar que la distancia de Wasserstein es una métrica vamos a
requerir un resultado auxiliar, denominado Lema del Pegado que, siguiendo
el desarrollo del libro de Santambrogio [18], puede demostrarse recurriendo
a la desintegración de medidas. Realizamos una breve introducción a este
concepto y exponemos el resultado de interés.

Definición 2.10. Consideramos un espacio de medida (Ω, µ) y una aplica-
ción f : Ω → Λ tomando valores en un espacio topológico Λ. Decimos que
una familia (µy)y∈Λ es una desintegración de µµµ con respecto de fff si ca-
da µy es una medida de probabilidad concentrada en f−1({y}) y para cada
función test ϕ ∈ C (Ω) la aplicación y 7→

∫
Ω
ϕdµy es medible Borel y verifica∫

Ω

ϕdµ =

∫
Λ

dν(y)

∫
Ω

ϕdµy,

donde ν = f#µ.

Observación 5. En el caso particular en el que Ω es un espacio producto,
esto es Ω = Ω1 × Ω2, y cuando f es la proyección sobre Ω1, identificaremos
las medidas µy, que formalmente están definidas en Ω1×Ω2 concentradas en
{y} × Ω2, con medidas en Ω2 con lo que tenemos∫

Ω1×Ω2

ϕ(y, z)dµ(y, z) =

∫
Ω1

dν(y)

∫
Ω2

ϕ(y, z)dµy(z).
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Observación 6. La desintegración de una medida µ se corresponde exacta-
mente con la ley de probabilidad condicionada. En probabilidad, se habla a
menudo de la ley condicionada de una variable X conocida Y = y. Esto sig-
nifica que la probabilidad P en el espacio de probabilidad Ω es desintegrada
respecto de la aplicación Y : Ω→ E en probabilidades Py y consideramos la
ley de X bajo Py.

La existencia y unicidad de la desintegración de medidas depende de las
hipótesis sobre los espacios que se trabajan, pero para Ω = Rd es cierto.

Lema 2.11 (del pegado). Sean (Ω1, µ), (Ω2, ρ) y (Ω3, ν) espacios de medida.
Dadas medidas α ∈ Π(µ, ρ) y β ∈ Π(ρ, ν), existe σ ∈ P (Ω1×Ω2×Ω3) tal que
Π12#σ = α y Π23#σ = β, donde Π12 y Π23 denotan las proyecciones sobre
las dos primeras y las dos segundas variables, respectivamente.

Demostración. En primer lugar, consideramos la desintegración de α respec-
to de la proyección Π2. De esta manera conseguimos una familia de medi-
das αy ∈ Π(Ω1) (identificándolas como medidas sobre Ω1, en vez de sobre
Ω1 × {y} ⊂ Ω1 × Ω2). Estas medidas estaban definidas por:∫

Ω1×Ω2

ϕ(x, y)dα(x, y) =

∫
Ω2

dρ(y)

∫
Ω1

ϕ(x, y)dαy(x)

para toda función medible ϕ de dos variables.

De la misma manera, tenemos una familia βy ∈ Π(Ω3) de manera que para
cada ϕ tenemos:∫

Ω2×Ω3

ϕ(y, z)dβ(y, z) =

∫
Ω2

dρ(y)

∫
Ω3

ϕ(y, z)dβy(z).

Para cada y ∈ Ω2, consideramos αy × βy, que es una medida sobre Ω1 × Ω3.
Definimos σ ∈ P (Ω1 × Ω2 × Ω3) como∫

Ω1×Ω2×Ω3

ϕ(x, y, z)dσ(x, y, z) :=

∫
Ω2

dρ(y)

∫
Ω1×Ω3

ϕ(x, y, z)d(αy × βy)(x, z).

Para cada ϕ que depende sólo de x e y, se tiene:∫
Ω1×Ω2×Ω3

ϕ(x, y)dσ =

∫
Ω2

dρ(y)

∫
Ω1×Ω3

ϕ(x, y)d(αy × βy)(x, z)

=

∫
Ω2

dρ(y)

∫
Ω1

ϕ(x, y)dαy(x) =

∫
Ω1×Ω2

ϕdα(x, y);
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lo que prueba que, en efecto, (Π12)#σ = α. Análogamente, considerando
funciones test ϕ que sólo dependan de las variables y y z, se prueba que
(Π23)#σ = β.

Proposición 2.12. La p-distancia de Wasserstein definida en el espacio de
probabilidades Πp(Rd) es una métrica.

Demostración. f

(i) Sean µ, ν ∈ Πp(Rd), veamos que si dp(µ, ν) = 0 entonces µ = ν.

Si dp(µ, ν) = 0, entonces existe una probablidad γ ∈ Π(µ, ν) de manera
que ∫

Rd×Rd
∥x− y∥pdγ(x, y) = 0.

Esto significa que γ está concentrada en el conjunto {x = y}, luego
para cualquier función test ϕ ∈ C (Rd) se tiene que∫

ϕdµ =

∫
ϕ(x)dγ =

∫
ϕ(y)dγ =

∫
ϕdν

lo cual implica que µ = ν.

(ii) Sean µ, ν ∈ Πp(Rd), veamos que dp(µ, ν) ≥ 0.

Es directo de la definición de p-distancia de Wasserstein, pues se define
como la potencia de un valor esperado que es siempre una cantidad
positiva o igual a cero, luego efectivamente dp(µ, ν) ≥ 0.

(iii) Sean µ, ν ∈ Πp(Rd), es claro que dp(µ, ν) = dp(ν, µ) de la simetŕıa de
la definición.

(iv) Sean µ, ρ, ν ∈ Πp(Rd), α ∈ Π(µ, ρ) y β ∈ Π(ρ, ν), de manera que α y β
son óptimos en las respectivas p-distancias de Wasserstein.

Del Lema del pegado existe una medida σ ∈ P (Rd × Rd × Rd) tal que
Π12#σ = α y Π23#σ = β, donde Π12 y Π23 denotan las proyecciones
sobre las dos primeras y las dos segundas variables, respectivamente.

Consideramos γ := Π13#σ y observamos que:

Π1#γ = Π1#σ = Π1#α = µ
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y análogamente
Π2#γ = Π2#σ = Π2#β = ν;

lo que significa que γ ∈ Π(µ, ν). De esta manera, haciendo uso de la
desigualdad de Minkowski, tenemos que

dp(µ, ν) ≤
(∫
∥x− z∥pdγ

)1/p

=

(∫
∥x− z∥pdσ

)1/p

= ∥x− z∥Lp(σ) ≤ ∥x− y∥Lp(σ) + ∥y − z∥Lp(σ)

=

(∫
∥x− y∥pdσ

)1/p

+

(∫
∥y − z∥pdσ

)1/p

=

(∫
∥x− y∥pdα

)1/p

+

(∫
∥y − z∥pdβ

)1/p

= dp(µ, ρ) + dp(ρ, ν).

2.2.1. Caso de la recta real y la función cuantil

Al trabajar sobre la recta real la p-distancia de Wasserstein entre dos pro-
babilidades se puede escribir de manera sencilla en términos de las funciones
cuantiles asociadas a cada probabilidad.

Este resultado puede probarse de varias maneras, destacamos en particular
las dadas en Major [15] y en Cambanis et al [7]. En el primero se realiza en
un primer lugar la prueba para el caso discreto, suponiendo una propiedad
que determina completamente la distribución conjunta de dos variables y que
verifica la función cuantil, para luego tratar el caso general haciendo uso de
dos sucesiones de variables discretas que convergen casi seguro a las variables
que son óptimas y acabar utilizando el Teorema de Skorohod para poder
trabajar con funciones cuantiles. Por otro lado, en el segundo se realiza una
demostración alternativa, que es la que presentamos en este trabajo, basada
en el estudio de desigualdades para la expresión E(k(X, Y )) en el caso de ser
k una función “casi-monótona”.

La desigualdades para el caso de variables aleatorias son inmediatas. Para
poder presentar el estudio en cuestión necesitamos introducir el concepto de
variable aleatoria estocásticamente más pequeña.
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Definición 2.13. Sean X y X ′ dos variables aleatorias, se dice que X es
estocásticamente más pequeña que X ′, y escribimos X ⊂ X ′, si para
todo x ∈ R se verifica

P (X < x) ≥ P (X ′ < x).

Sean X y X ′ variables aleatorias tales que X es estocásticamente más pe-
queña que X ′. Si consideramos una función k : R → R monótona creciente,
esto es k(x) ≤ k(y) para todo x ≤ y, sabemos que k(X) y k(X ′) vuelven
a ser variables aleatorias. Además es evidente que k(X) es estocásticamente
más pequeña que k(X ′) y, en consecuencia, E(k(X)) ≤ E(k(X ′)).

Nuestro objetivo ahora es conseguir un resultado análogo para el caso de
dos dimensiones. El problema al trabajar con vectores aleatorios bidimensio-
nales es que los conceptos de ser estocásticamente más pequeño y de función
casi-monóntona se complican y es más laborioso realizar un estudio de las
desigualdades para la expresión E(k(X, Y )).

Definición 2.14. Sean (X, Y ) y (X ′, Y ′) dos pares de vectores aleatorios,
se dice que (X, Y ) es estocásticamente más pequeño que (X ′, Y ′), y
escribimos (X, Y ) ⊂ (X ′, Y ′) si para todos x, y ∈ R se verifica

P (X < x, Y < y) ≥ P (X ′ < x, Y ′ < y).

Con el objetivo expuesto, consideramos variables aleatorias X e Y en un es-
pacio de probabilidad (Ω, σ, P ), siendo F (x) y G(y) sus respectivas funciones
de distribución y H(x, y) la función de distribución conjunta del par (X, Y ).

Definición 2.15. Una función k(x, y) se denomina casi-monótona si para
todo x ≤ x′, y ≤ y′ se verifica

∆
(y,y′)
(x,x′)k = k(x, y) + k(x′, y′)− k(x, y′)− k(x′, y) ≥ 0.

De la misma forma, se dice que la función k(x, y) es casi-antimonótona si

para todo x ≤ x′, y ≤ y′ se verifica ∆
(y,y′)
(x,x′)k ≤ 0.

Observación 7. Si k es casi-monótona y continua por la derecha entonces
determina una única medida µ (σ-finita y no negativa) en los subconjuntos
de Borel β2 en el plano R2, de manera que para todos x ≤ x′ e y ≤ y′ verifica

µ ((x, x′]× (y, y′]) = ∆
(y,y′)
(x,x′)k.
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Veamos que un cambio en el orden de integración en una integral doble
apropiada nos da la expresión deseada para E(k(X, Y )).

CASO PARTICULAR

Sea k(x, y) simétrica, continua por la derecha y casi-monótona. Definimos la
función f(x, y, ω) como sigue:

f (x, y, ω) =


1 si

X(ω) < x, y ≤ Y (ω)
ó

Y (ω) < x, y ≤ X(ω)

0 en otro caso

Aśı f es una función medible en (R2×Ω, β2⊗σ, µ×P ) y como es no negativa,
podemos aplicar el Teorema de Fubini que afirma

E

∫
R2

fdµ =

∫
R2

Efdµ.

Ahora bien, la integral que aparece en la parte izquierda de la igualdad
anterior es ∫

R2

fdµ = k(X,X) + k(Y, Y )− 2k(X, Y );

y por otro lado si calculamos el valor esperado que se encuentra en la parte
derecha se tiene que

Ef = P (X < x ∧ y, Y ≥ x ∨ y) + P (X ≥ x ∨ y, Y < x ∧ y) =
= F (x ∧ y) +G(x ∧ y)−H(x ∧ y, x ∨ y)−H(x ∨ y, x ∧ y) =: A(x, y).

Y teniendo en cuenta que podemos aplicar el teorema de Fubini como co-
mentamos anteriormente:

E (k(X,X) + k(Y, Y )− 2k(X, Y )) =

∫
R2

A(x, y)dµ(x, y).

Luego si E(k(X,X)), E(k(Y, Y )) <∞ tenemos la expresión

2E(k(X, Y )) = E(k(X,X)) + E(k(Y, Y ))−
∫
R2

Adµ

para determinar E(k(X, Y )) que no es la propia definición. Además, si las
distribuciones de F y G están fijas (que va a ser nuestro caso porque, en
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el contexto de la distancia de Wasserstein trabajamos con probabilidades
marginales prefijadas) E(k(X, Y )) depende de H solo a través de A y como
µ es no negativa, incrementando H resulta que incrementamos E(k(X, Y )).
Esto es, E(k(X, Y )) es monótona creciente respecto de H.

CASO GENERAL

Sea k(x, y) casi monótona y continua por la derecha. En este caso vamos a
definir la función f(x, y, ω) como sigue:

f (x, y, ω) =



1 si
x0 < x ≤ X(ω), y0 < y ≤ Y (ω)

ó
X(ω) < x ≤ x0, Y (ω) < y ≤ y0

−1 si
X(ω) < x < x0, y0 < y ≤ Y (ω)

ó
x0 < x < X(ω), Y (ω) < y ≤ y0

0 en otro caso

donde x0 e y0 son puntos fijos apropiados. De nuevo, la función f es β2 ⊗ σ-
medible. Si denotamos por f+ y f−, respectivamente, a las partes positiva y
negativa de f el Teorema de Fubini nos asegura que

E

∫
R2

f+dµ =

∫
R2

Ef+dµ y E

∫
R2

f−dµ =

∫
R2

Ef−dµ.

Considerando la función k0(x, y) = k(x, y) − k(x, y0) − k(x0, y) + k(x0, y0)
obtenemos

E(k+0 (X, Y )) =

∫
R2

B+dµ y E(k−0 (X, Y )) =

∫
R2

B−dµ

donde k+0 y k−0 son, respectivamente las partes positiva y negativa de la
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función k0 y las funciones B+ y B− vienen definidas como sigue :

B+ (x, y) =


1 +H(x, y)− F (x)−G(y) si x0 < x, y0 < y

H(x, y) si x ≤ x0, y ≤ y0

0 en otro caso,

B− (x, y) =


F (x)−H(x, y) si x0 ≤ x, y0 < y

G(y)−H(x, y) si x0 < x, y ≤ y0

0 en otro caso.

Observación 8. Recordamos que si Z+ y Z− son la parte positiva y negativa
de una variable aleatoria Z, usando la terminoloǵıa estándar, se dice que EZ
existe (aunque sea infinita) si al menos una de las esperanzas EZ+ o EZ−

es finita, y entonces definimos EZ = EZ+ − EZ−.

Aśı, si Ek0(X, Y ) existe, tenemos que Ek0(X, Y ) =
∫
R2 Bdµ donde la función

B(x, y) es B = B+−B−. De la definición de k0 se tiene que Ek0(X, Y ) existe
si Ek(X, Y ) existe y Ek(X, y0), Ek(x0, Y ) <∞ en cuyo caso se tiene que

Ek(X, Y ) = Ek(X, y0) + Ek(x0, Y )− k(x0, y0) +
∫
R2

Bdµ.

Esta expresión obtenida para Ek(X, Y ), si F yG son fijas (como es en nuestro
caso), depende únicamente de H solo a través de B y, además es monótona
creciente respecto de H.

Recogemos en el siguiente resultado lo que se deduce del desarrollo rea-
lizado (tanto en el caso particular de que la función k(x, y) sea simétrica,
como en el caso más general), sin más que tener en cuenta la definción de
vector aleatorio estocásticamente más pequeño y su relación con la función
de distribución conjunta del mismo.

Teorema 2.16. Sean X
d
= X ′ e Y

d
= Y ′ tales que (X, Y ) ⊂ (X ′, Y ′). Si

k(x, y) es una función casi-monótona y continua por la derecha entonces

Ek(X, Y ) ≥ Ek(X ′, Y ′)

cuando los valores de la expresión anterior existen (aunque puedan ser infi-
nitos) y cualquiera de las condiciones siguientes se verifica:
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(i) k(x, y) es simétrica y Ek(X,X), Ek(Y, Y ) <∞.

(ii) Ek(X, y0), Ek(x0, Y ) <∞ para algún x0, y0.

El resultado anterior es muy interesante pues, bajo ciertas condiciones,
relaciona los valores esperados Ek(X, Y ) y Ek(X ′, Y ′) dependiendo única-
mente de la distribución conjunta que presentan los distintos vectores alea-
torios, ya que las distribuciones marginales son fijas. Podemos caracterizar
este resultado para el conjunto de distribuciones conjuntas con distribuciones
marginales F y G respectivamente y obtendremos el resultado de real interés.

Por lo tanto, vamos a denotar por H(F,G) al conjunto de todas las funciones
de distribución conjuntas H(x, y) con distribuciones marginales F (x) y G(y),
y por EHk(X, Y ) al valor esperado cuando H es la función de distribución
conjunta del vector (X, Y ). A continuación presentamos algunas propiedades
del conjunto H(F,G) conocidas:

El conjuntoH(F,G) tiene una cota superior e inferior (las denominadas
cotas de Fréchet).

H(x, y) ∈ H(F,G) si, y sólo si H−(x, y) ≤ H(x, y) ≤ H+(x, y) para
todos x, y donde H− y H+ son:

H−(x, y) = máx{F (x) +G(y)− 1, 0} ← cota inferior deH(F,G),
H+(x, y) = mı́n{F (x), G(y)} ← cota superior deH(F,G).

H(F,G) es una familia convexa de funciones de distribución.

Sea H una familia convexa de funciones de distribución en 2 variables. Si
H,H ′ ∈ H son tales que EHk(X, Y ) y EH′k(X, Y ) existen y son finitas,
entonces cada número en el intervalo

[mı́n{EHk(X, Y ), EH′k(X, Y )},máx{EHk(X, Y ), EH′k(X, Y )}]

es igual a EH′′k(X, Y ) para algún H ′′ ∈ H. Si para cada α ∈ [0, 1] conside-
ramos Hα(x, y) = αH(x, y) + (1 − α)H ′(x, y), entonces Hα ∈ H y se tiene
que

EHαk(X, Y ) = αEHk(X, Y ) + (1− α)EH′k(X, Y ).

Esto no es válido si −∞ < EHk(X, Y ) < EH′k(X, Y ) = +∞ como muestra
el ejemploH = {Hα : α ∈ [0, 1]}. El conjunto de los valores EHk(X, Y ) cuan-
do H recorre una familia de funciones de distribución no es necesariamente
convexo (puede ser de la forma I ∪ {∞}, {−∞} ∪ I, {−∞} ∪ I ∪ {∞}).
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En el próximo teorema probaremos que bajo ciertas hipótesis que inclu-
yen la casi-monotońıa de k se puede asegurar que cuando H recorre H(F,G)
el conjunto de valores EHk(X, Y ) es cerrado, convexo y su supremo e ı́nfimo
son alcanzados. Antes introducimos un lema previo que ayudará a la prueba
del resultado principal.

Lema 2.17. Sean X e Y variables aleatorias con funciones de distribución
respevtivas F (x) y G(y), y sea H(x, y) la función de distribución conjunta
de (X, Y ). Sea k(x, y) una función medible Borel, localmente acotada en el
plano.
Si los valores esperados EH+k(X, Y ) y EH−k(X, Y ) existen y al menos uno
de ellos es finito, entonces el intervalo cerrado (posiblemente no acotado) con
puntos finales EH+k(X, Y ) y EH−h(X, Y ) pertenece al conjunto de valores de
EHk(X, Y ) cuando H recorre H(F,G).

Demostración. Basta con probar que si

−∞ < EH+k(X, Y ) < EH−k(X, Y ) = +∞

existe una sucesión Hn ∈ H(F,G) tal que EHnk(X, Y ) → ∞, puesto que el
resto de casos son totalmente análogos.

De la definición de H+ y H− tenemos que

bajo H+: (X, Y )
d
= (F−1(U), G−1(U)),

bajo H−: (X, Y )
d
= (F−1(U), G−1(1− U)),

donde U sigue una distribución uniforme en el intervalo [0, 1] y, F−1 y G−1

denotan a las respectivas funciones cuantiles de F yG. Además, por hipótesis,

EH−k(X, Y ) = Ek(F−1(U), G−1(1−U)) =
∫ 1

0

k(F−1(u), G−1(1−u))du = +∞.

Luego para cada 0 ≤ α ≤ 1/2 definimos gα(u) en [0, 1] como

gα (u) =


G−1(1− u) si α < u < 1− α

G−1(u) si
0 ≤ u ≤ α
ó
1− α ≤ u ≤ 1
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y sea Hα la función de distribución del par (F−1(U), gα(U)). Para cada x
tenemos

P (gα(U) < x) = ℓ{(α, 1− α) ∩ (1−G(x), 1]}+
+ ℓ{(0, α] ∪ [1− α, 1] ∩ [0, G(x))} = G(x).

Esto prueba que las distribuciones marginales de Hα son respectivamente F
y G, luego Hα ∈ H(F,G). Además, también tenemos que

EHαk(X, Y ) = Ek(F−1(U), gα(U)) =

∫ 1−α

α

k(F−1(u), G−1(1− u))du+

+

∫ α

0

k(F−1(u), G−1(u))du +

∫ 1

1−α
k(F−1(u), G−1(u))du.

Como para u ∈ [α, 1− α], F−1(u) y G−1(1− u) están acotadas y como k es
localmente acotada se tiene que∫ 1−α

α

k(F−1(u), G−1(1− u))du <∞

y

ĺım
α↓0

∫ 1−α

α

k(F−1(u), G−1(1− u))du =

∫ 1

0

k(F−1(u), G−1(1− u))du

= EH−k(X, Y ) = +∞.

Por otra parte, como
∫ 1

0
|k(F−1(u), G−1(u))|du = EH+|k(X, Y )| < ∞ tene-

mos

ĺım
α↓0

(∫ α

0

k(F−1(u), G−1(u))du +

∫ 1

1−α
k(F−1(u), G−1(u))du

)
= 0.

Por lo tanto, ĺımα↓0EHαk(X, Y ) = +∞, como queŕıamos probar.

Teorema 2.18. Sean X e Y variables aleatorias con funciones de distribu-
ción respectivas F (x) y G(y), y función de distribución conjunta H(x, y). Sea
k(x, y) una función casi-monótona y continua por la derecha.
Si los valores esperados EH+k(X, Y ), EH−k(X, Y ) existen (aunque puedan
ser infinitos), entonces el conjunto de los valores de EHk(X, Y ) cuando H
recorre H(F,G) pertenecen al intervalo cerrado

[
EH−k(X, Y ), EH+k(X, Y )

]
(posiblemente no acotado) cuando alguna de las siguiente condiciones se ve-
rifica.
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(a) k(x, y) es simétrica y (i) se verifica (en este caso, −∞ ≤ EH−k(X, Y ) ≤
EH+k(X, Y ) < +∞).

(b) Para algún x0 e y0, (ii) se verifica y al menos unos de los valores
EH−k(X, Y ) o EH+k(X, Y ) es finito.

Demostración. (a) Por las expresiones obtenidas para el valor esperado
EHk(X, Y ), que sab́ıamos que eran monótonas crecientes respecto de
la función de distibución conjunta H(x, y) considerada, se deduce que
para todo H ∈ H(F,G) el valor esperado EHk(X, Y ) existe y satisface

−∞ ≤ EH−k(X, Y ) ≤ EHk(X, Y ) ≤ EH+k(X, Y ) < +∞.

Si EH+k(X, Y ) = −∞ entonces EHk(X, Y ) = −∞ para todo
H ∈ H(F,G).

Si −∞ < EH+k(X, Y ) <∞ el resultado es trivial y se deduce del
lema previo cuando EH−k(X, Y ) = −∞.

(b) Supongamos EH+k(X, Y ) es finito entonces hay dos posibilidades:

Si EH−k(X, Y ) = EH+k(X, Y ) entonces EHk(X, Y ) = EH+k(X, Y )
para todo H ∈ H(F,G).

Si −∞ < EH+k(X, Y ) <∞ el resultado es trivial y se deduce del
lema previo cuando EH−k(X, Y ) = −∞.

En el caso de suponer EH−k(X, Y ) finito hay dos casos totalmente
análogos:

Si EH+k(X, Y ) = EH−k(X, Y ) entonces EHk(X, Y ) = EH−k(X, Y )
para todo H ∈ H(F,G).

Si EH+k(X, Y ) < ∞ el resultado es trivial y se deduce del lema
previo cuando EH+k(X, Y ) = +∞.

Del teorema previo se deduce, para el caso en el que k es una función
casi-monótona, que el ı́nfimo y el supremo de EHk(X, Y ) para H ∈ H(F,G)
se alcanzan en H− y H+ respectivamente y además, en particular, se tiene
que

EH−k(X, Y ) =

∫ 1

0

k(F−1(u), G−1(u))du
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y

EH+k(X, Y ) =

∫ 1

0

k(F−1(u), G−1(1− u))du.

Análogamente, si k es una función casi-antimonótona, el ı́nfimo y el supremo
de EHk(X, Y ) para H ∈ H(F,G) se alcanzan en H+ y H− respectivamente
y, además en particular se tiene que

EH−k(X, Y ) =

∫ 1

0

k(F−1(u), G−1(1− u))du

y

EH+k(X, Y ) =

∫ 1

0

k(F−1(u), G−1(u))du.

Tomando k(x, y) = ∥x − y∥p que se trata de una función simétrica, casi-
antimonótona y continua estamos en condiciones de utilizar el resultado pre-
vio que nos asegura que

EH+∥X−Y ∥p =
∫ 1

0

∥F−1(u)−G−1(u)∥pdu = ı́nf

{
E∥X − Y ∥p :

L (X) = F
L (Y ) = G

}

=⇒ dp(X, Y ) =

(∫ 1

0

∥F−1(u)−G−1(u)∥pdu
)1/p

. (2.7)

En este contexto, si trabajando sobre la recta real consideramos p = 1
se deduce inmediatamente el siguiente resultado que nos permite expresar la
distancia de Wasserstein en términos de las funciones de distribución, tenien-
do únicamente en cuenta que el área encerrada por la función de distribución
en toda la recta real es el mismo que el encerrado por la función cuantil en
el intervalo [0, 1].

Corolario 2.19. Sea B = R y consideramos p = 1 y µ, ν probabilidades en
R que vienen dadas por funciones de distribución F y G respectivamente.
Entonces considerando ∥x∥ = |x| se tiene

d1(µ, ν) =

∫ 1

0

|F−1(t)−G−1(t)|dt =
∫ ∞

−∞
|F (x)−G(x)|dx.

Demostración. La primera igualdad es consecuencia de (2.7) aplicada al caso
particular de la recta real y p = 1.
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Ahora bien, para la segunda igualdad basta ob-
servar que el área encerrada por las funciones de
distribución en R es el mismo que el encerrado
por las funciones cuantiles en el intervalo [0, 1].

y = 1

G
F

0

t = 1

G−1

F−1

0

Figura 2.1: Funciones de distribución (izquierda) y cuantiles (derecha).

2.2.2. Algunas propiedades básicas

Los resultados que se recogen en esta subsección se pueden consultar en
el apéndice del trabajo de Bickel et al [2], clásica referencia que incluye una
recopilación muy variada de propiedades de la p-distancia de Wasserstein.

Proposición 2.20. Sean αn, α ∈ Πp(Rd). Entonces, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(1) dp(αn, α)
n→∞−−−→ 0.

(2) αn → α débilmente y
∫
∥x∥pdαn(x)→

∫
∥x∥pdα(x).

(3) αn → α débilmente y la función ∥x∥p es uniformemente integrable res-
pecto de {αn}∞n=1.

Demostración. l

(1) =⇒ (2) Supongamos que dp(αn, α)
n→∞−−−→ 0. Consideramos variables alea-

torias Xn y X con leyes de probabilidad L (Xn) = αn y L (X) = α, y veri-

ficando dp(αn, α) = E (∥Xn −X∥p)1/p. Entonces haciendo uso de la segunda
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desigualdad trinagular observamos que(∫
∥x∥pdαn(x)

)1/p

−
(∫
∥x∥pdα(x)

)1/p

= (E∥Xn∥p)1/p − (E∥X∥p)1/p

≤ (E∥Xn −X∥p)1/p
n→∞−−−→ 0.

De lo anterior, sin más que despejar se deduce que(∫
∥x∥pdαn(x)

)1/p
n→∞−−−→

(∫
∥x∥pdα(x)

)1/p

,

y de la continuidad de la función ϕ(x) = xp se sigue que∫
∥x∥pdαn(x)

n→∞−−−→
∫
∥x∥pdα(x),

o equivalentemente,
E∥Xn∥p

n→∞−−−→ E∥X∥p.

A continuación, vamos a probar que la sucesión {Xn}∞n=1 es ajustada. Sea
ε > 0. Como E∥Xn∥p

n→∞−−−→ E∥X∥p existe un número natural n0 tal que
E∥Xn∥p ≤ 2E∥X∥p para todo n ≥ n0. Aśı, aplicando la desigualdad de
Markov tenemos que

P (∥Xn∥ > a) ≤ E∥Xn∥p

ap
≤ 2E∥X∥p

ap
a→∞−−−→ 0.

Y, por tanto, para a suficientemente grande podemos conseguir P (∥Xn∥ >
a) < ε y, en consecuencia, {Xn}∞n=1 es una sucesión ajustada.

Ahora bien, observamos que si f es una función Lipschitziana, esto es, si
existe una constante K tal que ∥f(x)− f(y)∥ ≤ K∥x− y∥ entonces∥∥∥∥∫ f(x)dαn(x)−

∫
f(x)dα(x)

∥∥∥∥ = ∥E(f(Xn))− E(f(X))∥

= ∥E(f(Xn)− f(X))∥ ≤ E ∥f(Xn)− f(X)∥ ≤ KE∥Xn −X∥
(∗)
≤ K (E∥Xn −X∥p)1/p = Kdp(αn, α)

n→∞−−−→ 0,

donde en (∗) se ha utilizado la desigualdad de Jensen, lo que implica que∫
f(x)dαn(x)

n→∞−−−→
∫
f(x)dα(x).
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En consecuencia, como las funciones Lipschitzianas son una clase separante,
tenemos asegurada la convergencia débil de la sucesión {αn}∞n=1 hacia α sin
más que recordar el siguiente resultado:

“Sea ε una clase separante y {Fn}∞n=1 una sucesión ajustada. Si F es una
función de distribución tal que

∫
fdFn

n→∞−−−→
∫
fdF para toda función

f ∈ ε, entonces Fn
d−→ F ”.

(2) =⇒ (3) Del teorema de representación de Skorohod existen un espacio
probabiĺıstico (Ω, σ, P ) y variables aleatorias Un y U de manera que

L (Un) = αn, L (U) = α y Un
c.s.−−→ U.

Ahora bien, sabemos que la convergencia casi seguro implica la convergencia
en probabilidad, luego Un

p.−→ U . Además también sabemos que el hecho de
que la función ∥x∥p sea uniformemente integrable respecto de {αn}∞n=1 es
equivalente a que la sucesión {∥Un∥p}∞n=1 sea uniformemente integrable. Por
último, como Un = αn y L (U) = α sabemos que

E∥Un∥p =
∫
∥x∥pdαn(x) y E∥U∥p =

∫
∥x∥pdα(x).

Ahora bien, por hipótesis tenemos que∫
∥x∥pdαn(x)→

∫
∥x∥pdα(x), o equivalentemente, E∥Un∥p → E∥U∥p.

Trabajando en espacios Lp, recordamos que son equivalentes:

(I) Un
Lp(Ω)−−−→ U .

(II) Un
p.−→ U y E∥Un∥p → E∥U∥p.

(III) Un
p.−→ U y {∥Un∥p}∞n=1 es uniformemente integrable.

En estas condiciones tenemos que Un
p.−→ U y E∥Un∥p → E∥U∥p que es

exactamente la afirmación (II). Como (II) es equivalente a (III), tenemos

asegurado que Un
p.−→ U y {∥Un∥p}∞n=1 es uniformemente integrable y ya he-

mos comentado que esto último es equivalente a que la función ∥x∥p sea
uniformemente integrable respecto de {αn}∞n=1 que es lo que queŕıamos pro-
bar.
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(3) =⇒ (2) Suponemos que αn → α débilmente y la función ∥x∥p es uniforme-
mente integrable respecto de {αn}∞n=1. Recurriendo nuevamente al teorema

de representación de Skorohod tenemos que Un
p.−→ U y {∥Un∥p}∞n=1 unifor-

memente integrable lo cual es equivalente a Un
p.−→ U y E∥Un∥p → E∥U∥p

(es la implicación (III) =⇒ (II)).

Luego αn → α débilimente y E∥Un∥p → E∥U∥p lo cual es equivalente a∫
∥x∥pdαn(x)→

∫
∥x∥pdα(x), con lo que se obtiene (2).

(2) =⇒ (1)

Suponemos que αn → α débilmente y
∫
∥x∥pdαn(x) →

∫
∥x∥pdα(x). Razo-

nando como antes tenemos Un
c.s.−−→ U y E∥Un∥p → E∥U∥p, luego la equivalen-

cia (I)⇐⇒ (II) nos asegura que Un
Lp−→ U , esto es, (E∥Un − U∥p)1/p

n→∞−−−→ 0.
En consecuencia, como

dp(αn, α) ≤ (E∥Un − U∥p)1/p
n→∞−−−→ 0,

se deduce que dp(αn, α)
n→∞−−−→ 0.

Proposición 2.21. Sea 1 ≤ p < ∞, entonces se verifican las siguientes
propiedades para la p-distancia de Wasserstein:

(1) dp(aU, aV ) = |a|dp(U, V ) para todo escalar a ∈ R.

(2) dp(LU,LV ) ≤ ∥L∥dp(U, V ) para toda aplicación lineal L : R → R.

Demostración.

(1) El caso a = 0 es evidente, por lo tanto, tratamos el caso a ̸= 0. Suponga-
mos que L (U) = µ, L (V ) = ν y π ∈ Π(µ, ν) entonces

dp(U, V ) = ı́nf

{(∫
Rd×Rd

∥x− y∥pdπ
)1/p

: π ∈ Π(µ, ν)

}

= ı́nf

{(∫
Rd×Rd

∥Π1(x, y)− Π2(x, y)∥pdπ
)1/p

: π ∈ Π(µ, ν)

}
.

Esto es, bajo cualquier probabilidad π ∈ Π(µ, ν) las proyecciones Π1 y Π2

verifican que

L (Π1) = µ = L (U) y L (Π2) = ν = L (V ).
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Entonces, si a ̸= 0 también se tiene que

L (aΠ1) = L (aU) y L (aΠ2) = L (aV ).

De esta manera, podemos escribir

dp(aU, aV ) = ı́nf

{(∫
Rd×Rd

∥aΠ1 − aΠ2∥pdπ
)1/p

: π ∈ Π(µ, ν)

}

= ı́nf

{(
|a|p

∫
Rd×Rd

∥Π1 − Π2∥pdπ
)1/p

: π ∈ Π(µ, ν)

}
= |a|dp(U, V ).

(2) Supongamos que L (U) = µ, L (V ) = ν y π ∈ Π(µ, ν) entonces, razo-
nando como en el caso anterior, bajo π se tiene que

L (Π1) = µ = L (U) y L (Π2) = ν = L (V )

luego
L (LΠ1) = L (LU) y L (LΠ2) = L (LV ).

En consecuencia, se tiene que

dp(LU,LV ) = ı́nf

{(∫
Rd×Rd

∥LΠ1 − LΠ2∥pdπ
)1/p

: π ∈ Π(µ, ν)

}

≤ ı́nf

{(
∥L∥

∫
Rd×Rd

∥Π1 − Π2∥pdπ
)1/p

: π ∈ Π(µ, ν)

}
= ∥L∥dp(U, V ).

Proposición 2.22. Sean {Uj}mj=1 variables aleatorias independientes con le-
yes de probabilidad en Πp(Rd) y sean, análogamente, {Vj}mj=1 variables alea-
torias independientes con leyes de probabilidad en Πp(Rd). Entonces se tiene
que

dp

(
m∑
j=1

Uj,
m∑
j=1

Vj

)
≤

m∑
j=1

dp(Uj, Vj).
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Demostración. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que los pares
(Uj, Vj) son independientes entre śı y que además verifican

E(∥Uj − Vj∥p)1/p = dp(Uj, Vj).

Ahora bien,

dp

(
m∑
j=1

Uj,

m∑
j=1

Vj

)
≤ E

(
∥
m∑
j=1

Uj −
m∑
j=1

Vj∥p
)1/p

= E

(
∥
m∑
j=1

(Uj − Vj)∥p
)1/p

(∗)
≤

m∑
j=1

E(∥Uj − Vj∥p)1/p =
m∑
j=1

dp(Uj, Vj),

donde en la desigualdad marcada por (∗) se ha aplicado la clásica desigualdad
de Minkowski.

2.2.3. La 2-distancia de Wasserstein

El caso particular en el que p = 2, esto es, el caso de la 2-distancia de
Wasserstein es el más importante y existen una gran cantidad de resultados
sobre el mismo. Veamos algunas primeras propiedades, siguiendo nuevamente
el trabajo de Bickel et al [2].

Una de las ventajas de trabajar con la 2-distancia de Wasserstein es que la
norma ∥·∥2 proviene de un producto interno lo que nos permite hablar del
concepto de ortogonalidad, lo cual hace posible mejorar el resultado recogido
en la proposición previa.

Proposición 2.23. Sean {Uj}mj=1 variables aleatorias independientes que to-
man valores en Rd y sean también {Vj}mj=1 variables aleatorias independientes
que toman valores en Rd. Supongamos que las leyes de probabilidad de ambas
familias de variables pertenecen a Π2(Rd) y que E(Uj) = E(Vj). Entonces

d2

(
m∑
j=1

Uj,

m∑
j=1

Vj

)2

≤
m∑
j=1

d2(Uj, Vj)
2.

Demostración. Como en la proposición previa suponemos que los pares (Uj, Vj)
son independientes y verifican d2(Uj, Vj) = E(∥Uj−Vj∥2)1/2. Para poder pro-
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bar la desigualdad de interés, en primer lugar veamos que

E(< Uj − Vj, Ui − Vi >) =


d2(Uj, Vj)

2 si i = j,

0 si i ̸= j.

Si i = j se tiene que

E(< Uj − Vj, Uj − Vj >) = E(∥Uj − Vj∥2) = d2(Uj, Vj)
2

Si i ̸= j se tiene que

E(< Uj − Vj, Ui − Vi >) =
= E(< Uj, Ui > − < Uj, Vi > − < Vj, Ui > + < Vj, Vi >)

= E(< Uj, Ui >)− E(< Uj, Vi >)− E(< Vj, Ui >) + E(< Vj, Vi >)

=< E(Uj), E(Ui) > − < E(Uj), E(Vi) > − < E(Vj), E(Ui) > +

+ < E(Vj), E(Vi) >= (∗)

y teniendo en cuenta que E(Vi) = E(Ui) y E(Vj) = E(Uj), se deduce
que

(∗) = 2 < E(Uj), E(Ui) > −2 < E(Uj), E(Ui) >= 0.

Usando lo obtenido se deduce

d2

(
m∑
j=1

Uj,
m∑
j=1

Vj

)2

≤ E

(
∥
m∑
j=1

Uj −
m∑
j=1

Vj∥2
)

=

= E

(
<

m∑
j=1

(Uj − Vj),
m∑
i=1

(Ui − Vi) >

)
=

m∑
i,j=1

E (< (Uj − Vj), (Ui − Vi) >)

=
m∑
j=1

E (< (Uj − Vj), (Uj − Vj) >) =
m∑
j=1

E
(
∥Uj − Vj∥2

)
=

m∑
j=1

d2(Uj, Vj)
2,

como queŕıamos probar.

Proposición 2.24. Sean U y V variables aleatorias con valores en Rd, cuyas
leyes pertenecen al conjunto Π2(Rd). Entonces

d2(U, V )2 = d2(U − E(U), V − E(V ))2 + ∥E(U)− E(V )∥2.
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Demostración. Denotamos a = E(U) y b = E(V ) y elegimos U y V de
manera que d2(U, V )2 = E(∥U − V ∥2. Ahora bien, se tiene que

E(∥(U − a)− (V − b)∥2) = E(∥U − V ∥2)− ∥a− b∥2

puesto que

E(∥(U − a)− (V − b)∥2) = E(< (U − V )− (a− b), (U − V )− (a− b) >)
= E(∥(U − V )∥2 + ∥a− b∥2 − 2 < U − V, a− b >)
= E(∥(U − V )∥2) + E(∥a− b∥2)− 2E(< U − V, a− b >)
= E(∥(U − V )∥2) + ∥a− b∥2 − 2 < E(U − V ), E(a− b) >
= d2(U, V )2 + ∥a− b∥2 − 2 < a− b, a− b >
= d2(U, V )2 + ∥a− b∥2 − 2∥a− b∥2 = d2(U, V )2 − ∥a− b∥2,

de lo que se deduce que

d2(U − a, V − b)2 ≤ d2(U, V )2 − ∥a− b∥2.

Para probar la desigualdad contraria, basta tomar las variables U y V de
manera que

E(∥(U − a)− (V − b)∥2) = d2(U − a, V − b)2

aśı:

d2(U, V )2 ≤ E(∥U − V ∥2) = E(∥(U − a)− (V − b)∥2 + ∥a− b∥2)
= d2(U − a, V − b)2 + ∥a− b∥2

=⇒ d2(U, V )2 − ∥a− b∥2 ≤ d2(U − a, V − b)2

como queŕıamos.

Proposición 2.25. Supongamos d = 1, ∥x∥ = |x| y p = 2. Sean U1, . . . , Un
variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas cuyas leyes per-
tenecen a Π2(R) y sea U un vector columna (U1, . . . , Un). Suponemos lo mis-
mo para las variables V1, . . . , Vn y V , además que E(Ui) = E(Vi). Sea A una
matriz m × n de escalares, entonces AU y AV son vectores aleatorios en
Rm equipado con la norma eucĺıdea m-dimensional. Escribimos dm2 para la
correspondiente d2-métrica. Entonces

dm2 (AU,AV )2 ≤ traza(AAt)d12(Ui, Vi)
2.
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Demostración. Suponemos que los pares de variables aleatorias (Ui, Vi) son
independientes entre śı y que, además, verifican d2(Ui, Vi) = E((Ui−Vi)2)1/2.

Teniendo en cuenta que dado un vector columna w de dimensión m su norma
al cuadrado es la suma de sus elementos al cuadrado, que es lo mismo que la
traza de la matriz w wt, se tiene que

dm2 (AU,AV )2 ≤ E(∥AU − AV ∥2) = E(∥A(U − V )∥2)
= E

[
traza(A(U − V )(U − V )tAt)

]
.

(2.8)

En primer lugar, calculamos la expresión de A(U − V ), que viene dada por
a11 a12 a13 · · · a1n
a21 a22 a23 · · · a1n
a31 a32 a33 · · · a3n
...

...
...

. . .
...

am1 am2 am3 · · · amn




U1 − V1
U2 − V2
U3 − V3

...
Un − Vn

 =

(
n∑
j=1

aij(Uj − Vj)

)
i=1,...,m

.

Aśı, la expresión A(U − V )(U − V )tAt la podemos calcular como sigue
∑n

j=1 a1j(Uj − Vj)
...∑n

j=1 amj(Uj − Vj)


t
∑n

j=1 a1j(Uj − Vj)
...∑n

j=1 amj(Uj − Vj)

 =
m∑
i=1

(
n∑
j=1

aij(Uj − Vj)

)2

.

Estamos interesados en calcular el valor esperado de la expresión inmediata-
mente anterior, esto es,

E

 m∑
i=1

(
n∑
j=1

aij(Uj − Vj)

)2
 =

m∑
i=1

E

( n∑
j=1

aij(Uj − Vj)

)2
 .

Ahora bien, observamos que:

Si i = j entonces E [(Ui − Vi)2] = d12(Ui, Vi)
2.

Si i ̸= j entonces

E [(Ui − Vi)(Uj − Vj)] = E(UiUj − UiVJ − ViUj + ViVj) =

= E(UiUj)− E(UiVj)− E(ViUj) + E(ViVj) =

= E(Ui)E(Uj)− E(Ui)E(Vj)− E(Vi)E(Uj) + E(Vi)E(Vj) =

= E(Ui)E(Uj)− E(Ui)E(Uj)− E(Ui)E(Uj) + E(Ui)E(Uj) = 0,
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donde se ha hecho uso de las hipótesis de independencia de las fami-
lias de variables aleatorias {Ui}ni=1 y {Vi}ni=1 y de la hipótesis de que
E(Ui) = E(Vi). Además, se ha tenido en cuenta que la familia de los
pares {(Ui, Vi)}ni=1 es independiente, por lo que las variables aleatorias
obtenidas al aplicar las proyecciones sobre el primer y segundo elemen-
to del par también son independientes entre ellas, esto es las variables
Ui y Vi son independientes y, en consecuencia, las familias {Ui}ni=1 y
{Vi}ni=1 son independientes entre śı también.

Sabiendo esto

E

( n∑
j=1

aij(Uj − Vj)

)2
 = a2iid

1
2(Ui, Vi)

2,

lo que implica que

m∑
i=1

E

( n∑
j=1

aij(Uj − Vj)

)2
 =

m∑
i=1

a2iid
1
2(Ui, Vi)

2.

Teniendo en cuenta que las variables Ui están igualmente distribuidas y lo
mismo pasa para las variables Vj, se tiene que d12(Ui, Vi)

2 = d12(Uj, Vj)
2 para

todos i, j ∈ {1, . . . , n}, luego

m∑
i=1

E

( n∑
j=1

aij(Uj − Vj)

)2
 =

(
m∑
i=1

a2ii

)
d12(Ui, Vi)

2 =

= traza(AAt)d12(Ui, Vi)
2,

como se queŕıa probar.

Caracterización de soluciones

Para este caso particular, existe una caracterización de la solución basa-
da en la pertenencia a un subgradiente de una función semicontinua inferior
y convexa. Vamos a esbozar la prueba de este resultado siguiendo el art́ıculo
de Rachev y Rüschendorf [17], pero antes vamos a introducir el problema
de dualidad debido a Kantorovich mediante un ejemplo (como hicimos pa-
ra introducir el problema de Kantorovich, siguiendo el libro más actual de
Villani [19]) y algunas nociones sobre análisis convexo que vamos a requerir.
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El problema primal de Kantorovich lo presentamos mediante el ejemplo de
transportar una masa de arena a un agujero teniendo en cuenta que realizar
dicho transporte teńıa un coste asociado. Si pensamos en el caso discreto,
podŕıamos plantearlo como el clásico problema de transporte en el que se
tienen m fábricas con ciertas ofertas de un producto y n clientes con su res-
pectivas demandas del mismo producto. Aśı, conocido el coste de transportar
una unidad de producto desde cada fábrica hasta cada cliente, el problema
primal de Monge-Kantorovich trataba de minimizar el coste del transporte.
Esto es, en el problema primal la preocupación central era el coste.

Sin embargo, en el problema dual se da importancia al precio. Imaginemos
que una empresa de transporte nos ofrece resolver nuestro porblema de trans-
porte, es decir, nosotros desde cada fábrica vendemos toda nuestra produc-
ción a la empresa de transporte y luego ella se encarga de realizar las entregas
a los clientes y poner sus precios de venta. Entonces, si suponemos que ψ(x)
es el precio por el que vendemos una unidad de producto de la fábrica x y
que la empresa de tranporte vende una unidad de producto a precio ϕ(y)
al cliente y, el dinero ganado por la empresa de transporte es ϕ(y) − ψ(x)
por cada unidad de producto vendido entre la fábrica x y el cliente y. Desde
nuestro punto de vista, la cantidad ϕ(y) − ψ(x) es el precio de transporte
entre la empresa x y el cliente y. Aśı, para que los precios de la empresa sean
competitivos es sensato pensar que el precio de transporte asociado a la em-
presa especializada debe ser menor que el precio de transporte que teńıamos
en el problema primal, esto es ϕ(y) − ψ(x) ≤ c(x, y) (en caso contrario no
saldŕıa rentable contratar a la empresa de transporte ya que sacaŕıamos más
beneficio realizando nosotros las entregas).

Aśı, cuando nos encargamos del transporte nos centramos en minimizar el
coste, mientras que cuando contamos con la empresa de transporte en lo que
se fijan ellos es en maximizar los beneficios obtenidos. De estas ideas surge
de forma natural el problema dual de Kantorovich.

Definición 2.26 (Problema dual de Kantorovich). Dados dos espacios pro-
babiĺısticos (Ω1, σ1, µ) y (Ω2, σ2, ν) y siendo el problema primal de Kantoro-
vich

Minimizar
π∈Π(µ,ν)

I(π) :=

∫
Ω1×Ω2

c(x, y)dπ(x, y),
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el problema dual de Kantorovich se define como sigue

Maximizar
(ψ,ϕ)∈(L1(µ),L1(ν))
ϕ(y)−ψ(x)≤c(x,y)

∫
Ω2

ϕ(y)dν(y)−
∫
Ω1

ψ(x)dµ(x).

Ahora bien, la 2-distancia de Wasserstein entre dos probabilidades µ, ν ∈
Π2(Rd) sabemos que viene dada por

d2(µ, ν)
2 = ı́nf

{∫
R×R
∥x− y∥2dπ(x, y) : π ∈ Π(µ, ν)

}
, (2.9)

y como en la versión probabilista se trabaja con variables aleatorias de cua-
drado integrable, tenemos que si L (X) = µ y L (Y ) = ν entonces

E∥X − Y ∥2 = |EX − EY |2 + traza(Σµ) + traza(Σν)− 2traza(Cov(X, Y )),

donde Σµ = Cov(X) y Σν = Cov(Y ). Fijadas µ y ν, los tres primeros su-
mandos de la expresión inmediatamente anterior son fijos, luego (2.9) es
equivalente a encontrar

sup {traza(ψ) : ψ ∈ Cov(µ, ν)} , (2.10)

donde

Cov(µ, ν) =
{
ψ ∈ Rd × Rd : ψ = Cov(X, Y ) con L (X) = µ y L (Y ) = ν

}
.

Por último, el problema (2.10) es equivalente a

sup {E < X, Y > : L (X) = µ y L (Y ) = ν} . (2.11)

Vamos a adaptar el problema dual asociado a este último problema plan-
teado haciendo uso de algunos conceptos de análisis real. Introducimos los
conceptos de función semicontinua inferior y función conjugada.

Definición 2.27. Una función f : Rd → R se dice que es semicontinua
inferior en el punto x0 ∈ Rd si para cada número real y < f(x0) existe un
entorno U de x0 de manera que f(x) > y para todo x ∈ U . Equivalentemente,
f es semicontinua inferior en x0 si, y sólo si,

ĺım inf
x→x0

f(x) > f(x0).

Aśı, la función f se dice que es semicontinua inferior si es semicontinua
inferior para cada punto de su dominio de definición.
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Definición 2.28. Dada una función convexa y semicontinua inferior f en
Rd, denotamos por f ∗ su función conjugada que viene definida por

f ∗(y) = sup
x∈Rd
{< x, y > −f(x)}

y denotamos el subdiferencial de f en el punto x como

∂f(x) = {y ∈ Rd : f(z) ≥ f(x)+ < z − x, y >, z ∈ Rd}.

A los elementos de ∂f(x) los denominaremos subgradientes de f en x.

Observación 9. Si f es diferenciable en el punto x, entonces ∂f(x) está
formado por un único punto que coincide con ∇f(x).

Observamos que por definición tenemos que

f ∗(y) = sup
x∈Rd
{< x, y > −f(x)} ≥< x, y > −f(x) ⇐⇒ f ∗(y)+f(x) ≥< x, y >,

en consecuencia, para todo x ∈ Rd y para todo y ∈ Rd se verifica que

f ∗(y) + f(x) ≥< x, y > con igualdad si, y sólo si, y ∈ ∂f(X).

Con las nociones expuestas podemos esbozar la demostración del teorema
de caracterización de soluciones.

Teorema 2.29. Sean µ, ν ∈ Π2(Rd).

(a) Existe solución de (2.9), esto es, existen variables aleatorias X e Y con
L (X) = µ y L (Y ) = ν tales que d2(µ, ν) = (E∥X − Y ∥2)1/2.

(b) Sean X e Y tales que L (X) = µ y L (Y ) = ν, entonces (X, Y ) es
una solución de (2.9) si, y sólo si, Y ∈ ∂f(X) casi seguro para alguna
función semicontinua inferior y convexa f .

Demostración. Que la 2-distancia de Wasserstein entre dos probabilidades
µ, ν ∈ Π2(Rd) alcanza su ı́nfimo ya lo sabemos, por tanto pasamos a probar
el apartado (b).

( ⇐= ) Sean X e Y variables aleatorias y suponemos que Y ∈ ∂f(X) casi
seguro para alguna función semicontinua inferior y convexa f . De esta ma-
nera, para otras variables X̃ e Ỹ tales que L (X̃) = µ y L (Ỹ ) = ν, se tiene
que

E < X̃, Ỹ >≤ E(f(X̃) + f ∗(Ỹ )) = E(f(X) + f ∗(Y )) = E < X, Y >,
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lo que prueba que (X, Y ) es solución óptima de (2.9).

( =⇒ ) Para esta implicación necestitamos usar un resultado auxiliar de
dualidad expuesto por Kellerer que nos garantiza la siguiente igualdad

C(µ, ν) := sup

{∫
Rd×Rd

< x, y > dπ(x, y) : π ∈ Π(µ, ν)

}
=

= ı́nf

{∫
Rd
ψ(x)dµ(x) +

∫
Rd
ϕ(y)dν(y) :

ψ ∈ L1(µ), ϕ ∈ L1(ν)
< x, y >≤ ψ(x) + ϕ(y)

}
=: I(µ, ν),

para la prueba de este resultado se puede consultar el Teorema 2.6 del art́ıculo
[13].

Del apartado (a) sabemos que como C(µ, ν) admite solución entonces I(µ, ν)
también tiene solución y, por lo tanto, existen funciones ψ ∈ L1(µ) y ϕ ∈
L1(ν) de manera que

I(µ, ν) =

∫
Rd
ψ(x)dµ(x) +

∫
Rd
ϕ(y)dν(y) y < x, y >≤ ψ(x) + ϕ(y).

Ahora bien, si definimos f = ψ∗∗ tenemos que f es convexa y semicontinua
inferior y

< x, y >≤ f(x) + f ∗(y) ≤ ψ(x) + ϕ(y)

o equivalentemente, el par (f, f ∗) es solución de

ı́nf

{∫
Rd
ψ(x)dµ(x) +

∫
Rd
ϕ(y)dν(y) :

ψ ∈ L1(µ), ϕ ∈ L1(ν)
< x, y >≤ ψ(x) + ϕ(y)

}
.

Entonces < X, Y >= f(X)+f ∗(Y ) casi seguro y, por tanto, Y ∈ ∂f(X).

El resultado anterior es muy interesante, pues garantiza que en el caso
de existir una solución óptima el par de variables aleatorias correspondientes
van a verificar que una pertenece al subgradiente de una función convexa y
semicontinua inferior de la otra. Este teorema puede establecerse también
haciendo uso de argumentos de monotońıa ćıclica y es lo siguente que vamos
a presentar, sin demostraciones.

Empezamos introduciendo los conceptos de conjunto ćıclicamente monótono
y de función de transferencia ćıclicamente monótona, siguiendo de nuevo el
libro de Villani [19].
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Definición 2.30. Sea c : Rd×Rd → (−∞,∞] una función. Un subconjunto
Γ ⊂ Rd×Rd se dice que es ccc-ćıclicamente monótono si, para cada N ∈ N y
para cada familia (x1, y1), . . . , (xN , yN) de puntos de Γ, se verifica la siguiente
desigualdad

N∑
i=1

c(xi, yi) ≤
N∑
i=1

c(xi, yi+1) (2.12)

(con el convenio de que yN+1 = y1). Una función de transferencia se
denomina ccc-ćıclicamente monótona si está concentrada en un conjunto
ćıclicamente monótono.

En el caso discreto, en el que tenemos un problema de transporte entre m
fábricas y n clientes, este concepto nace de pensar que el coste de transporte
obtenido es muy alto y tratar de reducirlo redirigiendo transportes realizados
entre una fábrica y un cliente hacia otros clientes más cercanos. Para ello,
tomamos una fábrica x1 que transporta k unidades del producto en cuestión
a un cliente y1, y decidimos que una unidad de producto de ese env́ıo se va
a redirigir a otro cliente y2 que está más cerca de la fábrica x1. Entonces, en
términos de la función de coste c, ganaŕıamos c(x1, y2) − c(x1, y1). Como el
problema de optimización teńıa una solución factible que estamos alterando,
ahora resulta que el cliente y2 tiene un exceso en las unidades de producto
solicitado, entonces esa unidad de más que recibe de otra fábrica x2 debe
ser redirigida a otro cliente, digamos y3. Este proceso se sigue hasta que
conseguimos redirigir una unidad de producto desde una fábrica xN al cliente
y1 en el que hemos empezado los cambios. Aśı, la nueva solución factible
calculada es mejor que la anterior si y sólo si

c(x1, y2) + c(x2, y3) + . . .+ c(xN , y1) < c(x1, y1) + c(x2, y2) + . . .+ c(xN , yN).

Una función de transferencia c-ćıclicamente monótona, es aquella que no
puede ser mejorada, esto es, no podemos realizar pertubaciones en ella (re-
firiéndonos a redirecciones en el transporte) con la finalidad de obtener otra
más “económica”. Aśı, si una función de transferencia es óptima, es claro que
debe ser también c-ćıclicamente monótona. Es bien conocido que el rećıproco
también se cumple, de hecho, una función es ćıclicamente monótona si, y sólo
si, esta puede escribirse como el subgradiente de una función semicontinua
inferior y convexa.

Teorema 2.31. Sean µ, ν ∈ Π2(Rd). Consideramos el problema de Monge-
Kantorovich asociado a la función coste c(x, y) = ∥x− y∥2. Entonces:
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(i) El vector (X, Y ) con L ((X, Y )) = π ∈ Π(µ, ν) es óptimo si, y sólo si,
existe una función φ convexa y semicontinua inferior tal que

Y ∈ ∂φ(X), π-casi seguro.

Además, en estas condiciones, el par (φ, φ∗) es un minimizante del
problema dual

ı́nf

{∫
Rd
ϕ(x)dµ(x) +

∫
Rd
ψ(y)dν(y) :< x, y >≤ ϕ(x) + ψ(y)

}
.

(ii) Si µ no da probabilidad a conjuntos de dimensión d−1, entonces existe
una única probabilidad π ∈ Π(µ, ν) óptima, que viene dada por

dπ(x, y) = dµ(x)δ (y = ∇φ(x)) ,

donde ∇φ es el único gradiente (µ-casi seguro) de una función que
transporta µ en ν, esto es: ∇φ#µ = ν.

(iii) Si µ no da probabilidad a conjuntos de dimensión d− 1, entonces ∇φ
es la única solución del problema de Monge∫

Rd
∥x−∇φ(x)∥2dµ(x) =

∫
Rd
∥x− T (x)∥2dµ(x).

(iv) Si µ y ν no dan probabilidad a conjuntos de dimensión d− 1, entonces
para todo x e y se tiene que

∇φ∗ (∇φ(x)) = x, µ-casi seguro;

y

∇φ (∇φ∗(y)) = y, ν-casi seguro.

Además, ∇φ∗ es el único gradiente, ν-casi seguro, de una función con-
vexa y semicontinua inferior que transporta ν en µ, esto es, ∇φ∗#ν =
µ. Desde otro punto de vista, ∇φ∗ es la solución del problema de Monge
de transportar ν en µ considerando el coste cuadrático.
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2.3. Cópulas y estructuras de dependencia

Para desarrollar esta sección vamos a seguir como referencia principal el
art́ıculo de Cuesta-Albertos et al [11] para los conceptos y resultados relacio-
nados con las cópulas, estructuras de dependencia y el transporte óptimo y,
también utilizamos el trabajo de Rüschendorf [16] para los aspectos relacio-
nados con la transformada distribucional y el Teorema de Sklar.

Dado un espacio de probabilidad (Ω, σ, P ), sea X una variable aleatoria
con función de distribución F y sea V una variable aleatoria con distribu-
ción uniforme en (0, 1) independiente de X. La función de distribución
modificada F (x, λ) se define como

F (x, λ) := P (X < x) + λP (X = x).

Y se define la transformada distribucional de XXX por

U := F (X, V ). (2.13)

Una representación equivalente de la transformada distribucional de X es la
siguiente

U = F (X−) + V (F (X)− F (X−)).
Para el caso de funciones de distribución continuas es evidente que F (x, λ)
coincide con F (x) y, en este caso, es conocido que U = F (X) sigue una dis-
tribución uniforme en (0, 1). En esta ĺınea, el hecho de que la transformada
distribucional de una función de distribución F siga una distribución unifor-
me en (0, 1) es siempre cierto, incluso en los casos en los que F no se trate
de una función de distribución continua.

Proposición 2.32. Sea U la transformada distribucional de X definida por

(2.13). Entonces U
d
= U(0, 1) y X = F−1(U) casi seguro.

En el contexto de la 2-distancia de Wasserstein, los emparejamientos
óptimos están muy relacionados con la transformada distribucional y con el
concepto de variables similarmente ordenadas que exponemos a continuación.

Definición 2.33. Dadas dos variables aleatorias X1 y X2 se dice que están
similarmente ordenadas si

(X1(ω)−X1(ω
′))(X2(ω)−X2(ω

′)) ≥ 0

P × P - casi seguro, y escribiremos X1
s.o.∼ X2.
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Para desarrollar la teoŕıa de cópulas y de distribuciones con la misma o
igual estructura de dependencia vamos a partir del siguiente resultado que
se puede encontrar demostrado en [11].

Proposición 2.34. Sean X1 y X2 variables de cuadrado integrable con fun-
ciones de distribución F1 y F2, respectivamente. Entonces:

(a) Son equivalentes:

(a.i) (X1, X2) es un emparejamiento óptimo para la 2-distancia de Was-
serstein.

(a.ii) F(X1,X2)(x, y) = mı́n{F1(x), F2(y)} para todo x, y.

(a.iii) Existe una variable aleatoria U , uniforme en (0, 1), tal que para
funciones crecientes ϕ1 y ϕ2 se tiene

X1 = ϕ1(U) y X2 = ϕ2(U), P -casi seguro.

(a.iv) X1
s.o.∼ X2.

(b) Las funciones ϕ1 y ϕ2 en (a) son esencialmente únicas, ϕi = F−1
i casi

seguro respecto de la medida de Lebesgue.

(c) Los pares (X1, F
−1
2 ◦ F1(X1, V1)) y (F−1

1 ◦ F2(X2, V2), X2) son óptimos
para la 2-distancia de Wasserstein.

(d) Si P1 es no atómica y (X1, Y1) es un emparejamiento óptimo para la
2-distancia de Wasserstein entre P1 y P2, entonces

Y1 = F−1
2 ◦ F1(X1), casi seguro.

(e) Si Y1 = ϕ1(X1) con ϕ1 creciente, entonces (X1, Y1) es un empareja-
miento óptimo para la 2-distancia de Wasserstein.

Este resultado no es del todo novedad, pues ya sabemos que si (X, Y ) es
un emparejamiento óptimo para la distancia de Wasserstein, del desarro-
llo hecho en el apartado 2.2.1, su función de distribución era H+(X, Y ) =
mı́n{F1(x), F2(y)}; que corresponde a la equivalencia (a.i)⇔ (a.ii). Esto es,
la distribución dada en (a.ii) es la asociada a la pareja de funciones cuantiles
asociadas a las funciones de distribución marginales.
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Los resultados en los que vamos a centrar nuestro interés son los empare-
jamientos relativos a transformaciones monótonas componente a componen-
te, pues el caso de la 2-distancia de Wasserstein es uno de ellos. Observamos
que para la función de coste cuadrática c2(x, y) = ∥x − y∥2 se verifica, tra-
bajando con x = (x1, . . . , xd) e y = (y1, . . . , yd), que:

c2(x, y) =
d∑
i=1

(xi − yi)2 =
d∑
i=1

c2(xi, yi).

La optimalidad de este tipo de transformaciones se recoge en el siguiente
resultado que se enuncia y prueba para la función de coste cuadrática, pero
que es cierto en el caso más general de funciones de coste de la forma c(x, y) =∑d

i=1 ci(xi, yi) donde ci(xi, yi) = ϕi(xi − yi) con ϕi estrictamente convexa.

Proposición 2.35. Consideramos la función de coste cuadrático. Sean µ, ν ∈
Π2(Rd) con distribuciones marginales respectivas µi, νi, 1 ≤ i ≤ d y sean X
e Y variables aleatorias con L (X) = µ y L (Y ) = ν, entonces:

(a) d2(µ, ν)
2 ≥

∑d
i=1 d2(µi, νi)

2.

(b) Xi
s.o.∼ Yi, 1 ≤ i ≤ d si, y sólo si, (X, Y ) es un emparejamiento óptimo

para la 2-distancia de Wasserstein y d2(µ, ν)
2 =

∑d
i=1 d2(µi, νi)

2

Demostración. Para probar el apartado (a) basta observar que

d2(µ, ν)
2 = ı́nf

{∫ d∑
i=1

|xi − yi|2dπ(xi, yi) : π ∈ Π(µ, ν)

}

≥
d∑
i=1

ı́nf

{∫
|xi − yi|2dπ(xi, yi) : π ∈ Π(µ, ν)

}

=
d∑
i=1

ı́nf

{∫
|xi − yi|2dπi(xi, yi) : πi ∈ Π(µi, νi)

}
=

d∑
i=1

d2(µi, νi)
2.

Por otro lado, se da la igualdad en (a) si, y sólo si, existe un emparejamiento
óptimo (X, Y ) para la la 2-distancia de Wasserstein, de manera que E(|Xi−
Yi|2) = d2(µi, νi)

2 para todo 1 ≤ i ≤ d. Una condición suficiente es que
Xi

s.o.∼ Yi para todo 1 ≤ i ≤ d.

Del resultado previo y de la Proposición 2.34 se deduce el siguiente co-
rolario.
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Corolario 2.36. Consideramos la función de coste cuadrático. Sean µ, ν ∈
Π(Rd) con distribuciones marginales µi, νi, donde µi es no atómica, y fun-
ciones de distribución marginales Fi y Gi, 1 ≤ i ≤ d. Sean X e Y vectores
aleatorios con L (X) = µ y L (Y ) = ν, entonces son equivalentes:

(1) (X, Y ) es un emparejamiento óptimo para la 2-distancia de Wasserstein
y d2(µ, ν)

2 =
∑d

i=1 d2(µi, νi)
2.

(2) Yi = G−1
i ◦ Fi(Xi) casi seguro 1 ≤ i ≤ d.

Demostración.

(1) =⇒ (2) Con las hipótesis de (1) estamos en condiciones de aplicar el
apartado (b) de la Proposición 2.35, del que se deduce que Xi

s.o.∼ Yi para
todo 1 ≤ i ≤ d. Y con lo obtenido del apartado (a) de la Proposición 2.34
se tiene que (Xi, Yi) es un emparejamiento óptimo para d2(µi, νi) para todo
1 ≤ i ≤ d. Nuevamente del apartado (d) de la Proposición 2.34 se tiene que
Yi = G−1

i ◦ Fi(Xi) casi seguro para todo 1 ≤ i ≤ d.

(2) =⇒ (1) Como las funciones G−1
i ◦Fi son crecientes del apartado (e) de la

Proposición 2.34 se deduce que (Xi, Yi) es un emparejamiento óptimo para
la 2-distancia de Wasserstein para todo 1 ≤ i ≤ d. Esto sabemos que es
equivalente a que Xi

s.o.∼ Yi para todo 1 ≤ i ≤ d en virtud del apartado (a)
de la Proposición 2.34. Por último, aplicando la proposición previa tenemos
que (X, Y ) es un emparejamiento óptimo para la función de coste ∥x − y∥2
y d2(µ, ν)

2 =
∑d

i=1 d2(µi, νi)
2.

A continuación introducimos el concepto de cópula y tratamos el proble-
ma de la existencia y construcción de la misma v́ıa el Teorema de Sklar.

Definición 2.37. Se dice que una aplicación C : [0, 1]d → [0, 1] es una
cópula si es la función de distribución de un vector aleatorio d-dimensional
en el cubo unidad con funciones de distribución marginales uniformes.

Es muy conocido el resultado de existencia de cópulas para cualquier
función de distribución d-dimendional, el cual presentamos en el siguiente
teorema y demostramos haciendo uso de la transformada distribucional.

Teorema 2.38 (Teorema de Sklar). Sea F una función de disfribución d-
dimensional con funciones de distribución marginales F1, . . . , Fd. Entonces
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existe una cópula C tal que

F (x1, . . . , xd) = C(F1(x1), . . . , Fd(xd)). (2.14)

Demostración. Sea X = (X1, . . . , Xd) un vector aleatorio en un espacio de
probabilidad (Ω, σ, P ) con función de distribución F y consideremos V in-
dependiente de X y con distribución uniforme en (0, 1). Trabajando con las
transformadas distribucionales Ui := Fi(Xi, V ), 1 ≤ i ≤ d, tenemos que

Ui
d
= U(0, 1) y Xi = F−1

i (Ui) casi seguro para 1 ≤ i ≤ d, en virtud de la
Proposición 2.32.

Ahora bien, definiendo C como la función de distribución del vector U =
(U1, . . . , Un) tenemos que

F (x) = P (X ≤ x) = P (Xi ≤ xi, 1 ≤ i ≤ d) = P (F−1(Ui) ≤ xi, 1 ≤ i ≤ d)

= P (Ui ≤ F (xi), 1 ≤ i ≤ d) = C(F1(x1), . . . , Fd(xd)),

esto es, C es una cópula de F como queŕıamos probar.

Definición 2.39. Denominaremos a cualquier función C como en (2.14) una
función de dependencia de F .

Por la construcción realizada en la demostración del Teorema de Sklar,
es evidente que si las funciones de distribución marginales Fi son continuas,
1 ≤ i ≤ d, entonces la función C está determinada de forma única.

Otra forma de realizar esta construcción seŕıa tomar una familia {Vi}di=1 de
variables aleatorias, independientes e igualmente distribuidas con distribu-
ción uniforme en (0, 1) que sean independientes de {Xi}di=1. De esta manera

tomando Ui = Fi(Xi, Vi) tendŕıamos que Ui
d
= U(0, 1) y Xi = F−1

i (Ui) y,
como antes, definiŕıamos una cópula de F como

C∗(F1(x1), . . . , Fd(xd)) = F (x1, . . . , xd),

o equivalentemente

C∗(u1, . . . , ud) = P (U1 ≤ u1, . . . Un ≤ ud).

En este caso, C∗ depende de la elección de la familia {Vi}ni=1, pero si las
funciones de distribución marginales son continuas entonces coincide con la
función

D(u1, . . . , ud) = P (F1(X1) ≤ u1, . . . , Fd(Xd) ≤ ud).
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Definición 2.40. Se dice que dos probabilidades µ, ν tienen la misma es-
tructura de dependencia si existe una función de dependencia común para
µ y ν. Esto es, si para la misma eleción de la familia {Vi}di=1 se tiene que

C∗
X = C∗

Y , para algún par de vectores L (X) = µ,L (Y ) = ν.

Continuamos con el último resultado de esta sección, que relaciona las
afirmaciones vistas en proposiciones previas sobre las transformciones com-
ponente a componente con las distribuciones con la misma estructura de
dependencia.

Teorema 2.41. Sean µ, ν ∈ Π2(Rd) con distribuciones marginales µi, νi,
1 ≤ i ≤ d. Consideramos X un vector aleatorio tal que L (X) = µ, entonces
son equivalentes:

(a) d2(µ, ν)
2 =

∑d
i=1 d2(µi, νi)

2.

(b) µ y ν tienen la misma estructura de dependencia.

(c) (X, Y ) es un emparejamiento óptimo para d2(µ, ν), donde Y i = G−1
i ◦

Fi(Xi, Vi) siendo {Vi}di=1 variables aleatorias independientes, igualmen-

te distribuidas e independientes de X, Vi
d
= U(0, 1).

(d) Existe Y con L (Y ) = ν tal que Xi
s.o.∼ Yi, 1 ≤ i ≤ d.

Demostración. Para realizar la demostración vamos a probar las siguientes
implicaciones (a)⇐⇒ (d) y (b)⇒ (c)⇒ (d)⇒ (b).

(a) ⇐⇒ (d) Es consecuencia directa del apartado (b) de la Proposición 2.35.

(c) =⇒ (d) Si (X, Y ) es un emparejamiento óptimo para d2(µ, ν), entonces
L (Y ) = ν donde el vector Y está definido por Yi = G−1

i ◦ Fi(Xi, Vi) siendo
{Vi}di=1 variables aleatorias independientes, igualmente distribuidas e inde-

pendientes de {Xi}di=1, Vi
d
= U(0, 1). Luego ya tenemos una variable aleatoria

con ley de distribución ν, sólo falta probar que, componente a componente,
está similarmente ordenada a X.
Como Yi = G−1

i ◦ Fi(Xi, Vi) para todo 1 ≤ i ≤ d, del Corolario 2.36 se si-
gue que d2(µ, ν)

2 =
∑d

i=1 d2(µi, νi)
2 y de la proposición 2.35 apartado (b) se

deduce que Xi
s.o.∼ Yi, 1 ≤ i ≤ d.

(b) =⇒ (c) Si µ y ν tienen la misma estructura de dependencia y Fi, Gi son
su respectivas funciones de distribución marginales, entonces existen vectores
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aleatorios X e Y con L (X) = µ y L (Y ) = ν de manera que los vectores
Ui = Fi(Xi, Vi) y Ũi = Gi(Yi, Vi) verifican

U = (U1, . . . , Ud)
d
= Ũ = (Ũ1, . . . , Ũd)

y, en consecuencia,

Y = (G−1
1 (Ũ1), . . . , G

−1
d (Ũd))

d
= (G−1

1 (U1), . . . , G
−1
d (Ud)) = Y =⇒ L (Y ) = ν.

Además, en virtud de los apartados (c) y (a) de la Proposición 2.34, se tiene
que:

(1) Para todo 1 ≤ i ≤ d el vector

(Xi, G
−1
i ◦ Fi(Xi, Vi)) = (Xi, Y i)

es un emparejamiento óptimo para d2(µi, νi).

(2) Como (Xi, Y i) es un emparejamiento óptimo para d2(µi, νi) entonces

Xi
s.o.∼ Y i, 1 ≤ i ≤ d.

Ahora bién, de la Proposición 2.35 se sigue que (X, Y ) es un emparejamiento
óptimo para d2(µ, ν).

(d) =⇒ (b) Si existen X e Y tales que L (X) = µ, L (Y ) = ν y Xi
s.o.∼ Yi, de

los apartados (b) y (a) de la Proposición 2.34 se deduce que existen variables
U1, . . . , Ud uniformes en (0, 1) tales que

Xi = F−1
i (Ui) y Yi = G−1

i (Ui), 1 ≤ i ≤ d.

Consideramos C(x1, . . . , xd) = P (U1 ≤ x1, . . . , Un ≤ xd), entonces

F (x1, . . . , xd) = C(F1(x1), . . . , Fd(xd))

y

G(x1, . . . , xd) = C(G1(x1), . . . , Gd(xd)),

lo que prueba que µ y ν tienen la misma estructura de dependencia.
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Como en la Proposición 2.35 y su correspondiente corolario, este resultado
también es cierto para funciones de coste de la forma c(x, y) =

∑d
i=1 ci(xi, yi)

donde ci(xi, yi) = ϕi(xi − yi) con ϕi estrictamente convexa.

Lo más destacado de todo lo expuesto es que al buscar emparejamientos
óptimos para la 2-distancia de Wasserstein entre distribuciones con la misma
estructura de dependencia, es suficiente trabajar componente a componente.
Este resultado tendrá mayor relevancia en el próximo caṕıtulo.

2.4. Factorización polar

En las secciones previas hemos visto que los subgradientes de funciones
convexas son los grandes protagonistas en la teoŕıa del transporte óptimo
para la función de coste cuadrática. En este caso particular, la factorización
polar establece que si se busca transportar una medida de probabilidad a
otra mediante una aplicación de transporte óptimo, entonces esta aplicación
puede expresarse como la composición de una transformación monótona y
una rotación. Es decir, el transporte óptimo se puede descomponer en una
parte que reorganiza la masa de manera monótona y una parte que rota la
masa.

Los resultados de factorización polar abstracta suelen asociarse a Brenier, ya
que dedicó parte de su investigación a formular un teorema de factorización
polar en un contexto abstracto que consegúıa generalizar otros resultados
bien conocidos como la descomposición polar de matrices o el teorema de
descomposición de campos de vectores de Helmholtz. En esta ĺınea, siguiendo
los art́ıculos [5] y [6] de Brenier, empezamos introduciendo los conceptos
necesarios para poder exponer el Teorema de factorización polar en el caso
particular y después ilustramos su relación con el transporte óptimo. Las
dos nociones que aparecen en el resultado de interés son las aplicaciones
que conservan medidas y las reorganizaciones o reordenaciones (en inglés,
rearrangements).

Definición 2.42. Una aplicación que conserva medidas de un espacio de
probabilidad (Ω1, µ) en otro espacio de probabilidad (Ω2, ν) es una aplicación
s : Ω1 → Ω2 tal que s−1(A) es un conjunto µ-medible de Ω1 y µ(s−1(A)) =
ν(A), para todo conjunto A ν-medible de Ω2. O equivalentemente, f ◦s es una
función integrable respecto de µ y

∫
Ω1
f ◦ sdµ =

∫
Ω2
fdν, para cada función
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f integrable respecto de ν.

Observación 10. Esta definición observamos que es totalmete análoga a la
de aplicación que transporta µ en ν, esto es, que la aplicación s : Ω1 → Ω2

conserve medidas de (Ω1, µ) en (Ω2, ν) es equivalente a ν = s#µ.

Definición 2.43. Si d ∈ N, llamamos reordenación de u ∈ L2(Ω1, µ;Rd)
en (Ω2, ν), a cualquier función v ∈ L2(Ω2, ν;Rd) que verifica∫

Ω1

f(u(x))dµ(x) =

∫
Ω2

f(v(y))dν(y)

para cada función f continua en Rd tal que |f(z)| ≤ C(1 + ∥z∥2).

Observación 11. En la terminoloǵıa probabiĺıstica, suponiendo que µ y ν
son probabilidades, la definición previa es equivalente a decir que u y v son
igualmente distribuidas, esto es, las medidas que engendran en Rd son iguales.

Como se recoge en el tercer caṕıtulo del libro de Villani [19], el Teorema
de factorización polar introducido por Brenier, para el caso particular en el
que se trabaja con p = 2, puede exponerse de la siguiente manera:

Teorema 2.44. Sean Ω1 y Ω2 subconjuntos de Rd y consideramos medidas
de probabilidad λ ∈ Π(Ω1) y ν ∈ Π2(Ω2). Sea h : Ω1 → Ω3 ⊂ Rd una función
de L2(Ω1, λ) y consideramos µ = h#λ. Suponiendo que µ y ν no dan masa
a conjuntos de dimensión d− 1, entonces existe un único par (∇ψ, s) tal que

ψ : Ω2 → Ω3 es convexa,

s : Ω1 → Ω2 es tal que s#λ = ν,

h = ∇ψ ◦ s.

En particular, el diagrama

(Ω2, ν)

(Ω3, µ)(Ω1, λ)
h

s ∇ψ

es conmutativo. Además, s es la única proyección de h en S(Ω1,Ω2), el con-
junto de aplicaciones σ que verifican σ#λ = ν.
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Este teorema resulta ser prácticamente equivalente al Teorema 2.31, en el
que se recoǵıan diferentes caracterizaciones de la solución para la 2-distancia
de Wasserstein.

Observación 12. En el contexto anterior, a la función h se le puede asociar
una probabilidad α de manera que∫

Rd
f(y)dα(y) =

∫
Ω2

f(h(x))dν(x)

para toda función f continua en Rd y de soporte compacto.

Un problema de interés seŕıa tratar el caso en el que se trabaja con
una sucesión de medidas de probabilidad {αn}∞n=1 que converge débilmente
hacia otra probabilidad α, en vez de trabajar únicamente con la medida de
probabilidad α que se le ha asociado a la función h.

Aunque no aparezca recogido en el resultado anterior, en [6] (Teorema 1.3)
Brenier demostró que, al trabajar con la sucesión de funciones convexas
{ψn}∞n=1 de L

2(Ω2, ν) asociada a la sucesión de funciones {hn}∞n=1 de L
2(Ω1, λ)

en el sentido del teorema previo, si la sucesión de probabilidades {αn}∞n=1 que
se le asocia a la sucesión {hn}∞n=1 verifica que αn → α débilmente, entonces
se tiene la convergencia

∇ψn → ∇ψ en L2(Ω, ν).

En la misma ĺınea, en 1997 Cuesta-Albertos et al demostraron en [10] (Teo-
rema 3.4) que la convergencia ∇ψn → ∇ψ es, de hecho, ν-casi seguro. Enun-
ciamos a continuación el resultado.

Teorema 2.45. Sean {µn}∞n=1, {νn}∞n=1, µ y ν medidas en Π2(Rd) tales que
µ es absolutamente continua respecto la medida de Lebesgue, µn → µ débil-
mente y νn → ν débilmente. Supongamos que Hn (resp. H) son transportes
óptimos entre µn y νn (resp. entre µ y ν) para todo n ∈ N. Entonces, si
{Xn}∞n=1 es una sucesión de vectores aleatorios que converge casi seguro a X
con L (X) = µ y tales que L (Xn) = µn para todo n ∈ N, entonces se tiene
que

Hn(Xn)→ H(X), ν-casi seguro.

Por último, en esta misma ĺınea pueden consultarse el Teorema 2.8 y su
observación posterior del art́ıculo de Del Barrio y Loubes [12] publicado en
2019.



Caṕıtulo 3

Analoǵıas y peculiaridades

En esta sección vamos a analizar ciertas analoǵıas entre las demostra-
ciones presentadas para los resultados relativos a la Ley de Convergencia de
Tipos estudiados en el primer caṕıtulo del trabajo y el problema del trans-
porte óptimo expuesto en el segundo caṕıtulo.

En el Teorema 2.44 ya se intúıan las analoǵıas con el problema del trans-
porte óptimo y los emparejamientos al aparecer aplicaciones que conservan la
medida y subgradientes de funciones convexas. Para mayor énfasis, observa-
mos que el hecho de que la aplicación s sea una proyección de h en S(Ω1,Ω2)
nos lleva a buscar s como la aplicación que minimiza∫

Ω1

∥h(ω)− σ(ω)∥2 dλ(ω)

entre todas las aplicaciones σ ∈ S(Ω1,Ω2). Si consideramos la medida π =
(h× σ)#λ entonces el problema se convierte en

mı́n

{∫
Ω3×Ω2

∥x− y∥2 dπ(x, y) : π = (h× σ)#λ, σ#λ = ν

}
.

En términos probabiĺısticos, π es la distribución conjunta de (h, σ), viéndo-
lo como una pareja de variables aleatorias en Ω1. Observamos que π ∈
Π(h#λ, σ#λ) = Π(µ, ν) donde µ = h#λ.

Si buscamos s tal que s#λ = ν y s = ∇φ◦h, para alguna función φ convexa,
entonces π = (h × s)#λ estaŕıa concentrado en el grafo de la función ∇φ y

83
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por lo visto en 2.31 seŕıa solución del problema más general

mı́n

{∫
Ω3×Ω2

∥x− y∥2 dπ(x, y) : π ∈ Π(µ, ν)

}
que es exactamente el problema de minimización de Kantorovich entre µ y
ν.

En el caso más general, la factorización polar introducida por Brenier
unifica algunos resultados ya conocidos como pueden ser la factorización
polar de matrices o el teorema de descomposición de campos de vectores de
Helmholtz.

La prueba para el caso de la descomposición de campos de vectores de
Helmholtz puede consultarse en cualquiera de los dos art́ıculos de Brenier
[5] o [6], nosotros nos vamos a centrar en el caso de la descomposición polar
de matrices que es más conocido y nos va a resultar realmente útil.

Escogiendo (Ω1, λ) = (Ω, β) = (Ω, | · |) donde Ω es una bola centrada en el
origen y h es la aplicación lineal h(x) = Ax para cierta matriz real A de
dimensión d× d. En este caso la condición de no degeneración se traduce en
que la matriz A sea no singular. Aśı, en estas condiciones la clásica factori-
zación polar A = RU donde U es una matriz ortogonal y R es una matriz
definida positiva y simétrica corresponde a la factorización h = ∇ψ ◦s donde
ψ(x) = 1

2
Rx · x es convexa y s(x) = Ux conserva la medida en (Ω, | · |).

3.1. Caso de aplicaciones lineales

La demostración de la Ley de Convergencia de Tipos en R la desarrolla-
mos v́ıa el Teorema de Representación de Skorohod y, hasta el momento, para
el caso multivariado hemos visto los resultados del art́ıculo de Billingsley [3]
que recogemos en el primer caṕıtulo del trabajo.

En este caṕıtulo volveremos a abordar el problema de la Ley de Convergencia
de Tipos utilizando representaciones de Skorohod, ahora en el caso multiva-
riante. Obtendremos nuevas demostraciones de los Teoremas 1.11, 1.12 y 1.13
en el caso de aplicaciones lineales, teniendo en cuenta la descomposición polar
de matrices y el Teorema 2.45. Esto es, queremos tratar el caso multivariado
como realizamos el caso unidimensional: v́ıa la Representación de Skorohod,
recurriendo además a los recursos que nos proporciona el transporte óptimo.
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Para el Teorema 1.11 partimos de una sucesión de vectores aleato-
rios {Xn}∞n=1 y una sucesión de aplicaciones lineales {αn}∞n=1 tales que

Xn
d−→ X y αnXn

d−→ X donde X es un vector aleatorio no degenerado
en ningún subespacio. ¿Qué conclusiones podemos sacar?

De la representación de Skorohod se tiene que existen vectores alea-
torios X∗ y X∗

n para todo n ∈ N de manera que L (X∗
n) = L (Xn),

L (X∗) = L (X) y X∗
n

c.s.−−→ X∗. Aśı, αnX
∗
n

d
= αnXn

d−→ X.

Ahora bien, como cada aplicación lineal αn viene definida por una ma-
triz Mn, vamos a considerar su descomposición polar:

Mn = AnOn donde

{
An : simétrica y definida positiva,
On : ortogonal.

Como la sucesión {On}∞n=1 está contenida en O, el grupo de matrices
ortogonales que se trata de un grupo compacto, sabemos que cada
subsucesión convergente de la misma lo hace hacia un elemento de O.
Consideramos {Onk}∞k=1 con Onk → O0 ∈ O.

Aśı, se sigue que

X∗
nk

c.s.−−→ X∗

Onk → O0

}
=⇒ OnkX

∗
nk

c.s.−−→ O0X
∗,

además atendiendo al esquema de Brenier:

(Rd,L (OnX
∗
n))

(Rd,L (αnX
∗
n))(Rd,L (X∗

n))
αn

On An

donde An es un transporte óptimo entre L (OnX
∗
n) y L (αnX

∗
n).

Ahora bien:
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L (OnkX
∗
nk
) L (O0X

∗)

L (αnkX
∗
nk
) L (X∗)

Ank T

w.

w.

donde T es un transporte óptimo entre L (O0X
∗) y L (X∗).

Como OnkX
∗
nk

c.s.−−→ O0X
∗ del Teorema 2.45 se sigue que

AnkOnkX
∗
nk

c.s.−−→ T (O0X
∗)

d
= X∗ =⇒ AnkOnkX

∗
nk

d−→ X∗. (3.1)

Como Onk → O0, X
∗
nk

c.s.−−→ X∗ y X∗ es no degenerado (3.1) implica
que la sucesión {Ank}∞k=1 es de adherencia compacta, luego Ankm → A0

siendo A0 una matriz simétrica y definida positiva.

De esta manera:

AnkmOnkm
X∗
nkm

d−→ X∗

AnkmOnkm
X∗
nkm

d−→ A0O0X
∗

}
=⇒ A0O0X

∗ d
= X∗

y como L (X∗) = L (X) se tiene que A0O0 ∈ GX .

Para conseguir resultados análogos a los obtenidos en el Teorema 1.11
nos gustaŕıa demostrar que A0 = I y que O0 ∈ GX .

De hecho, si O0 ∈ GX entonces es fácil ver que A0 = I y viceversa,
como comprobamos a continuación.

• Si A0 = I, entonces X
d
= A0O0X = O0X y, por tanto, O0 ∈ GX .

• Si O0 ∈ GX , entonces X
d
= A0O0X

d
= A0X.

En el caso real, tenemos X
d
= aX con a > 0. Considerando F−1 la

función cuantil asociada a L (X) y G−1 la función cunatil asociada
a L (aX), sabemos que G−1(t) = aF−1(t) y que existe t0 tal que
F−1(t0) ̸= 0 por ser X una variable aleatoria no degenerada. En
consecuencia aF−1(t0) = F−1(t0), de donde se deduce que a = 1.

En el caso multivariado, como A es una matriz definida positiva y
simétrica, sabemos que diagonaliza ortogonalmente. Por lo tanto,
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existe una matriz ortogonal P de manera que P−1A0P = D, siendo
D la matriz diagonal que contiene los autovalores de A0 que vamos
a denotar por λ1, . . . , λd y que sabemos que son estrictamente
mayores que cero. De esta manera, observamos que

A0X
d
= X ⇐⇒ P−1DPX

d
= X ⇐⇒ DPX

d
= PX

y, denotando Y = PX, tenemos una variable aleatoria no degene-

rada tal que DY
d
= Y . Ahora bien

DY
d
= Y ⇐⇒ (λ1Y1, . . . , λdYd)

d
= (Y1, . . . , Yd)

y, en consecuencia, λiYi
d
= Yi para todo i = 1, . . . , d con λi > 0.

Del caso real se deduce que necesariamente λi = 1 para todo
i = 1, . . . , d, lo que demuestra que A0 = I.

Esta parece ser la única solución posible, pero por ahora es simplemente
una conjetura, que seguiremos analizando. Recordemos que el trabajo
de Billingsley recurre al Teorema 1.14 para caracterizar el grupo de
transformaciones lineales que dejan invariante la ley de X en términos
de un grupo de transformaciones ortogonales, dejando abierta su ca-
racterización. Nuestra forma de proceder utiliza las descomposiciones
polares de las transformaciones implicadas dando lugar a una descom-
posición polar de la transformación ĺımite, en su parte positiva y una
transformación ortogonal, conjeturando que es la última la que permite
conseguir, en su caso, distintas transformaciones que dejan invariante
la distribución ĺımite.

Observación 13. Este resultado seŕıa totalmente análago al Teorema 1.11,
pues se escribiŕıan las aplicaciones lineales como producto de unas transfor-
maciones que convergen a la identidad y otras cuyos puntos de acumulación
mantienen la distribución del vector aleatorio ĺımite.

Si recordamos en la demostración debida a Billingsley, se escrib́ıan las trans-
formaciones afines como producto de unas transformaciones δn y γn, donde la
sucesión {δn}∞n=1 converǵıa a la identidad y la sucesión {γn}∞n=1 verificaba que
conservaba la distribución del vector aleatorio ĺımite. Pero, estas transforma-
ciones γn se constrúıan eligiendo un punto de acumulación de la sucesión de
transformaciones afines adecuado, que dejaba fija la distribución del vector
ĺımite.
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Sabiendo que, en la notación de Billingsley, las transformaciones δn convergen
a la identidad, elegir puntos de acumulación de la sucesión {αn}∞n=1 seŕıa
equivalente a, en la notación utilizada en este caṕıtulo, considerar puntos de
acumulación de la sucesión {On}∞n=1.

Para el Teorema 1.13 partimos de una sucesión de vectores aleato-
rios {Xn}∞n=1 y una sucesión de aplicaciones lineales {αn}∞n=1 tales que

Xn
d−→ X y αnXn

d−→ Y donde X e Y son vectores aleatorios no dege-
nerados en ningún subespacio. ¿Qué conclusiones podemos sacar?

De la representación de Skorohod se tiene que existen vectores alea-
torios X∗ y X∗

n para todo n ∈ N de manera que L (X∗
n) = L (Xn),

L (X∗) = L (X) y X∗
n

c.s.−−→ X∗. Aśı, αnX
∗
n

d
= αnXn

d−→ Y .

Ahora bien, como cada aplicación lineal αn viene definida por una ma-
triz Mn, vamos a considerar su descomposición polar:

Mn = AnOn donde

{
An : simétrica y definida positiva,
On : ortogonal.

Como la sucesión {On}∞n=1 está contenida en O, que es un grupo com-
pacto, sabemos que cada subsucesión convergente de la misma lo ha-
ce hacia un elemento de O. Aśı, tomamos {Onk}∞k=1 de manera que
Onk → O ∈ O0.

En consecuencia, como Onk → O0, X
∗
nk

c.s.−−→ X∗ y AnkOnkX
∗
nk

d−→ Y
siendo Y una variable no degenerada, se sigue que la sucesión {Ank}∞k=1

tiene adherencia compacta, luego Ankm → A0 donde A0 es una matriz
simétrica y definida positiva.

De esta manera, definiendo la aplicación lineal α0 como α0x = A0O0x
se tiene que:

αnkmX
∗
nkm

c.s−→ Y

αnkmX
∗
nkm

d−→ α0X
∗

}
=⇒ Y

d
= α0X

∗ d
= α0X,

en consecuencia, X e Y son vectores aleatorios del mismo tipo. Si aten-
demos a las hipótesis de partida y a la conclusión deducida, esto es lo
que se recoge en el Teorema 1.12.
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Una vez obtenido lo anterior, denotando βn = α−1
0 αn, podemos escribir

nuestro problema como una sucesión de variables aleatorias {Xn}∞n=1

y una sucesión de aplicaciones lineales {βn}∞n=1 tales que Xn
d−→ X y

βnXn
d−→ X siendo X un vector aleatorio no degenerado en ningún

subespacio. Y basta aplicar el resultado inmediatamente anterior real-
tivo al Teorema 1.11.

Observación 14. Si escribimos las descomposiciones polares de las aplica-
ciones βn como βnx = BnQnx, siendo Qn la matriz ortogonal y Bn la matriz
simétrica y definida positiva, si realmente se verificase que Bn → I y que el
conjunto de puntos de acumulación de {Qn}∞n=1 está contenido en GX , como
conjeturamos que debeŕıa suceder, tendŕıamos, de la definición de βn, que

αnx = α0BnQnx

donde α0 es una aplicación lineal tal que α0X
d
= Y . Esto coincidiŕıa con la

descomposición que presenta Billingsley volviendo a tener en cuenta que las
transformaciones γn en su caso dejaban invariante la distribución del vector
ĺımite y, en nuestro caso, es el conjunto de puntos de acumulación de {Qn}∞n=1

el que estaŕıa contenido en GX .

Observación 15. En la demostración anterior, cabe destacar que si se toma-
se otra subsucesión {Onm}∞m=1 de manera que Onm → O∗

0, razonando de ma-

nera totalmente análoga, como Onm → O∗
0, X

∗
nm

c.s.−−→ X∗ y AnmOnmX
∗
nm

d−→ Y
siendo Y una variable no degenerada, se sigue que la sucesión {Anm}∞k=1 tiene
adherencia compacta, luego Anml → A∗

0 donde A∗
0 es una matriz simétrica

y definida positiva. En este caso, definiendo la aplicación lineal α∗
0 como

α∗
0x = A∗

0O
∗
0x se deduce que Y

d
= α∗

0X. Luego necesariamente debe verificar-

se α0X
d
= α∗

0X.

Nuevamente, considerando ηn = (α∗
0)

−1αn y tomando su descomposición po-
lar ηnx = B∗

nQ
∗
nx, donde Q

∗
n es la matriz ortogonal y B∗

n es la matriz definida
positiva y simétrica, si tuviésemos que B∗

n → I y que el conjunto de puntos
de acumulación de {Q∗

n}∞n=1 está contenido en GX , por definición de ηn se
tendŕıa que

αnx = α∗
0B

∗
nQ

∗
nx.

Es decir, se seguiŕıa verificando la descomposición del Teorema 1.13 sólo que
seŕıa una descomposición diferente de la anterior. En el Teorema 1.13 no se



90 3.2. CASO DE ESTRUCTURAS DE DEPENDENCIA

asegura la unicidad, simplemente se afirma la existencia de una aplicación

lineal α de manera que X
d
= αY y αn = αδnγn con δn → δ y γn ∈ GX .

3.2. Caso de estructuras de dependencia

Se dice que dos medidas de probabilidad P y Q tienen la misma estruc-
tura de dependencia en alguna base, si para vectores aleatorios X e Y
con L (X) = P y L (Y ) = Q existe un cambio de base, esto es una matriz
ortogonal O, tal que las leyes de OX y OY tienen la misma estructura de
dependencia.

Además, también sabemos que si OX y OY tienen la misma estructura de
dependencia existe T transporte óptimo entre las leyes L (OX) y L (OY )
tal que

T (x1, x2, . . . , xd) = (T 1(x1), T
2(x2), . . . , T

d(xd))

donde las aplicaciones T i son crecientes para i = 1, 2, . . . , d.

Ahora vamos a tratar de sacar conclusiones análogas a los Teoremas 1.11,
1.12 y 1.13 pero, en vez de trabajar con una sucesión de vectores aleatorios y
con su sucesión transformada por una sucesión de aplicaciones lineales, vamos
a realizar el estudio con dos sucesiones de vectores aleatorios que componente
a componente sus leyes tienen la misma estructura de dependencia en alguna
base.

Consideramos {Xn}∞n=1 e {Yn}∞n=1 sucesiones de vectores aleatorios ta-
les que L(Xn) y L(Yn) tienen la misma estructura de dependencia en

alguna base para todo n ∈ N, Xn
d−→ X e Yn

d−→ X siendo X un vector
aleatorio no degenerado. ¿Qué conclusiones podemos sacar?

En primer lugar, de la representación de Skorohod se tiene que exis-
ten vectores aleatorios X∗ y X∗

n para todo n ∈ N de manera que
L (X∗

n) = L (Xn), L (X∗) = L (X) y X∗
n

c.s.−−→ X∗. Ahora, sea On

la matriz ortogonal correspondiente al cambio de base de manera que
las leyes de OnX

∗
n y OnYn tienen la misma estructura de dependencia.

Como L (OnX
∗
n) y L (OnYn) tienen la misma estructura de dependen-

cia entonces existe Tn transporte óptimo entre las leyes L (OnX
∗
n) y

L (OnYn) tal que

Tn(x1, x2, . . . , xd) = (T 1
n(x1), T

2
n(x2), . . . , T

d
n(xd))
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donde las aplicaciones T in son crecientes para i = 1, 2, . . . , d.

Ahora bien, la sucesión {On}∞n=1 está formada por matrices ortogonales
que pertenecen a O, grupo compacto, luego cada subsucesión conver-
gente de la misma lo hace hacia un elemento de O. Tomamos {Onk}∞k=1

de manera que Onk → O ∈ O, aśı

L (OnkX
∗
nk
) L (OX∗)

L (OnkYnk) L (OX)

Tnk T

w.

w.

siendo T un transporte óptimo entre L (OX∗) y L (OX).

Como Onk → O y X∗
nk

c.s.−−→ OX∗ se tiene que OnkX
∗
nk

c.s.−−→ OX∗ y en
virtud del Teorema 2.45 se deduce que

Tnk(OnkX
∗
nk
)
c.s.−−→ T (OX∗)

d
= OX

d
= OX∗.

Denotando Y ∗ = OX∗ tenemos T (Y ∗)
d
= Y ∗, luego de la unicidad casi

seguro del transporte óptimo se tiene que T = Id, L (Y ∗)-c.s.

Tomando otra subsucesión {Onm}∞m=1 de manera que Onm → O1 ̸= O,
realizando un razonamiento análogo al anterior se sigue que el nue-
vo transporte óptimo ĺımite T1 también coincide con la identidad casi
seguro . Por lo tanto, Tn

c.s.−−→ I.

Para poder desarrollar la siguiente parte, cuando las dos sucesiones con las
que tratamos presentan ĺımites distintos, vamos a necesitar dos resultados
que se recogen en el art́ıculo [9] de Cuesta-Albertos et al y que vamos a
comentar a continuación.

La formulación general para un transporte óptimo H entre probabilidades P
y Q con la misma estructura de dependencia en la base {e1, . . . , ed} es

H (x) = H

(
d∑
i=1

xiei

)
=

d∑
i=1

fi(xi)ei,

para ciertas funciones crecientes {f1 . . . , fd}. En el art́ıculo mencionado se
prueba que esta representación que depende de la base es esencialmente única
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y que los transportes óptimos correspondientes están intŕınsecamente relacio-
nados con descomposiciones ortogonales del espacio. En lo que sigue vamos
a enunciar y comentar estos resultados sin incluir las demostraciones de los
mismos que pueden consultarse en el apéndice del propio art́ıculo [9].

En primer lugar, recordamos que si H es un transporte óptimo, entonces
H + a también es un transporte óptimo para todo a ∈ Rd. Luego se puede
suponer, sin pérdida de generalidad que las funciones fi verifican fi(0) = 0
para todo i = 1, . . . , d. Más concretamente, consideremos H : Rd → Rd una
aplicación que puede ser expresada como

H

(
d∑
i=1

xiei

)
=

d∑
i=1

fi(xi)ei

y

H

(
d∑
i=1

x̂iêi

)
=

d∑
i=1

gi(x̂i)êi

donde {e1, . . . , ed} y {ê1, . . . , êd} son bases ortonormales y f1, . . . , fd son fun-
ciones reales y crecientes verificando fi(0) = 0. Además, para evitar tri-
vialidades vamos a suponer que que no existen dos pares de vectores ei, êj
linealmente dependientes, esto es ei ̸= ±êj para todo i, j.

Proposición 3.1. En las condiciones anteriores, se tiene que H es una

aplicación lineal que puede ser escrita como H
(∑d

i=1 xiei

)
=
∑d

i=1(βixi)ei,

donde los autovalores βi son positivos con multiplicidades mi ≥ 2, para todo
i = 1, . . . , d.

Esta proposición viene a decir que todo transporte óptimo entre medidas de
probabilidad que tienen misma estructura de dependencia en alguna base
determina de forma única una descomposición ortogonal del espacio, hecho
que se recoge en el siguiente corolario.

Corolario 3.2. Existe una única descomposición de Rd como suma directa
de subespacios ortogonales, Rd = V1 ⊕ . . .⊕ Vk tales que:

(i) Cada vector en un subespacio Vi genera una dirección invariante para
H.

(ii) Si dim(Vi) > 1 para algún i, existe β ≥ 0 tal que H(v) = βv para todo
v ∈ Vi.
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(iii) Si i ̸= j y H|Vi y H|Vj son lineales, entonces los autovalores asociados
son diferentes.

(iv) Si v = v1 + . . .+ vk con vi ∈ Vi, entonces H(v) = H(v1) + . . .+H(vk).

Observación 16. El hecho de que se consideren trivialidades los casos en
los que existen ı́ndices i, j ∈ {1, . . . , d} de manera que ei = ±êj, se debe a
que para x ∈ R se tiene:

si ei = êj, entonces

T (xei) = T (xêj) ⇐⇒ fi(x)ei = gj(x)êj = gj(x)

⇐⇒ fi(x) = gj(x);

si ei = −êj, entonces
T (xei) = T (−xêj) ⇐⇒ fi(x)ei = gj(−x)êj = −gj(−x)ei ⇐⇒

⇐⇒ fi(x) = −gj(−x),

Esto es, en ambos casos, se deduce una relación entre las aplicaciones fi y gj,
que va a ser determinante, en lo que sigue, para comprobar que todo funciona
bien componente a componente.

Con los resultados expuestos pasamos a analizar el caso en el que dos
sucesiones de vectores aleatorios que presentan la misma estructura de de-
pendencia en alguna base tienen ĺımites distintos.

Si ahora consideramos sucesiones {Xn}∞n=1 e {Yn}∞n=1 de vectores alea-
torios tales que L (Xn) y L (Yn) tienen la misma estructura de depen-
dencia en alguna base para todo n ∈ N, y vectores aleatorios X e Y

verificando Xn
d−→ X e Yn

d−→ Y siendo Y no degenerado en ningún
subespacio. ¿Qué conclusiones podemos sacar?

Nuevamente, de la representación de Skorohod se tiene que existen vec-
tores aleatorios X∗ y X∗

n para todo n ∈ N de manera que L (X∗
n) =

L (Xn), L (X∗) = L (X) y X∗
n

c.s.−−→ X∗. Ahora, sea On la matriz orto-
gonal correspondiente al cambio de base de manera que OnX

∗
n y OnYn

tienen la misma estructura de dependencia.

Como OnX
∗
n y OnYn tienen la misma estructura de dependencia enton-

ces existe Tn : L (OnX
∗
n)→ L (OnYn) transporte óptimo tal que

Tn(x1, x2, . . . , xd) = (T 1
n(x1), T

2
n(x2), . . . , T

d
n(xd))
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donde las aplicaciones T in son crecientes para i = 1, 2, . . . , d.

Ahora bien, como la sucesión {On}∞n=1 está formada por elmentos de O,
grupo compacto, toda subsucesión convergente de la misma lo hace ha-
cia un elemento de O. Tomamos una subsucesión {Onk}∞k=1 de manera
que Onk → O ∈ O, aśı

L (OnkX
∗
nk
) L (OX∗)

L (OnkY
∗
nk
) L (OY )

Tnk T

w.

w.

siendo T un transporte óptimo entre L (OX∗) y L (OY ).

Como Onk → O y X∗
nk

c.s.−−→ OX∗ se tiene que OnkX
∗
nk

c.s.−−→ OX∗ y, en
virtud del Teorema 2.45, se deduce que

Tnk(OnkX
∗
nk
)
c.s.−−→ T (OX∗)

d
= OY.

Si las aplicaciones Tnk convergen entonces sus componentes T ink también
lo hacen, esto es

Tnk(x1, . . . , xd) =
(
T 1
nk
(x1), . . . , T

d
nk
(xd)

)
k → ∞k → ∞k → ∞k

T (x1, . . . , xd) =
(
T 1(x1), . . . , T

d(xd)
)
.

Luego L (OX∗) y L (OY ) tienen la misma estructura de dependencia
y, en consecuencia, L (X) y L (Y ) tienen la misma estructura de de-
pendencia en alguna base. Esta primera parte seŕıa el equivalente al
Teorema 1.12 pero en el caso que estamos tratando de estructuras de
dependencia.

Ahora bien, ¿qué ocurre si tomamos dos subsucesiones diferentes de
{On}∞n=1 con ĺımites distintos?

Supongamos que Onk → O1 ∈ O y Onm → O2 ∈ O con O1 ̸= O2. A
priori, con el desarrollo anterior llegaŕıamos a dos transportes óptimos
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T1 y T2 entre las leyes L (O1X
∗) y L (O1Y ), y L (O2X

∗) y L (O2Y )
respectivamente. Sin embargo, las leyes iniciales no vaŕıan (L (X) y
L (Y )) entonces tenemos un transporte óptimo T de manera que:

→ Como L (X∗) y L (Y ) tienen la misma estructura de dependen-
cia en la base B = {e1, . . . , ed} (correspondiente a la matriz O1)
entonces

T

(
d∑
i=1

xiei

)
=

d∑
i=1

fi(xi)ei

donde las funciones fi son crecientes para todo i = 1, . . . , d.

→ Como L (X∗) y L (Y ) tienen la misma estructura de dependen-
cia en la base B̂ = {ê1, . . . , êd} (correspondiente a la matriz O2)
entonces

T

(
d∑
i=1

x̂iêi

)
=

d∑
i=1

gi(x̂i)êi

donde las funciones gi son crecientes para todo i = 1, . . . , d.

Observamos que

d∑
i=1

fi(0)ei = T

(
d∑
i=1

0ei

)
= T (000) = T

(
d∑
i=1

0êi

)
=

d∑
i=1

gi(0)êi,

luego

T̃

(
d∑
i=1

xiei

)
=

d∑
i=1

(fi(xi)− fi(0))ei =
d∑
i=1

f̃i(xi)ei

y

T̃

(
d∑
i=1

x̂iêi

)
=

d∑
i=1

(gi(x̂i)− gi(0))êi =
d∑
i=1

g̃i(x̂i)êi

son el mismo transporte óptimo expresado en bases distintas, pero ve-
rificando que f̃i(0) = 0 para todo ı́ndice i (y, de hecho, también se tiene
que g̃i(0) = 0).

En estas condiciones, considerando los conjuntos

I = {i ∈ {1, . . . , d} : ei = ±êj, para algún j ∈ {1, . . . , d}}
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y

J = {j ∈ {1, . . . , d} : êj = ±ei, para algún i ∈ {1, . . . , d}} ,

la Proposición 3.1 nos asegura que el transporte óptimo T̃ se puede
escribir como

T̃

(
d∑

k=1

xkek

)
=
∑
k/∈I

βkxkek +
∑
k∈I

f̃k(xk)ek,

donde los autovalores βk son positivos y tienen multiplicidades mk > 1.

En consecuencia, el transporte óptimo T viene dado por

T

(
d∑
i=1

xiei

)
=
∑
i∈I

f̃i(xi)ei +
∑
i/∈I

βixiei +
d∑
i=1

fi(0)ei

=
∑
i∈I

fi(xi)ei +
∑
i/∈I

(βixi + fi(0))ei.

Es decir, el transporte óptimo T es, salvo para los vectores indexados
en I, una aplicación af́ın componente a componente.

Observación 17. Cabe destacar que, como el transporte óptimo T̃ expresa-
do en la base B̂ = {ê1, . . . , êd} también verifica que las aplicaciones crecientes
g̃i cumplen g̃i(0) = 0 para todo ı́ndice i, podemos aplicar el resultado de la
Proposición 3.1 a esta representación de T̃ obteniendo que

T̃

(
d∑

k=1

x̂kêk

)
=
∑
k/∈I

β̂kx̂kêk +
∑
k∈I

g̃k(xk)êk,

donde los autovalores β̂k son positivos y tienen multiplicidades m̂k > 1.

El Corolario 3.2 nos asegura que existe una única descomposición de Rd como
suma directa de subespacios ortogonales verificando las condiciones (i), (ii),
(iii) y (iv), pero en este caso, aplicado al transporte óptimo T .

A continuación, vamos a considerar las siguientes descomposiciones de Rd

como suma directa de subespacios ortogonales:
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(1) Para i ∈ I nos quedamos con los subespacios < ei >. Por otro lado,
los vectores no indexados por el conjunto I los vamos a agrupar en
subespacios V1, . . . , Vk de manera que Vi está formado por los vectores
ei1, . . . , e

i
ni

que tienen mismo autovalor asociado. Entonces, tenemos la
descomposición ortogonal

Rd =

(⊕
i∈I

< ei >

)
⊕ V1 ⊕ . . .⊕ Vk

que trivialmente verifica las condiciones (i), (ii), (iii) y (iv).

(2) Descomposición análoga para la base {ê1, . . . , êd}, entonces

Rd =

(⊕
j∈J

< êj >

)
⊕W1 ⊕ . . .⊕Wm.

En primer lugar, ya sabemos que si i ∈ I existe j ∈ J de manera que ei = ±êj
y, en consecuencia, < ei >=< êj >. Luego los subespacios de dimensión 1 no
presentan ningún problema.

De la unicidad de la descomposición de Rd asegurada por el Corolario 3.2
se deduce que, necesariamente, k = m y que para todo i ∈ {1, . . . , k} existe
j ∈ {1, . . . ,m = k} de manera que Vi = Wj de lo que se deduciŕıa βi = β̂j.

En esencia, lo anterior viene a decir que no importa la base elegida dentro
de aquellas que verifican que las leyes de los vectores X e Y presenten la mis-
ma estructura de dependencia en la misma. Para ilustrarlo vamos a reordenar
las bases B = {e1, . . . , ed} y B̂ = {ê1 . . . êd} de la manera siguiente:

En primer lugar vamos a colocar los vectores correspondientes a subes-
pacios de dimensión 1, de manera que e1 = ±ê1, e2 = ±ê2, . . ., e|I| =
±ê|I|.

A continuación, en la reordenación de la base B, colocamos los vectores
e11, . . . , e

1
n1

que generan el subespacio V1. En la reordenación de la base

B̂ colocaŕıamos los vectores êj1, . . . , ê
j
mj

siendo j el ı́ndice que verifica
V1 = Wj (luego necesariamente n1 = mj).

Después, en la reordenación de la base B, colocamos los vectores e21, . . . ,
e2n2

que generan el subespacio V2. En la reordenación de la base B̂
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colocaŕıamos los vectores êj1, . . . , ê
j
mj

siendo j el ı́ndice que verifica V2 =
Wj (luego necesariamente n2 = mj).

E iteramos este mismo proceso hasta incluir los vectores que generan
el subespacio Vk a la reordenación de la base B.

Aśı, escribiendo |I| = h y l = h +
∑n−1

i=1 ni = h +
∑n−1

i=1 dim(Vi), lo que
tenemos es:

En la reordenación de la base B, denotando xxx = (x1, . . . , xd)B se tiene:

T1(xxx) = (f1(x1), . . . , fh(xh), β1xh+1 − fh+1(0), . . . , β1xh+n1 − fh+n1(0),

. . . , βkxl+1 − fl+1(0), . . . , βkxd − fd(0))B.

En la reordenación de la base B̂, denotando x̂̂x̂x = (x̂1, . . . , x̂d)B̂ se tiene:

T2(x̂̂x̂x) = (g1(x1), . . . , gh(xh), β1x̂h+1 − gh+1(0), . . . , β1x̂h+n1 − gh+n1(0),

. . . , βkx̂l+1 − gl+1(0), . . . , βkx̂d − gd(0))B̂.

Esto da sentido a decir que nos da igual trabajar con T1 (es decir, T expresada
en la base B) o T2 (T expresada en la base B̂), pues dado x ∈ Rd podemos
escribir x = x1e1 + . . .+ xded y x = x̂1ê1 + . . .+ x̂dêd, y observamos teniendo
en cuenta la unicidad de la descomposición de Rd como suma directa de
subespacios ortogonales:

Si ei = êj entonces xi = x̂i y en consecuencia

fi(xi)ei = gi(xi)êi,

o equivalentemente,

(0, . . . , fi(xi), . . . 0)B = (0, . . . , gi(x̂i), . . . , 0)B̂ .

Si ei = −êj entonces xi = −x̂i y en consecuencia

fi(xi)ei = −fi(−x̂i)êi = gi(x̂i)êi,

o equivalentemente,

(0, . . . , fi(xi), . . . 0)B = (0, . . . , gi(x̂i), . . . , 0)B̂ .
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Para los coeficientes de las combinaciones afines correspondientes a un
subespacio Vi se tiene que xi1e

i
1 + . . . + xinie

i
ni

= x̂i1ê
i
1 + . . . + x̂ini ê

i
ni

y
al tratarse las restricciones de T1 y T2 respecto de Vi de aplicaciones
lineales con el mismo autovalor βi asociado, se tiene que

T1
(
xi1e

i
1 + . . .+ xinie

i
ni

)
= T2

(
x̂i1ê

i
1 + . . .+ x̂ini ê

i
ni

)
,

o equivalentemente,(
0, . . . , βix

i
1 − ci1, . . . , βixini − c

i
ni
, . . . , 0

)
B

∥(
0, . . . , βix̂

i
1 − d i1 , . . . , βix̂ini − d

i
ni
, . . . , 0

)
B̂
,

siendo las constantes cij y d ij los valores adecuados de los vectores
(f1(0), . . . , fd(0))B y (g1(0), . . . , gd(0))B̂.

En conclusión, el transporte óptimo T expresado en las bases B y B̃ consiste,
salvo en las componentes correspondientes a subespacios unidimensionales,
en aplicaciones afines en las que la parte lineal es común en cada subespacio
de dimensión mayor que uno y lo que vaŕıa es la constante que se resta en
cada componente.
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vergence of types. Sankhyā: The Indian Journal of Statistics, Series A
(1990), 259–260.

[9] Cuesta-Albertos, J., Matrán, C., and Tuero-Dıaz, A. Optimal
maps for the L2-Wasserstein distance. Preprint (1996).

[10] Cuesta-Albertos, J., Matrán, C., and Tuero-Diaz, A. Opti-
mal transportation plans and convergence in distribution. Journal of
Multivariate Analysis 60, 1 (1997), 72–83.

101



102 BIBLIOGRAFÍA
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