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Resumen

La Ley de Convergencia de Tipos es un resultado clave en la Teoria de
la Probabilidad. Determina que las distribuciones limite que podemos ob-
tener al modificar una sucesién de vectores aleatorios, a través de cambios
en localizaciones y parametros de forma, son necesariamente del mismo ti-
po. Como ejemplo notable, garantiza que en el Teorema Central del Limite
solo puede obtenerse una distribuciéon Gaussiana, y que la velocidad /n es
esencialmente la Unica posible. Por otra parte, el Problema del Transporte
()ptimo garantiza la existencia de funciones 6ptimas para minimizar el cos-
te cuadratico del transporte de una distribucion de probabilidades a otra.
El trabajo consistird en el estudio de ambos problemas y en el andlisis de
las conexiones y perspectivas que la denominada “descomposicion polar” de
Brenier, en el segundo, podria aportar al primero.

Palabras clave

Ley de Convergencia de Tipos, Problema del Transporte Optimo, distancia
de Wasserstein, misma estructura de dependencia, descomposicion polar de
Brenier...






Abstract

The Law of Convergence of Types is a key result in Probability Theory.
It determines that the limit distributions that we can obtain by modifying
a sequence of random vectors, through changes in locations and shape para-
meters, are necessarily of the same type. As a notable example, it guarantees
that in the Central Limit Theorem only a Gaussian distribution can be ob-
tained, and that the velocity y/n is essentially the only one possible. On
the other hand, the Optimal Transport Problem guarantees the existence of
optimal functions to minimize the quadratic cost of transport from one pro-
bability distribution to another. The work will consist in the study of both
problems and in the analysis of the connections and perspectives that the
so-called “polar decomposition” of Brenier, in the second one, could bring to
the first one.

Keywords

Law of Convergence of Types, Optimal Transport Problem, Wasserstein dis-
tance, same dependence structure, Brenier polar decomposition...






Introduccion

Recordamos de la asignatura de Teoria de la Probabilidad y Estadistica
Matemaética que la Ley de Convergencia de Tipos versa sobre las posibles
distribuciones que pueden esperarse al realizar transformaciones afines a una
sucesién de variables aleatorias que, inicialmente, converge en distribucién
a una variable aleatoria no degenerada. Uno de los objetivos principales de
este trabajo es presentar una generalizaciéon de este resultado a espacios de
dimensién mayor que uno.

En el primer capitulo del trabajo, tras realizar un breve recordatorio de la Ley
de Convergencia de Tipos, se presentan, siguiendo el trabajo de Billingsley [3]
como referencia principal, resultados que recogen condiciones necesarias y
suficientes sobre las aplicaciones afines y los vectores limite de las hipdtesis
para asegurar resultados en la linea de la Ley de Convergencia de Tipos para
el caso multivariado.

Las demostraciones que presenta Billingsley en su articulo estan basadas,
principalmente, en teoria de grupos y en argumentos de compacidad y con-
vergencia. Por el contrario, aunque existen distintas formas de demostrar la
Ley de Convergencia de Tipos en R, en el presente trabajo se aborda via el
Teorema de Representacion de Skorohod que permite pasar de convergencias
en ley entre variables aleatorias a convergencias casi seguro entre sus funcio-
nes cuantiles asociadas. De esta manera, se utiliza la funciéon cuantil como
representante de la probabilidad y se aprovechan las propiedades de las que
goza la misma contando, ademaés, con las ventajas que supone la convergencia
casi seguro. Si se quiere enmarcar el caso multivariado en este mismo esque-
ma, el papel que las funciones cuantiles cumplen en el caso unidimensional
en este caso lo desempenan los denominados “transportes 6ptimos”. Con el
objetivo de realizar las demostraciones del caso multivarado siguiendo este
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12 INDICE GENERAL

esquema se requiere desarrollar un estudio de la teoria del transporte éptimo,
que se recoge en el segundo capitulo del trabajo.

Introducida la teoria del transporte éptimo, y observada su estrecha re-
lacién con la teoria de la factorizacién polar, se puede tratar de presentar
nuevas pruebas de los resultados clave expuestos en el primer capitulo utili-
zando el Teorema de Representacion de Skorohod y recurriendo ademas a los
recursos que nos proporciona el transporte éptimo. Esto es lo que se recoge
en el tercer capitulo del trabajo que se ha dividido en dos partes.

En la primera parte se trata el caso de las aplicaciones lineales, en esencia,
lo que se realiza es revisitar los resultados relativos a la generalizacion de la
Ley de Convergencia de Tipos para el caso multivariado y presentar prue-
bas aprovechando la convergencia casi seguro que se obtiene al utilizar la
representacion de Skorohod y las ventajas que supone hacer uso de la des-
composicion polar de matrices al poder trabajar con matrices ortogonales
(que forman un grupo compacto y, por lo tanto gozan de buenas propiedades
de convergencia) y matrices simétricas y definidas positivas (que representan
aplicaciones de transporte 6ptimo). Por otro lado, en la segunda parte se tra-
ta el caso de las estructuras de dependencia, la idea principal es adaptar los
resultados relativos a la Ley de Convergencia de Tipos para el nuevo contexto
en el que se trabaja y ver qué conclusiones se pueden obtener, nuevamen-
te teniendo como herramientas la representacién de Skorohod y propiedades
bien conocidas de las aplicaciones de transporte 6ptimo.



Capitulo 1

Ley de convergencia de tipos en
espacios de dimension k

La estadistica matematica y la teoria de la probabilidad tratan con fre-
cuencia el problema de determinar la distribucion limite de una sucesion de
variables aleatorias. Un resultado clasico en este ambito es el Teorema Cen-
tral del Limite, el cual trabajando con una sucesién de variables aleatorias
{X,}2, independientes e igualmente distribuidas con media p y varianza o>
asegura que

VX, — 1) % N(0,02).

La Ley de los Grandes Numeros garantiza la convergencia casi seguro de la
sucesién de medias muestrales { X, }°°, hacia la media j, por su parte, lo que
afirma esencialmente el Teorema Central del Limite es que para un indice n
suficientemente avanzado, la diferencia entre X,, y p, cuando se multiplica
por el factor y/n, sigue aproximadamente una distribucién normal de media
0 y varianza o2. Esto es, para n suficientemente grande la distribucién de
Vn(X,, — p) estd tan préxima como queramos a una normal de media 0 y
varianza o2. En otras palabras, la distribucién normal sustituye a las cotas
deterministicas asociadas a los errores en las aproximaciones matematicas,
introduciendo una medida sobre el comportamiento de esos errores.

La|Ley de Convergencia de Tipos| en el contexto de una sucesiéon de variables
aleatorias {Y,,}°°, convergente hacia una variable aleatoria no degenerada
Y, versa sobre las posibles distribuciones que pueden esperarse al realizar
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14 1.1. LEY DE CONVERGENCIA DE TIPOS

transformaciones lineales a la sucesién anterior, esto es considerar una nueva
sucesion {a,Y, + b,}>2,, con la tnica condicién de que los coeficientes a,
sean estrictamente positivos. La respuesta que da este resultado resulta muy
interesante, pues asegura que la convergencia de la sucesion transformada es
o bien una constante (es decir, una variable aleatoria degenerada), o bien una
variable aleatoria no degenerada del “mismo tipo” que Y.

Una consecuencia inmediata de Ley de Convergencia de Tipos, teniendo en
cuenta el Teorema Central del Limite, es el hecho de que si existen sucesiones

- d .
{an}52, vy {b,}5°, tales que a, X, +b, — Z entonces, necesariamente Z es
una variable normal (es decir, del mismo “tipo” que una distribucién normal
de media 0 y varianza 0?) o es degenerada (esto es, constante casi seguro).

Asi, el principal objetivo de este primer capitulo del trabajo es recordar
el clasico resultado de la ley de convergencia de tipos e introducir una gene-
ralizacion del mismo a espacios de dimensién k, siendo £ un ntimero natural
mayor que uno.

1.1. Ley de convergencia de tipos

Antes de enunciar y demostrar la[Ley de Convergencia de Tipos vamos a
recordar algunos conceptos basicos e introducir la notacién que utilizaremos
a lo largo de todo el trabajo.

Dada una variable aleatoria X y una probabilidad P, para indicar que X
sigue la ley de probabilidad P, utilizaremos indistintamente la notacion

x<iP 6 ZL(X)=P

Recordamos ademas que, dadas dos variables aleatorias X e Y, se dice que
estan igualmente distribuidas si tienen la misma ley de probabilidad, esto

es, si Z(X) = Z(Y). Este fenémeno se suele representar como X Ly,
notacion que utilizaremos en el presente trabajo.

Con vistas a enunciar el resultado principal de este apartado, dadas dos
probabilidades P y () sobre la recta real R, se dice que son del mismo
tipo si existen variables aleatorias X e Y y constantes a > 0 y b tales que
Z(X)=P,Z(Y)=Qy Z(Y)=2(aX +b). En este contexto, se tiene

que Y LaX +b y se dice que X e Y son del mismo tipo.
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Existen otras caracterizaciones utiles para este fenémeno, una de ellas en
términos de la funcién cuantil, que es la que emplearemos para realizar la
prueba del resultado de interés y la desarrollamos a continuacion, tras realizar
un breve recordatorio sobre la funcién cuantil.

Definicién 1.1. Dada una funcién de distribucién F' : R — [0, 1] se define
su funcién cuantil asociada, que denotamos por F'~!, como

F't)=min{z € R : t < F(x)}, paratodo t € (0,1).

La propiedad fundamental caracteristica de la funcion cuantil es la siguiente:
F'(t)<z <= t<F(r) paratodo t€ (0,1),

que presenta como consecuencia inmediata el hecho de que t < F(F~1(t)),
una relacion que podemos completar comparando a través de la funcién
F(x—) :=lim,_,,_ F(y), escribiendo

F(F7H(t)=) <t < F(F7H(1).

La funcién cuantil es una funcién F~! : (0,1) — R que es creciente y continua
por la izquierda, pero el reciproco también se verifica, como se recoge en el
siguiente resultado.

Proposicién 1.2. Toda funcién definida en el intervalo (0,1), creciente y
continua por la izquierda es la funcion cuantil de una, y solo una, funcion
de distribucion.

La funcién cuantil juega ademas un papel fundamental en el estudio de la
convergencia en ley, a través de la equivalencia existente entre la convergen-
cia débil de funciones de distribucién y la convergencia en casi todo punto
de las correspondientes inversas, dadas por las funciones cuantil. Este resul-
tado se conoce como teorema elemental de representacién de Skorohod y lo
presentamos a continuacién:

Teorema 1.3. Sean F' y {F,}>°, funciones de distribucion en la recta real y,
como de costumbre, F~1, {F1}°° | sus correspondientes funciones cuantil.
Entonces, las relaciones siguientes son equivalentes:

(a) F,(x) — F(x) para todo x € C(F), donde C(F) representa el conjunto
de puntos de continuidad de F'.
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(b) FY(t) — FY(t) para casi todo t € (0,1).

El calificativo elemental se utiliza para destacar que el resultado de Skorohod
es valido para convergencias en espacios muy generales. En cualquier caso
estos teoremas son actualmente una de las herramientas mas poderosas para
estudiar la convergencia de probabilidades.

Volviendo a la caracterizacion de las probabilidades del mismo tipo, sean
X e Y variables aleatorias, P y () probabilidades y a > 0 y b constantes.
Supongamos que tenemos aX + b < Y con ZX)=P, ZY)=Qy
funciones de distribucién asociadas F'y G respectivamente. Ahora bien, dado
que estamos trabajando con a > 0 tenemos que aF~! + b es una funcién
creciente, continua por la izquierda y definida en (0,1) y, por lo tanto, se

trata de una funcién cuantil. Es conocido que F~! < x y G71 £ Y, de
donde se sigue que:

aF14b L oxspiyLg!

luego, en términos de la funcién cuantil tenemos que G~! estd igualmente
distribuida que aF~! +b y, como ambas son funciones crecientes y continuas
por la izquierda, tienen que ser iguales.

La [Ley de Convergencia de Tipos| puede ser demostrada por medio de una
cadena de lemas como presenta Billingsley en [4] (pdginas 204 - 206) o ha-
ciendo uso de la funcién caracteristica como realiza Loeve en [14] (paginas
216 - 218). En este trabajo, siguiendo el articulo de Cuesta et al [§], presen-
tamos una demostracién, a nuestro parecer mas sencilla, sin méas que tener
en cuenta la caracterizacion presentada sobre variables del mismo tipo en
términos de la funcién cuantil y el Teorema de Skorohod.

Teorema 1.4 (Ley de Convergencia de Tipos). Sean {a,}72, y {b,}22, dos
sucesiones de numeros reales con a, > 0, y sea {X,}5°, una sucesion de
variables aleatorias tal que X, L x Y anXy, + by LN Y, donde X eY son
variables aleatorias con leyes no degeneradas. Entonces existen a > 0 y b

tales que a, —> a, b, ~=5 b, y ademas Y L aX +b.

Demostracion. Denotamos por F,,, G,, F'y G a las funciones de distribucién
asociadas a las variables X,,, a,X,, + b,, X e Y respectivamente y represen-
tamos las respectivas funciones cuantiles por F; !, G-1, F~'y G7!, como es
usual.
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Para variables aleatorias reales el Teorema de Skorohod nos asegura que
X, B X = FlEp
Esto es:
F,5F — F'& !
Gn 50 = G'EE = g F T b, S e
En resumen, lo que tenemos es F;1 — F~' a,F7' +b, - G 1 con F7ly
G~! no constantes y queremos probar que las sucesiones {a, }>2; v {b,}>2,

tienen limites respectivos a > 0 y b; y ademds queremos comprobar que
G7! = aF~! 4 b casi seguro.

Sean x1, x5 tales que F~! (z1) # F~! (z,). Entonces
Fo () = F7 (o) oy Fyl(we) — F7' ()
y, en consecuencia,
FoM (@) = F (@) = F7H () = F7H ().
Ademas, también se verifican
anF7 (1) + by = G )y anF, 7 (22) + by — G (1),
de donde se deduce que

a, (F_1 (z1) — F;* (IQ)) = G (21) — G (29)

n

y, en consecuencia,

)

)
=:aq.
X2

)

'
H

a _)G_ I1>—G_1(
" F- Il)—F_l(

Ahora bien, si consideramos yi, y» tales que G (1) # G~ (o) tenemos que

an (F7 (1) = Fyt (92)) = G7H(yn) = G (y2) # 0

dado que a, = ay E; ' (y1)—F; ' (y2) = F~ (y1)— F~' (y2), necesariamente
a # 0. Como ademas a,, > 0, se deduce que a > 0.
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Por 1ltimo, tenemos que a, F~* (z1) + b, — G~ (z1) luego b, — G (z1) —
aF~!(xy).

Ahora bien, como tenemos que F,; ' — F~!y las sucesiones {a, }>°, y {b,}>>,
tienen limites respectivos a > 0y b, entonces también se verifica a,, F,, ' +b, —
aF'~' 4 b. Teniendo en cuenta que el teorema de Skorohod nos aseguraba que
anF7' + b, 225 G, es evidente que G™' = aF~' + b . O

De este resultado se deduce realizando cambios triviales en la demostra-
cion previa el siguiente corolario.

Corolario 1.5. Sean {a,}5° y {b,}° dos sucesiones de nimeros reales con
> : : L
a, >0, ysea {X,,}5°, una sucesion de variables aleatorias tal que X, = X y

anXny+b, LN X, donde X es una variable aleatoria no degenerada. Entonces
. n—oo n—oo
se tiene que a, — 1 y b, —— 0.

Por otro lado, cabe destacar que si relajamos las hipétesis de la
|Convergencia de Tipos| permitiendo que la sucesion {a, }52, sea de nimeros
no nulos, esto es, permitiendo que la sucesion pueda tener signos negativos y
positivos; el resultado sigue siendo valido en cierto sentido. Trabajando con
aplicaciones lineales por simplicidad, si escribimos estos coeficientes como
a, = sign(ay,)|a,|, donde sign(a,) denota el signo de a, tenemos que, en
virtud de la |[Ley de Convergencia de Tipos| |a,| — a > 0 y entonces:

» Si sign(a,) — 1 se tiene que aX £ Y y como a > 0 las variables X e
Y son del mismo tipo.

» Si sign(a,) — —1 se tiene que —aX £ Y y como —a < 0 entonces
las variables X e Y son del mismo tipo si, y sélo si, X es una variable
simétrica, esto es, X 2 _X. En caso de que X no sea una variable
aleatoria simétrica las variables X e Y no son del mismo tipo, pero
verifican una condicién similar.

= Si la sucesién {sign(a,)}>°, no converge, entonces necesariamente X

. g . d d
es una variable simétrica y, en consecuencia, aX = —aX =Y luego las
variables X e Y son del mismo tipo.

Esto nos proporciona una idea de cémo se va a abordar el caso multidimen-
sional, en el que las transformaciones afines «,, van a descomponerse como
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producto de transformaciones que convergen a la identidad y transformacio-
nes que dejan fija la distribucion del vector limite.

1.2. Preliminares

Antes de seguir avanzado introducimos la notacién que utilizaremos en
lo que resta de capitulo y algunas observaciones pertinentes. Seguiremos en
esencia la exposicién del trabajo de Billingsley (1966) [3].

Notacion. Denotaremos:

= porr, s, ... a numeros reales,

= por a, b, ..., x, y, ... a vectores (columna) de nimeros reales de di-
mension k,

= por A, B, ... a matrices de dimensién k£ x k con coeficientes reales,

= por a, 3, ... a transformaciones afines de R¥, teniendo en cuenta que

0 denotara siempre a la transformacién identidad,

por X, Y, ... a vectores (columna) aleatorios de dimensién k.

Con la notaciéon expuesta, recordamos que una transformacion afin a es de
la forma ax = Ax + a. Se dice que la transformacion afin «a es no singular si,
y s6lo si, la matriz A que la define es no singular. En particular, una trans-
formacién afin no singular se caracteriza por ser una aplicacién biyectiva de
R* en R*. Ademds, las transformaciones afines forman un semigrupo bajo la
composicion, que representaremos por .¥; y el conjunto de transformaciones
afines no singulares forman un grupo en ., que denotaremos por ¥.

Por otro lado, al escribir «,, — «, nos estaremos refieriendo siempre a que
existe convergencia o, ¥ — a1z para cada vector x € R*, en el sentido de la
norma euclidea. De esta forma, dotamos a .¥ de una topologia bajo la cual
la composicién es continua.

Definicién 1.6. Se dice que un vector aleatorio X es degenerado si
existe una variedad afin H de dimensién k — 1 tal que X pertenece a H con
probabilidad igual a uno.

Estudiamos dos lemas previos para, posteriormente, poder abordar los
resultados principales del capitulo.
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Notacion. Denotamos por ||Aal| al méximo de los valores absolutos de las
entradas del vector Aa y ademads, como es usual, representamos al producto
interno de dos vectores z e y de R¥ por < x,y >, estoes, < z,y >= Zle Y.

Definicién 1.7. Se dice que la sucesion {X,,}>°, estd acotada en proba-
bilidad si para todo € > 0 existe un numero real r. tal que || X, | < r. se
cumple con probabilidad mayor que 1 — ¢ para todo n.

Notese que en el ambito de la convergencia de medidas de probabilidad,
esta condicién es idéntica a la de que la sucesion de distribuciones asociadas
{Z(X,)}5°, sea ajustada.

Observacion 1. Sik =1y {X,,}°2, esta acotada en probabilidad y s, — oo,
entonces X, /s, <0.

Lema 1.8. Sea {X,}°, una sucesion de vectores aleatorios verificando

X, 4, X, donde X es un vector aleatorio no degenerado. Supongamos que
{< @p, Xy, > + 1,152, estd acotada en probabilidad, entonces sup,, ||z, || < oo
Yy sup,, || < 0.

Demostracion. Consideramos s,, = ||,|| + |7,| y suponemos que {s,}7°; no
estd acotada superiormente. Elegimos una subsucesion {s,, }32; que tienda
hacia infinito y de ella extraemos una subsucesion {s,, }72; tal que

x r
Ty — X € Rk y T —> Ty € R.
Sni, Sni,
Ahora bien:
Ln, [
— || — ol = o — %l
Sni, [T, | 4 |7y, |
T"kl | nkl|
— |ro] = — |ro|
iy [T, || + [, |
de donde se sigue que
[ |7, |

= — llzoll + [rol
i [ T [ Mg, | 4 7 |
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y, por lo tanto, ||zo|| 4+ |r0] = 1. En consecuencia, no puede verificarse si-
multaneamente xg =0y ro = 0. Luego:

L L R NN S (1.1)
s Xy, 0; ro. :

ng

S
1 Tk

Ademds, como {(zn, X,) + rn}32, estd acotada en probabilidad y s, — oo
entonces

T'n
) (1.2)

I Xy, >+

S
N,

Combinando y (1.2)) se deduce que (zq, X) + 19 < 0, luego X pertenece
con probabilidad 1 al conjunto H = {x : (zg,z)+7r9 = 0}. Teniendo en cuenta
que xg y ro no pueden anularse simultaneamente y que H es un conjunto no
vacio, entonces H es un hiperplano de dimensiéon k£ — 1, de donde se deduciria
que X es un vector aleatorio degenerado, lo cual entra en contradiccién con
las hipétesis del resultado.

Luego necesariamente {s,}%, es una sucesién acotada y, en consecuencia,
se tiene que

sup ||z, < ooy sup|r,| < oc.
n n

]

Notacion. Si a es una transformacion afin dada por ax = Ax+a, escribiremos
|| = max{||A|, ||a||}. Tomando d(a, ) = |jo — B, donde a — 5 es la
diferencia punto a punto de las transformaciones o y 3, dotamos a . de una
métrica equivalente a la topologia de la convergencia puntual.

> . d
Lema 1.9. Sea {X,,}52, una sucesion de vectores aleatorios con X, — X,
donde X es un vector aleatorio no degenerado y sea {a, }5°, una sucesion de
transformaciones afines. Supongamos que {a, X, }°°>, estd acotada en proba-
bilidad, entonces sup,, ||a,| < co.

Demostracién. Supongamos «, X = A,X + a, y denotamos por Al a la
matriz traspuesta de A,,.

Como {a, X, }22, estd acotada en probabilidad, dado € > 0 existe un nimero
real . > 0 tal que ||a,, X,,|| < re se verifica con probabilidad mayor que 1—e¢.
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Ahora bien, dado z € R* tenemos que {< z,a, X,, >}>°, estd acotada en
probabilidad pues, haciendo uso de la desigualdad de Cauchy—Schwarz se
tiene que

| <@ 00 X > | < af|[|an Xn|| < [lflr

con probabilidad mayor que 1 — ¢.

Por otro lado, dado que se tiene la igualdad
<Az, X, >+ < 1,0, >=< 1,0, X, >,
del lema previo se sigue que

sup||Alz|| < oo vy sup|<z,a,>|< .
n

n

Ahora bien:
» Veamos que sup, {||A,||} < oc:

Dado que estamos trabajando en R*, que es un espacio de dimensién
finita, sabemos que todas las normas matriciales son equivalentes. Por
lo tanto nos limitamos a trabajar con la norma del méaximo y proba-
remos que sup,,{||4n|lmax} < 00, donde la norma del maximo se define
como ||AHméX = méxi,j |Clz‘j|.

Por hipétesis, sabemos que sup,, || Al z||c < co para x € R arbitrario

luego, en particular, sup, ||Ale;l| < 00 para i = 1,... k. Asi, pa-
ra cada i € {1,...,k} existe una constante M; > 0 de manera que
sup, ||ALeillcc < M; tomando M = max{M,..., M} tenemos que

SUP; i<y, SUD, [|ALeilloe < M o0, equivalentemente,
SUP|| Ay [lmax = sup||Ap[lmax < M < oo
n n
como queriamos probar.

» Vemos que sup,, ||a,|| < oo:

Como sup,, | < z,a, > | < oo para x € R* arbitrario, en particular,

sup Haﬁ?H =sup| < e;,a, > | < 0.
n n
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Asi, para cada i € {1,...,k} existe una constante M; > 0 de manera
que sup,, ]aff)] < M; tomando M = méax{M;,..., My} tenemos que

SUP; <<k supn\a,(f)\ < M o, equivalentemente, sup,|la,| < M < oo
como queriamos probar.

Ahora bien, por definicién ||, || = max{||A,||, [|a.||} y como hemos probado
que sup,,||An|| < 0o y sup,|las| < oo, es claro que sup,,||a,| < oo.

]

1.3. Resultados principales

Empezamos probando que el conjunto de transformaciones afines que
conservan la distribucion de un vector aleatorio no degenerado es un subgrupo
compacto del grupo de transformaciones afines no singulares.

Teorema 1.10. Si X es un vector aleatorio no degenerado, entonces el con-

jgunto Gx de todas las transformaciones afines que verifican aX 4 x forman
un subgrupo compacto del grupo 9.

Demostracion. Antes de probar que ¢x es un subgrupo compacto, notamos
que toda transformacién a € ¢x debe ser no singular.

Supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que oy € ¥x con ag trans-
formacién afin singular, dada por ag X = ApX + ag. Que o sea singular im-
plica que Ay es una matriz singular y, por tanto existe un vector zo € R¥\ {0}
tal que Abzo = 0.

Ahora bien, como tenemos la igualdad
d
< @9, a9 >=< Abzo, X > + < 20,00 >=< 70, 0o X >=< 19, X >

deducimos que X es un vector aleatorio degenerado, en contradiccién con
la hipdtesis del teorema. En consecuencia, si a € ¥x tenemos que « es no
singular.

Pasamos a probar que ¥x es subgrupo de ¢.

= Es claro que ¥x es cerrado para la composicion, pues si «a, 5 € ¥x
tenemos que aX 4x y X 2 X. Por lo tanto B (aX) 2 BX < X, lo
que prueba que oo € Y.
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= Si o € Yx entonces
aXLX = AX+4a<X = X2A'X+44%0 — XLa'X

lo que prueba que a~! € %y.

= Es evidente que la transformacion afin definida por la matriz identidad
de tamano k y el vector nulo pertenece a ¥y y se trata del elemento
neutro del grupo ¢.

Ya hemos probado que ¥x es un subgrupo de ¢. Ahora nos queda demostrar
que se trata de un subgrupo compacto.

Sia, € 9y a, = a entonces X 4 o X %y aX de donde se sigue que
aX L x y, por tanto, a € ¥x. Lo que prueba que ¥x es cerrado.

Nos faltaria ver que se trata de un conjunto compacto. Si {a,}5°, C ¥x
entonces {«,}22, es acotada en probabilidad pues a, X <X para todo n.

Esto, junto con el hecho de que X 4 x , con X no degenerado, nos permite
aplicar el Lema del que se deduce que sup,||a,|| < oo. Por lo tanto,
sup{a : a € ¥x} < oco. Con lo que concluimos la prueba del resultado. [

A continuacion, dada una sucesion de vectores aleatorios que converge en
distribucién a un vector aleatorio no degenerado, se establece una condicién
necesaria y suficiente sobre una sucesion de transformaciones afines para que
la sucesion de los vectores aleatorios transformada por las transformaciones
afines correspondientes siga convergiendo en distribucién al mismo vector
aleatorio no degenerado.

Teorema 1.11. Sea {X,}2%, una sucesidn de vectores aleatorios tales que

X, LN X, donde X es un vector aleatorio no degenerado. Entonces, para que

: d ‘ ‘ :
se verifique a, X, — X es necesario y suficiente que las transformaciones
afines o, tengan la forma

Oy = 0pYns (1.3)

donde
o =0 Yy € Yx. (1.4)

Demostracion. Primero probamos que se verifica la condicion suficiente.
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Como ¥x es un grupo compacto cualquier subsucesion {v,, }22, de la sucesion
{}ne, admite una subsucesién {7y, }7%; convergente hacia un elemento
v € ¥x. Por lo tanto,

d d
Yoy Xy, — ¥ X = X.

Ademds, si cualquier subsucesion {7y, };2; admite una subsucesién {7, }7%;
que converge en distribucién a X, entonces {7, X,}>2, converge en distribu-
cion a X. En consecuencia,

an Xy, = 00X, — 6X L X,

como se queria probar.

Pasamos ahora a probar la condicién necesaria del enunciado.

Ya sabemos que si «,, X, 4 X entonces la sucesion {a, X}, es acotada
en probabilidad y, del Lema [I.9] junto con la hipétesis de que X es un vector

. d .
aleatorio no degenerado y X,, — X, se sigue que sup,||a,|| < oo. Luego la
sucesion {a,, }5°; tiene adherencia compacta. Por lo tanto, si una subsucesién

: d d
{an, }72, converge hacia o tenemos a,,, X,,, = X v @, X, — X, de lo que
se sigue que a € ¥x. Con esto, hemos probado que el conjunto F' de todos
los puntos limites de la sucesién {a,}7°, es un subconjunto de ¥x.

Si denotamos 7, a la distancia de a,, al conjunto F, entonces r, —— 0.
Elegimos v, € F con ||, — va|| < 7 + 1/n y consideramos 6, = a7, "

Ahora bien, o, = 6,7 ¥ 7 € ¥x y sblo queda probar que §, — J o,
equivalentemente 8, — & = (o, —7,)7, ' — 0. Para ello, observamos que
| — Yl < 7n + 1/n 22250, 1o que prueba que o, — ¥, ——= 0. Ademads
teniendo en cuenta que sup, |7, || < sup{|[7| : 7 € ¥x} < oo, se concluye
que 9, — 0 — 0 como queriamos. O]

La caracterizacion obtenida para las transformaciones afines «,,, en funcién
de transformaciones que convergen hacia la identidad compuestas con trans-
formaciones no singulares, nos asegura que para n suficientemente grande
éstas son siempre no singulares.

Sabemos qué significa que dos variables aleatorias sean del mismo tipo, si
queremos llevar este concepto a dimensiéon mayor que uno debemos pensar en
una matriz definida positiva (que seria el equivalente a la constante mayor que
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cero) y un vector de localizacién (que seria el equivalente a la constante que no
presentaba restricciones), es decir, tenemos que pensar en una transformacién
afin con matriz definida positiva. De esta manera, diremos que dos vectores
aleatorios X e Y son del mismo tipo, si existe un transformacion afin
definida positiva « tal que Z(aX) = Z(Y).

Una vez conocido el concepto de vectores aleatorios del mismo tipo, pode-
mos introducir un resultado preliminar que nos servira para, posteriormente,
presentar una generalizacién de la [Ley de Convergencia de Tipos| a espacios
de dimensién mayor que uno.

Teorema 1.12. Sea {a,,}5°, una sucesion de transformaciones afines y sea
. . : d d
{X,}22, una sucesion de vectores aleatorios. St X, — X y a,X,, — Y,

. d
donde X eY son vectores aleatorios no degenerados, entonces aX =Y para
algin o en 9.

. d y
Demostracion. Como «, X, — Y sabemos que la sucesién {a, X, }5°, es

acotada en probabilidad. Ademé&s, como por hipétesis X, 4 X siendo X un
vector aleatorio no degenerado, del Lema se tiene que sup,||a,| < oo.
Consideramos una subsucesion {a,, 172, de {a,}7°, tal que a,, — . Ahora
bien, como

d d
0, Xp, —aX y X, =Y

d .
se deduce que aX =Y. Dado que X e Y son vectores aleatorios no degene-
rados por hipotesis, tenemos que necesariamente o debe de ser una transfor-
macion no singular y, por tanto, o € ¥4. n

Estamos en condiciones de presentar y demostrar una generalizacion de
la|Ley de Convergencia de Tipos|a espacios de dimensién mayor que uno. La
prueba de este resultado se limita a combinar lo obtenido en los dos teoremas
previos.

Teorema 1.13. Sea {X,}32, una sucesion de vectores aleatorios y sean
{an}22 v {Bn}22, sucesiones de transformaciones afines, siendo las trans-

. . d
formaciones oy, no singulares para todo n € N. Supongamos que 5,X,, — X,
donde X es un vector aleatorio no degenerado. Entonces 3, es no singular

para n suficientemente grande, y para que se cumpla o, X, LN Y, donde Y

. . . d
es un vector aleatorio no degenerado, es necesario y suficiente que ¥ = aX
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para algin o € ¢4 y que para n suficientemente grande la transformacion afin
oy, sea de la forma

Qn = 056717715717

donde
on =0 v Y € Y.

Demostracion. Que las transformaciones afines f3,, sean no singulares para n
suficientemente grande se deduce del hecho de que X es un vector aleatorio
no degenerado.

Probemos en primer lugar la condicién suficiente, esto es, si Y L ax para
algin o € ¢ y para n suficientemente grande (digamos n > ng) las transfor-
maciones afines «,, son de la forma «,, = ad,Vy,5, con é, — 6y v, € Yx,

d
entonces a, X, — Y.

Como %x es compacto, cualquier subsucesién {7y, }72, de la sucesién {v,}52,,
(que estd contenida en ¢x) admite una subsucesion {~,, }i; convergente ha-
cia un elemento v € ¥, por lo tanto, Vg, =7

Ahora bien, como (,X,, 4 X entonces
d d
’Ynkl ﬂnkl Xnkl — VX - X,

sin embargo, el Teorema de compacidad de Helly nos asegura que esta con-
vergencia se verifica para todo n € N. Luego tenemos 7,3, X, 4 x y, en
consecuencia, o, X, = ad,VnBnXn X L ax.

Por hipétesis se tiene o, X, 4y y hemos probado que «,X, 40X , en

. d ,
consecuencia, Y = aX como queriamos probar.

. . . d
Pasamos a demostrar la condicién necesaria, esto es, si a, X,, = Y entonces

v £ax para algin « € ¢ y para n suficientemente grande las transforma-
ciones afines «,, son de la forma «,, = ad,V,3, donde §,, — 6 y v, € ¥x.

o d .
Por hipdtesis tenemos que £,X,, — X y que las transformaciones afines 3,
son no singulares para n suficientemente grande. Vamos a escribir Y,, = 5, X,

y entonces X,, = 3. 'Y, para n suficientemente grande, pues 3, es no singular.

. T . d . N
Ademas, por hipétesis también sabemos que o, X,, — Y y si sustituimos en
. _ . _ d
esta expresion X, por 3, 'Y, se sigue que a,,3,1'Y, — Y.
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. . d _ d
Ahora bien, tenemos las convergencias Y,, = 3,X, — X vy a,5,'Y,, = Y
con X e Y vectores aleatorios no degenerados. Asi, estamos en condiciones

de aplicar el Teorema del que se deduce que aX Ly para algin o € 4.

Con esto tenemos
1 d -1 -1 d
anB, Y, = aX = o a6, Y, = X,

teniendo en cuenta que X,, = 3-1Y,,, se sigue que

Y, 5 X v ala,sY, S X

donde X es un vector aleatorio no degenerado y, en virtud del Teorema
se sigue que a o, X, 3.1 = 6,7, donde 6, — 0 y 7, € Yy, para n
suficientemente grande (basta tomar n como el nimero natural a partir del
cual las transformaciones afines 3, son no singulares).

Despejando en la igualdad anterior, se deduce que, para n suficientemente
grande, las transformaciones afines «a,, son de la forma «,, = @d,v,3,, donde
a €Y, 6, =0y v, € Yx, como se queria probar. H

Por 1ltimo, se presenta una caracterizacién de los subgrupos compactos
del grupo de transformaciones afines no singulares en términos de un grupo
cerrado de matrices ortogonales, una matriz simétrica y definida positiva y
un punto de RF.

Teorema 1.14. Todo subgrupo compacto 4, de 4 tiene la siguiente forma:
Existe un subgrupo cerrado Oy de O, un punto o € R*, y una matriz V
simétrica y definida positiva, tal que 4, consiste exactamente en las trasfor-
maciones afines

ar =V WV (z — x0) + 70
con W € O,.

Demostracion. Dada una transformacion afin « definida por ax = Ax + a,
denotamos por J («) al determinante de la matriz A, esto es, J (a) = det (A).
Como "z = A"z + A" la+---+Aa+aya 'tz =A"1x — A ta, tenemos
que

J(@)=J(@" y J(a)= J ()" (1.5)



CAPITULO 1. LEY DE CONVERGENCIA DE TIPOS EN ESPACIOS
DE DIMENSION K 29

Luego la funcién J es continua en la topologia de . y, al tratarse ¢, de un
subgrupo cerrado de ¥ se tiene que J esta acotada en %,. Entonces, existe
una constante M > 0 de modo que |J (a) | < M para todo a € %,.

Sabiendo que J es una funcién continua, vamos a probar que sélamente puede
ser J (o) = £1.

= Supongamos f§ € % con J (f) > 1. Como %, es un subgrupo, se tiene
que " € 9, para todo n € N. Entonces J (8%) = J (8)" 22> 0o pues
J (B) > 1. Luego, de la definicién de limite, se tiene que existe nyg € N
tal que |J (8")| > M para todo n > nyg, lo cual entra en contradiccién

con la acotacion de la funcién J en %.

= El caso en el que § € ¢ con J(B) < —1 es totalmente andlogo al
anterior, teniendo en cuenta que en este caso el limite de J (6(2”_1))
serd, —oo y el limite de J (") serd oco.

= Sif e 9 con J(B) € (—1,1) \ {0} entonces nuevamente se tiene
que " € 9y J(8") === 0. Ahora bien, como %, es compacto y
{"}2, C % existe una subsucesién {5}, convergente hacia un
elemento 7 € %. Dado que J es continua tenemos que J () = 0, lo
cual es absurdo pues v € ¢ y, por tanto v debe ser una transformacion
afin no singular.

Luego necesariamente J (o) = 1 para todo a € %,.

Sea L un conjunto abierto y acotado de R* y consideramos
M = U{aL a €Y}

Entonces M es acotado y abierto, y ademas verifica que aM = M para todo
o € 9. Sea xy el vector de componentes |M|™" [} x;dx, donde |M| denota
la medida de Lebesgue del conjunto M. Como el jacobiano |J ()| = 1 un
cambio de variable demuestra que axg = xy, para todo o € %. Luego xg
es un punto fijo de todas las transformaciones afines de 4. Asi, el subgrupo
compacto ¥, consiste en las transformaciones afines de la forma

ar = A(x — x9) + 7o

donde A € 4 v ¥4 es un grupo compacto de transformaciones lineales.
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Veamos que efectivamente el conjunto 4 definido como 4 = {A € RF>*k .
axr = A(r — x9) + zo, @ € %} es un subgrupo compacto de transformaciones
lineales.

Veamos en primer lugar que ¢ es cerrado para la composicion, esto es,
queremos probar que si A, B € ¢, entonces AB € 4.

Si A, B € ¢4, existen transformaciones afines «, § € ¢ tales que ax =
A(x —z9) + 20 y Bz = B(x — x9) + 9. Como % es un subgrupo de ¥
sabemos que a o 8 € ¥4, ademas observamos que

(o B)x = a(B(xr — xg) + x0) =
= A[(B(J? — xo) +l‘0) —Io] + 29 = AB(x — Io) + xg

lo que prueba que la transformacion lineal dada por la matriz AB
pertenece a 4.

Veamos que el elemento neutro del grupo de transformaciones lineales,
que es claramente la transformacion lineal definida por la matriz identi-
dad, pertenece a %, . Esto es equivalente a mostrar que la transformacion
afin ix = I(z — xo) + x¢ pertenece a 4. Ahora bien, la transformacién
anterior es la identidad y, al tratarse ¢, de un subgrupo de ¢, sabemos
que el elemento neutro estara contenido en %.

A continuacién probamos que ¥; es cerrado para elementos inversos,
esto es, si A € ¥, entonces A7 € ¢4.

Si A € ¢4 entonces la transformacion ax = A(x — o) +xo = Az + (I —
A)xg estd en 4 y, nuevamente por ser 4, subgrupo sabemos que a~! €
“%. Ya sabemos que a 'z = A7 lx — A7Y I — A)xg = ANz — 20) + 7o
luego por definicién de %, tenemos que A~ € 4.

La asociatividad de ¥ es evidente de la asociatividad del procuto de
matrices.

Para probar que ¥, es compacto vamos a ver que es acotado y cerrado.

La acotacion es clara, pues para cada transformacion lineal A € ¥
existe una transformacion afin o € ¥, con matriz asociada A, entonces
| Al < ||laf], asi sup{[|A|| : A€ %} <sup{|a| : a € %} < oo lo que
asegura la acotacion de ¥;.
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Para ver que se trata de un conjunto cerrado razonamos tomando
A € 4\ ¢, entonces existe una sucesién de transformaciones lineales
n—oo .

{A,}2, € % tal que A, —— Az o, equivalentemente

A — 1) + 19 — Az — 20) + 0.

Definiendo a,x = A,,(x — xg) + xo para todo nimero natural n, se tiene
0 0 ’
que la sucesién de transformaciones afiens {a,}5°, estd contenida en
4, que se trata de un subgrupo compacto, entonces considerando la
)
transformacion afin ax = A(x — x¢) + xo se tiene que o € 4, vy, en
?

consecuencia, A € 4.

Sea L un conjunto acotado y abierto de R*, como antes, el conjunto
N=|J{A'L : Ac%}

es acotado y abierto, y ademds A'N = N para toda transformacién lineal
A € ¢%,. Sea U la matriz de entradas u;; = fN ziz;dz. Entonces U es simétrica

Yy
<x,Uy >:/ <x,z><y,z>dz.
N

Luego < x,Ux > > 0 y ademas, si < z,Uzx >= 0 entonces < z,z >= 0 para
todo z € N lo cual implica que x = 0 por ser N un conjunto abierto. En con-
secuencia, la matriz U es definida positiva. Y como para toda transformacion
lineal A € ¢4, se tiene que det (A) = 1 , un cambio de variable prueba que

< Az, UAy >=<z,Uy > . (1.6)

Por otro lado, como U es simétrica y definida positiva entonces existe una
matriz V' simétrica y definida positiva tal que V? = U (la matriz V se
denomina rafz cuadrada de U). Observamos que VUV ™! = I y vamos a
probar que la matriz VAV ! es ortogonal.

Recordamos que en un espacio euclideo, en nuestro caso estamos trabajando
en (Rk , <y >)7 las matrices ortogonales se definen de la siguiente manera:

“Oe 0 <= <uz,y>=<0z,0y >, Y,y cR:”

Por lo tanto, vamos a probar que < z,y >=< VAV 12, VAV 1y > para
todo par de vectores z,y € R¥, haciendo uso de la igualdad (1.6) y de la
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clésica propiedad < Mz,y >=< x, M'y >, teniendo en cuenta que V = V*
y V2 =U:
< VAV 'z VAV Yy > =< AV 2, VVAV 1y >=
=< A (V’lx) JUA (V’ly) >S=< Vg, UV 1y >=
—< Vi, Viy>s=<z, (VHTVly>=<z,y >
como se queria probar.

Ahora bien, para probar que la familia Oy = {VAV™! : A € 4} es un
subgrupo compacto de O basta deducirlo del hecho de que ¥4, es un subgrupo
compacto:

s Si Up,Uy € Oy entonces existen matrices Ay, Ay € 4 de manera que
U, = VAz‘Vil. ASf, U,Uy = V(AlAQ)Vfl SN pues A1As € 9.

= Nuevamente la asociatividad de O se debe a la asociatividad del pro-
ducto de matrices.

s Claramente la matriz identidad pertenece a Oy, puesto que I € ¥4
entonces Oy > VIVt =1.

» Dada U € O existe A € 4 de manera que U = VAV 1. Observamos
que U' =VA V=l y como A™! € ¥4, entonces U~! € O.

= La compacidad es clara pues la aplicacion ® : 4 — O definida por
®(A) = VAV! es continua y verifica ®(4;) = Opy. Como % es compacto
en ¢ entonces su imagen por ¢ es compacta en O.

En consecuencia, la familia Oy = {VAV™! : A € 4} es un subgrupo
compacto del grupo de las matrices ortogonales.

Asi, cada transformacién afin o € %, la podemos escribir como
ar =V Y VAV YV (z — x0) + 20

donde z; es un vector de R*, V' es una matriz simétrica y definida positiva y
la matriz VAV ! es ortogonal.

]
Este ultimo resultado viene a decir que con una eleccion adecuada del

origen de coordenadas y de la correspondiente base, el grupo compacto %, se
puede identificar con un subgrupo compacto de las matrices ortogonales.
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Para el caso unidimensional, es claro que el grupo de matrices ortogonales
estd formado unicamente por la identidad y por su opuesta, esto es, la trans-
formacion identidad y la reflexién respecto del punto cero. Por tanto, los
unicos subgrupos son el propio grupo O y el grupo formado tinicamente por
la identidad. Asi, como ya se ha comentado, el grupo de transformaciones
que conservan la distribucion de una variable no degenerada consiste o bien
en solo la identidad, o bien en la identidad junto con la reflexién respecto de
algin punto.

Este resultado invita a profundizar en la caracterizacion de los subgrupos
compactos del grupo de transformaciones afines no singulares, pero en este
trabajo no vamos a seguir trabajando sobre este tipo de resultados.






Capitulo 2

El problema del transporte
optimo

2.1. Problema del transporte 6ptimo

Supongamos que tenemos una montana de arena y un agujero que nece-
sitamos rellenar con esa arena. Obviamente la montana de arena y el agujero
deben tener el mismo volumen que vamos a normalizar para que sea uno, y
asi poder hablar en un contexto de probabilidades.

En nuestra modelizacion del problema, tanto la masa de arena como el aguje-
ro van a modelizarse mediante probabilidades i y v definidas respectivamente
en espacios medibles 21 y {25. De esta manera, para conjuntos medibles cua-
lesquiera A C Q; y B C g, u(A) representara la medida de la cantidad de
arena localizada en A y v(B) representara la medida de la cantidad de arena
que debe ser utilizada para rellenar B.

Razonablemente, transportar arena de un lugar a otro va a requerir de un
esfuerzo, que va a ser modelado mediante una funcién medible que vamos
a llamar funcién coste definida en ; x €. De manera informal, c¢(z,y)
representara el coste de transportar una unidad de masa desde la localizacién
x hasta la localizacion y. Es natural suponer que la funcion ¢, ademés de ser
medible, se trata de una funcién positiva; a priori, no se debe excluir la
posibilidad de que la funcién ¢ tome valores infinitos, luego ¢ es una funciéon
medible tal que ¢ : Q; x Qy — RU {o0}.

35



36 2.1. PROBLEMA DEL TRANSPORTE OPTIMO

La cuestion central que trata de resolver el problema del transporte 6pti-
mo es: jcomo se puede realizar el transporte descrito minimizando el coste
del mismo?

Antes de adentrarnos en el estudio de la pregunta expuesta, debemos cla-
rificar que entendemos por transportar o por funcién de transferencia.
Debemos modelar las funciones de transferencia por medidas de probabili-
dad 7 en el espacio producto 7 x €. De manera informal, dn(z,y) mide la
cantidad de masa transferida de la localizacion x a la localizacién y. A priori
no vamos a excluir la posibilidad de que la masa localizada en un punto x
pueda ser repartida en diversas localizaciones (esto es, que tenga diversos des-
tinos de llegada y). Para que una funcién de transferencia m € P(£2; x €)s) sea
admisible, informalmente necesitariamos que toda la masa tomada del punto
x coincida con du(z) y, andlogamente, toda la masa transportada al punto y
coincida con dr(y). Formalmente, establecemos este requisito a través de las
relaciones:

[ drw) = duto), [ dntany) = dvto),
QQ Q1
es decir, que m € P(2y x ), p € P(y) y v € P(Qy) verifiquen
(A X Qo) = u(Ad), 7(Q x B)=v(B), (2.1)

para todos los conjuntos medibles A de €2, y B de 2. Estas probabilidades
m € P(21 x Q9) que verifican la condicién inmediatamente anterior se dice
que tienen marginales p y v, y cualquier probabilidad (conjunta), con estas
marginales, se considerard como una funcién de transferencia admisi-
ble. Denotaremos al conjunto de estas probabilidades por II(u,v), esto es,
considerando (1, 1, 01) y (2, v, 02) espacios probabiliticos

(A X Qy) = u(A), YA € oy
(p,v) = ¢ me P8 x ) :
(2 x B) =v(B), VB € 09

Ademas, considerando (p,%) € LY(Qy, ) x L (2, v) y teniendo en cuenta
la linealidad de la esperanza, la condicion (2.1) es equivalente a

/ (el l)in(ay) = /

1951

p(a)dp(z) + g by)dv(y).  (2.2)

Observacién 2. Dadas u € P(;) y v € P(€s) el conjunto II(u,v) es
siempre no vacio. Veamoslo.
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Demostracion. Consideramos el espacio producto €2; x {25 y denotamos por
o a la correspodiente o-algebra producto.

Para cada D € o y para cada x € {2, y € {25 se definen las secciones
D,={y€Qy : (zr,y) €D} CQy = D, € oy,
D,={zte€Q : (z,y) e D} CQy = D,€o.

Definiendo las funciones ¢ : ; — [0,00] y ¢ : Q3 — [0, 00] como

()

P (D,
Y(y) = u(D,) =+ medible en Q.

Siguiendo el libro de Ash [I] (Corolario 2.6.3), consideramos la probabilidad
producto como

=v(D,) = ¢medible en )y,

(n>xv)(D) = i o(x)dp(x) = g b(y)dv(y),

sabiendo que p X v es la tnica probabilidad en 2; x €y verificando
(b x v)(Ax B) = u(A)v(B)
para todos A € o1 y B € 09. Asi, es claro que p x v € Il(u, v). ]

Con los conceptos expuestos, siguiendo el cldsico texto de Villani [20],
ya podemos introducir la formulacién del problema del transporte éptimo
debida a Kantorovich.

Definicién 2.1 (Problema de Kantorovich). En el contexto introducido
y con la notacion expuesta el problema de Kantorovich del transporte 6ptimo
es el siguiente problema de minimizacién:

Minimizar () ::/ c(x,y)dn(x,y).
QlXQQ

mell(p,v)

Este problema de minimizacion fue estudiado en los anos 40 por el matemati-
co de la antigua Unién Soviética Kantorovich que fue galardonado con un
premio Nobel por sus aportaciones en Economia. La relacién entre el proble-
ma del transporte éptimo con la Economia es mas que evidente, basta con
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pensar en vez de una montana de arena y un agujero que rellenar, en una
densidad de produccién y una densidad de consumidores que satisfacer, en
un contexto discreto.

Para una funcién de transferencia w € II(u, v) , la cantidad no negativa
pero posiblemente infinita I(7) se denomina coste total del transporte
asociado a 7. En la misma linea, el coste 6ptimo de trasporte entre u
y v es el valor

To(p,v) =mf{I(n) : 7€ U(u,v)}.
Las probabilidades 7 € II(u, v) que verifican I(7) = T.(u, V), en caso de que
existan, se denominan planes de transferencia éptimos (optimal trans-
ference plans, en inglés).

Esta formulacion debida a Kantorovich se puede interpretar en términos
més probabilisticos teniendo en cuenta lo siguiente. Dado un espacio (€2, o, P)
recordamos que cada variable aleatoria X en {2 define una medida de pro-
babilidad 7y de la siguiente manera mx(A) = P(X1(A)) para cada A € o,
y ademads, escribimos .Z(X) = 7x. En el contexto que estamos trabajando
nos interesan variables aleatorias U y V' en un espacio probabilistico comun
(Q, 0, P) que toman valores en §2; y €y respectivamente y que, ademads, ve-
rifican L(U) =py Z(V) =v.

Definicién 2.2 (Problema de Kantorovich - Versién probabilista).
Dados dos espacios de probabilidad (€21, 01, 1) v (€22, 09,v), el problema de
Kantorovich del transporte 6ptimo en su version probabilista trata de encon-
tar el minimo valor de

[(U,V) := B(ce(U,V))

en el conjunto de variables aleatorias U,V sobre un espacio probabilistico
comun (€2, 0, P) de manera que U toma valores en (€y,07), V toma valores
en ({2, 09) y, ademas verifican Z(U) = py £ (V) = v. Equivalentemente,
esta version probabilista plantea el siguiente problema de minimizacién:

Minimizar I(U,V) := E(¢(U,V))
sujeto a U variable aleatoria de (2,0, P) en (21, 07) con Z(U) = p
V variable aleatoria de (2, o, P) en (2, 09) con Z (V) = v.

Al final, con las restricciones lo que estamos haciendo es quedarnos con los
vectores aleatorios que toman valores en {2; x €2y cuyas funciones de distri-
bucién conjuntas vienen dadas por una probabilidad del conjunto II(u,v).
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Con lo cual es mas que evidente que ambos problemas de minimizacién son
equivalentes.

Ahora bien, el problema de Kantorovich no es mas que una version mas
débil del problema del transporte 6ptimo original considerado por Monge. La
diferencia entre ambas formulaciones reside en el hecho de que el problema de
Monge no permite repartir masa, esto es, cada localizacion z tiene un tnico
destino y. En términos de variables aleatorias, esta condiciéon extra significa
que, con la notacién anterior, buscamos una variable aleatoria V que sea
funcién de la variable aleatoria U. Esto mismo en términos de funciones de
transferencia, se traduce en buscar una probabilidad 7 € II(x, v) de la forma

dr(z,y) = drp(z,y) = dp(x)d [y = T(z)], (2.3)

donde T : Q; — €25 es una funcién medible y, como es usual, § representa la
funcién Kronecker (recordamos que toma el valor 1 si efectivamente y = T'(x)
y 0 en otro caso).

La probabilidad que aparece en el lado derecho de la ecuacién (2.3)), que
también suele ser denotada como (Id x T')#u, es una medida de probabilidad
en €2y X )y que satisface la siguiente propiedad: “para cualquier funcion
medible en ; x €y y positiva C, se verifica

/Q Clpirtay) = | Ol T(@)dula)”

1951

En particular, el coste total asociado al transporte es
Iar) = [ el T(a)dutz).
1951

Ahora bien, ;qué condicién debe cumplir 7 en (2.3|) para que mp € T(u, v)?
Teniendo en cuenta la expresion inmediatamente anterior, la condicién ([2.2))
se traduce en

/Q1 [o(z) + o T(x)] du(z) = /

p(r)du(x) + [ P(y)dv(y),
0 Qo

lo que, cancelando los sumandos en ¢, se convierte en la condicién

/ (WoT)du= | dv, (2.4)
0 Qo
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que debe verificarse para toda funcién ¢ € L'(dv). Esto es, para cada funcién
Y € LY(dv), la funcién medible 1) o T' debe pertenecer a L'(du) y los valores
de ambas integrales en deben coincidir. Esto mismo en términos de
conjuntos medibles puede reescribirse como:

VBeoy, v(B)=p(T'(B)). (2.5)
Cuando se verifiquen las condiciones (2.4]) y (2.5)), escribiremos

v="T%#p

y diremos que v es una medida engendrada por 7' (push-forward en inglés)
o medida imagen de p por T, o también diremos que 7' transporta u a v.

En estas condiciones podemos introducir la formulacion de Monge al
problema del trasporte éptimo.

Definicién 2.3 (Problema de Monge). Dados dos espacios de probabi-
lidad (21,09, 1) ¥ (Q9,09,v), el problema de Monge del transporte éptimo
propone encontrar el minimo valor de

I(T) = /Q o, T(x))du(z)

en el conjunto de aplicaciones medibles T": 2; — )y que verifican T#p = v.

En lo que sigue nos referiremos por el nombre de “problema de Monge-
Kantorovich” a cualquiera de los problemas de minimacién de Monge o Kan-
torovich que han sido comentados. Asi, una vez que tenemos el problema
expuesto una pregunta natural que surge es la existencia de minimizantes.

2.2. La distancia de Wasserstein

Sean (2,0, P) un espacio de probabilidad y B un espacio de Banach
con norma ||-|| y sigma algebra asociada fp. Vamos a denotar por II(B) al
conjunto de todas las probabilidades definidas en (B, fg) y ademds, dado 0 <
p < 00, representaremos por I1,(B) al subconjunto de aquellas probabilidades
P en II(B) que verifican E||t|[PdP < co.

Definicién 2.4. Sea ¢ : B x B — R una funciéon continua y no negativa. Si
i, v son dos probabilidades en (B, Sp) y denotamos I, v) al conjunto de
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probabilidades en (B x B, fp ® ) con marginales p y v entonces

K.(ji,v) = inf{/BXBc(x,y)P(dx, dy) : Pe H(W)}

define el funcional de Kantorovich, dada la funcién c.

Siguiendo el articulo de Bickel et al [2], en este trabajo nos vamos a
centrar en el caso especial en el cual el espacio de Banach B es R? para
d > 1, y la funcién c es elegida como ¢ = ¢,, donde ¢, viene definida por
cp(z,y) = ||z — y||” con 1 < p < co. En este contexto podemos introducir el
concepto de distancia de Wasserstein.

Definicién 2.5. Sea 1 < p < oo y consideramos p, v € I1,(R?). Se define la
p-distancia de Wasserstein entre ;o y v en IL,(p, v), como la distancia en

IT,(p, v) dada por d,(p, v) = (K., (1, I/))l/p, esto es,
1/p
dp(p,v) = (inf/ ez, y)dr(x,y) « me I(p, 1/)>
Ré x R4
1/p
= (0 [ o ylrarte) s wen)
Rd x R4

Razonando de manera totalmente analoga al caso de la versién probabilista
del problema de Kantorovich, es claro que también podemos escribir

dy(p,v) = t{(E|U — V|[?)}/? (2.6)

donde el infimo se toma sobre los pares de variables aleatorias U y V con
valores en R?, definidas en cierto espacio de probabilidad comin y tales que

LWU)=py ZV)=v.

Definicién 2.6. Sean U y V vectores aleatorios definidos en un espacio
de probabilidad comin que verifican Z(U) = py Z(V) = v. En estas
condiciones el par (U, V) se dice que es un emparejamiento de py v.

Observacién 3. Abusando de la notacion también diremos que la ley de
probabilidad conjunta del par (U, V), = € II(u, ), es un emparejamiento de
Ly v.

Una vez conocido el concepto de emparejamiento, nos interesamos en
aquellos que se denominan 6ptimos.
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Definicién 2.7. En el contexto expuesto, se dice que (X,Y) es un em-

parejamiento 6ptimo para la p-distancia de Wasserstein entre p y v si
L(X)=p, L(Y) =vy se verifica que d,(u,v) = (E(||X — Y||))V/?.

Si pensamos en el problema de Monge, la p-distancia de Wasserstein entre
dos probabilidades p y v tomaria la forma:

() = (1t [ o= T@lPduta) T~ })/

Luego, pasando a trabajar con variables aleatorias, un emparejamiento (6pti-
mo) para este problema debe verificar que una de las variables sea funcién de
la otra, que es lo que denominamos emparejamiento (6ptimo) determinista.

Definicién 2.8. Se dice que un emparejamiento (X,Y') es determinista si
existe una aplicacién medible 7" : ©; — 5 de manera que 7'(X) =Y.

Observacién 4. Dadas dos variables aleatorias X e Y definidas sobre un
mismo espacio de probabilidad, cuando escribamos d,(X,Y’) nos estaremos

refiriendo a la p-distancia de Wasserstein entre las leyes de probabilidad que
siguen, esto es, si Z(X) =py Z(Y) = v entonces d,(X,Y) = d, (1, v).

Antes de probar que efectivamente la distancia de Wasserstein es una
métrica (esto es, una distancia) vamos a demostrar que se alcanza el minimo

en ([2.6)).
Proposicién 2.9. En el contexto anterior, el infimo en (2.6 es alcanzado.
Demostracion. Ya sabemos que el infimo se toma en un conjunto no vacio.

También sabemos que la p-distancia de Wasserstein la podemos definir de
forma analitica como

1/p
)= ot [ Jo-ypartea |
m€llp(p,v) Rd xR

Dados z,y € R? es conocida la desigualdad ||z + y[[? < k,(||z]|” + ||y||*)
donde k, toma el valor 1 si p <1 o el valor 2?1 si p > 1, luego

/ ||x—y||Pdw<x,y>Skp(/ felPana,y) + [ ||y||ﬁdw<x,y>)
R4 xR4 R4 xRd R xRd

b ([ Jlellanto)+ [ Iolravto)) <
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puesto que p y v pertenecen a I1,(R?) y por tanto tienen momentos de orden
p finitos.

Esto nos asegura que el infimo es finito y, denotando II; y Il a las proyeccio-
nes sobre la primera y segunda componentes respectivamente, sabemos que
existe una sucesién {,}°, verificando 7, oIl;* = py m,0Il;* = v y ademés

1/p
(/' nx—mmwmxw) L dy(u).
R4 x R4

Denotando por U,, y V,, a las variables aleatorias resultantes de considerar
I1; y II, sobre el espacio (R? x R?, 7,,) tenemos que

LW =p, LVa)=v vy (B|Us=Vol")" L dy(ps,v).
Ahora bien, como:

ZWU,)=p, YneN = {U,};2, es ajustada,
LVy)=v, VneN = {V,}>2, es ajustada,

en consecuencia, la sucesion {(U,, V,,)}32, es ajustada y, por tanto, la suce-
sion { L (Up, Vi) 122, = {m,}5°, es ajustada. Del Teorema de compacidad de
Helly se deduce la existencia de una subsucesién {m,, }%2; y una probabilidad

7 en R? x R? tales que 7, 4, . Denotando por U y V a las variables ob-
tenidas al considerar las proyecciones II; y Il sobre el espacio (RY x R?, ),
de la continuidad de las funciones coordenadas se sigue que:

uzwnoﬂfliwroﬂfl - ,,%(U):woﬂl_lzm
V:Wnoﬂgliwroﬂz_l =  ZL(V)=xoll,' =v

Nuevamente, por la continuidad de la funcién [|-||P : R? x R — R dada por
(z,y) — ||l — y||P se tiene que

d
1Un, = Vi [IP = [[U = V"
Ahora bien, del Lema de Fatou se deduce que

mw-vwzf |W—vww=/“ lfm inf|| U, — Vi [Pdn
Rd xR Rd xRd

<timinf [ U, = Vi |Pdr = (A1)
R4 x R4
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luego elevando a 1/p ambos lados de la desigualdad se obtiene que
(ElU = V") < dy(, v).

Por 1ltimo, de la definicién de p-distancia de Wasserstein es evidente la des-
igualdad contraria, esto es

dy(n,v) < (E||U = V"),
en consecuencia, se tiene que efectivamente
dy(p1.v) = (B|U = V[")'.

]

Para probar que la distancia de Wasserstein es una métrica vamos a
requerir un resultado auxiliar, denominado Lema del Pegado que, siguiendo
el desarrollo del libro de Santambrogio [18], puede demostrarse recurriendo
a la desintegraciéon de medidas. Realizamos una breve introduccién a este
concepto y exponemos el resultado de interés.

Definicién 2.10. Consideramos un espacio de medida (€2, ) y una aplica-
cién f : 2 — A tomando valores en un espacio topologico A. Decimos que
una familia (p,),er es una desintegracién de p con respecto de f si ca-
da p, es una medida de probabilidad concentrada en f~'({y}) y para cada
funcién test ¢ € € () la aplicacién y — fQ ¢dj, es medible Borel y verifica

/Q pdp = /A dv(y) /Q Py,

Observacién 5. En el caso particular en el que €2 es un espacio producto,
esto es ) = )y X 9, vy cuando f es la proyeccion sobre €2, identificaremos
las medidas p,, que formalmente estan definidas en €2; x €25 concentradas en
{y} x Qg, con medidas en € con lo que tenemos

donde v = f#u.

/ ¢(y,Z)du(y,Z)=/ dv(y) | ¢y, 2)duy(2).
Q1 %09 (951 Qo
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Observacién 6. La desintegracion de una medida j se corresponde exacta-
mente con la ley de probabilidad condicionada. En probabilidad, se habla a
menudo de la ley condicionada de una variable X conocida Y = y. Esto sig-
nifica que la probabilidad P en el espacio de probabilidad €2 es desintegrada
respecto de la aplicacién Y : 2 — E en probabilidades P, y consideramos la
ley de X bajo P,.

La existencia y unicidad de la desintegracion de medidas depende de las
hipétesis sobre los espacios que se trabajan, pero para = R? es cierto.

Lema 2.11 (del pegado). Sean (21, 1), (22, p) v (23, V) espacios de medida.
Dadas medidas o € I1(p, p) y 5 € W(p, v), existe o € P(; x Qg x Q3) tal que
[lis#0 = a y lss#o = B, donde 1115 y Ilog denotan las proyecciones sobre
las dos primeras y las dos sequndas variables, respectivamente.

Demostracion. En primer lugar, consideramos la desintegracion de « respec-
to de la proyeccion II;. De esta manera conseguimos una familia de medi-
das ay, € II(€)y) (identificindolas como medidas sobre €2y, en vez de sobre
Q; x {y} € Q1 x Q). Estas medidas estaban definidas por:

/Q  lag)daa.y) - / ap(y) [ é(x.y)day ()

Qo Q1

para toda funcion medible ¢ de dos variables.

De la misma manera, tenemos una familia 3, € II(Q23) de manera que para
cada ¢ tenemos:

/Q . ¢(y,z)d5(y,z)=/ﬂ dp(y) g D(y, 2)dBy(2).

Para cada y € ), consideramos o, X 3,, que es una medida sobre {}; x 3.
Definimos o € P(£; x Q5 x 3) como

/ oz, , 2)do(z, y, 2) = / dply) / o, 2)d(ay % f,)(z, 2).
Q1 xQax03 Qo Q1 xQ3

Para cada ¢ que depende sélo de x e y, se tiene:

/ oy = / () / Oz, y)d(y x B,)(, 2)
— [ o) [ otw o) = [ odatey)
Q2 Q1

Ql XQQ
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lo que prueba que, en efecto, (Il12)#0 = «. Andlogamente, considerando
funciones test ¢ que sélo dependan de las variables y y z, se prueba que

(Ha3)#0 = B. O

Proposicion 2.12. La p-distancia de Wasserstein definida en el espacio de
probabilidades 11,(RY) es una métrica.
Demostracion.

(i) Sean p,v € IL,(RY), veamos que si d,(i, ) = 0 entonces p = v.

Sid,(p, v) = 0, entonces existe una probablidad v € II(y, v) de manera
que

[ le=ulpiren) =0
RexR

Esto significa que v esta concentrada en el conjunto {x = y}, luego
para cualquier funcién test ¢ € €' (R?) se tiene que

[ odn= [ otwiar= [ty = [ oav

lo cual implica que p = v.
(ii) Sean ju,v € I1,(R?), veamos que d,(j,v) > 0.

Es directo de la definicién de p-distancia de Wasserstein, pues se define
como la potencia de un valor esperado que es siempre una cantidad
positiva o igual a cero, luego efectivamente d,(u, ) > 0.

(iii) Sean p,v € IL,(R?), es claro que d,(u, v) = d,(v, 1) de la simetria de
la definicién.

(iv) Sean p, p,v € I,(R?), a € (u, p) y B € l(p,v), de manera que a y f3
son 6ptimos en las respectivas p-distancias de Wasserstein.

Del Lema del pegado existe una medida o € P(R? x R? x R?) tal que
[Io#0 = a y llys#o = B, donde Il y Ily3 denotan las proyecciones
sobre las dos primeras y las dos segundas variables, respectivamente.

Consideramos « := [I13#0 y observamos que:

Ih#y = Ih#o =1h#a=u
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y analogamente
Ih#y = Ih#o = IL#8 = v;

lo que significa que v € II(u,v). De esta manera, haciendo uso de la
desigualdad de Minkowski, tenemos que

0 < ([l = =) v (/e s1pas) v

= llz = 2ller0) < Iz = yllzr) + 1y = 2llro)

= (1o~ virao) j + ([t slrao ) j
d( [ —yupda) (1= apas)

dy(p,v).

2.2.1. Caso de la recta real y la funcién cuantil

Al trabajar sobre la recta real la p-distancia de Wasserstein entre dos pro-
babilidades se puede escribir de manera sencilla en términos de las funciones
cuantiles asociadas a cada probabilidad.

Este resultado puede probarse de varias maneras, destacamos en particular
las dadas en Major [15] y en Cambanis et al [7]. En el primero se realiza en
un primer lugar la prueba para el caso discreto, suponiendo una propiedad
que determina completamente la distribucién conjunta de dos variables y que
verifica la funcién cuantil, para luego tratar el caso general haciendo uso de
dos sucesiones de variables discretas que convergen casi seguro a las variables
que son Optimas y acabar utilizando el Teorema de Skorohod para poder
trabajar con funciones cuantiles. Por otro lado, en el segundo se realiza una
demostracion alternativa, que es la que presentamos en este trabajo, basada
en el estudio de desigualdades para la expresion E(k(X,Y")) en el caso de ser
k una funcién “casi-mondtona’.

La desigualdades para el caso de variables aleatorias son inmediatas. Para
poder presentar el estudio en cuestién necesitamos introducir el concepto de
variable aleatoria estocasticamente mas pequena.
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Definiciéon 2.13. Sean X y X’ dos variables aleatorias, se dice que X es
estocasticamente méas pequena que X', y escribimos X C X', si para
todo x € R se verifica

P(X <xz)> P(X' <ux).

Sean X y X' variables aleatorias tales que X es estocdsticamente mas pe-
quena que X'. Si consideramos una funcién k : R — R mondtona creciente,
esto es k(z) < k(y) para todo < y, sabemos que k(X) y k(X’) vuelven
a ser variables aleatorias. Ademads es evidente que k(X ) es estocdsticamente
m4s pequenia que k(X') y, en consecuencia, E(k(X)) < E(k(X")).

Nuestro objetivo ahora es conseguir un resultado analogo para el caso de
dos dimensiones. El problema al trabajar con vectores aleatorios bidimensio-
nales es que los conceptos de ser estocasticamente mas pequeno y de funcién
casi-monontona se complican y es mas laborioso realizar un estudio de las
desigualdades para la expresién E(k(X,Y)).

Definicién 2.14. Sean (X,Y) y (X', Y’) dos pares de vectores aleatorios,
se dice que (X,Y) es estocasticamente mas pequeno que (X'|Y'), y
escribimos (X,Y) C (X', Y”) si para todos z,y € R se verifica

P(X <z,Y <y)>PX' <z,Y' <y).

Con el objetivo expuesto, consideramos variables aleatorias X e Y en un es-
pacio de probabilidad (€2, o, P), siendo F(z) y G(y) sus respectivas funciones
de distribucién y H(z,y) la funcién de distribucién conjunta del par (X, Y).

Definicién 2.15. Una funcién k(x,y) se denomina casi-mondétona si para
todo = < 2/, y < 3/ se verifica

APk = k(z,y) + k(2 y) — k(z,y) — k(z',y) > 0.

($7x/)
De la misma forma, se dice que la funcién k(x,y) es casi-antimondétona si

para todo x < 2/, y < v/ se verifica AEZZ/,))k < 0.

Observacion 7. Si k es casi-mondtona y continua por la derecha entonces
determina una tnica medida p (o-finita y no negativa) en los subconjuntos
de Borel 3? en el plano R?, de manera que para todos x < 2’ e y < ¢/ verifica

(@ 2] x (y,y) = ALY k.
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Veamos que un cambio en el orden de integraciéon en una integral doble
apropiada nos da la expresién deseada para E(k(X,Y)).

CASO PARTICULAR

Sea k(x,y) simétrica, continua por la derecha y casi-monétona. Definimos la
funcién f(z,y,w) como sigue:

Xw)<z,y<Y(w)
1 si 6
[, y,w) = Y(w) <z, y < X(w)

0 en otro caso

Asi f es una funcién medible en (R%?x 2, 32®0, ux P) y como es no negativa,
podemos aplicar el Teorema de Fubini que afirma

E fd,u:/ Efdpu.
R? R?

Ahora bien, la integral que aparece en la parte izquierda de la igualdad
anterior es

Fdp = k(X, X) + k(Y,Y) — 2k(X,Y);

R2
y por otro lado si calculamos el valor esperado que se encuentra en la parte
derecha se tiene que

Ef=PX<zANy,Y>zazVy)+PX>zVy, Y <zAy)=
=FlxAy)+GxAy)—HxANy,zVy) —H(@xVyxAy) = Alz,y).

Y teniendo en cuenta que podemos aplicar el teorema de Fubini como co-
mentamos anteriormente:

Ek(X,X)+EY)Y)=-2k(X,Y)) = /R2 Az, y)du(x,y).
Luego si E(k(X, X)), E(k(Y,Y)) < oo tenemos la expresién
2E(k(X,Y)) = E(k(X, X))+ EkY,Y)) — / Adp

para determinar E(k(X,Y)) que no es la propia definicién. Ademés, si las
distribuciones de F'y G estan fijas (que va a ser nuestro caso porque, en
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el contexto de la distancia de Wasserstein trabajamos con probabilidades
marginales prefijadas) E(k(X,Y")) depende de H solo a través de A y como
i es no negativa, incrementando H resulta que incrementamos F(k(X,Y)).
Esto es, F(k(X,Y)) es mondtona creciente respecto de H.

CASO GENERAL

Sea k(x,y) casi mondtona y continua por la derecha. En este caso vamos a
definir la funcién f(x,y,w) como sigue:

( zo <z < X(Ww), yo <y <Y(w)
1 si 6
X(w) <z <z, Y(w) <y <1y

f(z,y,w) = 1 X(w) <z <z, Yo <y <Y(w)
—1 si o)
o<z <Xw),Yw) <y<y

0 en otro caso

donde x( e o son puntos fijos apropiados. De nuevo, la funcién f es 3% ® o-
medible. Si denotamos por f* y f7, respectivamente, a las partes positiva y
negativa de f el Teorema de Fubini nos asegura que

E f+du:/ Eftdu y E/ f_du:/ Ef~du.
R2 R2 R2 R2

Considerando la funcién ko(z,y) = k(z,y) — k(x,y0) — k(zo,y) + k(zo,v0)
obtenemos

Bl (X)) = |

RQ

Bdn y E(y(XY) = [ Bde

RZ

donde ki y ko son, respectivamente las partes positiva y negativa de la
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funcién kg y las funciones Bt y B~ vienen definidas como sigue :

( 1+ H(z,y) — F(z) — G(y) si To <, Yo <Y

B (z,y) =4 H(z,y) s1 r < %o, Y < Yo
(0 en otro caso,

( F(x) — H(z,y) si T <, Yo <y

B~ (z,y) = G(y) — H(z,y) si To <z, Y < Yo
0 en otro caso.

Observacién 8. Recordamos que si ZT y Z~ son la parte positiva y negativa
de una variable aleatoria Z, usando la terminologia estandar, se dice que EZ
existe (aunque sea infinita) si al menos una de las esperanzas EZ* o EZ~
es finita, y entonces definimos EZ = EZt — EZ~.

Asi, si Fko(X,Y) existe, tenemos que Eko(X,Y) = [, Bdu donde la funcién
B(z,y) es B = Bt — B~. De la definicién de kq se tiene que Eky(X,Y) existe
si Ek(X,Y) existe y Ek(X,yo), Ek(x9,Y) < 0o en cuyo caso se tiene que

Ek(X,Y) = Ek(X,yo) + Ek(z0,Y) — k(xo, yo) + / Bdyp.
RQ
Esta expresion obtenida para Fk(X,Y), si F'y G son fijas (como es en nuestro
caso), depende tnicamente de H solo a través de By, ademds es mond6tona
creciente respecto de H.

Recogemos en el siguiente resultado lo que se deduce del desarrollo rea-
lizado (tanto en el caso particular de que la funcién k(z,y) sea simétrica,
como en el caso més general), sin méas que tener en cuenta la defincién de
vector aleatorio estocasticamente mas pequeno y su relaciéon con la funcion
de distribucion conjunta del mismo.

Teorema 2.16. Sean X < X' ¢ Y £ Y’ tales que (X,Y) C (X',Y"). Si
k(z,y) es una funcion casi-mondtona y continua por la derecha entonces

Ek(X,Y) > Ek(X',Y")

cuando los valores de la expresion anterior existen (aunque puedan ser infi-
nitos) y cualquiera de las condiciones siguientes se verifica:
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(i) k(z,y) es simétrica y Ek(X, X), Ek(Y,Y) < occ.
(i) Ek(X, ), Ek(zo,Y) < 00 para algin xq, yo.

El resultado anterior es muy interesante pues, bajo ciertas condiciones,
relaciona los valores esperados Ek(X,Y) y Ek(X',Y’) dependiendo tnica-
mente de la distribucién conjunta que presentan los distintos vectores alea-
torios, ya que las distribuciones marginales son fijas. Podemos caracterizar
este resultado para el conjunto de distribuciones conjuntas con distribuciones
marginales F'y G respectivamente y obtendremos el resultado de real interés.

Por lo tanto, vamos a denotar por H(F, G) al conjunto de todas las funciones
de distribucién conjuntas H (z,y) con distribuciones marginales F'(z) y G(y),
y por Egk(X,Y) al valor esperado cuando H es la funcién de distribucién
conjunta del vector (X,Y’). A continuacién presentamos algunas propiedades
del conjunto H(F,G) conocidas:

» El conjunto H(F, G) tiene una cota superior e inferior (las denominadas
cotas de Fréchet).

» H(z,y) € H(F,G) si, y s6lo si H_(x,y) < H(z,y) < H(x,y) para
todos z,y donde H_ y H. son:
H_(z,y) = max{F(z) + G(y) — 1,0} <« cota inferior de H(F,G),
H (xz,y) = min{F(x),G(y)} <« cota superior de H(F,G).

» H(F,G) es una familia convexa de funciones de distribucién.

Sea H una familia convexa de funciones de distribucién en 2 variables. Si
H,H' € H son tales que Eyk(X,Y) y Epk(X,Y) existen y son finitas,
entonces cada numero en el intervalo

min{Egk(X,Y), Egk(X,Y)}, méx{Egk(X,Y), Egk(X,Y)}]

es igual a Fy/k(X,Y) para algin H” € H. Si para cada « € [0, 1] conside-
ramos H,(z,y) = aH(z,y) + (1 — a)H'(z,y), entonces H, € H y se tiene
que
EH.k(X,Y) = aEgk(X,Y) + (1 — a)Egk(X,Y).

Esto no es valido si —oo < Egk(X,Y) < Egk(X,Y) = +00 como muestra
el ejemplo H = {H, : a € [0,1]}. El conjunto de los valores Egk(X,Y") cuan-
do H recorre una familia de funciones de distribucién no es necesariamente
convexo (puede ser de la forma I U {oo}, {—oco} U I, {—00} U T U {oc0}).
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En el proximo teorema probaremos que bajo ciertas hipétesis que inclu-
yen la casi-monotonia de k se puede asegurar que cuando H recorre H(F, Q)
el conjunto de valores Exk(X,Y") es cerrado, convexo y su supremo e infimo
son alcanzados. Antes introducimos un lema previo que ayudara a la prueba
del resultado principal.

Lema 2.17. Sean X e Y wariables aleatorias con funciones de distribucion
respevtivas F(x) y G(y), y sea H(x,y) la funcion de distribucion conjunta
de (X,Y). Sea k(z,y) una funcion medible Borel, localmente acotada en el
plano.

Si los valores esperados Ey, k(X,Y) y Ey_k(X,Y) existen y al menos uno
de ellos es finito, entonces el intervalo cerrado (posiblemente no acotado) con
puntos finales Ey k(X,Y) y Ex_h(X,Y') pertenece al conjunto de valores de
Eyk(X,Y) cuando H recorre H(F,G).

Demostracion. Basta con probar que si
—00 < By k(X,Y) < Eg_k(X,Y) = +00

existe una sucesion H,, € H(F,G) tal que Ey, k(X,Y) — oo, puesto que el
resto de casos son totalmente andlogos.

De la definicion de H, y H_ tenemos que
= bajo Hy: (X,Y) £ (F71(U),GL(U)),
= bajo H_: (X,Y) £ (F-L(U),G™(1 - 1)),

donde U sigue una distribucién uniforme en el intervalo [0,1] y, F~! y G™!
denotan a las respectivas funciones cuantiles de F' y G. Ademas, por hipdtesis,

1
Ey k(X,Y)=FEk(F*U),G'(1-U)) = / E(FY(u), G (1—u))du = +oo.
0
Luego para cada 0 < a < 1/2 definimos g¢,(u) en [0, 1] como
G'1—u) si a<u<l-—a
Ga (u) = 0<u<a

G (u) si
l—a<u<l1
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y sea H, la funcién de distribucién del par (F~Y(U), g(U)). Para cada x
tenemos
P(ga(U) <) = (e, 1 = a) N (1 = G(x), 1]}+
+0{(0,0] Ul —a,1]N[0,G(x))} = G(z).

Esto prueba que las distribuciones marginales de H, son respectivamente F
y G, luego H, € H(F,G). Ademds, también tenemos que

En k(X,Y) = Ek(F(U), ga(U)) = /H E(F~(u), G™H(1 — w))du +

+/Oa E(F~(u), G u))du + /1 E(F~(u), G~ (u))du.

Como para u € [a,1 — o, F7'(u) y G7'(1 — u) estén acotadas y como k es
localmente acotada se tiene que

/M KF (u), &1 = u))du < 0o

-« 1

lim E(F ' u), Gl —u))du = / E(F~Y(u),GH1 —u))du

a0 @ 0
= By k(X,Y) = +o0.

Por otra parte, como fol \k(F~Yu), G"Hu))|du = Ey, [k(X,Y)| < 0o tene-
mos

lim ( /0 " R(F (u), G (w))du + /1 ia k(P (u), Gl(u))du) 0.

al0

Por lo tanto, lim, o Ep, k(X,Y) = +00, como querfamos probar. O

Teorema 2.18. Sean X e Y wariables aleatorias con funciones de distribu-
cion respectivas F(z) y G(y), y funcion de distribucion conjunta H(z,y). Sea
k(x,y) una funcion casi-mondtona y continua por la derecha.

St los walores esperados Ey k(X,Y), Eny_k(X,Y) existen (aunque puedan
ser infinitos), entonces el conjunto de los valores de Eyk(X,Y) cuando H
recorre H(F, G) pertenecen al intervalo cerrado [EHJ{:(X, Y), By, k(X, Y)]
(posiblemente no acotado) cuando alguna de las siguiente condiciones se ve-
rifica.
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(a) k(z,y) es simétrica y (i) se verifica (en este caso, —oo < Eg_k(X,Y) <
By, k(X,Y) < +00).

(b) Para algin xo e yo, (ii) se verifica y al menos unos de los valores
Eu k(X)Y) o Ey, k(X,Y) es finito.

Demostracion. (a) Por las expresiones obtenidas para el valor esperado
Enk(X,Y), que sabfamos que eran monétonas crecientes respecto de
la funcién de distibucién conjunta H(x,y) considerada, se deduce que
para todo H € H(F,G) el valor esperado Epk(X,Y) existe y satisface

—00 < By k(X,Y) < Egk(X,Y) < By k(X,Y) < +00.

» Si By k(X,Y) = —oo entonces Eyk(X,Y) = —oo para todo
H e H(F,G).

» Si—o0 < By, k(X,Y) < oo el resultado es trivial y se deduce del
lema previo cuando Ey_k(X,Y) = —o0.

(b) Supongamos Ey, k(X,Y) es finito entonces hay dos posibilidades:

» SiEBy k(X,Y)=En k(X,Y)entonces Egk(X,Y) = Ey k(X,Y)
para todo H € H(F,G).

» Si—00 < By, k(X,Y) < oo el resultado es trivial y se deduce del
lema previo cuando Fy_ k(X,Y) = —o0.

En el caso de suponer Fy_ k(X,Y) finito hay dos casos totalmente
andlogos:

» SiBy, k(X,Y)=Ey k(X,Y)entonces Egk(X,Y) = Ey_k(X,Y)
para todo H € H(F,G).

» Si By k(X,Y) < oo el resultado es trivial y se deduce del lema
previo cuando Ey, k(X,Y) = +o0.

]

Del teorema previo se deduce, para el caso en el que k es una funcion
casi-mondtona, que el infimo y el supremo de Exk(X,Y) para H € H(F,G)
se alcanzan en H_ y H, respectivamente y ademas, en particular, se tiene
que

Ey K(X,Y) = /0 R(F~(u), G (u))du
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Ey k(X,)Y) = /01 E(F~ ' (u), G™H1 — u))du.

Anélogamente, si k es una funcion casi-antimonétona, el infimo y el supremo
de Eyk(X,Y) para H € H(F,G) se alcanzan en H, y H_ respectivamente
y, ademas en particular se tiene que

By k(X,Y) = /01 (P~ (), G~1(1 — u))du

Eu k(X,Y) = /0 k(P (u), G (u))du.

Tomando k(x,y) = ||z — y||” que se trata de una funcién simétrica, casi-
antimondtona y continua estamos en condiciones de utilizar el resultado pre-
vio que nos asegura que

Bu Xyl = [ 1P -6 @l =t { B - vi o 0075

— 4, (X,Y) = ( /0 1||F—1(u) - G—l(u)npdu) l/p. (2.7)

En este contexto, si trabajando sobre la recta real consideramos p = 1
se deduce inmediatamente el siguiente resultado que nos permite expresar la
distancia de Wasserstein en términos de las funciones de distribucién, tenien-
do tinicamente en cuenta que el area encerrada por la funcién de distribucién
en toda la recta real es el mismo que el encerrado por la funcién cuantil en
el intervalo [0, 1].

Corolario 2.19. Sea B = R y consideramos p = 1 y p, v probabilidades en
R que vienen dadas por funciones de distribucion F y G respectivamente.
Entonces considerando ||z|| = |z| se tiene

o0

e / F(t) — G\ (b))t = / F(z) - G(a)|dz.

o0

Demostracion. La primera igualdad es consecuencia de (2.7)) aplicada al caso
particular de la recta real y p = 1.
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Ahora bien, para la segunda igualdad basta ob-
servar que el area encerrada por las funciones de
distribucién en R es el mismo que el encerrado
por las funciones cuantiles en el intervalo [0, 1].

e

Figura 2.1: Funciones de distribucién (izquierda) y cuantiles (derecha).

2.2.2. Algunas propiedades basicas

Los resultados que se recogen en esta subseccion se pueden consultar en
el apéndice del trabajo de Bickel et al [2], cldsica referencia que incluye una
recopilacion muy variada de propiedades de la p-distancia de Wasserstein.

Proposicién 2.20. Sean a,,a € I1,(R?). Entonces, las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

(1) dy(cn, ) 22> 0.
(2) o, = a débilmente y [||z||Pda,(z) — [||z]|Pda(z).

(3) o, — a débilmente y la funcion ||z||P es uniformemente integrable res-
pecto de {o, }°2 ;.

Demostracion.

(1) = (2) Supongamos que d,(a,, @) 2= 0. Consideramos variables alea-
torias X,, y X con leyes de probabilidad .Z(X,,) = a,, vy Z(X) = «, y veri-
ficando d,(av,, o) = E (|| X,, — X||P)*/?. Entonces haciendo uso de la segunda
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desigualdad trinagular observamos que

(/ Hfﬂdean(w))Up -(/ ||x||pda<w>)l/p = (BIX )" — (BX )

< (B| X, — X||P)/7 2% 0.

De lo anterior, sin més que despejar se deduce que

(fieteann) ™" = ( fetpaa) .

y de la continuidad de la funcién ¢(z) = xP se sigue que

JlialPdan@) == [Jalpdae)

Bl X, P === BIIX]P.

o equivalentemente,

A continuacién, vamos a probar que la sucesién {X,}>°, es ajustada. Sea
e > 0. Como E||X P 222 B||X||P existe un nimero natural ng tal que
E|X,||P < 2E|X|P para todo n > ng. Asi, aplicando la desigualdad de
Markov tenemos que

EIXal?  2EIX]" oo

aP aP

P(|Xa] > a) < 0.

Y, por tanto, para a suficientemente grande podemos conseguir P(|| X, || >
a) < ey, en consecuencia, {X,}>°, es una sucesion ajustada.

Ahora bien, observamos que si f es una funcién Lipschitziana, esto es, si
existe una constante K tal que || f(x) — f(y)|| < K||z — y|| entonces

H [ rwiane / f(@)da(@)| = 1B(F(X.) - BGEO)]
el X < ENf(X) - O < KE|IX, — X]

n—oo

<K(EIIX Xllp)l/p Kdy(amn, a) — 0,

donde en (x) se ha utilizado la desigualdad de Jensen, lo que implica que

[ f@dan@) = [ p@ydata)
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En consecuencia, como las funciones Lipschitzianas son una clase separante,
tenemos asegurada la convergencia débil de la sucesién {a,}°°; hacia « sin
mas que recordar el siguiente resultado:

“Sea € una clase separante y {F,}>° | una sucesion ajustada. Si F' es una
funcion de distribucion tal que [ fdF, = [ fdF para toda funcién

d
f €€, entonces F,, - F 7.

(2) = (3) Del teorema de representacién de Skorohod existen un espacio
probabilistico (2, o, P) y variables aleatorias U, y U de manera que

L) =an, LU)=a y U, U

Ahora bien, sabemos que la convergencia casi seguro implica la convergencia
en probabilidad, luego U, &5 U. Ademés también sabemos que el hecho de
que la funcién ||z||? sea uniformemente integrable respecto de {a,}22; es
equivalente a que la sucesién {||U,[|P}22; sea uniformemente integrable. Por
ultimo, como U,, = «,, y Z(U) = a sabemos que

EIUIP = [lelPdan(z) 5 EIUIP = | olPdao)

Ahora bien, por hipétesis tenemos que
/ zl[Pdon(z) — / lzlPda(z), o equivalentemente, E||U,|” — E||U]".

Trabajando en espacios LP, recordamos que son equivalentes:

1) U, Lp(Q)

(I) Uy = Uy B|UL|PP — E|U|P.

U.

(I1) U, & U v {||U,|IP}22, es uniformemente integrable.

En estas condiciones tenemos que U, %> U y E||U,|? — E|U|” que es
exactamente la afirmacién (II). Como (II) es equivalente a (III), tenemos
asegurado que U, 2 U y {||U,||P}22, es uniformemente integrable y ya he-
mos comentado que esto tltimo es equivalente a que la funcién ||z||P sea
uniformemente integrable respecto de {a,,}°2; que es lo que queriamos pro-
bar.
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(3) = (2) Suponemos que «,, — a débilmente y la funcién ||z||? es uniforme-
mente integrable respecto de {a,}9°,. Recurriendo nuevamente al teorema
de representacién de Skorohod tenemos que U, & U y {||U, [P}, unifor-
memente integrable lo cual es equivalente a U,, & U y E||U,||P — E||U||?
(es la implicacién (IIT) = (II)).

Luego a;, — a débilimente y E|U,[|” — E|[U[|” lo cual es equivalente a
[llz|[Pde,(z) = [|lz||Pda(z), con lo que se obtiene (2).

(2) = (1)

Suponemos que «, — « débilmente y [||z||Pda,(x) — [|lx|Pda(z). Razo-
nando como antes tenemos U,, <= U y E||U,||? — E||U||?, luego la equivalen-

cia (I) <= (II) nos asegura que U, N U, esto es, (E||U, — U|[P)"/? 22= 0.
En consecuencia, como

dy(crn, @) < (E||U, = UP)'7 =250,
se deduce que d,(ay,, @) 27%00. ]

Proposicion 2.21. Sea 1 < p < o0, entonces se verifican las siguientes
propiedades para la p-distancia de Wasserstein:

(1) d,(aU,aV') = |a|d,(U, V) para todo escalar a € R.
(2) d,(LU,LV) < ||L||d,(U, V) para toda aplicacion lineal L : R — R.

Demostracion.

(1) El caso a = 0 es evidente, por lo tanto, tratamos el caso a # 0. Suponga-
mos que Z(U) =p, Z(V)=v y m € ll(u,r) entonces

1/p
d (U, V) = nf { </ |z — prdw) ey, y)}
R4 xR

_ it { </RdXRdHH1(I,y) _ HQ(x,y)deW) el y)} |

Esto es, bajo cualquier probabilidad = € II(u,v) las proyecciones I1; y Il
verifican que

L) =p=2U0) y ZI)=v=2(V).
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Entonces, si a # 0 también se tiene que
ZL(ally) = L(aU) y ZL(ally) = ZL(aV).

De esta manera, podemos escribir

1/p
d,(aU,aV') = inf (/ ||all; — aH2||pd7T> c e ll(p,v)
RIxR4

1/p
= inf { (|a|p/ |11, — H2||pd7r) comoe (p, u)}
Ré x R4

= |ald,(U, V).

(2) Supongamos que Z(U) = p, L (V) = vy m € II(u,v) entonces, razo-
nando como en el caso anterior, bajo 7 se tiene que

L) =p=2U) vy L) =v=2(V)

luego
L(LI) = Z(LU) vy ZL(LIly) = Z(LV).

En consecuencia, se tiene que

1/p
d,(LU, LV') = inf { (/ | LI, — LHszdw) com e I(p, I/)}
RIxR4

1/p
< inf { <||L|| |1, — H2||pd7r) s e I(p, V)}
RIxR4
= [|Llldp (U, V).

O
Proposicién 2.22. Sean {U;}72, variables aleatorias independientes con le-

yes de probabilidad en IL,(R?) y sean, andlogamente, {V;}", variables alea-
torias independientes con leyes de probabilidad en I1,(R?). Entonces se tiene

que
dp (Z Uj,zvj) <> 4y (U, V).
ey =1

7j=1
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Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que los pares
(U;,V;) son independientes entre si y que ademés verifican

E(|U; = VilIP)? = dy(U;, V).

Ahora bien,
m m m m 1/p m 1/p
dp <Z Uj, ZV]> <FE <IIZ Uj — Z‘GII”) =E (IIZ(Uj - Vj)||p>
J=1 J=1 j=1 Jj=1 j=1
< Z (1U; = V3P = dy(Uy, V),
j=1 j=1

donde en la desigualdad marcada por () se ha aplicado la clésica desigualdad
de Minkowski. O

2.2.3. La 2-distancia de Wasserstein

El caso particular en el que p = 2, esto es, el caso de la 2-distancia de
Wasserstein es el méas importante y existen una gran cantidad de resultados
sobre el mismo. Veamos algunas primeras propiedades, siguiendo nuevamente
el trabajo de Bickel et al [2].

Una de las ventajas de trabajar con la 2-distancia de Wasserstein es que la
norma ||-||* proviene de un producto interno lo que nos permite hablar del
concepto de ortogonalidad, lo cual hace posible mejorar el resultado recogido
en la proposicién previa.

Proposicién 2.23. Sean {U;}"L, variables aleatorias independientes que to-
man valores en R? y sean también {Vi}iL, variables aleatorias independientes
que toman valores en R?. Supongamos que las leyes de probabilidad de ambas
familias de variables pertenecen a 11(R?) y que E(U;) = E(V;). Entonces

m

dZ(zUj,zvj) S AT
=t =1 i=1

Demostracion. Como en la proposicién previa suponemos que los pares (U;, V;)
son independientes y verifican dy(U;, V;) = E(||U; —V;|*)¥/2. Para poder pro-
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bar la desigualdad de interés, en primer lugar veamos que

dg(Uj,‘/j)z Si 12]7
E(<Uj—‘/j,Ui—V;>>: 7é
0 si 1 #£ 7.

= Si¢ = j se tiene que

E(<U; = V;,U; = V; >) = E(|U; = Vil*) = d2(U;, V)

= Si¢ # j se tiene que

E<U;-V;,U;—=V,>) =
=E(<Uj,U>—-<U;,Vi>—<V,Ui>+ < V,;,V;>)
=E(<U,U; > —E<U;,V;>) —E(<V;,U; >+ E(<V;,V; >)
=< E(U;),E(U;) > — < E(U;),E(V;) > = < E(V;), E(U;) > +

+ < E(V)), E(Vi) >= (%)

y teniendo en cuenta que E(V;) = E(U;) y E(V;) = E(U;), se deduce
que

(x) =2 < E(U)), B(;) > =2 < BE(U;), B(U;) >= 0.

Usando lo obtenido se deduce

§ (iUfV> p (Hjji;yj —gvjn?) _

Jj=1 Jj=1

B ( SUARTAS A >) N B (e (U - V) (U 1) )

=1

3,j=1

YE(< (U= V). (U= V) 2) = S B (I - Vi) = Y (U V)"

como queriamos probar. ]

Proposicién 2.24. Sean U y V variables aleatorias con valores en R?, cuyas
leyes pertenecen al conjunto Iy(R?). Entonces

do(U, V)2 = do(U — E(U),V — E(V))* + |[E(U) — E(V)|*.
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Demostracion. Denotamos a = E(U) y b = E(V) y elegimos U y V de
manera que do(U,V)? = E(||U — V||2. Ahora bien, se tiene que

E(|(U —a) = (V=0)[*) = E(|U = V|*) = |la — b]"

puesto que

E(|(U—=a)=(V=b)|*) = E(<(U-V)=(a=0),(U=V) = (a=b)>)
=E([(U-=V)IP+la=0b|*—2<U-V,a—b>)
= E(|(U=V)II") + E(lla—b]*) = 2E(< U = V,a—b>)
E(|(U=V)II*) + lla = b|I* =2 < E(U = V), E(a = b) >
U
(

S U VY2 +la—b|>—2<a—ba—b>

d
(U, V) + la = b]|* = 2]la — b]|* = do (U, V)* — [la — b]*,

de lo que se deduce que
do(U — a,V —b)? < do(U,V)* — |la — b||*.

Para probar la desigualdad contraria, basta tomar las variables U y V de
manera que

E(|(U—=a) = (V=b)|*) = d2(U — a,V = b)?

asi:
do(U, V) < E(|U = V|?) = E(|(U —a) = (V = b)|I* + la — b]]*)
=do(U —a,V =b)*+ |la—b|?
— dy(U,V)* = |la — b||* < do(U — a,V — b)?
como queriamos. O

Proposicién 2.25. Supongamos d =1, ||z|| = || y p = 2. Sean Uy, ..., U,
variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas cuyas leyes per-
tenecen a Il3(R) y sea U un vector columna (Uy, ..., U,). Suponemos lo mis-
mo para las variables Vi, ..., V, y'V, ademas que E(U;) = E(V;). Sea A una
matriz m X n de escalares, entonces AU y AV son wvectores aleatorios en
R™ equipado con la norma euclidea m-dimensional. Escribimos dy' para la
correspondiente dy-métrica. Entonces

dy (AU, AV)? < traza(AAY)dy(U;, Vi)2



CAPITULO 2. EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE OPTIMO 65

Demostracion. Suponemos que los pares de variables aleatorias (U;, V;) son
independientes entre si y que, ademas, verifican dy(U;, V;) = E((U; — V;)?)Y/2.

Teniendo en cuenta que dado un vector columna w de dimensiéon m su norma
al cuadrado es la suma de sus elementos al cuadrado, que es lo mismo que la
traza de la matriz w w?, se tiene que

dy (AU, AV)? < E(|AU — AV|)*) = E(J|A(U - V)|I*) 2.8)
= E [traza(A(U = V)(U — V)'AY)] . '

En primer lugar, calculamos la expresion de A(U — V'), que viene dada por

a1; Q12 Az -+ Qin U, -V
Q21 Q22 A23 -+ Qi Uy — Vs n
a a a e a — — (ATT. — 1/
31 (32 a33 3n Us—=V3 | = E a;;(U; — V) )
: : : . : : j=1 i=1,..m
Am1 Am2 Qm3 - Amn Un - Vn

Asi, la expresién A(U — V)(U — V)t A" la podemos calcular como sigue

> i1 a1 (U = Vj) > i1 a1i(U; = V) m [ on 2
: : => (Zaz‘j(Ua‘—Vj)> :

i1 amj (U = V5) > iy ami(Uj = Vj) =1 \j=l

t

Estamos interesados en calcular el valor esperado de la expresién inmediata-
mente anterior, esto es,

E 2(;%]‘([]]'—‘/})) _;E (Zlaij(Uj_Vj)>

Ahora bien, observamos que:
= Sii=j entonces E [(U; — V;)?] = d3(U;, V;)?.
= Si i # j entonces
EU; = Vi)(U; = Vj)] = E(GU; = UiV, = ViU; + ViV;) =
= E(UU;) — E(UV;) — E(V;Uj) + E(ViV;) =
= E(U)E(U;) — E(U)E(V;) = E(V,)E(U;) + E(V) E(V;) =
= E(U)E(U;) — E(U;)E(U;) — E(U;) E(U;) + E(U;) E(U;) = 0,
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donde se ha hecho uso de las hipétesis de independencia de las fami-
lias de variables aleatorias {U;} , v {Vi}, y de la hipétesis de que
E(U;) = E(V;). Ademés, se ha tenido en cuenta que la familia de los
pares {(U;, V;)}1-, es independiente, por lo que las variables aleatorias
obtenidas al aplicar las proyecciones sobre el primer y segundo elemen-
to del par también son independientes entre ellas, esto es las variables
U; v V; son independientes y, en consecuencia, las familias {U;}"; y
{V;}®_, son independientes entre si también.

Sabiendo esto

E (Zaw(w—vj)) = 2d3(U Vi),
j=1

lo que implica que

zm:E (Zn:aij(Uj _V7)> ZCL dl U V

i=1 j=1

Teniendo en cuenta que las variables U; estan igualmente distribuidas y lo
mismo pasa para las variables Vj, se tiene que d3(U;, V;)? = d3(U;, V;)? para
todos i,5 € {1,...,n}, luego

m n 2 m
DB (Z%(Uj—m) —(Zai-) dy (U3, Vi)? =
i—1 j=1 i=1

= traza(AA")dy(U;, Vi)?,

como se queria probar. O]

Caracterizacion de soluciones

Para este caso particular, existe una caracterizacion de la solucion basa-
da en la pertenencia a un subgradiente de una funcién semicontinua inferior
y convexa. Vamos a esbozar la prueba de este resultado siguiendo el articulo
de Rachev y Riischendorf [I7], pero antes vamos a introducir el problema
de dualidad debido a Kantorovich mediante un ejemplo (como hicimos pa-
ra introducir el problema de Kantorovich, siguiendo el libro més actual de
Villani [19]) y algunas nociones sobre andlisis convexo que vamos a requerir.
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El problema primal de Kantorovich lo presentamos mediante el ejemplo de
transportar una masa de arena a un agujero teniendo en cuenta que realizar
dicho transporte tenia un coste asociado. Si pensamos en el caso discreto,
podriamos plantearlo como el clasico problema de transporte en el que se
tienen m fabricas con ciertas ofertas de un producto y n clientes con su res-
pectivas demandas del mismo producto. Asi, conocido el coste de transportar
una unidad de producto desde cada fabrica hasta cada cliente, el problema
primal de Monge-Kantorovich trataba de minimizar el coste del transporte.
Esto es, en el problema primal la preocupacion central era el coste.

Sin embargo, en el problema dual se da importancia al precio. Imaginemos
que una empresa de transporte nos ofrece resolver nuestro porblema de trans-
porte, es decir, nosotros desde cada fabrica vendemos toda nuestra produc-
cion a la empresa de transporte y luego ella se encarga de realizar las entregas
a los clientes y poner sus precios de venta. Entonces, si suponemos que ¢(x)
es el precio por el que vendemos una unidad de producto de la fabrica z y
que la empresa de tranporte vende una unidad de producto a precio ¢(y)
al cliente y, el dinero ganado por la empresa de transporte es ¢(y) — ()
por cada unidad de producto vendido entre la fabrica = y el cliente y. Desde
nuestro punto de vista, la cantidad ¢(y) — 1(x) es el precio de transporte
entre la empresa x y el cliente y. Asi, para que los precios de la empresa sean
competitivos es sensato pensar que el precio de transporte asociado a la em-
presa especializada debe ser menor que el precio de transporte que teniamos
en el problema primal, esto es ¢(y) — ¢ (x) < ¢(z,y) (en caso contrario no
saldria rentable contratar a la empresa de transporte ya que sacariamos mas
beneficio realizando nosotros las entregas).

Asi, cuando nos encargamos del transporte nos centramos en minimizar el
coste, mientras que cuando contamos con la empresa de transporte en lo que
se fijan ellos es en maximizar los beneficios obtenidos. De estas ideas surge
de forma natural el problema dual de Kantorovich.

Definicién 2.26 (Problema dual de Kantorovich). Dados dos espacios pro-
babilisticos (Q, 01, 1) ¥ (9, 092,v) y siendo el problema primal de Kantoro-
vich

Minimizar () ::/ c(x,y)dn(z,y),
TI'GH(,LL,V) Q1 xQs
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el problema dual de Kantorovich se define como sigue

Maximizar dv(y) — Ddilz),
W.BeLr(w.Li) Jo, ¢(y)dv(y) mw< )dp()
¢ (y)—p(z)<c(z,y)

Ahora bien, la 2-distancia de Wasserstein entre dos probabilidades u, v €
I15(R?) sabemos que viene dada por

aurp =t { [ o yPare) s memun}. (29)

y como en la versién probabilista se trabaja con variables aleatorias de cua-
drado integrable, tenemos que si Z(X) = py Z(Y) = v entonces

E|X —Y|? = |EX — EY|* + traza(%,) + traza(%,) — 2traza(Cov(X,Y)),

donde ¥, = Cov(X) y X, = Cov(Y). Fijadas p y v, los tres primeros su-
mandos de la expresién inmediatamente anterior son fijos, luego (2.9) es
equivalente a encontrar

sup {traza(y) : ¢ € Cov(p,v)}, (2.10)
donde
Cov(p,v) = { e R*xR? : ¢p = Cov(X,Y) con L(X)=py LY)=v}.
Por dltimo, el problema es equivalente a
sup{E < XY >: Z(X)=py ZY)=r}. (2.11)

Vamos a adaptar el problema dual asociado a este ultimo problema plan-
teado haciendo uso de algunos conceptos de analisis real. Introducimos los
conceptos de funciéon semicontinua inferior y funcién conjugada.

Definicién 2.27. Una funcién f : R? — R se dice que es semicontinua
inferior en el punto zy € R? si para cada ntimero real y < f(x() existe un
entorno U de xy de manera que f(z) > y para todo x € U. Equivalentemente,
f es semicontinua inferior en xq si, y solo si,

h'nginff(a:) > f(xo).

Asi, la funcién f se dice que es semicontinua inferior si es semicontinua
inferior para cada punto de su dominio de definicion.
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Definicién 2.28. Dada una funciéon convexa y semicontinua inferior f en
R?, denotamos por f* su funcién conjugada que viene definida por

f*(y) = sup {< 2,y > —f(z)}

zER?
y denotamos el subdiferencial de f en el punto x como
Of(x) ={y eR* : f(2) = fla)+ <z—=z,y >, z€R}.
A los elementos de df(z) los denominaremos subgradientes de f en x.

Observacién 9. Si f es diferenciable en el punto x, entonces Jf(z) esté
formado por un unico punto que coincide con V f(z).

Observamos que por definicién tenemos que

[ y) = sup {<z,y>—f(2)} 2<z,y > —f(r) = [ffy)+f(z)>2<2,y >,

en consecuencia, para todo z € R? y para todo y € R? se verifica que

f*(y)+ f(z) >< 2,y > con igualdad si, y sélo si, y € 9f(X).

Con las nociones expuestas podemos esbozar la demostracién del teorema
de caracterizacion de soluciones.

Teorema 2.29. Sean u,v € [I(RY).

(a) Eriste solucidn de (2.9)), esto es, existen variables aleatorias X eY con
L(X)=pyLY)=v tales que dy(u,v) = (E|| X — Y||*)"/2.

(b) Sean X €Y tales que L (X) = py ZL(Y) = v, entonces (X,Y) es
una solucion de (2.9) si, y sélo si, Y € 0f(X) casi sequro para alguna
funcion semicontinua inferior y convexa f.

Demostracion. Que la 2-distancia de Wasserstein entre dos probabilidades
w, v € I(RY) alcanza su infimo ya lo sabemos, por tanto pasamos a probar
el apartado (b).

( <= ) Sean X e Y variables aleatorias y suponemos que Y € 0f(X) casi
seguro para alguna funcién semicontinua inferior y convexa f. De esta ma-
nera, para otras variables X e Y tales que Z(X) =pny Z(Y) = v, se tiene
que

E<XY><E[f(X)+fY)=Ef(X)+f(Y)=E<X,Y >,
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lo que prueba que (X,Y’) es solucién 6ptima de ([2.9)).

( = ) Para esta implicacién necestitamos usar un resultado auxiliar de
dualidad expuesto por Kellerer que nos garantiza la siguiente igualdad

C(p,v) ::sup{/ <xyy>dr(z,y) : WGH(M,V)}:
RIxR4

. e li(u), o Liv) | _
= 1nf{ " Y(z)dp(x) + /Rd P(y)dv(y) : <z,y>< () + o(y) } =: I(p,v),

para la prueba de este resultado se puede consultar el Teorema 2.6 del articulo

I3].

Del apartado (a) sabemos que como C'(u, v) admite solucién entonces I (p, v/)
también tiene solucién y, por lo tanto, existen funciones ) € Li(u) v ¢ €
L1(v) de manera que

Hnw)= | w@dn)+ [ oavly) v <.y >< )+ ol).

Ahora bien, si definimos f = ™ tenemos que f es convexa y semicontinua
inferior y

<z,y >< f(o)+ f(y) <Y(x) + o(y)

o equivalentemente, el par (f, f*) es solucién de

inf{ » Y(z)dp(z) + /]Rd o(y)dv(y) - i ijliﬂg),ﬂf) ilg(by(;) } .

Entonces < X, Y >= f(X)+ f*(Y) casi seguro y, por tanto, Y € 9f(X). O

El resultado anterior es muy interesante, pues garantiza que en el caso
de existir una solucién 6ptima el par de variables aleatorias correspondientes
van a verificar que una pertenece al subgradiente de una funcién convexa y
semicontinua inferior de la otra. Este teorema puede establecerse también
haciendo uso de argumentos de monotonia ciclica y es lo siguente que vamos
a presentar, sin demostraciones.

Empezamos introduciendo los conceptos de conjunto ciclicamente mondétono
y de funcién de transferencia ciclicamente mondtona, siguiendo de nuevo el
libro de Villani [19].
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Definicién 2.30. Sea c : R?xR? — (—o0, 0o] una funcién. Un subconjunto
I' ¢ R*xR? se dice que es c-ciclicamente monétono si, para cada N € Ny
para cada familia (z1,v1), ..., (zn,yn) de puntos de T', se verifica la siguiente

desigualdad
N N

D clwny) < el yin) (2.12)
i=1 i=1
(con el convenio de que yyy1 = ¥;). Una funcién de transferencia se
denomina c-ciclicamente monétona si estd concentrada en un conjunto
ciclicamente monotono.

En el caso discreto, en el que tenemos un problema de transporte entre m
fabricas y n clientes, este concepto nace de pensar que el coste de transporte
obtenido es muy alto y tratar de reducirlo redirigiendo transportes realizados
entre una fabrica y un cliente hacia otros clientes mas cercanos. Para ello,
tomamos una fabrica x; que transporta k unidades del producto en cuestién
a un cliente y;, y decidimos que una unidad de producto de ese envio se va
a redirigir a otro cliente y que estd mas cerca de la fabrica x;. Entonces, en
términos de la funcién de coste ¢, ganarfamos c(x1,y2) — ¢(z1,y1). Como el
problema de optimizacion tenia una soluciéon factible que estamos alterando,
ahora resulta que el cliente y, tiene un exceso en las unidades de producto
solicitado, entonces esa unidad de mas que recibe de otra fabrica xy debe
ser redirigida a otro cliente, digamos y3. Este proceso se sigue hasta que
conseguimos redirigir una unidad de producto desde una fabrica xy al cliente
y1 en el que hemos empezado los cambios. Asi, la nueva solucién factible
calculada es mejor que la anterior si y sélo si

c(x1,y2) + (@2, y3) + ... +clxn, y1) < c(x1, 1) + (T2, y2) + ...+ c(zn, yn).

Una funcién de transferencia c-ciclicamente monotona, es aquella que no
puede ser mejorada, esto es, no podemos realizar pertubaciones en ella (re-
firiéndonos a redirecciones en el transporte) con la finalidad de obtener otra
mas “econdmica”. Asi, si una funcién de transferencia es 6ptima, es claro que
debe ser también c-ciclicamente mondtona. Es bien conocido que el reciproco
también se cumple, de hecho, una funcién es ciclicamente mondétona si, y sélo
si, esta puede escribirse como el subgradiente de una funciéon semicontinua
inferior y convexa.

Teorema 2.31. Sean p,v € ly(R?). Consideramos el problema de Monge-
Kantorovich asociado a la funcién coste c(x,y) = ||x — y||*>. Entonces:
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(i)

(i)

(iii)

(i)

El vector (X,Y) con Z((X,Y)) =7 € [I(u,v) es dptimo si, y solo si,
existe una funcion ¢ convexa y semicontinua inferior tal que

Y € 0p(X), m-casi seguro.

Ademds, en estas condiciones, el par (p,¢*) es un minimizante del
problema dual

wt { [ swuto)+ [ i) <> o) + o)}

St ;o mo da probabilidad a conjuntos de dimension d—1, entonces existe
una unica probabilidad m € Il(p, v) optima, que viene dada por

dr(z,y) = du(z)d (y = Vp(z)),

donde Vi es el unico gradiente (u-casi sequro) de una funcion que
transporta | en v, esto es: Vo = v.

St 1 no da probabilidad a conjuntos de dimension d — 1, entonces Vi
es la unica solucion del problema de Monge

[ e = Velo)Faua) = [ 1o =T Pduo)

Sty v no dan probabilidad a conjuntos de dimension d — 1, entonces
para todo x ey se tiene que

V" (Vo(x)) =2, p-casi seguro;

Vo (Ve*(y)) =y, v-casiseguro.

Ademds, V™ es el unico gradiente, v-casi sequro, de una funcion con-
vexa y semicontinua inferior que transporta v en u, esto es, Vo #v =
w. Desde otro punto de vista, V™ es la solucion del problema de Monge
de transportar v en p considerando el coste cuadratico.
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2.3. Copulas y estructuras de dependencia

Para desarrollar esta seccion vamos a seguir como referencia principal el
articulo de Cuesta-Albertos et al [I1] para los conceptos y resultados relacio-
nados con las cépulas, estructuras de dependencia y el transporte 6ptimo vy,
también utilizamos el trabajo de Riischendorf [16] para los aspectos relacio-
nados con la transformada distribucional y el Teorema de Sklar.

Dado un espacio de probabilidad (€2, o, P), sea X una variable aleatoria
con funcién de distribucién F' y sea V' una variable aleatoria con distribu-
cién uniforme en (0,1) independiente de X. La funcién de distribucién
modificada F'(z, \) se define como

F(z,\):=P(X <z)+ AP(X =x).
Y se define la transformada distribucional de X por
U:=F(X,V). (2.13)

Una representacién equivalente de la transformada distribucional de X es la
siguiente
U=FX-)+V(F(X)—-F(X-)).

Para el caso de funciones de distribucién continuas es evidente que F'(z, \)
coincide con F'(x) y, en este caso, es conocido que U = F(X) sigue una dis-
tribucién uniforme en (0,1). En esta linea, el hecho de que la transformada
distribucional de una funcién de distribucién F' siga una distribucion unifor-
me en (0,1) es siempre cierto, incluso en los casos en los que F' no se trate
de una funcién de distribucién continua.

Proposicion 2.32. Sea U la transformada distribucional de X definida por
@2.13). Entonces U < U(0,1) y X = F~Y(U) casi sequro.

En el contexto de la 2-distancia de Wasserstein, los emparejamientos
optimos estan muy relacionados con la transformada distribucional y con el
concepto de variables similarmente ordenadas que exponemos a continuacién.

Definicién 2.33. Dadas dos variables aleatorias X; y X, se dice que estan
similarmente ordenadas si

(X1 (w) = X1 (@) (Xa(w) = Xa(w)) 2 0

. 1 . S.0.
P x P- casi seguro, y escribiremos X; ~ Xo.
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Para desarrollar la teoria de copulas y de distribuciones con la misma o
igual estructura de dependencia vamos a partir del siguiente resultado que
se puede encontrar demostrado en [I1].

Proposicion 2.34. Sean X, y X5 variables de cuadrado integrable con fun-
ciones de distribucion Fy y Fy, respectivamente. Entonces:

(a) Son equivalentes:

(a.i) (X1, Xs2) es un emparejamiento éptimo para la 2-distancia de Was-
serstein.

((I,ZZ) F(X1,X2)('T7y) = min{F1<x)> FZ(?/)} para todo x,y.

(a.iii) Eziste una variable aleatoria U, uniforme en (0,1), tal que para
funciones crecientes ¢y y ¢o se tiene

Xi=01(U) vy Xo=¢2(U), P-casiseguro.

(a.iv) X1 N X2.

1

(b) Las funciones ¢1 y ¢2 en (a) son esencialmente unicas, ¢; = F; ~ casi

sequro respecto de la medida de Lebesque.

(c) Los pares (X1, Fy ' o F1(X1,V1)) y (F{ ' o Fy(X3,V3), Xs) son dptimos
para la 2-distancia de Wasserstein.

(d) Si Py es no atomica y (X1,Y1) es un emparejamiento éptimo para la
2-distancia de Wasserstein entre Py y Py, entonces

Yy = F; 1o Fi(X,), casiseguro.

(e) Si' Y1 = ¢1(X1) con ¢y creciente, entonces (X1,Y1) es un empareja-
miento optimo para la 2-distancia de Wasserstein.

Este resultado no es del todo novedad, pues ya sabemos que si (X,Y) es
un emparejamiento optimo para la distancia de Wasserstein, del desarro-
llo hecho en el apartado 2.2.1, su funcién de distribucién era H,(X,Y) =
min{ F(z), F»(y)}; que corresponde a la equivalencia (a.i) < (a.ii). Esto es,
la distribucién dada en (a.ii) es la asociada a la pareja de funciones cuantiles
asociadas a las funciones de distribuciéon marginales.
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Los resultados en los que vamos a centrar nuestro interés son los empare-
jamientos relativos a transformaciones mondtonas componente a componen-
te, pues el caso de la 2-distancia de Wasserstein es uno de ellos. Observamos
que para la funcién de coste cuadratica co(z,y) = ||z — y||* se verifica, tra-
bajando con x = (z1,...,24) ey = (Y1,-..,Ya), que:

62<x’y) = Z

=1 =1

Co mza yl

M&

La optimalidad de este tipo de transformaciones se recoge en el siguiente
resultado que se enuncia y prueba para la funcion de coste cuadratica, pero
que es cierto en el caso mas general de funciones de coste de la forma c(z,y) =
Zle c¢i(x;,y;) donde ¢;(x;,y;) = ¢i(x; — y;) con ¢; estrictamente convexa.

Proposicion 2.35. Consideramos la funcion de coste cuadrdtico. Sean p, v €
I1(RY) con distribuciones marginales respectivas p;, v;, 1 < i < d y sean X
e Y wariables aleatorias con L (X) =p y Z(Y) = v, entonces:

(a) da(p,v)? > S0 dolps, vi)?.

(b) X; ©Y;, 1<i<dsi, ysdlo si, (X,Y) es un emparejamiento éptimo
para la 2-distancia de Wasserstein y do(p, v)* = Z?Zl do (i, v;)?

Demostracion. Para probar el apartado (a) basta observar que

d
do(p, v)? = inf {/Z | — yilPdm (i, p5) - 7€ T(p, V)}
i=1

inf {/ |z — vl *dm (w5, ;) ™ € T, V)}

nf{/|xZ yz| dmi(zi,y;) = m € W(p, v } ng ,uz,yz

Por otro lado, se da la igualdad en (a) si, y sélo si, existe un emparejamiento
6ptimo (X, Y') para la la 2-distancia de Wasserstein, de manera que E(|X; —
Yi|?) = do(us,v;)? para todo 1 < ¢ < d. Una condicién suficiente es que
X, R, para todo 1 <7 <d. O

M=

i=1

'M&

=1

Del resultado previo y de la Proposicién se deduce el siguiente co-
rolario.
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Corolario 2.36. Consideramos la funcion de coste cuadrdtico. Sean p,v €
I(RY) con distribuciones marginales ji;,v;, donde p; es no atémica, y fun-
ciones de distribucion marginales F; y G;, 1 < i < d. Sean X e Y wvectores
aleatorios con L (X) = pu y ZL(Y) = v, entonces son equivalentes:

(1) (X,Y) es un emparejamiento optimo para la 2-distancia de Wasserstein

Y dQ(,uv V)2 = 2?21 d2(,ui; Vi)Q-
(2) Y; = G;' o Fi(X;) casi sequro 1 < i < d.

Demostracion.

(1) = (2) Con las hipdtesis de (1) estamos en condiciones de aplicar el
apartado (b) de la Proposicién , del que se deduce que X; Y] para
todo 1 < ¢ < d. Y con lo obtenido del apartado (a) de la Proposicién
se tiene que (X;,Y;) es un emparejamiento 6ptimo para ds(p;, v;) para todo
1 < i < d. Nuevamente del apartado (d) de la Proposicién se tiene que
Y; = G;' o Fy(X;) casi seguro para todo 1 <i < d.

(2) = (1) Como las funciones G; ' o F} son crecientes del apartado (e) de la
Proposicién se deduce que (X;,Y;) es un emparejamiento 6ptimo para
la 2-distancia de Wasserstein para todo 1 < ¢ < d. Esto sabemos que es
equivalente a que X; Y] para todo 1 < i < d en virtud del apartado (a)
de la Proposicién 2.34] Por tltimo, aplicando la proposicién previa tenemos
que (X,Y) es un emparejamiento éptimo para la funcién de coste ||z — y||?

y da(p, V>2 = 2?21 dQ(Mi, Vi)Z' L

A continuacién introducimos el concepto de cépula y tratamos el proble-
ma de la existencia y construccion de la misma via el Teorema de Sklar.

Definicién 2.37. Se dice que una aplicacién C' : [0,1]* — [0,1] es una
copula si es la funcién de distribucién de un vector aleatorio d-dimensional
en el cubo unidad con funciones de distribucién marginales uniformes.

Es muy conocido el resultado de existencia de cépulas para cualquier
funcién de distribucién d-dimendional, el cual presentamos en el siguiente
teorema y demostramos haciendo uso de la transformada distribucional.

Teorema 2.38 (Teorema de Sklar). Sea F' una funcion de disfribucion d-
dimensional con funciones de distribucion marginales FY, ..., Fy. Entonces
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eziste una copula C' tal que

F(zy,...,xq) = C(Fi(21), ..., Fa(xg)). (2.14)

Demostracion. Sea X = (Xi,...,X,4) un vector aleatorio en un espacio de
probabilidad (2,0, P) con funcién de distribucién F'y consideremos V' in-
dependiente de X y con distribucién uniforme en (0, 1). Trabajando con las
transformadas distribucionales U; := F;(X;,V), 1 < i < d, tenemos que
U, < U(0,1) y X; = F;1(U;) casi seguro para 1 < i < d, en virtud de la
Proposicién [2.32]

Ahora bien, definiendo C' como la funciéon de distribucién del vector U =
(Uy,...,U,) tenemos que

Fx)=P(X <2)=PX;<7;,1<i<d)=PF 1 U) <z;,1 <i<d)
=PU; < F(x),1<i<d)=C(Fi(1),...,Fyzq)),

esto es, C es una copula de F' como queriamos probar. O

Definicién 2.39. Denominaremos a cualquier funciéon C' como en ([2.14)) una
funcion de dependencia de F'.

Por la construccién realizada en la demostracién del Teorema de Sklar,
es evidente que si las funciones de distribucién marginales F; son continuas,
1 < < d, entonces la funcién C' esta determinada de forma tnica.

Otra forma de realizar esta construccién serfa tomar una familia {V;}¢_; de
variables aleatorias, independientes e igualmente distribuidas con distribu-
cién uniforme en (0, 1) que sean independientes de {X;}% ;. De esta manera
tomando U; = F;(X;,V;) tendriamos que U; < Uuo,1)y X, = E-4U) y,
como antes, definirfamos una cépula de F' como

C*(Fl(xl)7 ) Fd(‘rd>> - F(xh R 7xd)7
o equivalentemente
C’*(ul,...,ud) = P(Ul S u17'~-Un S Ud).

En este caso, C* depende de la eleccién de la familia {V;}",, pero si las
funciones de distribuciéon marginales son continuas entonces coincide con la
funcién

D(Ul, c. ,’U,d> = P(Fl(Xl) S Uy .ty Fd(Xd) S ud).
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Definicién 2.40. Se dice que dos probabilidades pu, v tienen la misma es-
tructura de dependencia si existe una funcién de dependencia comin para
py v. Esto es, si para la misma elecién de la familia {V;}¢, se tiene que

Y = C5, para algin par de vectores Z(X) = pu, Z(Y) = v.

Continuamos con el dltimo resultado de esta seccién, que relaciona las
afirmaciones vistas en proposiciones previas sobre las transformciones com-
ponente a componente con las distribuciones con la misma estructura de
dependencia.

Teorema 2.41. Sean u,v € II(R?) con distribuciones marginales ju;, v;,
1 <i <d. Consideramos X un vector aleatorio tal que £ (X) = u, entonces
son equivalentes:

(0) dop,v)* = 0, do(ps, ).

(b) p y v tienen la misma estructura de dependencia.

(c) (X,Y) es un emparejamiento ptimo para do(p,v), donde Y; = Gt o
Fy(X;,V;) siendo {V;}4_, variables aleatorias independientes, igualmen-
te distribuidas e independientes de X, V; L U(0,1).

(d) Existe Y con L(Y) =v tal que X; T Y;, 1 <i<d.

Demostracion. Para realizar la demostracion vamos a probar las siguientes
implicaciones (a) <= (d) y (b) = (¢) = (d) = (b).

(a) <= (d) Es consecuencia directa del apartado (b) de la Proposicién[2.35

(¢) = (d) Si(X,Y) es un emparejamiento éptimo para da (s, ), entonces
Z(Y) = v donde el vector Y esta definido por V; = G; ' o F;(X;,V;) siendo
{V;}4_, variables aleatorias independientes, igualmente distribuidas e inde-
pendientes de {X;}L ,, V; Ly (0,1). Luego ya tenemos una variable aleatoria
con ley de distribucién v, sélo falta probar que, componente a componente,
esta similarmente ordenada a X.

Como Y; = G; ' o Fi(X;,V;) para todo 1 < i < d, del Corolario [2.36] se si-
gue que da(p, v)2 = 320 do(ps, v4)? y de la proposicién [2.35 apartado (b) se
deduce que X; T Y;, 1 <i<d.

(b) = (c¢) Si py v tienen la misma estructura de dependencia y F;, G; son
su respectivas funciones de distribucion marginales, entonces existen vectores
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aleatorios X e Y con Z(X) = py Z(Y) = v de manera que los vectores
U = Fi(X;, V) y U; = Gy(Y;, V;) verifican

i ~ ~

U:(Ula"'yUd) U:(Ula"'aUd)

y, en consecuencia,
Y = (GTH D), ..., G N U) L (GTH UL, ..., G (U) =Y = L(Y) =

Ademads, en virtud de los apartados (¢) y (a) de la Proposicién [2.34] se tiene
que:

(1) Para todo 1 < < d el vector
es un emparejamiento 6ptimo para ds(p;, ;).

(2) Como (X;,Y;) es un emparejamiento 6ptimo para dy(j1;, ;) entonces

Ahora bién, de la Proposicion se sigue que (X,Y) es un emparejamiento
éptimo para da(pu, v).

(d) = (b) Siexisten X e Y tales que Z(X) =p, L(Y)=vy X; XY, de
los apartados (b) y (a) de la Proposicién se deduce que existen variables
Ui, ..., Uq uniformes en (0, 1) tales que

Consideramos C(x1,...,2q4) = P(U; < z1,...,U, < x4), entonces

F(xl, . ,.Z‘d) = C(Fl(l’l), cee ,Fd(xd))

G(xy,...,xq) = C(Gi(x1),...,Gy(zq)),

lo que prueba que p y v tienen la misma estructura de dependencia. ]
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Como en la Proposicion y su correspondiente corolario, este resultado
. ) . d

también es cierto para funciones de coste de la forma c(z,y) = > 7, ci(zi, yi)

donde ¢;(z;, y;) = ¢i(x; — y;) con ¢; estrictamente convexa.

Lo més destacado de todo lo expuesto es que al buscar emparejamientos
optimos para la 2-distancia de Wasserstein entre distribuciones con la misma
estructura de dependencia, es suficiente trabajar componente a componente.
Este resultado tendra mayor relevancia en el proximo capitulo.

2.4. Factorizacién polar

En las secciones previas hemos visto que los subgradientes de funciones
convexas son los grandes protagonistas en la teoria del transporte éptimo
para la funcion de coste cuadratica. En este caso particular, la factorizacién
polar establece que si se busca transportar una medida de probabilidad a
otra mediante una aplicacién de transporte 6ptimo, entonces esta aplicacién
puede expresarse como la composicién de una transformacién monétona y
una rotacién. Es decir, el transporte 6ptimo se puede descomponer en una
parte que reorganiza la masa de manera monotona y una parte que rota la
masa.

Los resultados de factorizacién polar abstracta suelen asociarse a Brenier, ya
que dedicé parte de su investigacién a formular un teorema de factorizacion
polar en un contexto abstracto que conseguia generalizar otros resultados
bien conocidos como la descomposicién polar de matrices o el teorema de
descomposicion de campos de vectores de Helmholtz. En esta linea, siguiendo
los articulos [5] y [6] de Brenier, empezamos introduciendo los conceptos
necesarios para poder exponer el Teorema de factorizaciéon polar en el caso
particular y después ilustramos su relacion con el transporte 6ptimo. Las
dos nociones que aparecen en el resultado de interés son las aplicaciones
que conservan medidas y las reorganizaciones o reordenaciones (en inglés,
rearrangements).

Definicién 2.42. Una aplicaciéon que conserva medidas de un espacio de
probabilidad (€24, 1) en otro espacio de probabilidad (2, ) es una aplicacién
s: €y — Qy tal que s7}(A) es un conjunto p-medible de Q; y u(s7(A)) =
v(A), para todo conjunto A v-medible de 5. O equivalentemente, fos es una
funcion integrable respecto de p y le fosdu= fm fdv, para cada funcion
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f integrable respecto de v.

Observacién 10. Esta definicion observamos que es totalmete analoga a la
de aplicaciéon que transporta p en v, esto es, que la aplicacién s : ; — €2
conserve medidas de (21, i) en (€29, v) es equivalente a v = s#pu.

Definicién 2.43. Si d € N, llamamos reordenacién de u € L?(€y, u; RY)
en (Qy,v), a cualquier funcién v € L?(Qy, v; RY) que verifica

g flu(z))dp(r) = g fu(y))dv(y)

para cada funcién f continua en R? tal que |f(2)] < C(1 + ||z]?).

Observacién 11. En la terminologia probabilistica, suponiendo que pu y v
son probabilidades, la definicién previa es equivalente a decir que u y v son
igualmente distribuidas, esto es, las medidas que engendran en R? son iguales.

Como se recoge en el tercer capitulo del libro de Villani [19], el Teorema
de factorizacion polar introducido por Brenier, para el caso particular en el
que se trabaja con p = 2, puede exponerse de la siguiente manera:

Teorema 2.44. Sean Q; y Qy subconjuntos de R? y consideramos medidas
de probabilidad \ € TI(Q) y v € [15(€y). Sea h: Q; — Q3 C R una funcion
de L*(Q1,\) y consideramos p = h#\. Suponiendo que p y v no dan masa
a conguntos de dimension d — 1, entonces existe un unico par (Vi s) tal que

= ) Qo — Q3 es convexa,
m 50 — Oy es tal que s#N = v,
» h=Vyos.

En particular, el diagrama

(€1, A) (€23, 1)

(QQ’U>

es conmutativo. Ademds, s es la unica proyeccion de h en S(Qq,Qs), el con-
gunto de aplicaciones o que verifican oH#\ = v.
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Este teorema resulta ser practicamente equivalente al Teorema [2.31), en el
que se recogian diferentes caracterizaciones de la solucién para la 2-distancia
de Wasserstein.

Observacion 12. En el contexto anterior, a la funcién h se le puede asociar
una probabilidad o de manera que

Rdf(y)da(y) =/ f(h(x))dv(z)

para toda funcién f continua en R? y de soporte compacto.

Un problema de interés seria tratar el caso en el que se trabaja con
una sucesiéon de medidas de probabilidad {«,}5°; que converge débilmente
hacia otra probabilidad «, en vez de trabajar tinicamente con la medida de
probabilidad « que se le ha asociado a la funcion h.

Aunque no aparezca recogido en el resultado anterior, en [6] (Teorema 1.3)
Brenier demostré que, al trabajar con la sucesién de funciones convexas
{wn}o2, de L?(€y, v) asociada a la sucesién de funciones {h,, }22, de L*(, \)
en el sentido del teorema previo, si la sucesién de probabilidades {a, }22 ; que
se le asocia a la sucesién {h,}>2; verifica que «,, — « débilmente, entonces
se tiene la convergencia

Vi, = Vi en L*(Q,v).

En la misma linea, en 1997 Cuesta-Albertos et al demostraron en [10] (Teo-
rema 3.4) que la convergencia Vi, — V1 es, de hecho, v-casi seguro. Enun-
ciamos a continuacion el resultado.

Teorema 2.45. Sean {11, %, {vn},, 1t y v medidas en Iy(RY) tales que
i es absolutamente continua respecto la medida de Lebesgue, i, — p débil-
mente y v, — v débilmente. Supongamos que H, (resp. H) son transportes
optimos entre p, y v, (resp. entre p y v) para todo n € N. Entonces, si
{X, 152, es una sucesion de vectores aleatorios que converge casi sequro a X
con L(X) = p y tales que £(X,) = pn para todo n € N, entonces se tiene
que
H,(X,) = H(X), v-casi sequro.

Por dltimo, en esta misma linea pueden consultarse el Teorema 2.8 y su
observacion posterior del articulo de Del Barrio y Loubes [12] publicado en
2019.



Capitulo 3

Analogias y peculiaridades

En esta secciéon vamos a analizar ciertas analogias entre las demostra-
ciones presentadas para los resultados relativos a la Ley de Convergencia de
Tipos estudiados en el primer capitulo del trabajo y el problema del trans-
porte 6ptimo expuesto en el segundo capitulo.

En el Teorema ya se intufan las analogias con el problema del trans-
porte 6ptimo y los emparejamientos al aparecer aplicaciones que conservan la
medida y subgradientes de funciones convexas. Para mayor énfasis, observa-
mos que el hecho de que la aplicacién s sea una proyeccién de h en S(€q, €s)
nos lleva a buscar s como la aplicacion que minimiza

/Q (@) — o (@) dA(w)

entre todas las aplicaciones o € S(€4, ). Si consideramos la medida 7 =
(h x )4\ entonces el problema se convierte en

min {/ |z —y||?dr(z,y) : 7= (h x 0)#\, oH#N = 1/} :
Q3 x 0o

En términos probabilisticos, 7 es la distribucién conjunta de (h, o), viéndo-
lo como una pareja de variables aleatorias en {2;. Observamos que © €

II(h#N\, o# ) = [I(i, v) donde pu = h#A.

Si buscamos s tal que s#XA = vy s = Vyoh, para alguna funcién ¢ convexa,
entonces m = (h X s)#A\ estaria concentrado en el grafo de la funcién Vo y

83
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por lo visto en [2.31] serfa solucién del problema més general

m{ [ le—lPantey) : xen u>}
Q3XQ2

que es exactamente el problema de minimizacion de Kantorovich entre p y
v.

En el caso més general, la factorizacién polar introducida por Brenier
unifica algunos resultados ya conocidos como pueden ser la factorizacion

polar de matrices o el teorema de descomposicién de campos de vectores de
Helmholtz.

La prueba para el caso de la descomposicion de campos de vectores de
Helmholtz puede consultarse en cualquiera de los dos articulos de Brenier
[5] o [6], nosotros nos vamos a centrar en el caso de la descomposicién polar
de matrices que es mas conocido y nos va a resultar realmente 1til.

Escogiendo (23,A) = (Q,8) = (,] - |) donde Q es una bola centrada en el

origen y h es la aplicacién lineal h(x) = Az para cierta matriz real A de

dimensiéon d x d. En este caso la condicion de no degeneraciéon se traduce en

que la matriz A sea no singular. Asi, en estas condiciones la clasica factori-

zacién polar A = RU donde U es una matriz ortogonal y R es una matriz

definida positiva y simétrica corresponde a la factorizacion h = Vipos donde
1

Y(r) = 5Rx - v es convexa y s(x) = Uz conserva la medida en (€2, |- |).

3.1. Caso de aplicaciones lineales

La demostracién de la Ley de Convergencia de Tipos en R la desarrolla-
mos via el Teorema de Representacién de Skorohod y, hasta el momento, para
el caso multivariado hemos visto los resultados del articulo de Billingsley [3]
que recogemos en el primer capitulo del trabajo.

En este capitulo volveremos a abordar el problema de la Ley de Convergencia
de Tipos utilizando representaciones de Skorohod, ahora en el caso multiva-
riante. Obtendremos nuevas demostraciones de los Teoremas[1.11} [1.12]y[1.13|
en el caso de aplicaciones lineales, teniendo en cuenta la descomposicion polar
de matrices y el Teorema [2.45] Esto es, queremos tratar el caso multivariado
como realizamos el caso unidimensional: via la Representacién de Skorohod,
recurriendo ademas a los recursos que nos proporciona el transporte 6ptimo.
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= Para el Teorema partimos de una sucesion de vectores aleato-
rios {X,,}22; v una sucesién de aplicaciones lineales {«, }5°, tales que

d d .
X, — Xy a,X, - X donde X es un vector aleatorio no degenerado
en ningun subespacio. ;Qué conclusiones podemos sacar?

De la representaciéon de Skorohod se tiene que existen vectores alea-
torios X* y X para todo n € N de manera que Z(X}) = Z(X,),

LX) = LX)y X5 £ X7 Asf, 0, X! L 0 X, 5 X

Ahora bien, como cada aplicacion lineal «y, viene definida por una ma-
triz M,,, vamos a considerar su descomposiciéon polar:

A, : simétrica y definida positiva,

M, = A,O,, donde { O,, : ortogonal.

Como la sucesién {0, }22, esta contenida en O, el grupo de matrices
ortogonales que se trata de un grupo compacto, sabemos que cada
subsucesion convergente de la misma lo hace hacia un elemento de O.
Consideramos {O,, }?, con O,, — Oy € O.

Asi, se sigue que

X 25 X
Tk X5 =5 0OpX*
Onk — OO } - O"k " OO ’

ademas atendiendo al esquema de Brenier:

Qp

(RY, Z(X}))
O A,
(R?,.Z(0,X7))

donde A,, es un transporte éptimo entre £ (0, X)) v L (a0, X}).

Ahora bien:
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ZL(00,X5,) = L(0yX?)
A, T
L, X}, = L(X)

donde T es un transporte éptimo entre £ (0gX*) y Z(X™).

C.S.

Como O, X}, —> O X" del Teorema [2.45| se sigue que

4

A On X: S5 T(0X) L XY = 4,0, X;, 5 X" (31)

Como O, — O, X, =% X* y X* es no degenerado (3.1) implica
que la sucesién {A,, }72, es de adherencia compacta, luego A, ~— Ay
siendo A una matriz simétrica y definida positiva.

De esta manera:
A Op X: 4 x>
km km = Tkm d —— AoOoX* i X*
Ankm Onka’ka — A()O()X*
y como Z(X*) = Z(X) se tiene que AgOy € Yx.

Para conseguir resultados analogos a los obtenidos en el Teorema [1.11
nos gustaria demostrar que Ay = I y que Oy € ¥x.

De hecho, si Oy € ¥x entonces es facil ver que Ay = I y viceversa
) 7
como comprobamos a continuacion.

e Si Ay = I, entonces X 4 ApOpX = Oy X y, por tanto, Oy € Yx.
e Si O € Yy, entonces X 4 ApgOp X 4 ApX.

En el caso real, tenemos X 24X con a > 0. Considerando F~! 1a
funcién cuantil asociada a £ (X) y G~ la funcién cunatil asociada
a £ (aX), sabemos que G™(t) = aF~!(t) y que existe ¢, tal que
F~(ty) # 0 por ser X una variable aleatoria no degenerada. En
consecuencia aF'~1(ty) = F~1(ty), de donde se deduce que a = 1.

En el caso multivariado, como A es una matriz definida positiva y
simétrica, sabemos que diagonaliza ortogonalmente. Por lo tanto,
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existe una matriz ortogonal P de manera que P~1AyP = D, siendo
D la matriz diagonal que contiene los autovalores de Ay que vamos
a denotar por Ay,...,A\; v que sabemos que son estrictamente
mayores que cero. De esta manera, observamos que

AXLX «— PDPXLX «— DPXLPpPx

y, denotando Y = P X, tenemos una variable aleatoria no degene-
rada tal que DY 2 Y. Ahora bien

DYZYy <« (\MY,... AY)ZMW,...Y)

y, en consecuencia, \;Y; 2 Y; para todot =1,...,d con \; > 0.
Del caso real se deduce que necesariamente \; = 1 para todo
1=1,...,d, lo que demuestra que Ay = I.

Esta parece ser la tinica solucién posible, pero por ahora es simplemente
una conjetura, que seguiremos analizando. Recordemos que el trabajo
de Billingsley recurre al Teorema para caracterizar el grupo de
transformaciones lineales que dejan invariante la ley de X en términos
de un grupo de transformaciones ortogonales, dejando abierta su ca-
racterizacién. Nuestra forma de proceder utiliza las descomposiciones
polares de las transformaciones implicadas dando lugar a una descom-
posicién polar de la transformacion limite, en su parte positiva y una
transformacién ortogonal, conjeturando que es la tltima la que permite
conseguir, en su caso, distintas transformaciones que dejan invariante
la distribucién limite.

Observacién 13. Este resultado serfa totalmente analago al Teorema |1.11
pues se escribirian las aplicaciones lineales como producto de unas transfor-
maciones que convergen a la identidad y otras cuyos puntos de acumulacion
mantienen la distribucion del vector aleatorio limite.

Si recordamos en la demostracion debida a Billingsley, se escribian las trans-
formaciones afines como producto de unas transformaciones d,, y 7,, donde la
sucesion {d, }°°; convergia a la identidad y la sucesion {~, }°°; verificaba que
conservaba la distribucion del vector aleatorio limite. Pero, estas transforma-
ciones 7, se construian eligiendo un punto de acumulacion de la sucesion de
transformaciones afines adecuado, que dejaba fija la distribucion del vector
limite.
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Sabiendo que, en la notacién de Billingsley, las transformaciones 6,, convergen
a la identidad, elegir puntos de acumulacién de la sucesién {a,}22; seria
equivalente a, en la notacién utilizada en este capitulo, considerar puntos de
acumulacién de la sucesién {O,,}2 ;.

s Para el Teorema [1.13| partimos de una sucesién de vectores aleato-
rios { X, }2°, y una sucesion de aplicaciones lineales {a, }22  tales que

d d .
X, = Xya,X, =Y donde X e Y son vectores aleatorios no dege-
nerados en ningun subespacio. ;Qué conclusiones podemos sacar?

De la representacion de Skorohod se tiene que existen vectores alea-
torios X* y X para todo n € N de manera que Z(X}) = Z(X,),

LX) = LX)y X E5 X5 AsL, 0 X 2 ap X, S Y.

Ahora bien, como cada aplicacion lineal «,, viene definida por una ma-
triz M,,, vamos a considerar su descomposicion polar:

A, : simétrica y definida positiva,

My, = 4,0y donde { O,, : ortogonal.

Como la sucesién {O,}>°, esta contenida en O, que es un grupo com-
pacto, sabemos que cada subsucesion convergente de la misma lo ha-
ce hacia un elemento de O. Asi, tomamos {O,, }32, de manera que
Op, — 0 € O,.

. % C.S. % « d
En consecuencia, como O,, — 0o, X, — X"y AnkOnank — Y
siendo Y una variable no degenerada, se sigue que la sucesion {4, }72,
tiene adherencia compacta, luego A,, ~— Ay donde Ay es una matriz
simétrica y definida positiva.

De esta manera, definiendo la aplicacion lineal ag como agr = AgOpx

se tiene que:

C.S
oy, Xy, — Y

d
* *
Oy, Xy, = 00X

k

} — YL aXx" L X,

en consecuencia, X e Y son vectores aleatorios del mismo tipo. Si aten-
demos a las hipotesis de partida y a la conclusién deducida, esto es lo
que se recoge en el Teorema [1.12]
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Una vez obtenido lo anterior, denotando 3, = ag ‘o, podemos escribir
nuestro problema como una sucesién de variables aleatorias {X,}>

y una sucesién de aplicaciones lineales {f,,}5°, tales que X, 4 X y

BnXn 4 X siendo X un vector aleatorio no degenerado en ningun
subespacio. Y basta aplicar el resultado inmediatamente anterior real-
tivo al Teorema [[.111

Observacién 14. Si escribimos las descomposiciones polares de las aplica-
ciones 3, como S,x = B, Q,x, siendo ), la matriz ortogonal y B,, la matriz
simétrica y definida positiva, si realmente se verificase que B,, — I y que el
conjunto de puntos de acumulacién de {Q,,}5°, esté contenido en ¥x, como
conjeturamos que deberia suceder, tendriamos, de la definicion de (3, que

anT = aOBnQnI

donde o es una aplicacién lineal tal que agX L Y. Esto coincidirfa con la
descomposicion que presenta Billingsley volviendo a tener en cuenta que las
transformaciones 7, en su caso dejaban invariante la distribucion del vector
limite y, en nuestro caso, es el conjunto de puntos de acumulacién de {Q,, }>°
el que estaria contenido en ¥x.

Observacién 15. En la demostracion anterior, cabe destacar que si se toma-
se otra subsucesion {O,,, }5°_; de manera que O, — O, razonando de ma-
nera totalmente andloga, como O, — Og, X 2 Xty Ay, On,, X5 4y
siendo Y una variable no degenerada, se sigue que la sucesién {4, }72, tiene
adherencia compacta, luego A, — Af donde Af es una matriz simétrica
y definida positiva. En este caso, definiendo la aplicacién lineal afy como

d . .
ajr = AjOix se deduce que Y = o X. Luego necesariamente debe verificar-

d
se apX = apX.

Nuevamente, considerando 7, = (o) 'a,, y tomando su descomposicién po-
lar n,x = B,;Q;x, donde @) es la matriz ortogonal y B} es la matriz definida
positiva y simétrica, si tuviésemos que B — I y que el conjunto de puntos
de acumulacién de {QF}2°, estd contenido en ¥x, por definicién de 7, se
tendria que

anr = oy B Q5.

Es decir, se seguiria verificando la descomposicion del Teorema [1.13|sélo que
serfa una descomposicion diferente de la anterior. En el Teorema no se
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asegura la unicidad, simplemente se afirma la existencia de una aplicacion

lineal o de manera que X 2oy Y Q= abpY, con o, = 0y v, € Yx.

3.2. Caso de estructuras de dependencia

Se dice que dos medidas de probabilidad P y @ tienen la misma estruc-
tura de dependencia en alguna base, si para vectores aleatorios X e Y
con Z(X) =Py Z(Y)=(Q existe un cambio de base, esto es una matriz
ortogonal O, tal que las leyes de OX y OY tienen la misma estructura de
dependencia.

Ademas, también sabemos que si OX y OY tienen la misma estructura de
dependencia existe T transporte éptimo entre las leyes Z(0X) y £ (0Y)
tal que

T(x1,x9,...,2q) = (T (zy), T?(x3), ..., T xy))

donde las aplicaciones 7" son crecientes para i = 1,2,...,d.

Ahora vamos a tratar de sacar conclusiones analogas a los Teoremas|[1.11]
y pero, en vez de trabajar con una sucesién de vectores aleatorios y
con su sucesion transformada por una sucesion de aplicaciones lineales, vamos
a realizar el estudio con dos sucesiones de vectores aleatorios que componente
a componente sus leyes tienen la misma estructura de dependencia en alguna
base.

» Consideramos {X,,}22, e {Y,,}°°, sucesiones de vectores aleatorios ta-
les que L(X,) y L(Y,) tienen la misma estructura de dependencia en

d d .
alguna base para todon € N, X,, = X e Y,, = X siendo X un vector
aleatorio no degenerado. ; Qué conclusiones podemos sacar?

En primer lugar, de la representacién de Skorohod se tiene que exis-
ten vectores aleatorios X* y X para todo n € N de manera que
LX) = L(X,), L(X*) = Z(X) y X; =5 X*. Ahora, sea O,
la matriz ortogonal correspondiente al cambio de base de manera que
las leyes de O, X v O,Y,, tienen la misma estructura de dependencia.

Como .Z(0,X}) v Z(0,Y,) tienen la misma estructura de dependen-
cia entonces existe 7, transporte éptimo entre las leyes Z(0,X}) y
Z(0,Y,) tal que

To(wy,x9,. .. 2q) = (TH(zy), T2(22), . .., T xy))
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donde las aplicaciones T son crecientes para i = 1,2,...,d.

Ahora bien, la sucesién {O,, }22 | esta formada por matrices ortogonales
que pertenecen a O, grupo compacto, luego cada subsucesiéon conver-
gente de la misma lo hace hacia un elemento de O. Tomamos {O,,, }32,
de manera que O,, — O € O, asi

L(O0n X2) ek Z(0X¥)
Ty, T
L(0,,Ya,) ek Z(0X)

siendo 7" un transporte 6ptimo entre .Z(0OX*) y Z(0X).

Como O,, — Oy X =2 OX* se tiene que O X, =5 OX* y en
virtud del Teorema se deduce que

T (00, X5) <55 T(OX*) £ 0X £ OX™.

Denotando Y* = OX* tenemos T'(Y™*) 2 y* luego de la unicidad casi
seguro del transporte éptimo se tiene que T' = Id, £ (Y*)-c.s.

. o

Tomando otra subsucesiéon {O,, }°°_, de manera que O,, — O; # O,

realizando un razonamiento andlogo al anterior se sigue que el nue-

vo transporte 6ptimo limite 7 también coincide con la identidad casi
C.S.

seguro . Por lo tanto, T,, — I.

Para poder desarrollar la siguiente parte, cuando las dos sucesiones con las
que tratamos presentan limites distintos, vamos a necesitar dos resultados
que se recogen en el articulo [9] de Cuesta-Albertos et al y que vamos a
comentar a continuacion.

La formulacién general para un transporte 6ptimo H entre probabilidades P

y Q con la misma estructura de dependencia en la base {e1,...,eq} es
d d
H(z)=H (Z :Uiei) = Zfl-(a:i)ei,
i=1 i=1
para ciertas funciones crecientes {fi ..., fs}. En el articulo mencionado se

prueba que esta representacion que depende de la base es esencialmente tinica
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y que los transportes éptimos correspondientes estan intrinsecamente relacio-
nados con descomposiciones ortogonales del espacio. En lo que sigue vamos
a enunciar y comentar estos resultados sin incluir las demostraciones de los
mismos que pueden consultarse en el apéndice del propio articulo [9].

En primer lugar, recordamos que si H es un transporte éptimo, entonces
H + a también es un transporte éptimo para todo a € R?. Luego se puede
suponer, sin pérdida de generalidad que las funciones f; verifican f;(0) = 0
para todo i = 1,...,d. Mas concretamente, consideremos H : R — R? una
aplicacion que puede ser expresada como

H (Z xz‘@i) = Zfi(xi)ei

y
d d
H (Z a;e> = gil&:)e;
i=1 i=1
donde {ey,...,eq} v {é1,...,éq4} son bases ortonormales y fi,..., f; son fun-
ciones reales y crecientes verificando f;(0) = 0. Ademds, para evitar tri-

vialidades vamos a suponer que que no existen dos pares de vectores ¢;, €;
linealmente dependientes, esto es e; # +¢; para todo 1, j.

Proposicion 3.1. En las condiciones anteriores, se tiene que H es una
N . d d
aplicacion lineal que puede ser escrita como H <§ i1 :piei) = > o (Bixi)es,

donde los autovalores B; son positivos con multiplicidades m; > 2, para todo
1=1,....,d.

Esta proposicion viene a decir que todo transporte 6ptimo entre medidas de
probabilidad que tienen misma estructura de dependencia en alguna base
determina de forma tinica una descomposicion ortogonal del espacio, hecho
que se recoge en el siguiente corolario.

Corolario 3.2. Ezxiste una tnica descomposicion de R? como suma directa
de subespacios ortogonales, R =V, @ ... @V, tales que:

(1) Cada vector en un subespacio V; genera una direccion invariante para

H.

(17) Si dim(V;) > 1 para algin i, existe § > 0 tal que H(v) = pv para todo
veV.
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(iii) Sii#j y H|v, y H|y, son lineales, entonces los autovalores asociados
son diferentes.

(v) Siv=v1+...4v; conv; €V, entonces H(v) = H(vy) + ...+ H(vg).

Observacién 16. El hecho de que se consideren trivialidades los casos en
los que existen indices 4,5 € {1,...,d} de manera que e; = £é;, se debe a
que para x € R se tiene:

= sie; = ¢, entonces
T(xe;) =T(xe;) = filx)e; = g;(x)é; = g;(x)
= fi(z) = g;();

= sie; = —¢€;, entonces
T(xe;)) =T(—xé;) <= fi(x)e; = gj(—x)é; = —g;(—x)e; <=
= fir) = —g;j(-2),

Esto es, en ambos casos, se deduce una relacién entre las aplicaciones f; y g;,
que va a ser determinante, en lo que sigue, para comprobar que todo funciona
bien componente a componente.

Con los resultados expuestos pasamos a analizar el caso en el que dos
sucesiones de vectores aleatorios que presentan la misma estructura de de-
pendencia en alguna base tienen limites distintos.

= Si ahora consideramos sucesiones {X,}>°, e {Y,,}°°, de vectores alea-
torios tales que .Z(X,,) y -Z(Y,) tienen la misma estructura de depen-
dencia en alguna base para todo n € N, y vectores aleatorios X e Y

. d d . o
verificando X,, = X e Y,, — Y siendo Y no degenerado en ningiin
subespacio. ;Qué conclusiones podemos sacar?

Nuevamente, de la representacién de Skorohod se tiene que existen vec-
tores aleatorios X* y X para todo n € N de manera que Z(X}) =
Z(X,), L(X*) = L(X)y X} =2 X*. Ahora, sea O,, la matriz orto-
gonal correspondiente al cambio de base de manera que O, X} v O,Y,
tienen la misma estructura de dependencia.

Como O, X v O,Y,, tienen la misma estructura de dependencia enton-
ces existe 1), : Z(0, X)) — Z£(0,Y,) transporte 6ptimo tal que

(w1, x9,. .. 2q) = (TH(xy), T?(x3), ..., T z4))
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donde las aplicaciones T son crecientes para ¢ = 1,2,...,d.

Ahora bien, como la sucesién {O,,}22 ;| estd formada por elmentos de O,
grupo compacto, toda subsucesién convergente de la misma lo hace ha-
cia un elemento de O. Tomamos una subsucesion {O,, }7°, de manera
que O,, = 0 € O, asi

L(0,, X)) v Z(0X™)
T, T
L(0,, Y1) v Z(0Y)

siendo 7" un transporte 6ptimo entre Z(0OX*) y Z(0Y).
Como O, — Oy X, =25 OX* se tiene que On,, X, =25 OX* y, en
virtud del Teorema [2.45} se deduce que

T, (On,X,) <5 T(OX™) £ OY.

Si las aplicaciones 7}, convergen entonces sus componentes Ték también
lo hacen, esto es

Toy (1, .. xq) = (Tﬁk(xl), . ,Tffk(xd))

T(x1,...,2zq) = (T (z1),...,T%zq) ).

Luego Z(0X*) y Z(0Y) tienen la misma estructura de dependencia
y, en consecuencia, .Z(X) y Z(Y) tienen la misma estructura de de-
pendencia en alguna base. Esta primera parte seria el equivalente al
Teorema pero en el caso que estamos tratando de estructuras de
dependencia.

Ahora bien, jqué ocurre si tomamos dos subsucesiones diferentes de
{0, }52, con limites distintos?

Supongamos que O,, — O; € Oy O,,, — Oy € O con O # Oy. A
priori, con el desarrollo anterior llegariamos a dos transportes éptimos
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Ty y Ty entre las leyes Z(01X*) y Z(01Y), y Z(0:X*) y Z(05Y)
respectivamente. Sin embargo, las leyes iniciales no varfan (Z(X) y
Z(Y)) entonces tenemos un transporte 6ptimo 7' de manera que:

— Como Z(X*) y Z(Y) tienen la misma estructura de dependen-

cia en la base B = {ey,...,e4} (correspondiente a la matriz Oy)
entonces
d d
T (Z $i€i> = Z filwi)e;
i=1 i=1
donde las funciones f; son crecientes para todo i =1,...,d.

— Como Z(X*) y Z(Y) tienen la misma estructura de dependen-

cia en la base B = {é1,...,é4} (correspondiente a la matriz Oy)
entonces
d d
r g Ti€i | = 9i(Zi)é;
i=1 i=1
donde las funciones g; son crecientes para todo i =1,...,d.

Observamos que

> fi0)e; =T (Z Oei> =T(0)=T (Z oa) = Zgi(O)éi,

=1

luego

T (Z ﬁ?iéi) =) (gi(@) — g:(0)é = D Gi(d)es

i=1 i=1
son el mismo transporte 6ptimo expresado en bases distintas, pero ve-
rificando que f;(0) = 0 para todo indice i (y, de hecho, también se tiene

que ¢;(0) = 0).

En estas condiciones, considerando los conjuntos

I={ie{l,...,d} : e, ==%é;, paraalginj € {1,...,d}}
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J={je{l,...,d} : éj = *e;, para algini € {1,...,d}},

la Proposicion nos asegura que el transporte éptimo 71" se puede
escribir como

d
T (Z xkekz) = Z Brrrer + Z J;k(xk)eb
k=1

kel kel

donde los autovalores [, son positivos y tienen multiplicidades m; > 1.

En consecuencia, el transporte éptimo 71" viene dado por

i€l igl i=
- Z filwi)e + Z(ﬁzxz + fi(0))e.
iel oy

Es decir, el transporte 6ptimo 1" es, salvo para los vectores indexados
en I, una aplicacién afin componente a componente.

Observacién 17. Cabe destacar que, como el transporte éptimo 7' expresa-
do en la base B = {é1,..., €4} también verifica que las aplicaciones crecientes
g; cumplen ¢;(0) = 0 para todo indice i, podemos aplicar el resultado de la
Proposicién a esta representacién de T’ obteniendo que

d
k=1

kel kel

donde los autovalores Bk son positivos y tienen multiplicidades m; > 1.

El Corolario (3.2 nos asegura que existe una tnica descomposicién de R? como
suma directa de subespacios ortogonales verificando las condiciones (), (1),
(7ii) y (iv), pero en este caso, aplicado al transporte 6ptimo 7.

A continuacién, vamos a considerar las siguientes descomposiciones de R?
como suma directa de subespacios ortogonales:
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(1) Para i € I nos quedamos con los subespacios < e; >. Por otro lado,
los vectores no indexados por el conjunto I los vamos a agrupar en
subespacios Vi, ..., V., de manera que V; esta formado por los vectores

i

e}, ...,e, que tienen mismo autovalor asociado. Entonces, tenemos la

? Ny

descomposicion ortogonal

R? = (@qp)@%@...@m

que trivialmente verifica las condiciones (7), (i7), (i1i) y (iv).

(2) Descomposicién andloga para la base {é1,...,é4}, entonces
R? = <@<éj >) OWL® ... Wy
jeg

En primer lugar, ya sabemos que si¢ € [ existe j € J de manera que e; = £¢;
en consecuencia, < e; >=< é; >. Luego los subespacios de dimension 1 no
) , < e >=<¢;>.L 1 b de d 1
presentan ningin problema.

De la unicidad de la descomposicién de R? asegurada por el Corolario
se deduce que, necesariamente, k = m y que para todo i € {1,...,k} existe
j€A{l,...,m =k} de manera que V; = W; de lo que se deduciria 3; = ;.

En esencia, lo anterior viene a decir que no importa la base elegida dentro
de aquellas que verifican que las leyes de los vectores X e Y presenten la mis-
ma estructura de dependencia en la misma. Para ilustrarlo vamos a reordenar
las bases B = {e1,...,eq} v B ={é1...¢,} de la manera siguiente:

= En primer lugar vamos a colocar los vectores correspondientes a subes-
pacios de dimensién 1, de manera que e; = *£é1, e = £éy, ..., ¢ =
:|:€| 1|

= A continuacién, en la reordenacion de la base B, colocamos los vectores

1

et,...,el . que generan el subespacio V. En la reordenacién de la base

B colocarfamos los vectores €7, . .. ,éfﬁj siendo 7 el indice que verifica
Vi = W; (luego necesariamente ny = m;).
= Después, en la reordenacién de la base B, colocamos los vectores e?, . . .

A

67212 que generan el subespacio V5. En la reordenacién de la base B
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colocarfamos los vectores é7, . . ., éfnj siendo j el indice que verifica V5 =
W; (luego necesariamente ny = m;).

= E iteramos este mismo proceso hasta incluir los vectores que generan
el subespacio V}, a la reordenacién de la base B.

Asi, escribiendo |I| = = h4+ 0" = b+ 30 dim(Vy), lo que
tenemos es:
» En la reordenacién de la base B, denotando & = (x1,...,x4)p se tiene:

Tl(m) = (fl(‘rl)’ BRI fh(‘rh>7ﬁlxh+1 - fh+1(0>7 s aﬂlxh+n1 - fh+n1 <0)7
s Brrigr — fi41(0), - -+, Brra — fa(0))B-

» En la reordenacién de la base B, denotando & = (21, ..., Z4) 5 se tiene:

To(2) = (91(21), - -, gn(@n), BriZng1r — gns1(0)s - - o, BiThgn, — Ghgny (0),
s By — giv1(0), - -, Beta — 94(0)) 5

Esto da sentido a decir que nos da igual trabajar con Ty (es decir, T expresada
en la base B) o Ty (T expresada en la base B), pues dado 2 € R% podemos
escribir x = x1e1 4+ ...+ x4eq y T = T161 + ... + T4€4, ¥ Observamos teniendo
en cuenta la unicidad de la descomposiciéon de R? como suma directa de
subespacios ortogonales:

= Sie; = ¢; entonces x; = Z; y en consecuencia

filwi)e; = gi(xi)és,

o equivalentemente,
0,..., filxi),...0) g =(0,...,6i(Ts),...,0)5.
= S5ie; = —¢; entonces x; = —; y en consecuencia
filzi)e; = = fi(—=2i)é; = gi(%:)és,
o equivalentemente,

O, filmi) o 0) = (0, .. gi(&2), ..., 0) 5.
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= Para los coeficientes de las combinaciones afines correspondientes a un
: : i i i i i i i
subespacio V; se tiene que zje] + ... +x, €, = T1€] + ... + 1,6,y

al tratarse las restricciones de 17 y T, respecto de V; de aplicaciones
lineales con el mismo autovalor (; asociado, se tiene que

i i i) i i ~i g
T, (:1:161 +.+ mnieni) =1, (:plel +... 4+ xnieni) ,
o equivalentemente,
(0,...,&171 =y By, _an'""’O)B

~i i ~i i
(07...761'3:1_ 1""7/3ixni_dni""70)3’
siendo las constantes cé- y dji los valores adecuados de los vectores

(f1(0), .., fa(0)) B ¥ (92(0), ..., 94(0)) -

En conclusién, el transporte optimo T expresado en las bases B y B consiste,
salvo en las componentes correspondientes a subespacios unidimensionales,
en aplicaciones afines en las que la parte lineal es comtn en cada subespacio
de dimension mayor que uno y lo que varia es la constante que se resta en
cada componente.
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