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Resumen:

La nueva ley de Educacion (LOMLOE) introduce una serie de competencias especificas
en matematicas inspiradas, en gran medida, en los procesos clave asociados a hacer
matematicas que destaca el NCTM (2003). Entre esos procesos clave estan los de
representacion de objetos matematicos, los de razonamiento y demostracion. La
geometria sintética nos ofrece oportunidades para trabajar esos procesos con los
alumnos. En el TFM se presenta una propuesta didactica para un grupo de alumnos de
3° ESO con las que poder ayudar a los estudiantes a desarrollar esos procesos de
comunicacion, representacion, visualizacion y fomentar la capacidad de argumentacion,
conjeturacion, razonamiento y demostracion, a través de contenidos de geometria
sintética: triangulos, cuadrilateros, poligonos concavos y convexos, relaciones angulares
y movimientos en el plano. Esta propuesta didactica se implement6 en parte en el
modulo de practicas lo que posibilitd la realizacion su analisis.
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Abstract:

The Education Law (LOMLOE) introduces a series of specific competencies in
mathematics inspired, to a large extent, by the key processes associated with doing
mathematics highlighted by the NCTM (2003). Among these key processes are those of
representation of mathematical objects, reasoning and proof. Synthetic geometry offers
us opportunities to work on these processes with students. In the TFM, we present a
didactic proposal for a group of 3rd ESO students with which to help students develop
these processes of communication, representation, visualization and promote the ability
to argument, conjecture, reason and proof, through synthetic geometry content:
triangles, quadrilaterals, concave and convex polygons, angular relationships and
movements in the plane. This didactic proposal was partly implemented in the
internship module, which made it possible to carry out its analysis.
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l. Introduccion

La evolucion del curriculo de Matematicas en las diferentes leyes educativas que se han
ido sucediendo y, en especial, en esta ultima LOMLOE hace cada vez mas énfasis en
los procesos de aprendizaje de manera competencial. Con el objeto de mejorar la
comprension profunda y aprendizaje de los estudiantes en los contenidos de
Matematicas, siguiendo los Principios y estandares para la Educacion Matemadtica
establecida por el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), la nueva
legislacion se enfoca en desarrollar los procesos de comunicacidon y representacion,
conexiones entre los contenidos, razonamiento y demostracion, resolucion de problemas
y gestion socioemocional.

En el presente trabajo se ha realizado un esfuerzo por elaborar actividades con las que
poder ayudar a los estudiantes a desarrollar esos procesos de comunicacion,
representacion, visualizacion y fomentar la capacidad de argumentacion, conjeturacion,
razonamiento y demostracion, a través de contenidos de geometria sintética. Estas
actividades se han planteado para los alumnos de 3° de ESO del L.E.S. Juan de Juni, que
es el Centro donde desarrollé el modulo de practicas como parte de la formacion del
Master Universitario de Profesor en Educacion Secundaria y Bachillerato.

Para disefiar estas actividades se han estudiado diversas secuencias de tareas ya
ensayadas y analizadas por otros investigadores en el campo de la educacion y la
ensefianza de geometria. Se han seleccionado y adaptado aquellas que entendemos
pueden funcionar mejor en el aula con nuestro grupo de alumnos.

Las actividades estan pensadas para poder trabajarlas en un aula que cuenta con una
pizarra digital, pero no tiene mas dispositivos tecnologicos, tienen un caracter ludico y
participativo. Los contenidos didacticos trabajados son: poligonos y su clasificacion,
poligonos estrellados, tridngulos, relaciones angulares, relaciones geométricas,
recubrimientos y movimientos en el plano.

La estructura del presente trabajo consta de siete bloques, en este primero se exponen
los objetivos y motivacion del trabajo, ademas de la relacion del TFM con lo aprendido
en las distintas asignaturas del master. En el segundo bloque se describe el marco
teorico que fundamenta la investigacion de este trabajo, asi como los antecedentes en
los que hemos basado nuestra propuesta. En el tercero se describe el marco legal actual,
con las competencias especificas en Matematicas y su relacién con los procesos clave
que se pretenden desarrollar en este trabajo. En el cuarto bloque se desarrolla la
propuesta didactica disefiada, describiendo el contexto donde se implanta, la
planificaciéon de las actividades disefiadas, sus objetivos didacticos, los contenidos que
desarrollan, su organizacion y temporalizacion, los recursos necesarios y la evaluacion
de cada una. En los bloques quinto y sexto se analiza la implementacion y las
producciones realizadas por los alumnos durante la puesta en practica de dos de estas
actividades y en el séptimo bloque se exponen las conclusiones del trabajo realizado.
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Por ultimo, se anaden unos anexos con las fichas que se elaboraron de cada actividad
para utilizar en el aula y la recopilacion de los trabajos realizados por los alumnos en las
actividades implementadas.

1.1. Objetivos y motivacion del presente trabajo:

— Identificar la relevancia que tiene ensefar a los estudiantes de secundaria los
procesos de argumentacion, razonamiento y demostracion.

— Exponer la multitud de posibilidades que nos ofrece la geometria sintética para
trabajar dichos procesos, a través del estudio de distintas publicaciones e
investigaciones realizadas por profesionales en la docencia de la geometria.

— Conocer los niveles de razonamiento en geometria propuestos por el matrimonio
Van Hiele para identificar el nivel que tienen nuestros estudiantes y poderles
ayudar en su desarrollo realizando actividades adaptadas a su contexto.

— Elaborar una propuesta didactica en la enseflanza de geometria sintética que
trabaje los procesos de argumentacidon, representacion, conjeturacion,
razonamiento y demostracion, adaptada al contexto de un aula determinada
donde realicé el Mddulo de practicas.

— Describir la implementacion que llevé a cabo de parte de esa propuesta en el
contexto anteriormente indicado.

— Analizar la implementaciéon de dichas actividades, identificando errores,
propuestas de mejora y fortalezas de cada actividad, asi como analizar los
trabajos realizados por los alumnos, categorizando sus respuestas y argumentos
e identificando los niveles de razonamiento de Van Hiele que tienen
actualmente para poder progresar en ellos.

La motivacion de realizar este trabajo es elaborar un procedimiento o serie de pasos que
permita desarrollar propuestas didacticas dirigidas a la ensefianza de la geometria,
donde aplicar los conocimientos que hemos adquirido en el master a la profesion
docente. Es decir, ser capaz de conseguir adaptar los conocimientos tedricos y los
recursos practicos que podemos encontrar en diferentes publicaciones realizadas por
expertos en Didactica de la Matematica e investigadores, a un contexto concreto y a la
particularidad de unos alumnos determinados en un tiempo delimitado. Ademas, la
geometria sintética nos ofrece amplias posibilidades para trabajar con los alumnos los
procesos de visualizacion, representacion, conjeturacion, argumentacion, razonamiento
y demostracion, procesos necesarios para lograr una correcta comprension y aprendizaje
de las matematicas, introducir a los alumnos en el método cientifico y fomentar el
pensamiento critico.



El peso que tiene el campo de la geometria sintética en el curriculo de secundaria,
dentro del llamado sentido espacial, es mayor en 2° ESO donde se ven figuras
tridimensionales, relaciones geométricas y procesos de visualizacion, razonamiento y
modelizacion geométrica. En 3° ESO el contenido se centra en la geometria analitica
con el estudio de vectores y funciones, en 4° ESO toma protagonismo la trigonometria y
vuelve a tomar peso la geometria como un contenido donde trabajar la “Visualizacion,
razonamiento y modelizacion geométrica” tal como vemos en el punto 3 del curriculo
de 4° ESO en la pagina 49365 del Decreto 39/2022, de 29 de septiembre, por el que se
establece la ordenacion y el curriculo de la educacion secundaria obligatoria en la
Comunidad de Castilla y Leon, “ - Elaboracion y comprobacion de conjeturas sobre
propiedades geométricas mediante programas de geometria dinamica u otras
herramientas”.

Sin embargo, la mayoria de las veces vemos que en las programaciones de los cursos la
geometria se encuentra al final de este, con lo que puede ocurrir que los alumnos
lleguen a 3° o a 4° sin entender o haber visto nunca las propiedades de las figuras planas
o de los cuerpos tridimensionales y pasar directamente a trabajar la geometria desde un
sentido algebraico, muchas veces sin realizar una conexién entre la geometria
algebraica y la geometria sintética.

Un buen numero de estudiantes manifiestan que no se les da bien visualizar los objetos
geométricos, no tienen buen sentido espacial, o que desconocen las diferencias o
definiciones de los mismos y ello se debe principalmente a la falta de practica o a la
falta de tiempo para ver estos temas en el aula. La geometria no solo nos permite
resolver problemas de objetos en el espacio, también nos ofrece oportunidades para de
una manera intuitiva establecer hipotesis, conjeturar, argumentar, justificar, en
definitiva, aprender a razonar.

1.2. Contribucion de las ensefianzas del Master en el presente trabajo

Para realizar este trabajo se han utilizado los contenidos, recursos e informacion que
hemos aprendido en las diferentes asignaturas del master. A continuacion, se exponen
los aspectos y contribuciones de cada materia que mas han influido en la concepcion y
elaboracion de la propuesta didéctica que hemos desarrollado.

En la asignatura Ideas y Conceptos Matematicos a través de la Historia, hemos visto la
secuencia que ha seguido el desarrollo matematico en la Historia de la humanidad,
secuencia natural que se podria extrapolar al orden de aprendizaje de las matematicas
que deberia tener una persona desde su infancia a la adultez. Desde el nacimiento de las
Matematicas como ciencia independiente en el periodo greco-helenistico, s. V a. C.,
donde se recopilaron los conocimientos heredados de Egipto y Mesopotamia dandoles
una estructura logica, con la distincion conceptual entre hipodtesis, teorema y
demostracion que ha podido llegar hasta nuestros dias recogido en el libro de los
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Elementos de Euclides, donde a partir de una serie de cinco axiomas se desarrollan el
resto de proposiciones utilizando un razonamiento deductivo, han surgido grandes ideas
impulsoras de la ciencia, arquitectura, ingenieria y la matematica moderna, que ha
contribuido al avance de la humanidad.

En las asignaturas de Sociedad, Familia y Educacion y en la asignatura de Aprendizaje
y desarrollo de la personalidad, dentro del mddulo genérico, hemos aprendido las
distintas teorias pedagogicas y enfoques del aprendizaje, asi como su evolucion en la
sociedad a lo largo de la Historia. Para realizar este trabajo hemos utilizado un enfoque
basado en las teorias de pedagogia constructivistas que explicaremos con mas detalle en
el apartado de Metodologia. También hay que hacer hincapié en la transcendencia del
contexto y las etapas del desarrollo cognitivo de los nifios y adolescentes y la influencia
del desarrollo emocional, social y afectivo en el desarrollo intelectual. Se ha puesto de
manifiesto como la motivacion y la autoestima del estudiante estan directamente
relacionados con su rendimiento académico, ademas de la implicacion de la familia en
la formacion de los adolescentes y los preadolescentes. A la hora de disefiar las
actividades se ha tenido en cuenta no solo las limitaciones fisicas del aula o la edad de
los alumnos y los contenidos del curriculo sino el contexto cultural, econémico, social y
afectivo del alumnado. Se destacan ademds los beneficios que proporcionan la
ensefianza y practica sistematica de estrategias de aprendizaje con los alumnos para
mejorar sus destrezas de adquisicion, codificacion y recuperacion de la informacion,
conceptos o procesos de trabajo que se desean ensefiar, por lo que se implementaran
también estrategias de aprendizaje en esta propuesta pedagogica.

También hemos tenido en cuenta para realizar esta propuesta pedagdgica lo aprendido
en las asignaturas de Diddctica de la Matematica e Innovacion Docente en Matematicas
acerca de disefar tareas que requieran alta demanda cognitiva, es decir, que los
procedimientos para resolverlas no se basen unicamente en realizar algoritmos
aprendidos previamente, sino que exija que los estudiantes analicen la situacion y
establezcan conexiones entre los conceptos matematicos ademas de provocar en los
alumnos procesos de razonamiento. La geometria nos ayuda a poder disefiar actividades
donde se proporcionen a los alumnos multiples formas de captar el interés con
visualizaciones graficas, multiples formas de representacion de expresiones
matematicas y simbolos, asi como diferentes formas de expresion por parte de los
alumnos. El aporte manipulativo y grafico proporcionara a los estudiantes referencias
sobre las que apoyarse para construir su conocimiento matematico.

En la asignatura de Modelos Matematicos en Educacion Secundaria hemos visto
diferentes ejemplos de problemas de la vida cotidiana y de otras ramas de la ciencia que
se pueden resolver mediante una modelizacion matematica, para lo cual es de gran
ayuda en la mayoria de los casos una modelizacion geométrica que permite una
visualizacion del problema. De ahi el interés en desarrollar estas habilidades de



visualizacion en los alumnos como paso previo necesario para conjeturar y tomar
decisiones.

Por ultimo, en la asignatura Iniciacion a la Investigacion Educativa en Matemdticas,
hemos aprendido un método para llevar a cabo un Proyecto de Investigacion y el
manejo de bases de datos mas interesantes para obtener informacidén para nuestro
trabajo. Asi como la necesidad de mantener un espiritu critico que nos impulse a seguir
reflexionando, indagando, investigando y tratando de mejorar en nuestra actividad
docente.

En este trabajo, por lo tanto, se han aplicado las competencias vinculadas al Master de
Secundaria que tienen que ver con los contenidos generales del master y los contenidos
de la especialidad de Matematicas, como son:

— Conocer los contenidos curriculares de las materias relativas a Matematicas de
los cursos de Secundaria y a la asignatura optativa Conocimiento de las
Matematicas y los conocimientos didéacticos en torno a los procesos de
enseflanza y aprendizaje de las matematicas que se estructuran en cinco
procesos: Comunicacion y representacion, conexiones, razonamiento y prueba,
resolucion de problemas y proceso socioemocional.

— Llevar a cabo una planificacion, desarrollo y evaluacion del proceso de
ensefianza/aprendizaje potenciando los procesos educativos que faciliten la
adquisicion de competencias, principalmente STEM, atendiendo al nivel y
contexto del alumnado.

— Estudiar, analizar y proponer estrategias de aprendizaje para fomentar el interés
del alumnado y alentar su capacidad de aprendizaje autonomo y en colaboracion
con otros, desarrollar su confianza y autoestima y desarrollar su espiritu critico,
nivel de razonamiento y toma de decisiones.

— Tener en cuenta las caracteristicas de los estudiantes, sus contextos sociales y
motivaciones. Buscando comprender el desarrollo de la personalidad de los
estudiantes y las posibles disfunciones que afecten al aprendizaje.

— Elaborar propuestas que se basen en la adquisicion de conocimientos, destrezas
y aptitudes intelectuales y emocionales. Identificar y planificar la resolucion de
tareas que afectan a estudiantes con diferentes capacidades y diferentes ritmos
de aprendizaje teniendo en cuenta estas caracteristicas de diversidad dentro del
aula para elaborar actividades de “suelo bajo y techo alto” que puedan ser
asequibles por el conjunto del alumnado y al mismo tiempo puedan
desarrollarse mas profundamente por los estudiantes con mas conocimientos.

— Desarrollar un programa de actividades partiendo del curriculo de secundaria,
estableciendo unos criterios de seleccion y elaboracion de materiales educativos.



— Conocer estrategias y técnicas de evaluacion e introducirlas en la programacion
de las tareas didacticas como un instrumento mas con caracter formativo, para
regular y estimular el esfuerzo de los estudiantes, incluyendo ademas de la
heteroevaluacion profesor/alumno, la autoevaluacion por parte de los alumnos al
trabajo realizado por ellos mismos, la autoevaluacion del docente y de las
propias actividades planteadas y la coevaluacion de los alumnos entre pares
valorando su trabajo en equipo.

— Aplicar propuestas didacticas con los procedimientos estudiados y trabajados en

Innovacion docente en Matematicas.

— Realizar un andlisis critico de la implantaciéon de las propuestas didacticas
llevadas a cabo, de las buenas practicas, los errores y el planteamiento de un
plan de mejora con la creaciébn de rubricas de evaluacidon y protocolos de
observacion como indicadores de calidad.

— Identificar los problemas y errores comunes del alumnado en Ila
ensefianza/aprendizaje de Matematicas, tanto en el modulo de practicas externas
como en el TFM, con el objeto de plantear soluciones y alternativas.

— Aplicar las técnicas basicas aprendidas en la asignatura Iniciacion a la
Investigacion Educativa en Matematicas para buscar la informacion necesaria
para elaborar la propuesta didactica, plantear los objetivos, disefiar las
actividades a implementar, recoger los datos y analizarlos realizando una
interpretacion y evaluacion de los mismos. Todo ello teniendo en cuenta los
principios éticos que se deben cumplir de respeto, responsabilidad,
confidencialidad y garantia de anonimato de los estudiantes, no discriminacion
por razones de sexo, procedencia o condicion social, honestidad y objetividad en
la interpretacion de datos y siempre buscando el beneficio formativo del
alumnado.

Finalmente podemos decir que tras el paso por el master hemos realizado un buen
entrenamiento en la planificacion, docencia y evaluacion de las materias
correspondientes al drea de Matematicas.



ll. Marco tedrico

2.1. Constructos utilizados:

Vamos a definir primero los Constructos utilizados en este trabajo: demostracion,
conjetura, argumentacion, razonamiento, representacion y visualizacion.

Comenzamos con ‘“demostracion”, en inglés utilizan el constructo “proof”’, que
podriamos traducir literalmente como “prueba”, para referirse a la demostracion de una
teoria cientifica. Etimologicamente la palabra “prueba” seglin el diccionario Oxford
English Dictionary (1993) viene del latin “probare”, de la misma raiz vienen las
palabras espafiolas “probar” que estan relacionadas con los sentidos y lo empirico:
“oler, degustar, ensayar”. En inglés “probity” comenzé a usarse de manera temprana
con el significado de “presentacion de evidencia legal”.

Una prueba es un argumento logico que establece la verdad de una afirmacion mas
alla de toda duda. Una demostracion consiste en una cadena finita de pasos, cada uno
de los cuales es una consecuencia légica de la anterior. Schwartzman explica: "El
adjetivo latino probus significa 'recto, honesto'... El verbo derivado probare significaba
'to try, to test, to judge'. Uno de los significados del verbo llegé a incluir el resultado
exitoso de probar algo, por lo que probar significaba 'to test and find valid’. (...) En un
sistema deductivo como las matematicas, una demostracion pone a prueba una
hipdtesis solo en el sentido de validarla de una vez por todas. (Cupillari, 2024, pag. 3)

En matematicas el constructo “demostracion” o “prueba” lo encontramos relacionado
con las Matematicas discretas y las sentencias de l6gica, dentro de la ciencia formal a la
que también pertenece la rama de la filosofia, donde se usan argumentos deductivos
para revelar la verdad o validez de una proposicion matematica. Para poder realizar una
demostracion matemadtica se argumenta basandote en otras afirmaciones iniciales
previamente probadas y aceptadas como verdaderas, llamadas axiomas. Estos axiomas
son el punto de partida, conforme se va avanzando en el desarrollo de la demostracion
se pueden utilizar otras afirmaciones ya demostradas a partir de estos primeros axiomas
y que son previas a las que se quiere demostrar.

Las demostraciones matematicas utilizan razonamientos deductivos que, a diferencia de
los inductivos o empiricos, deben probar que una afirmacion se cumple siempre para
todos los casos posibles, en lugar de enumerar un listado de casos donde si se ha
cumplido. Cuando una afirmacion que atn no estd demostrada se cree que es verdadera
se denomina “conjetura”. (Scheinerman, 2001)

En las ultimas décadas se han podido resolver conjeturas que llevaban planteadas siglos,
como por ejemplo la conjetura de Kepler, formulada en 1611, que afirmaba que la
manera mas eficiente de apilar unas esferas era realizando un apilamiento piramidal.
Thomas Hales consiguidé demostrar esta conjetura en 1998, pero lo hizo a partir de



métodos de programacion lineal utilizando la informatica para verificar todos los
posibles agrupamientos de esferas, por lo que muchos matematicos no consideraron que
esto fuera una prueba 100% exacta al no utilizar un método de demostracion deductivo
integro y no poder verificar la exactitud de los tres gigabytes de datos de calculos que
habia realizado el ordenador. En 2003 inici6 un proyecto de creacion de un software
para poder verificar todos los calculos que habia hecho el ordenador y en 2017 se
aceptd como prueba formal. Esta nueva forma de demostracion a partir de la
verificacion de todos los posibles casos de un problema realizando la ingente cantidad
calculos mediante la informatica abre una nueva era en las matematicas. No obstante,
hay que tener en cuenta que este tipo de demostracion solo se puede realizar si el
conjunto de casos posibles es finito, si el conjunto es infinito hay que utilizar otro tipo
de demostracion general que valga para todos los casos, o bien que valga para tratar de
acotarlos.

Para saber qué vamos a entender por argumentaciéon cuando realicemos el analisis de
las respuestas de los estudiantes en la propuesta didactica y, concretamente dentro de la
geometria, qué procesos se llevan a cabo para desarrollar una argumentacion, nos
fijamos en la siguiente definicion:
Para Duval (1999), la argumentacion es una justificacion de una afirmacion o de
un enunciado que requiere de la produccién de razones y que suele responder a
preguntas del tipo “;por qué?”. A su vez, determina dos criterios para decidir sobre la
validez de un argumento: su pertinencia, que se refiere a que su contenido esté
relacionado semanticamente con la afirmacion a justificar, y la fuerza, que mide tanto
su posibilidad de réplica como su valor epistémico. El trabajo de la argumentacion en
la geometria requiere del proceso de razonamiento, que junto con el de visualizacion y
de construccion con herramientas son los tres tipos de procesos cognitivos implicados
en las tareas geométricas (Duval, 1998). (Ricart Aranda, Beltran-Pellicer, & Estrada,
2019, pag. 504)

El argumento para tener fuerza y no poder ser refutado, al igual que la demostracion,
debe estar sustentado por afirmaciones previamente aceptadas y estar elaborado
utilizando un uso correcto de la logica. Este argumento apela explicitamente a unos
hechos o datos a partir de los cuales elabora una afirmacion llamada conclusion.
(Toulmin, 2003, pag. 92)

En cuanto al significado del constructo “razonamiento” que vamos a emplear en este
trabajo, lo podemos definir como el proceso cognitivo complejo por el cual somos
capaces de conectar y relacionar diferentes hechos o informaciones siguiendo una
determinada estructura formal para extraer una conclusion. En matematicas
encontramos tres tipos de razonamientos: el razonamiento inductivo, el abductivo y el
deductivo. El razonamiento deductivo es el mas complejo y estd vinculado al ultimo
estado del desarrollo intelectual, este tipo de razonamiento es el que utilizan los
Matemadticos para demostrar sus conjeturas, sin embargo, en la educacion primaria y
secundaria se utilizan los tres tipos de razonamiento por ser el abductivo y el inductivo
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los que mas facilmente asimilan los estudiantes y servir de base para desarrollar la
capacidad de razonar.

El razonamiento abductivo es el mds instintivo o imaginativo, con este razonamiento se
trata de explicar una conclusiéon o hecho concreto a partir de crear una hipotesis
explicativa que, sin estar demostrada, se acepta como regla valida, considerando el
hecho que queremos explicar como un resultado de esta regla. Esta forma de
razonamiento no sigue una secuencia ldgica y para poder confirmarla se necesitaria una
ratificacion empirica para corroborar todos los posibles casos, aunque siempre existiria
la probabilidad de que hubiera alguna excepcion, o bien una demostracion deductiva
que relacione la posible hipotesis explicativa con la conclusion. No es un razonamiento
aceptado por los matematicos porque existe un riesgo de error, sin embargo, se
considera su valor formativo por ser aquel con el que fomentamos la creacion de nuevas
ideas e hipotesis.

El razonamiento inductivo se puede considerar el proceso inverso al razonamiento
deductivo, ya que, a partir de una informacion particular, uno o varios casos concretos,
para los cuales se cumple una afirmacion esta se generaliza para todos los casos
aceptandolo como conclusion valida. Al igual que ocurre con el razonamiento
abductivo existe un riesgo de error puesto que es muy dificil que se puedan corroborar
todos los posibles casos particulares. Sin embargo, es el tipo de razonamiento que mas
utilizamos en nuestra vida cotidiana y aunque no sirve para demostrar completamente la
validez de una conjetura si que se utiliza para reforzar una hipotesis con argumentos
consolidados.

En cuanto al razonamiento deductivo tomamos la definicion de Herbst (2002):

De acuerdo con las nociones comunmente aceptadas de razonamiento deductivo,
el razonamiento deductivo es el proceso de inferir conclusiones a partir de
informacion conocida (premisas) basadas en reglas de légica formal, donde las
conclusiones se derivan necesariamente de la informacion dada y no hay necesidad de
validarlas mediante experimentos. Los argumentos deductivos validos preservan la
verdad, en el sentido de que, si las premisas son verdaderas, entonces la conclusion
también es verdadera. (Herbst, 2002)

En la publicacion de Herbst también podemos ver como tradicionalmente en EE.UU.
se fomentaba practicar las habilidades de demostracion mediante el razonamiento
deductivo en las tareas de geometria con los estudiantes de secundaria utilizando para
ello un formato de dos columnas, en la primera escribian las premisas observadas y en
la segunda las conclusiones extraidas a partir estas:

Aunque no es intrinseco al razonamiento deductivo, una forma comun de
representar argumentos deductivos es mediante una secuencia paso a paso de
premisas y conclusiones justificadas, (...). Esta forma de representar los argumentos
deductivos de la geometria escolar se enfatiza con frecuencia en varios paises, donde a
menudo se requiere que los estudiantes escriban pruebas en el formato de dos
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columnas de enunciados y justificaciones que muestran por qué las premisas de un
argumento conducen a una conclusion. (Herbst, 2002, pag. 284).

Respecto a esta practica de realizar demostraciones matematicas en el aula de
secundaria nos podemos preguntar cudl es el interés de ensefiar este proceso a los
alumnos. Acerca de lo cual podemos ver todas las utilidades que el profesor experto en
geometria Michel De Villiers otorga al proceso de demostracion en su articulo sobre el
rol y las funciones de la demostracion en matematicas (De Villiers, 1990) por lo que
también recomienda incluir este proceso en el aula de matematicas con los alumnos:

e Verificacion/Conviccion (se refiere a la veracidad de una afirmacién)

En este articulo, se indica que una de las funciones de la demostracion es convencer de
la veracidad de una conjetura, sin embargo, De Villiers afirma que “la prueba no es
necesariamente un requisito previo para la conviccion - la conviccion es con mucha
mds frecuencia un requisito previo para la prueba” y que la razéon por la que una
persona invierte esfuerzo en realizar una demostracion rigurosa de una conjetura es
porque en su interior ya estd convencida de que debe ser cierta. Normalmente los
razonamientos que han llevado a esa persona al convencimiento han sido de tipo
abductivos o inductivos, de ahi la importancia también de este tipo de razonamientos.

e Explicacion (la demostracion explica las causas y proporciona informacion
sobre por qué es cierto)

La demostracion, si hemos sido capaces de deducirla a través de unas premisas
mediante un proceso logico, también nos ofrece una explicacion para entender una
conjetura o teoria, “las demostraciones empiricas no nos proporcionan una
explicacion, simplemente confirman”.

o Sistematizacion (la organizacion de varios resultados da un sistema deductivo de
axiomas, conceptos principales y teoremas).

Con la demostracion se consigue exponer la relacion logica que subyace entre los
enunciados, esto nos revela si existen argumentos circulares, o suposiciones no
explicitas, ayuda a unificar y simplificar las teorias matematicas a través de la
integracion de enunciados, teoremas y conceptos a priori no relacionados entre si. Nos
proporciona una perspectiva global de un tema al exponer la estructura axiomatica
subyacente de ese tema de la que se pueden derivar todas las demas propiedades. Por
lo tanto, la demostracion constituye una herramienta indispensable en la
sistematizacion de diversos resultados conocidos en un sistema deductivo de axiomas,
definiciones y teoremas. Esta funcion resulta especialmente util en educacion
secundaria porque ayuda a relacionar los conceptos que se van aprendiendo entre los
distintos sentidos de las matematicas conectando teoremas aprendidos y aplicandolos
en las demostraciones cada vez con mas rigor.
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e Descubrimiento (permiten el descubrimiento o la invenciéon de nuevos
resultados).

Mientras se trabaja en una demostracion matemadtica se estdn realizando tareas de
investigacion, andlisis, descubrimiento e invencion, es por ello que en multitud de
ocasiones en la Historia de las Matematicas se ha logrado descubrir nuevos resultados,
nuevos teoremas y conjeturas mientras estaban tratando de demostrar otro de una
manera logica deductiva, como por ejemplo el descubrimiento de la geometria no
euclidea.

e Comunicacion (transmiten el conocimiento matematico).

Por ultimo, pero no menos importante en el aula de secundaria, esta la funcién de
comunicacion. La demostracion es una forma de discurso, es una manera de comunicar
los resultados matematicos que sirve para crear un foro de debate entre docente y
alumnado y entre los propios alumnos. Esta practica de transmision, comunicacion y
debate promueve el refinamiento de la demostracion y la identificacion de errores o la
busqueda de contragjemplos por lo que fomenta el razonamiento.

Para hablar de los procesos de representacion y visualizacion tenemos como referente
al profesor e investigador francés Raymond Duval, quien desarroll6 la teoria de los
“registros de representacion semidtica” y la importancia de la visualizacion para
mejorar la comprension matematica en los estudiantes.

Duval (1999) diferencia entre dos tipos de representaciones cognitivas: las
“representaciones semioticas”, que son las que se producen premeditadamente
mediante el uso de cualquier sistema semidtico (caracteres, signos, graficos,
diagramas, etc.) donde el sujeto selecciona intencionadamente cada simbolo que va a
representar al objeto; y las representaciones fisicas/orgéanicas, que son las producidas
por el sistema organico (recuerdos, suefios, etc.) o bien por un dispositivo fisico
(fotografia, reflejo) que se producen de forma automatica.

En la Historia de las Matematicas ha habido una evolucion de los sistemas semidticos
utilizados para representar y procesar el pensamiento matematico. Por ejemplo:
las notaciones simbolicas derivadas del lenguaje escrito han dado lugar a la
estructura algebraica (...) para las imagenes estaba la construccion de figuras planas,
después la perspectiva, luego las graficas para ‘traducir’ curvas a ecuaciones, por ello
los hemos denominado ‘registro de representacion’. Asi contamos con varios
registros para la representacion discursiva y varios sistemas para la visualizacion. Esto
implica una compleja interaccidn cognitiva que subyace a cualquier actividad
matematica. (Duval, 1999, pag. 6)

Para Duval, la complejidad de las figuras geométricas deriva de que su registro de
representacion tiene una “estructura triadica de representacion”, es decir que aparece
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el signo (simbolo que estd en lugar de algo), el objeto (aquello que es representado por
el signo) y el interpretante, que es el tercer elemento (el simbolo equivalente creado en
la mente del sujeto que interpreta al signo original):

Los registros con una estructura triddica de significacion (lenguaje natural,
representacion de formas 2D o 3D) donde tenemos significados que juegan
independientemente de cualquier denotacion explicita de objetos y hay que tener en
cuenta su interaccion. Incluso podemos caer en un conflicto cognitivo entre el juego
de significados, que es propio del registro, y la denotacion establecida para la
representacion. (...) El pensamiento matematico a menudo requiere activar en paralelo
dos o tres registros, incluso cuando solo se usa uno externamente. (Duval, 1999, pags.
5-7).

Los procesos matematicos requieren dos tipos de transformaciones de las
representaciones que denomina: “procesamiento” y “conversion”. El procesamiento
son las transformaciones que se realizan dentro del mismo registro, como las
operaciones aritméticas o la reconfiguracion de una figura geométrica como si fuera un
puzle, para estas transformaciones no se necesitan hipotesis ni demostraciones. La
conversion es una transformacion que requiere un cambio de registro, poder “traducir”
la representacion de un objeto a una representacion diferente en otro registro, es en este
tipo de transformacion donde los estudiantes muestran mas dificultades. Cada registro
semiotico de representacion tiene una forma de trabajar diferente que hay que saber
transmitir al alumnado. El saber pasar de un registro de representacion a otro, que los
alumnos sean capaces de reconocer un mismo objeto a través de diferentes
representaciones y puedan establecer conexiones entre los razonamientos inductivos y
deductivos es lo que para Duval (1999) supone un requisito basico para el aprendizaje
de las matematicas.

En relacion al proceso de visualizacién, Duval también distingue entre vision y
visualizaciéon. La visiébn proporciona un acceso directo al objeto, se refiere a la
percepcion visual, pero al ser la realidad tridimensional solo podemos ver un lado de
las cosas y para poder tener una aprehension completa se necesita movimiento y
exploracion. La visualizacion “hace visible todo lo que no es accesible a la vision. La
percepcion visual necesita ser explorada a través de movimientos fisicos (...) la
visualizacion puede obtener de inmediato una aprehension completa de cualquier
organizacion de relaciones.” (Duval, 1999, pag. 12)

“La visualizacion se refiere a una actividad cognitiva que es intrinsecamente
semiotica, algunas representaciones semioticas, como los dibujos, pretenden ser
representaciones iconicas”, es decir que se asemejan al objeto que representan y son
reconocibles de inmediato, sin embargo, en matematicas no existen estas
representaciones “iconicas”, no basta con verlas para reconocer lo que representa, es
por eso que la visualizacion requiere un aprendizaje especifico para visualizar cada
registro de representacion.
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En el caso de las figuras geométricas, estas estan dentro de un tipo de registro o
sistema de representacion, por tanto, debemos poder realizar transformaciones,
“procesamientos”, dentro de este registro que nos permitan modificar una figura
geométrica en otra manteniendo las propiedades de la figura inicial. Segin Duval,
(1988, pp. 61-63; 1995, pl47) existen tres tipos de transformaciones: “la forma
mereologica” que consiste en dividir o triangular la figura y combinar esas partes en
otra figura o subfiguras, “la forma optica”, que sin realizar ningiin cambio en la figura
trata de, mediante un efecto optico, aparentar que es diferente, mas grande, inclinada,
etc; y “la forma del lugar” que consiste en cambiar la figura de posicion en el plano. A
estas operaciones las llama “aprehension operativa” y gracias a ella se puede encontrar
la idea para resolver un problema dado.

Pero esta aprehension operativa no basta para poder realizar una tarea que requiera
razonamiento deductivo, para ello se requiere de otro tipo de proceso que llama
“aprehension discursiva”, en esta el alumno es capaz de hacer uso de las propiedades,
teoremas y axiomas que no aparecen explicitos en la representacion.

Duval (1995, 1999) enfatizé la importancia de coordinar las aprehensiones
perceptivas, discursivas, secuenciales y operativas y como los estudiantes dan sentido
matematico a las partes de las figuras para comprender las figuras geométricas. La
aprehension perceptiva se refiere al reconocimiento y nombramiento de una figura a
partir de una percepcion global, y determina la capacidad de reconocer
subconfiguraciones. La aprehension secuencial se moviliza cuando se construye una
figura o se describe su construccion, por ejemplo, cuando se dibuja una figura que
cumple ciertas condiciones. La aprehension discursiva consiste en asociar la figura
con propiedades matematicas. Por tltimo, la aprehension operativa permite modificar
una figura durante el proceso de resolucion de problemas (Bernabeu, Moreno, &
Llinares , 2021, pag. 253).

Podemos concluir, por lo tanto, que cuando estamos trabajando con figuras
geométricas estamos utilizando representaciones semidticas; los alumnos no pueden
relacionar estas representaciones con un objeto matematico real, por eso es importante
poder activar dos o tres registros de representaciones a la vez, para que aprendan a
relacionar un mismo objeto matematico con distintos registros de representaciones
semioticas, discriminar la forma de trabajar dentro de cada registro y ser capaces de
“convertir” una representacion de un registro a otro.

Igualmente hay que prestar atencion a las operaciones cognitivas que tienen lugar en
las actividades matematicas, es importante no solo que otorguemos herramientas a los
estudiantes para que visualicen las figuras geométricas y les ensefiemos sus
propiedades matematicas, sino que también es beneficioso que los alumnos se
enfrenten a la construccion de estas figuras, que lo hagan con sus manos y reflexionen
durante ese proceso de construccion las condiciones que la propia figura les obliga a
cumplir para completarse correctamente.
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Ademas, se debe tratar de poner en juego de una manera transversal todos los procesos
cognitivos que intervienen en las actividades de ensefianza/aprendizaje de la geometria
para que puedan desarrollar una coordinacion entre las distintas formas de trabajar que
se requieren para el razonamiento deductivo (aprehension discursiva) y la habilidad
para realizar procesamientos figurativos (aprehension operativa) asi como la
visualizacion y construccion (aprehension perceptiva y secuencial).

2.2. Antecedentes:

Para la elaboracion de la propuesta didactica del presente trabajo, se han tenido como
referentes los modelos tedricos de la ensefianza y aprendizaje de conceptos
geométricos, especialmente el modelo del matrimonio Van Hiele (Van Hiele, 1986)
seguin viene definido en la tesis de Adela Jaime Pastor (1993) donde se describen los
distintos niveles de razonamiento geométrico l6gico de los estudiantes en funcion de su
madurez y coémo alumnos con un nivel de razonamiento inferior no podran comprender
conceptos, propiedades o relaciones entre las mismas que estén en un nivel superior de
razonamiento. Ademas, indican que no se puede ensefiar a un alumno a razonar de una
determinada manera, pero si que les podemos ayudar a que adquieran la experiencia
necesaria para que sean ellos los que acaben razonando de forma logica.

El modelo descriptivo de los niveles de razonamiento de Van Hiele pasé de tener tres
niveles en una primera publicacion en 1955, a ser modificado en posteriores
publicaciones por la interaccion y experiencia de otros profesionales, a cinco niveles
de razonamiento, aunque el nivel superior al cuarto es dificil de diferenciar y evaluar,
por lo que en algunas publicaciones se suelen usar cuatro niveles. Estos niveles tienen
un caracter secuencial, es decir que son etapas de desarrollo por las que los estudiantes
van evolucionando progresivamente ayudados por el trabajo geométrico realizado en el
aula y en funcion de su propio nivel de madurez cognitiva. En general la descripcion
mas utilizada de los niveles de razonamiento de Van Hiele es la que sigue:

El nivel 1 (Reconocimiento): percepcion de cada figura como un objeto, describen las
figuras basandose en su aspecto fisico y posicion en el espacio. Utiliza un vocabulario
basico sin reconocer o analizar las partes que lo componen ni sus propiedades
matematicas.

Nivel 2 (Analisis): reconocen y descomponen las partes o elementos de las figuras, son
capaces de describirlas y enunciar sus propiedades matematicas de memoria, aunque
sin relacionarlas entre si ni relacionando esas propiedades con las de otras figuras. Es
frecuente que omitan propiedades esenciales o que describan caracteristicas que
reiteran una misma propiedad. No realizan clasificaciones a partir de las relaciones
entre propiedades. En algin caso pueden llegar a realizar la demostracion de una
propiedad mediante su comprobacion. Las demostraciones realizadas son de caracter
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empirico, mediante el descubrimiento experimental y hacen uso de un razonamiento
inductivo para generalizar.

Nivel 3 (Clasificacion): relacionan propiedades de una figura entre si y con las de otras
figuras. Pueden descubrir de manera experimental nuevas relaciones. Definen
correctamente tipos de figuras y conceptos matematicos. Realiza clasificaciones
inclusivas, es decir, una figura puede tener el nombre de la clase si se clasifica segun el
concepto mas general y también de la subclase. Realizan demostraciones de las
propiedades basandose no solo en la comprobacién de casos sino también en
razonamientos deductivos informales. Son capaces de comprender las demostraciones
realizadas por el profesor y adaptarlas a una situacion semejante.

Nivel 4 (Deduccion formal): son capaces de formular enunciados y teoremas con un
leguaje preciso. Realizar demostraciones formales completas utilizando un
razonamiento deductivo encadenando varios pasos. Son capaces de entender la
posibilidad de obtener el mismo resultado comenzando desde distintas premisas y
utilizando diferentes formas de demostracion y comprenden la estructura de axiomas,
definiciones y teoremas de las matematicas.

Nivel 5 (Rigor): tienen la capacidad para realizar deducciones abstractas, comparar
sistemas axiomaticos diferentes y concluir sobre su equivalencia. Comprenden la
importancia de la precision al tratar los fundamentos y las relaciones entre estructuras
matematicas y son capaces de trabajar en sistemas axiomaticos de geometria no
euclidea.

En este modelo de los niveles de razonamiento geométrico de los Van Hiele, también
describen unas fases de aprendizaje que van asociadas a una secuencia de actividades
docentes que permiten pasar de un nivel a otro. Igualmente las clasifica en cinco fases
de manera que al finalizar la secuencia de tareas que pasen por esas cinco fases, el
alumno que estd en un nivel pueda pasar al siguiente. Las fases de aprendizaje son:

Fase 1 (informacion): podemos decir que es una fase de introduccion al tema a tratar
para que los alumnos tengan informacion sobre el tipo de problemas que van a realizar
y el campo de estudio y para que los docentes puedan identificar los conocimientos
previos de los alumnos.

Fase 2 (orientacion dirigida): en esta fase el docente guia a los alumnos mediante
actividades y problemas propuestos para que descubran los componentes, conceptos,
propiedades y relaciones que los estudiantes deben aprender. En esta fase los alumnos
adquieren las estructuras basicas del nivel.

Fase 3 (Explicitacion): en esta fase los estudiantes tienen que verbalizar sus
argumentaciones o los resultados conseguidos, oralmente o por escrito, ademdas de
debatir sus descubrimientos con otros estudiantes y con el profesor para mejorar
también el lenguaje técnico. Esta fase sirve para reforzar y perfeccionar los
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conocimientos adquiridos mas que para obtener nuevos conocimientos. Se debe
plantear en todas las actividades que lo permitan como una conducta continua, no se
propone como una fase concreta que siga un orden cronoldgico entre la segunda y la
cuarta.

Fase 4 (Orientacion libre): esta es la fase donde se va a consolidar el aprendizaje
previo, aqui los alumnos realizardn conexiones entre la informacién adquirida y la
aplicaran para realizar una actividad mas compleja, que no constituya una aplicacion
de un algoritmo previamente aprendido, sino que sea mas abierta, con multiples formas
de resolucion donde deban combinar y aplicar sus conocimientos.

Fase 5 (Integracion): esta ultima fase se plantea como una recopilaciéon donde los
estudiantes puedan tener una vision global de todo lo aprendido, organicen en su mente
los nuevos conocimientos, los relacionen con los que ya tenian previamente e integren
los nuevos métodos de trabajo y razonamiento. En esta fase el docente podra
corroborar si los alumnos han adquirido el nivel de razonamiento completo que estaban
trabajando.

Para poder disefar una propuesta didactica que trabaje los procesos de representacion,
visualizacién, conjeturacion, argumentacion y comunicacién, razonamiento Yy
demostracién con alumnos de secundaria a través de contenidos de geometria sintética,
se ha realizado previamente una pequefia investigacion y estudio de tareas ya
ensayadas con éxito por diferentes investigadores que han implementado en sus aulas
actividades que fomentan estos procesos en el campo de la ensenanza de Geometria.

La bibliografia existente dentro de este campo es muy extensa, algunas utilizan
software de geometria dindmica como GeoGebra para proponer esas tareas y otras
plantean actividades para resolver con lapiz y papel o con materiales manipulativos,
algunas de ellas trabajan los procesos de argumentacion y demostracion, otras los de
visualizacion, representacion y comunicacion. En todas ellas se han tenido en cuenta y
se han mencionado los niveles de razonamiento de Van Hiele. De entre las
publicaciones analizadas se han seleccionado para realizar este trabajo las que se
mencionan a continuacion:

Publicaciones que proponen actividades con software de geometria dinamica:

La publicacion de Valori, Giacomone, Albanese, & Adamuz Povedano (2022) realiza
un estudio muy interesante y pertinente dentro del tema que nos ocupa, puesto que
ensaya tareas de actividades para trabajar los procesos de representacion, razonamiento
y demostracion con estudiantes de secundaria. En este trabajo se muestran los
resultados de su investigacion implementando dos tareas matemadticas con 52
estudiantes de secundaria (15 y 16 afios) durante el periodo de confinamiento por
COVID-19 en Italia. En ella se estudia el uso combinado de materiales manipulativos
como papiroflexia y actividades con GeoGebra en Geometria Euclidea. Las tareas
implicaban cuatro fases: construir, explorar, conjeturar y probar. Presentan un analisis
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epistémico de las tareas y un analisis cognitivo de las respuestas dadas por uno de los
estudiantes.

El trabajo de Sua, Gutiérrez, & Jaime (2021) muestra el andlisis de una actividad de
visualizaciéon en un entorno de geometria dindmica 3D y realidad aumentada. La
diferencia en este caso es que la actividad se realiza con estudiantes de Grado de
Magisterio en Educacion Primaria. En estas actividades trabajan los procesos de
visualizacioén, razonamiento y comunicacion. Esta investigacion y analisis les permite
concluir que el trabajo con software, que permite visualizar los objetos en 3D e
interaccionar con ellos, ayuda a los estudiantes a mejorar su visualizacién en 3D y con
ello tomar decisiones mas acertadas para solucionar las tareas propuestas.

El articulo de Jones (2001) muestra los datos de un estudio con estudiantes de 12 afios
utilizando un software de geometria dindmica, la actividad propuesta consiste en
construir utilizando este software diversos cuadrildteros con unas propiedades
especificas. Después, analizando las interpretaciones que los alumnos dan sobre las
propiedades geométricas esos cuadrilateros, la investigacion concluye que el uso del
programa ayuda a los alumnos a evolucionar desde unas explicaciones imprecisas con
leguaje cotidiano a explicaciones matematicas de la situacion geométrica. Con lo cual
sugiere que, el trabajo de construccion realizado con el programa informatico nos
ayuda a fomentar una base para, a partir de esta etapa, construir nociones de
razonamiento deductivo en matematicas.

El trabajo de Paneque, Cobo, & Fortuny (2017) realiza una investigacion sobre un
grupo selecto de 4 estudiantes de 16 y 17 afos en el que tienen que resolver cuatro
problemas con el software GeoGebra TUTOR. Con este programa es posible
distorsionar las figuras en tiempo real conservando sus caracteristicas geométricas
ademas de poder ver los objetos matematicos en diferentes registros de representacion
a la vez. Ademas, contiene un “tutor” artificial, como si fuera un oraculo, que realiza
una pregunta a los alumnos cuando estan siguiendo un camino incorrecto para que se
focalicen en otra estrategia siguiendo desde el ultimo paso que dieron correctamente.
Los problemas planteados requieren de alta demanda cognitiva puesto que son
problemas abiertos que se pueden solucionar utilizando diversas estrategias. Este
estudio concluye que la utilizacion del programa y las interacciones con su tutor
artificial, asi como la ayuda de su profesor real, permitié a los estudiantes mejorar sus
competencias argumentativas, establecer conjeturas de inferencia figurativa y fomentar
la transicion de las argumentaciones empiricas a las deductivas.

El articulo de Maschietto (2018) realiza una comparacion entre el uso de herramientas
clasicas a las que llama “maquinas matematicas”, que son un instrumento manipulativo
de madera para realizar la demostracion del teorema de Pitdgoras y una herramienta
cinética creada por Leonardo da Vinci, y ademés herramientas digitales, que son una
pizarra digital y dispositivos digitales que pueden manipular los alumnos, para realizar
diferentes demostraciones del teorema de Pitadgoras con alumnos de 13 afos. A partir
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del analisis de resultados de los trabajos realizados por los alumnos con cada una de
estas herramientas, concluye que la experiencia con las “maquinas matematicas”
desarrolla procesos cognitivos importantes como la identificacion de invariantes, las
relaciones entre los componentes y los esquemas de uso. Pero también muestra la
importancia de la interaccion con el profesor para poder desarrollar esos procesos
cognitivos.

Finalmente, el articulo de Saez-Lacave, Rodriguez-Lopez, Serrano Mufioz, & Pérez
Fraifias (2020) viene a poner de manifiesto que los estudiantes de secundaria son
capaces de realizar trabajos utilizando herramientas digitales sin ningun tipo de barrera
tecnologica ni cultural. Para ello realiza una investigacion con 250 estudiantes a los
que se les da instrucciones para realizar ejercicios de geometria con aplicaciones de
dibujo con graficos vectoriales. Esta publicacion aboga por fomentar el uso de
tecnologia digital que aporta unas habilidades diferentes a las conseguidas con papel y
lapiz.

Entre las publicaciones donde encontramos mas propuestas para trabajar con lapiz y
papel o materiales manipulativos estan:

Las publicaciones ;Por qué geometria? Propuestas didacticas para la ESO (Alsina,
Fortuny, & Pérez, 1997) e Invitacion a la didactica de la geometria (Asina, Burgués, &
Fortuny , 1992) nos proporcionan diferentes secuencias de actividades que se pueden
trabajar en clase de Geometria con estudiantes de Secundaria para desarrollar el
pensamiento visual, las habilidades para definir, relacionar, clasificar y, finalmente,
demostrar. También menciona la creciente posibilidad de utilizar programas
informaticos para trabajar las habilidades de visualizacion, para trabajar las habilidades
de razonamiento y demostracion realiza actividades con material manipulativo y
representacion con papel y lapiz. (Aunque hay que tener en cuenta que el software y la
representacion grafica digital se ha desarrollado mucho desde que se escribieron estas
publicaciones).

El trabajo de Corberan et al. (1994) muestra una propuesta curricular de
ensenanza/aprendizaje de la Geometria plana en 1° de Bachillerato, basada en el
Modelo de Razonamiento de Van Hiele. Presentan tanto los contenidos de las unidades
de ensefanza, como los resultados de la evaluacion llevada a cabo para determinar el
progreso de los estudiantes y los niveles de Van Hiele de razonamiento, alcanzado por
los mismos, en base a los contenidos geométricos de las actividades realizadas. Es una
publicacion muy completa y detallada de donde se pueden extraer secuencias de
actividades perfectamente estructuradas y definidas en cuanto a sus objetivos,
metodologia, planificacion y evaluacion. Esta publicacion ha sido de gran utilidad para
la realizacion de la propuesta didéactica del presente trabajo.

En el articulo de Ricart et al. (2019) se analiza el potencial de la tarea WODB (Which
One Doesn’t Belong) para trabajar conexiones y argumentacion, asi como para
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identificar los niveles de Van Hiele que tienen los estudiantes y poder progresar en
ellos. La mecanica en la que consiste esta tarea la explicaremos mas adelante en el
apartado IV. Propuesta didactica, puesto que ha sido utilizada como actividad dentro
de esta. La diferencia en este estudio es que esté realizado con estudiantes de Grado en
Educacion Infantil. Esta publicacion me ha resultado muy provechosa para ver el
analisis de datos que realizan los autores de los resultados, como categorizan las
respuestas de los estudiantes y las posibilidades que ofrece este tipo de actividad para
trabajar con los alumnos.

También el articulo de Barriga (2021) nos muestra una actividad matemética basada en
la tarca WODB, est4 realizada con alumnos de 11 y 12 afos, pero en este caso la
combina con el juego Dixit lo que potencia alin mas la creatividad y el proceso de
comunicacion, ya no solo en Matematicas sino en el uso del lenguaje. Sin embargo, el
tener que ajustarse a las reglas del juego de Dixit donde no puedes ser demasiado
obvio para que no todos los participantes acierten, ni demasiado criptico para que no
todos fallen, habria limitado mucho las respuestas de los alumnos y complicaria el
analisis posterior de estas.

Esta busqueda previa de antecedentes para poder elaborar nuestra propuesta didactica
se centrd en un primer momento en actividades que trabajaran con software de
geometria dindmica, con intencién de poder implementar en el aula actividades de este
tipo ya que profesionalmente manejo diferentes programas de disefio asistido por
ordenador y podria aprovechar esa experiencia para desarrollar el trabajo con los
alumnos. Sin embargo, el contexto donde cursé el modulo de practicas externas y la
oportunidad de poder implementar y ensayar parte de las actividades, hizo modificar
esa busqueda hacia otras tareas donde no fuera necesario el uso de ordenador y se
centraran mas en los procesos de argumentacion, razonamiento y demostracion. No
obstante, la mayoria de las actividades recogidas en las publicaciones anteriores,
aunque estén disefiadas para ejecutarse con programas informaticos, son factibles para
realizarse con lapiz y papel.
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1. Marco legal

El trabajo se realiza dentro de la Ley Orgénica 3/2020, de 29 de diciembre, por la que se
modifica la Ley Orgénica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion (LOMLOE), derogada la
LOMCE y modificando la LOE vigente desde 2006.

Normativas Estatales y Autonémicas (Castilla y Leon):

— Real Decreto 217/2022, de 29 de marzo, por el que se establecen la ordenacion y
las ensefianzas minimas de la Educacién Secundaria Obligatoria. Referencia:
BOE-A-2022-4975

— DECRETO 39/2022, de 29 de septiembre, por el que se establece la ordenacion
y el curriculo de la educacion secundaria obligatoria en la Comunidad de
Castilla y Le6n.

— DECRETO 40/2022, de 29 de septiembre, por el que se establece la ordenacion
y el curriculo del bachillerato en la Comunidad de Castilla y Ledn.

Seguidamente se presenta una breve observacion de cémo ha evolucionado en las
ultimas legislaciones que ha habido en el curriculo de Secundaria, la introduccion al
razonamiento matematico, conjeturacion y demostracion, tomando estos procesos cada
vez mas peso dentro del curriculo con una mencidon mas explicita:

En el curriculo establecido por la anterior legislacion, LOMCE, segin la Orden
ECD/1361/2015, 2015, que establece el curriculo de Educacion Secundaria Obligatoria
y Bachillerato, ya se indicaba la necesidad de “adquirir un hdbito de pensamiento que
permita establecer hipotesis y contrastarlas”, “ser capaz de generalizar, demostrar y
construir modelos matematicos”, estimular que “hagan deducciones y elaboren
conclusiones utilizando el lenguaje matematico mas adecuado”. (Orden

ECD/1361/2015, 2015, pp. 60897-60899).

En la actual legislacion, LOMLOE, el DECRETO 39/2022, de 29 de septiembre, por el
que se establece la ordenacion y el curriculo de la educacion secundaria obligatoria en
la Comunidad de Castilla y Ledn, desarrolla las Competencias Especificas que otorgan
las Matematicas relacionadas entre si y agrupadas en torno a 5 bloques, segin su
naturaleza: “resolucion de problemas (competencias especificas 1 y 2), razonamiento y
prueba (competencias especificas 3 y 4), conexiones (competencias especificas 5 y 6),
comunicacién y representacion (competencias especificas 7 y 8) y destrezas
socioafectivas (competencias especificas 9 y 10).” (Pag. 49340)

Destacamos a continuacion las competencias especificas que recogen los procesos sobre
los que queremos trabajar con el alumnado en nuestra propuesta didactica:
conjeturacion (C.E. I y C.E. 3), visualizacion, representacion (C.E. 5 y CE. 7),
comunicacion (C.E. 8), razonamiento y demostracion (C.E. 3), también se desarrollaran
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en las actividades planteadas las C.E. 9 y C.E. 10 puesto que se proponen actividades
para trabajar en equipo de manera colaborativa, vemos como se describen estos
procesos en el Bocyl:

Competencia especifica 1.

Interpretar, modelizar y resolver problemas de la vida cotidiana y propios de las
Matematicas aplicando diferentes estrategias y formas de razonamiento, para explorar
distintas maneras de proceder y obtener posibles soluciones
El desarrollo de esta competencia conlleva aplicar el conocimiento matematico
que el alumnado posee en el contexto de la resolucion de problemas. Para ello es
necesario proporcionar herramientas de interpretacion y modelizacion (diagramas,
expresiones simbolicas, graficas, etc.), técnicas y estrategias de resolucion de
problemas como la analogia con otros problemas, la estimacion, el ensayo y error, la
resolucion de manera inversa (ir hacia atrds), el tanteo, la descomposiciéon en
problemas mas sencillos o la busqueda de patrones, que les permitan tomar decisiones,
anticipar la respuesta, asumir riesgos y aceptar el error como parte del proceso.
D.39/2022 (pag. 49343)

Competencia especifica 3.

Formular y comprobar conjeturas sencillas o plantear problemas de forma autonoma,
reconociendo el valor del razonamiento y la argumentacion para generar nuevo
conocimiento.

El razonamiento y el pensamiento analitico incrementan la percepcion de patrones,
estructuras y regularidades tanto en situaciones del mundo real como abstractas,
favoreciendo la formulacién de conjeturas sobre su naturaleza. (...) La formulacion de
conjeturas, el planteamiento de nuevos problemas y su comprobacion o resolucion se
puede realizar por medio de materiales manipulativos, calculadoras, software,
representaciones y simbolos, trabajando de forma individual o colectiva y aplicando
los razonamientos inductivo y deductivo. El desarrollo de esta competencia conlleva
formular y comprobar conjeturas, examinar su validez y reformularlas para obtener
otras nuevas susceptibles de ser puestas a prueba promoviendo el uso del
razonamiento y la demostracion como aspectos fundamentales de las matematicas.
Cuando el alumnado plantea nuevos problemas, mejora el razonamiento y la reflexion,
al tiempo que construye su propio conocimiento, lo que se traduce en un alto nivel de
compromiso y curiosidad, asi como de entusiasmo hacia el proceso de aprendizaje de
las matematicas. D. 39/2022 (pag. 49345)

Competencia especifica 5.

Reconocer y utilizar conexiones entre los diferentes elementos matematicos

interconectando conceptos y procedimientos para desarrollar una vision de las
matemdticas como un todo integrado.

La conexion entre los diferentes conceptos, procedimientos e ideas matematicas

aporta una compresion mas profunda y duradera de los conocimientos adquiridos,

proporcionando una vision mas amplia sobre el propio conocimiento. (...) El
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desarrollo de esta competencia conlleva enlazar las nuevas ideas matematicas con
ideas previas, reconocer y utilizar las conexiones entre ideas matematicas en la
resolucion de problemas y comprender como unas ideas se construyen sobre otras para
formar un todo integrado. D. 39/2022 (pag. 49345)

Competencia especifica 7.

Representar, de forma individual y colectiva, conceptos, procedimientos, informacion y
resultados matematicos usando diferentes tecnologias, para visualizar ideas y
estructurar procesos matematicos.

La forma de representar ideas, conceptos y procedimientos en Matematicas es
fundamental. La representacion incluye dos facetas: la representacion propiamente
dicha de un resultado o concepto y la representacion de los procesos que se realizan
durante la practica de las matematicas. El desarrollo de esta competencia conlleva la
adquisicion de un conjunto de representaciones matematicas que amplian
significativamente la capacidad para interpretar y resolver problemas de la vida real.
D. 39/2022 (pag. 49346)

Competencia especifica §.

Comunicar de forma individual y colectiva conceptos, procedimientos y argumentos
matematicos, usando lenguaje oral, escrito o grdfico, utilizando la terminologia
matemadtica apropiada, para dar significado y coherencia a las ideas matemdticas.

La comunicacion y el intercambio de ideas es una parte esencial de la educacion
cientifica y matematica. A través de la comunicacion las ideas se convierten en objetos
de reflexion, perfeccionamiento, discusion y rectificacion. Comunicar ideas, conceptos
y procesos contribuye a colaborar, cooperar, afianzar y generar nuevos
conocimientos...D. 39/2022 (pag. 49346)

Competencia especifica 9.

Desarrollar destrezas personales, identificando y gestionando emociones, poniendo en
prdctica estrategias de aceptacion del error como parte del proceso de aprendizaje y
adaptdndose ante situaciones de incertidumbre, para mejorar la perseverancia en la

consecucion de objetivos y el disfrute en el aprendizaje de las matematicas.

Resolver problemas matematicos -o retos mas globales en los que intervienen las
matematicas- deberia ser una tarea gratificante. Las destrezas emocionales dentro del
aprendizaje de las matematicas fomentan el bienestar del alumnado, la regulacion
emocional y el interés por su aprendizaje. D. 39/2022 (pag. 49346)

Competencia especifica 10.

Desarrollar destrezas sociales reconociendo y respetando las emociones y experiencias
de los demas, participando activa y reflexivamente en proyectos en equipos
heterogéneos con roles asignados, para construir una identidad positiva como
estudiante de matematicas, fomentar el bienestar personal y crear relaciones
saludables.
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El desarrollo de esta competencia conlleva mostrar empatia por los demas,
establecer y mantener relaciones positivas, ejercitar la escucha activa y la
comunicacion asertiva, trabajar en equipo y tomar decisiones responsables. Asimismo,
se fomenta la ruptura de estereotipos e¢ ideas preconcebidas sobre las matematicas
asociadas a cuestiones individuales, como, por ejemplo, las asociadas al género, a su
vinculacion exclusiva a las materias de caracter cientifico o a creencias erréoneas en
cuanto a la accesibilidad de las matematicas entre otras. D. 39/2022 (pag. 49347)

Vemos, por lo tanto, como la definicion mas explicita en esta nueva legislacion de las
Competencias que debe adquirir el alumnado va encaminada en la linea establecida en
los Principios y estandares para la Educacion Matematica establecida por el National
Council of Teachers of Mathematics (NCTM) “una organizacion profesional
internacional comprometida con la excelencia y el aprendizaje de las matematicas para
todos los estudiantes” (NCTM, 2003). Los estandares de procesos son: Resolucion de
Problemas, Razonamiento y Demostracion, Comunicacion, Conexiones y
Representacion.

Una buena ensefianza/aprendizaje de Matematicas tiene que promover el desarrollo de
destrezas de argumentacion y demostracion, los alumnos deben aprender a identificar
patrones o estructuras regulares con los que poder predecir resultados y generalizar,
plantear hipdtesis o conjeturas y evaluar argumentos para demostrar la validez de
dichas conjeturas. Igualmente es necesario enseflar a comunicar las ideas con claridad
y coherencia, asi como fomentar el uso de la representacion para que el alumnado
pueda expresar conceptos o procesos matematicos con diferentes registros semioticos
que le ayuden a interpretar y resolver problemas practicos, lo cual permite a los
estudiantes dotar de sentido a las matematicas.

Si nos centramos en los Criterios de Evaluacion vinculados con esas Competencias
Especificas, podemos ver como se concreta para cada curso las destrezas que deben
trabajar y desarrollar los estudiantes en relacion a los procesos que nos competen en la
propuesta didactica que queremos plantear.

En 3° ESO, en la asignatura Matematicas, vemos los Criterios de Evaluacion
especificados para las competencias especificas 1 y 2 que hacen referencia a los
procesos de razonar y comprobar, pero relacionado con el proceso de resolucion de
problemas. Para la Competencia especifica 3 ya encontramos un Criterio de
Evaluacién especifico del método cientifico, como es el de elaborar conjeturas y
comprobarlas:
3.1. Formular y comprobar conjeturas sencillas de forma guiada analizando
patrones, propiedades y relaciones.
3.2. Plantear variantes de un problema dado modificando alguno de sus datos o
alguna condicion del problema.
3.3. Emplear herramientas tecnoldgicas adecuadas en la investigacion y

comprobacion de conjeturas o problemas analizando el resultado obtenido. D. 39/2022
(pag. 49357)
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Los Criterios de Evaluacion relacionados con la Competencia Especifica 4 nos hablan
de reconocer patrones, descomponer en partes mas simples y modelizar los problemas.
Los Criterios de Evaluacion relacionados con las Competencias Especificas 5 y 6
hablan de “realizar conexiones entre los diferentes procesos matemdticos” 'y
conexiones entre las matematicas y otras materias o situaciones que pueden ser
resueltas con procesos matematicos.

La siguiente referencia explicita a los criterios evaluables relacionados con los
procesos de razonamiento matematico los vemos en los Criterios de Evaluacion de las
Competencias Especificas 7 y 8, Representacion y Comunicacion:

Competencia especifica 7:

7.1. Representar conceptos, procedimientos, informacion y resultados matematicos
de modos distintos y con diferentes herramientas, incluidas las digitales, visualizando
ideas, estructurando procesos matematicos y valorando su utilidad para compartir
informacion.

7.2. Elaborar representaciones matematicas que ayuden en la blsqueda de
estrategias de resolucion de una situacion problematizada. D. 39/2022 (pag. 49358)

Competencia especifica 8:

8.1. Comunicar informacion utilizando el lenguaje matematico apropiado,
utilizando diferentes medios, incluidos los digitales, oralmente y por escrito, al
describir, explicar y justificar razonamientos, procedimientos y conclusiones.

8.2. Reconocer y emplear el lenguaje matematico presente en la vida cotidiana
comunicando mensajes con contenido matematico con precision y rigor. D. 39/2022
(pag. 49358)

Los Criterios de Evaluacion para las Competencias Especificas 9 y 10 se centran en los
procesos socioafectivos, poniendo de relieve la importancia de saber reconocer las
emociones propias, en especial la frustracion, para poder gestionarlas, asi como las
ajenas para poder trabajar en equipo. Los aprendizajes que van asociados a un
componente afectivo se integran en la memoria a largo plazo generando un aprendizaje
mas significativo.

En el siguiente curso, 4° ESO, vemos que los Criterios de Evaluacion son
esencialmente los mismos habiendo una pequefia profundizacion en el Criterio 3.1.
que, ademas de “formular y comprobar”, habla de “investigar conjeturas”. En el
Criterio 5 aparece explicitamente la palabra deducir: “5.1 Deducir relaciones entre los
conocimientos y experiencias matemdticas, formando un todo coherente”. Hay otro
pequeiio salto de nivel en la forma de evaluar los procesos de representacion y
comunicacion, en el Criterio 7 donde se indica “ 7.1.Representar matemdticamente la

)«

informacion mas relevante” “7.2 Seleccionar entre diferentes herramientas, incluidas
las digitales, y formas de representacion (pictorica, grdfica, verbal o simbolica),
valorando su utilidad para compartir informacion” y sobre todo en el Criterio de la

Competencia especifica 8§ donde se menciona explicitamente comunicar conjeturas y
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razonamientos matematicos: “8.1 Comunicar ideas, conclusiones, conjeturas y
razonamientos matemadticos, utilizando diferentes medios, incluidos los digitales, con
coherencia, claridad y terminologia apropiada”. Por lo tanto, debemos dejar claro a
los alumnos, ya que estd dentro de los criterios con los que los vamos a evaluar, a qué
nos referimos con conjeturas y razonamientos matematicos.

En la asignatura optativa: Conocimiento de las Matematicas 3° ESO, que es la
asignatura y el curso sobre el que se ha realizado la propuesta didactica para este
trabajo, las Competencias Especificas y los Criterios de Evaluaciéon son
sustancialmente los mismos que para la asignatura obligatoria de Matematicas, pero
resumidos en 5 puntos, los Criterios de Evaluacion para las Competencias Especificas
1 y 2 son explicitamente los mismos. Se eliminan las Competencia Especificas 3 y 4
que hablaban de formular y comprobar conjeturas sencillas y modelizar problemas.
Los Criterios que en la asignatura obligatoria de Matematicas estaban en el punto 5 y
6, relacionando los procesos de realizar conexiones entre diferentes procesos e
identificar situaciones susceptibles de ser resueltas mediante procesos matematicos, en
la asignatura optativa Conocimiento de Matematicas estan en el punto 3. Los procesos
referentes a representacion, visualizacién y comunicacion que estaban en los Criterios
7 y 8, en la asignatura optativa estan en el punto 4 y los procesos socioafectivos
evaluados en los puntos 9 y 10 estan en el punto 5.

De esta manera queda expuesto como en el marco curricular a los estudiantes de
secundaria se les solicita desarrollar destrezas en los procesos de conjeturacion,
argumentacion, visualizacion, representaciéon, comunicacién, razonamiento y
demostracion. Estos procesos ademas deben ser evaluados segun los estandares
explicitos que hemos indicado, lo cual justifica y hace necesario que los docentes
dispongamos de recursos para trabajar estos procesos en aula de secundaria desde los
primeros cursos y durante toda su etapa educativa para ayudarles a realizar una
transicion de un pensamiento concreto a uno formal abstracto, de un razonamiento
empirico a un razonamiento deductivo, ayudarles a desarrollar un razonamiento 16gico
matematico y ser ciudadanos con pensamiento critico. Todo ello nos lleva a investigar
y estudiar actividades y propuestas didacticas que poder implementar en el aula para
trabajar estos procesos con los estudiantes.
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IV. Propuesta Didactica

4.1. Contextualizacion
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Figura 1. Plano con los barrios de Valladolid, el I.E.S. Juan de Juni se sitiua en la confluencia de los barrios La

Rondilla, San Nicolas, La Victoria y Huerta del Rey. Imagen de elaboracion propia utilizando como base el Mapa de
division en distritos del Ayto. de Valladolid.

i

La propuesta didactica elaborada en este trabajo esta disefiada para implementarse en el
L.LE.S. Juan de Juni de Valladolid, que es el centro donde realicé el médulo practico del
master de secundaria. El alumnado que recibe el I.E.S. Juan de Juni, segun los datos que
encontramos en el Proyecto Educativo del Centro (PEC), recogidos en las fichas de
secretaria, indican que la mayoria del alumnado “procede de un entorno en el que
abundan los trabajadores manuales en la industria y servicios y, en menor medida, los
funcionarios. Hay un elevado numero de parados o jubilados anticipadamente. El nivel
de formacién declarado mayoritariamente por las familias son los estudios primarios,
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constatando asi mismo las titulaciones profesionales medias y el bachillerato. Aumenta
progresivamente la presencia de titulados universitarios.”

Debido a la localizacion del Centro, como vemos en la Figura 1, la mayoria del
alumnado procede del historico barrio obrero de la Rondilla, el Barrio Espaiia y de las
localidades de Cabezon de Pisuerga y Santovenia de Pisuerga, puesto que disponen de
un servicio de transporte escolar en bus. En el casco histérico de Valladolid se asientan
familias con mayor poder adquisitivo, pero estas optan por los Institutos Zorrilla o
Nuifiez de Arce.

En el instituto observamos que hay alumnado muy diverso, tanto por su lugar de
procedencia: familias de origen latinoamericano, asidtico, eslavo o magrebi. También
por su cultura o su nivel socioecondmico: tenemos estudiantes cuyo cabeza de familia
es obrero, funcionario, o profesional libre, técnico, etc., personas en situacion de
desempleo, familias de etnia gitana, personas migrantes, refugiados de guerra, etc. No
obstante, los estudiantes de origen extranjero siguen siendo una minoria, menos del
15%, y en el caso concreto de los alumnos con los que realicé el mdédulo practico no
presentaban problemas con el idioma.

Para implementar esta propuesta didactica hemos elegido a una clase donde se
juntaban distintos alumnos de 3° ESO de varios grupos, edades y niveles de madurez y
conocimientos. La asignatura donde se ha implementado era una asignatura optativa,
Conocimiento de las Matematicas, con la salvedad de que esta asignatura es
obligatoria para los alumnos que estan en Diversificacion curricular. Entre estos
ultimos alumnos hay estudiantes que tienen la asignatura de Matematicas pendiente
desde el primer curso, sin embargo, los alumnos que estdn en este programa de
diversificacion, es porque han mostrado interés en conseguir el titulo de secundaria
obligatoria. Los alumnos tienen entre 15 y 16 afios, a esta edad las teorias de desarrollo
cognitivo de los adolescentes les atribuyen la capacidad de comprender el pensamiento
abstracto y de poder realizar, cada vez con mayor aptitud, operaciones ldgico formales
de caracter hipotético-deductivo. Sin embargo, dependiendo de sus caracteristicas
fisicas, y del contexto social, cultural y familiar en el que se han educado hay
diferencias entre los adolescentes en el uso del pensamiento formal. Concretamente en
este grupo hemos observado que el nivel es muy heterogéneo.

También hemos observado que los alumnos comienzan a faltar mucho a las clases
cuando hace buen tiempo, en general no otorgan a esta asignatura la misma formalidad
que a la asignatura obligatoria de Matematicas. Los alumnos son poco participativos y
se distraen con facilidad, al tener el horario lectivo después del recreo los alumnos
estdn mds agitados y es dificil conseguir una disciplina de trabajo donde permanezcan
sentados y atendiendo. Por esta razon he decidido plantear para este grupo unas
actividades con un caracter ludico, que puedan realizar por equipos heterogéneos para
que se ayuden entre ellos. Como el uso del teléfono movil estd prohibido con una
sancion de falta grave seglin el Reglamento de Régimen Interior del centro durante la
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jornada lectiva y la sala de ordenadores esta ocupada a esta hora, probamos a plantear
actividades “desenchufadas”. Aunque el uso del teléfono movil si hubiese estado
permitido cuando es para realizar una actividad didéctica propuesta por el docente, en
este caso se ha descartado porque para realizar una actividad practica donde poder
visualizar y construir figuras geométricas con un software como GeoGebra es mas
apropiado una pantalla grande y un ratén o teclado para poder manejarse con
comodidad.

Como hemos visto en las teorias de “Registros de Representacion semidtica” de
Duval, se debe tratar de trabajar utilizando paralelamente diferentes registros de
representacion y coordinar los distintos procesos cognitivos que se utilizan para
trabajar especificamente dentro de cada registro, de forma que se pueda ayudar a los
estudiantes a realizar esa “conversion” de un registro a otro y finalmente encajen todos
estos aspectos que forman el todo de un objeto matematico. Los programas de
geometria dindmica como GeoGebra son muy utiles para poder realizar esta
coordinacion, puesto que aunan en la pantalla la representacion grafica de la figura
geométrica, el lenguaje simbolico de los nimeros e incluso se puede anadir el lenguaje
algebraico. Ademas, los alumnos pueden construir o deformar las figuras geométricas
en tiempo real, conservando sus caracteristicas, lo que desarrolla la “aprehension
operativa” de los estudiantes mejorando su visualizacion y capacidad de
procesamiento de las figuras. Este tipo de procesamientos también se pueden hacer
con papel y lapiz o materiales manipulativos, pero resultan mucho mas laboriosos y
lentos, siendo el tiempo un recurso que escasea en los apretados planes docentes.

No obstante, hay que tener en cuenta que el procedimiento para trabajar el
razonamiento deductivo y las demostraciones tiene que ver con la “aprehension
discursiva”, para lo cual se utiliza una manera de pensar diferente a la que se utiliza en
la “aprehension operativa”. En este trabajo nos vamos a centrar mas en tratar de
desarrollar esos procesos de argumentacion, conjeturacion, razonamiento y
demostracion que Duval identifica con la “aprehension discursiva”.

También se debe apreciar la utilidad de que los alumnos se enfrenten primero a
realizar actividades de geometria con lapiz y papel, o construyendo con materiales
manipulativos, aunque el proceso sea mas lento y puedan tardar mas en dibujar o
visualizar los objetos, el hecho de tener que pensar cada trazo que dibujan y que no sea
algo inmediato les proporciona la oportunidad de reflexionar sobre lo que estan
haciendo. El mismo proceso realizado con ordenador es mas rapido y visual, pero el
ordenador también permite hacer construcciones imposibles que pueden parecer
correctas si no tienes claro y has reflexionado primero sobre lo que quieres hacer,
sobre todo trabajando en 3D. Ademas de los beneficios que la escritura y el dibujo a
mano otorgan al desarrollo neuronal.
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Figura 2: Planta del aula de 3° ESO, donde se cursa la asignatura optativa Conocimiento de Matematicas, grupos A-
B-C-D, obligatoria para el grupo de Diversificacion curricular, situada en la planta segunda del edificio. Imagen de
elaboracion propia.
Descripcion del aula y sus recursos: el aula estd orientada al Sur, con lo cual a partir
de las doce del mediodia el sol comenzaba a entrar y deslumbrar a los alumnos que

estaban cerca de la ventana, y habia que cerrar las persianas.

Cuentan con pizarra con tizas y pizarra digital con acceso a internet. Los pupitres,
como vemos en la Figura 2, estdn dispuestos por parejas en tres filas mirando a la
pizarra, pero se pueden mover si quieren trabajar en grupos. No tiene decoracion.

Esta asignatura tiene asignado en el curriculo de 3° ESO dos periodos lectivos
semanales.

Descripcion de la dinamica habitual de trabajo en el aula con su profesora titular:

Durante el periodo de observacion del modulo practico del master, en las primeras
semanas de febrero, coincidié que los alumnos estaban participando con su tutora en el
programa del Tour de Mates, en las primeras sesiones parecian mas motivados pero
algunos alumnos se fueron descolgando y bajando la clasificacion de todo el grupo, lo
cual acabo desmotivando al resto.

La secuencia de las clases con su tutora en estas semanas era la siguiente: En la
primera parte de la sesion los alumnos veian los videos programados en la pagina web
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del Tour de Mates, son videos cortos, de 2 minutos de duracion, con técnicas para
mejorar el calculo mental. Después en una clase participativa guiada por la profesora,
los alumnos debatian los distintos algoritmos que conocian para realizar los célculos
que les habian propuesto para esa semana: suma y resta, multiplicar y dividir por
potencias de dos, porcentajes, multiplicacion de derecha a izquierda, factorizacion, etc.
Y analizaban de todos los que se habian expuesto cual les resultaba mas sencillo o mas
practico. A continuacion, todos los alumnos practicaban el calculo mental con el
método que proponia en el programa para comprobar si efectivamente ganaban
agilidad en el calculo con ese método. Al final de manera individual realizaban la ficha
de operaciones propuesta por el programa, para participar en la competicion y ver
quién era capaz de realizar mas operaciones en cinco minutos.

Para celebrar el dia de m (14 de marzo) se prepar6 con los alumnos, en dos sesiones
previas, un mural con un arbol pitagdrico que colocarian ese dia sefialado a la entrada
de la biblioteca del Centro. El objetivo de esta actividad era aplicar el teorema de
Pitagoras y los movimientos en el plano con materiales manipulativos, construyéndolo
en un panel de tres metros de ancho por dos de alto. El arbol estaba formado por ocho
iteraciones siendo el primer cuadrado de cartulina de 64 cm de lado y el més pequefio
de 4 cm de lado. Se realiz6 en dos sesiones, en la primera mediante una clase magistral
participativa recordaron el teorema de Pitagoras, vieron videos con demostraciones
visuales empiricas del teorema y calcularon las medidas que debian tener las cartulinas
para realizar el arbol, partiendo de que la mas pequena tendria 1 cm de lado y se
realizarian doce iteraciones mas. En la segunda sesion terminaron de recortar las
cartulinas y construir el arbol.

En general la metodologia de trabajo de la tutora, tanto en esta aula como en las otras
clases que tenia asignadas, estaba en la linea de lo que promueve la LOMLOE vy la
NCTM en cuanto a fomentar los procesos de razonamiento y prueba, establecer
conexiones entre distintas areas de las matematicas y motivar el aprendizaje mediante
resolucion de problemas. Ademas, la tutora es participe del programa experimental para
la mejora del razonamiento y la enseianza de las Matematicas de la Junta de CyL. Para
introducir nuevos conceptos matematicos comenzaba con una resoluciéon de un
problema o caso practico que los alumnos trataban de solucionar en parejas o pequefios
grupos, la profesora les iba guiando con preguntas abiertas para que fueran ellos los que
razonaran buscando la solucion. Una vez que habian llegado a ella, les dirigia volviendo
hacia atras para analizar el proceso seguido, extraer conclusiones y ver si ese proceso se
podria extrapolar a otros casos.

Las actividades que planteaba a los alumnos no eran excesivas ni repetitivas, estaban
adaptadas al nivel y contenidos, a veces eran tareas del libro de texto, pero la mayoria
de las veces eran problemas o actividades en forma de retos que aportaba ella. Las
tareas para casa solian ser terminar algiin problema que no hubiera dado tiempo o
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alguna actividad de refuerzo, estas tareas para casa no eran evaluadas pues supondria

una desventaja para los alumnos que no contaban con ayuda fuera del aula.

Las correcciones de los problemas las realizaban los alumnos saliendo a la pizarra, la

tutora siempre recalcaba la importancia de explicar y explicitar el procedimiento usado,

tratar de comenzar realizando un diagrama o representacion de los datos que nos da el

problema y qué nos pide y describir los pasos seguidos, no dar directamente solo la

solucion. Después preguntaba al resto de alumnos si lo habian resuelto de alguna otra

manera y que explicaran como, para comparar los distintos razonamientos que se

pueden seguir para obtener una misma conclusion.

4.2. Objetivos didacticos

Los objetivos de la propuesta didactica son:

Trabajar con los estudiantes los procesos de argumentacion, conjeturacion y
razonamiento a través de contenidos de geometria.

Reconocer y distinguir figuras lineales, planas y espaciales, hallar relaciones de
igualdad, congruencia, simetria, etc., y saber justificar la relacion mediante
algun criterio.

Definir propiedades geométricas en figuras planas y espaciales.
Saber clasificar y ordenar figuras planas y espaciales.

Trabajar la expresion oral y escrita para aprender a comunicar ideas con
claridad, argumentar, describir con lenguaje geométrico y realizar o aceptar
reflexiones criticas.

Utilizar correctamente el vocabulario estudiado y valorar positivamente su uso
para conseguir mayor claridad y precision.

Analizar los poligonos estrellados, poligonos convexos y concavos, relacion entre
diagonales y nimeros coprimos.

Desarrollar demostraciones con razonamiento deductivo sencillo sobre relaciones
angulares en poligonos concavos y convexos.

Saber interpretar problemas matematicos y obtener soluciones aplicando los
conocimientos y la informacidn necesaria.

Conocer y analizar las propiedades que caracterizan los movimientos isométricos
en el plano, saber detectar los que se utilizan para elaborar distintas
representaciones y saber aplicarlos.
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— Analizar y justificar que los movimientos de traslacion, giro o simetria dan
figuras congruentes, isometria.

— Analizar y justificar que los movimientos de homotecia dan figuras isomorficas
0 semejantes, con la misma proporcidn, pero no congruentes.

4.3. Objetivos de etapa:

Con estas actividades también tratamos de desarrollar los objetivos de etapa
mencionados en Articulo 23 de la Ley Organica 2/2006, de 3 de mayo (pag. 27y 28)y
articulo 7 del Real Decreto 217/2022, de 29 de marzo (pag. 8 y 9), (2022, pag. 48857 y
48858):

a) Asumir responsablemente sus deberes, conocer y ejercer sus derechos en el
respeto a los demas, practicar la tolerancia, la cooperacion y la solidaridad
entre las personas y grupos, ejercitarse en el didlogo afianzando los derechos
humanos como valores comunes de una sociedad plural y prepararse para el
ejercicio de la ciudadania democratica.

En concreto, la realizacion de las tareas por equipos, donde los estudiantes deberan
razonar, argumentar y debatir sus ideas, proporcionara oportunidades para trabajar el
respeto a los demas, la tolerancia, la cooperacion y la solidaridad entre personas y
grupos, se crean espacios para poder ejercitar el didlogo y la comunicacion
preparandose asi en el ejercicio de la ciudadania democratica.
b) Desarrollar y consolidar habitos de disciplina, estudio y trabajo individual y en
equipo como condicion necesaria para una realizacion eficaz de las tareas del
aprendizaje y como medio de desarrollo personal.

Estos habitos se desarrollaran en las actividades en equipo y de trabajo individual,
fomentandolo con la ensefianza de estrategias de aprendizaje.

c) Valorar y respetar la diferencia de sexos y la igualdad de derechos y
oportunidades entre ellos. Rechazar los estereotipos que supongan
discriminacion entre hombres y mujeres.

d) Fortalecer sus capacidades afectivas en todos los ambitos de la personalidad y
en sus relaciones con los demas, asi como rechazar la violencia, los prejuicios
de cualquier tipo, los comportamientos sexistas y resolver pacificamente los
conflictos.

El hecho de tener gran diversidad de alumnado en cuanto a su origen de procedencia,
cultura, incluso diferencia de edad y madurez, nos proporciona la ventaja de poder
conocer otras realizades y culturas de primera mano, rechazando estereotipos y
prejuicios discriminatorios, asi como encontrar maneras dialogantes de resolver los
conflictos diarios abordandolos desde la gestion de las emociones, focalizandose en el
problema y separandolo de la persona, sin perder el respeto, favoreciendo un clima de
compafierismo y confianza, donde los alumnos se expresen con libertad, aprendan que
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se pueden tener distintas opiniones sobre un tema y/o coincidir en otras, manteniendo
siempre el respeto y el entendimiento.

e) Desarrollar destrezas basicas en la utilizacion de las fuentes de informacion
para, con sentido critico, adquirir nuevos conocimientos. Desarrollar las competencias
tecnologicas basicas y avanzar en una reflexion ética sobre su funcionamiento y
utilizacion.

f) Concebir el conocimiento cientifico como un saber integrado, que se estructura
en distintas disciplinas, asi como conocer y aplicar los métodos para identificar los
problemas en los diversos campos del conocimiento y de la experiencia.

g) Desarrollar el espiritu emprendedor y la confianza en si mismo, la participacion,
el sentido critico, la iniciativa personal y la capacidad para aprender a aprender,
planificar, tomar decisiones y asumir responsabilidades.

Se tratard de generar siempre un clima en el aula que favorezca la participacion y la
autonomia del alumnado para desarrollar su iniciativa y asuncion de responsabilidad. Se
fomentara mediante la ensefianza y puesta en practica de estrategias de aprendizaje.
h) Comprender y expresar con correccion, oralmente y por escrito, en la lengua
castellana y, si la hubiere, en la lengua cooficial de la Comunidad Auténoma, textos y
mensajes complejos, e iniciarse en el conocimiento, la lectura y el estudio de la
literatura.
i) Comprender y expresarse en una o mas lenguas extranjeras de manera
apropiada.

Se fomentara la verbalizacion oral y por escrito de todos los procesos de razonamiento,
elaboracion de conjeturas y argumentacion que desarrollen los estudiantes en la
realizacion de todas las actividades con el objetivo de obtener mas vocabulario y lograr
expresar sus ideas con mayor claridad.
j) Conocer, valorar y respetar los aspectos basicos de la cultura y la historia
propias y de los demas, asi como el patrimonio artistico y cultural.
k) Conocer y aceptar el funcionamiento del propio cuerpo y el de los otros,
respetar las diferencias, afianzar los habitos de cuidado y salud corporales e incorporar
la educacion fisica y la practica del deporte para favorecer el desarrollo personal y
social. Conocer y valorar la dimension humana de la sexualidad en toda su diversidad.
Valorar criticamente los habitos sociales relacionados con la salud, el consumo, el
cuidado, la empatia y el respeto hacia los seres vivos, especialmente los animales, y el
medio ambiente, contribuyendo a su conservacion y mejora.
1) Apreciar la creacion artistica y comprender el lenguaje de las distintas
manifestaciones artisticas, utilizando diversos medios de expresion y representacion.

Ademés de los siguientes:
a) Conocer, analizar y valorar los aspectos de la cultura, tradiciones y valores de la
sociedad de Castilla y Le6n
b) Reconocer el patrimonio natural de la Comunidad de Castilla y Leén como
fuente de riqueza y oportunidad de desarrollo para el medio rural, protegiéndolo, y
apreciando su valor y diversidad.
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¢) Reconocer y valorar el desarrollo de la cultura cientifica en la Comunidad de
Castilla y Leon indagando sobre los avances en matematicas, ciencia, ingenieria y
tecnologia y su valor en la transformacion y mejora de su sociedad, de manera que
fomente la iniciativa en investigaciones, responsabilidad, cuidado y respeto por el
entorno.

Las actividades propuestas también tienen el objetivo de dar a conocer el Patrimonio
Cultural de Espafa y de Castilla y Leon. A partir del andlisis de las matematicas que
subyacen en el disefio de las obras artisticas se pretende contribuir a su divulgacion,
aprecio y valoracion.

4 4. Fundamentacion curricular. Contenidos de la materia.

La finalidad de la asignatura Conocimientos de las Matematicas, segin el DECRETO
39/2022, de 29 de septiembre, por el que se establece la ordenacion y el curriculo de la
educacion secundaria obligatoria en la Comunidad de Castilla y Ledn (pag. 48937), es
dar herramientas a los alumnos que tienen dificultades con esta materia para que
puedan superarla con éxito y adquieran las competencias especificas que les permitan
resolver problemas e interpretar datos para desenvolverse en distintos contextos
personales, académicos, laborales, sociales, etc.

El contenido de la propuesta didéctica trabajada se centra en el bloque “sentido
espacial”, que “se caracteriza por la habilidad para identificar y representar formas y
figuras, reconocer sus propiedades, establecer relaciones entre ellas, ubicarlas y

’

describir sus movimientos.’

Para este curso, 3° ESO, el contenido curricular es: “B. Sentido espacial 1. Localizacion
v sistemas de representacion - Vectores: coordenadas, operaciones. 2. Movimientos y
transformaciones - Transformaciones elementales como giros, traslaciones y simetrias
en situaciones diversas utilizando herramientas manipulativas.”. Para realizar estas
actividades utilizaremos los contenidos del punto 2, aun asi, al ser un grupo con una
mayoria de alumnos con la asignatura de matematicas pendiente desde 1° ESO, hemos
decidido utilizar contenido también de los cursos anteriores para recopilar y afianzar
conceptos que se precisa entender para poder seguir avanzando:

B. Sentido de la medida:

1. Magnitud - Atributos mensurables de los objetos fisicos y matematicos en el
plano: relacion entre los mismos.

2. Medicion - Longitudes, angulos y areas en formas planas: deduccion,
interpretacion y aplicacion.

C. Sentido espacial:

1. Formas geométricas de dos dimensiones - Formas geométricas planas:
descripcion y clasificacion de en funcién de sus propiedades o caracteristicas. -
Elementos caracteristicos de las figuras geométricas planas.

B. Sentido de la medida:
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2. Medicion - Longitudes, areas y volumenes en figuras tridimensionales:
deduccion, interpretacion y aplicacion.

C. Sentido espacial:

1. Figuras geométricas de tres dimensiones - Figuras geométricas
tridimensionales: descripcion y clasificaciéon en funcion de sus propiedades o
caracteristicas. - Relaciones geométricas como la congruencia, la semejanza y la
relacion pitagorica en figuras tridimensionales: identificacion y aplicacion.

En el apartado III. Marco legal, se recogen las Competencias Especificas y los Criterios

de Evaluacion de la asignatura obligatoria Matematicas y de la optativa Conocimiento

de las Matematicas, haciendo referencia explicita a los que sefalan los procesos que se

van a trabajar en la presente propuesta didactica. A continuacion, exponemos un mapa

de relaciones competenciales (Tabla 1) que senala las Competencias especificas que se

van a

trabajar con las actividades de la propuesta didactica y su relacion con las

Competencias Clave a través de los descriptores operativos que define el Decreto
39/2022 (pag. 48890 a 48896). En el apartado “4.10. Evaluacion” se describiran con
mas detalle las Competencias Especificas empleadas y los Criterios de evaluacion que

atafien a cada actividad planteada:

Tabla 1: Mapa de relaciones competenciales

CCL CP STEM CD CPSAA CC CE CCEC
| afel s 2|2 23|2 glelsls
ol lalalalolZl2222]lolalo||w]lS|SS|S|S]anlmlclalalnlB 2]
QlO]lO|lO|lO]la|la|lalF|F|F|F|FlOo|lo|jlaoloa|lala|lala|la|lal]O|lO0OO[OlW|w|lw]J]O|lO|0O| 0O
O|O|O|O|Oo]lo|o|o]lvw|vw|n|un|lnw]Oo|Oo|o|Oo|OojJo|o|o|o|Oo]o|0|Oo|0O|o|Oo|]Oo]lOo|O|0O|O
Competencia 4 4|1 4| 4| 4 4
Especifica 1
Competencia
Especifica 2
Competencia 3 3(3]1 4 | 4
Especifica 3 4 2
414 |3
4
5
Competencia 1 1 1|1 2 1
Especifica 4 2 2 2|2 3 2
3 3 3 3
4 4 4
5 4 4 4
5 5
5 5 5
Competencia 1 1 1 1 1 1
Especifica 5 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3
4 4
4 4 4 4
5 5 5 5

APl e

Actividad 1. WODB

Actividad 2. Dictado Geométrico

Actividad 3. Poligonos estrellados

Actividad 4. Poligonos convexos y Movimientos en el plano
Actividad 5. Visual Thinking
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4.5. Metodologia

Metodologicamente es conveniente comenzar por razonamientos sencillos a los que el
estudiante pueda acercarse de manera intuitiva, proporcionandole situaciones de éxito y
potenciando la utilizacién de los sentidos. El aprendizaje utilizando razonamientos
inductivos y demostraciones empiricas sentara la base para, en etapas posteriores, poder
realizar razonamientos generales y abstractos de caracter deductivo.

La metodologia tiene que ser principalmente participativa para que los alumnos razonen
activamente, es mediante el proceso de la comunicacion cuando se exige ordenar las
ideas y validarlas para poder transmitirlas correctamente. Para ello es importante
también que los alumnos adquieran un vocabulario especifico de matematicas con el
que podran comunicarse de manera objetiva y rigurosa.

Se persigue realizar tareas atractivas para los estudiantes que mantengan la motivacion
y se genere particion de los mismos. Estas tareas se plantean como un juego o un reto
ludico, son asequibles y se puede profundizar mas en su desarrollo.

Se valora y fomenta el trabajo diario en el aula, se utilizard un diario o cuaderno del
docente donde anotar las observaciones del comportamiento y esfuerzo en cada
actividad de los estudiantes seglin el protocolo de observacion indicado en el apartado
4.10.

Se fomentara un buen clima de convivencia en el aula, donde los alumnos se sientan
comodos para expresarse sin miedo y con el respeto de todos, para favorecer la
participacion de todos los estudiantes.

El profesor adopta el papel de guia proporcionando los materiales y disponiendo las
condiciones adecuadas de trabajo para que sean los propios alumnos los que, asumiendo
un papel mas autébnomo realicen un aprendizaje por descubrimiento que, siguiendo las
teorias de pedagogia constructivista, esto genera un aprendizaje mas significativo.

La pedagogia constructivista sostiene que si dotamos al alumnado de las herramientas
necesarias, ante un desafio cognitivo que se le plantee y que sea capaz de motivarles,
ellos mismos seran capaces de construir sus propios procedimientos para resolver ese
reto, generando nuevas conexiones entre los conocimientos que ya poseen y los nuevos
conocimientos, modificando ideas preconcebidas y aprendiendo de una manera mas
profunda de manera que los nuevos conocimientos queden guardados en su memoria a
largo plazo y después puedan transferirlos cuando lo necesiten.

Dentro del constructivismo, encontramos como figuras clave:
— Ausubel: Teoria del aprendizaje significativo.
— Vigotsky: Teorias contextuales: historico cultural. Zona de desarrollo proximo.
— Piaget: Teoria genética del aprendizaje.

— Bruner: Aprendizaje por descubrimiento.
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— Bronfenbrennert: Teorias contextuales: bioecologica.

En conclusion, la pedagogia constructivista sostiene que el aprendizaje debe ser
constructivo y funcional, partiendo de los conocimientos previos y contextualizado.
Importan tanto los contenidos como los procesos en el aprendizaje y evaluacion.
Ademas, se debe favorecer la autonomia del alumno en el aprendizaje.

Las tareas y actividades planteadas a los alumnos se realizardn mediante el trabajo en
grupo, donde se trabaje la colaboracion entre pares y se facilite el intercambio de
experiencias.

Siendo en este caso un grupo de alumnos tan heterogéneo, tanto en nivel de
conocimientos, como edad, madurez, cultura y lugar de procedencia, nos proporciona
ademds una oportunidad para trabajar transversalmente otros valores que hemos
descrito entre los objetivos transversales y objetivos de etapa que se requieren en la
normativa, que son fundamentales para poder vivir y trabajar en sociedad y que
debemos transmitir a los alumnos como ciudadanos, como son el respeto, la tolerancia,
la escucha activa, la integracion social y la resolucion pacifica de conflictos.

Se ha decidido para posibilitar el trabajo de los alumnos que todas las tareas deberan
realizarse dentro del aula, ya que se realizan en grupo y los alumnos tienen dificultad
para citarse fuera del horario lectivo.

El seguimiento de la asignatura fuera del aula se realiza a través de la plataforma
Teams, donde los alumnos pueden expresar dudas, sugerencias y ademds se pueden
proponer trabajos o ejercicios de refuerzo, con videos o enlaces que muestren mas
contenido sobre lo trabajado en el aula. Los alumnos y familias el centro estan
habituados a trabajar con esta plataforma.

La atencion a la diversidad del aula se consigue a través de la variedad de registros de
representacion, ademas del lenguaje habitual, para lo cual la geometria y las
representaciones graficas nos ayudan expresar conceptos ¢ ideas que se pueden
visualizar y facilitan la comprensiéon a los alumnos. Mediante el trabajo en grupo los
estudiantes pueden ayudarse entre pares con un lenguaje a veces mas clarificador entre
ellos que el que usa el docente, y ademas para aquellos alumnos que lo necesiten, se
puede hacer un refuerzo con actividades complementarias que se subiran a la
plataforma de Teams, y atencion individualizada en tutorias. También se proporcionan
distintas formas de evaluacion: heteroevaluacion, coevaluacion y autoevaluacion a
través de distintos instrumentos para adaptarse a las distintas capacidades y
caracteristicas del alumnado.

En esta propuesta didactica se introducen también estrategias de aprendizaje, las cuales
estan muy relacionadas con las teorias pedagogicas constructivistas que sostienen que el
alumno “construye los conocimientos de forma activa a través de procesos mentales y
estos son los que se pretende potenciar por medio de estrategias de aprendizaje”
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(Barrallo, pag. 30). Se desarrolla de esta manera el proceso de ensefianza basado en
“aprender a aprender”, ya que como sabemos es irrealizable ensefiar a un alumno todo
lo que debe saber para llevar a cabo su vida de adulto, al menos se debe potenciar que
los estudiantes sean autdnomos para que ellos mismos puedan manejar y regular su
aprendizaje. Estas estrategias de aprendizaje permiten desarrollar en los alumnos
destrezas para adquirir, codificar y recuperar la informacion estudiada. Las estrategias
de aprendizaje quedan definidas por Roman (1993, pag. 169) como “series eficaces de
operaciones mentales que el estudiante utiliza para adquirir, retener y/o recuperar los
diferentes tipos de informacidén (conceptos, principio, procedimientos)”, se deben
emplear de manera consciente e intencional.

La secuencia instruccional que vamos a utilizar para implementar en el aula estrategias
de aprendizaje se basa en la investigacion de Martin Anton, Marugéan y Catalina (2013).
Los autores recomiendan que se debe comenzar por el “Modelado”, primero es el
profesor el que realiza esta actividad a modo de ejemplo para los estudiantes, después se
deben dar las “instrucciones por parte del docente” de manera explicita sobre el proceso
de eclaboracidén de la técnica a ensenar. A continuacion, los estudiantes realizan la
“practica de la estrategia”, primero con ayuda del docente y después de manera
independiente. Por ultimo, se debe realizar una evaluacion de la practica, hacer una
prueba de rendimiento sobre el tema trabajado, llevar a cabo un registro personal y que
el estudiante valore de manera autonoma la idoneidad de dicha estrategia con su propia
manera de estudiar y aprender.

4.6. Actividades programadas.

La secuencia de actividades seguird un orden tratando de pasar por todas las fases de
aprendizaje recomendadas por los Van Hiele: 1. Informacion, 2. Orientacion dirigida,
3. Explicitacion, 4. Orientacion libre, 5. Integracion. La fase 3. Explicitacion, como ya
hemos dicho, no tiene por qué corresponder con un orden cronoldgico, sino que es una
actividad que se recomienda realizar en todas las fases posibles, puesto que al tener
que verbalizar y comunicarse, los alumnos afianzan los conocimientos adquiridos.

La primera actividad planteada podriamos incluirla dentro de la fase de informacion,
los alumnos toman contacto con el tema que sera objeto de trabajo, figuras
geométricas, poligonos planos, figuras tridimensionales, relaciones angulares,
movimientos en el plano, también serd un primer ensayo para trabajar los procesos de
argumentacion, clasificacion y comunicacion. Ademas, nos servira para conocer los
conocimientos previos de los alumnos e identificar su nivel de razonamiento
geométrico segun el modelo Van Hiele. Se trata de la actividad WODB (Which one
doesn’t belong) o donde esta el intruso, que explicaremos mas adelante.

La segunda actividad propuesta se llama Dictado Geométrico, es una actividad que
podriamos incluir en la fase de explicitacion. Con esta tarea se trabajarad
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principalmente la representacion y la comunicacion. Queremos que los estudiantes se
expresen y utilicen el vocabulario propio de la geometria, que aprendan vocabulario
nuevo y consoliden sus conocimientos. Con esta actividad igualmente tomaran
conciencia de la importancia de saber comunicarse con claridad y rigor, la necesidad
de conocer el vocabulario matematico y los conceptos que representa.

La tercera actividad la incluimos en la fase de orientacion dirigida, es la actividad de
Poligonos estrellados. Es una de las fases de aprendizaje mas relevantes puesto que se
proponen una serie de problemas o tareas donde los conceptos y los razonamientos a
alcanzar van a apareciendo de forma progresiva y los estudiantes van descubriendo y
aprendiendo las relaciones, propiedades y una nueva forma de razonamiento.

La cuarta actividad esta incluida en la fase de orientacion libre, en esta fase se
proponen problemas abiertos que puedan resolverse utilizando diferentes
razonamientos y donde los estudiantes tengan que aplicar los conocimientos
adquiridos estableciendo conexiones entre ellos y aprendiendo a coordinar también los
distintos procesos de razonamiento utilizando diferentes registros de representacion.
En esta fase se refuerza el aprendizaje adquirido en las fases anteriores. En esta
actividad se realizaran problemas sobre Poligonos Convexos y estudios sobre
movimientos en el plano.

La quinta actividad es la de integracion, en esta fase no se incluiran nuevos
contenidos, sino que sera una recopilacion de todo lo aprendido. Servira para que los
alumnos tengan una vision global de todos los conceptos, vocabulario y propiedades
que han ido apareciendo en las actividades, los organicen y puedan integrar esos
nuevos conocimientos con sus conocimientos previos, ademas de integrar las nuevas
formas de trabajo y razonamiento. En esta fase se proponen realizar mapas mentales o
“visual thinking” a los alumnos para que puedan ordenar y visualizar las ideas de
manera general.

4.6.1. WODB (Which one doesn’t belong)

Esta actividad se basa en el juego de encontrar qué figura no encaja dentro de una
familia de cuatro que se presentan en la misma coleccion. Es decir, que hay que buscar
las caracteristicas que definen a todos los objetos presentados y sefialar aquel que tiene
unas caracteristicas que lo difieren de los demas. Para hacer este juego mas interesante
en matematicas, lo que se plantea es que todos los objetos de la coleccion presentada
pueden ser el intruso, por tanto, no hay una sola respuesta correcta, cada uno de los
elementos tiene una caracteristica o varias que lo diferencia de los demas y otras
caracteristicas que lo hacen similar. Los alumnos deben encontrar al menos una
caracteristica para cada objeto que lo haga “ser el intruso”.
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Para hacer este ejercicio correctamente los alumnos deben conocer las propiedades de
los poligonos y solidos que les vamos a presentar, como clasificarlos y describirlos. Al
clasificar los objetos de esta manera utilizan un razonamiento y prueba por
contragjemplo. También podemos, al realizar esta tarea, analizar cudl es su nivel de
razonamiento dentro de los niveles de razonamiento de Van Hiele que hemos definido
en el apartado II. Marco Teorico.

El otro proceso importante que se desarrolla en este juego es la comunicacion, los
estudiantes deben ser capaces de dar unos argumentos que convenzan a los demas
compaiferos de que esa figura es la intrusa, necesitan para ello utilizar un vocabulario
preciso y objetivo con el que expresar sus ideas. Cuanto mas vocabulario matematico
conozcan mejor podran expresar sus argumentos.

Los objetivos didacticos trabajados en esta actividad seran:

— Reconocer y distinguir figuras lineales, planas y espaciales, hallar relaciones de
igualdad, congruencia, simetria, etc. y justificar esa relacion mediante algin
criterio.

— Definir propiedades geométricas, en figuras planas y espaciales.
— Saber clasificar y ordenar figuras planas y espaciales.

— Trabajar la expresion oral y escrita para aprender a comunicar ideas con
claridad, argumentar, describir con lenguaje geométrico y realizar o aceptar
reflexiones criticas.

Planificacion de la tarea:

Los alumnos se distribuyen en grupos de cuatro personas y les planteamos el juego de
encuentra al intruso. Primero se explica en qué consiste el juego y se pone un ejemplo
que traten de resolver entre todos en voz alta para que vean cémo es la dindmica del
juego, cuando todos hayan entendido en qué consiste, entregamos a cada grupo un par
de fichas diferentes para que comiencen a trabajar sobre ellas. Deberan escribir en las
fichas entregadas las razones por las cuales cada figura de las cuatro que componen la
coleccion puede no pertenecer a la familia.

Se debe recalcar que no existe una Unica respuesta adecuada, cada alumno puede
encontrar argumentos diferentes para definir al intruso, lo importante en este juego es
ser capaz de razonar adecuadamente cudles son las caracteristicas que hacen a cada
figura diferente de las demas y cudles son las que la hacen similar.

Una vez hayan rellenado las fichas con todos los argumentos que han encontrado y
debatido dentro de su grupo, se intercambian las fichas con los compafieros de otro
grupo. Ahora deberan valorar si los argumentos que han dado en el otro equipo les
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parecen correctos o ellos son capaces de encontrar mas. Pondran por escrito también
estas correcciones o los nuevos argumentos que puedan idear.

A los grupos que terminen antes de debatir y escribir todos los argumentos que han
encontrado se les puede entregar otra ficha nueva diferente para que todos contintien
trabajando y dar mas tiempo a los que lo necesiten. Estas fichas nuevas también se
intercambian con otro equipo que también vaya adelantado. Cuando todos los equipos
afirmen tener resuelto el juego, se recogen todas las fichas y se ponen en comun para
toda la clase. Se van presentando una por una las fichas realizadas hasta el momento y
se crea un debate analizando el argumento que se ha dado para discriminar a cada
figura, vemos si todos estdn de acuerdo o no con lo que ha dicho cada grupo, qué
propiedades han visto que tuviera esa figura que diferian de las demas y si a alguien se
le puede ocurrir alguna més después de escuchar los razonamientos de sus
compafieros.

A continuacion, exponemos las fichas preparadas para realizar la actividad con los
alumnos y los posibles aspectos en los que los estudiantes se pueden fijar para dar sus
argumentaciones:

Ficha 1: Ficha 2
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Figura 3: Fichas 1y 2 de la actividad 1. WODB.

En las fichas 1 y 2 aparecen diferentes poligonos convexos, se ha afiadido a las figuras
una acotacion con las medidas de cada lado, al introducir estas medidas la figura se
convierte en una ilustracion de apoyo, no queremos que vean figuras iconicas, sino que
se dé paso a la “aprehension discursiva” (Duval, 1999, pag. 21). El objetivo es que
puedan observar que existen poligonos equilateros y poligonos equiangulares y
clasifiquen los poligonos por el niimero de lados y por sus dngulos interiores, anotando
las propiedades comunes o diferentes que poseen. Se debatira también si los poligonos
presentados son regulares o no y qué caracteristicas debe tener un poligono para ser
regular, asi como los conceptos de paralelismo y perpendicularidad.

También podemos debatir si dentro de una clasificacion general algiin poligono puede
entrar en otra subclase (clasificacion inclusiva, nivel 3 de razonamiento del modelo
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Van Hiele) o si un mismo poligono puede catalogarse a la vez con un nombre u otro en
funcion de si la definicion se realiza atendiendo a los lados o a los angulos.

S
o S

Figura 4: Ficha 3 de la actividad 1. WODB.

Ficha 3:

9]

En la ficha 3 se ha dibujado un pétalo correspondiente a un mosaico nazari, el objetivo
de la ficha 3 es que se reconozcan los movimientos en el plano: simetria, giro y
homotecia, para debatir cuales son los movimientos que conocen, diferenciar los
movimientos isométricos: traslacion, giro y simetrias; y los isomorfos: homotecia. Con
cuales obtenemos figuras congruentes con las mismas dimensiones y con cuales
obtenemos figuras semejantes, que guardan las proporciones, pero no la dimension.
También se puede debatir qué tipos de simetria conocen, axial, central, etc., y qué
diferencias obtenemos entre la simetria central y el giro.

En el debate también se puede introducir el tema de las transformaciones anamorficas,
que conservan el area cambiando la forma del poligono matriz, consultar sus
conocimientos previos en el tema de mosaicos y movimientos en el plano y su
capacidad de visualizacion y procesamiento figurativo.

Ficha 4:

4

7

Figura 5: Ficha 4 de la actividad 1. WODB.

> b

En la ficha 4 se dibujan tridngulos equilatero, isdsceles y escaleno, se sefialan con
cotas las medidas de los lados y se marca con un simbolo el angulo recto. El objetivo
de esta ficha es que analicen y clasifiquen los tridngulos en funcién de la igualdad de
sus lados, la igualdad de sus angulos y la amplitud de los angulos. Se busca que
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debatan y recopilen las propiedades que conocen de los triangulos y los nombres que
reciben los distintos tridngulos en funciéon de esas propiedades. Ademas, se puede
plantear que describan qué propiedades son las minimas imprescindibles para definir
cada triangulo, reflexionando sobre la relacion que existe entre todas las propiedades
que conocen.

Ficha 5:

Figura 6: Ficha 5 de la actividad 1. WODB.

En la ficha 5 se han dibujado figuras en tres dimensiones. El objetivo de esta ficha es
que debatan las propiedades y caracteristicas que tienen los poliedros y los s6lidos de
revolucion, recuerden cdmo se construyen y las diferencias que hay entre ellos para
poder clasificarlos en funcion el nimero de caras planas, aristas, vértices, etc. Que
recuerden el vocabulario especifico de las figuras tridimensionales y la diferencia de
términos y conceptos para referirnos a longitudes, areas o voliumenes. En el debate se
plantearan cudles son los poliedros regulares que conocen, como se construyen y los
poligonos que forman sus caras.

Ficha 6:

Figura 7: Ficha 6 de la actividad 1. WODB.

En la ficha 6 se han dibujado distintos angulos indicando la medida en grados
sexagesimales. El objetivo de esta ficha es que se clasifiquen y nombren los angulos
en agudos, obtusos, y busquen las relaciones entre cada angulo con el circulo
completo. En el debate se puede plantear si podriamos construir algin poligono
convexo que tuviera todos los angulos interiores de esa medida, obteniendo solo el
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hexagono con angulos interiores de 120°, como podemos calcular la medida del angulo
interior de los poligonos, qué otras unidades de medida conocen para medir los
angulos y recordar la equivalencia entre grados sexagesimales y radianes.

Organizacién del tiempo y las actividades:

La primera actividad est4d planteada para poder realizarse en una sola sesion de 50
minutos. Tenemos preparadas seis fichas diferentes que se repartirdn agrupadas de
dos en dos a los distintos equipos. La dindmica a seguir es que un equipo realice dos
fichas y corrija dos fichas diferentes del equipo contrario, de esta forma cada equipo
ha conseguido trabajar al menos con cuatro tipos de fichas diferentes realizando un
pequefio cambio en la manera de abordar la tarea para que no les resulte monétono.
Cuando un equipo termina de realizar la actividad antes que los demas se le entregara
una ficha distinta mds para que sigan trabajando, esta ficha también se intercambiara
con otro grupo que vaya adelantado. Cuando todos han terminado de trabajar se
recogen todas las fichas y comienza el debate grupal.

En los primeros 5 a 7 minutos de clase se hacen los grupos y se explica en qué
consiste la actividad que van a realizar poniendo un ejemplo proyectado en la pizarra,
este ejemplo se resuelve en voz alta entre toda la clase para que quede clara la
dinamica del juego.

Para que los alumnos trabajen en grupo con sus fichas iniciales vamos a dar 10
minutos, después realizaremos el intercambio y daremos 10 minutos mas, durante este
tiempo podemos ir aumentando el numero de fichas a los alumnos que vayan
terminando, para que todos los alumnos puedan realizar al menos una ficha mas
después del intercambio, se pueden anadir cinco minutos mas.

Reservaremos como minimo los ultimos 15 minutos para realizar el debate y puesta
en comun de los diferentes argumentos dados por cada grupo. Si los alumnos han sido
capaces de realizar las tareas en menos tiempo el debate final se puede extender no
solo para comparar los razonamientos de cada equipo sino para recordar y recapitular
las propiedades que conocemos y que vienen a colacion de cada ficha que hemos
entregado: poligonos, triangulos, movimientos en el plano, figuras tridimensionales y
relaciones angulares.

4.6.2.DICTADO GEOMETRICO

La segunda actividad propuesta es una tarea para trabajar preferentemente la
representacion y la comunicacion. Los objetivos didéacticos de esta actividad son:

— Trabajar la expresion oral y escrita para aprender a comunicar ideas con
claridad, argumentar, describir con lenguaje geométrico y realizar o aceptar
reflexiones criticas.
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— Saber describir propiedades geométricas en figuras planas.

— Utilizar correctamente el vocabulario estudiado y valorar positivamente su uso
para conseguir mayor claridad y precision.

En esta actividad trabajaran ademas la conversién de registro representativo, del
lenguaje natural a la representacion figurativa.

Con esta tarea se pretende que los alumnos practiquen sus habilidades comunicativas.
Para poder realizar bien esta tarea se requiere tener mucho vocabulario matematico
con el que poder describir los objetos con precision y objetividad, para que otra
persona con unas vivencias y pensamiento diferente sea capaz de representar lo que le
estamos describiendo. Los alumnos se dardn cuenta de la importancia del lenguaje
matematico para comunicar las ideas con claridad.

Planificacion de la tarea:

La dindmica de esta tarea es que cada alumno/a, de manera individual, observe una
figura geométrica diferente que tiene que describir. Se trata de que imaginen que estan
hablando por un teléfono que no tiene camara con un amigo y esa otra persona
necesita dibujar una figura que no puede ver, pero ellos si. Deben describir unicamente
con palabras la figura que estan viendo. Tienen que intentar que las instrucciones que
den sean lo mas claras y precisas posibles para que la otra persona dibuje exactamente
la figura que ellos tienen delante, se pueden ayudar de una regla y un transportador de
angulos para dar las medidas exactas.

GRUPO 1_ Nombre y Apellidos:

‘Comunicar las ideas con claridad.

Imagina que estds hablando por teléfono con un amige que necesita dibujar una figura que no
puede ver, la cimara de tu teléfono no funciona y no puedes enviar imagenes. Escribe, en la
hoja adjunta, un conjunto de instrucciones para que tu amigo pueda dibujar exactamente la
figura que td estés viendo.

Intenta que las instrucciones sean claras y precisas, puedes ayudarte de una regla y un
transportador de angulos para dar medidas exactas.

Después de ver lo que tu compafiero ha dibujado, con las instrucciones que le diste, responde:
iSe parece el dibujo que ha hecho tu compafiero, al dibujo original?

Vs algin error que se pueds corregir?

£C6mo podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacion sea més efectiva y consiga
dibujar la figura de manera més exacta?

Figura 8: Ejemplo de ficha para repartir entre los alumnos. Elaboracidn propia.
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Se les entrega una ficha con el dibujo y el enunciado de la actividad propuesta, en la
figura 8 se puede ver un ejemplo de una de ellas (en los anexos 9.1.2. se aportan todas
las fichas entregadas a los alumnos) y aparte otra hoja en blanco de papel cuadriculado
para que escriban las instrucciones que dan al compaiero. La figura que tienen que
describir también esta dibujada sobre un papel cuadriculado para que la descripcion
que den y la representacion pueda ser exacta.

A continuacion, se intercambian entre los alumnos las fichas que contenian solo las
descripciones para que, a partir de las mismas, cada uno trate de representar
graficamente lo que ha descrito el compafiero. Una vez que los alumnos han realizado
la representacion grafica, este dibujo se entrega de vuelta al autor de la descripcion,
para que vea el resultado de sus instrucciones y reflexione sobre lo que ha ocurrido.
Para ello debe responder a unas preguntas:

“Después de ver lo que tu compaiero ha dibujado con las instrucciones que le diste,
responde:

— (Se parece el dibujo que ha hecho tu compatfiero al dibujo original?
— (Ves algun error que se pueda corregir?

— (Coémo podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacion sea mas
efectiva y consiga dibujar la figura de manera mas exacta?”

Cuando todos han terminado de realizar esta actividad por escrito, se recogen las
fichas y se ponen en comun los resultados. Se realiza un debate donde los alumnos
expresan otras formas de poder describir esas figuras y se comparan los distintos tipos
de estrategias utilizadas. Al tener que describir estas figuras lo normal es tratar de
descomponerlas en figuras conocidas por lo que con esta actividad se practica la
habilidad para realizar procesamientos mediante operaciones mereologicas,
desarrollando asi la visualizacion y la “aprehension operativa” que veiamos en la
teoria de Duval (1999).

Con esta actividad se trabaja también la capacidad de representacion grafica y la
conversion de un registro de representacion a otro, que resulta muy util en la
resolucion de problemas para simplificar conceptos que con el lenguaje resultan
complejos y poder visualizar y acercarse de una manera intuitiva a los problemas. Al
visualizar las relaciones entre los objetos de manera grafica se pueden tomar
decisiones de una manera mas informada y eficiente, por ello es importante que los
alumnos se acostumbren a hacer diagramas, o representaciones graficas de las ideas,
conceptos, ademas de los objetos geométricos y su posicion en el espacio.
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Organizacion del tiempo y las actividades.

La actividad se realiza en una sesion de 50 minutos. Los primeros cinco minutos se
explica la actividad y se reparten las fichas a los alumnos, se debe realizar de manera
individual por lo que hay que considerar que los alumnos estan separados o bien que
las fichas que se intercambian sean con un compafiero que no puede ver la figura.

Se asignan de cinco a siete minutos para que visualicen y describan la figura
entregada, dejandolo por escrito en la ficha indicada. Después de intercambiar las
fichas se dan otros cinco a siete minutos para que realicen la representacion grafica
siguiendo las instrucciones. Una vez se devuelve la ficha al autor de la descripcion se
asignan otros siete minutos para que reflexionen los errores que se han podido cometer
y respondan a las preguntas que les hemos planteado.

Los ultimos 15 minutos se reservan para la puesta en comun de los resultados y la
comparacion de las estrategias utilizadas. Si hay tiempo se puede realizar el ejercicio
entre toda la clase, con un alumno que salga a dibujar a la pizarra mientras el resto de
alumnos le da instrucciones para dibujar la figura que no estd viendo, realizando una
modificacion en una de las variables didacticas, puesto que ahora la figura que tendra
que dibujar el compafiero no tiene por qué tener las medidas exactas, pero si la misma
proporcion.

4.6.3.POLIGONOS ESTRELLADOS

En la tercera actividad vamos a trabajar con poligonos estrellados, viendo las
relaciones angulares que existen en los triangulos y los poligonos estrellados, la
definicion de poligonos concavos y convexos, la relacion entre las diagonales de los
poligonos convexos y los poligonos estrellados y la relacion entre los nimeros primos
y coprimos con los poligonos estrellados. Los objetivos didacticos de esta tercera
actividad son:

— Analizar los poligonos estrellados, poligonos convexos y concavos, relacion
entre diagonales y nimeros coprimos.

— Conseguir desarrollar demostraciones con razonamiento deductivo sencillo
sobre las relaciones angulares en poligonos codncavos y convexos mediante una
practica guiada.

Planificacion de la tarea:
Los poligonos estrellados son poligonos regulares concavos y se obtienen al unir de

forma alterna los vértices de un poligono convexo. Aunque no de todos los poligonos
convexos se pueden obtener poligonos estrellados. Si la estrella que obtenemos la
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hemos realizado superponiendo dos o mas poligonos no se trata de un poligono
estrellado, para que se considere asi se debe haber pasado por todos los vértices del
poligono convexo antes de cerrarlo.

En una primera sesion, vamos a construir diferentes poligonos estrellados con el
objetivo de que comprendan mejor su definicion. Esta actividad se realizard de manera
individual, aunque siempre se pueden consultar y ayudar entre pares. Para que
construyan los poligonos podemos utilizar un geoplano circular o bien una plantilla
con puntos que sefialen los vértices del poligono convexo. A continuacién, deben
dibujar diagonales del poligono convexo partiendo de un vértice y uniéndolo con otro
vértice no consecutivo, cada dos, cada tres vértices, etc., y observar el poligono
obtenido al cerrar el dibujo.

También se podria utilizar materiales manipulativos como cartén e hilos para hacer las
estrellas, como vemos por ejemplo en el taller de matematicas del festival de
Educacion FACE 2018 celebrado en Toledo (Figura 9).

N i ]

Figura 9: poligonos estrellados realizados con cartdn e hilo. Imagen obtenida de FACE 2018 (2024)

Con esta tarea observaran la relacion entre niimeros primos y coprimos (numeros
primos entre si o primos relativos, es decir dos nimeros enteros cuyo m.c.d. es 1) y
poligonos estrellados.

Proporcionaremos a los alumnos unas cartulinas con distintos poligonos regulares
dibujados con el nimero de vértices sefialado (ver anexo 9.1.3. con las fichas de la
actividad 3), y un cuadro donde tendran que anotar con su nomenclatura las estrellas
que encuentren. Los alumnos comenzardn construyendo con pinturas o rotuladores
poligonos estrellados a partir de esos poligonos convexos regulares. Con un poligono
convexo regular podemos obtener tantos poligonos estrellados como numeros primos
hay menores que el numero de lados dividido entre dos. Observardn que con un
tridngulo y un cuadrado no se puede hacer un poligono estrellado. El primer poligono
estrellado que obtenemos es a partir de un poligono convexo de 5 vértices, podemos

C . , . 5
construir Unicamente un poligono estrellado de cinco puntas, que se denota (2),

también se puede hacer un poligono estrellado cada tres pasos, pero nos quedaria igual
que el anterior. Si utilizamos un poligono convexo de 6 vértices y hacemos diagonales
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cada dos pasos obtenemos dos triangulos superpuestos, no un poligono estrellado, cada
tres pasos obtienes tres segmentos que se cortan en el centro, porque 2 y 3 son
divisores de 6. Con un poligono convexo de 7 vértices obtenemos 2 poligonos

estrellados: uno cada dos pasos (Z) y otro cada tres pasos (;), el de cuatro pasos

queda igual que el de tres y el de cinco pasos igual que el de dos. Con un poligono
convexo de 8 vértices obtenemos cada dos pasos dos cuadrilateros superpuestos, no un

poligono estrellado, cada tres pasos si encontramos un poligono estrellado (2), esto es

porque 8 y 3 son numeros coprimos, cada cinco pasos también obtenemos el mismo
poligono estrellado, 8 y 5 también son coprimos. Con un poligono convexo de 9

vértices obtenemos dos poligonos estrellados: cada dos pasos (z), y cada cuatro pasos

(z), ya que 9 y 2 son nimeros coprimos entre si, al igual que 9 y 4, cada cinco pasos

obtenemos el mismo poligono estrellado que cada cuatro y cada siete pasos el mismo
que cada dos. Si lo hacemos cada tres pasos obtenemos tres triangulos superpuestos, lo
mismo ocurre si lo hacemos cada seis pasos, porque 3 y 6 no son coprimos con 9,
tienen un divisor comin mayor que 1. Con un poligono convexo de 10 vértices cada
tres pasos y cada siete pasos obtenemos el mismo poligono estrellado, si lo hacemos
cada dos pasos obtenemos dos pentdgonos superpuestos igual que si lo hacemos cada
ocho pasos, si lo hacemos cada cuatro pasos obtenemos dos poligonos estrellados de 5
vértices superpuestos, lo mismo ocurre si lo hacemos cada seis pasos, solo 3 y 7 son
coprimos con 10.

Deberan ir construyendo los poligonos estrellados sucesivamente, anotando su
nomenclatura y observando cudndo es posible construir un poligono estrellado o
cuando obtenemos dos poligonos superpuestos. Después de haber construido los
poligonos estrellados hasta el de 10 vértices, les pedimos que traten de averiguar, sin
dibujarlo, el numero de poligonos estrellados que obtendran de un poligono convexo
de 11vértices. Para ello deberan fijarse en si los pasos que dan son nimeros coprimos
con el niimero de vértices, como el 11 es un nimero primo todos los pasos son
posibles para formar un poligono estrellado, pero tendran que percatarse de que,
cuando el niimero de pasos es mas de la mitad del numero de vértices, se repite el
mismo tipo de poligono. Después deberan tratar de ver qué ocurre con el de 12 vértices
sin dibujarlo. A continuacién, se ponen en comun los resultados obtenidos y los
estudiantes expondran el razonamiento que han seguido para llegar al resultado.

La siguiente actividad dirigida es tratar de hallar la formula para encontrar el nimero
de cuerdas que pueden trazarse desde los puntos dados de una circunferencia (Figura
10). Se hara siguiendo las orientaciones dadas: primero deben responder cuantas
cuerdas pueden trazarse desde el punto 1 y cudntas cuerdas pueden trazarse en total
utilizando los nueve puntos. Después se plantea que hallen cuantas cuerdas se podrian
trazar si hubiera 50 puntos y 100 puntos.
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Figura 10: Diagrama para hallar el nimero de cuerdas de una circunferencia (Corberan, y otros, 1994, pag. 53).

Se les puede ir orientando para que aprendan a “convertir”’ el lenguaje natural en
algebraico que siempre suele presentar problemas entre los estudiantes:

“_ 9

(Cuantas cuerdas puedo trazar desde el punto 1? Si llamamos “n” al niumero de
puntos ;como podemos llamar al nimero de cuerdas que trazo desde el punto 17,
(Cuantas cuerdas puedo trazar en total desde los 9 puntos? ;Como lo has hallado?,
(Como escribirias esa operacion si el numero de puntos es “n”?

Una vez que todos hayan llegado a la solucidén, ponemos en comun los resultados
obtenidos y expresaran también el razonamiento que ha seguido cada uno de ellos.

En la segunda sesion resolveran una serie de problemas de manera individual para que,
mediante una practica guiada, sean capaces de realizar un razonamiento deductivo para
hallar relaciones angulares.

En cuanto a las relaciones angulares de los poligonos podemos comenzar demostrando
que los angulos interiores de un triangulo son 180° de una manera empirica, con papel
(Figura 11). Les pedimos que recorten un tridngulo de papel cualquiera y doblen el
vértice superior por la paralela media de su triangulo. Después juntan los otros dos
vértices y observaran que todos coinciden sobre la recta formando un angulo llano, la
suma de angulos es de 180°.

Figura 11: demostracion empirica de la suma de dngulos de un triadngulo

También podemos realizar la demostracion en la pizarra digital utilizando GeoGebra,
trazando una recta paralela a la base de un triangulo cualquiera que pase por el vértice
opuesto y observando que los angulos que se forman entre esas dos rectas paralelas y
la recta transversal que las corta son angulos interiores opuestos, que son congruentes
(Figura 12).
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Figura 12: construccion con GeoGebra de la suma de dngulos de un triangulo

A continuacién, les pediremos que traten de hallar las relaciones entre los angulos
exteriores e interiores de un tridngulo, observando que los dngulos se encuentran sobre
la misma recta (Figura 13).

Figura 13: ejemplo de tarea para el cdlculo de dngulos (Corberan, y otros, 1994, pag. 70)

Para ello se pueden ir estableciendo una serie de pasos que los llevardn mediante un
proceso simple a realizar una demostracién con un razonamiento deductivo como
vemos en la Figura 14.

L

>

Figura 14: pasos para la demostracion del teorema del angulo exterior de un triangulo. (Corberan, y otros, 1994,
pag. 75)
21+ £2 +£3 = 1802 porque ...
23+ .0 =18092 porque...
Entonces: 21+ 22 +,3=1802=,3 + 2
De donde 21+ 22 = -a porque ...

Realizadas estas primeras tareas e introducidos en el razonamiento deductivo, se
plantea a continuacion que calculen los angulos interiores de un poligono estrellado
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como el de la figura 15, obtenida de la publicacion de Reyes y Fernandez (2015),
conociendo cuanto suman los dngulos interiores de un triangulo.

o\

\ "

A
\ I’H/ ‘

/

.

QU

Figura 15: suma de los dngulos de un poligono estrellado de cinco puntas (Reyes Iglesias & Fernandez Benito,
Pentagonos, Construcciones, Mosaicos. Geometria sagrada, 2015, pag. 64)

Se les guiara a través de una serie de pasos:

Considera primero el triangulo gris: conocemos el valor de O y de 0, ;cuanto mide el
angulo que nos falta de ese tridngulo gris? ;Cuanto mide el angulo exterior a ese
triangulo gris? Considera ahora el tridngulo amarillo: conocemos el valor de € y de y
,,cuanto mide el angulo que nos falta de ese tridngulo amarillo? ;Cuédnto mide el &ngulo
exterior a ese triangulo amarillo?, ;Cudl es la suma de los angulos del tridngulo rosa?

Por ultimo, podemos relacionar el conocimiento de poligonos estrellados con diversas
obras de arte y arquitectura Patrimonial de Castilla y Le6n, que los estudiantes pueden
visitar y donde podemos contemplar la utilizacién de esas construcciones. Los alumnos
podran analizar el tipo de poligono estrellado que se ha utilizado, cémo se ha generado,
cuales son los mas utilizados en el arte y arquitectura, qué propiedades pueden tener
estos poligonos para que sean tan usados: por estética, por sus condiciones de
estabilidad, por su adaptabilidad, por su construccion mas directa, etc.

Por ejemplo, en la Catedral de Brugos podemos contemplar la boveda estrellada del
cimborrio central (Figura 16), obra de Juan de Colonia y Juan de Vallejo en el s. XVI, la
boveda calada también estrellada de la Capilla del Condestable (Figura 17), obra de
Sim6n de Colonia en 1517 y el roseton de la fachada (Figura 18). En las clipulas vemos
estrellas de ocho puntas, si bien es cierto que se trata de una construcciéon en tres
dimensiones podemos ver su proyeccion en planta para tener un poligono estrellado
plano:
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Figura 16: Cimborrio de la Catedral de Burgos - Fotografia de: De Jose Luis Filpo Cabana,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=30269929,

Figura 17: A la derecha capilla del Condestable de la catedral de Burgos, fuente: De Werner 6 February 2008 (UTC),
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=3513261

Figura 18: Imagen del roseton de la catedral de Burgos, en este caso no se trata de un poligono estrellado sino de

dos tridngulos superpuestos formando una estrella.

El roseton pentalfa, estrella de cinco puntas en la ermita de San Bartolomé de Ucero
(Figura 20), en el caiién del Rio Lobos en Soria, de orden templario del s. XIII. O en la
iglesia de San juan de Castrojeriz del s. XV, en Burgos (Figura 19), también de orden

templaria.

Figura 19: A la izquierda, fotografia de la iglesia de San Juan de Castrojeriz, Burgos. Fuente:

https://www.fotopaises.com/foto/iglesia-de-san-juan-castrojeriz-espana-400027

Figura 20: A la derecha, dculo de la ermita de San Bartolomé de Ucero con la estrella de cinco puntas regular.
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O los artesonados mudéjares que podemos contemplar en varios palacios e iglesias de
Castilla y Leo6n, como el que podemos ver en el Museo Nacional de Escultura de
Valladolid (Figura 21) donde vemos estrellas de diez puntas que en realidad son dos
estrellas de cinco puntas superpuestas, o en el techo de la Capilla dorada del convento
de Santa Clara de Tordesillas o en las pinturas de los bafios arabes (Figura 22) que se

encuentran bajo el mismo convento.

Figura 21: A la izquierda, fotografia del museo Nacional de Escultura de Valladolid, fotografia realizada por Miguel
Angel Escalona. https://www.pinterest.es/pin/410249847308396297/. Vemos que las estrellas de diez puntas son
en realidad dos estrellas de cinco puntas superpuestas.

Figura 22: A la derecha bafios drabes en el monasterio de Santa Clara en Tordesillas, fotografia:
www.domuspucelae.blogspot.com donde vemos estrellas de ocho puntas y estrellas de cinco puntas no regulares.

Organizacion del tiempo y las actividades:

La actividad cuarta se realizara en tres sesiones de 50 minutos.. En la primera sesion se
realizardn las construcciones de poligonos estrellados y en la segunda y tercera sesion
se resolveran los problemas de la préctica guiada.

Primera sesion:

En los primeros quince minutos se realizaran las construcciones de los poligonos
estrellados, anotando la nomenclatura de los poligonos estrellados obtenidos. Para
resolver las preguntas sobre poligonos estrellados se prevén quince minutos.

Para la puesta en comun de los resultados habra diez minutos.

Los diez ultimos minutos, si hay tiempo en esta sesion, se utilizaran para observar los
poligonos estrellados en el Patrimonio Historico, que descubran los poligonos
estrellados que hay en los monumentos, hacer un resumen y conclusiones de lo
aprendido en la sesion.

Segunda y tercera sesion:
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En los primeros diez minutos se prevé que traten de resolver el problema de las cuerdas
en el circulo, pueden trabajar por parejas recordando lo trabajado en la sesion anterior, a
continuacion, en los siguientes diez minutos se pondran en comun los resultados.

Seguidamente, haremos la demostracion empirica de la suma de los lados del tridngulo
con una duracion prevista de cinco minutos.

Los siguientes tres retos preparados se iran proporcionando de uno en uno para su
resolucion, se prevén diez minutos para que resuelvan cada reto, y diez minutos mas
para la puesta en comuin después de resolver cada uno, pero esto puede variar en
funcion de las dificultades que puedan surgir y los debates que se abran durante la
puesta en comun. La prevision temporal para esta actividad completa es de tres
sesiones.

Los ultimos diez minutos de cada sesidon se reservaran para hacer un sumario de lo
aprendido y recalcar las conclusiones.

4.6.4. POLIGONOS CONVEXOS y MOVIMIENTOS EN EL PLANO

Estas actividades se incluyen dentro de la fase de orientacion libre, donde los alumnos
utilizan los conocimientos que han aprendido en las fases anteriores para resolver
problemas mas complejos, abiertos y que planteen nuevas relaciones o vias de
resolucion. La metodologia utilizada en esta fase sera la de aprendizaje a través del
trabajo cooperativo y la resolucion de problemas. Los alumnos se organizaran en
pequetios grupos de tres alumnos distribuidos de manera heterogénea después de haber
analizado el nivel de razonamiento de Van Hiele de cada uno a partir de los trabajos
realizados en las anteriores fases. Los objetivos didacticos de las tareas de esta fase de
aprendizaje son:

— Saber interpretar problemas matematicos y obtener soluciones aplicando los
conocimientos y la informacidn necesaria.

— Deducir la formula para calcular el numero de diagonales de un poligono
convexo.

— Deducir cémo calcular el angulo interior de un poligono convexo regular.

— Conocer y analizar las propiedades que caracterizan los movimientos
isométricos en el plano, saber detectar los que se utilizan para elaborar distintas
representaciones y saber aplicarlos.

— Analizar y justificar que los movimientos de traslacion, giro o simetria dan
figuras congruentes, isometria.

— Analizar y justificar que los movimientos de homotecia dan figuras isomorficas
0 semejantes, con la misma proporcidn, pero no congruentes.
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Planificacion de la tarea

Se comienza con una sesion de Resolucion de problemas que los alumnos deberan
resolver en pequefios grupos de tres alumnos. En esta parte el docente debe intervenir
lo minimo posible actuando solo de orientador o guia en los momentos de bloqueo de
los estudiantes, con preguntas abiertas. Los problemas se presentaran de uno en uno,
primero se leera el problema en voz alta para confirmar que todos los estudiantes han
entendido las preguntas y después se conceden diez minutos para que traten de
resolverlo en cada grupo. A continuacion, se pondran en comun los resultados y las
estrategias seguidas por cada grupo, se dard un tiempo para que los alumnos puedan
anotar el proceso en sus cuadernos personales y se continuara con el siguiente
problema.

Problema 1: En la figura 15, O es el centro de la circunferencia. El cuadrilatero
OCBA es un rectangulo, donde OA =5 cm y AP = 1 cm. ;Cuanto mide CA? Razona la
respuesta. (Figura 23) (Corberan, y otros, 1994, pag. 86)

Figura 23: problema 1. (Corberan, y otros, 1994, pag. 86)
Orientaciones que puede dar el docente:

En el caso de que los estudiantes se bloqueen podemos guiarles con preguntas abiertas
del tipo: {Qué propiedades cumplen todos los puntos de una circunferencia?, ;Coémo se
llama la distancia del centro de la circunferencia a un punto de esta?

Si nos dicen que el cuadrilatero OCBA es un rectangulo, ;cuanto miden sus angulos?,
(sabriamos calcular la distancia AB? ;Y la distancia OC?

Posibles estrategias que utilicen los estudiantes:

El problema se puede resolver utilizando distintas estrategias. Pueden pensar en utilizar
el Teorema de Pitdgoras, que conocen bien, para tratar de calcular esa diagonal CA
teniendo que hallar primero el cateto OC, que se dardn cuenta de que es igual a AB, al
ver que el tridngulo OAB es congruente con el tridngulo AOC, concluiran sin
necesidad de hacer calculos que la diagonal OB mide lo mismo que CA.

Otros pueden percatarse de que la distancia OB es el radio de la circunferencia que es
lo mismo que OA + AP. Al ser CB paralelo a OA y CO paralelo a BA, la diagonal OB
es congruente con la diagonal CA.

58



Problema 2: Dadas dos circunferencias de centros A y B, de distintos radios que se
cortan en dos puntos C y D. Mostrar que el segmento AB es perpendicular al segmento
CD. (Figura 24). (Corberan, y otros, 1994, pag. 87)

Figura 24: Problema 2. (Corberan, y otros, 1994, pag. 87)
Orientaciones que puede dar el docente:

Preguntas abiertas: ;Qué relacion hay entre la distancia AC y la distancia AD? ;Y
entre la distancia BC y BD? ;De qué tipo es el tridngulo formado por los puntos ACD?
(Como son los angulos en C y en D dentro del tridngulo ACD?

Si tomamos cualquier punto del segmento AB y calculamos su distancia al punto C,
[puede tener la misma distancia que al punto D? ;Como se llama la recta que tiene esa
propiedad? (El punto donde se cortan el segmento AB con el segmento CD sera el
punto medio de qué segmento?

Posibles estrategias que utilicen los estudiantes:

Pueden utilizar tridngulos congruentes, el segmento AD es igual al segmento AC, ya
que son radios de la circunferencia, por lo tanto, el tridngulo ACD es un tridngulo
isosceles y el angulo en C es el mismo que el angulo en D.

Pueden senalar el punto de corte de los segmentos AB y CD y llamarlo M. M es el
punto medio del segmento CD. Los tridngulos ACM y ADM son congruentes, por lo
tanto, el d&ngulo en M del tridngulo ACM es igual al angulo en M del tridngulo ADM,
como estd sobre una recta la suma de ambos es igual a 180° al ser igual a la mitad
tendremos 90°.

Problema 3: Diagonales de un poligono:

Dibuja y observa el numero de diagonales que hay en los distintos poligonos, pueden
ser irregulares: cuadrilatero, pentdgono, hexagono, heptagono. ;Cuantas diagonales
hay en un isodecagono, poligono de 20 lados? ;Y en un poligono de 50 lados? Razona
la respuesta.

Orientaciones que puede dar el docente:

Recordamos qué es una diagonal en un poligono. ;Cuantas diagonales salen desde
cada vértice en un pentagono?, si sumasemos todas las diagonales que salen desde cada
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vértice ;cuantas tendriamos?, pero ;cuantas diagonales tiene el pentdgono en total?,
(por qué? ;Cuantas diagonales salen desde cada vértice en un hexagono? ;Cuéntas
diagonales tiene el hexagono en total?

(COomo podemos relacionar el numero de vértices o de lados que tiene un poligono con
el numero de diagonales? ;cuantas diagonales salen desde cada vértice en el
pentagono? ;Qué numero hay que restar al nimero de vértices del pentagono para que
nos dé el numero de diagonales que salen desde cada vértice? ;y en un hexagono? ;y
qué hacemos para hallar el nimero de diagonales total? ;Pasard lo mismo en un
decagono?

Posibles estrategias que utilicen los estudiantes:

Pueden comenzar trazando todas las diagonales y contdndolas cuando es un poligono
de pocos vértices, tienen que sumar todas las diagonales que salen de cada vértice sin
volver a contar las que ya estan dibujadas. Se pueden percatar de cudl es el nimero de
diagonales que salen de cada vértice y multiplicarlas por el nimero de vértices y
después tendran que dividir entre 2, porque cada diagonal va y viene de cada uno de
los vértices. Si llaman n al nimero de vértices y lo relacionan con el numero de
diagonales que sale de cada vértice pueden llegar a la expresion algebraica general
para calcular el nimero de diagonales de cualquier poligono.

Problema 4: si de un poligono regular conocemos que la suma de sus angulos
interiores mide 7200 grados, ;Cudl serd la medida de cada angulo interior? ;Cuantos
lados tiene? ;Cuantas diagonales tiene el poligono? (Corberan, y otros, 1994, pag. 55)

Figura 25: Problema 4. Figura de elaboracion propia.
Orientaciones que puede dar el docente:

Preguntas abiertas: ;Qué propiedades tienen los poligonos regulares? ;Como podemos
hallar el angulo central de un poligono regular de cinco lados? ;Cémo podemos hallar
el angulo interior de un pentagono regular?

(Cual es la suma de los angulos de un triangulo? ;Cual es la suma de los angulos de un
cuadrado? ;y de un pentagono? ;Como podemos relacionar el nimero de vértices con
el angulo central de un poligono? ;como podemos relacionar el dngulo interior de un
poligono con su angulo central?

60



Si ya sabemos cudl es la suma total de los angulos de un poligono regular, ;coémo
podemos calcular cuanto mide el angulo interior de ese poligono?

Posibles estrategias que utilicen los estudiantes:

Existen distintas estrategias para resolver este problema. Pueden comenzar
construyendo un poligono regular cualquiera y ver la relacion que hay entre el dngulo
central del poligono, el nimero de lados o vértices de este y el angulo interior del
poligono, fijdndose en el tridngulo que se forma entre el centro del poligono O y dos
vértices. Pueden observar que el angulo central de cualquier poligono regular se halla
dividiendo el circulo completo por el numero de lados. El dngulo central del poligono

, 3602 . , , . ,
serd —, siendo n el nimero de vértices. Como ya conocen que la suma de los angulos

de un tridngulo es 180° pueden relacionar el dngulo interior de un poligono cualquiera
360°

con su angulo central y el nlimero de vértices del poligono. 2a = 180° -
Deben percatarse también de que un poligono regular es equiangular, por lo tanto, el
angulo interior del poligono serd la suma de todos los 4ngulos entre el numero de
vértices. Pueden relacionar las dos expresiones en una igualdad y obtener el nimero de
vértices. Sabiendo el niimero de vértices y lados pueden hallar, como en el problema
anterior, el nimero de diagonales.

Otra estrategia para resolverlo la pueden descubrir triangulando el poligono y
relacionando el numero de tridngulos obtenidos con los lados del poligono, para hallar
la suma de los angulos interiores del poligono. Sabiendo cudl es esa cantidad de la
suma de angulos, hacer el proceso inverso para hallar cudl es el nimero de lados del
poligono. Una vez que saben el nimero de lados, calcular el angulo interior y las
diagonales.

Problema 5: angulos rectos:

Observa la siguiente imagen (Figura 26), sin utilizar el transportador de angulos

(Cuantos grados mide el angulo ~C? Explica como has llegado a esa conclusion.

Figura 26: Problema 5. Figura de elaboracion propia

Orientaciones que puede dar el docente:
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Si nos fijamos en el primer triangulo de la izquierda, ;qué propiedad cumplen todos los
puntos de una circunferencia? ;Qué relacion hay entre la distancia OC, OA y OB?,
(qué tipo de tridngulo es el triangulo OAC? ;Y el tridngulo OBC? ;Cémo es el
triangulo ABC? ;Qué relacion hay entre los angulos en A y en B dentro del tridngulo
ABC?

Si nos fijamos en el triangulo de la derecha, ;qué propiedad cumplen todos los puntos
de una circunferencia? ;Qué relacion hay entre la distancia OC, OA y OB, ;qué tipo de
triangulo es el triangulo OAC? ;Y el tridngulo OBC? ;qué relacion hay entonces entre
el angulo en A y el angulo en C dentro del triangulo OAC? ;qué relacion hay entre el
angulo en B y el dngulo en C dentro del tridngulo OBC? ;Cémo podemos calcular la
suma de los angulos del triangulo ABC? ;Cuanto es esa suma?

Posibles estrategias que utilicen los estudiantes:

Pueden comenzar observando que ocurre en el caso particular de que el segmento OC
sea perpendicular al didmetro de la circunferencia, en este caso tenemos dos tridngulos
rectangulos isésceles que son congruentes, todos los angulos agudos miden lo mismo,
si la suma de todos los angulos dentro del tridangulo ABC es 180° cada angulo sera

180°/4 = 45°. El angulo en 2C sera por tanto 90°. Si se fijan después en el caso de la
derecha. el triangulo AOC es is6sceles puesto que el segmento AO mide lo mismo que
el segmento OC, ya que son radios de la circunferencia. Los angulos en ~OAC y
20OCA son congruentes, los hemos llamado o en la figura 24. Lo mismo ocurre con el
triangulo OBC. Si sumamos los angulos del tridangulo ABC, 2a + 20 = 180°, por lo
tanto (at+0) = 180°/2

Problema 6: suma de angulos

Explica como podemos hallar la suma de los angulos internos de un poligono irregular
como el de la figura 27, ;y si el poligono tuviera 10 lados? ;y si tuviera 100 lados?

Figura 27: Problema 6. Figura de elaboracion propia
Orientaciones que puede dar el docente:

Preguntas abiertas: ;Cual es la suma de los angulos de un tridngulo? ;y de un
cuadrilatero? ;podemos descomponer un cuadrilatero en dos tridngulos? y un
pentagono ;como podemos descomponerlo? ;Cudl seria la suma de sus dngulos?
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(Como podemos relacionar el nimero de lados de un poligono con el nimero de
tridngulos en los que se descompone?

Posibles estrategias que utilicen los estudiantes:

Cualquier poligono se puede triangular. Los alumnos ya conocen la suma de los
angulos de un triangulo.

Pueden comenzar por un cuadrilatero, descomponer en triangulos y ver cual es la suma
de sus angulos, a continuacion, hacer lo mismo en un pentagono, en un hexagono, y
relacionar el nimero de lados del poligono con el numero de tridngulos que obtienen,
para asi obtener una formula general que les permita calcular la suma de los angulos
interiores de un poligono en funcion del nimero de lados.

Tarea 7: Realizar un estudio sobre los poligonos regulares que recubren el plano.

En primer lugar, se deben dejar claras una serie de aspectos y definiciones: un mosaico
es un recubrimiento de una superficie, una tesela es cada una de las piezas que forma
parte de un recubrimiento. Un teselado plano o mosaico es un conjunto de teselas con
forma poligonal que recubren el plano sin solaparse. Para hacer un mosaico regular
solo se puede utilizar una unica clase de poligono regular.

Un mosaico es semirregular si estd construido con combinaciones de poligonos
regulares y ademads es uniforme, es decir, la disposicion de los poligonos en todos los
vértices del mosaico siempre es la misma.

El vértice del mosaico es cada uno de los puntos donde concurren los poligonos que lo
forman. La figura en el vértice es la distribucion especifica de poligonos alrededor de
un vértice, si esta disposicion es la misma en todos los vértices del mosaico se dice que
tenemos un mosaico uniforme. (Reyes Iglesias, 2023)

Los alumnos comenzaran la tarea con materiales manipulativos, les proporcionaremos
teselas de goma EVA o de cartulina con formas de poligonos regulares: triangulo
equilatero, cuadrado, pentagono, hexagono, etc. hasta el dodecagono, trabajando por
parejas descubriran de una manera empirica los distintos mosaicos regulares y
semirregulares que se pueden realizar, llegando a la conclusion de que solo existen tres
poligonos regulares que recubran el plano de manera regular. A continuacion, se
planteara que razonen y argumenten de forma matematica esta conclusion.

Se les podra dar una serie de claves para realizar este estudio:
Para hacer los mosaicos nos interesa conocer el angulo interior de los poligonos.

Deben fijarse en el nimero de poligonos regulares que pueden concurrir en un vértice,
si ese numero fuera dos o menor, el dngulo interno del poligono regular deberia ser
igual o mayor de 180° y si concurrieran mas de seis poligonos el dngulo interior del
poligono regular seria menor de 60°, lo cual no es posible.
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La suma de los angulos interiores de los poligonos que concurren en un vértice del
mosaico tiene que ser 360°.

Si expresamos la formula del 4ngulo interior de un poligono en funcién de su nimero

r o . ’ s n—-2
de vértices, siendo 7 el nimero de vértices, tenemos — 180°

Si llamamos & al nimero de poligonos que concurren en un vértice, la expresion que

relaciona k& con n (nimero de vértices del poligono) es k-nT_z- 180° = 360°

Dando valores a k desde tres hasta seis obtendran el nimero de lados que tienen los
poligonos que concurren al vértice del mosaico.

Los alumnos que hayan conseguido llegar a esta concusion y razonamiento utilizando
una expresion algebraica pueden continuar estudiando qué ocurre con los mosaicos
semirregulares, cuando concurren diferentes poligonos regulares a un vértice.

Tarea 8: mosaicos por deformacion. Anamorfismo y movimientos en el plano.

En esta actividad comenzaremos observando los mosaicos cuasirregulares de las
teselas nazaries y los mosaicos de Escher, como se forman a través de movimientos en
el plano obteniendo una tesela que conserva la misma area que el poligono matriz
original.

A continuacion, se les entregaréa unas fichas (ver fichas en el Anexo 9.1.4.) donde estan
representados distintos mosaicos con teselas nazaries y deberan tratar de encontrar el
poligono matriz y sefialar los movimientos realizados para obtener el mosaico (Figuras
28 a 33), dibujando en las fichas los vectores de traslacion, los centros de giro y los
ejes de simetria axial o puntos de simetria central utilizados. De esta manera se
trabajara la “aprension operativa” descrita por Duval (1999), que permite a los
estudiantes realizar transformaciones dentro del registro de representacion de las
figuras geométricas y es de gran utilidad a la hora de resolver problemas con objetos
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Figura 28: pétalo. llustraciones obtenidas del blog la Alhambra con regla, compds y GeoGebra (Mora, 2019)

geometricos.

®

Senalar el Poligono matriz triangulo equilatero y los vectores de traslacion para formar
el mosaico

64



‘1’1 i
‘1‘1‘!
38sly
A

I

Figura 29: Avién. Figura 30: Hueso. llustraciones obtenidas del blog la Alhambra con regla, compds y GeoGebra
(Mora, 2019)

Seialar el poligono matriz cuadrado y la simetria axial, los vectores de traslacion y los

centros y angulos de giro para formar el mosaico.
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Figura 31: Pez volador. Figura 32: Murciélago. Ilustraciones obtenidas del blog la Alhambra con regla, compds y
GeoGebra (Mora, 2019)

Seiialar el poligono matriz cuadrado y los centros y angulos de giro

Figura 33: Pajarita. Illustraciones obtenidas del blog la Alhambra con regla, compds y GeoGebra (Aljarafe, 2011)
(Mora, 2019)

Senalar el poligono matriz, hexagono regular, los centros y angulos de rotacion

Se tendran preparadas ademds otro tipo de fichas (Figuras 34 a 36) para seguir
trabajando en el tema de movimientos en el plano utilizando ahora, en lugar de
mosaicos, planos arquitectonicos donde se representa la proyecciéon en planta de
diferentes edificios. En estos planos los alumnos podran advertir que en el ambito
laboral se utilizan siempre los mismos cuatro movimientos que han aprendido:
translacion, giro, simetria y homotecia, para realizar los documentos graficos, con esos
movimientos se pueden realizar todas representaciones posibles.
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Figura 34: Vidriera de la iglesia de San Pablo. Figura de elaboracion propia

Senalar los ejes de simetria, los centros y radios de giro y los vectores de traslacion
utilizados para construir esta vidriera
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Figura 35: Planta de edificio de viviendas en Valladolid. Figura de elaboracion propia

Sefialar los ejes de simetria, los centros y radios de giro y los vectores de traslacion
utilizados para construir esta planta de viviendas.

3.-5 cm capa de morero de nivelacion

Figura 36: Detalle de forjado de catedral de Santiago de Compostela. Figura de elaboracion propia

(Qué tipo de movimiento en el plano se estd utilizando en esta representacion? ;por
qué se utiliza este comando? ;Qué propiedades obtenemos?

Con esta tarea los alumnos descubrirdan y aprenderan a utilizar composiciones de
movimientos isométricos para pasar de una figura a otra, observaran la congruencia de
las figuras obtenidas con los movimientos isométricos, la relacion entre las diferentes
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isometrias y sus propiedades, asi como la diferencia con los movimientos isomorfos
que generan figuras semejantes, pero no congruentes.

Organizacién del tiempo y las actividades:

Las actividades de la fase cuarta se realizaran en cuatro sesiones y los alumnos
trabajardn en grupos heterogéneos de tres alumnos para ayudarse entre ellos.

Primera y segunda sesion:

En esta primera y segunda sesion se realizardn las tareas 1 a 6 con una metodologia de
trabajo basada en una “thinking classroom”, las cuales utilizan los métodos del
aprendizaje cooperativo para promover la participacion activa de los estudiantes.
Dispuestos en grupos de tres alumnos se les proporciona una pizarra y rotuladores, los
enunciados de los problemas se les aportaran de uno en uno. Primero se leera el
problema en voz alta para ver si todos han entendido el enunciado y después se dejara
un tiempo previsto de diez minutos para que los alumnos lo resuelvan. Los grupos
podran compararse entre ellos y debatir soluciones con el objetivo de que trabajen su
autonomia. Se utilizan pizarras portatiles verticales que pueden borrar para disminuir el
tiempo de respuesta y perder el miedo al “papel el blanco”.

Una vez resuelvan cada problema se ponen en comun las soluciones y comparamos los
diferentes razonamientos que han utilizado en cada grupo, después podran anotar en su
cuaderno personal las soluciones obtenidas. Se han propuesto seis problemas que, en
funcion del tiempo que necesiten los estudiantes para resolverlos, se podran realizar en
dos o tres sesiones. Si el docente no dispone de tiempo suficiente se podran seleccionar
solo algunos de ellos. Se deben reservar cinco minutos finales de la ultima sesion para
que realicen las encuestas de autoevaluacion y coevaluacion.

Sesion tercera:

En esta sesion se realizard la tarea 7, estudio de poligonos que recubren el plano. Los
alumnos estaran distribuidos en los mismos grupos de tres que las sesiones anteriores,
con la salvedad de que hallamos observado algin grupo que no funcione bien y/o lo
hallan explicitado en sus encuestas de coevaluacion. En los primeros 15 minutos de la
sesion se les proporciona el material manipulativo para que “jueguen” con ¢l y se
plantea la tarea a realizar. A continuacion, se hace una pausa de cinco minutos para
debatir qué conclusiones han obtenido y se propone que expliquen con un lenguaje
matematico el razonamiento para obtener esa conclusion. Si se observa que los
estudiantes se quedan bloqueados, se les puede proporcionar la serie de claves que
hemos descrito en el apartado anterior. Los estudiantes que hayan conseguido llegar a
la expresion de las formulas generales para obtener los resultados pueden continuar
realizando el estudio con los mosaicos semirregulares.
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Sesidn cuarta:

En esta sesion se realizara la tarea 8, estudio de movimientos en el plano. Los primeros
15 minutos de la sesion se introducird el tema de los mosaicos obtenidos por
deformacion y se ilustrardn ejemplos de mosaicos nazaries y los movimientos
realizados para su consecucion. Posteriormente se les proporcionaran fichas con
representaciones de mosaicos nazaries para que sefialen los poligonos matriz y los
movimientos en el plano realizados para obtenerlos. Las representaciones se entregaran
de una en una y las iremos poniendo en comun segun las vayan terminando, asignando
de cinco a diez minutos para que realicen cada ficha y otros diez minutos para la puesta
en comun de cada una de ellas. Cuando hayan terminado con los mosaicos
entregaremos los planos arquitectonicos para seguir trabajando los movimientos en el
plano sobre otro tipo de representaciones graficas. En esta tarea se han preparado
varias fichas con la prevision de tener material suficiente por si algun grupo termina
antes y demanda mads actividades, no obstante, no es necesario realizar todas las fichas
sino asegurarnos de que comprenden correctamente los conceptos y procesos seguidos
para su resolucion.

4.6.5.VISUAL THINKING

La ultima actividad consiste en realizar un mural con la metodologia “visual thinking”
donde queden recopilados todos los conceptos que se han trabajado con la propuesta
didactica. Esta tarea esta dentro de la fase de integracion de las fases de aprendizaje del
modelo de Van Hiele (Jaime Pastor, 1993, pag. 12) donde se les proporciona a los
alumnos una ayuda para que organicen los nuevos conocimientos adquiridos, los
integren y relacionen con sus conocimientos previos, con los nuevos procesos de
razonamiento y métodos de trabajo empleados en estas sesiones, y obtengan una vision
global, bien conexionada del tema trabajado en la propuesta didéactica: poligonos
concavos y convexos, poligonos estrellados, relaciones angulares y movimientos en el
plano.

En esta actividad se trabajara también una estrategia de aprendizaje de codificacion y
organizacion (Roman & Gallego, 1994), que optimiza los procesos cognitivos de
memoria y procesamiento de la informacion en la memoria a largo plazo, construyendo
de esta manera un aprendizaje mas significativo y facilitando la recuperacion posterior
de esa informaciéon. Ademads, la elaboracion de estos mapas mentales donde se
combinan texto y dibujo, diagramas, etc., fomentan la creatividad y permiten que el
estudiante pueda descubrir su propio estilo de estudio y aprendizaje, mejorando su
autoconocimiento y automanejo de manera consciente en su formaciéon. Con la
realizacion de esta tarea asimismo entrenaran la extraccion de conceptos esenciales y la
capacidad de sintesis facilitindoles la comprension de conceptos.
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Planificacion de la tarea:

Para la realizacion de esta actividad llevaremos a cabo la secuencia instruccional ya
explicada en el apartado de metodologia (Marin Anton, Marugan, & Catalina, 2013).
Se comenzara por realizar un ejemplo de mapa mental (Figura 37) al tiempo que se van
explicando los procesos ideas y relaciones que hay detras los diagramas dibujados. Se
mostraran distintos ejemplos de “visual thinking” realizados por otros alumnos para
que puedan inspirarse y elegir un estilo de configuracion.

A continuacion, se daran las instrucciones para la realizacion del mural. Se debe tratar
de generar imagenes globales que representen la idea subyacente al contenido. Los
distintos elementos del mural, imagenes y texto, se deben distribuir de manera mas o
menos homogénea por el mapa evitando grandes espacios en blanco, suele ayudar
establecer una estructura (dividir la hoja en cuatro partes, en columnas, en filas, etc.),
pueden utilizar distintos folios y recortarlos o empalmarlos después, también es
recomendable dibujar primero un pequeiio boceto indicando como se van a distribuir
los elementos por el mapa. Se puede jugar con el tamafio de las imagenes y de los
textos, con el grosor y los tipos de letra dando mas énfasis y tamafio a los conceptos
mas importantes y en letra méas pequena las acotaciones o explicaciones subsidiarias.
También se pueden agrupar los elementos en contenedores, utilizar conectores, flechas
y colores para relacionar unos con otros, etc. No se trata de hacer dibujos elaborados
sino representaciones simples, esquematicas y simbolicas, aunque se fomenta la
estética porque contribuye a generar motivacion en el estudiante, no se evaluard el
aspecto artistico del mural sino el funcional como herramienta para el estudio. Podran
realizarlo con el estilo que prefieran y que se adapte a su manera de estudiar. Este
mural debera contener al menos los siguientes apartados:

— Enumera todas las clases de poligonos que conozcas y sus propiedades, lo
mismo para el caso especifico de tridngulos y cuadrilateros.

— Asocia las propiedades o caracteristicas de los poligonos a las clases, lo mismo
para el caso especifico de triangulos y cuadrilateros.

— ¢ Coémo definimos diagonal de un poligono? ;cémo podemos contarlas?
— ¢ Coémo hallar los dngulos interiores de un poligono convexo?
— Dibujar y definir los Movimientos en el plano.

Los murales se realizaran de manera individual, cada uno realizard el suyo, pero
podran trabajar por parejas y solicitar ayuda siempre que lo necesiten. Cuando lleven
trabajando 25 minutos en la realizacion del mural, haremos una pausa para recapitular
lo que tienen hecho hasta el momento, observar los trabajos que estan elaborando sus
compafieros por si alguno necesita inspiracion, ver qué es lo que quieren hacer y
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cuanto les falta para terminarlo, para establecer una estrategia de trabajo, no distraerse
y focalizarse en lo esencial.

Cuando todos hayan terminado su mural se expondréan en la pizarra. El rendimiento de
esta actividad se evaluard posteriormente a través de una prueba escrita individual
donde se les preguntara por los mismos conceptos y procedimientos de demostracion
que han estado trabajando en estas sesiones.
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Figura 37: Ejemplo de modelizacion de un mapa mental para la temdtica trabajada. Elaboracion propia.

Para la realizacion de la prueba de rendimiento en la ultima sesion se plantean las
siguientes preguntas y actividades basadas en las pruebas realizadas en la publicacion
de Corberan et al. (1994):

Para transformar un rombo en un cuadrado ;jqué propiedades cambias? ;y un
paralelogramo en un rectangulo?

¢ Qué entendemos por diagonal?

;Qué cuadrilateros cumplen que sus diagonales se cortan perpendicularmente en el
punto medio? Dibujalo si es necesario.

¢;Cuantos tipos de diagonales pueden trazarse en un poligono? ;Como podemos
contarlas? ;Como definirias poligono concavo? ;Y poligono convexo?

;Como obtenemos la medida de la suma de los dngulos interiores de un poligono

regular?
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Enumera todas las propiedades que conozcas del triangulo equilatero, ;podrias
eliminar alguna y que siguieran describiendo un triangulo equildtero?

Si la respuesta es afirmativa justificala, si no es afirmativa encuentra algun ejemplo
que la contradiga:
1. Todos los poligonos concavos son irregulares.
Ningun poligono concavo es equiangular.
Todo poligono regular es equildatero.
Todo poligono equilatero es convexo.
Todo poligono convexo es equildatero.

Todo poligono equiangular es equilatero.

NS R N

Si un poligono es equildtero es equiangular.

Organizacion del tiempo y las actividades:

La actividad se realizara en tres o cuatro sesiones dependiendo de la evolucion de los
trabajos de los alumnos, se pretende que todo el trabajo se realice dentro del aula.

Primera sesion:

Los primeros diez minutos seran para la modelizacion de un mapa mental por parte del
docente explicando el proceso en la realizacion del mismo, a continuacién, se
expondran diferentes ejemplos de “visual thinking” realizados por alumnos y se
explicaran las instrucciones generales para la realizacion de los mismos. También se
daran de forma oral y por escrito las instrucciones especificas y contenidos para la
realizacion de este mural.

Los siguientes 25 minutos seran para la realizacién de la tarea de manera individual,
les anunciaremos previamente que a los 25 minutos vamos a realizar una pausa para
observar lo que tenemos hecho hasta el momento y que se focalicen en ejecutar el
trabajo.

Pausa de cinco minutos para observar los trabajos realizados por cada compaiiero,
deben exponer su idea general, qué quieren hacer y cudnto estiman que les queda para
terminar, pensando en una estrategia para trabajar de manera mas efectiva. También se
aprovecha esta puesta en comun para resolver dudas y corregir errores que podamos
observar en los trabajos.

Los siguientes diez minutos continuaran trabajando en su mural, como es probable que
no lo puedan terminar en una sola sesion se podra terminar en la siguiente.

Segunda y tercera sesion:

Los alumnos terminan el mural que comenzaron la sesion anterior, se asignan 25
minutos para terminar la actividad. Los alumnos que hayan terminado antes podran
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ayudar a sus compaiieros respetando la idea y estructura del mural de cada uno, sin
modificar su concepcion de mural.

Se realiza una pausa en el trabajo de 10 minutos para que cada alumno exponga su
trabajo al resto de la clase, se corrijan los errores y dudas que hayan podido surgir y
puedan rematar o corregir sus murales con las indicaciones dadas por el docente y sus
compaiieros. Se analiza cuanto trabajo le falta a cada alumno para terminar y si es
necesario utilizar una sesion mas o lo pueden completar en casa.

Contintan trabajando para rematar su mural los ultimos quince minutos.
Cuarta sesion:

Realizacion de la prueba individual escrita, autoevaluacion del rendimiento de la
estrategia de aprendizaje utilizada y autoevaluacion de lo aprendido en esta propuesta
didactica a través de una encuesta.

4.7. Recursos

Fichas con las actividades proporcionadas por el docente. (todas las actividades)
Pizarra y tizas, pizarra digital. (todas las actividades)

Pizarras portatiles con rotuladores y borrador. (actividad 4)

Papel y lapiz, colores, regla, compas y transportador de angulos. (todas las actividades)
Carton, o tijeras e hilos. (actividad 3)

Teselas de goma EVA o cartulina (actividad 4)

4.8. Cronograma de las actividades

Tabla 2: cronograma de las actividades dentro del horario lectivo de la asignatura:

Actividad 1 | Actividad 2 | Actividad 3 | Actividad 4 | Actividad 5
Sesion 1
Jueves 14/03 | WODB
Sesion 2 Dictado
Jueves 21/03 Geométrico
Sesion 3 Poligonos
1* Semana Abr estrellados
Sesion 4 Poligonos
1* Semana Abr estrellados
Sesion 5 Poligonos
2* Semana Abr estrellados
Sesion 6 Poligonos

72




2* Semana Abr convexos

Sesion 7 Poligonos

3% Semana Abr convexos

Sesion 8 Poligonos

3% Semana Abr convexos

Sesién 9 Movimientos

4* Semana Abr en el plano

Sesion 10 Movimientos

4* Semana Abr en el plano

Sesion 11 Visual
2* Semana May thinking
Sesion 12 Visual
2* Semana May thinking
Sesion 13 Visual
3* Semana May thinking
Sesion 14 Prueba final
3* Semana May

4.9. Atencion a la diversidad el aula:

Entendemos por diversidad en el aula a todas las caracteristicas que necesiten una
atencion especializada por parte del equipo docente para que el alumno alcance el nivel
de aprendizaje exigido. Esta diversidad puede tener su origen en muy distintos factores,
como son las diferentes capacidades intelectuales, madurez, desarrollo fisico, psiquico y
motodrico del estudiante, ya sea por aspectos genéticos, hereditarios o por cuestiones
externas al estudiante, generadas a consecuencia de factores socioecondomicos,
culturales, geograficos o geopoliticos, que a veces se ven como diferencias individuales
de los alumnos dentro de un aula pero se corresponden con las mismas desigualdades
sociales que nos encontramos fuera del aula.

En el caso concreto de nuestra aula nos encontramos en un contexto donde no hay
alumnos que precisen Adaptacion Curricular Significativa (ACS), para atender los casos
de ACS se deben modificar elementos prescriptivos del curriculo como los objetivos y
contenidos siguiendo las observaciones marcadas por el equipo de orientacion, pero en
nuestro grupo no es necesario. Sin embargo, si que estamos trabajando con un grupo
donde el nivel que hay entre los distintos alumnos es muy heterogéneo en cuanto a
edad, desarrollo, nivel de conocimientos, etc. Para atender a esta diversidad se tratara de
trabajar con los diferentes ritmos de aprendizaje y diferentes capacidades del alumnado
desde la metodologia, la agrupacion del alumnado y la secuenciacion de los contenidos,
siguiendo un orden basado en las teorias de zona de desarrollo proximo o teoria del
andamiaje de la pedagogia constructivista desarrollada por Ausubel o Vigotsky.
Debemos ser capaces de dar a los estudiantes las herramientas y proponerles retos
cognitivos para que sean ellos mismos los que den el salto a un nivel de conocimiento
superior, lo que llaman el aprendizaje por descubrimiento, que genera un tipo de
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aprendizaje mas significativo pues no ha sido infundido desde fuera, sino que lo ha
creado el propio estudiante. Se deben proponer actividades de “suelo bajo y techo alto”,
donde todos los alumnos puedan optar a resolverlas con éxito para generar en ellos
motivacion y, ademas, los alumnos que posean mas conocimientos o quieran desarrollar
mas habilidades pueden seguir trabajando sin limitarse por el objetivo de la actividad.

Es importante conocer el desarrollo y el nivel de razonamiento de nuestros alumnos
para poder trabajar partiendo de esa base, considerando las dificultades que presenten y
fomentando sus capacidades.

También debemos tener en cuenta a la hora de elaborar actividades e implantar una
metodologia que se adapte a las diferencias en el aula, el utilizar diferentes
representaciones y lenguajes diferentes al natural y al lenguaje simbodlico de las
matematicas, en este caso la geometria nos da muchas oportunidades para desarrollar
diferentes modos de expresion y representacion de un concepto matematico.

En cuanto a la evaluacion esta también debe contener diferentes instrumentos de acopio
de evidencias que permitan que los alumnos puedan demostrar su aprendizaje utilizando
diferentes formas de expresion: escrita, oral, grafica, etc.

4.10. Evaluacion.

4.10.1. Criterios de evaluacién y Competencias especificas consideradas:

Criterios de evaluacion y Competencias especificas de la asignatura Conocimiento de
las Matematicas (Pagina 48950. Bocyl LOMLOE secundaria. 30 septiembre de 2022.)

Competencia especifica 1

1.1 Interpretar problemas matematicos y de la vida cotidiana, organizando los datos
dados y/o localizando y seleccionando informacion, estableciendo las relaciones entre
ellos y comprendiendo las preguntas formuladas. (CCL2, STEMI, STEM?2, STEM4)
Actividad 4. Movimientos en el plano

1.2 Aplicar herramientas y estrategias apropiadas que contribuyan a la resolucion de
problemas. (STEM1, STEM?2, STEM4, CEl) Actividad 4. Movimientos en el plano

1.3 Obtener soluciones matematicas de un problema movilizando los conocimientos
necesarios. (STEM1, STEM?2) Actividad 4. Movimientos en el plano

Competencia especifica 4

4.1 Representar conceptos, procedimientos, informacion y resultados matemdticos de
modos distintos y con diferentes herramientas, incluidas las digitales, visualizando

ideas, estructurando procesos matemdticos y valorando su utilidad para compartir
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informacion. (CP1, STEM4, CD2, CCEC3) Actividad 2. Dictado geométrico y 3.
Poligonos estrellados. Actividad 4. Movimientos en el plano y Actividad 5. “visual
thinking”

4.2. Comunicar informacion utilizando el lenguaje matematico apropiado, oralmente y
por escrito, para describir, explicar y justificar razonamientos, procedimientos y
conclusiones. (CCLI, STEM4, CCEC3). Actividad 1. WODB, 2. Dictado geométrico y
3. Poligonos estrellados. Actividad 4. Movimientos en el plano y Actividad 5. “visual
thinking”

4.3. Reconocer y emplear el lenguaje matematico presente en la vida cotidiana
comunicando mensajes con contenido matemdtico con precision. (CPI1, STEM3,
STEM4). Actividad 1. WODB, 2. Dictado geométrico y 3. Poligonos estrellados.
Actividad 4. Movimientos en el plano y Actividad 5. “visual thinking”

Competencia especifica 5

5.1 Gestionar las emociones propias y reconocer las ajenas, desarrollar el
autoconcepto matemadtico como herramienta generando expectativas positivas ante
nuevos retos matematicos. (STEMS5, CPSAAI, CPSAA3, CPSAA5). Actividad 1.
WODB, 2. Dictado geométrico y 3. Poligonos estrellados. Actividad 4. Movimientos en
el plano y Actividad 5. “visual thinking”

5.2 Mostrar una actitud positiva y perseverante, aceptando la critica razonada al hacer
frente a las diferentes situaciones de aprendizaje de las matemdticas. (STEM 5,
CPSAAI). Actividad 1. WODB, 2. Dictado geométrico y 3. Poligonos estrellados.
Actividad 4. Movimientos en el plano y Actividad 5. “visual thinking”.

5.3. Colaborar activamente y construir relaciones trabajando con las matemadticas en
equipos heterogéneos, respetando diferentes opiniones, comunicandose de manera
efectiva. (STEM3, CPSAA3, CC3). Actividad 1. WODB, 2. Dictado geométrico,
Actividad 4. Movimientos en el plano

5.4. Participar en el reparto de tareas que deban desarrollarse en equipo, aportando
valor, favoreciendo la inclusion, la escucha activa, asumiendo el rol asignado.
(STEM3, STEMS5, CPSAA3, CC3). Actividad 1. WODB, 2. Dictado geométrico,
Actividad 4. Movimientos en el plano

Ademas, hemos considerado incluir los Criterios de Evaluacion de la Competencia
Especifica 3 de la asignatura obligatoria Matemadaticas, debido a que estan directamente
vinculados con los procesos que estamos trabajando y nos pueden servir como
referencia para realizar la evaluacion, aunque no estén explicitamente recogidos en la
asignatura optativa.

Competencia especifica 3 Matematicas, Decreto 39/2022 (pag. 49357).
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3.1 Formular y comprobar conjeturas sencillas de forma guiada analizando patrones,
propiedades y relaciones. (CCL1, STEM1, STEM2, CDI, CD2). Actividad 3. Poligonos
estrellados. Actividad 4: Movimientos en el plano

3.2. Reconocer situaciones susceptibles de ser formuladas y resueltas mediante

herramientas y estrategias matematicas, estableciendo conexiones entre el mundo real

v las matematicas y usando los procesos inherentes a la investigacion: inferir, medir,

comunicar, clasificar y predecir. (STEM3). Actividad 2. Dictado geométrico y 3.

Poligonos estrellados. Actividad 4. Movimientos en el plano y Actividad 5. “visual

thinking”

4.10.2. Instrumentos de evaluacion:

Observacion en el aula siguiendo un protocolo de observacion, atendiendo a los

aspectos reflejados en la tabla siguiente (tabla 3).

El protocolo de observacion, a diferencia de las rabricas, no tiene asociados a

los items una escala de nivel de desarrollo de mejor a peor, sino que se trata de

reflejar de la manera mas objetiva posible el comportamiento, participacion,

motivacion y habilidades utilizadas, demostradas por cada alumno en el aula

durante la realizacion de cada una de las actividades propuestas:

Tabla 3: protocolo de observacidn.

Fecha,
de la actividad y

nombre

alumno/a

Participacion del | Participa Comienza Tarda en | No participa
alumno/a durante toda la | participando, comenzar la
actividad pero abandona | actividad, pero
al final
participa
Motivacion  del | Se muestra | Se deja llevar | Se deja llevar | No se muestra
alumno/a proactivo, por  alumnos | por  alumnos | motivado
persiste en la | que si | que no
bisqueda  de | participan participan
solucione
En qué momento | Se atascoO al | Se bloqued en | Se bloqued al | No se bloqued

un alumno/a se

inicio de la

la ultima tarea

comienzo de

atascO en una | actividad mas cada tarea

determinada complicada

tarea

Coémo un | Pregunt6 a otro | Pregunté a la | Lo solventd | No hizo nada
alumno/a compafiero profesora solo

atascado en una
tarea lo ha

solucionado
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Como reacciona | Escucha No atiende a las | Ignora las | otras
el alumno/a a las | activamente y | instrucciones y | instrucciones y
instrucciones sigue las | vuelve a | no pregunta las

dadas por el | instrucciones preguntar dudas

docente

Como reacciona | Escucha No respeta las | Se frustra otras
el alumno/a a las | activamente y | instrucciones

instrucciones sigue las | cuando las da

dadas por sus | instrucciones un compafiero

compafieros

Tipos de | Preguntas Clarificadoras, | Dudas otras
preguntas elementales, del | jcual es el | conceptuales en
realizadas por el | tipo (cémo se | significado matematicas

alumno/a hace esto? de...?

Qué habilidades | Visualizaciéon y | Razonamiento | Argumentacién | otras
demuestra el | representacion | y demostracion | y comunicacion
alumno/a

Analisis de tareas realizadas por los alumnos.

Recogida de las actividades realizadas por los alumnos, organizacion de los

datos recogidos, lectura y categorizacion de las respuestas obtenidas,

interpretacion de los datos obtenidos y valoracion de los mismos.

Estas valoraciones deberian ser cotejadas con los propios estudiantes para que

ellos mismos puedan autoevaluarse, ser conscientes de sus errores o aciertos y

comprobar si las interpretaciones que ha dado el docente de sus respuestas se

corresponden con lo que querian expresar.

Tabla 4. Rubrica de heteroevaluacion de la Actividad 1. WODB:

0. No conseguido

1. En proceso,
pero con errores
de concepto

2. Conseguido,
pero con errores
no conceptuales

3. Excelente

CE.4.2. Argumentos Argumentos Argumentos Argumentos
incorrectos o en | parcialmente parcialmente correctos
blanco correctos,  pero | correctos,  pero
con errores | falta de precision
conceptuales
CE.43. No utiliza | Errores Uso de lenguaje | Uso correcto de
lenguaje semanticos en | matematico, pero | lenguaje
matematico lenguaje errores parciales matematico
matematico
C.E.5.1. No gestiona bien | Gestiona sus | Gestiona y | Gestiona
las emociones | emociones, pero | reconoce correctamente
propias ni | no reconoce las | emociones emociones
reconoce las | ajenas propias y ajenas, | propias y ajenas y
ajenas pero se bloquea | se enfrenta
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ante la dificultad

correctamente a la

frustracion
CE.5.2. No muestra | Participa,  pero | Actitud positiva | Actitud positiva y
actitud positiva ni | abandona al poco | pero no | perseverante,
participativa tiempo perseverante, no | busca nuevas
busca nuevas | soluciones y
soluciones pregunta dudas
C.E.5.3. No colabora Colabora Colabora, respeta | Colabora
activamente, pero | a los compafieros | activamente,
trata de imponer respeta y toma
su criterio 0o no decisiones
respeta a los informadas
compafieros
CE.54. No participa Comienza Participa Participa
asumiendo el rol | asumiendo el rol | asumiendo el rol
asignado,  pero | asignado asignado con
trata de cambiarlo responsabilidad

en el equipo

Tabla 5: Rubrica de heteroevaluacidn de la Actividad 2. Dictado geométrico:

0. No conseguido

1. En proceso,
pero con errores
de concepto

2. Conseguido,
pero con errores
no conceptuales

3. Excelente

CE.3.2. No reconoce | Reconoce Reconoce Reconoce
situaciones  que | situaciones que | situaciones y usa | situaciones  que
pueda  resolver | puede  resolver | algunos procesos | puede  resolver
con ayuda de las | con lenguaje | matematicos con matematicas,
matematicas matematico, pero usa procesos:

No usa procesos medir, clasificar,
comunicar

CE.4.1. No representa | Representacion Representacion Representa
correctamente parcialmente parcialmente conceptos
conceptos ni | correcta de | correcta de | matematicos e
informacion algunos algunos informacion
matematica conceptos conceptos adecuadamente

matematicos, pero | matematicos
tiene errores
conceptuales

CE.4.2. Argumentos Argumentos Argumentos Argumentos
incorrectos o en | parcialmente parcialmente correctos
blanco correctos,  pero | correctos,  pero

con errores | falta de precision
conceptuales

CE.4.3. No utiliza | Errores Uso de lenguaje | Uso correcto de
lenguaje semanticos en | matematico, pero | lenguaje
matematico lenguaje errores parciales matematico

matematico
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CE.5.1 No gestiona bien | Gestiona sus | Gestiona y | Gestiona
las emociones | emociones, pero | reconoce correctamente
propias ni | no reconoce las | emociones emociones
reconoce las | ajenas propias y ajenas, | propias y ajenas y
ajenas pero se bloquea | se enfrenta
ante la dificultad | correctamente a la
frustracion
CE.52 No muestra | Participa,  pero | Actitud positiva | Actitud positiva y
actitud positiva ni | abandona al poco | pero no | perseverante,
participativa tiempo perseverante, no | busca nuevas
busca nuevas | soluciones y
soluciones pregunta dudas
CE.53. No colabora Colabora Colabora, respeta | Colabora
activamente, pero | a los compafieros | activamente,
trata de imponer respeta 'y toma
su criterio o no decisiones
respeta a los informadas
compafieros
CE.54. No participa Comienza Participa Participa
asumiendo el rol | asumiendo el rol | asumiendo el rol
asignado,  pero | asignado asignado con
trata de cambiarlo responsabilidad

en el equipo

Tabla 6: Rubrica de heteroevaluaciéon de la Actividad 3. Poligonos estrellados:

0. No conseguido

1. En proceso,
pero con errores
de concepto

2. Conseguido,
pero con errores
no conceptuales

3. Excelente

CE.3.1. No formula ni | Formula Formula Formula y
comprueba conjeturas conjeturas comprueba
conjeturas sencillas de | sencillas de | conjeturas
sencillas manera  guiada, | manera guiada y | sencillas,

pero no realiza | realiza analizando

pruebas 0 | comprobaciones patrones,

demostraciones con algin error | propiedades y
no conceptual relaciones

CE.3.2. No reconoce | Reconoce Reconoce Reconoce
situaciones  que | situaciones  que | situaciones y usa | situaciones  que
pueda  resolver | puede  resolver | algunos procesos | puede  resolver
con ayuda de las | con lenguaje | matematicos con matematicas
matematicas matematico, pero usa procesos:

Nno usa procesos medir, clasificar,
comunicar,
predecir

CE.4.1. No representa | Representacion Representacion Representa
correctamente parcialmente parcialmente conceptos
conceptos ni | correcta de | correcta de | matematicos e

79



informacion algunos algunos informacion
matematica conceptos conceptos adecuadamente
matematicos, pero | matematicos
tiene errores
conceptuales
CE.4.2. Argumentos Argumentos Argumentos Argumentos
incorrectos o en | parcialmente parcialmente correctos
blanco correctos,  pero | correctos,  pero
con errores | falta de precision
conceptuales
CE.43. No utiliza | Errores Uso de lenguaje | Uso correcto de
lenguaje semanticos en | matematico, pero | lenguaje
matematico lenguaje errores parciales matematico
matematico
CE.5.1 No gestiona bien | Gestiona sus | Gestiona y | Gestiona
las emociones | emociones, pero | reconoce correctamente
propias ni | no reconoce las | emociones emociones
reconoce las | ajenas propias y ajenas, | propias y ajenas y
ajenas pero se bloquea | se enfrenta
ante la dificultad | correctamente a la
frustracion
CE.52 No muestra | Participa,  pero | Actitud positiva | Actitud positiva y

actitud positiva ni
participativa

abandona al poco
tiempo

pero no
perseverante, no
busca nuevas

soluciones

perseverante,
busca nuevas
soluciones y

pregunta dudas

Tabla 7: Rubrica de heteroevaluacidn de la Actividad 4. Movimientos del plano

0. No conseguido

1. En proceso,
pero con errores
de concepto

2. Conseguido,
pero con errores
no conceptuales

3. Excelente

No interpreta los | Organiza y | Comprende las | Interpreta
CE. LI datos, no | selecciona los | preguntas del | problemas,
comprende las | datos importantes, | problema, pero no | organiza  datos,
preguntas de un | pero no | relaciona selecciona,
problema comprende las | correctamente o | relaciona y
preguntas del | comete errores de | comprende las
problema interpretacion de | preguntas
datos
No aplica | Intenta  diversas | Aplica  distintas | Aplica estrategias
CE.1.2. estrategias para la | estrategias, pero | estrategias, pero | apropiadas para
resolucion de un | no  utiliza la | con alglin error en | resolver los
problema adecuada el resultado problemas
No obtiene | Busca soluciones | Obtiene Obtiene
CE.13. soluciones matematicas  de | soluciones soluciones

matematicas  de
un problema

un problema, pero
no obtiene

matematicas  de
un problema, pero

matematicas  de
un problema

80



resultados

con errores de

correctos calculo
No comprueba la | Intenta  realizar | Realiza Comprueba la
CE.2.1. correccion de las | comprobaciones, | comprobaciones, | correccion de las
soluciones de un | pero no utiliza el | pero tiene errores | soluciones de un
problema proceso adecuado | no conceptuales problema
CE.3.1. No formula ni | Formula Formula Formula y
comprueba conjeturas conjeturas comprueba
conjeturas sencillas de | sencillas de | conjeturas
sencillas manera  guiada, | manera guiada y | sencillas,
pero no realiza | realiza analizando
pruebas 0 | comprobaciones patrones,
demostraciones con algin error | propiedades y
no conceptual relaciones
CE.3.2. No reconoce | Reconoce Reconoce Reconoce
situaciones  que | situaciones que | situaciones y usa | situaciones  que
pueda  resolver | puede  resolver | algunos procesos | puede  resolver
con ayuda de las | con lenguaje | matematicos con matematicas
matematicas matematico, pero usa procesos:
Nno usa procesos medir, clasificar,
comunicar,
predecir
CE.4.1. No representa | Representacion Representacion Representa
correctamente parcialmente parcialmente conceptos
conceptos ni | correcta de | correcta de | matematicos e
informacion algunos algunos informacion
matematica conceptos conceptos adecuadamente
matematicos, pero | matematicos
tiene errores
conceptuales
CE.4.2. Argumentos Argumentos Argumentos Argumentos
incorrectos o en | parcialmente parcialmente correctos
blanco correctos,  pero | correctos,  pero
con errores | falta de precision
conceptuales
C.E.4.3. No utiliza | Errores Uso de lenguaje | Uso correcto de
lenguaje semanticos en | matematico, pero | lenguaje
matematico lenguaje errores parciales matematico
matematico
CE.5.1 No gestiona bien | Gestiona sus | Gestiona y | Gestiona
las emociones | emociones, pero | reconoce correctamente
propias ni | no reconoce las | emociones emociones
reconoce las | ajenas propias y ajenas, | propias y ajenas y
ajenas pero se bloquea | se enfrenta
ante la dificultad | correctamente a la
frustracion
CE.52 No muestra | Participa,  pero | Actitud positiva | Actitud positiva y

actitud positiva ni
participativa

abandona al poco
tiempo

pero no
perseverante, no

busca nuevas

perseverante,
busca nuevas
soluciones y
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soluciones pregunta dudas

C.E.53. No colabora Colabora Colabora, respeta | Colabora
activamente, pero | a los compafieros | activamente,
trata de imponer respeta 'y toma
su criterio o no decisiones
respeta a  los informadas
compafieros

CE.54. No participa Comienza Participa Participa
asumiendo el rol | asumiendo el rol | asumiendo el rol
asignado,  pero | asignado asignado con
trata de cambiarlo responsabilidad

en el equipo

Tabla 8: Rubrica de heteroevaluacidn de la Actividad 5. Visual Thinking

0. No conseguido

1. En proceso,
pero con errores
de concepto

2. Conseguido,
pero con errores
no conceptuales

3. Excelente

No interpreta los | Organiza y | Comprende las | Interpreta
CE LI datos, no | selecciona los | preguntas del | problemas,
comprende las | datos importantes, | problema, pero no | organiza  datos,
preguntas de un | pero no | relaciona selecciona,
problema comprende las | correctamente o | relaciona y
preguntas del | comete errores de | comprende las
problema interpretacion de | preguntas
datos
No aplica | Intenta  diversas | Aplica  distintas | Aplica estrategias
CE.1.2. estrategias para la | estrategias, pero | estrategias, pero | apropiadas para
resolucion de un | no  utiliza la | con alglin error en | resolver los
problema adecuada el resultado problemas
No obtiene | Busca soluciones | Obtiene Obtiene
CE.13. soluciones matematicas  de | soluciones soluciones
matematicas  de | un problema, pero | matematicas de | matematicas  de
un problema no obtiene | un problema, pero | un problema
resultados con errores de
correctos calculo
No comprueba la | Intenta  realizar | Realiza Comprueba la
CE.2.1. correccion de las | comprobaciones, | comprobaciones, | correccion de las
soluciones de un | pero no utiliza el | pero tiene errores | soluciones de un
problema proceso adecuado | no conceptuales problema
CE.3.2. No reconoce | Reconoce Reconoce Reconoce

situaciones  que
pueda  resolver
con ayuda de las

matematicas

situaciones  que
puede  resolver
con lenguaje
matematico, pero

no usa procesos

situaciones y usa
algunos procesos
matematicos

situaciones  que
puede  resolver
con matematicas
usa procesos:
medir, clasificar,
comunicar,

predecir
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CE.4.1. No representa | Representacion Representacion Representa
correctamente parcialmente parcialmente conceptos
conceptos ni | correcta de | correcta de | matematicos e
informacion algunos algunos informacion
matematica conceptos conceptos adecuadamente
matematicos, pero | matematicos
tiene errores
conceptuales
CE.4.2. Argumentos Argumentos Argumentos Argumentos
incorrectos o en | parcialmente parcialmente correctos
blanco correctos,  pero | correctos,  pero
con errores | falta de precision
conceptuales
C.E.4.3. No utiliza | Errores Uso de lenguaje | Uso correcto de
lenguaje semanticos en | matematico, pero | lenguaje
matematico lenguaje errores parciales matematico
matematico
CE.5.1 No gestiona bien | Gestiona sus | Gestiona y | Gestiona
las emociones | emociones, pero | reconoce correctamente
propias ni | no reconoce las | emociones emociones
reconoce las | ajenas propias y ajenas, | propias y ajenas y
ajenas pero se bloquea | se enfrenta
ante la dificultad | correctamente a la
frustracion
CE.52 No muestra | Participa,  pero | Actitud positiva | Actitud positiva y

actitud positiva ni
participativa

abandona al poco
tiempo

pero no
perseverante, no
busca nuevas
soluciones

perseverante,
busca nuevas
soluciones y

pregunta dudas

— Coevaluacion: entre pares.

Los alumnos realizaran ademas una evaluacion de sus companeros de clase, indicando

los siguientes aspectos:

Tabla 9: rubrica de coevaluacién

Nivel bajo Nivel medio Nivel alto
Participacion en el | Poca intervencion en las | Ha colaborado | Participa ~ de  manera
desarrollo de las tareas tareas activamente constructiva, da apoyo a
sus comparieros
Respeto a los demas | No respeta el turno de | Es respetuoso Es respetuoso, escucha
compafieros palabra. Quiere imponer activamente y se comunica
sus ideas de manera asertiva
Trabajo realizado No ha realizado la | Ha realizado | Ha realizado
actividad correctamente la actividad | correctamente la actividad

aportando ideas

y ayudado a
compaiieros

sus
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— Autoevaluacion de las actividades:

Para valorar la eficacia de las actividades e identificar si se logran los objetivos
perseguidos, facilitan el aprendizaje de los alumnos y promueven el desarrollo de sus
habilidades de argumentacién y demostracion, utilizaremos también una encuesta de
autoevaluacion andénima en la que se plantearan las siguientes preguntas a los
estudiantes:

e Ejemplo de demostracion, jconsideras que esto es una demostracion
matematica? ;Por qué?, ;Cual es tu concepto de demostracion?

e Has realizado alguna actividad en la que tuvieras que desarrollar un
razonamiento o argumentacion logica en matematicas?, ;y en otras asignaturas?

e ;Te ayudan las representaciones graficas a visualizar y resolver los problemas
de matematicas?

e ;Te han resultado faciles, dificiles las actividades? ;la dificultad fue un motivo
de bloqueo?

e ;Los compaiieros te ayudaron a resolver esa dificultad?
e ,Laprofesora te ayudo a resolver las dudas o problemas que aparecieron?

e ;Qu¢ actividad te ha gustado mas?, ;Qu¢ actividad te ha gustado menos?, ;por
que?

e ;Has aprendido nuevos contenidos?, ;Consideras que podras aplicar los nuevos
conceptos aprendidos en tu vida diaria o podréd serte util en el trabajo en un
futuro?
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V. Implementacién y analisis de resultados de la actividad 1. WODB:

Durante el modulo préactico tuve ocasion de poder implementar en el aula las
actividades 1 y 2 aunque no estuviese en el orden de la programacion del curso y
gracias a la generosidad e implicacion de mi tutora. A continuacion, vamos a realizar un
andlisis de las actividades efectuadas y los resultados de las producciones de los
estudiantes.

5.1. Descripcion de la Implementacion analisis y propuestas de mejora

En esta actividad, por ser la primera que haciamos en grupo y no conocer como eran
las interacciones entre ellos, opté por que los alumnos se colocaran por equipos de 4
como ellos quisieran, formaron equipos de chicas por un lado y chicos por otro,
distribuyéndose de manera muy separada por el aula.

Se comienza explicando la dindmica del juego con un ejemplo que vimos en la pagina
web WODB (Which One Doesn't Belong. Shapes, 2024), cuando todos confirmaron
haber comprendido la tarea, se les entregd dos fichas diferentes a cada equipo con una
coleccion de figuras para que debatieran entre ellos y escribieran en el papel todos los
argumentos que hubieran podido encontrar para cada “intruso” (ver anexo). Se les
recuerda que no hay una sola respuesta correcta y que lo importante es encontrar
razones para convencer y justificar el porqué de cada respuesta.

A continuacion, se intercambian las fichas entre los equipos con el objetivo de que
analicen lo que habian hecho sus compaferos, debatan si estdin de acuerdo con los
argumentos que han dado, intenten encontrar otros argumentos diferentes a los suyos y
escriban las conclusiones en la misma hoja. Cuando un grupo indicaba que ya habia
terminado se le entregaba otra ficha diferente para que pudiera seguir trabajando,
algunos se tomaban mas tiempo que otros para reflexionar, debatir y escribir, por lo
que hubo grupos que rellenaron tres o cuatro fichas y otros solo dos y la correccion de
las dos fichas de sus compatfieros. Todos los grupos realizaron al menos cuatro tipos de
fichas diferentes.

Una vez hubieron terminado todos, se recogieron todas las fichas y las pusimos en
comun para que, en voz alta, dijeran las propiedades o caracteristicas que habian
encontrado y que hacian a cada figura diferente o igual a las demas. Durante esta
puesta en comun salieron ain mas propiedades de las que habian escrito sobre
triangulos y otros poligonos. También comentaron cudles habian sido sus dificultades,
por ejemplo, en la ficha de volumenes, puesto que muchos de ellos no conocian el
nombre ni las propiedades de los poliedros ni de los solidos de revolucion, indicaron
que no habian llegado a ese tema de geometria tampoco en el curso anterior.
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Todos participaron activamente en la tarea, en un primer momento decian que “no se
les ocurria nada” y no escribieron mucho. Cuando intercambié las fichas entre los
equipos parecié motivarles mas, comenzaron a corregir primero la redaccion y las
faltas de ortografia que encontraban en los argumentos que habia escrito el otro
equipo, después intentaron redactar los argumentos utilizando lenguaje matematico.

Propuesta de mejora en la implantacién:

Después de observar como los alumnos fueron entrando en la dindmica del juego y que
los argumentos mas interesantes los dijeron en voz alta cuando pusimos todas las
producciones en comun, se propone como mejora de implementacién el comenzar
haciendo al menos dos o tres ejemplos entre todos, que sean los alumnos los que
resuelvan las tareas para asegurarse de que comprenden bien el funcionamiento y cojan
confianza en cuanto al tipo de argumentos que se pueden dar, después entregarles las
fichas para que escriban, porque cuando se tuvieron que enfrentar al papel en blanco
tardaron bastante en comenzar a escribir y los argumentos que escribieron en las fichas
de primeras fueron demasiado breves.

Otra opcion para implementar el juego que puede funcionar es utilizar pizarras en lugar
de papel, puesto que en una pizarra se les da la oportunidad de borrar y volver a escribir
si se equivocan con lo que pierden el miedo al papel en blanco y comienzan antes a
expresar por escrito las ideas.

También se pueden colocar las distintas fichas en la pizarra y que puedan volver a ellas
después de haber puesto en comun las respuestas de las demads fichas, pues al escuchar
los argumentos de los compaiieros y recordar las caracteristicas y propiedades de las
figuras del resto de fichas, descubrian nuevos argumentos que podian aplicar a una
figura que ya habian pasado y corregido. Cuando esto ocurria lo manifestaban en voz
alta pero no quedaba registrado por escrito en las tareas.

Cuando los alumnos ponen en comun los argumentos en voz alta, se debe tener
preparado algun método para poder recopilar lo que dicen, bien que un observador
externo pueda transcribirlo en el momento o bien grabarlo en audio, porque dicen
cosas interesantes utilizando su propio lenguaje que si no se anotan en el momento se
suelen olvidar.
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Figura 38: Ejemplo de ficha 2 resuelta y corregida por los alumnos.

Durante la puesta en comun los alumnos descubrieron aun mas argumentos como, por
ejemplo, que la figura B de la imagen superior (Figura 38) es la unica que no es
simétrica.

5.2. Analisis de datos de las tareas recogidas

Para realizar el andlisis y categorizacion de las respuestas que han dado los alumnos
vamos a basarnos en las categorias que utiliza Ricart (2019, pag. 506) en el anélisis de
resultados de su investigacion. Las categorias de las respuestas “teniendo en cuenta el
contenido matematico del argumento y de si hay muestras, o no, de clasificacion de las
situaciones: argumento correcto, argumento parcialmente correcto, respuesta incorrecta
y, por ultimo, en blanco” si no han escrito ningun argumento.

Se considera “argumento correcto” si expresa correctamente una idea matematica
cierta utilizando lenguaje matematico y ademas no es una caracteristica o propiedad que
tienen las otras tres figuras.

El argumento “parcialmente correcto” expresa una caracteristica que puede ser Unica
en ese objeto, pero no hay una categoria que englobe a los otros tres de forma
contundente, o bien no utiliza lenguaje matematico preciso, o compara las figuras de
manera intuitiva con frases del tipo “es el mas...”
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Respuesta incorrecta, son aquellas que muestran errores de concepto, no conocen las
caracteristicas del objeto matematico y solo describen su forma o aspecto exterior, por
lo que no estan identificando una propiedad inherente del objeto matematico, no estan
clasificando ni comparando. También puede haber errores de términos matematicos y
conceptos, como denominar un elemento geométrico con el nombre de otro o utilizar un
término no matematico. Se considera igualmente incorrecto si utiliza lenguaje
matematico correcto pero el argumento dado es incorrecto puesto que la caracteristica
que menciona para el objeto también se da en otras figuras, por lo que no es cierto que
sea el “intruso” por esa razon.

También hemos analizado el nivel de razonamiento geométrico segin el modelo Van
Hiele que tienen los alumnos en funcion de las respuestas dadas, segun el tipo de
descripcion que hayan hecho de cada figura prestando atencidon a su aspecto externo
global, si describen o mencionan los elementos matematicos que forman la figura, si
son capaces de describir las propiedades de las figuras o si realizan clasificaciones
inclusivas.

Tabla 10: relacién de producciones de los alumnos:

Grupo Hacen 1° las fichas Corrigen las fichas Las fichas corregidas
pertenecen al grupo

A 1,2,5 3,4,6 B

B 3,4,6 1,2,5 A

C 2,3,5 2,3 F

D 1,4 3,4 G

E 2,3 1,4,5 D (fichas 1 y 4),
F (ficha 5)

F 2,3,5 2,3 C

G 3,4 2,3,5 E (fichas 2 y 3),
C (ficha 5)

Tenemos para la ficha 1, producciones de dos grupos corregidas por dos grupos
distintos; para la ficha 2, producciones de cuatro grupos corregidas por otros cuatro
grupos distintos; para la ficha 3, producciones de cinco grupos también corregidas por
otros cinco grupos; para ficha 4, producciones de tres grupos corregidas por otros tres;
para la ficha 5, producciones de tres grupos corregidas por otros tres distintos y para la
ficha 6, producciones de un grupo corregida por otro grupo. Analizamos el tipo de
respuestas que han dado para cada figura dentro de la coleccion de fichas:
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Ficha 1:

Nombre y A d05. Realiza: Grupo D
Corrige: Grupo E
/s S s f‘ R‘a
S /
< S g
. L\
\\/
/ 7 r’“"“
s 4 i
La figura A es el intruso porque D: "Esta apollado en un vértice"
; E: "Apoyado"
E?\rﬂ G\POKC)D en un ver +’<e
Afe YA

La figura B es el intruso porque -
D: "No es un cuadrildtero”

ND es un (uacﬁn‘fd*{-em

D: "No tiene todos los lados iguales”
- E: "Si todos miden 322" "ANGULOS"
Arg, A e = 7

N” '{‘ens 4:1%_75 /o; /{G&f’f’&dﬁfes [C‘ (mjm :L‘r*‘:‘ =

La figura C es el intruso porque

La figura D es el intruso porque
B _ D: "Porque sus lados no miden lo
§or g€ Sus (T e .

Figura 39: Ejemplo de tarea resuelta y corregida por los alumnos sobre la ficha 1.

Vamos a comentar las respuestas que han dado todos grupos de estudiantes en las
diferentes fichas. Estas se pueden ver en su totalidad en el Anexo 9.2.1. Actividad 1.
Aqui se muestra la imagen solamente de un ejemplo de cada ficha, aunque se
transcriben todos los argumentos dados por los alumnos.

Para la ficha 1 tenemos dos producciones realizadas por los grupos 4 y D, y corregidas
por los grupos By E respectivamente.

Para la figura A dan argumentos parcialmente correctos, puesto que el argumento
expresa una caracteristica del objeto que lo diferencia de los demas, y lo hacen
utilizando lenguaje matematico: (ver figura 39) grupo D “esta apoyado en un vértice”,
grupo A “no esta apoyado en la base”. Sin embargo, la caracteristica que expresa
corresponde con la posicion externa de la figura y no con la propiedad del objeto
matematico, que en este caso es el unico cuadrilatero equilatero y equiangular. Los
alumnos que lo corrigen, grupos B y E lo valoran correctamente y no afiaden
argumentos nuevos.
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Para la figura B dan un argumento correcto, aunque utilizan una descripciéon muy
escueta: grupo D (Figura 39) “no es un cuadrilatero”, grupo 4. “es el unico de tres
lados”. No describen la figura a pesar de que la conocen. Los compafieros que corrigen
estas fichas estan de acuerdo con las razones dadas por el otro grupo y no aportan

ningun comentario mas.

Para la figura C también dan un argumento correcto, aunque un grupo tiene una
confusion de términos: (Figura 39) “tiene todos los lados iguales”, que corrigen sus
compaiieros del grupo E: “angulos”, parece debido a un lapsus porque si que conocen
ambos términos y han sabido diferenciarlos en otros ejercicios.

Para la figura D dan un argumento correcto también utilizando lenguaje matematico:
grupo A: “diferente medida de lados”, pero lo expresan de una manera muy breve, a
pesar de que tenian tiempo para seguir buscando otras posibles razones no aportan
ninguna explicacion mas. Los compaifieros que corrigieron esas fichas tampoco
aportaron mas explicaciones. Es probable que al ser la primera ficha que rellenaban no
tuviesen ain confianza en la manera de expresar los argumentos.

Ficha 2:

75. Realiza: Grupo F
Corrige: Grupo C

C: "Porque es el nico que todos sus lados son
iguales. Porgque es el unico que tiene todos sus
4ngulos iguales”

F:"Tiene todos los angulos rectos"
Lafigura A es el intruso porgue

Teae B angul

i
tedce,

Ponepe s of

Mem g0 How Tds cus Zuguls Jrads
La figura B es el intruso porque

D : L y
o e Keue B e ol ook O b e Jo5 Smos

F: "Porque tiene un solo éngulo agudo" 1 Tnbii, Bonan gl agtuchs

i1 @ Gl e T C: "No, porque los demas también tienen dngulos agudos

b | (
05 g Lo TICN: g Cedom,
1

F: "Porque tiene mas lados" C: "Es la figura mds alta"

Lafigura D es el intruso porgue Fop 13 b baio"
; . : orque esta boca abajo

C: "No tiene por qué estar boca
o poipe Gkt clen b e e abajo. Es intruso porque no
tiene ningun angulo recto"

Figura 40: Ejemplo de tarea resuelta y corregida por los alumnos sobre la ficha 2.
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De la ficha 2 tenemos cuatro producciones realizadas por los grupos 4, C, Ey F,y
corregidas por los grupos B, F, C'y G respectivamente.

Para la figura A todos han encontrado un argumento correcto, pero nuevamente solo
escriben un argumento y no siguen buscando mas razones, los grupos 4, C y E
indicaron: “todos sus lados son iguales”, y el grupo F: “tiene todos los angulos rectos”,
en la correccion el grupo F afiadio la otra caracteristica “todos sus angulos son rectos”.
Solo el grupo C durante la correccion afiadid6 mas de una razon: “todos sus lados son
iguales”, “todos sus angulos son iguales”, a la que ya habia dado el grupo F “todos los
angulos son rectos” (ver figura 40). Es cierto que hay propiedades que implican a otras
y son reiterativas, pero les habiamos pedido que buscaran todos los argumentos posibles
por lo que no habria sido incorrecto afiadir por ejemplo que es el tinico con sus lados
paralelos dos a dos, propiedad que si aparecié cuando pusimos los resultados en comun

y comenzaron a descubrir otras caracteristicas.

Para la figura B dos de los grupos han dado argumentos parcialmente correctos, los
grupos C y E se han centrado en que una de las medidas era un numero decimal en
lugar enfocarse en la figura geométrica y categorizarla como un cuadrilatero escaleno o
un trapecio rectdngulo. Las cotas con medidas se pusieron para aclarar cudles eran las
longitudes de las figuras sin que tuvieran que medir y que no vieran las figuras como
iconos sino como objetos matematicos, pero parece que les ha despistado mas que
ayudar. El grupo F da una respuesta parcialmente correcta indicando que tiene “un solo
angulo agudo”, el argumento desde el punto de vista logico es correcto pero la
descripcion resulta vaga porque hay otra figura en la coleccién con angulos agudos, el
grupo C se lo corrige seialando que: “los demds también tienen angulos agudos”.
Cuando este grupo F corrige la ficha del grupo C no da una respuesta correcta pues
indica que: “tiene dos angulos distintos” siendo esto un argumento falso porque hay
otras figuras en la coleccidon que también tienen dos angulos distintos, por lo tanto, no
es una razon que lo haga tnico. El grupo G al corregir ha dado una respuesta correcta:
“Cada lado tiene una medida diferente”. El grupo 4 que realizé la ficha si que se
percatd de que la figura era la tnica que tenia todos los lados con medidas diferentes,
sin embargo, la falta de precision con la que escribieron el argumento: “sus lados son de
diferente medida”, hace que no sea una respuesta correcta porque hay otras figuras en la
coleccion que también tienen “lados de diferente medida”.

Para la figura C los grupos C, E y F han dado respuestas correctas: “no es un
cuadrilatero”, “tiene mas lados” el grupo 4 ha dado un argumento parcialmente correcto
pero que se corresponden con el aspecto externo, no con la propiedad matematica del
objeto: “termina en un vértice”. Los grupos C'y F, al corregir, han tratado de buscar un
nuevo argumento diferente al que habian escrito en su ficha, pero son argumentos
parcialmente correctos: “es la figura mas alta”, “tiene doble forma (tridngulo y

cuadrado)”, siendo este argumento poco contundente.
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Para la figura D dos grupos han dado argumentos parcialmente correctos, los grupos F'y
A: “tiene todos los lados iguales menos uno”, pero no lo categorizan de manera que se
pueda englobar a los otros tres objetos en otra clasificacion. Tres de los cuatro grupos
(E, 4 y C) utilizan lenguaje matematico para describirlo, pero el grupo F da una
respuesta incorrecta: “estd boca abajo”, manifestando que siempre han visto la
representacion del trapecio isosceles con la base mayor abajo y la base menor arriba, los
compaiieros del grupo C se lo corrigen anadiendo que es el intruso porque “no tiene
ningn angulo recto”. El mismo grupo F que dio una respuesta incorrecta en su ficha, al
corregir la del grupo C vuelve a dar una respuesta incorrecta indicando que “tiene un
lado de 4 cm”, caracteristica que también tiene otra de las figuras de la coleccion.

Ficha 3:

Realiza: Grupo B
Nombre y Apellidos: Corrige: Grupo A

Lafigura A es el intruso porque  p. "Tiene tres nimeras”

A: "sus lados miden lo mismo”
AR GAE e o TREME

La figura B es el intruso porque
— B: "Tiene rayas"

= & A: "Dos lados son iguales menos uno"
TS T oden S (quales HeN® G0
La figura C es el intruso porque

1~ p i

o B: "No estd apoyado a base"
A: "Esta al revés y dos lados son iguales
menos uno"

TG ab veuS s oS Son OO e une

La figura D es el intruso porque

G B: "Tiene lados més grandes”

TR Ao 0 NOEN 10 INSING A: "Sus lados no miden lo mismo"

Figura 41: Ejemplo de tarea resuelta y corregida por los alumnos sobre la ficha 3.

Para la ficha 3 tenemos cinco producciones realizadas por los grupos B, C, E, Fy G,y
corregidas respectivamente por los grupos: 4, F, G, Cy D.

Para la figura A, cuatro de cinco grupos (C, E, F'y G) han encontrado argumentos
correctos: “es equilatero”, “tiene todos los angulos iguales”. El grupo B ha dado un
argumento parcialmente correcto, se ha vuelto a enfocar en las cotas con la medicion
indicando que: “tiene tres numeros” (ver Figura 41), lo cual es cierto, pero no es un
argumento que caracterice las propiedades del objeto matematico. (Como propuesta de
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mejora para la proxima vez se plantea no afiadir cotas con medidas). Los compafieros
del grupo A corrigieron su respuesta: “sus lados miden lo mismo”. El grupo F al
corregir confunde términos matematicos: llama tridngulo isdsceles al tridngulo
equilatero, lo cual hace pensar que al realizar su ficha no describieron que era un
triangulo equilatero porque no recordaban las propiedades o no recordaban el nombre
correcto.

Para la figura B, cuatro de cinco grupos (B, E, F'y G) dan un argumento parcialmente
correcto: “tiene rayas”, lo cual es un argumento cierto, pero solo habla del aspecto
externo de la ilustracion, no de las propiedades del objeto matematico. El grupo C da un
argumento mas correcto: “es el unico tridngulo isosceles apoyado en la base”. Dos de
los grupos (4 y F) cuando realizan las correcciones aportan un argumento incorrecto
indicando que es el tnico que tiene: “dos lados iguales menos uno” (ver figura 41), lo
cual no es cierto porque hay dos tridngulos isésceles en la coleccion y ademads repiten el
argumento al corregir la siguiente figura.

Para la figura C todos los grupos dan el mismo tipo de argumento, pero solo se
consideran parcialmente correctas las respuestas de tres grupos (B, E y F) porque
utilizan lenguaje matematico: “estd apoyado en un vértice”, “no estd apoyado en la
base”, el resto de grupos (C y G) utilizan un lenguaje poco preciso: “estd al revés”,
“dada la vuelta”. Durante la puesta en comun un alumno del grupo D indicé que “era
simétrico del anterior” (después de haber corregido la ficha 4) lo cual también es un
argumento interesante porque trata de buscar con lenguaje matematico una
caracteristica Unica de la figura, sin embargo, si es simétrico del anterior, entonces el
anterior también es simétrico del siguiente, por lo que no se podria considerar un
argumento que de una razon distintiva.

Para la figura D solo el grupo C da un argumento correcto: “es el unico tridngulo
escaleno”, el resto de grupos repara en la misma caracteristica, pero utiliza lenguaje mas
vago dando respuestas incorrectas: “tiene un lado mas largo”, lo cual es un argumento
falso porque en los tridngulos isésceles también un lado es mas largo, por lo que esta no
es la caracteristica que lo hace unico. Los grupos B y F indican que: “tiene lados mas
grandes que las demas figuras”, lo cual se considera parcialmente correcto porque,
aunque es un argumento correcto, se centra en el aspecto externo, no es preciso y no nos
sirve para categorizarlo contundentemente diferencidandolo de las propiedades de las
otras tres figuras, que podian haber sido dibujadas a mayor escala manteniendo sus
propiedades. El grupo A corrige este argumento del grupo B indicando que: “sus lados
no miden lo mismo” y el grupo C corrige al grupo F indicando que: “es escaleno y los
demas no”.
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Ficha 4

Jellidos: Realiza: Grupo G
Corrige: Grupo D
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G: "estd rotada de lado hacia la izquierda"

La figura B es el intruso porque  1ofa  cofada hecn Pa darscha,
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G: "esta rotada hacia la derecha
La figura C es el inruso porque o« w2l
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t g G: "es mas pequefia que las demds"
D: "No tiene triangulo de base 3"

Lafigura D es el intruso porque o5 mis  grnde  ga loo deds
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G: "es mds grande que los demas"
D: "sus tridngulos no son iguales"

Figura 42: Ejemplo de tarea resuelta y corregida por los alumnos sobre la ficha 4.

Para la ficha 4 tenemos tres producciones realizadas por los grupos B, Dy G, y
corregidas respectivamente por los grupos 4, E'y D.

Para la figura A, los grupos B y D dan argumentos incorrectos al utilizar un lenguaje
impreciso: “estd mirando hacia otro lado”, “mira al lado contrario”. El grupo G indica
que: “estd rotada”, lo cual se puede considerar correcto porque esa posicion también se
consigue con un movimiento de giro o rotacion respecto de las otras figuras. Todos los
grupos estaban fijandose en el mismo aspecto para tratar de dar el argumento correcto,
pero al no recordar la terminologia precisa para describir ese movimiento no pudieron
dar la respuesta correcta. Durante la correccion el grupo A recordd el término
matematico “simetria”.

Para la figura B los grupos B y D dan un argumento parcialmente correcto: “tiene
rayas” lo cual es una razén cierta pero solo repara en el aspecto externo de la
ilustracion. El grupo G indicé que: “estd rotada hacia la derecha”, en este caso el
lenguaje matematico es correcto pero el argumento se considera incorrecto puesto que
la posicion del resto de figuras es la misma. El grupo D, que corrigi6 este argumento,
sefald el error del mismo indicando que: “se trata de que sea algo que no coincida y el

9

resto si” (ver figura 42).
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Para la figura C, los grupos B y G dan argumentos parcialmente correctos indicando que
es la “mas pequefia”, se considera solo parcialmente correcto porque utilizan un
lenguaje poco preciso, no matematico. El grupo D utiliz6 una regla para medir el
triangulo matriz de la figura y argumentd que: “no tiene tridngulo de base 3 cm?”,
también repitid6 el argumento al corregir al grupo G. Este argumento se puede
considerar correcto porque, aunque no utiliza la terminologia especifica para los
movimientos en el plano (homotecia) ha procurado utilizar un lenguaje matematico mas
preciso y se ha fijado en el poligono matriz o base, bien es cierto que la explicacion que
dan los estudiantes por escrito es muy escueta y dificil de entender, pero durante la
puesta en comun de resultados supieron explicar mejor su razonamiento.

Para la figura D los tres grupos dan respuestas parcialmente correctas: “es mas grande”,
“tiene un angulo diferente”, el argumento era correcto al fijarse todos los estudiantes en
que es el unico que no guarda las mismas proporciones, pero el lenguaje utilizado
nuevamente es impreciso y no sirve para categorizar convincentemente las propiedades
de la figura. En la correccion el grupo D afiade que “sus tridngulos no son iguales”, este
argumento se puede considerar correcto porque, aunque la redaccion es exigua, los
alumnos se percatan de que los tridngulos que se usan como matriz de la figura son
distintos entre si, caracteristica que lo diferencia del resto de figuras.

Durante la puesta en comun recordamos los tipos de movimientos en el plano y la
diferencia que habia entre realizar una homotecia conservando las proporciones
(obteniendo figuras semejantes) o deformar una figura agrandando solo una parte. Al
recordar la terminologia de los movimientos en el plano un alumno encontré nuevos
argumentos para las figuras que ya habiamos corregido, como la que hemos comentado
antes de que el trapecio rectangulo en la ficha 2 (Figura 40) es la tnica figura que es
simétrica.
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Ficha 5

Realiza: Grupo F

Nombre y Apeliidos: 3
vomore y Apeliidos: ¢ rige: Grupo E

La figura A es el intruso porque
= “cse  Que formo wn Jﬂiﬁng\ﬁg
F: "Es la Unica que forma un tridngulo”

La figura B es el intruso porque

e 4 foder 6 Ao [COINTINN icqucies

F: "Tiene 4 lados y forma angulos iguales"
La figura C es el intruso porque

Pocgue Per? 2 boses
F: "Tiene dos bases"

Lafigura D es el intruso porque
o - : -
Tiew bose N Podos 1 4»-{« rm{t«fa 4 ciim calsc

F: "no tiene base ni lados"
E: "y esta pintada de otro color”

Figura 43: Ejemplo de tarea resuelta y corregida por los alumnos sobre la ficha 5.

Para la ficha 5 tenemos tres producciones de los grupos 4, C y F corregidas
respectivamente por los grupos B, Gy E.

Para la figura A, el grupo 4 da un argumento que se puede considerar parcialmente
correcto: “solo tiene una base circular”, el argumento desde el punto de vista logico es
correcto y no confunde términos matematicos, sin embargo, es una descripcion poco
precisa. El resto de grupos da respuestas incorrectas confundiendo terminologia, grupo
F: “es la unica que forma un tridangulo”, o dando un argumento que no es correcto,
grupo C: “todos sus lados se unen en un vértice”, este es un argumento erréneo puesto
que el cubo también tiene vértices, en este caso ademds tienen una confusién o
desconocimiento de términos de geometria tridimensional, utilizan el término “lados”
para hablar de “caras”. Los grupos que han corregido estas fichas tampoco han sabido
reconocer los errores de sus compafieros ni aportar argumentos correctos.

Para la figura B todos dan respuestas incorrectas, confunden términos de geometria
tridimensional con términos de geometria plana, grupo A: “sus lados son iguales”,
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grupo F: “tiene 4 lados”, en lugar de referirse a las caras. El grupo C indica que “no
tiene una circunferencia en su estructura” en lugar de decir que no tiene una superficie
curva, aunque la manera en la que estd representada la figura, sin sombrear, podria
considerarse un objeto formado por una estructura de barras en vez de un cuerpo soélido,
con lo cual su respuesta podria considerarse parcialmente correcta. Los grupos que
corrigen estas fichas tampoco han detectado los errores de sus companeros.

Para la figura C el grupo 4 deja la respuesta en blanco, después el grupo B lo corrige
afladiendo un argumento parcialmente correcto indicando que: “tiene dos bases
circulares”, el grupo C da una respuesta incorrecta al confundir nuevamente
terminologia, en este caso de longitud con area: utilizan “circunferencia” en lugar de
“circulo”. El grupo F indica que: “tiene dos bases”, esta respuesta también se considera
incorrecta porque al ser tan imprecisa y laconica no refleja cudl es la caracteristica que
hace tnica a la figura, ademas en la coleccion hay otra figura que también tiene “dos
bases” por lo que el argumento desde el punto de vista logico también es falso.
Nuevamente los compafieros que corrigen las fichas no detectan los errores.

Para la figura D todos los grupos dan un argumento parcialmente correcto basado en el
aspecto externo de la figura: “es de otro color”, pero no describen las propiedades
matematicas del objeto. El grupo F indica que: “no tiene base ni lados”, procurando
considerar un aspecto que sea inherente al objeto matematico, sin embargo, confunde
nuevamente la terminologia utilizando vocabulario de geometria plana: “lados” en lugar
de caras y aristas. El grupo E corrige al grupo F afiadiendo que estd pintada de otro
color, utilizando el mismo razonamiento que sus compaferos.

Al realizar la puesta en comun los estudiantes declararon no conocer la geometria
tridimensional, no conocian el nombre de los poliedros regulares, ni recordaban el
vocabulario para nombrar las propiedades de los volimenes, también desconocian la
diferencia entre poliedro y solido de revolucion. Solo algunos alumnos manifestaron
recordarlo al explicarles brevemente cuales eran estas, el resto comentaron que aiin no
lo habian visto en la asignatura obligatoria de Matematicas.
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Ficha 6

Realiza: Grupo B
Nombre y Apellidos: Corrige: Grupo A

L L
Voo

La figura A es el intru
h \? et B: "Es la tinica impar"

La figura B es el intruso porque
B: "Es la tinica que no supera los 25 grados"

La ﬁguga C es el intruso porque

[0 B: "Que tiene mal los grados"

La figura D es el intruso porque y LN

€

B: "Es la Unica que supera los 90 grados”

Figura 44: Ejemplo de tarea resuelta y corregida por los alumnos sobre la ficha 6.
Para la figura A dan un argumento correcto: “es la Uinica impar”.
Para la figura B dan un argumento parcialmente correcto: “no supera los 25 grados”.

Para la figura C dan una respuesta incorrecta: “tiene mal los grados”, esta respuesta no
se considera que tenga un argumento 16gico.

Para la figura D dan un argumento parcialmente correcto: “supera los 90 grados”.

Esta ficha solo fue realizada por un grupo que iba mas rapido realizando el trabajo que
los demas, en la correccion sus compaineros no encontraron errores ni fueron capaces de
afiadir mas argumentos. Los argumentos encontrados por los alumnos se basaban en los
nimeros indicando si era menor o0 mayor que otro o si el nimero era impar, lo cual son
argumentos correctos, pero es una argumentacion intuitiva que no define con precision
ni categoriza las relaciones que hay entre los otros tres objetos.
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Respecto a como se podria clasificar su nivel de desarrollo de razonamiento geométrico
siguiendo el modelo de Van Hiele, en funcion de las respuestas recogidas, podemos
observar lo siguiente:

En las fichas 1 y 2 la mayoria de alumnos solo se fija en el aspecto fisico general de la
figura y su posicion en el espacio (nivel 1 de Van Hiele), solo dos grupos comienzan a
definir propiedades o dar argumentos basandose en las distintas partes, angulos,
longitud de lados y relacionan esas propiedades con las de otras figuras (nivel 2 de Van
Hiele).

En la ficha 3 también describen las figuras basdndose en su posicion y aspecto general,
tienen carencias de vocabulario para describir los movimientos en el plano. Durante la
puesta en comun fueron recordando cudles eran estos movimientos: traslacion, giro,
simetria, homotecia. También se pusieron de manifiesto y las caracteristicas de la
homotecia, con la que podemos conseguir figuras semejantes, con la misma forma y
proporcién, aunque de distintas dimensiones, lo que la diferencia de otras
transformaciones geométricas.

En la ficha 4 se observa mas vocabulario matematico en todos los grupos, conocen
mejor las propiedades y clasificaciones de los tridngulos segiin sus lados y angulos, y
son capaces de recitarlas de memoria (nivel 2 de Van Hiele). Algunos alumnos cometen
errores de terminologia confundiendo tridngulo equilatero con isdsceles o no recuerdan
el término escaleno. Durante la puesta en comun de resultados manifestaron mas
conocimientos respecto a las propiedades de los tridngulos de lo que habian escrito en
las fichas de la tarea.

En la ficha 5 solo describen las figuras por su aspecto general (nivel 1 de Van Hiele), y
tienen varios errores de concepto y de terminologia, por ejemplo, dicen que el cubo
“tiene 4 lados” o que el cono “forma un tridngulo”, que las bases del cilindro “son dos
circunferencias”. Después comentan que todavia no conocen ni han llegado a ver las
propiedades ni clasificacion de las figuras de 3 dimensiones, ni en este curso ni en los
anteriores, por eso no han podido definir bien sus propiedades. Cuando les explico
brevemente como se generan los solidos de revolucion: cono, cilindro, esfera, toroide, y
las diferencias con los poliedros, de caras planas, muchos alumnos parecen recordar que
si lo han visto en cursos anteriores.

En la ficha 6 solo un grupo tuvo tiempo para trabajar sobre ella y otro grupo para
corregirla. Los alumnos se centraron en las propiedades de los nimeros que marcaban
los éangulos, no en los angulos y sus relaciones con el circulo completo como yo
pretendia. El grupo que corrigié esta ficha no afiadié ningun comentario mas y estuvo
de acuerdo con el trabajo de sus compaiieros. Quizas hubiera obtenido resultados mas
acordes al objetivo utilizando una representacion de una figura poligonal donde se
sefialara el 4ngulo interno de esta, dandole un contexto a las representaciones de esos
angulos.
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V1. Implementacién y andlisis de resultados de la actividad Dictado

geométrico:

6.1. Descripcion de la implementacion, analisis y propuestas de mejora

El dia que se realizo esta actividad en el aula de Conocimiento de las Matematicas solo
habia cinco alumnos que pertenecian al grupo de Diversificacion, porque el resto de
grupos se encontraban realizando una visita con otro profesor, asi que se volvid a
repetir al dia siguiente, pero utilizando otra mecanica de juego.

Se comienza explicandoles la actividad como un juego donde tenian que tratar de
describir una imagen de la manera mas precisa que pudieran, para que una persona que
no la esté viendo sea capaz de representarla lo mas exactamente posible. Los alumnos
disponian de regla y transportador de dngulos, ademas las hojas que se repartieron en
las que estaba dibujada la figura y las hojas para que la representaran eran de papel
cuadriculado. En una ficha tenian la imagen a describir y una serie de preguntas para
responder después, en la otra hoja tenian que escribir las instrucciones. Después
intercambié esas instrucciones con otro compafiero, que debia leerlas y hacer debajo la
representacion de lo que interpretaba con esa descripcion.

Como la hoja donde estaba dibujada la figura era cuadriculada, dos alumnos contaron
los cuadros para dar las medidas de los lados, otro alumno usé una regla para dar las
medidas en centimetros y los otros dos solo describieron la figura por su aspecto fisico,
sin medidas ni proporciones, a pesar de haberles recalcado que la figura a representar
debia de ser idéntica.

A algunos alumnos les llevd mucho tiempo pensar como hacer una descripcion, es
verdad que algunas figuras eran mas complicadas que otras y habia multiples maneras
de describirlas. Otros alumnos terminaron muy pronto de escribir las instrucciones y
aunque tenian tiempo de sobra no quisieron completarlo mas, alegaban que era muy
sencillo y que con su descripcion el compaiiero iba a saber lo que era rapidamente.

Una vez se repartieron las instrucciones y tuvieron que hacer la representacion
también hubo muchas dificultades, se quejaron a sus compafieros de la escasez de
instrucciones, de la mala definicion, de la ambigiiedad de términos, del escaso
vocabulario, y de la letra ilegible de algun compaifiero.

Después se devolvio la representacion a cada autor de las instrucciones para que
reflexionaran sobre su manera de describir y como podian mejorarlo respondiendo a
unas preguntas en la misma ficha. La manera de expresarse por escrito de los alumnos
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es muy escueta e imprecisa. Les falta vocabulario, no parece que les guste verbalizar
sus ideas por escrito y ademas da la sensacion de que tienen ganas de terminar todo
pronto y pasar a otra cosa. Puede que el hecho de que tardasen tanto en comenzar a
escribir y de que escribieran tan pocas frases se deba también en parte al “sindrome del
papel en blanco”. En la reflexion posterior todos estuvieron de acuerdo en que para
mejorar la comunicacion deberian haber dado mas explicaciones con mas nivel de
detalle.

A continuacidn, se propuso que saliera un voluntario a la pizarra a dibujar una figura
que no iba a poder visualizar, los demas alumnos verian la figura y de viva voz darian
instrucciones para que la dibujase. En esta ocasion los alumnos veian la figura de lejos,
por lo que no podian saber la medida de los lados y ademas el compatfiero lo dibujaba
en una pizarra sin cuadricula, en otro tamafio. En lugar de dar instrucciones sobre las
medidas debian dar indicaciones sobre la proporcion y forma geométrica de los
objetos. Esta manera de hacer la misma actividad parecio gustarles mucho mas, todos
los alumnos quisieron salir a la pizarra a dibujar, cuando terminaba uno en seguida
salia otro, y los que describian se implicaron mucho en intentar dar la descripcion mas
comprensible para que su compafiero pudiera dibujar exactamente la figura dada.

Una vez hubieron salido todos a la pizarra a representar los objetos, se les preguntd
como podrian calcular el area del objeto D (Figura 45). Al principio dijeron que no se
podia, pero después debatiendo entre ellos vieron que se podia descomponer en
triangulos equiléteros, recordamos la formula para calcular el 4rea del triangulo y uno
de los alumnos se dio cuenta de que para calcular la altura del tridngulo podia usar el
teorema de Pitdgoras que recitdé de memoria diciendo que: “el area del cuadrado sobre
la hipotenusa es igual a la suma de las areas de los cuadrados sobre los catetos”. Esta
manera tan visual de describir el teorema hablando del area del “cuadrado sobre”, lo
habia aprendido gracias a las demostraciones geométricas visuales que les ensefid su
profesora y a la instalacion de agua que hay en el museo de la Ciencia, que habian
visitado.

Como habian participado tan pocos alumnos, al dia siguiente se solicitd poder utilizar
una hora de guardia con los alumnos de 3° para realizar la actividad. Esta vez se hizo
de manera ludica, sin entregarles fichas para escribir, solo pidiendo un voluntario que
saliera a la pizarra a dibujar y los demas le darian instrucciones de viva voz. En este
caso se modificaba una de las variables didacticas, es decir, un aspecto de la tarea cuya
modificacion provoca un efecto en el modo de llegar a la solucion, la estrategia a
seguir, etc. (Brousseau, 2007), la variable didactica es que ya no existe una cuadricula
para medir, ya no se podia hacer una figura congruente sino semejante. Los alumnos
no podian dar una descripcion para que el compafiero hiciera una figura exactamente
igual, con las mismas medidas, ya que no tenian manera de medir y la pizarra donde
dibujaba el compafiero era mas grande que el papel donde estaba la figura original.
Los estudiantes debian fijarse, por lo tanto, en las proporciones y la forma geométrica
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de la representacion. Mientras los alumnos iban dando instrucciones a sus compafieros,
las fui transcribiendo en un papel y estan recogidas al final del apartado 6.2.

Todos los alumnos participaron muy activamente y quisieron salir voluntarios a
dibujar. Estaban tan inmersos en la actividad que cuando son¢ el timbre del final de la
clase no hicieron caso y siguieron dando instrucciones al compafiero que estaba en la
pizarra para que terminara de dibujar bien la figura.

Objeto B /™
Objeto A hkitus”

Objeto C

/

Objeto E Objeto F

Figura 45: Objetos que deben describir los estudiantes en la actividad Dictado matemdtico. Elaboracion propia.

Propuesta de mejora en la implantacion:

Todos los alumnos se implicaron mucho més cuando el compafiero estaba dibujando
en la pizarra y podian comprobar a tiempo real si entendia o no sus instrucciones.
Habria sido mas efectivo hacer primero un par de ejemplos de esta manera para que
los alumnos vean la importancia del vocabulario y de dar instrucciones objetivas y
después pasar a hacer el ejercicio por escrito de manera individual, para que los
alumnos hubieran entrado primero en la dinamica de la actividad y con esa
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implicacion haber escrito sus instrucciones personales en las fichas. Considero que
habria sido mas productivo en este orden porque cuando daban las instrucciones de
viva voz, todos a la vez, al hablar muchas veces se pisaban unos a otros y tenian que
callarse para escuchar al compafiero, seguro que a muchos alumnos a posteriori les
hubiera gustado poder escribir lo que se les habia ocurrido a ellos solos y no pudieron
decir. Fue un error no haber tenido preparadas nuevas fichas en ese momento para
recoger sus ideas.

El problema al realizar la actividad de manera conjunta con los alumnos dando
instrucciones en voz alta es que quieren hablar todos a la vez, se forma mucho barullo
y hay que parar continuamente para moderar el tono. Se deben trabajar las reglas de
orden, turno de palabra y respeto al compafiero que esta hablando, lo cual es una buena
oportunidad para trabajar las competencias transversales.

6.2. Analisis de datos de las tareas recogidas

Describe: Alumno 1
Representa: Alumno 5

-Describe la Sigdra: 4 //&-Ag de c/ ordenadsr  osen

j n q 7 1
(] /a /ﬁ vza Fue e's‘!u en e/j Ecc{eﬂodjor g Lt /é‘ MO LY ’[U <on @/ &%fh
7etion

"La flecha del ordenador, o sea la
figura que esta en el ordenador que lo
manejas tu con el ratéon”

Figura 46: Descripcion que realiza el alumno 1y representa el alumno 5.

Analizando las descripciones que han dejado por escrito en las fichas (ver anexo 9.2.2.
Actividad 2), vemos que el primer alumno describe el objeto C (Figura 46) utilizando
un simil segln el aspecto externo de la figura (nivel 1 de razonamiento Van Hiele), y
el compaiiero que debe representarlo dibuja una flecha segun su propia concepcion, al
no haber més instrucciones. Ademads, el alumno 1 terminé muy rapido de escribir
manifestando que con su definicion su compafiero iba a saber exactamente a qué se
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estaba refiriendo y no le importd estar esperando en silencio sin hacer nada mas
mientras el resto de alumnos seguian pensando y escribiendo sus instrucciones.
Después comprobo que la tarea no era tan facil.

En cuanto a las reflexiones que tuvieron que realizar después sobre cudles podrian ser
los errores y aspectos mejorables de sus instrucciones, los alumnos respondieron en
general de manera lacénica sin tratar de realizar una nueva descripcion a pesar de que
disponian de tiempo para hacerlo, lo cual hace pensar que realmente tienen
dificultades y falta de practica para expresarse verbalmente por escrito, carencia de
vocabulario matematico para realizar este tipo de descripciones o desconocimiento de
las propiedades geométricas de los objetos que los ayudarian a describirlos mejor
(Figura 47).

Despues de ver lo que tu compafiero ha dibujado, con Jas instrucciones que je diste, responde:

{Se parece el dibujo que ha hacho tu comnafiera
ho tu compafiero, 2!

Mos o HMenos
¢Ves alglin error que se pueda corregir?

Si nuechos . "Mas o menos". "Si, muchos"
oo podiias mejorai 1as INSHTUCCIoONSs paia Gue ia o
dibujar la figura de manera mas exacta?

o : o ] o .
Du:\md\@ s Mol 5pecy’i‘ces e /"L.—D dirtensiones ue flene,

"Diciendo cosas mas especificas y las dimensiones que tiene"

Figura 47: Respuesta del alumno 1 a las preguntas de reflexion.

'Describe la {Pl'gural

"Un triangulo sin un lado unido a un cuadrado sin un lado"

Figura 48: Descripcion realizada por la alumna 2 y representacion del alumno 1.
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La segunda alumna ha procurado utilizar un lenguaje mas matematico para describir el
objeto A (Figura 48), para ello lo ha descompuesto en dos poligonos que conoce
utilizando la “aprehensién operativa”, pero no utiliza las propiedades de esos
poligonos regulares: tridngulo equilatero y cuadrado, para poder describirlos mejor,
tampoco da las medidas de los lados ni describe su posicion o como estan colocados
uno respecto del otro. (nivel 2 de razonamiento Van Hiele).

En cuanto a las reflexiones posteriores vemos que la alumna se percata de los errores
(medidas y posicion) pero la descripcion que da sobre el error “estd recto en vez de
lado” (Figura 49) sigue siendo un vocabulario vago, poco preciso, que no utiliza
propiedades geométricas o terminologia adecuada para concretar las instrucciones.

éVes aiglin error que se pueda corregir?

recko

"Si". "que esta recto en vez de lado"

¢Como podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacion sea mas efectiva y consiga
dibujar la figura de manera mas exacta?

"diciendo las medidas y del lado que se encuentran"

Figura 49: Respuesta de la alumna 2 a las preguntas de reflexion.
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"Hay dos rectangulos de 15 cuadrados de alto y 30 cuadrados de largo. uno va encima del otro
pero el rectdngulo de arriba lo mueves 15 bloques a la izquierda."

Figura 50: Descripcion realizada por el alumno 3 y representacion de la alumna 2.

El tercer alumno tenia que describir el objeto F y utiliza los cuadrados del papel para
poder dar medidas (Figura 50) y que su compaifiera lo dibuje con la misma longitud y
proporciones consiguiendo que la representacion que realiza su compatfiera sea exacta
en la forma, sin embargo, se ha olvidado de describir concretamente cudl era la
posicion de las figuras y su compafiera lo ha representado girado respecto a como ¢l lo
estaba viendo.

Doeniidae da iar in o
Después de ver ic que tu

compafero ha dibujade, con las instrue

¢Se parece el dibujo que ha hecho tu compafiero, al dibujo originai?, <

I
1 p

éVes algun error que se pueda corregir? /.~ (nea Aok

fite
"Si". "La linea del centro"
éComo podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacion sea mas efectiva y consiga

dibujar Ia figura de manera mas exacta?

'y e . ‘f}, ,‘ A4 f‘ I on me e ”

"No lo sé, haber hablado en mas detalle"

Figura 51: Respuesta del alumno 3 a las preguntas de reflexion.
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En cuanto a las respuestas dadas por este alumno 3 a las preguntas de reflexion (Figura
51) podemos observar que no se ha percatado o mas bien, no le ha dado importancia a
que la posicion de la figura que ha dibujado su compaiiera estaba girada respecto a la

suya.

"Haces una base de 6 cm, haces otras dos lineas un poco torcidas, luego subes haces otras
igual en cada lado y luego haces 3 tridngulos, uno boca arriba sin base otro hacia abajo y sin
base y otro hacia arriba sin base."

Figura 52: Descripcion realizada por el alumno 4 y representacion del alumno 3.

El cuarto alumno tenia que describir el objeto D, que quizis era la figura mas
compleja, estuvo mds tiempo que los demds reflexionando y utilizo6 la regla para medir
los lados y poder dar instrucciones claras (Figura 52). Sin embargo, la falta de
vocabulario matematico y el desconocimiento de relaciones entre propiedades hizo que
no pudiera dar una descripcion correcta. (nivel 2 de razonamiento).
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Después de ver lo que tu compafiero ha dibujado con las instrucciones que le diste, responde:

¢5e parece el dibujo que ha hecho tu compafierc al dibujo or;gmap No
" w UF = o At
£Ves algun error que se pueda corregir? ' ¢ cpanvd pabes o +VE haga g oM PO > ¢

St la l ¢l pedo "Si, le podria haber dicho que haga dos rombos pegando

pero sin la raya del medio"
¢Como podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacion sea mas efectiva y consiga
dibujar la figura de manera mas exacta?

A

"Podria mejorarlo diciendo que hiciera dos rombos pegados sin la linea del
medio"

Figura 53: Respuesta del alumno 4 a las preguntas de reflexion.

En cuanto a las respuestas dadas a las preguntas de reflexion (Figura 53), vemos que
este alumno es el tnico que después de ver los errores cometidos intenta realizar una
nueva descripcion utilizando otro tipo de operacion transformadora de la figura: dos
rombos, pero nuevamente el lenguaje utilizado es poco preciso y no menciona las
propiedades geométricas de las figuras que trata de describir, ni la posicion de las
figuras entre ellas, con lo cual las instrucciones dadas son igual de complicadas para
poder representar el objeto correctamente.

TJ{/‘A /v{_ M'\- wm/f/&fﬂmz LU uuc'{u (,(ﬁ- 2( Y2 s 'Lz.;(_{u& u(t

M’O‘"‘k& A/ﬂ/’uumt\} il Loyone do oA 73 {’(/Lf't-{f/\/ﬁd,‘_g

;7 Lo/h/ug e otrof e ot fo %4/7_«) h ol o

;J\—-t’/ < QpAr~o Lv<‘; LU%CD\:\

4,ﬂn4£i~‘u < /Krj;\; Liore 0 el S| TS .gu,d‘n:d‘-y
: yd ¢

= ! "Tienes que hacer una flecha
/ A\\ ! cerrada de 26 cuadrados de alto.
‘ |L Desde la punta hasta la parte de
| . atras 15 cuadrados y la parte de
\ 1‘ .atras es como la forma de flecha
‘ pero para adentro de la flecha.
; Arriba y abajo tiene una recta de
15 cuadrados."

Figura 54: Descripcion realizada por el alumno 5 y representacion del alumno 4.
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El quinto alumno realiza la descripcion del objeto B, también era uno de los objetos
complicados y el alumno intenta realizar una descripcion detallada sobre cémo
construir esa figura, observamos que utiliza los cuadros del papel para medir, sin
embargo, su definicién se basa solamente en el aspecto externo de la figura: “hacer
una flecha cerrada de 26 cuadrados de alto, desde la punta hasta la parte de atras 15
cuadrados. Arriba y abajo tiene una recta de 15 cuadrados”, no la descompone en
elementos conocidos, ni utiliza lenguaje matematico, no habla de lados ni de vértices,
no menciona las propiedades geométricas del objeto, con lo cual las instrucciones que
recibe su compafiero son muy complicadas de seguir y la representacion realizada no
se parece en nada a la original (Figura 54). (nivel 1 de razonamiento).

En cuanto a las respuestas dadas posteriormente vemos que el alumno reconoce que
todo es incorrecto, pero no ha comprendido la mecanica de la actividad porque
responde que para mejorar las instrucciones deberia utilizar dibujos (Figura 55).

Dacnyins davnr in pne 11 ramn

an oc aiin in diera racmanrdas

¢Se parece el dibujo que ha hecho tu compafiero al dibujo originai? \f'gs/ a
éVes aigun error gue se i o ]
o ] pueda corregir? 7o |, !

”NO“. IITDdO!I

¢Como podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacion sea mas efectiva y consiga
i 2 5 i P | ) /i
dibuiar If figura de manera mas exacta? 250, oo Zo?— Ibresal leu o LorY

&
;,;ufuaoj;',o\ ) /7
[ 4

"escribiendo con buena letra y con dibujos"

Figura 55: Respuestas del alumno 5 a las preguntas de reflexion

A continuacion, vamos a transcribir y analizar las instrucciones que dieron los
alumnos durante la actividad conjunta, en la modalidad donde se realizaba una
variable didactica, ya que los alumnos ahora no pueden dar las medidas exactas del
objeto, solo pueden describir la forma y proporciones de este. Tenemos a un alumno
dibujando con tiza en la pizarra una figura que no habia visto, siguiendo las
instrucciones dadas por los demas compatfieros.

Los alumnos nada mas ver la figura comenzaban realizando una descripcion
unicamente visual, diciendo a qué objeto les recordaba, por ejemplo, para describir el
objeto A las instrucciones eran del tipo: “haz una casita tumbada sobre el tejado”, o
sobre el objeto B: “haz un comecocos con los lados rectos”, sobre el objeto C: “es
como la flecha del ratéon del ordenador”, o “son dos cartabones”, en el objeto D: “es un
corazén con lineas rectas”. En el objeto F: “Es una pieza de tetris con dos
rectangulos”. Este tipo de razonamiento se podria clasificar dentro del Nivel 1 del
modelo de niveles de razonamiento del matrimonio Van Hiele, como se puede ver en
la publicacion de Corberan et al. (1994).
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Cuando comprobaban en directo que el alumno que estaba en la pizarra no entendia
esas referencias igual que ellos, porque tenia su propia concepcion de lo que era una
“casita tumbada” o un “corazén con los lados rectos” y no era capaz de representar lo
que estaban diciendo, comenzaban a dar mas detalles, de una manera menos subjetiva,
identificando partes de los objetos o descomponiéndolos en figuras de las que
conocian sus propiedades, para poder describirlas de una manera neutra, en definitiva,
para poder entenderse con un lenguaje mas propio de las matematicas y mas riguroso.
Los mismos alumnos que habian utilizado un razonamiento de nivel 1 demostraron
tener también un nivel 2, y alguno de ellos un nivel 3, en el que ademads eran capaces
de interrelacionar las propiedades y catalogar una misma figura con distintos nombres
dependiendo de la propiedad en la que se estuvieran fijando.

Por ejemplo, transcribo las instrucciones que dieron para el objeto A: “- haz un
triangulo y un cuadrado apoyado en el lado derecho del triangulo, - ;un triangulo
como?, - un triangulo equilatero apoyado en la base, pero con la base paralela al suelo,
- el cuadrado apoyado sobre el lado derecho del triangulo, - asi no, el cuadrado tiene
que estar girado, - haz un rombo, pero un rombo con los cuatro angulos rectos, como
un cuadrado girado apoyado en un vértice, - la base del cuadrado tiene que estar
apoyada completamente sobre el lado del triangulo y mide lo mismo™.

Para el objeto B: “- haz un hexdgono, - un hexagono regular, - la base paralela al
suelo, - borra los dos lados de la derecha y mételos hacia dentro, - jhacia dentro
como?, - asi no, - haz dos rombos, te tienen que quedar dos rombos apoyados uno
encima de otro sobre un lado, el lado paralelo al suelo, - tienen que ser simétricos el de
arriba con el de abajo”.

Para el objeto C: “- Haz un tridngulo rectangulo, como un cartabon, - no es un
cartabon es una escuadra, es un tridngulo isosceles, - un tridngulo rectangulo isésceles
con el angulo recto a la derecha, pero haz la base paralela al suelo y un angulo recto a
la derecha, - ahora a la mitad del lado derecho sale otro triangulo més pequefio, como
el primero pero simétrico, - alarga la base del tridngulo, - haz un triangulo rectangulo
mas pequefio apoyado en la misma base que el otro, - el angulo recto del tridngulo
pequeio esta pegado al anterior, - es isosceles también, haz los lados iguales, el lado
mide la mitad del tridngulo grande”

Para el objeto D: “- haz un hexdgono regular, - apoyado en un lado, - la base paralela
al suelo, - ahora borra el lado de arriba, - de los bordes que te quedan dibuja dos lineas
hacia el centro del hexdgono, - dibuja un tridngulo con el vértice hacia abajo, hacia el
centro del hexdgono, - te tiene que quedar como si fueran dos rombos apoyados sobre
un vértice, los dos iguales, uno al lado del otro, con una linea en la base que les une”.

Para el objeto E: “- es un octdgono con un cuadrado pegado en el lado derecho, - haz
un octoégono regular, - asi no, giralo, con la base paralela al suelo, - ahora del lado
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derecho sale un cuadrado, - haz un cuadrado que los lados midan lo mismo que el lado
del octogono, - borra la linea que los une”.

Para el objeto F: “- haz un rectangulo, - no tan largo, -como dos cuadrados de largo, -
coge la base y borra la mitad derecha de la base, ahora desde el vértice continua desde
la base hacia la derecha haciendo otro rectdngulo igual hacia abajo, - el rectangulo de
abajo estd desplazado a la derecha, - haz un rectangulo igual que el que has hecho
arriba, después lo unes con el de arriba”

Los alumnos fueron comprobando y ensayando con cada objeto qué instrucciones eran
mas precisas y eficaces, cuando verificaban qué tipo de descripcion les funcionaba
mejor la incorporaban a las instrucciones, por ejemplo, para dar la posicion de la figura
indicaban: “la base paralela al suelo” o “apoyado en un vértice”, e incorporando el
vocabulario matematico a sus descripciones: “tridngulo equildtero”, “triangulo
rectangulo”, etc. Establecieron conexiones y relaciones entre las distintas propiedades
que habian visto de los cuerpos geométricos que conocian y también aportaron
terminologia de movimientos en el plano. Ademas de disfrutar con la realizacion de
esta actividad, les sirvid para refrescar conceptos, incorporar al lenguaje términos
técnicos de geometria, practicar la comunicacion y la escucha activa y valorar la
importancia de expresarse con precision y claridad.
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VIl. Conclusiones

Durante la implementacion de las dos primeras actividades propuestas y tras el analisis
de los resultados, se ha podido observar el potencial de estas para conseguir los
objetivos que nos habiamos propuesto, como son trabajar los procesos de
argumentacion, representacion, visualizacidn, comunicacion, y razonamiento con los
alumnos de una manera participativa que fomente su implicacién y motivacion, ademas
de trabajar los contenidos didacticos de geometria sefialados en el curriculo.

Las actividades implementadas nos ofrecen recursos para analizar y conocer el nivel de
razonamiento geométrico del alumnado, conocer sus errores de concepto y de
terminologia, ver las conexiones que son capaces de establecer y trabajar a partir de ese
nivel para poder consolidar sus conocimientos y escalar en los siguientes niveles de
razonamiento geométrico segun el modelo Van Hiele.

La implicacién y participacion del alumnado con estas actividades ha sido bastante
satisfactoria y nos ha dado ideas para poder mejorar la implementacion de las
actividades de manera que podamos obtener producciones mas elaboradas para la
recogida, andlisis de datos y evidencias a la hora de poder realizar su evaluacion.

Estas actividades implementadas se pueden completar en una secuencia didactica como
la desarrollada en la propuesta siguiendo las fases de aprendizaje del modelo Van Hiele
con el objetivo de mejorar la comprension de los conceptos y propiedades geométricas
que deben aprender y asi desarrollar mas en profundidad los procesos de conjeturacion,
razonamiento y demostracion, introduciendo a los alumnos en el razonamiento
matematico.

No obstante, hay que tener en cuenta que esta propuesta didactica tiene una limitacion
importante que es el tiempo. El hecho de trabajar los contenidos de la materia con una
metodologia cooperativa, dando autonomia a los estudiantes para que descubran por si
mismos la conclusion, adaptandose a su ritmo, en un aula donde existe tanta diversidad
nos puede llevar a que las tareas se alarguen mas sesiones de las que teniamos previstas
y no se puedan realizar todas, mas teniendo en cuenta que la asignatura de
Conocimiento de las Matematicas tiene solo dos sesiones a la semana. En este caso el
docente debe seleccionar qué tareas de cada actividad son las que mejor se adaptan a su
grupo de estudiantes y al tiempo del que disponen.

La propuesta didactica disefiada en este TFM abarcaria todo un trimestre para un solo
bloque de contenidos como es el sentido espacial, lo cual puede resultar demasiado
extenso. Se han elaborado tareas y fichas extra en cada actividad con la prevision de
tener preparado material suficiente en el caso de que los alumnos resuelvan antes de lo
esperado los retos y demanden mas. El profesor debe ser flexible y seleccionar en cada
caso las tareas necesarias para mantener el buen ritmo en la clase. En el caso de que
espontdneamente surja un debate interesante entre el alumnado y el profesor, aunque
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pueda llevar a otros temas y agotar el tiempo de la sesion preparada, también hay que
saber valorar sus beneficios y no preocuparse porque no se puedan completar todas las
tareas que se habian disefiado.

Esta propuesta didactica también podria aplicarse a la asignatura obligatoria de
Matematicas en el curso de 3° ESO, puesto que los alumnos pertenecian a distintos
grupos de ese curso. Ademas, al recoger actividades con contenido curricular de
Matematicas de los cursos previos, 1° y 2° ESO, tendria potencial para poder
implementarse también en esos cursos, seleccionando los retos mas acordes al nivel de
los alumnos una vez realicen las actividades 1 y 2 que nos daran informacion para saber
cual es su nivel de razonamiento geométrico.

Como puntos fuertes que ofrece esta propuesta didactica se pueden senalar la utilizacion
de metodologia cooperativa y la implementacion de estrategias de aprendizaje que
fomentaran la autonomia del alumnado y mejoraran su autoconocimiento a la hora de
saber qué técnicas les seran mas eficaces para su aprendizaje. Esta metodologia también
permite generar un nivel de compafierismo en el aula que mejora la convivencia,
fomenta la participacion y la implicacion de los alumnos y les otorga una experiencia
mas positiva durante las clases de matematicas. Ademas, con estas actividades estamos
ayudando a los estudiantes a mejorar su capacidad de razonamiento y comunicacion
introduciéndoles en el método cientifico.

Considero que se han cumplido los objetivos inicialmente propuestos en el trabajo
como son entender la relevancia que tiene ensefar a los estudiantes de secundaria los
procesos de argumentacion, razonamiento y demostracion. Asi como la transcendencia
de desarrollar sus habilidades de comunicacion, visualizacion y representacion, tan
necesarias para que lleguen a comprender mas significativamente los contenidos de
matematicas, en especial de geometria. La propuesta didactica elaborada nos puede
servir como recurso para trabajar esos procesos clave con los estudiantes y ayudarles en
su desarrollo cognitivo con actividades adaptadas a su contexto. Ademas, se han podido
implementar en el aula durante el modulo de practicas dos de esas actividades, lo cual
nos ha servido para identificar errores y realizar propuestas de mejora en la
implementacion y para analizar las producciones de los alumnos realizando un ensayo
sobre su categorizacion e identificando los niveles de razonamiento geométrico del
modelo Van Hiele que tienen los estudiantes.

Por tultimo, afiadir que la realizacion de este TFM, asi como las practicas realizadas en
el Centro, nos ha aportado una vision de la realidad, del compromiso y del valor de las
labores que realizan los docentes, las contrariedades a las que se enfrentan, la escasez de
tiempo, el volumen de trabajo y la necesaria capacidad que hay que desarrollar para
saber gestionar un grupo de personas numeroso y heterogéneo. También nos ha servido
para tomar conciencia de las dificultades a las que se enfrentan los alumnos, tanto
académicas como personales y familiares, muchas veces con falta de recursos para
poder abordarlas.
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9.1. FICHAS DE ACTIVIDADES PROGRAMADAS.

9.1.1. Actividad 1: WODB (Wich One Doesn’t Belong)

9.1.2. Actividad 2: Dictado Geométrico

9.1.3. Actividad 3: Poligonos estrellados

9.1.4. Actividad 4: Poligonos convexos y Movimientos en el plano

9.1.5. Actividad 5: Visual Thinking
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9.1.1. Actividad 1: WODB (Wich One Doesn’t Belong)
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Nombre y Apellidos:

A | 3 L
1 7
(e0] (49]
C 4
/ - 2 b
X > 1 1
(e0] w ™
e AN

w

w

La figura A es el intruso porque

La figura B es el intruso porque

La figura C es el intruso porque

La figura D es el intruso porque




Nombre y Apellidos:

A

w

w

w

(Q\]

La figura A es el intruso porque

La figura B es el intruso porque

La figura C es el intruso porque

La figura D es el intruso porque
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Nombre y Apellidos:

A

S

La figura A es el intruso porque

La figura B es el intruso porque

La figura C es el intruso porque

La figura D es el intruso porque
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Nombre y Apellidos:

La figura A es el intruso porque

La figura B es el intruso porque

La figura C es el intruso porque

La figura D es el intruso porque
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Nombre y Apellidos:

A

La figura A es el intruso porque

La figura B es el intruso porque

La figura C es el intruso porque

La figura D es el intruso porque
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Nombre y Apellidos:

A

La figura A es el intruso porque

La figura B es el intruso porque

La figura C es el intruso porque

La figura D es el intruso porque
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9.1.2. Actividad 2: Dictado Geométrico
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GRUPO 1_ Nombre y Apellidos:

Comunicar las ideas con claridad.

Imagina que estds hablando por teléfono con un amigo que necesita dibujar una figura que no
puede ver, la cdmara de tu teléfono no funciona y no puedes enviar imagenes. Escribe, en la
hoja adjunta, un conjunto de instrucciones para que tu amigo pueda dibujar exactamente la
figura que tu estds viendo.

Intenta que las instrucciones sean claras y precisas, puedes ayudarte de una regla y un
transportador de angulos para dar medidas exactas.

Después de ver lo que tu compaiero ha dibujado, con las instrucciones que le diste, responde:
éSe parece el dibujo que ha hecho tu compafiero, al dibujo original?

¢Ves algun error que se pueda corregir?

é¢Coémo podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacién sea mas efectiva y consiga
dibujar la figura de manera mas exacta?
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GRUPO 2_ Nombre y Apellidos:

Comunicar las ideas con claridad.

Imagina que estds hablando por teléfono con un amigo que necesita dibujar una figura que no
puede ver, la cdmara de tu teléfono no funciona y no puedes enviar imagenes. Escribe, en la
hoja adjunta, un conjunto de instrucciones para que tu amigo pueda dibujar exactamente la
figura que tu estds viendo.

Intenta que las instrucciones sean claras y precisas, puedes ayudarte de una regla y un
transportador de angulos para dar medidas exactas.

Después de ver lo que tu compaiero ha dibujado, con las instrucciones que le diste, responde:
éSe parece el dibujo que ha hecho tu compafiero, al dibujo original?

éVes algun error que se pueda corregir?

¢Coémo podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacién sea mas efectiva y consiga
dibujar la figura de manera mads exacta?

1
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Imagina que estds hablando por teléfono con un amigo que necesita dibujar una figura que no
puede ver, la cdmara de tu teléfono no funciona y no puedes enviar imagenes. Escribe, en la
hoja adjunta, un conjunto de instrucciones para que tu amigo pueda dibujar exactamente la
figura que tu estds viendo.
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Intenta que las instrucciones sean claras y precisas, puedes ayudarte de una regla y un
transportador de angulos para dar medidas exactas

Después de ver lo que tu compafero ha dibujado, con las instrucciones que le diste, responde:
éSe parece el dibujo que ha hecho tu compaiiero, al dibujo original?

éVes algun error que se pueda corregir?

¢Coémo podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacién sea mas efectiva y consiga
dibujar la figura de manera mas exacta?
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GRUPO 4_ Nombre y Apellidos:

Comunicar las ideas con claridad.

Imagina que estds hablando por teléfono con un amigo que necesita dibujar una figura que no
puede ver, la cdmara de tu teléfono no funciona y no puedes enviar imagenes. Escribe, en la
hoja adjunta, un conjunto de instrucciones para que tu amigo pueda dibujar exactamente la
figura que tu estds viendo.

Intenta que las instrucciones sean claras y precisas, puedes ayudarte de una regla y un
transportador de angulos para dar medidas exactas.

Después de ver lo que tu compafero ha dibujado con las instrucciones que le diste, responde:
éSe parece el dibujo que ha hecho tu companiero al dibujo original?

éVes algun error que se pueda corregir?

¢Coémo podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacién sea mas efectiva y consiga
dibujar la figura de manera mas exacta?
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GRUPO 5_ Nombre y Apellidos:

Comunicar las ideas con claridad.

Imagina que estds hablando por teléfono con un amigo que necesita dibujar una figura que no
puede ver, la cdmara de tu teléfono no funciona y no puedes enviar imagenes. Escribe, en la
hoja adjunta, un conjunto de instrucciones para que tu amigo pueda dibujar exactamente la
figura que tu estds viendo.

Intenta que las instrucciones sean claras y precisas, puedes ayudarte de una regla y un
transportador de angulos para dar medidas exactas.

Después de ver lo que tu compaiero ha dibujado, con las instrucciones que le diste, responde:
éSe parece el dibujo que ha hecho tu compaiiero, al dibujo original?

éVes algun error que se pueda corregir?

¢Coémo podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacién sea mas efectiva y consiga
dibujar la figura de manera mas exacta?

131



GRUPO 6_ Nombre y Apellidos:

Comunicar las ideas con claridad.

Imagina que estds hablando por teléfono con un amigo que necesita dibujar una figura que no
puede ver, la cdmara de tu teléfono no funciona y no puedes enviar imagenes. Escribe, en la
hoja adjunta, un conjunto de instrucciones para que tu amigo pueda dibujar exactamente la
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Intenta que las instrucciones sean claras y precisas, puedes ayudarte de una regla y un
transportador de dngulos para dar medidas exactas.

Después de ver lo que tu compaiero ha dibujado con las instrucciones que le diste, responde:
éSe parece el dibujo que ha hecho tu compafiero al dibujo original?

éVes algun error que se pueda corregir?
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GRUPO 7_ Nombre y Apellidos:

Comunicar las ideas con claridad.

Imagina que estas hablando por teléfono con un amigo que necesita dibujar una figura que no
puede ver, la cdmara de tu teléfono no funciona y no puedes enviar imagenes. Escribe, en la
hoja adjunta, un conjunto de instrucciones para que tu amigo pueda dibujar exactamente la
figura que tu estds viendo.

!
- -—nu--a-d

e T ee— J

Intenta que las instrucciones sean claras y precisas, puedes ayudarte de una regla y un
transportador de angulos para dar medidas exactas.

Después de ver lo que tu compariero ha dibujado con las instrucciones que le diste, responde:
¢Se parece el dibujo que ha hecho tu compaiiero al dibujo original?

¢éVes algun error que se pueda corregir?

¢Coémo podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacidon sea mas efectiva y consiga
dibujar la figura de manera mas exacta?
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9.1.3. Actividad 3: Poligonos estrellados
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POLIGONOS ESTRELLADOS:

Los poligonos estrellados son poligonos regulares concavos y se obtienen al unir de forma
alterna los vértices de un poligono convexo. Aunque no de todos los poligonos convexos se
pueden obtener poligonos estrellados.

RECUERDA: Si la estrella que obtenemos la hemos realizado superponiendo dos o mas
poligonos no se trata de un poligono estrellado, para que se considere asi se debe haber
pasado por todos los vértices del poligono convexo antes de cerrarlo.

Para denominar los poligonos estrellados utilizamos la siguiente notacion:

En un poligono convexo de 5 vértices, si construimos un poligono estrellado de cinco puntas,
saltando un vértice intermedio, es decir cada dos pasos, se denota (g), si lo construimos cada

tres pasos se denota (g)

Busca en las siguientes plantillas todos los poligonos estrellados que encuentres y andtalo en
la siguiente tabla con su nomenclatura correspondiente:

NUMERO DE VERTICES ESTRELLAS QUE HE ENCONTRADO

4

9

10

Explica qué has descubierto:

¢Puedes hacer poligonos estrellados con todos los poligonos convexos? Si no es posible,
explica en qué casos si se puede y en qué casos no se puede.

Cuando aumenta el nimero de vértices ¢siempre puedo realizar mas poligonos estrellados?

¢Qué numeros de vértices me permiten dibujar mas poligonos estrellados? ¢Qué tienen en

comun?
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RETO 1:

Trata de encontrar el nimero de cuerdas que pueden trazarse desde los puntos dados de

una circunferencia.
¢Cuantas cuerdas pueden trazarse desde el punto 1?

Si llamamos “n” al nimero de puntos é¢cdmo podemos llamar al nimero de cuerdas que

trazo desde el punto 1?
¢éCudntas cuerdas puedo trazar en total utilizando los 9 puntos?

P

¢Como lo has hallado?, ¢Cédmo escribirias esa operacion si el nimero de puntos es “n

6 5

Diagrama para hallar el nimero de cuerdas de una circunferencia (Corberan, y otros, 1994,

pag. 53).

Si hubiera 50 puntos, ¢ Cuantas cuerdas podria trazar?

¢Y su hubiera 100 puntos?
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RETO 2:

Hallar las relaciones entre los angulos interiores y exteriores de un triangulo:

Observa la siguiente figura

N>

>

N~

>

Teorema del angulo exterior (Corberan, y otros, 1994, pag. 75)
Sabemos que £ 1+ £ 2 +£ 3 = 180° porque ...

43+ £ a=180°porque...

Entonces: £1+2£2+43=180°=£3+2a

De donde £ 1+ £ 2 = £ a porque ...

RETO 3:

éSabrias decir cuanto valen los angulos 4, G y é de la siguiente figura sin utilizar el
transportador de angulos?

-— -
LN --"
. -

.
N a 350 8

Calculo de angulos (Corberan, y otros, 1994, pag. 70)
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RETO 4:

¢éSabrias calcular cuanto mide la suma de los angulos de un poligono estrellado, es decir la
sumadeza+24B+2 y+246 +£37

Considera primero el triangulo gris:

Conocemos el valor de 6 y de B, écudnto mide el dngulo que nos falta de ese triangulo gris?
¢Cudnto mide el dngulo exterior a ese tridngulo gris?

Considera ahora el triangulo amarillo:

Conocemos el valor de € y de y ,éicuanto mide el dngulo que nos falta de ese triangulo
amarillo? ¢ Cuanto mide el angulo exterior a ese triangulo amarillo?

¢Cudl es la suma de los dngulos del tridngulo rosa?

Suma de los angulos de un poligono estrellado de cinco puntas (Reyes Iglesias & Fernandez
Benito, Pentdgonos, Construcciones, Mosaicos. Geometria sagrada, 2015, pag. 64)
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9.1.4. Actividad 4: Poligonos convexos y Movimientos en el plano
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POLIGONOS CONVEXOS:
RETO 1:
En la figura 1, O es el centro de la circunferencia.

El cuadrilatero OCBA es un rectangulo, donde OA=5cmy AP =1 cm.

~

)
N

(Cuanto mide CA? Razona la respuesta.

v e

Figura 1 (Corberan, y otros, 1994, pag. 86)
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RETO 2:

Dadas dos circunferencias de centros A y B, de distintos radios que se cortan en dos
puntos C y D, como vemos en la Figura 2.

Mostrar que el segmento AB es perpendicular al segmento CD.

Figura 2 (Corberan, y otros, 1994, pag. 87)
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RETO 3:

Diagonales de un poligono:

Dibuja y observa el numero de diagonales que hay en los distintos poligonos:
cuadrado, pentagono, hexagono, heptagono.

(Cuantas diagonales hay en un isodecagono, poligono de 20 lados?

LY en un poligono de 50 lados? Razona la respuesta.
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RETO 4:

Si de un poligono regular conocemos que la suma de sus angulos interiores mide 7200
grados, razona y responde:

(Cual sera la medida de su angulo interior?
(Cuantos lados tiene?

(Cuantas diagonales tiene ese poligono regular? (Corberan, y otros, 1994, pag. 55)

Angulo interior de un poligono regular
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RETO §:

Observa la siguiente imagen, sin utilizar el transportador de angulos ;Cuantos grados

mide el angulo 2C en el primer tridngulo (Figura 1)? ;Y en el segundo triangulo

(Figura 2?7 Explica como has llegado a esa conclusion.

3
(o]

Figura 2
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RETO 6:

Suma de angulos

Explica como podemos hallar la suma de los angulos internos de un poligono irregular

como el de la figura 1.
LY si el poligono tuviera 10 lados?

LY situviera 100 lados?
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TAREA 8: MOSAICOS POR DEFORMACION Y MOVIMIENTOS EN EL PLANO

Observa el siguiente mosaico, se llama la hoja o pétalo nazari y se encuentra en el alicatado de
la Sala Caliente de la Alhambra de Granada.

Trata de encontrar el poligono matriz desde donde se obtiene por deformacidn el pétalo.
¢Qué movimientos se utilizan para formar este mosaico?

Dibuja los vectores de traslacidn que hay que utilizar
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Ver solucion en https://www.geogebra.org/m/accseyfs#tmaterial/hkawzrws
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El siguiente mosaico se llama el avion y se encuentra en el patio del cuarto Dorado de la
Alhambra de Granada.

Trata de encontrar el poligono matriz desde donde se obtiene por deformacién esta forma de

avion.
¢Qué movimientos se utilizan para formar este mosaico?

Dibuja los ejes de simetria y los centros de giro que hay que utilizar.
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Ver solucion en https://www.geogebra.org/m/accseyfs#tmaterial/tigbhij7x
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El siguiente mosaico se llama el “Hueso” y se encuentra en la Sala de Comares de la Alhambra
de Granada.

Trata de encontrar el poligono matriz desde donde se obtiene por deformacién esta forma de
hueso.

¢Qué movimientos se utilizan para formar este mosaico?

Dibuja los ejes de simetria, los centros y dngulos de giro y los vectores de traslacidon que hay
que utilizar.

[Il!
1.1
III
1.1
tlll
Itl

) ¢
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Ver solucion en https://www.geogebra.org/m/accseyfs#tmaterial/ygp2geme
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El siguiente mosaico se llama “el pez volador” y se encuentra en la alcoba del Salén de
Comares en la Alhambra de Granada.

Trata de encontrar el poligono matriz desde donde se obtiene por deformacion esta forma de
pez volador.

¢Qué movimientos se utilizan para formar este mosaico?

Dibuja los centros y dngulos de giro que hay que utilizar.
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Ver solucion en https://www.geogebra.org/m/accseyfs#tmaterial/yagyud3z
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El siguiente mosaico se llama “el murciélago” y se encuentra también en una de las alcobas del
Salén de Comares en la Alhambra de Granada.

Trata de encontrar el poligono matriz desde donde se obtiene por deformacién esta forma de

murciélago.
¢Qué movimientos se utilizan para formar este mosaico?

Dibuja los centros y dangulos de giro que hay que utilizar.
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Ver solucion en https://www.geogebra.org/m/accseyfs#tmaterial/w7sypf5c
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El siguiente mosaico se llama “la pajarita” y se encuentra en los alicatados del pértico Norte de
la Alhambra de Granada.

Trata de encontrar el poligono matriz desde donde se obtiene por deformacién esta forma de
pajarita.

¢Qué movimientos se utilizan para formar este mosaico?

Dibuja los centros y dngulos de giro que hay que utilizar.
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Ver solucion en https://www.geogebra.org/m/accseyfs#tmaterial/dygrxf2d
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La siguiente figura corresponde con el disefio de las vidrieras de la iglesia de San Pablo de
Valladolid.

Descubre como se ha trazado y sefiala los ejes de simetria axial, centros de simetria central o
centros y angulos de giro y los vectores de traslacion utilizados para construir este disefio.

Observa que los colores no siguen una simetria axial, équé otro movimiento se ha utilizado?
Sefidlalo en el dibujo.

4
N
7
b
4
N
>
A
y
N
4

e
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La siguiente figura corresponde con la planta de distribucién de un edificio de viviendas en Valladolid.

Para dibujarlo se han trazado las minimas lineas posibles. Toda la ejecucién se realiza utilizando los
movimientos en el plano que ya conoces. Trata de sefalar todas isometrias que encuentres en el plano:
ejes de simetria axial, centros y dngulos de giro, centros de simetria central y vectores de traslacion.
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La siguiente figura corresponde con un detalle de la seccion del forjado de la Catedral de Santiago de

Compostela.

¢Qué tipo de movimiento en el plano se ha utilizado para realizar esta representacién?

¢Con qué propdsito se utiliza este comando? ¢Qué propiedades obtenemos?

HH|)

Seccion Torre del Tescro g 1175 TAima 2.2 cm {
Tablera 2.5 cm
"i _""‘--._\_\__\_
/ ’{Vigueta B8 cm Te—

fx T o 2 - 4 cm de separacion para
| | ] | ; " yentilacion de la madera

K\D\%

b}
\ Viga de madera de castano

latabanda de acera 210x10mm rovestida 3-5%em capa de monero de nivelacidn

can Zmm de pinfura intumescente

Parnas
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9.1.5. Actividad 5: Visual Thinking
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9.2. TRABAJOS DE LOS ALUMNOS EN LAS ACTIVIDADES IMPLANTADAS EN EL
AULA DURANTE EL MODULO DE PRACTICAS.

9.2.1. Actividad 1: WODB (Wich One Doesn’t Belong)
9.2.2. Actividad 2: Dictado Geométrico
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9.2.1. Actividad 1: WODB (Wich One Doesn’t Belong)
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“

Nombre y Apellidos: Realiza: Grupo A
Corrige: Grupo B

'
|

La figura A es el intruso porque
{."."i (,f.' -

L[‘|./|_ el M o £ ™ [
P . ¢ > 1A

. A: "es la Unica que no esta apoyada en la base"
La figura B es el intruso porque

&? ((. Ui cea S Y = /a s § n £ n
de lFeg luoe A: "es el Unico de tres lados

La figura C es el intruso porque

-et‘-(—tt':"cf*—t—tvq;y_-ﬂ- B T A: "tiene mayor numero de
=) o £ - =, _I e ’
A AT : ' ~~ " grados en sus angulos"
S= .-)L.' Cle L’L-I.L") = Y S o " .
Gelos Sev (g (oo es el unico que no todos sus
La figura D es el intruso porque angulos son iguales”
f'.‘x'-u_. .,_/(_ e Jl Leee, é'; § Je #eoloe

A: "tiene diferente medida de lados"
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Nombre y Apeliidos: Realiza: Grupo D
Corrige: Grupo E

;/ﬂ s ;......-..-.:7_. R
/ / !
/ 7
;"'J i H %
" AN  SE—
La figura A es el intruso porque D: "Esta apollado en un vértice"
) _ E: "Apoyado"
ES“\'G QP%AO en un \fe’h ']ll'CQ
Afc YA o

La figura B es el intruso porque e
D: "No es un cuadrilatero”

NO €s un Cuac}r.‘lc.-.' %erb

D: "No tiene todos los lados iguales”

La figura C es el intruso por <
g porque E: "Si todos miden 3??" "ANGULOS"

}4 /U ()ﬂ(,' /’l’j 5-\

No Liene: Jodss fos .’éﬁat/:gua(es [ e ‘;Y:c#% : >

La figura D es el intruso porque
» D: "Porque sus lados no miden lo
qov 0{../6 Cous (cxc;DS no Mfcgeh (0 mMiSro mismo"
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NOMOIe y Apeilidos: Realiza: Grupo F
Corrige: Grupo C

—

b V4 -
3 i . %"‘“"""—"Hﬂu- DS -nuu_u?
| {
; &

|

Al T
) e ——

C: "Porque es el unico que todos sus lados son

F:"Tiene todos los angulos rectos” A :
iguales. Porque es el unico que tiene todos sus

La figura A es el intruso
ese or 4 i

- | HUIGUCE, dngulos iguales"

2Ne t.c,} L_\_{"__K\\'\-\___.-_ Ler \e < H';.")_,;;'_, s .__4. /J/.i-:.-_-z G ,/:J B &S A J Con .r. /.

MM e ) 'J.f{{ _/:_',){_, lo l, /] ot Ol b ¥ R
& [
La figura B es el intruso porque
) / /
l- )( " ¢ LA W he LA -_('r‘y LA S 45 C -'\; ~'_\L--ix. e @) "\\‘-'~ QW -'lf. 'Ij\)"‘ P Cpd -’r.;l"‘”-' ’/'I"J;“:"‘

" . e " Jrllll ‘-1,:. o 77 _’ . ..t., - .J,-,,-
F: "Porque tiene un solo angulo agudo F Bnbidy, Lrnon apuls cpnes
C: "No, porque los demds también tienen angulos agudos

L_a figura C es el intruso porque

! y Vi / 0 . y p

AR heve oy fedos [ S L Ngdlo. g, o ol ri

- . , ) , e S elha
F: "Porque tiene mas lados C: "Es la figura més alta"

La figura D es el intruso porque
_ F: "Porque esta boca abajo"

\JL W '\f\_ i L._-_'-:-\\ Qs "‘-:“’ ‘-.-. Xy 5 & e \‘_ .
| C: "No tiene por qué estar boca
Ny Jioe potgpe beben ot boe ~ b G abajo. Es intruso porque no
_ , tiene ningun angulo recto"
Q) ,

B S EAe = \h:,' bz AO AL Q. ad IM‘-‘I}:""/’J’ Lot i'-l;f"u(::[ F\Q_'_.Z'J
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Realiza: Grupo E
Nombre y Apeliidos: Corrige: Gruzo G

Lafigura A es el intruso porque Tiene Vedes sus lades v glales,

E: "Tiene todos sus lados iguales”

La figura B es el intruso porque 5 __‘,[\)u;“-(; lede & g Tiene de (woles, (ada

[r\.sﬂ T N  una r.-\qé‘,)a_ dJ 53“"“1—4 . ) )
E: "es el unico lado que tiene decimales”

G: "Cada lado tiene una medida diferente"
La figura C es el intruso porque 1o es on cvodv Qede ro

E: "no es un cuadrilatero”

\ -
Lo

Lafigura D es el intruso porque 4\ene  Acdas et edes gecles  wancs

E: "Tiene todos los lados iguales menos uno"
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Realiza: Grupo A
Nombre y Apellidos: Corrige: Grupo B

O

N\

C
| §
i i

La figura A es el intruso porque ok, s8 edel SN aales

A: "todos sus lados son iguales”

La figura B es el intruso porque & wagy 5 de AfeEMe medidn.
A: "sus lados son de diferente medida"

La figura C es el intruso porqueass® e en cn vedice

A: "termina en un vértice"

La figura D es el intruso porque “oXs s tadm (SlES ey G0 . o en © de e
S N Te W a= S Ve

A: "todos sus lados son iguales menos uno, que es el
que esta en la parte superior”
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Nombre y Apeilidos: Realiza: Grupo C
Corrige: Grupo F

Rl _TE s ——
! g
;

- | | AN

4
S
A s
& Ty E
i ot SRS A T A T TR AR
i - 7
'. ]
3 g
: &
§ /
¥

.a.___%

La figura A es el intruso porque  £ebs suf, Aok <o © uslys
o : B S0 e\ C: "todos sus lados son iguales”

F: "Todos sus angulos son rectos"

La figura B es el intruso porque L bai ) b po A< Boks Eve Ain.
e LTSN C: "la longitud de uno de sus lados tiene decimales"
F: "Tiene 2 dngulos distintos"

La figura C es el intruso porque 40 Aee 4 [ohs e s Y-> G

F: "Porque tiene doble forma A )
4 C: "no tiene 4 lados (tiene mas) F: "Qué ti £
(triangulo y cuadrado) ( ) ) F:"Qué tiene mas:
L . { f (] / . 7 4 ) :
La._ﬁgura D es el intruso porque s L SN A g e mh,

-

(Y, 1Oy (=X . ;
C: "es la Unica que no tiene angulos rectos" F: |/

F: "tiene un lado de 4 cm"
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Nombre y Apeilidos: Realiza: Grupo D
Corrige: Grupo E

! - :}ﬂ‘t (#d T _‘I:.'-DME\'
z | '
\\ /
B .. 3 P i
I
S e,
—— f /
2 i 4
/, /; f} /
«-'i. 4 / ) /
La figura A es el intruso porque D: "Esta mirando hacia otro lado"

ES‘IO Mironch hacie otro /c:\o‘o

La figura B es el intruso porque

—

| iene (fhe’ca%- en yzwcafe(o

D: "Tiene lineas en paralelo”

La figura C es el intruso porque
VO  TIENE TR\qpGLULO DE BASE 3cm
¢ = D:"Es el mas pequeio"
E: "No tiene tridngulo de base 3 cm"

—

La figura D es el intruso porque

_ {oP quE P E“ maj

= Mo uhLDE FADE.
D: "Es el mas grande"

E: "é¢Por qué?. No valido
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Realiza: Grupo B

Nombre y Apellidos:_mrrige: Grupo A
A B
C D
La figura A es el intruso porque L

o e Ilrw ST J'."" ) ,J(, | P =) : ; ¢
Meza bocia o oo B A: "Tiene simetria"

| #

e syvalva

La figura B es el intruso porque
B: "tiene rayas"

. 7 e A
L

La figura C es el intruso porque
- B. "Es mas pequefio"

= ’

e

La figura D es el intrus
g O porque B: "Tiene un angulo diferente"

~ - A: "Es la forma mas grande"
2 EAQ -';L:- ('i{.'i'::-.--_.ﬂ’l“‘.' g

i — s
L)

TS Qo 0o coNee .
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Nombre y/ Jf\pagaédos: Realiza: Gf‘upo G
Corrige: Grupo D

{

o . f ‘- L
La figura A es el intruso porque gﬂ'g rofada de l?czolo hoce Yo I{qk;ﬁ

G: "esta rotada de lado hacia la izquierda"

La figura B es el intruso porque  osfa cofoda  Lecia Pa docecha,

A PO Ymplo | 1 Mghi do gwne 220 4yt Gane . Cormeirks v o0
“ G:"est4 rotada hacia la derecha" D: "tiene rayas por ejemplo, se trata de que

La figura C es el infruso porque <¢s w2 £$§¢§Jg0£,ﬂe "%“E'Lﬂc'de y el resto si”

wa F""W’L@ de MS G: "es mas pequena que las demas"

D: "No tiene triangulo de base 3"

[og JQ:—»{)“

LafguraDeS el intruso porque s mas gramde e

S MAGINL 16 20m KA 0

G: "es mas grande que los demas"
D: "sus triangulos no son iguales”
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Nombre y Apeliidos: Realiza: Grupo G
Corrige: Grupo D

A | o

;’“x_
] / \ P
\ j’ \%‘; -~ I e
e ‘ o
\ .f’f ,.f”fkt‘\"\-.
b & # ‘n\
s O] s

Lafigura A es el intruso porque ). 4un fa)‘ax/cuf@(}ub %iokzuim )
(/
G: "es un triangulo equilatero"

La figura B es el intruso porque Ty MW/’ % (Jih}w
G: "tiene rayas por dentro"

La figura C es el intruso porque EaTz a D TV el ) Bk aponto wn

G: "Estd al revés" D: "Esta apoyado en un vértice"

La figura D es el intruso porque U\ n Q . OJ & e _)‘\y-g pA o) on ov\yadﬂ)

G: "Un lado esta mas alargado"
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Realiza: Grupo E
Nombre y Apellidos: Corrige: Grupo G

.
LN

La figura A es el intruso porque e> un € quQoAeN®

E: "Es un equilatero"

Lafigura B es el intruso porque ©> ¢Q Gmeco aue dentio Hfiene ¢ ANOCIS

E: "es el inico que dentro tiene lineas"

Lafigura C es el intruso porque  cstd.  apoyodo o un U (Ca

E: "esta apoyado en un vértice"

La figura D es el intruso porque hene on Qade My QQJQO

E: "tiene un lado mas largo”
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Realiza: Grupo B
Nombre y Apellidos: Corrige: Grupo A

......

La figura A es el intruso porque . "Tiene tres numeros"

r G rhmicen A: "sus lados miden lo mismo"
B AR vnAen (o GG

La figura B es el intruso porque
B: "Tiene rayas"

A: "Dos lados son iguales menos uno"

T T AR I (Qu0les. MENS Lo

La figura C es el intruso porque
Vo eotel ppoucdo a bosve B: "No estd apoyado a base"

. . . . N I r M
B QS  am S SO e e A: "Esta al revés y dos lados son iguales
" menos uno"

La figura D es el intruso porque

i
= Oaden Mas prondo; - ; '
ne Yaa Gt B: "Tiene lados mas grandes'

IS LA vO NN © NEWQ A: "Sus lados no miden lo mismo"
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Nombre y Apeliidos: Realiza: Grupo F
Corrige: Grupo C

_jf‘ I = N
/ \ A \\
/ \ -/ \
YA N ,f/ i\_ -

.“*‘. # & ,'j S %
N ‘ o’ e Y
>N / ~
‘:ﬁy pi 5 %,
La figura A es el intruso porque F: "tiene todos los angulos
. , , ' A R iguales"
QAL l“ad,ﬁs Q_BS !as u ,'/ f."f_/-l ' s asS '\"_’iﬁ’w ./._/.'-'_:'7‘1_ o -
2 ?"q'[‘”’ 1 : C: "Porque es equildtero"

La figura B es el intruso porque

SU mL"‘”‘ ﬂE'L: @6/0 é‘- (i "‘YC‘/S K fo lGaa 2% /:; : ;&uf@ "’: e i f.éf’ih;q,[};- Y J/ U 9} f’,,

— L

v ) oy L . . .
e s Loie o F"Suinterior esta lleno de rayas”

La figura C es el intruso porque C: "Porque es el Unico isésceles que esta

Bl E el oo vikie, WLMJ? o o apoyado por su base

F: "Esta dado la vuelta su vértice apuntando hacia abajo"
La figura D es el intruso porque

L ) e 4 T Qe F: "Tiene lados mas grandes que las demas
¢ _ ) figuras"
No, oo pitqpe e escadun 4 60 chues o . "Np, es porque es escaleno y los demds
n(JII
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Nombre y Apeliidos: Realiza: grupo C
Corrige: Grupo F

A -
; 2.
o ~ /. \
Vi Y | / \"-. =
L ae—" Y Z _%';
o B
; M
LS oo
\“—.\ ;_"f & N
) N p ;" 5,
AN n‘J/ / R"‘
.\ f tea | \
v b
b

o : — ] /| ¢ f
La figura A es el intruso porque foc)os SUs  fodos  Sod ¢+ Quedes

&

Ee wn  Aelbrgole  jscsceley C: "Todos sus lados son iguales"
F: "Es un triangulo isésceles”
. . AR - o/ e, f "Ir‘ ) i-f i
La figura B es el intruso porque ¢s J o Zm,«/p«//é fscols g YReo e e AT

—

llewne W  =olo (odo c\eb‘:osw& ~ C: "es el unico triangulo isdsceles apoyado en
: — la base"
F: "Tiene un solo lado desigual”

La figura C es el intruso porque  acs la b4 WJZZ_ uetes bo ngc)

b RPoums  edd  egoyods  por sa \R?)L\Ac,e a
C: "dado la vuelta" -
F: "vocabulario!!". La figura esta apoyada por su vertlce
La figura D es el intruso porque s ¢/ J*tco b 4\/4“ esaqlend

Su i e erta wchwuods ‘Q}Q@J‘QM e Oa .‘:Q;\m@té-&'

C: "es el unico tridangulo escaleno"
F: "Su vértice esta inclinado ligeramente a |a
izquierda"
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Realiza: Grupo A
Nombre y Apellidos:Corrige: Grupo B

A
A B

>
N—

La figura A es el intruso porque
S0 FGent sao bese oo A

B: "solo tiene una base circular"

La figura B es el intruso porque & s oo {Nes

A: "sus lados son iguales"

La figura C es el intruso porque A
(tenl aba breco soecolocen B: "Tiene dos bases circulares"

La figura D es el intruso porque es ce agecene wice { OTAR €5 P\ND.

A: "es de diferente color y porque es plano'
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Nombre y Apellidos: Realiza: Grupo C
Corrige: Grupo G

La figura A es el intruso porque %oﬁog 495 \a\}cs & uneh en S,\ Jé’ﬂq-\@

C: "todos sus lados se une en un vértice"

H 1 s .
La figura B es el intruso porque ¢ d UM <0 q‘u{ "o -k'.me_ UNA orwn%umclo\
en W &stru ke .
C: "es el Unico que no tiene una circunferencia en su
estructura"

_ . . =
La figura C es el intruso porque ¢5 <l un<w con  dos Q\('LUY\%J’U\Q“\S om0

\:Do»SEL.
C: "es el Unico con dos circunferencias como base"

La figura D es el intruso porque Hﬂaﬁ-e Y, Tntedor S n@&‘o

C: "su interior es negro"
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Realiza: Grupo F

Nombre y Apellidos: Corrige: Grupo E

E i

N—

La figura A es el intruso porque
F: "Es la unica que forma un triangulo"

La figura B es el intruso porque

Tienr & Podos Y lornwx, Ca:wo‘uOtn lcpueies

F: "Tiene 4 lados y forma angulos iguales”

La figura C es el intruso porque

Roraue Ten? 2 boses
F: "Tiene dos bases"

La figura D es el intruso porque
no : ; 3
tiew bose " Podo s 1 wk rw'n{aa&: d oo calor

F: "no tiene base ni lados"
E: "y esta pintada de otro color"
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Realiza: Grupo B
Nombre y Apellidos: Corrige: Grupo A

La figura A es el intruso porque

€l VR - | | (5 L&
\

La figura B es el intruso porque

e (a e 4§ NG Goseve

La figura C es el intruso porque

La figura D es el intruso porque

-

Jll

B: "Es la unica impar"

.'|_\ 7 3

B: "Es la Unica que no supera los 25 grados”

B: "Que tiene mal los grados"

s

LA
L IR 5 A
€L Ul

B: "Es la unica que supera los 90 grados”
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9.2.1. Actividad 2: Dictado Geométrico
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Describe: Alumna 2
Representa: Alumno 1

Comiinicrar loe idase con riaridand
PR O o e Al ot g L o e

Imagina que estas hablando por teléfono con un amigo que necesita dibujar una figura que no
puede ver, la cdmara de tu teléfono no funciona y no puedes enviar imagenes. Fscribe, en la
hioja adjunta, un conjunto de instrucciones para que tu amigo pueda dibujar exactamente la
figura que ti estds viendo.

intenta que las instrucciones sean claras y precisas, puedes ayudarte de una regla y un
transportador de angulos para dar medidas exactas.

Después de ver lo que tu companero ha dibujado con las instrucciones gue le diste, respende:
¢Se parece el dibujo que ha hecho tu compafiero al dibujo original? )

¢éVes aigun error que se pueda corregir? Ld

iy X SN Ve , .
(o aaie, recha: e "Si". "que esta recto en vez de lado"

¢Como podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacion sea mas efectiva y consiga
dibujar la figura de manera mas exacta?

cemde (o medidos & ‘le lode quwt e QU fan

"diciendo las medidas y del lado que se encuentran"
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Describe: Alumna 2
Representa: Alumno 1

-Describe a (Pu'gura :

' I -t g:Q::,- Y 3, N O ~y ( [\ )
7N\
\J1 /' II.
.. i Il'
/ l\\
iy : z l
J iy B |I
| / .
. /
l\ : y
. B FRT == =M

"Un triangulo sin un lado unido a un cuadrado sin un lado"
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Describe: Alumno 5.
Representa: Alumno 4

Lomunicar iac ideac con claridas

Imagina que estas hablando por teléfono con un amigo que necesita dibujar una figura que no
puede ver, la camara de tu teléfono no funciona y no puedes enviar imagenes, Fscribe, en la
hoja adjunta, un conjunto de instrucciones para que tu amigo pueda dibujar exactamente la
figura que t estas viendo.

Intenta que las instrucciones sean claras v precisas, puedes ayudarte de una regla v un
transportador de angulos para dar medidas exactas.

Después de ver lo que tu compafere ha dibujado con las instrucciones que le diste, responda:
¢Se parece el dibujo que ha hecho tu compafiero ai dibujo originai? V@/.

éVes aigun error que se pueda corregir? Lo :( &,  "No" "fodo"

¢Como podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacion sea mas efectiva y consiga
dibujar la figura de manera mds exacta? %Lm Lt~ 7 Py

Audigoy

"escribiendo con buena letray con dibujos"
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Describe: Alumno 5
Representa: Alumno 4

-Describe la 3{90 ra.:

Tord goe b cuno Plecla conoda di 2.6 cundns
Ao

Mi,\u/(ﬂ/@ﬁ/wwo élﬂiﬁ,
y Luo/\)»\,(( c{<

T

Lo~

'\«{9 J\uuu"“t' 7)) m/cf/»o@(,-—g
oArot ey mfv}ﬁo%zywﬂ Ae |

Déf’//&cw

@mﬁw /U v"{?%t oo 0 preido cit’— 75'{,@&'@&%‘

"Tienes que hacer una flecha

cerrada de 26 cuadrados de alto.

Desde la punta hasta la parte de
atras 15 cuadrados y la parte de

.atras es como la forma de flecha

pero para adentro de la flecha.
Arriba y abajo tiene una recta de
15 cuadrados."”
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Describe: Alumno 1
Representa: Alumno 5

Comunicar lac ideac con ciaridad,

Imagina que estas hablando por teléfono con un amigo que necesita dibujar una figura que no
puede ver, la cdmara de tu teléfono no funciona y ne puedes enviar imagenes. Fscribe, en la
hoja adjunta, un conjunto de instrucciones para que tu amigo pueda dibujar exactamente la
figura que tu estds viendo.

intenta gue las insirucciones sean claras Yy precisas, puedes ayudarte de una regla v un
transportador de dngulos para dar medidas exactas.

Después de ver lo que tu compafiero ha dibujado, con las instrucciones que le diste, responde:

éSe parece el dibuio que ha hecho tu compafiero, al dibujo original?
Mos & Menos
¢Ves algtin error que se pueda corregir?

I 4 n
Si avchos. "Mas o menos". "Si, muchos
¢Cono podiias inejoiai las instiucciones para GUE ia COMUNIatiun 5ea imas Electiva y consiga

dibujar la figura de manera mas exacta?
Dicierdo o ML esrecy’i-c, s /p ﬂos divtensiones y i Fiene,

# ] ® ® . 1
"Diciendo cosas mas especificas y las dimensiones que tiene'
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Describe: Alumno 1
Representa: Alumno 5

-Oescribe la figura: ( _//é’céa de
(] AA /{}'V?G Fue G?L_\ en e/) 0&'{{&%0((0?

f’/ O{C(m::ujor Oacen

)[U con @/ w%’
7 fan

qW ?Aﬂ HOR 5T

r EEEEE

"La flecha del ordenador, o sea la

figura que esta en el ordenador que lo
manejas tu con el ratén”
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Descripcion: Alumno 4
Representacion: Alumno 3

Comiinirar iac idasc ran flaririon
Sl e e Taoas SO0 Zlaninan

Imagina que estas hablando por teléfono con un amigo que necesita dibujar una figura que no
puede ver, la cdmara de tu teléfono no funciona y no puedes enviar imagenes, Fscribe, en la
haja adjunta, un conjunto de instrucciones para que tu amigo pueda dibujar exactamente la
figura que tu estés viendo.

Intenta que las instrucciones sean claras y precisas, puedes ayudarte de una regla y un
transportador de dngulos para dar medidas exactas.

Después de ver lo que tu compaiiero ha dibujado con las instrucciones que le diste, responde:

£Se parece el dibujo que ha hecho tu compafiers al dibuijo original? Nlo ,{
\ i [y € &g e
v e v babes giend @ ve hage AGS ToMPL o (=

¢Ves algun error que se pueda corregir? ' ¢ o pebes o 1 J ¢
€t $in | va (l--? del pmedco, "Si, le podria haber dicho que haga dos rombos pegando

pero sin la raya del medio"
¢Como podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacién sea mas efectiva y consiga
dibujar la figura de manera mas exacta?

¥ Gy || A J“ O en OC ¢ T L I_I‘--\_._}' -0 \ Ayl & AL 5 i ] {1

"Podria mejorarlo diciendo que hiciera dos rombos pegados sin la linea del
medio"
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Describe: Alumno 4
Representa: Alumno 3

"Haces una base de 6 cm, haces otras dos lineas un poco torcidas, luego subes haces otras
igual en cada lado y luego haces 3 triangulos, uno boca arriba sin base otro hacia abajo y sin
base y otro hacia arriba sin base."




Descripcion: Alumno 3
Representacion: Alumna 2

Imagina que estds hablando por teléfono con un amigo que necesita dibujar una figura que no
nuede ver, 1a cdmara de tu teléfono no funciona y no puedes enviar imagenes, Escrihe, en la
hoja adjunta, un conjunto de instrucciones bara que tu amigo pueda dibujar exactamente la
figura que ti estds viendo.

intenta que las instrucciones sean claras Y precisas, puedes ayudarte de una regla y un
transportador de dngulos para dar medidas exactas.

Después de ver lo que tu companero ha dibujado, con las instrucciones que le diste, responde:
¢Se parece el dibujo que ha hecho tu compafiero, al dibujo original? \65
éVes aiglin error que se pueda corregir? dfﬂ lenea ded cntco

"Si", "La linea del centro"

¢Como podrias mejorar las instrucciones para que la comunicacion sea mas efectiva y consiga
dibujar Ia figura de manera mas exacta?

1P Qo &, M abee habldo en meo ‘f‘-!@%?q)o

"No lo sé, haber hablado en mas detalle"
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Descripcion: Alumno 3
Representacion: Alumna 2

-Descsibe la fiﬁu (a-

5 bl =, S I -
FHa & aoc Z.e {Ja/ -{:} 12040 d@ 1€
’ 4 -
U'np (12 endamae, -‘."'k’-g Ol oo ( A e)
&N "\ .
IO GR2L o Lo 24, .r.x.'f_='If;_

9’1*: "‘Jr-

.::;J_mf'u[:;r' Ar-.f_-:. :»Le. f‘-@‘u ';a \f 7 =’“u’-f“-'?’!r_.'(.\tf!6?'jﬁ 4']5‘ : Jﬁ’éﬂ

e wecta neyhlo de ecba 0o  moe: e 15
L 67

"Hay dos rectangulos de 15 cuadrados de alto y 30 cuadrados de largo. uno va encima del otro
pero el rectangulo de arriba lo mueves 15 bloques a la izquierda."
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