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Resumen

Numerosas aplicaciones recientes en andlisis de datos se basan en la consideracién del conjunto de obser-
vaciones como una realizacion con ruido de una medida de probabilidad. En este contexto es habitual el uso de
métodos en los que se compara esta probabilidad observada con los elementos de una familia de distribuciones,
buscando la que mejor se ajusta en el sentido de minimizar una distancia o divergencia. La métrica de Wassers-
tein, asociada el problema de transporte 6ptimo, es una de las opciones mds estudiadas en tiempos recientes,
por sus buenas propiedades de adaptacion a la geometria de los datos [1]. Esto justifica el interés de estudiar los
problemas de minimizacién de distancias de Wasserstein respecto a familias de probabilidades. En la prictica
esta minimizacién requiere el desarrollo de algoritmos de tipo descenso de gradiente en el espacio de Wassers-
tein, lo que resulta factible gracias a su estructura pseudo-Riemanniana (ver [2]). En algunos casos el paso de
gradiente se puede implementar de forma explicita (familias univariantes, familias elipticas, ver [3]]). En otros
casos es necesario recurrir a algin tipo de discretizacion. En este Trabajo de Fin de Méster se estudiaran las dos
formas principales de discretizacion: Euleriana (discretizacion del espacio de referencia en celdas fijas y cuan-
tizacion correspondiente de las probabilidades) o Lagrangiana (aproximacién de las probabilidades mediante
versiones empiricas). Se analizard las ventajas e inconvenientes de las dos aproximaciones en problemas de alta
dimension y se prestard atencion a las posibles ganancias computacionales asociadas a la paralelizaciéon masiva
de célculos.
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Abstract

Many recent applications in data analysis are based on considering the set of observations as a noisy reali-
sation of a probability measure. In this context it is common to use methods in which this observed probability
is compared with the elements of a family of distributions, looking for the best fit in the sense of minimising
a distance or divergence. The Wasserstein metric, associated with the optimal transport problem, is one of the
most studied options in recent times, due to its good properties of adaptation to the geometry of the data [[1]].
This justifies the interest in studying Wasserstein distance minimisation problems with respect to probability
families. In practice this minimisation requires the development of gradient descent type algorithms in Was-
serstein space, which is feasible thanks to its pseudo-Riemannian structure (see [2]). In some cases the gradient
step can be implemented explicitly (univariate families, elliptic families, see [3]]). In other cases it is necessary
to resort to some kind of discretisation. In this Master Thesis we will study the two main forms of discreti-
sation: Eulerian (discretisation of the reference space into fixed cells and corresponding quantization of the
probabilities) or Lagrangian (approximation of the probabilities by empirical versions). The advantages and
disadvantages of the two approaches in high-dimensional problems will be analysed and attention will be paid
to the possible computational gains associated with the massive parallelisation of computations.
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Introduccion

El problema de transporte éptimo fue propuesto por primera vez por Monge a finales del siglo XVIII. La
formulacién que propuso surgia de forma natural al considerar la forma 6ptima de transportar unos recursos
desde una serie de puntos de partida hasta una serie de destinos para satisfacer unas demandas. El marco general
en el que se establece el formalismo del problema de Monge es la teoria de la probabilidad, en particular se
emplea el lenguaje de transporte de probabilidades para dotar de rigor a la formulacién de Monge el cual es
un problema de minimizacién. La principal dificultad que surge de este enfoque es que la funcidn objetivo no
es convexa, de hecho el conjunto de aplicaciones de trasporte no es convexo. Esta situaciéon impide emplear la
maquinaria de la optimizacién convexa para estudiarlo y lo convierte en un problema dificil de estudiar.

En la década de 1940, Kantorovich propuso una formulacién mas laxa del problema de transporte éptimo
que tiene la ventaja de ser un problema de optimizacién convexa. Esta se basa en la biisqueda de planes de
transporte Optimo en vez de aplicaciones de transporte dptimo. Para la formalizacién de los planes de transporte
optimo se emplean distribuciones conjuntas en un espacio producto. Esta nueva perspectiva del problema inicial
permitié el desarrollo de una teoria muy potente llegdndose a dar solucién al problema de Monge en el caso
del coste cuadrético en R™. El transporte éptimo ha tenido repercusiones importantes en dreas de la economia,
logistica y recientemente en aprendizaje automdtico. La aplicacion del problema a este sector en particular se
debe a la distancia de Wasserstein, la cual se define como un coste de transporte 6ptimo. Su utilidad radica en
que permite comparar dos probabilidades. Esta situacién ocurre con mucha frecuencia porque los datos de un
modelo de aprendizaje pueden ser descritos por una probabilidad con soporte finito. La medida de discrepancia
entre dos probabilidades que proporciona la distancia de Wasserstein es heredada del espacio subyacente en el
que estdn definidas estas. Como se detallard en el trabajo, esta distancia tiene en cuenta la localizacién de las
probabilidades y proporciona ventajas frente a otras medidas de discrepancia.

El problema de transporte éptimo pese a ser un problema de optimizacién lineal es costoso de resolver en
el caso general y en su formulacion discreta es un problema de programacién lineal para el cual no se tienen
algoritmos con capacidad de computacién adecuada para aplicaciones de tamafio moderado. En este contexto,
se plantea la introduccién de una regularizacion entrépica a la formulacién de Kantorovich con el fin de obtener
un problema de optimizacidén estrictamente convexo. Esta penalizacién entrépica a pesar de alterar el valor del
coste de transporte entrépico, permite establecer resultados de unicidad. En el caso discreto se pueden apreciar
atn mas las ventajas de esta modificacion, ya que permiten la obtencion de la solucién dptima mediante un
método iterativo de punto fijo facil de implementar. Este es el Algoritmo de Sinkhorn, el cual es responsable de
la creciente popularidad del transporte entropico en aplicaciones de aprendizaje automatico. Esto se debe a que
es una algoritmo paralelizable que solamente efectiia productos matriciales y operaciones elementales sobre
vectores. Su uso ha permitido el empleo del coste de transporte 6ptimo y la distancia de Wasserstein como
funcién de pérdida en numerosas aplicaciones como el tratamiento de imagenes.

En este trabajo se va a recorrer las distintas formulaciones del problema de transporte éptimo empezando
por el enfoque de Monge. Seguidamente se expondra la formulacién de Kantorovich la cual resulta ser la ade-
cuada para el estudio de la teoria de transporte 6ptimo. Se analizaran las principales propiedades del problema
de transporte 6ptimo y se dard la definicion de la distancia de Wasserstein. Esta es la que da nombre a los
espacios de Wasserstein, los cuales son espacios métricos que transportan la distancia del espacio subyacente a
distancias entre probabilidades.

El segundo capitulo del trabajo se centra en el estudio en el transporte entrépico. En €l se demostrardn los
resultados principales de la teoria y se describird la relacion de este con el transporte Optimo. Se probard la
existencia y unicidad del plan de transporte entrdpico y se introducird la distancia de Wasserstein regularizada.
Esta no sera mas que la distancia de Wasserstein usual a la que se le sumard un término que jugard un papel de
penalizacién entrépica. La importancia de esta distancia regularizada se verd en los capitulos posteriores.

En el Capitulo [3]se detallarn las propiedades del transporte entrépico en el caso discreto y se profundizara
en el Algoritmo de Sinkhorn probando su convergencia. La descomposicion de la solucién éptima del problema
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de transporte entrdpico discreto tendrd especial relevancia en el cdlculo efectivo de esta como en los resultados
de diferenciabilidad que se daran al final del capitulo. En ellos, se estudiara la regularidad del coste de transporte
entrépico discreto respecto de cada uno de sus argumentos, lo que serd esencial para la implementacién de
métodos de minimizacion basados en el Algoritmo de Descenso de gradiente.

En el tdltimo capitulo se empleard el marco de los espacios de Wasserstein para el estudio de varios pro-
blemas variacionales, los cuales se formulan en relacién a un coste de transporte ptimo. La estrategia que se
seguird con el fin de simplificar los problemas serd considerar una version regularizada de ellos y una confi-
guracion discreta. De esta manera, se obtendrdn problemas que podrin ser estudiados con las técnicas que se
han introducido en el Capitulo [3] Un paso necesario para el empleo de las simplificaciones propuestas serd la
discretizacion de probabilidades. En este trabajo se expondran dos esquemas que permiten trabajar con una
aproximacion discreta de una probabilidad continua y se probard su comportamiento asintético. En particular,
se introducird la discretizacién Euleriana y la Lagrangiana, las cuales aportaran un enfoque distinto a cada uno
los distintos problemas variacionales que consideraremos.



Capitulo 1

Transporte Optimo

En esta seccién se va a introducir el problema de transporte 6ptimo en su formulacién propuesta por Monge
y se estudiard la relajacion del problema introducida por Kantorovich. La segunda formulacién resuelve las
dificultades que aparecen en el planteamiento de Monge.

En esta seccidn se empleard X', ) para denotar dos espacios medibles arbitrarios y se seguird el Capitulo 4
de [4].

1.1. Motivacion

Se tiene un recurso que se quiere transportar en su totalidad desde una serie de origenes hasta unos destinos
de forma que se supla la demanda de este recurso en cada uno de estos destinos. Se asume que la cantidad total
de recurso que se debe transportar es igual a la demanda total y que toda la cantidad del recurso disponible en
un origen debe ser transportada a un unico destino. El coste de transporte de una unidad de recurso depende
del origen y el destino y viene dado por una funcién de coste c. El problema de transporte éptimo surge de
encontrar el plan de transporte que minimice el coste total.

Se puede llevar una cabo una simplificacién del problema suponiendo que la cantidad total de recurso
que se debe transportar es 1 escalando las unidades. De esta forma se puede entender la disposicién inicial
del recurso como una distribucién de probabilidad con soporte finito. De igual forma, la demanda del recurso
en los destinos se puede ver como otra distribucion de probabilidad con soporte finito. Entonces el problema
planteado consiste en transportar una probabilidad en otra de forma que el coste del transporte sea minimo en
el sentido detallado anteriormente.

1.2. Formulacion de Monge

En primer lugar se va a dar una definicion que de sentido al concepto de transportar una probabilidad de
un espacio X’ a otro ) por una aplicaciéon 7' : X — ). Esta no es mds que la ley inducida por T, la cual asigna
medida a conjuntos de ).

Definicion 1.2.1. Sea « € P(X) yseaT : X — Y una aplicacién medible. La ley inducida por 7', que
denotaremos por T, estd dada por

Tya(A) = (T HA)) = a({z : T(z) € A}).



En los textos del dmbito del Transporte Optimo es comiin emplear el término probabilidad pushforward para
referirse a Ty v

Es sencillo comprobar que 7%« define una probabilidad en ) a partir de las propiedades de las imdgenes
inversas de una aplicacién. Evidentemente Tz«(A) > 0 para cada A medible. Ademas, se satisface T ()) =
ao(T7H(Y) =a(X) =1y

Ty (Z An) =« (T—l <Z An>> =a (Z 7! (An)> = Za(T—l<An)) = ZT#Q(An)_

Con la notacién que hemos introducido podemos formular el problema de transporte 6ptimo en le caso
general sin restringirnos a probabilidades con soporte finito.

Definiciéon 1.2.2 (Formulacién de Monge del problema de transporte 6ptimo). Sean o € P(X), 5 € P(Y)y
¢: X x)Y — [0,00] una funcién de coste medible. El problema de transporte 6ptimo de Monge se formula
como el siguiente problema de optimizacién

nt {/Xxyc(x,T(x))da(x)} (1

donde T': X — ) es una aplicacién medible.

Podemos ver que el problema definido en [I.2.2] abarca la situacion que se ha planteado en la motivacion

inicial. Dado la situacién descrita en la seccidn se toma X = {xi1,...,z,} el conjunto de origenes,
Y = {y1,...,Ym} el conjunto de destinos, & = > | a,0,, la distribucién inicial del recurso que se quiere

transportar y 5 = » " | by, 0y, la demanda del recurso que se quiere suplir. Se debe satisfacer
n m
San=1y > b=
i=1 i=1

para que o y 3 definan dos probabilidades en X e ) respectivamente. Se debe interpretar a; como la proporcién
de recurso que se encuentra en el origen x; y b; se debe entender como la proporcién de recurso que se demanda
en el destino y;. Consideramos la funcién de coste del transporte ¢ : X x Y — [0, oo] dada por c(z;,y;) =
¢ij > 0, donde ¢; ; es el coste del transporte de una unidad de recurso desde el origen x; hasta el destino y;.
Con esta notacidn el problema de transporte 6ptimo en la formulacién de Monge se escribe

Tigiﬁ {/Xxy C(J,‘, T(LU)) da(x)} = T;;Iolcf:ﬁ {Z cmi,T(mi)} (1.2)

i=1

donde la restriccién Ty = 3 es equivalente a b; = B(y;) = (T (y;)) = ZT(xi):yj a;.

La expresion (I.2)) permite comprobar que la formulacién obtenida coincide con la del problema inicial. En
este sentido, la formulacién de Monge generaliza el problema de transporte admitiendo que las distribuciones
iniciales y finales tengan soporte infinito.

Observacion 1. El problema de transporte 6ptimo en la formulacién de Monge no es un problema de opti-
mizacién convexa ya que en general la funcidn objetivo no es convexa. Este hecho dificulta la resolucion del
problema que ademads puede no ser factible.



Podemos ver un ejemplo de esta situacion si consideramos el siguiente problema de transporte: Tomamos
un espacio unipuntual X = {z} y un espacio ) = {y1,y2} formado por dos puntos. Denotamos por « a la
probabilidad sobre X' que asigna masa 1 al punto x, y consideramos la probabilidad 5 que asigna masa % a
cada punto de ). Podemos notar que para cualquier aplicacién 7" entre X' e ) la ley inducida sobre ) asigna
probabilidad 1 al punto y; o bien al punto y». Por lo tanto, se tiene Tuc # 3 para cada 1"y en consecuencia el

problema de transporte 6ptimo en la formulacién de Monge no es factible.

1.3. Relajacion de Kantorovich

En esta seccién se va a introducir una formulacién del problema del transporte 6ptimo que fue propuesta por
Kantorovich. Este nuevo planteamiento surge como alternativa al que propuso Monge para evitar los problemas
que hemos destacado en la ObservacionI] La formulacién que vamos a desarrollar transforma el problema de
transporte éptimo en un problema de optimizacién convexa lo que asegura la existencia de soluciones.

El éxito de la formulacién de Kantorovich del problema de transporte 6ptimo radica en considerar planes de
transporte 6ptimo en vez de aplicaciones de transporte Optimo. Es decir, si estudiamos el problema propuesto
en la motivacion inicial, podemos admitir que se transporten recursos a mds de un destino desde un mismo
origen. De esta forma, el conjunto en el cual debemos minimizar el coste es el conjunto de planes de transporte.
Formalizamos este concepto en la siguiente definicion.

Definicién 1.3.1. Sean o € P(X), 3 € P(Y). Consideramos las proyecciones Py y Py sobre la primera y la
segunda componente respectivamente. Denotamos por

(e, B) = {m € P(X x V) : (Px)ym = ay (Py)gr = B}

al conjunto de las probabilidades en el espacio producto X x ) con distribuciones marginales « y 3 respecti-
vamente. Cada uno de sus elementos se denomina plan de transporte entre o y 3.

Definicién 1.3.2 (Relajacion de Kantorovich). Sean o € P(X)y 8 € P()) dos probabilidades y sea ¢ :
X x Y — RU {oco} una funcién de coste medible. Se dice que

Lol ) tuf / o(x,y) dn(z,y) (1.3)
WEH(O‘75) XXy

es el coste de transporte 6ptimo.

Se van a desarrollar una serie de resultados que van a permitir probar, bajo ciertas condiciones muy genera-
les, que el inferior de la expresion es en realidad un minimo y que por lo tanto existe el plan de transporte
optimo. Recordamos que un espacio topolégico X’ se dice que es polaco si existe una distancia d en X' que
induce la topologia y (X, d) es un espacio métrico completo y separable. Un ejemplo de espacio polaco es
R™. En los espacios polacos es valido el Teorema de Porkhorov el cual se va a emplear en la demostracion de
varios resultados de la seccion. En el apéndice se enuncia este teorema junto con un resumen de conceptos y
propiedades relativas a la convergencia débil.

Lema 1.3.1. Sean X e ) espacios polacos y sean o € P(X) y 8 € P(Y) dos probabilidades. El conjunto de
distribuciones conjuntas con marginales o'y 3, II(«, /3), es cerrado para la topologia débil.

Demostracion. Sea {my};—, una sucesion de II(c, ) que converge débilmente a 7. Para cada k > 1 se tiene
que

/X RCILCE /X f(z) doz)
/ oy) dmy () = / 9(y) dB(y)
xxYy Yy



para cada f € Cy(X) y g € Cp()). Tomando limites en estas expresiones podemos deducir que

/ f@)dn(e,y) = tm [ f(@)dm(z,y) = / f(z) daz)
XxY X

k—o0 X XY

/ o) dn(z,y) = m | gly) dmy(ay) = / 9(y) dB(y)
XY Yy

k—o0 XxY

para cada f € Cy(X) y g € Cp(Y). Sea A C X un conjunto medible. Podemos tomar una sucesion creciente
{fx}72, de funciones continuas y acotadas en X que converge puntualmente a la funcién indicatriz de A (ver
la Proposicion[A.0.2). Entonces por el Teorema de la convergencia mondtona se tiene que

T(AxY) = / dm(X,y) = lim fr(x)dn(x,y)

AxY k—o00 xxY
— i [ fi(@)da(e) = [ da() =a(4)

De forma andloga se puede comprobar que (X x B) = ((B) para cada subconjunto B C ) medible. En
consecuencia, 7 € II(«, 8) y por lo tanto este conjunto es cerrado. O

Lema 1.3.2. Sean X e ) espacios polacos y sean P C P(X)y Q C P(Y) dos familias ajustadas. Entonces,
el conjunto
H(P, Q) = {71' € P(X X y) : (P,y)#ﬂ' cePy (Py)#ﬂ' S Q}

de todas las distribuciones conjuntas con marginales en Py Q es ajustado en P(X x ).

Demostracion. Fijamos un e > 0. Por ser Py Q ajustados, existen subconjuntos compactos K. C X'y L. C Y
tales que

WANE) <SSy v\L) <
paracadap € Pyv € Q. Seaw € II(P, Q) una distribucién con marginales n € Py v € Q. Se tiene que
(XX D)\ (K x Le) € (X \ Ko x Y) U (X x (V) L))
y por lo tanto
m(( % V) \ (Ke x Le)) < w((X\ Ke) x V) 4 w(X x (P L)) = p(X \ Ke) +v(V\ L) <.

El conjunto K x L. es compacto por ser producto de compactos con lo que se prueba que II(P, Q) es ajustado.
O

Definicién 1.3.3. Sean X" un espacio polacoy zg € X. Sea f : X — R una funcién.

1. Se dice que f es superiormente semicontinua en ¢ si limsup f(z) < f(zo) .
T—TQ

2. Se dice que f es inferiormente semicontinua en xq si liminf f(xz) > f(x0) .
T—T0

Se dice que f es es superiormente (inferiormente resp.) semicontinua si f es es superiormente (inferiormente
resp.) semicontinua en xg para cada xg € X.

Lema 1.3.3. Sean X’ e ) espacios polacos. Sean h : X x Y — R U {—o0o} una funcién superiormente
semicontinuay ¢ : X x Y — R U {oo} una funcién de coste inferiormente semicontinua tal que 7 < c. Sea
{7k }32, una sucesién en P(X x )) que converge débilmente a m € P(X x ). Si se verifica que

he ()L m) N L) / hey) dena,y) S [ hley) dr(a,y),
ol XXY XXY



entonces se satisface

k—o00

/ c(z,y)dr(z,y) < h’minf/ c(z,y) dmi(x, y). (1.4)
xxY AxY

Demostracion. La condiciéon h < c¢ nos permite trabajar con ¢ — h la cual es una funcién no negativa inte-
riormente semicontinua. Por el Teorema sabemos que existe una sucesion creciente {c; };=; de funciones
continuas no negativas y acotadas que convergen puntualmente a ¢ — h. Por el Teorema de la convergencia
mondétona y por definicién de convergencia débil se tienen las siguientes igualdades:

/Xxy(c— h)(z,y)dr(z,y) = lim c(x,y)dr(z,y) = lim (h’m /Xxycl(:n,y) dﬂ'k(l‘,y)> (1.5)

l—o0 XXy l—o0o0 \ k—o0

Ademéds, para cadal > 1 se tiene que ¢; < ¢ — h, de lo que se deduce

/ c(z,y)dmg(x,y) < / (c—h)(z,y)drg(x,y).
XY

XxY

Tomando limites en la desigualdad anterior se deduce que

lim c(z,y)dmi(x,y) < lim inf/ (¢ — h)(z,y) drg(z,y)
XxY

k—o0 X XY k—o0

para cadal > 1y en consecuencia tomando el limite cuando [ tiende a infinito se obtiene

lim <lim / c(x,y) dﬂ'k(m,y)) < liminf/ (¢ — h)(z,y) drg(z,y). (1.6)
l=o00 \k—oo Jxxy k—oo Jxxy

Las desigualdades (1.3) y (I.6) permiten deducir que

/cdﬂ'—/thr:/(c—h)dﬂ'§h’minf/(c—h)d7rkzliminf </cd7rk—/hdﬂ'k>
k—ro00 k—ro00
< liminf </cd7rk> — lim </hdﬂ'k) < lim inf (/cdrrk> — /hdw
k—o0 k—o0 k—o0

de donde se concluye el resultado. O

Los Lemas previos nos permiten probar el siguiente resultado el cual asegura la existencia de un plan de
transporte 6ptimo, lo que destaca las ventajas de la formulaciéon de Kantorovich frente a la formulacién de
Monge del problema de transporte éptimo.

Teorema 1.3.4 (Existencia del plan de transporte 6ptimo). Sean X e ) espacios polacos y sean o € P(X) y
B € P(Y) dos probabilidades. Sean a : X — RU{—oc0} yb: Y — RU{—00} dos funciones superiormente
semicontinuas tales que a € L' (o)) yb € L}(B). Sea c : X xY — RU{co} una funcion de coste inferiormente
semicontinua tal que a(x) + b(z) < c¢(x,y) para cada (x,y) € X x Y. Entonces existe my € Il(«, 5) que
minimiza la expresion (1.3).

Demostracion. En primer lugar, vamos a probar que en las condiciones dadas existe el infimo definido en la
expresion (1.3). Sea a ® ( 1a medida producto de o y . Podemos ver que a ® (8 € II(a, 3) ya que esta medida
satisface la condicion de las probabilidades marginales. Por lo tanto el conjunto

{/ clz,y)dn(z,y) : w€ H(a,ﬂ)} (1.7)
X xY
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es no vacio. Para probar que existe el infimo del conjunto basta ver que este conjunto estd acotado inferiormente.
Dada 7 € II(«, B), se satisface

/X el in(ey) > /X ole) + by)dn(e. ) = /X o(z) dodz) + /y b(y) dB(y).

El término [, a(x) da(z)+ fy b(y) dB(y) es un niimero real ya que a € L'(X)yb € L'()). En consecuencia
existe el inferior de (1.7).

Para probar que el minimo de se alcanza, consideramos los subconjuntos {a} C P(X)y {5} C P(Y).
Por ser X' e ) espacios polacos, se tiene que los subconjuntos considerados son ajustados en P(X) y P(Y)
respectivamente. Por el Lemal(l.3.2)podemos deducir que II(c, 3) es ajustado en P (X x )) de lo que deducimos
que es precompacto en P(X x )) por el Teorema de Prokhorov. Es decir, su adherencia en P(X x )) es
compacta para la topologia débil. Por el Lema[I.3.T]deducimos que el conjunto de distribuciones conjuntas con
marginales . y 3 coincide con su adherencia y por lo tanto es compacto para la topologia débil.

Sea {mj, }72, una sucesién de P(c, 3) parala cual | ¢dm, converge al inferior de (I.7). Por la compacidad
de P(a, B) podemos extraer una subsucesion 7, de {m}7—; convergente débilmente a 79 € P(«, j3). To-
mando h(z,y) = a(x) 4+ b(y) podemos comprobar que h es superiormente semicontinua 'y h < c¢. Ademds, se
verifica que h € L' (7, ) y h € L (o) ya que

/Xxyhdmgn z/XXy(a(x)er(y))dwkn :/Xada+/ybdﬁ
/XxyhdﬂoZ/Xxy(a(x)—l-b(y))dwo:/)(ada+/))bdﬁ

Entonces, por el Lema[I.3.3]se tiene que

/ c(z,y) dmo(z,y) < lim inf/ c(z,y) dmy, (z,y) = lim c(z,y) dm(z,y) = Le(ov, B).
XY n—oo Jxxy k—oo Jxxy
En consecuencia, el minimo se alcanza en 7. L]

1.4. Distancia de Wasserstein

En esta seccion se va a introducir una distancia entre probabilidades de un mismo espacio X. Esta goza de
buenas propiedades lo que la hacen ser una buena forma candidata para comparar distribuciones en contextos
de aprendizaje automdtico y tratamiento de imédgenes.

Definicion 1.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo y separable y sean o € P(X) y p > 1. Decimos que

/ d(z,zo)? da(z) (1.8)
X

es el momento de orden p de « respecto del punto zg € X. Decimos que una probabilidad « tiene momento de
orden p finito si la integral (1.8)) es finita para algin x¢p € A'. Denotaremos por

Pp(X) ={a € P(X) : a tiene momento de orden p finito}
al subconjunto de probabilidades en X con momento de orden p finito.

Proposicion 1.4.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo y separable y seap > 1. Sea o € Pp(X). Entonces,
para cada y € X la integral

| ey dao

es finita.
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Demostracion. Dado que « tiene momento de orden p finito, existe 2o € X’ tal que la integral [, d(z, z)? da(x)
es finita. Aplicando la desigualdad

d(x,y)? < 2071 (d(w, 20)? + d(wo,y)") (1.9)

se concluye que

/ d(z,y)P doz) < / 1 (d(x, 20)? + (0, y)P) da(z)
X

X
= 27’_1/ d(z, zo)? da(x) + 2p—1d($0,y)p/ do(z) < oo.
X X
O

Observacion 2. Fijado un xy € X arbitrario basta comprobar si la integral (I.8) es finita para probar si « €
P(X) tiene momento de orden p finito.

Incluimos un lema que nos va a ser til para probar que la distancia de Wasserstein satisface la desigualdad
triangular.

Lema 1.4.1 (Lema de pegado). Sean X, Xy y X3 tres espacios polacos y p; € P(A;) tres probabilidades.
Consideramos las proyecciones sobre las dos primeras componentes y sobre las dos dltimas componentes del
espacio producto X; x Xy x Aj3:

Py xx,(x1,22,23) = (z1,22) Y Pryxas(z1,22,23) = (22, 23).

Supongamos que se tienen ;2 € II(p1, p12) y w23 € II(p2, 13). Entonces existe una distribucién 7y 23 €
P(X1 x Xy x Xs3) tal que

(Pryxay)#m23 =712 Y (Pryxas)#T123 = T2 3.
Demostracion. El argumento que se emplea en la demostracion del lema se puede encontrar en [4, Chap.1]. [
Proposicion 1.4.2. Sea (X, d) un espacio métrico completo y separable y sea p > 1. La expresion

Wy(a, B) = ( inf / d(xz,y)? dﬂ'(iL’,lj)) ’ (1.10)
XXX

mell(a,B)

define una distancia en Pp(X).

Demostracion. En primer lugar podemos ver que si tomamos como funcién de coste

c(x,y) = d(z,y)",

podemos escribir Wy, (a, )P = L.(a, 5). Dado que la distancia entre dos puntos es no negativa, se tiene que ¢
es no negativa y por el Teorema [I.3.4] podemos concluir que existe una distribucién conjunta 7 en X x X con
marginales a y [ tal que

/ d(z,y)? dm = Wpy(e, B)?.
XXX
Veamos que W), («, /3) es finito si «, § tienen momentos de orden p finitos, es decir, si

/ d(z,z0)P da(z) < 0o 'y / d(z,zo)? dp(x)
X X
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para un zy € X arbitrario. Consideramos una distribucién conjunta = € II(«, 3). Aplicando la desigualdad
(T.9) obtenemos

WE(a, B) < /X |y dney) < /X L (d(x, z0)? + d(z0, y)?) dr(z, )

<o ([ atwaop o)+ [ iy asw) <.

Solo falta probar que )V, define una distancia en P,(X’). Para ello consideramos c, 3 dos probabilidades en X
con momentos de orden p finitos.

= Resulta sencillo comprobar que W, (a, ) > 0 por ser la funcion de coste no negativa. Ademds, si
Wp(e, B) = 0, consideramos 7 € II(c, #) en la que se alcanza el minimo de (I.7). Se tiene que

W(a, B)P = /X d(ag)dn =0

de donde se deduce que d(z,y)? = 0 m-c.s. Es decir, el conjunto {(z,y) € X x X : = # y} tiene
probabilidad nula. Por lo tanto, toda la masa de la probabilidad 7 estd concentrada en la diagonal A =
{(z,x) : x € X} de X x X. Entonces para cada A C X medible se tiene

a(A) =1m(AxX)=71(AxX)NA)=7((X x A)NA)=7(X x A) = B(A),
de donde se deduce que o = 5.

= Consideramos la aplicaciéon medible 7' : X x X — X x X dada por T'(z,y) = (y,x). Se tiene
que la aplicacién Ty : II(o, B) — II(3, @) es biyectiva. Es facil, comprobar este hecho notando que
Ty(Tym) = .

Ademis, dado 7 € II(«, ) se tiene que
/ d(z, y)? dr(z,y) =/ d(T(x,y))" dm(z,y) =/ d(x, y)? d(Tym)(x, y)
AxX AxX XxX

puesto que doT' = d. De esta forma, el minimo de (I.7)) es el mismo cuando 7 recorre II(«, 3) y II(3, ).
En consecuencia, WV, es una funcién simétrica.

= Para probar la desigualdad triangular tomamos y € P,(X’). Consideramos las distribuciones conjuntas
71,2, en la que se alcanza el minimo de en II(c,7), y m2.3, en la que se alcanza el minimo de
en II(v, ). En estas condiciones y por ser X un espacio polaco, podemos aplicar el Lema de pegado
(T.4.T) que nos asegura la existencia de

m,2,3 € PX x X xX)

que satisface
(P )#m23 =712 Y (Pryxxs)#m23 = mo3.

Consideramos la distribucién conjunta 7 3 € P(a, 5) dada por

1,3 = (Pxxx3) #7123
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donde Py, x v, denota la proyeccion sobre la primera y tltima componente. Entonces, aplicando la des-
igualdad de Minkowski se tiene que

Wp(a, ) < (/Xxx d(z,y)” dWl,:ﬂ(%@/)) = (/XMX/Y d(z,y)” d71,2,3(ﬂ?,z,y))

([ (@es) s dearinan)

1 1
p P
(/ d(z,z)P d7T1,2,3($7Z,y)) + (/ d(z,y)? d7T1,2,3($7Z,y)>
AXXXX AXXXX

- </X><X d(z, z)? dm o(z, Z>> % + (/XXX d(z,y)? dma3(z, y)) 5

= Wp(a’ ’Y) + Wp(% B)

RS

3 =

IN

IN

O]

Definicion 1.4.2. Sea (X, d) un espacio métrico completo y separable y sea p > 1. Decimos que W, es la
distancia p de Wasserstein.

Observacion 3. Podemos notar que si consideramos «, 3, € P(X) arbitrarias sin que necesariamente tengan
momentos de orden p finitos, se sigue satisfaciendo:

» Wy(a,8) >0y Wy(a,5) =0 siysolosia=f
- Wp(&,ﬁ) = Wp(ﬁva)
- Wp(a76) S Wp(avfy) + Wp(77/8)

entendiendo estas expresiones en el contexto de R U {oo}. Esto se debe a que todos los argumentos que se han
utilizado en la prueba de la Proposicién[I.4.2]son vélidos por ser la funcién de coste una funcion positiva.

La distancia de Wasserstein transporta la distancia d desde el X al espacio de distribuciones en X, es
decir, tiene en cuenta la localizacion de las probabilidades. Por ejemplo, si tomamos dos puntos xg,yp € X'y
consideramos las probabilidades d;, y d,, que concentran toda la masa en cada uno de estos puntos, podemos
comprobar que la distancia p de Wasserstein entre ellas es

Wp (x5 0ye) = d(z0,%0) .11

para cualquier p > 1. Esta afirmacion se comprueba facilmente notando que 11(d,, 6y,) = {5(‘,,30%)} y por lo
tanto
min / d(z,y)? dr(z,y) = / d(x,y)” db(zg o) (2, y) = d(z0, y0)"-
7€M (0ug:0yq) J X x X XXX

Esta observacién nos permite sumergir X en Pp(X) de forma isométrica asociando a cada punto z € X la
probabilidad §,. Esta propiedad dota a la distancia de Wasserstein de un sentido fisico, el cual es una de las
causas por las que es una buena medida para comparar distribuciones en aplicaciones como la modificacién de
imagenes.

En el caso particular en el que X = R", la distancia 2 de Wasserstein goza de buenas propiedades, una de
ellas es que podemos obtener la distancia de Wasserstein entre dos probabilidades a partir de las probabilidades
centradas.
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Proposicion 1.4.3. Sean «, 5 dos probabilidades en R™ con momentos de orden 2 finitos. Denotamos por my,
y mg a los vectores de medias de o'y 3 respectivamente y consideramos & = o —m, y f = 3 — mg las
probabilidades centradas. Entonces, se tiene que

Wi (a, B) = W3 (&, B) + |mq — mg][3. (1.12)

Demostracion. Consideramos la translacion 7(m,, m,) de R" x R™ dada por

T(ma,mg)(xay) - (X,Y) - (moc7 mﬁ)

Podemos comprobar que la aplicacion 7 — (7(m,, mj))#™ €s una biyeccién entre Il(c, 3) y II(a, (): tomando
A, B C R" medibles podemos ver que

(T(ma,mp))# ™) (A X R") = 7(T(_m,,—my) (A X R")) = 7((A —mg) x R") = a(A —m,) = a(4),

(Tmams) )™ (R™ X B) = (T(m,,—my) (R" x B)) = 7(R" x (B —mg)) = 5(B — ms) = 5(B).

Denotamos por 7(_m,, —mg) @ la inversa de 7(y,, m,), 1a cual también es una translacién. Ademads, se tiene que
la aplicacion ™ — (7(_m,,—m))#™ es lainversa de (T(m, mg))# (). En consecuencia, se tiene que

WE(@,6) = min_ / e — yl3 dn(z,y)
rell(a,B) JR? xR®

{ 2
= min €Xr — d T T x7 '
WGH(a,ﬁ) /R"XR" || yH2 ( (ma,mg))# ( y)

Podemos desarrollar la dltima integral de la siguiente manera

/ 1 = 12 AT ) )27 (2 9) = / Iz — ) — (mq — my) |2 dr(z, y)
=/Hx—yu%+ e — ms2 — 2(z — y, ma — mg) dr(z,y).

Notando que [ —2(x — y, m, — mg) dr(x,y) = —2([(z — y) dr(z,y), m, — mg) y que

[@-vin.y = [cdat@) - [2d5() =mq - m;

se deduce el resultado. O

La féormula (I.12), que relaciona la distancia 2 de Wasserstein entre dos probabilidades y la distancia 2 de
Wasserstein entre estas probabilidades centradas, pone en manifiesto la capacidad de esta distancia para detectar
la diferencia de localizacién de dos probabilidades. Cuanto mayor sea la distancia entre los centros de gravedad
de dos probabilidades en R™, mayor serd la ditancia 2 de Wasserstein entre ellas.

A continuacién se van a enunciar 3 resultados relativos a la distancia de Wasserstein. En los dos primeros,
se caracteriza la convergencia en P,(X’) con la distancia W, y se analiza la topologia de este espacio métrico.
En el tercer resultado, se relaciona la distancia 2 de Wasserstein con el problema de transporte 6ptimo en la
formulacién de Monge.

Teorema 1.4.2 (Convergencia en Py (X)). Sea (X, d) un espacio métrico completo y separable y sean { o, } 7=
una sucesion en Py(X) y o € Pp(X) para p > 1. Consideramos un punto xy € X arbitrario. Entonces, son
equivalentes

I o, = a y /Xd(:v,xo)p dog(r) — /Xd(:):,xo)p do(x)
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2. Wy(ag,a) — 0.

Demostracion. La prueba del teorema se encuentra en [4, Thm.6.9] ]

Observacion 4. En las condiciones del Teorema|l.4.2| podemos ver que para cada y € X se tiene la convergen-
cia de los momentos de orden p

/ d(z,y)? dag(x) —>/ d(z,y)? da(x).
X X

Teorema 1.4.3. Sea (X, d) un espacio métrico completo y separable y sea p > 1. Entonces Pp(X) es un
espacio métrico completo y separable.

Demostracion. La prueba del teorema se encuentra en [4, Thm.6.18] O

Teorema 1.4.4 (Existencia de la aplicacion de transporte 6ptimo). Sean «, 3 dos probabilidades en R™ tales
que o no da probabilidad a subespacios de dimension menor o igual a n—1. Entonces existe una tinica solucion
al problema de transporte éptimo (1.3) con funcion de coste

c(z,y) = llo —yli3

la cual es de la forma 7 = (Id,T)yo para una cierta aplicacion T : R"™ — R™. Esta aplicacion es iinica y
esta caracterizada por ser el gradiente de una funcion convexa o, es decir, T' = V.

Demostracion. La demostracion del teorema se puede encontrar en [4, Thm.9.4]. También se puede encontrar
una prueba alternativa del resultado en [35]. O

Observacion 5. El Teorema [1.4.4]indica que la distancia 2 de Wasserstein entre dos probabilidades o, 3 que
satisfagan las hipdtesis del teorema se escribe

1
3
Wata,5) = ([ lle = T(@) B date)
donde T es la aplicacién de Monge.

El Teorema proporciona un caso muy general en el que existe la aplicacién de transporte 6ptimo. Se
trata de un resultado de gran importancia ya que en numerosas aplicaciones del problema transporte éptimo se
presenta la situacion descrita en este teorema.

Observacion 6. Un caso particular en el que se aplica este resultado se tiene tomando dos probabilidades
a, € P2(R) tal que « tiene funcién de distribucién continua. Por el Teorema sabemos que existe la
aplicacién de transporte 6ptimo de Monge 7" entre o y 3, ya que « no da masa a puntos. La caracterizacién
que se ha dado de T en el teorema y la estructura de las funciones convexas en la recta real permiten deducir la
expresion de la aplicacion de transporte éptimo:

T:Fﬂ’loFa (1.13)

donde Fy, es la funcién de distribucién de o'y FB_ ! es 1a funcién cuantil de 3. Este resultado es consecuencia

de [6, Thm.2.9]: basta considerar la funcién estrictamente convexa h(z) = 2°.

Segin se ha comprobado a lo largo del capitulo, la formulacién de Kantorovich es adecuada para el estudio
del transporte 6ptimo. Ademds, se ha visto la equivalencia de esta formulacién con la de Monge en una situacién
especifica. Por este motivo, podria parecer conveniente emplear la distancia de Wasserstein para aplicaciones
del area del aprendizaje automético como medida de similitud de dos distribuciones. En estos casos précticos,
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se trabaja con distribuciones de probabilidad discretas donde el nimero de puntos del soporte es finito, la
cual es una restriccién propia del empleo de métodos numéricos. En el Capitulo [3] se estudiard el célculo del
coste optimo en el caso discreto en la formulacién de Kantorovich, el cual se corresponde con la resolucién
de un problema de programacién lineal. Aqui surge el principal problema del enfoque de Kantorovich: los
algoritmos convencionales para la obtencion de la solucién éptima de un problema de programacion lineal no
son lo suficientemente rdpidos y no se pueden emplear de forma efectiva cuando el tamafio del problema es
muy grande. Esta es la razén principal que motiva la introduccién de la regularizacién entrépica, la cual se va
a estudiar en el Capitulo 2]y sobre la cual se desarrollard un andlisis del caso discreto en el Capitulo 3]
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Capitulo 2

Regularizacion entropica

Este capitulo estd dedicado al estudio del problema de transporte entrépico, el cual surge de la introduccion
de una regularizacion o penalizacién entrépica al problema de transporte 6ptimo de Kantorovich. El factor de
regularizacién va a permitir controlar la penalizacién introducida pudiendo recuperar el problema de transporte
Optimo original disminuyendo el factor de regularizacién. Se va a estudiar las propiedades de esta formulacién
que posteriormente serdn relevantes en el caso discreto, el cual se analizard en el Capitulo [3] La referencia que
se ha empleado como base de este capitulo es [7].

Definicion 2.0.1. Sean Py R dos probabilidades sobre un espacio medible X. Si P es absolutamente continua
respecto de R (ver Apéndice [A), se define la divergencia de Kullback-Leibler

KL (P|R) —/Xlog (fl;(x)> dP(z) @2.1)

donde % (z) es la derivada de Radon-Nikodym de P respecto de R (ver Apéndice. Si P no es absolutamente
continua respecto de R, se define KL (P|R) = occ.
Proposicion 2.0.1. Sean P y R probabilidades sobre un espacio medible X. Entonces

KL(P|R) >0
v la igualdad se da si P = R.
Demostracion. En primer lugar, vamos a probar que la divergencia de Kullback-Leibler es positiva. Podemos
suponer que P es absolutamente continua respecto de R porque en caso contrario KL (P|R) = oo por defini-

cién. Consideramos la funcién convexa h(z) = zlog(z) para z > 0. Observamos que se satisface la siguiente
igualdad:

/X h (;”;(x)> dR(z) = /X (Z;(x)) log (3;@)) dR(z) = /X log <Z;(x)> AP(z).

Ademds, se tiene que [, 5 (z) dR(z) = [, dP(z) = 1, de lo que se deduce que h ([, 2= (z) dR(z)) = 0.
Por ser h una funcién convexa se deduce de la desigualdad de Jensen que

KL (P|R) = /Xh @2(3;)) dR(z) > h (/X ;LZ(:C) dR(a;)) —0.

Dado que h es estrictamente convexa, se da la igualdad si y solo si g—z(:v) es constante. Es decir, se da la

igualdad siy solo si P = R. O
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Proposicion 2.0.2. Sean P,(Q y R probabilidades sobre un espacio medible X tales que log(%(x)) € LY(P)
y Q ~ R. Entonces

KL(P|R) = KL(P|Q) + / log (jg( )> dP(z). 2.2)

Demostracion. Debemos entender la expresion (2.2) como una igualdad formal, en la que si el lado izquierdo
de la igualdad es oo entonces el lado derecho de la igualdad es co. Esta convencidn tiene sentido porque los
términos KL (P|R), KL (P|Q) son positivos y la integral de la derecha siempre es finita.

Supongamos que P no es absolutamente continua respecto de R. En esta situacion se tiene que KL (P|R) = oc.

Dado que @ y R son equivalentes, se deduce que P no es absolutamente continua respecto de () y por lo tanto
KL (P|Q) =

Supongamos que P es absolutamente continua respecto de R, entonces P es absolutamente continua respecto
de @ por ser () y R equivalentes. La entropia de P respecto de R se puede escribir

L(PiR) = [ 1og (@) ap@) = [ 1og (4o Ga@) ) aP(
/log (jQ( )) dP+/ log (flg( )) iP(z)
kL (PiQ)+ [ 10w (G20) ap(e)

O]

A continuacién se va a presentar el problema de transporte entrépico o problema de transporte 6ptimo
regularizado, que surge de afiadir una penalizacién a la formulacién de Kantorovich. Este término que se afiade
a la formulacién (1.3)) estd dado por una divergencia de Kullback-Leibler.

Definicién 2.0.2 (Regularizacién entrépica). Sean v € P(X) y f € P()) dos probabilidades. Sean ¢ :
X x Y — RU {oco} una funcién de coste y £ > 0.

L:(a, B) def. inf / c(x,y)dr(z,y) + e KL (7|a ® ) (2.3)
m€ll(a,8) Jxxy

Definicion 2.0.3. Sean o € P(X)y 8 € P(Y) dos probabilidades. Seac : X x Y — RU {oco} una funcién
de coste acotada inferiormente y £ > 0. Denotamos por K a la probabilidad del espacio producto dada por

dIC: _clzy)
W($7y) =Ae =

donde \™!' = [e = d(a® B).

Proposicion 2.0.3. Sean o € P(X)y B € P(Y) dos probabilidades y sea c : X x Y — RU {oo} una funcion
de coste acotada inferiormente. El problema de transporte dptimo entrépico (2.3)) se puede reformular como

Li(a, p) = WGIIII%EY B)EKL (m|Ke) + elog(N). (2.4)
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Demostracion. En virtud de la Proposicién[2.0.2] podemos escribir

dKC
cdr + eKL(7|la ® :/ cdmr + e KL(7|K. —l—E/ lo <E> dr
/Xxy (rlor®5) XxY (k) XxY 5 d(a® B)

:/ cdm + e KL(7|K;) +5/ log ()\6*5) dm
xxY XY

:/ cd7T+5KL(7rlCE)—/ cdm + elog(N)
XY XxY

= e KL(7|K;) + elog(A)
para una probabilidad 7 € II(cv, 3) que verifique ¢ € L' (), de donde se deduce la equivalencia. O

Observacion 7. La Proposicion[2.0.3nos proporciona una via para probar que en (2.3) se alcanza el minimo ba-
jo condiciones muy generales. Ademds, a partir de esta representacion y de la convexidad estricta del funcional
KL(-|K.), se va a poder probar que este minimo es tnico. Realmente se va a probar que

KL(- |K.) 2.5)

alcanza un dnico minimo en II(«a, 3), que es equivalente al resultado enunciado. Podemos observar que la
probabilidad que minimiza (2.5) también minimiza (2.3).

Lema 2.0.1. Sean o € P(X)y 8 € P()) dos probabilidades. El conjunto de distribuciones conjuntas con
marginales a y 3, II(a, 3), es convexo.

Demostracion. Sean pi,v € I(a, 5) y sea A € [0, 1]. Recordamos que si definimos
(1= N+ W) (M) = (1= Nu(M) + (M)

para cada M C X x ) medible, entonces ((1 — A\)u + Av) define una probabilidad en X' x ). Dados A C X
y B C Y medibles se tiene que

(1= N+ M) (A x V) = (1= NplA x V) + (A x V) = (1 — Na(A) + Aa(4) = a(A)
(1= A+ A)(X x B) = (1 = Mu(X x B) + Av(X x B) = (1— N)B(B) + \3(B) = B(B)

de donde se se concluye que ((1 — \)u + Av) pertenece a II(«, 53). O

A continuacién, se va a introducir la distancia en variacién total, la cual es una distancia en el conjunto de
probabilidades de un espacio medible X'. También enunciaremos la desigualdad de Pinsker ya que los empleare-
mos en los lemas posteriores. Esta desigualdad relaciona la distancia en variacion total entre dos probabilidades
con su entropia relativa.

Definicion 2.0.4. Sean P, () dos probabilidades sobre un espacio medible X'. La expresién

1P~ Qllzv =5 - sup [P(M) — Q(M)
McCXx

medible
define una distancia en P(X") acotada por 1 la cual se denomina distancia en variacion total.

Observacion 8. La convergencia en variacion total implica la convergencia débil en espacios polacos donde
se satisface el Teorema Portmanteau (Teorema : es sencillo comprobar que si lim ||P, — P|lry = 0,
n—oo

entonces lim P,(A) = P(A) y por lo tanto se verifica la condicién 6 del Teorema Portmanteau.
n—0o0
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Proposicion 2.0.4 (Desigualdad de Pinsker). Sean P, Q) dos probabilidades sobre un espacio medible X. La
distancia en variacion total entre Py () se acota por

1P~ Qllrv <\ 5KL(PIQ).

Demostracion. Se puede encontrar una prueba de la desigualdad en []]. O
Lema 2.0.2. Sean o € P(X)y S € P()) dos probabilidades. El conjunto de distribuciones conjuntas con

marginales a y 3, II(«a, ), es cerrado para la topologia de la convergencia en variacion total.

Demostracion. Sea {m, },>; una sucesion en II(«, #) que converge en variacion total a 7. Esto es

1
|7n —7llry ==+ sup |1 (M) — (M) —— 0.
2 M medible n—00

En particular para cada A C X' y B C )Y medibles se tiene que
[T (A X Y) —7(A X Y)| =|a(A) —7(A x )] — 0
| (X x B) — (X x B)| = |B(B) —n(X x B)| —— 0

n—oo

de donde se deduce que (A x V) = a(A) y 7(X x B) = B(B). Concluimos que 7 € II(«, 3) y por lo tanto
es cerrado. O

Proposicion 2.0.5. Sea R una probabilidad sobre X. El funcional
KL(-|R)

es inferiormente semicontinuo en el subespacio en el que es finito respecto a la convergencia débil.

Demostracion. La prueba de este resultado se encuentra en [9, Thm.1]. O]

Lema 2.0.3. Sea R una probabilidad sobre X'. El funcional
KL (-[R)

es estrictamente convexo en el subespacio en el que es finito. Es decir, si KL (P|R) < oo y KL(Q|R) < o'y
A € (0,1), entonces

KL ((1 - A)P + AQ|R) < (1 — \)KL (P|R) + AKL (Q|R).

Demostracion. Consideramos la funcién h(z) = zlog(z) la cual es estrictamente convexa ya que la segunda

derivada es estrictamente positiva:

1
h"(z) = 2> 0 Vz>0.

Sean Py () dos probabilidades tales que KL (P|R) < co y KL (Q|R) < coysea A € (0, 1). Podemos deducir

que existen las derivadas de Radon-Nikodym g—g y %. Por ser h estrictamente convexa se tiene que

h((px)ggﬂd@) :h<(1_k)§gﬂzg> <(1—/\)h(;l2> +Ah<j§>,
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de donde se deduce que

dP  dQ

KL((l—/\)P+>\Q|R):/}(h((l—)\)dRJr)\dR> dR

e [ (Y anon [ 4(22) an

=(1-XN)KL(P|R)+ XKL (Q|R).

Lema 2.0.4. Sea {P,,},°; una sucesion de probabilidades en X’ tal que el limite

lim KL(P,|R) = L
n—oo

existe y es finito. Sea P, ,, = %(Pm + P,) para cada par (m,n). Si liminf KL(P,,,,|R) > L, entonces la

,1M—00
sucesion { P, }.2 ; converge en variacion total.

Demostracion. En primer lugar, notamos que por ser KL ( - | R) convexo se tiene
KL(Pyn|R) < AKL (P, |R) + SKL (P, |R)

de lo que tomando limites superiores se deduce que lim sup KL(P,, ,|R) < L. Entonces se debe satisfacer
m,n— 00

lim KL(PpnlR) = L.

m,n—00

Podemos observar que P, ,, es absolutamente continua respecto de 12 para m y n suficientemente grandes y se
tiene

@) = § (G () + (@)

lo que nos permite desarrollar las siguientes divergencias

1 /dP,, dP, dP,,
KL (Py|R) = KL (Py| Povn log = dR,
(Pal) =KL (Pol P + [ o2 (5 (0 + G ) ) e ar
1 /dP,, dP, dP,
KL (P, =KL (P, |Pm.n 1 — dR.
(PR =KL (PP + [ 10 (5 (i + G ) ) G aR

Sumando las dos expresiones anteriores obtenemos la igualdad

KL(Pm|R) + KL(Pn|R) =KL (Pm|Pm,n) +KL (Pn|Pm,n) +

+ 2/ ] 1 dﬁ + @ 1 % + dﬁ dR
v 8\o\4r Tur ))2\dr T 4R
= KL (Pyu|Pon) + KL (Po| Prn) + 2KL (P | R) .

Tomando limites superiores en la expresion anterior obtenemos

2L = 2L + limsup KL (P, | Py ) + limsup KL (P, | Py )

m,n—00 m,n— 00
de lo que se deduce que lim KL (P, |Pp,) = lim KL (P,|P,,) = 0. Por la desigualdad de Pinsker
m,n—00 m,n—00

deducimos que

| P — Pl ———0
m,n— 00

HPn - Pm,n”TV — 0
m,n— 00
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Por la desigualdad triangular concluimos

||Pm - Pn”TV S ||Pm - m,nHTV + Hpm,n - PnHTV —— 0.
m,n—00

Luego hemos probado que la sucesién {P, },°; es de Cauchy y por lo tanto convergente ya que P(X) es
completo para la convergencia en variacion total. La prueba de este resultado se encuentra en la Proposicién

del Apéndice O

Teorema 2.0.5 (Existencia y unicidad del transporte entrépico). Sean X e ) espacios polacosy sean o € P(X)
y B € P(Y) dos probabilidades. Sean ¢ : X x Y — R U {oo} una funcion de coste acotada inferiormente tal
que ¢ € L' (a ® B) y e > 0. Entonces existe una tinica probabilidad o € (v, §) que minimiza la expresién

Z3).

Demostracion. En los Lemas y se ha probado que Q@ = II(a, 3) es convexo y cerrado para la
convergencia en variacion total. Ademds, podemos ver que

KL(a® plic.) = [

log(A "t es)d(a® B) = / cd(a® B) —log(A) < cc.
XxY

XxY

Consideramos ahora {m, } -, una sucesion para la cual KL (7,,|/C;) converge a

L= inf KL(x|K:).
well(a,B) ( | 6)

En primer lugar, notamos que L € R>( porque debe ser menor que KL(a ® |K.) y ademds el funcional
KL (-|K.) es no negativo. Tomando ahora m, , = & (mm + ) € II(, ) podemos ver que KL (5 |K2) > L
paracadam > 1yn > 1 por ser L el inferior. Por lo tanto

lim inf KL (7, o |[KCc) > L

m,n—0o

y por el Lema deducimos que {7, }-> ; converge en variacion total a un cierto 7y que debe pertenecer a
II(cv, B) por ser cerrado. El Lema y la Observacién |8 implican que KL ( - |KC;) es inferiormente semicon-
tinuo para la convergencia en variacidn total. Entonces, se tiene

KL (mo|Ke) < liminf KL (7, |Cz) = L
n—oo
y por lo tanto el minimo se alcanza en 7.

La unicidad del minimo se deduce de la convexidad estricta del KL (-|C;): si existiesen dos minimos 7o y 73
distintos, entonces

1 1 1
KL (2(7r0 + wl)‘K€> < §KL (mo|KCe) + iKL (m|Ke) =L
lo cual es absurdo ya que 3(mo + m1) € II(cv, B) y contradice la optimalidad de g y 1.

O

Proposicion 2.0.6 (Convexidad estricta). Sean X e Y espacios polacosy sean a1, a0 € P(X)y 51, B2 € P(Y)
tales que no se dé simultaneamente

ap=oaz y [1=[a. (2.6)

Dado X\ € (0,1) consideramos las probabilidades (1 = Aoy + (1 — XN)ag y v = A\B1 + (1 — \) B2 definidas en
X e Y respectivamente. Sea ¢ > 0 un factor de regularizaciony ¢ : X x Y — RU {00} una funcion de coste
acotada inferiormente tal que c € Ll(a1 ® B1) N Ll(ag ® [32). Entonces

Li(p,v) < ALL (a1, Br) + (1 = N) L (o2, B2)
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Demostracion. Sean 1 € I(aq, 1) y mo € II(ag, B2) las distribuciones en las que se alcanzan los mini-
mos L (a1, 81) y L(ae, B2) respectivamente. Dado que no se verifica (2.6) por hipétesis, se tiene m; # .
Podemos ver que la probabilidad Amw; + (1 — X))o pertenece a I1(u, v):

(A1 + (1= M)ma) (A x Y) = A (A x P) + (1 = N)ma(A x V) = Ao (A) + (1 — N)aa(A) = pu(A)
(A1 + (1 = A)m)(X x B) = Am (X x B) 4+ (1 — \)ma(X x B) = A\31(B) + (1 — X\)52(B) = v(B).

Ademids, por la convexidad estricta de KL ( - |K.) se deduce

Iﬂl(l’n )KL (m|Ke) < KL (Amp 4 (1 — N)ma|Ke) < AKL (m1|Ke) 4+ (1 — MKL (2| Ke) .
mell(u,v

El resultado se deduce como consecuencia de la relacién dada en la Proposicién[2.0.3]y de que en 7; se alcanza
el minimo de KL (- |K;) en II(«y, 3;) parai = 1, 2. O

Teorema 2.0.6. Sea {£;}7°, una sucesion de niimeros estrictamente positivos que converge a 0. Sea m; la
tinica solucion del problema de transporte entropico con factor de regularizacion €;. Sea c una funcion de
coste continua que verifique c(x,y) < a(x) + b(y) para funciones a € L' (o)) y b € L*(B). Entonces el coste
de transporte entropico converge al coste de transporte optimo, y si las soluciones del problema de transporte
entrépico m; convergen débilmente, lo hacen a una solucion del problema de transporte optimo. Ademds, en
caso de que solo exista una vinica solucion T del problema de transporte 6ptimo, se tiene w; — ™.

Demostracion. Ver [7, Thm.5.10]. O]

Definicion 2.0.5. Sea (X', d) un espacio métrico completo y separable y sea p > 1. Consideramos la funcién
de coste ¢(z,y) = d(x,y)P. Fijado el factor de regularizacién £ > 0, decimos que

1
Wy (a, B) = Le(o, )7 2.7
es la distancia p de Wasserstein regularizada entre las probabilidades o y .

Observacion 9. Al contrario que la distancia p de Wasserstein, VW, no es una distancia en P (X’). Sin embargo,
tomando ¢ suficientemente pequefio podemos aproximar el valor de la distancia de Wasserstein sin regularizar
tanto como queramos.
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Capitulo 3

Caso discreto

En este capitulo vamos a profundizar en los conceptos que hemos introducido en los dos capitulos anteriores
en el caso particular de distribuciones discretas. Nos centraremos en distribuciones en un conjunto finito de
puntos el cual denotaremos por X = {z1, ..., x,}. La principal referencia que hemos seguido en este capitulo
es []].

Observacion 10. Si consideramos un conjunto finito X y lo dotamos de la topologia discreta el espacio topo-
l6gico obtenido es polaco y compacto.

Notacion 3.1. Sea X un conjunto finito sobre el cual estd definida una probabilidad y. Si fijamos un orden
(1, 2n)
de los elementos de X podemos representar 4 por un vector
m= (my,...,my)

donde m; = p({x;}). De esta forma podemos escribir p = Y " | m; d,.

Vamos a formular el problema de transporte 6ptimo en la versién de Kantorovich para el caso particular
de dos distribuciones discretas. Para ello consideramos o € P(X) y 8 € P()) dos probabilidades sobre dos

conjuntos finitos X = {z1,...,xm} e Y = {y1,...,yn}. Consideraremos que los puntos de X e ) estdn
ordenados y escribiremos
m n
a=> aids, y B=) bd,.
i=1 j=1
Emplearemos los vectores a = (ai,...,am,) € R™yb = (b1,...,b,) € R" para referirnos a las probabili-

dades « y 3 respectivamente. En los casos de interés, la funcién de coste ¢ que interviene en la definicién del
transporte 6ptimo solo tomard valores finitos. Por ello podemos observar que la funcién de coste ¢ se puede

representar Como una matriz
(. mxn
C=(¢;)€eR

def. . . . .
donde ¢; ; = c(xi,y;). En esta situacién, decimos que C es la matriz de coste del problema de transporte
optimo.

Atendiendo a la notacién que hemos introducido, podemos representar una distribucién 7w en X' x ) con
marginales o y 3 de forma matricial: denotamos por p; ; = m({z;,y;}) para cada par (z;,y;) del espacio
producto. La matriz positiva

P — (pq,,‘]) c R’I’)’LX’TL
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recoge toda la informacién de la distribucién 7 y satisface

n
Pl,=a esdecir Y pij=a;, 1<i<m (3.1)
7j=1
m
PTlm:b es decir Zpi7j:bj,1§j§n.
=1

Emplearemos la notacién que hemos introducido cuando trabajemos con distribuciones de probabilidad con
soporte finito. En este contexto, introducimos el conjunto de matrices que son factibles en el problema de
transporte 6ptimo discreto.

Definicion 3.0.1. Sean « € P(X)y 5 € P()) dos probabilidades sobre dos conjuntos finitos X = {x1, ..., T}
eY ={vy1,...,Yn}, los cuales suponemos que estdn ordenados. El conjunto II(«, ) se identifica con el con-
junto de matrices

U(a,b) < (PRI P1, —a, P71, =b}.

Notacion 3.2. Sean P = (p; ;) y Q = (g;,j) dos matrices reales de orden m X n. Escribimos

def.
P.Q) =D pij- iy

,L'7j

Con las notaciones introducidas podemos reescribir el problema de Kantorovich en el caso discreto em-
pleando lenguaje matricial. Esta formulacién se corresponde con un problema de programacion lineal de mini-
mizacién ya que tanto la funcién objetivo como las restricciones son lineales.

Definicién 3.0.2. Sean o € P(X)y 8 € P(Y) dos probabilidades sobre dos espacios finitos y sea C € R™*"
una matriz de coste. Denotamos por a y b a los vectores que representan a o y 3 respectivamente. El problema
de transporte 6ptimo discreto se escribe

def.
C Y = 7b - { P, . 2
L., ) = Lc(a,b) péﬁ%ﬁ,b)< C) (3.2)

El problema de transporte 6ptimo siempre tiene solucidn en el caso discreto como se puede comprobar
aplicando el Teorema [I.3.4] y la Observacién [I0] por ello podemos sustituir el inferior por el minimo en la
expresion (3.2)). Este hecho también se puede ver como consecuencia de que en el caso discreto el problema de
transporte optimo es un problema de programacion lineal factible: considerando la matriz P = (p; ;) definida
por

pij=a;-b; 1<i<m,1<j<n (3.3)

podemos ver que P es una solucién factible del problema. Podemos observar que la matriz P que hemos
definido es la que se corresponde con la distribucién de probabilidad o ® 5.

Considerar el problema de transporte 6ptimo discreto como un problema de programacion lineal nos permi-
te emplear las técnicas de este campo para obtener una solucion éptima. Es posible resolverlo con una variante
del método Simplex denominada algoritmo htingaro, el cual estd especializado en el problema de transporte
6ptimo. El inconveniente de esta herramienta es que la complejidad del algoritmo crece con el cubo del tamafio
del problema lo cual supone un problema de escalabilidad.

Observacion 11. El problema de transporte 6ptimo discreto se puede estudiar en contexto puramente vectorial,
es decir, sin hacer mencién a los espacios X e ) ni a las probabilidades « y [: fijada una matriz de coste
C € R™*", podemos calcular el coste de transporte Gptico entre dos vectores a € R™ y b € R™ como el valor
del minimo (3.2)). La ventaja de esta formulacién vectorial es que nos permite trabajar en con una notaciéon mas
precisa y hacer énfasis en que se estd trabajando en el caso discreto.
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La observacién previa nos permite trabajar con vectores y matrices en problemas de transporte dptico
discreto. Debemos tener en cuenta que un vector a € R™ representa una probabilidad si y solo si la suma de
sus componentes es 1. Atendiendo a esta consideracion introducimos la siguiente definicidén.

Definicién 3.0.3. Fijado un m > 1, se define el conjunto ¥,, = {a = (a1,...,am) € R" : >1", a; = 1}. Este
es el simplex n-dimensional.

Escribimos ahora la formulacion del problema de transporte entrépico en el caso discreto haciendo uso de
las notaciones que se han introducido.

Proposicion 3.0.1 (Problema del transporte entrépico discreto corregido). Sean o € P(X) y 5 € P(Y) dos
probabilidades sobre dos espacios finitos las cuales se representan por los vectores a € R™ yb € R". Sea
C € R™ " una matriz de coste y € > 0 el factor de regularizacion. El problema de transporte entrdpico
discreto corregido se escribe

min  (C,P)+¢e (> h(pi;) — Y _ hla;by) (3.4)
12

Peli(a,b) i

donde h(z) = zlog(z) (se considera h(0) = 0).

Demostracion. Para verificar que la expresion (3.4) se satisface, consideramos una distribucién 7 € II(«, 3)
con matriz asociada P € U(a, b). Podemos comprobar que la entropia relativa de 7 respecto de o ® /3 se puede
escribir

o0 si existen ¢, j tales que a; b; = 0y p; ; > 0,

KL (nr|la® B) = Zk’g

dm ( ) "
— (x4, Y5 ij  €enotro caso.
da® B i»Yj) | Pij
Esto se debe a que 7 no es absolutamente continua respecto de o ® 3 si y solo si existe un par (7, ;) con
a;bj = 0y p; ; > 0. Vamos a probar esta afirmacion: supongamos que a;, = 0y p;,.j, > 0y supongamos que
7 no es absolutamente continua respecto de « ® 3. Dado que P € U(a, b) se tendria

0=a;,= me 2 Pig,jo > 0
J

lo que es absurdo. De forma andloga se prueba que no puede darse b;, = 0y p;,,; > 0.

Ademais, si 7 es absolutamente continua respecto de a ® [ se tiene que la derivada de Radon-Nykodym de 7
respecto de a ® 3 es
dn 1 sia;b; =0
W(%‘; yj) =< Pij

en otro caso
a; bj

con lo que se deduce que KL (7|a ® B) = 3, ;log (fzbjj) Dij-

Desarrollando el sumatorio obtenemos
Dij
> log (a%lj-) pij =Y log(pij)pij— Y log(a:) pij — Y log (b)) pi;
i, v i ij i
= log (pij)pij — Y _log(a;) ai — ) log (b)) b;
,J i J
= hlpig) =Y h(a) = > hib;).
,J i J
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Para finalizar la demostracion, basta comprobar que ) _; h(a;) + >_, h(bj) = >_, ; h(a; bj):

Zh a; b Zalb log(a;b; Zal (log(a;) + log(b;))
= Zazb log(a; —I—Zalb log(b;

—ZazlogaZ Zb —i—Zblog (Zal)
_Zallogaz—i—Zblog Zh +Zh(bj)

O

Observacion 12. Notamos que con las condiciones dadas en la Proposicion[3.0.1]para el problema del transporte
entrépico discreto corregido, se satisfacen las hipétesis del Teorema[2.0.5] Por lo tanto, sabemos que existe una
tnica distribucién 7° € TI(«, 8) que es solucién del problema. La probabilidad 7° estd asociada a la dnica
matriz de U (a, b) que minimiza (3.4), la cual denotaremos por P*.

Podemos observar que el término Z - h(a; b;) que interviene en la formulacién del problema de transporte
entrépico discreto es fijo y no depende de P. Por lo tanto, una matriz P € ¢/(a, b) minimiza (3.4) si y solo si
P minimiza

(C,P) +¢ Z log(pi j)pij »
i,j
o equivalentemente si en P se alcanza el minimo

def.
reab i nm ocp - (log(ps.i) — 1). 3.5
ca )= min (C, >+€;P,a(0g(p,g) ) (3.5)

Vamos a emplear esta ultima caracterizacién que hemos dado para obtener P¢. Diremos que L& (a,b) es el
coste de transporte entrépico discreto entre a y b. Podemos relacionarlo con el coste de transporte entrépico
discreto corregido (3.4)) por la siguiente igualdad:

£e(ab)+e|1- Z h(a;ib;) | = Perlf{lglb)<07 P)+e |> hpij) — > hlaib;) (3.6)

Observacion 13. La igualdad previa nos permite deducir que coste de transporte entrépico discreto conver-
ge al coste de transporte 6ptimo discreto cuando ¢ tiende a 0. La Proposicién [2.0.6] implica que el coste
de transporte entrépico discreto corregido es estrictamente convexo respecto de (a,b). Ademds, el término
—e(1 =3, ; h(a; bj)) es convexo, por lo tanto la funcién (a, b) — L (a, b) es estrictamente convexa por ser
suma de una funcién convexa y una funcién estrictamente convexa.

Notacion 3.3. Dada una matriz P € RZ". Escribimos log(P) para referirnos a la matriz cuyas componentes
son los logaritmos de las componentes correspondientes de P. De forma andloga, escribiremos P para denotar
a la matriz cuyas componentes son la exponencial de las componentes correspondientes de P. Emplearemos
la misma notacién para vectores de R¥. De esta forma el problema de transporte entrépico discreto se puede
escribir de la siguiente manera:

Lc(a,b) = Peralglb)(P, C) + (P, log(P) — 1xn)-

La siguiente proposicidon nos da una descomposicion de de la matriz 6ptima del problema de transporte
entrépico la cual vamos a explotar con el Algoritmo de Sinkhorn para calcular P*.
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Proposicion 3.0.2. Sean a € X, y b € X, dos vectores de probabilidades y sea C € R™*"™ una matriz de

coste. Sea € > 0 el factor de regularizacion. Existen dos vectores no negativos u € R,y v € RY tales que

Ci,j

Pij=Ui-€ = - (3.7)

donde p‘; ; es la entrada (i, 7) de la matriz dptima del problema del transporte entrépico discreto, P¢. Es decir,

Ran

se tiene la descomposicion P = diag(u) - K. - diag(v), donde K. es la matriz de cuya componente

CoN s _ g . . .
(i,7)-ésima es e~ = . Decimos que esta es la matriz de Gibbs.

Demostracion. En primer lugar, podemos deducir que si u'y v son dos vectores que satisfacen (3.7)) entonces
estos deben satisfacer:

u; =0 sia; =0

v; =0 sib; =0.

Esto se debe a que si a; = 0 para un cierto 1 < i < m, entonces pij = ( paracada 1 < 5 < n. Si se tuviese
_Gig
u; > 0, entonces para cada 1 < j < n deducirfamos que vje ¢ = 0y por lo tanto v; = 0. Pero en esta

situacién se tendria que la matriz P° serfa nula lo cual no puede suceder. De una forma andloga se prueba que
Vj si bj =0.

Trabajando en los soportes de a y b (es decir, restringiéndonos a los soportes de las probabilidades «, 5
asociadas) podemos suponer que a; > O paracadal < ¢ < my b; > 0 paracadal < j < n. En esta situacion,
la matriz P® es estrictamente positiva y en consecuencia los vectores u y v son estrictamente positivos. Vamos
a aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange para obtener la tnica matriz en la que se alcanza el
minimo (3.5). Para ello notamos que tenemos m + n restricciones: las m primeras se deben a la condicién
P1l, = a, y las n restantes se obtienen de la condicién PTlm = b. Para cada 1 < 7 < m consideramos el
multiplicador f; asociado a la restriccién ) | ; Pi,j = ai. De forma andloga, para cada 1 < j < n consideramos
el multiplicador g; asociado a la restriccion ), p; j = b;.

Definimos la funcién Lagrangiana del problema de transporte entrépico discreto (3.5))
£(P,f,g) = (C,P) + EZPi,j(IOg(pz‘,j) -1)- Z Ji- sz‘,j —a; | — Zgj : (sz‘,j - bj) :
i, i J J i

La tinica matriz de U/(a, b) en la que se alcanza £ (a, b), que hemos denotado por P¢, debe verificar

0L
— (P, f,g) =0
i ( g)
paracadal < i < my1l < j < nparaunos ciertos vectores f = (f1,..., fm)yg=(g1,-..,9n). Laderivada
parcial de £ respecto de p; ; es
0L
o— =c¢i; +elog(pi;) — fi — gj. (3.8)
Ipij

Paracadal <i <my 1 < j < nimponemos que la expresion (3.8) se anule, lo que nos permite despejar p; ;:

(fi—cij+9;) £ _%g 95
Dij =€ < =ec e ¢ -e=. (3.9
fi 95
Denotando por u; = e= y v; = e se concluye el resultado. ]

Observacion 14. Los vectores uy v que intervienen en la Proposicién [3.0.2]no son tnicos ya para cada escalar
positivo A los vectores Au 'y %v también satisfacen la condicion (3.7). Sin embargo, los pares de vectores de la
forma
1
(Au, 5v)
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para A > 0 son los tnicos que satisfacen esta condicién. En caso contrario, existirfan un par de vectores (u’, v')
satisfaciendo (3.7) e indices 1 < i1, 79 < m distintos tales que

u/ /

. U
_u £ 2

Uiy Wiy

/ / / /

U5 Y U,V = u;,v;, de donde

Dado que cada par de vectores satisface (3.7), podemos deducir que u;, vj = u;, V] iaUjs

despejamos

para un indice j que satisfaga v; > 0. Entonces deducimos que

/ /
'uil . 'uiZ o Uy o Uy, -0
YT Vi =Y =

U, Uiy
llegando a una contradiccion.

Observacion 15. Como ya se ha comprobado en la Proposici(’)n un elemento p; ; de la matriz P© es 0 si
y solo si se tiene que la fila i-ésima o la columna j-ésima de P® son nulas. Ademads, el primer caso ocurre solo
cuando el coeficiente a; es 0. De igual forma, la columna j-ésima de la matriz P es nula solo si el coeficiente
b; es 0. Es decir, el soporte de la solucién del problema de transporte entrépico discreto es igual al producto de
los soportes de o y 3:

supp(7e) = supp(a) x supp(f).

Notacion 3.4. La Observaciénl5|nos permite trabajar tinicamente con los soportes de o y (3 a los que denota-
remos por X e ) para aligerar la notacién. De esta forma, podemos asumir que los vectores de probabilidades
a y b son estrictamente positivos.

3.1. Algoritmo de Sinkhorn

En esta seccién se va a introducir un método numérico que permite obtener la matriz de transporte entrépico
en el caso discreto. El Algoritmo de Sinkhorn goza de buenas propiedades porque es facil de implementar y
se puede paralelizar lo que supone una ventaja a nivel computacional frente a los algoritmos que se emplean
para obtener una solucién del problema no regularizado. Previamente introduciremos la distancia proyectiva de
Hilbert y daremos algunas propiedades de esta que nos permitan probar la convergencia del algoritmo.

Definicion 3.1.1. Sean u, v dos vectores estrictamente positivos de R". La distancia proyectiva de Hilbert entre
los vectores estd dada por

Ui Vj

dy(u,v) def- log (mzix . ]> : (3.10)
1,7 Uj V;

Proposicion 3.1.1. Se define el el cono proyectivo RZ;/ ~ donde u ~ v si 'y solo si existe un escalar \ > 0 tal

que u = Av. Es decir, en RY/ ~ se identifican vectores que son miiltiplos positivos. La distancia proyectiva

de Hilbert es una distancia en RZ/ ~.

Demostracion. En primer lugar podemos comprobar que la distancia proyectiva de Hilbert estd bien definida
en el cono proyectivo ya que basta notar que se verifica

uiv; (M) - (pvy)

ujvi  (Aug) - (poi)

para cada A, 1 > 0. Ademas, dados dos vectores u, v € R, podemos observar que

U Vj

max
) UiV
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es mayor o igual que 1. En caso contrario, tomando los indices g, jp en los que se alcanza el maximo se tendria

’

max
LI UV Ujy Vg Uig Vg

Wiy _ tio Yjo Yo Vio

lo que supondria una contradiccion. De esta forma, se comprueba que la distancia de Hilbert entre dos elementos
del cono proyectivo esta bien definida y es siempre positiva. Por la inyectividad del logaritmo se tiene que
dy(u,v) =0si

’ Ug Vi ’ : ’ Vi
mix <1 = (maxi h) (maxj —J) =1,
v; uj

de donde se deduce que

-1

2 Ui 7 _ z U4
méx -t = (max; - = min; -2,

. V. Uj Uj

lo cual solo ocurre si u = (méx Z’) - v, es decir, si uy v pertenecen a la misma clase de equivalencia de
Z' (3

RY,/ ~. Se puede ver claramente que dy, es simétrica, por lo que basta probar la desigualdad triangular para
probar que efectivamente es una distancia. Consideramos u, v, w € R". Se tiene que

, U; U5 , U; W5 Wi V5 , U; Wy , W; V;
méx — = méx | —* - —— | <méx L) -méx ( —2 ).
%] U U4 1,) U; W; Wj V4 1,) Uj Wi 1,) W; Vg
Tomando logaritmos en esta expresion deducimos la desigualdad triangular. O

La distancia proyectiva de Hilbert nos proporciona el marco adecuado para estudiar la convergencia del
Algoritmo de Sinkhorn. La prueba estd basada en el siguiente Teorema de Birkhoff.

Teorema 3.1.1 (Birkhoff). Sea K € R™*" una matriz estrictamente positiva. Entonces la premultiplicacion
de un vector de RY, por K es una aplicacion contractiva. Es decir,

dy(Ku, Kv) < A\(K) dy(u,v) (3.11)
donde se definen
K)-1
AK) = VI =1

Vvn(K) +1

K;rK;,

K) = méx —=—°

n(K) bkl K;rKiy

Ademds, esta cota es optima en el sentido de que para cada 0 < A< MK), existe un par de vectores positivos
u, v para los cuales
dy (Kﬁ, K{/) > A dy(fl, \NI).

Demostracion. La demostracion de este resultado es una consecuencia de [[10, Thm.1]. ]
Lema 3.1.2. Sea K € R™*" una matriz estrictamente positiva. Sea A\(K) definido como en el Teorema
Entonces A\(K) = A\(K7).

Demostracion. La igualdad \(K) = A\(K7) es consecuencia de

T T
T . KK . Kii Ky
n(K") = max ——= = mix ———= = n(K).
ikt K K ikl K K
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Notacion 3.5. Dados dos vectores u, v € RY,, escribimos 3 para denotar al vector de RY que tiene 3* por
2

componente ¢-ésima. También utilizaremos la notaciéon u ® v para designar el vector dado por la multiplicacién
componente a componente de u y v.

Lema 3.1.3. Sean u,v € R%. Se satisface dy (u,v) = dy (2,1).

Demostracion. Basta comprobar que dy (%, 1) se puede escribir de la siguiente manera:

s -1 Loy
dy (3, 1) — log <max “/”> — log <mz;x “”J> :
A% 1,] 1- uj/vj 2, Uy Uj

O]

El Teorema de Birkhoff (Teorema [3.1.1]) nos permite dar una caracterizacién de la solucién del problema
de transporte entropico discreto a partir de la descomposicion (3.7).

Proposicion 3.1.2 (Caracterizacién de P®). Consideramos un problema de transporte entrdpico discreto (3.5)
con vectores a'y b estrictamente positivos. Sea P € U(a, b) una matriz para la cual existen vectores u € RY
y v € RY, tales que se da la descomposicion

P = diag(u) - K. - diag(v).

Entonces P es la solucion del problema de transporte entrdpico discreto, es decir, P = P®.

Demostracion. Sea P¢ la solucién del problema de transporte entrépico discreto considerado. Consideramos
los vectores u® € RY; y v® € RY; dados por la Proposicién |3.0.2] los cuales satisfacen

P¢ = diag(u®) - K. - diag(v®).
Dado que la matriz P pertenece a U/ (a, b) se verifican las igualdades
a =Pl =diag(u) - K. - diag(v)l =u 6 K.v (3.12)
b = P71 = diag(v) - K! - diag(u)l = u® Kl u,

de donde se deduce u = (2, y v = %. De forma similar, dado que P® € U(a, b) se tiene

a= Pl = diag(u®) - K, - diag(v®)l =u® © K.v° (3.13)
b = (P)!1 = diag(v®) - KT - diag(u®)1 = u® © KI'v®,

de donde se deduce u® = 2y v© = TLHE. Dividiendo las expresiones de u® y v° entre las expresiones que
€

K2
hemos obtenido para u y v obtenemos
T
u  Kev ve  Kiu

= y = .
u  K.ve v Klus

Entonces, aplicando los Lemas [3.1.3 [3.1.2]y el Teorema[3.1.1]se tiene

oy (ur ) = doy (5 1) = do (2 1) = dyy (v Koov®) < ML)y (v
n(u,u) = dy o) T et = H (Kev, Keve) < AKe)dy (vE,v)
€ ve ]CZU T T. e T 5 €
Cl’H(V ,V) =dy 771 =dy Wal =dy (’Cg u7,C5u ) < A(,CE )d’H(u 7u) = A(’Cé‘)d'H(u ,U),
£

donde \(KC.) estd definida como en el Teorema A partir de las dos expresiones anteriores se deduce
dy(u®, u) < N(Ke)?dyg(u®,0) y  dyg(vE,v) < MK dy (v, v).

En consecuencia, por ser A(KC.)? < 1 se deduce que dy (u®,u) = 0y dy(v®,v) = 0. Esto indica que u = Au°
y v = uv® para dos escalares estrictamente positivos A, 1. Ademds, por las igualdades (3.12) y (3.13)) se deduce
que A - pu = 1; es decir, P = P°. O
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Observacion 16. La caracterizacion de la solucioén del problema de transporte entrpico discreto dada por
la Proposicién [3.1.2] nos permite transformar el problema (3.5) al siguiente problema: obtener dos vectores
u € RY; y v € RY, tales que diag(u) - K. - diag(v) € U(a,b); es decir, que verifiquen a = u ® K. vy

b = u® KI'v, 0 equivalentemente
a b

kv V7T KTu’

(3.14)

u=

Las Proposiciones y son un caso particular de un resultado general de la teoria de transporte
entrépico. El Teorema 4.2 de [7]] recoge este resultado el cual no hace uso de la distancia proyectiva de Hilbert
para su demostracion.

El Algoritmo de Sinkhorn, el cual se muestra en el Algoritmo (1| es un algoritmo de punto fijo que obtiene
aproximaciones sucesivas de un par de vectores u®, v® que satisfacen (3.7). Estd basado en la reformulacién
del problema de transporte entrépico discreto que se ha dado en la Observacién En cada iteracién del
algoritmo se calculan los vectores ul*h) ¢ RZy vt e RY, a partir de los iterantes previos y se obtiene
una aproximacién a la matriz P la cual viene dada por

P = diag(u™V) . K. - diag(vHY).

El célculo de los iterantes u(‘+?) y v+ se lleva a cabo de la siguiente manera:

1. Sefijav = v y se calcula el vector u™*Y de forma que este satisfaga la primera igualdad de (3.14).

2. Se fija u al vector u+) que se ha calculado en el paso previo y se obtiene v+ de forma que este
verifique la segunda igualdad de (3.14).

Algoritmo 1: Algoritmo de Sinkhorn
Input: a,b,C,e, N
Output: u,v, P

v 1;
while | < N — 1 do
(1+1) a |
u — [oREOE
1
(I+1) = (141).
u — u ;
u§l+1)
b
(14+1) .
v < KTul+1)
end
u « u®;
v« vV,

P «+ diag(u) - K. - diag(v)

Lema 3.1.4. Sean u”, v(¥) los vectores obtenidos por el Algoritmo de Sinkhorn en la iteracién [-€sima y sea
PY = diag(u") - K. - diag(v"")). Entonces

ul o Kv® = P01y kTu® @ v — (Pm)T 1

T
Ademads, para cada ! > 1 se verifica que (P(Z)> 1=nhb.
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Demostracion. Basta notar que

u® o kv =u o K. - diag(v)1 = diag(uV) - K. - diag(v")1 = P11,

T
K'u® o v = KT diagu™)1 o v = diag(vV) - KT - diag(u)1 = <P(l)> 1.

Ademds, por la definicién de v, podemos deducir que ICgTu(l) ovl = lCeTu(l) ©) b. O

b
KTu®
Lema 3.1.5. Sean u, v € RY,. Se verifica

dy(u, v) < 2|[log(u) —10g(V)]|oe-
Ademéds si u; = v; para algtin indice 1 < ¢ < n, también se tiene que

[ log(u) — log(v)|lco < dp(u,v).
Demostracion.
27-]

d(u,v) = méax (log (u; vj) — log (v; uj)) = ngix (log (u;) — log (v;)) — mjl’n (log (uj) — log (vj))

< [[log(u) —log(v)[le + [[log(u) —log(v)]le

Ademds, si u;, = v;, para algin indice 1 < ip < n, se tiene que log(u;,) — log(v;,) = 0y por lo tanto
d(u,v) = mlgix (log (u;) — log (v;)) — mjin (log (u;) — log (v;)) > ngix (log (u;) — log (v;)) .

0

Observacion 17. En particular, dados dos elementos W, ¥ del cono proyectivo RY/ ~, podemos encontrar dos
representantes suyos u, v € RY tales que

[og(u) —1og(v)|lee < dp(u,¥) < 2 log(u) — log(V)]|co-

Los resultados previos sobre la distancia proyectiva de Hilbert permiten demostrar el siguiente teorema, en
el cual se prueba que el Algoritmo de Sinkhorn converge a la solucién del problema de transporte entrépico
discreto.

Teorema 3.1.6 (Convergencia del Algoritmo de Sinkhorn). Consideramos el problema del transporte entropico
discreto y suponemos que supp(«) = X y supp(3) = Y. Si u, v son un par de vectores que satisfacen (3.7) y
uy = 1, entonces (), v)) — (u,v) en la norma infinito y

dyy(u® u) = O (A(lcg)”)
(v, v) = O (z\(ng)Zl> :

donde \(K.) estd definida como en el Teorema Ademds, se satisfacen las siguientes acotaciones

an ((P©)" 1)
0
y dH(V 7V) < 1— )\(’Cg)z

dy (PO1
dy(u®,u) < 2 ( .2) (3.15)

=TT A(KL)?
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Demostracion. Consideramos un par de vectores u, v que satisfaga (3.7). Aplicando el Lema [3.1.3| repetidas
veces, la Proposicion[3.1.2]y el Teorema [3.1.T]podemos obtener las siguientes cadenas de desigualdades:

) oy g (2 2\ _ g (1 1
dH(u 7u) dy <,C5V(l)7 ’CgV) dy (KEV(l)7 Kov

= dy (Kov D, Kov) < A(K2) du(v, v),

b b 11
0, y) = (L
(v, V) = du (icgu(w ’ Kgu> = (Kgu<l>’ ICETu)

= iy (K70, KT ) < MKT) dig(u®, 1) = MK dyg(u®, ).
Aplicando estas desigualdades de forma recurrente y notando que A(K.) < 1 se deduce
dn(v,v) < M) dae(vI 7D, v) < MK dpe(v®,v) = 0 (A(K)?)

dn (0, 10) < AU dpe (VI v) < AP gy (v, v) = 0 (MK
En particular se tiene que la clase proyectiva de u® converge a la clase de u en RY,/ ~ y de igual forma
deducimos que la clase proyectiva de v converge a la clase de ven RY/ ~.

Podemos observar, que para cada [ > 1 se tiene ugl) = 1 = wuy por definicién. Por esta razén, aplicando

el Lema [3.1.5sabemos que [[u?) — ul|os < dz(u'), u) de donde deducimos que llim u” = uen la norma
— 00

infinito. Es decir, cada componente de u® converge a la correspondiente componente del vector u. Ahora
tomando el limite en la definicién de v(*) obtenemos

Jo__Pb b
KIu® KIu
En consecuencia, se tiene que lh’m (u(l)7 v(l)) = (u, v) en la norma infinito (o en cualquier otra norma equiva-
—00

lente).

Para probar las expresiones (3.15), vamos a emplear la desigualdad triangular y el Lema [3.1.4] De esta

forma obtenemos
a

dH(u(l)7 u) < d?‘l(u(l)v u(l+1)) + dH(u(l+1)7 u) < d'H <u(l)7 M) + )‘(ICE)Q dH(u(l)a LI)
-V

= dyy (u(l) ® Kov®, a) FAKe)? dyg (0, 1) = dyy (P<l>1, a) +AKe)? dyg (0, ),

de donde se deduce que

dy (PU1,a)
(l) < H77
dy(u',u) < SRR

De forma andloga se deduce

b

I l I+1 +1 l
dr(v D v) < dgy (v, v D) gy (v )’V>§d”(v()’;cgua+l>

) + A(K2)? dyy(u®, u)

T
= dy (KZu<l+1> ovl, b) FAK)? dp (v, v) = dy <<P<l>) 1, b> FAK)2 dy (v O, v)

de donde se obtiene la desigualdad

dy (PO 1 b
dy (v, v) < (( ) )
1 - \(K.)?
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En la siguiente proposicién se proporciona la formulacion dual del problema de transporte entrpico dis-
creto. El problema primal (3.5)) que hemos estudiado a lo largo del capitulo es un problema de minimizacion;
sin embargo, el problema dual, el cual se va a introducir a continuacién, es un problema de maximizacién.

Proposicion 3.1.3 (Formulacién dual del problema de transporte entrépico discreto). Sean a € ¥, yb € 3,
dos vectores de probabilidades y sea C € R™*" una matriz de coste. Sea € > 0 el factor de regularizacion. El
coste optimo de transporte entropico discreto es

Lolab) = mix  (fa)+(gb)—c Y e F (3.16)
a,b) = mix a —€ e =« . .

C 9 feR™, geR™ ) g, -

i,j
Ademds, los argumentos £ y g en los que se alcanza este mdximo, a los cuales llamamos potenciales optimos,
satisfacen

fitgj—cij
1)27‘7 = e £

donde p; ; es la entrada (i, j) de la matriz P® de transporte entrépico. Decimos que esta es la formulacion
dual del problema de transporte entrépico discreto.

Demostracion. El Lagrangiano del problema de transporte entrépico discreto (3.5)) se ha calculado en la Pro-
posicién [3.0.2

2(P>f>g) <C P +€sz] IOg pz] Zfz Zpi,j —a; | — Zgj : (Zpi,j - bj) .
J J {

7]

En esta proposicion también se calcul6 que fijados f y g, el minimo de £ se alcanza en la matriz P° € U(a, b)
fitgj—ci . .
cuyas entradas vienen dadas por p; ; = e = Por lo tanto, sustituyendo la expresién de P¢ en el Lagran-

giano, obtenemos la siguiente funcién que depende de los pardametros f y g;:

f,g)= min £(P,f
gf,g) = min L(P.fg)

- Z('fz +9;— 8) f1+q3 - Z fz Qi — Z i€ fﬁ'%g = Zgl Zgj f7+q35 g
2,] 7
=Y L a) + (g, ).

Esta es la funcién dual de Lagrange definida en [[11, Sec.5.1.2] a partir de la cual podemos plantear el problema

dual d :
ual de (3.3) S
mix _g(f,g)=—c» e ¢ = +(f,a)+(gb)

feR™, geRn
Dado que la funcién objetivo del problema de transporte entrdpico discreto es estrictamente convexa, las res-
tricciones [3.1] son todas igualdades y existe al menos una solucion factible (3.3) del problema, se satisfacen
las condiciones de Slater para el problema primal Estamos en las condiciones de aplicar el Principio de
Dualidad fuerte (ver [11) Sec.5.2.3]), el cual nos asegura que el maximo de la funcién dual g coincide con el
minimo del problema primal y por lo tanto se satisface (3.16). O

Observacion 18. La caracterizacion que hemos dado de los potenciales f, g en los que se alcanza el maximo
(3.16) en la formulacién dual del problema de transporte entrépico discreto, nos permite relacionarlos con los
vectores u y v definidos en (3.7)) y que intervienen en el Algoritmo de Sinkhorn. Podemos ver que

u=log(f) y v=log(g),
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donde entendemos que se realizan estas operaciones componente a componente. Esta relacién nos permite
deducir que los potenciales en los que se alcanza el dptimo son tnicos salvo constante aditiva; es decir, el
méximo (3.16)) se alcanza en f’, g’ si y solo si existe una constante K para la cual

ff=f+K y g=g-K

Este resultado se comprueba de forma sencilla a partir de la unicidad de los vectores u, v que se ha probado en
la Observacién [14]

La relacion que se ha descrito en la Observacién [I8] nos proporciona una forma de obtener los potenciales
(f,g) en los que se alcanza el 6ptimo de (3.16). Para ello basta tomar el logaritmo de los vectores u 'y v que
nos proporciona el Algoritmo de Sinkhorn. De hecho, la formulacién dual del problema de transporte entrépico
discreto proporciona otra perspectiva sobre el Algoritmo de Sinkhorn. Es posible probar que este algoritmo
es equivalente a la obtencién del maximo del problema dual mediante la maximizacién sucesiva de la funcién
objetivo respecto de los vectores f y g: Si consideramos un vector g(l) € R" fijado, podemos obtener el valor
de £+ € R™ que maximize

fﬁg;-l)*cz',j
(f.a)+ (gD b)—e D e = |. (3.17)

ij
El gradiente respecto de f de la funcién objetivo ( viene dado por

fz+g

/% © Ze | ma- e o (e,

Igualando el gradiente anterior a 0 se deduce que el vector en el que se alcanza el 6ptimo es f ) =

(1+1)

elog (ﬁ) por la condicién necesaria de extremo relativo. Fijando ahora el vector f que se ha calcu-
c€

lado, se puede maximizar (3.16) respecto de g de una forma similar con el fin de obtener el iterante g('+1). En
este caso el gradiente de la funcién objetivo es

F0+D)

eg/e <Z e tgycu) —b— eg/s o (Kg“ef(l+1)/s>

de donde se deduce que en g(lH) =clog <5‘+1)) se alcanza el méximo. Definiendo los vectores ulY) =
KCT of /e

efV/e € R7 y vl = 8" /e ¢ RY,, obtenemos las iteraciones del Algoritmo de Sinkhorn.

3.2. Transporte entropico discreto generalizado

Es posible dar una formulacién mds general del problema de transporte entropico discreto. Fijada una
matriz de coste C € R™*" y un factor de regularizacién € > 0, el problema de transporte entrépico discreto
generalizado viene dado por el problema de minimizacién

min (P,C) +&(P,log(P) — 1) + F(a) + G(b) (3.18)
Pl,=a,PT1,,=b

X
PcRT"

donde F'y G son funciones convexas definidas en R" y R" respectivamente. La hipétesis de convexidad de F'y
G implica la convexidad estricta de la funcién objetivo, la cual asegura la unicidad de la matriz minimizadora en
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caso de existir. Para ver la relacion entre el problema (3.18) y (3.5) consideramos dos vectores de probabilidades
a € X, yb € X, fijados. Si tomamos las funciones

0 siz=a 0 siy=D>b
F(z) = . y Gy = -
oo sir#a oo  siy # b,

las cuales son convexas, recuperamos el problema de transporte entrépico discreto (3.5). Un calculo similar
al que se ha realizado en la prueba de la Proposicién [3.0.2] permiten comprobar que la funcién Lagrangiana
asociada al problema de minimizacién (3.18) es

L(P,a,b,f,g) = (P,C)+e(P,log(P) — 1) + F(a) + G(b) — (f,P1 —a) — (g,PT1 —b)
= (P,C) +&(P,log(P) — 1) — (f,P1) — (g, PT1)
— ((-f,a) = F(a)) = ((~8,b) = G(b)).
La derivada parcial de la funcién £ respecto de p; ; es de la forma

oL

3 —(P,a,b,f,g) =c¢;; +elog(pij) — fi — gj-
Di,j

Igualando a cero la expresi6n anterior y despejando p; ; se deduce que la matriz P F,c en la que se alcance
el optimo del problema de transporte entrépico discreto generalizado debe admitir una descomposicién de la
forma

%,G = diag(u) - K. - diag(v),
conu € RY y v € RY. Estos vectores vienen dados por u = e f/ey v =e8/°,

En la siguiente definicion se introduce la transformada de Legendre, la cual va a intervenir en la formulacién
dual del problema de transporte entrépico generalizado.

Definicién 3.2.1. Sea f una funcién de R™. La funcién de R

f*(p) = sup (z,p) — f(=)

zER"™

es la transformada de Legendre de f.

Se puede comprobar que fijados P y los valores de los multiplicadores f, g, los éptimos a* y b* que
minimizan el Lagrangiano verifican:

F*(—f) = sgp(—f, a) — F(a) = (—f,a") — F(a")

G*(-g) = s%p<—g, b) — G(b) = (—g,b*) — G(b*). (3.19)

El funcién objetivo del problema dual de (3.18)) se obtiene minimizando £ respecto de P, a, b. Esto es equi-

valente a sustituir en £ la expresién para la matriz 6ptima P «; que se ha calculado y las expresiones (3.19).
Entonces, la funcién objetivo del problema dual es

fi+ [ . e fit+g;—c;,d
g(f, g)-mlnE(Pabfg che S ]+ez<fl+gﬂcw_1>eg]a ’

P,ab — 9
i
fitgj—cig fitgj—cii
— Z fieo = - Zgg e —F () -G'(-g) (320
fitgj—cini

= —F*(—f) - G*(— —z—:Ze :
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y por lo tanto
i F(A) - G(g) Y e (321)
feRr’Efig}éR" ( 8 ¢ 7 ¢ ’
es la formulacién dual del problema de transporte entrépico discreto generalizado. Por el Principio de Dualidad
fuerte, el cual se aplica por tenerse la condiciones de Slater, los 6ptimos del problema primal y el dual coinciden.

La formulacién dual que se ha obtenido permite establecer un método para el célculo de la solucién del
problema de transporte entrépico discreto generalizado. Empleando una técnica similar a la adoptada en el
problema (3.5) se puede implementar un algoritmo para obtener el maximo (3.21): en cada iteracién se fija
el parametro g y se busca el pardmetro f en el que se alcance el 6ptimo. Seguidamente se considera fijado el
parametro f que se acaba de calcular y se maximiza (3.21) respecto del vector g obteniendo un nuevo iterarte.
Este esquema se denomina Algoritmo de Sinkhorn generalizado. En el Algoritmo[2]se muestra un pseudocédigo
para la implementacién de este.

Algoritmo 2: Algoritmo de Sinkhorn generalizado
Input: C, F, G, e, N
Output: u,v, P
g +o0;
while ] < N — 1do

(I41) * * ) 4fi+g§l)7ci’j
f eggﬁ—F (—f) -G (—g"Y)—e)X e = ;
I+1 I+1 1 g5 —cind
g mix —F (D) - G (—g) —e X e e
end
(V)

(N)

u <+ u';
v v,
P «+ diag(u) - K. - diag(v)

3.3. Diferenciabilidad respecto de los argumentos

A continuacion se va a estudiar una serie de resultados que tienen como fin probar la diferenciabilidad del
coste de transporte entrépico discreto respecto L& (a, b) respecto de cada uno de sus argumentos: los vectores
de probabilidades a, b y la matriz de coste C. Esta propiedad es muy relevante para el estudio de problemas
del cdlculo variacional en los que se emplee el coste de transporte entrépico como funcién de pérdida. Se
profundizard en estas aplicaciones en el Capitulo [4]

En primer lugar, vamos a introducir un resultado que nos proporciona el gradiente de L& (a, b) respecto de
los vectores de probabilidades a 'y b.

Observacion 19. Debemos tener en cuenta que el conjunto 3, x ¥, donde estéd definida la funcién (a,b) —
L&(a,b) no es un conjunto abierto de R™ x R™. Por ello, no tiene sentido considerar la diferencial de esta
aplicacion. Sin embargo, ¥, X X, es una variedad diferenciable cuyo espacio tangente en un punto (a, b)
esta dado por el producto de los espacios tangentes de 3J,,, en a 'y >, en b. Es facil comprobar que 3,,, es una
variedad de dimensién m — 1 y que su espacio tangente en un punto se puede identificar de forma natural con
el subespacio m — 1 dimensional de R™ dado por los vectores cuyas componentes suman 0.

El resultado que se va a presentar estudia la diferenciabilidad de (a,b) — L& (a,b) como funcién defi-
nida en una variedad diferenciable. En este contexto, si tiene sentido considerar su diferencial en un punto, la
cual es una aplicacién lineal que actda sobre el espacio tangente en ese punto. Por la observacion que hemos
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dado, podemos identificar el espacio tangente en un punto de >, X X, con el conjunto de pares de vectores
(w1, ws) € R™ x R" tales que la suma de las componentes de w; es 0 y la suma de las componentes de wy
es 0. Entonces, cada aplicacion lineal sobre el espacio tangente en un punto de >.,,, X X, se puede representar
con un vector (ug, uz) € R™ x R" de forma que la evaluacion de esta en (w1, wa) sea

<(u1,u2), (W1,W2)>.

Esta representacion no es tnica porque para cada K, Ky € R el vector (u; + K1, uz + K3) también verifica
la afirmacién anterior:

(a1 + Ki,ug + K2), (Wi, wa)) = ((u1,u2), (w1, w2)) + (K11, K21), (W1, w2)) = ((ur, u2), (W1, wa)).

La dltima igualdad se debe a que (K11, K21), (w1, w2)) = K1(1,w1) + Ko(l,wo) = K1 -0+ Ko -0 =0.

La Observacion [19|nos indica que el gradiente de (a,b) — L&(a, b) es un vector de R™ x R™ que estd
definido salvo constantes en el sentido que se ha precisado.

Proposicion 3.3.1. Sea C una matriz de coste de orden m x n'y sea € < 0 un factor de regularizacion fijado.
Consideramos la funcion (a,b) — L& (a, b) definida en 3, X ¥,,. Esta funcion es continuamente diferenciable

y su gradiente es
Va,b Esc(ay b) = (fa g)

donde (f,g) son unos potenciales en los que se alcanza el dptimo del problema dual del transporte entrépico
discreto.

Demostracion. Podemos ver que esta afirmacién es coherente con la Observacion [19|ya que cualquier par de
potenciales 6ptimos es de la forma (f + K, g — K) para una constante K. La demostracién del resultado se
puede encontrar en 12| Prop.2.3.]. O

Ahora nos dedicaremos al estudio de la diferenciabilidad del coste de transporte entrépico respecto de la
matriz de coste. Para ello, vamos a emplear un teorema que enunciamos a continuacion.

Teorema 3.3.1. Sea © un abierto conexo de Ry seana : 6 +— a(f) € R”, b : 0+ b(d) € R%, C: 0
C(0) € R™™ye: 60— () > 0 aplicaciones de clase C* en ©. Entonces, la aplicacién

P°: 0 — P5(0)

que asocia a cada pardmetro 6 la solucion del problema de transporte entrdpico discreto entre a(6) y b(0) con
matriz de coste C(0) y factor de regularizacion £(0), es continuamente diferenciable en ). Ademds, si para
cada k > 1 se considera la aplicacion que asocia cada pardmetro 0 con el iterante k-ésimo de Algoritmo de
Sinkhorn, P®) : 6 — P (0), se tiene que esta aplicacion es continuamente diferenciable y

dp k) dpe
lim ——(0) = 0).
P T/ a5 )
Demostracion. La demostracion del teorema se puede encontrar en el Teorema 3.3 de [13]]. ]

Corolario 3.3.1. La matriz en la que se alcanza el optimo del problema de transporte entropico discreto, P<, es
continuamente diferenciable respecto de todos sus argumentos: los vectores de probabilidades a, b, la matriz
de coste C y el factor de regularizacion e.
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Demostracion. Vamos a probar que la solucién del problema del transporte entrépico discreto P es continua-
mente diferenciable respecto de C si se fijan el resto de argumentos, es decir, los vectores a € R™, b € R™ y
e. Basta considerar el abierto © = R"*", la parametrizacién de la funcién de coste dada por la identidad

C:0—C(0) =0

y las parametrizaciones constantes de a, by e: a(f) = a, b(f) = b, () = ¢, para cada 6 € ©. Todas estas
aplicaciones son de clase C? en © por lo que se aplica el Teorema de donde se concluye el resultado.

La demostraciéon de la diferenciabilidad respecto del resto de parametros es andloga a la que hemos desa-
rrollado para el caso de C. 0

Los resultados previos nos permiten obtener una expresion para el gradiente de £&(a, b) respecto de la
matriz de coste C. En la siguiente proposicion se recoge esta expresion que intervendra en resultados del
Capitulo ]

Proposicion 3.3.2. Sean a € X,,, y b € X, dos vectores de probabilidad. Sea € > 0 un factor de regulariza-

cion. Consideramos la funcion

C = RC)Y r5(a,b)

definida en el conjunto de matrices de orden m X n. Esta funcion es diferenciable y su gradiente es
VR(C) = P*

donde PF¢ es la matriz asociada a la solucion del problema de transporte entrdpico discreto con matriz de coste

C. Es decir, se verifica gc—R(C) =pi;paracadal <i<myl <j<n.
i, P

Demostracion. Dada una matriz de coste C € R"*" denotamos por P(C) a la tdnica solucién del problema
de transporte entrépico discreto entre a y b con matriz de coste C. Es decir, P(C) a la Ginica matriz de U/ (a, b)
que satisface

R(C) = Lc(a,b) = (PF(C), C) + & (PF(C), log(P*(C)) — 1).

Por el Corolario podemos asegurar que P*(C) es una aplicacién continuamente diferenciable respecto
de C y por lo tanto, la funcién R también lo es por ser composicion de aplicaciones diferenciables. Vamos a
calcular las derivadas parciales de R respecto de cada componente de C:

ont c
R )=y ( PLL(G) - ey + pia(C) - 8’”(0))

861'7]‘ 8Ci,j

=10+ Y (520) et +3 (54(0) o)

o7 \dcij

Desarrollando el término log(py, ;(C)) atendiendo a la estructura de la matriz P(C) obtenemos

Ck,l

log(pf1(C)) = log (ui(C) - e~ = - u(C) ) = log(ux(C)) = 4 + log(ui(C)).
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En la expresion previa intervienen las componentes de los vectores u 'y v que hemos introducido en (3.7). A
partir de esta igualdad podemos escribir

OR )
801-7]( pz,] ) + Z <8cw - Ck, z> + ‘EZ <8cm 10g(Pk,z(C))>
= +€Z 10 U +EZ 10 v 8pil(c)

pl] g k g l ach
=pj;(C)+e)_ [ log(us(C Z p’” )] +23 (togui(c Zapkl
P A Sk 8cw l glu oy

Para concluir la demostracién, basta aplicar la linealidad de la derivada de donde se deduce

e 0 7
Z%(C) — %:;]?J)(C) = ;ij(c) =0

S i, (©) = 9 (kai,z) )= 2
8cm~ N 801'7]' a 801'7]'

En consecuencia, se tiene 8?:?, (C) =p;;(C). O
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Capitulo 4

Problemas variacionales

Este ultimo capitulo estd dedicado al estudio de varios problemas de optimizacién asociados al transporte
entrépico. En la mayoria de situaciones practicas en las que aparecen estos problemas se tienen distribuciones
continuas con las cuales no es posible trabajar de forma computacional. Por ello, se utilizan técnicas de discre-
tizacién que permiten simplificar el problema y realizar cdlculos con distribuciones discretas. De esta forma, se
puede transformar un problema variacional inicial en otro en el cual se pueden emplear las herramientas que se
han desarrollado en el Capitulo 3] Se van a introducir dos tipos de discretizaciones: Euleriana y Lagrangiana.
Se describird como tratar con ellas y qué ventajas proporcionan cada una de ellas.

Los dos primeros problemas que se van a estudiar se pueden enmarcar como un problema de minimizacién

min Flo) 4.1)
de un funcional F definido en un subconjunto S de P(X). Se va a considerar que funcionales que en los
cuales intervenga un coste de transporte éptimo respecto de ciertas probabilidades fijadas. En los casos que
vamos a tratar los funcionales que se busca minimizar van a depender de la distancia p de Wasserstein a unas
probabilidades de referencia por lo que se restringird la bisqueda del minimo a un subconjunto S de P, (X). De
esta manera se va a poder garantizar que F es finito en S. El problema (4.1)) aparece en muchos ejemplos del
area de aprendizaje automaético, donde el papel del funcional F es el de funcién de pérdida. En esta situacién se
busca obtener el minimo de esta funcidon y con mds frecuencia, un elemento minimizador de . En modelos de
aprendizaje automadtico, los elementos del conjunto factible S suelen estar parametrizados por una aplicacion
definida en un subconjunto © de R?, de forma que el problema (4.1)) se puede entender como la bisqueda de
los pardmetros 6ptimos en los que se minimiza F. Estos pardmetros son los que determinan el modelo.

En la formulacién general (4.1)) no se puede afirmar la existencia del minimo del funcional F ya que ni
siquiera se puede asegurar que el conjunto {F(a) : o € S} esté acotado inferiormente. Por esta razén, en los
dos problemas variacionales que se van a introducir se consideraran simplificaciones con las que se obtenga
un funcional con la regularidad suficiente para el empleo de técnicas de minimizacién como el Algoritmo de
Descenso de Gradiente. La principal suposicion que se va a adoptar es que el conjunto S esta formado por pro-
babilidades con soporte finito. Esta hipdtesis se considera por dos razones: en primer lugar, bajo esta condicién
se pueden emplear las técnicas del caso discreto que se han introducido en al Capitulo[3] El segundo argumento
que sostiene esta simplificacion se basa en la necesidad de empleo de técnicas de cdlculo computacional para
la resolucion de estos problemas. Este hecho, obliga a almacenar las probabilidades continuas como un ndmero
finito de valores; es decir, se discretizan las probabilidades continuas. En la siguiente seccion se va a detallar
dos esquemas de discretizacion de probabilidades basados en dos enfoques distintos.

Otra simplificacién que se va a introducir en el estudio de los problemas de la forma (.T)) consiste en susti-
tuir la distancia p de Wasserstein, que interviene en el funcional F, por la distancia de Wasserstein regularizada.
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De este modo se obtiene un funcional alternativo F que aproxima al funcional original y ademds proporcio-
na las ventajas del transporte entrépico frente al transporte Optico: en algunas situaciones se puede garantizar
la convexidad estricta de F, y ademds permite emplear el Algoritmo de Sinkhorn para su célculo en el caso
discreto. En consecuencia, el problema resultante se puede formular de la siguiente manera:

min F(«) (4.2)

aESE

donde Sr es un subconjunto de P(X') formado por probabilidades con soporte finito.

4.1. Tipos de discretizaciones

Antes de introducir los problemas variacionales vamos a estudiar los dos tipos de discretizaciones que
vamos a considerar. Segun la discretizacién que se emplee, la formulacién de cada problema serd distinta. La
situacién que se plantea es la siguiente: se tiene una probabilidad continua P en R? y se quiere trabajar con una
probabilidad P con soporte finito que concentre la masa en a los sumo m puntos de R? y que se asemeje a la
probabilidad original P.

4.1.1. Discretizacion Euleriana

La primera estrategia que planetamos para representar una probabilidad arbitraria P como una probabilidad
con soporte finito se basa en fijar estos puntos de antemano. Para ello, se considera una malla finita de celdas
que divida el soporte de P, el cual supondremos que es compacto. En cada una de las celdas seleccionadas
se elige un punto que representard a toda la celda al cual llamaremos centro. De esta forma, el soporte de la
probabilidad discretizada estard contenido en los centros de esta malla y vendrd determinada por la probabilidad
de la celda correspondiente.

A continuacién se van a introducir el concepto de particion centrada en un compacto, el cual formaliza la
nocién de malla que hemos empleado. A partir, de este concepto vamos a definir la discretizacién Euleriana.

Definicion 4.1.1. Sea K un conjunto compacto de R?. Una particién centrada de K es un conjunto finito de
pares T = { (T, zx) 1=, que satisfacen:

1. T} es un subconjunto medible de K para cada 1 < k < m. Diremos que el conjunto 7}, es una celda de

T.
2. T = {T}}}-, es una particion de K.

3. Paracada k, 1 < k < m se tiene zj, € Tj. Decimos que xj, es el centro de la celda 7.

Escribimos X = {z1,...,z,,} para denotar al conjunto de centros de 7.

Definicién 4.1.2. Sea K un conjunto compacto de R? y sea 7 = {(T}, z1)}7*, una particién centrada de K.
Definimos el didmetro de 7 como el didmetro de la particién 7'y lo denotamos

def.

5(T) ="6(T) = méax 6(Ty).

1<k<m

Definicion 4.1.3. Sea P una probabilidad en R™ con soporte contenido en un conjunto compacto K y sea
T = {(Tk,zr)};~; una particion centrada de K. Denotamos por Pr a la probabilidad cuyo soporte es el
conjunto de centros de 7 y funcién de masa de probabilidad

fn(xk) = P(Tlg) , T € X.

Decimos que Py es la discretizacion Euleriana de P en la particion centrada 7T .
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Se va a estudiar el comportamiento de asint6tico de la dicretizacién Euleriana cuando la malla se hace
mas fina. Para que se pueda asegurar la convergencia de la discretizacién a la probabilidad original P, se debe
imponer ciertas condiciones a la malla: es necesario que la malla se vaya “refinando” en un sentido que vamos
a definir con el concepto de sucesién admisible de de particiones centradas de un compacto.

Definicién 4.1.4. Sea K un conjunto compacto de R?%. Sea {T:}n>1 una sucesién de particiones centradas de
K

7;1 = {(Tk,ru xk,n)};cn:nl

Decimos que la sucesién {7y, },>1 es admisible si satisface:

1. La particiéon T}, = {Tk,n+1};n:nf ' es un refinamiento de la particion T;, = {Tj;  }pom; -

2. Sean X, = {xpn} i Y Xnt1 = {Trnt1 ey los conjuntos de centros de 7y, y Ty,41 respectivamente.
Entonces X, C X,,41.

3. El didmetro de las particiones 7}, tiende a 0:

5(T) = méx 6(Thn) — 0.

1<k<my, n—00

Observacion 20. Las condiciones 1y 2 de la definicion [4.1.4]son equivalentes a que todo conjunto T}, de T},
se puede escribir como una unién finita
U Ts,n+1

seF
tal que xy,,, es el centro de T 5,1 para algin s € F.

Lema 4.1.1. Sea K un subconjunto compacto de R? y sea {7, }n>1 una sucesion admisible de particiones
centradas de K. Sea B(x, ) una bola abierta contenida en K. Entonces, existeunn > 1y 1 < k < m,, tal
que z € Tj,,, C B(z,7).

Demostracion. Por ser {T,}n>1 una sucesién admisible, se deduce que existe n > 1 tal que §(7},) < r.
Ademas, por ser T, una particion, se deduce que existe T}, ,, tal que x € T}, ,,. Entonces, para cada y € T}, ,, se
verifica

lz —ylla < sup  |ly1 —y2lle = 6(Tkn) <0(Th) <7
Y1,y2€T, n

y en consecuencia T, C B(x, ). O

Teorema 4.1.2. Sea P una probabilidad de R? con soporte contenido en un compacto K 'y sea {T },>1 una
sucesion admisible de particiones centradas de K. Entonces se tiene la convergencia débil

Pr =5 P.

Demostracion. Sea A C R™ un conjunto medible con frontera de probabilidad nula, es decir, P(Fr(A)) = 0.
Para cada n > 1 consideramos los siguientes conjuntos

INT,(A) = |J Thn y SUP(A) = |J Tin
Tk,ncA Tk,nmA7£@

los cuales satisfacen
INT,(A) C A C SUP,(A). 4.3)

Por la relacién (@.3), se deducen las siguientes desigualdades:
Pr,(INT,(A)) < Pr, (A) < Pr, (SUP,(4))
P(INT,,(4)) < P(A) < P(SUP,(A)).
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Ademds, se dan las siguientes igualdades

Pr,(INT,(A) = > falwx)= > PTwn)=P| || Tkn|=PONT,(4))

2 EINT, (A) TkﬁnCA TkmCA

Pr, (SUPn(A)) = Z fn(xk) = Z P(Tk’,n) =P |_| Tk:,n = P(SUPn(A))

x €SUP, (A) Ty, NAZD Ty nNAF£D

Vamos a probar dos inclusiones que van a ser clave para probar el resultado:

INT,,(A) C INT,,,1(A) (4.4)
SUP,,;1(A) C SUP,(A) (4.5)

Para probar la expresién (#.4) tomamos x € INT,(A), entonces = € T, para algin 1 < k < m,,. Por
definicién de INT,,(A) se verifica T},,, C A. Entonces existe 1 < k' < my,y1 tal que x € Tk’ m+1- Dado
que 75,41 es un refinamiento de 75, se tiene T}/ 41 C T}, y por lo tanto Ty, 11 C A. En consecuencia,
Tk’,n-i—l C INT,, 41 (A) yzT € INTn_H(A).

Para probar la inclusién(4.3)) seguimos un argumento similar al anterior: tomamos x € SUP,,1;(A), entonces
x € Ty py1 para algin 1 < k < my, 1. Por definicion de SUP,, 11 (A) se verifica T}, ,+1 N A # . Entonces
existe 1 < k' < m,, talque x € T} . Dado que T}, 11 es un refinamiento de 75, se verifica T), 41 C Thr Yy
por lo tanto T , N A D T} 41 N A # 0. En consecuencia, T} ,, C SUP,(A) y z € SUP,(A).

Las inclusiones (#.4) y (4.5) nos permiten asegurar que existen los limites de los conjuntos INT,,(A) y
SUP,,(A) respectivamente. Vamos a demostrar la siguiente cadena de inclusiones:

AcC lim INT,(A) C AC lim INT,(A4) C 4. (4.6)

m—r0o0 m—ro0

En primer lugar, vamos a probar la inclusién A C lim INT, (A). Para ello, consideramos x € A. Porser A
m—r00

abierto, existe un radio r tal que la bola B(z, ) estd contenida en A. Por el Lema , se deduce que existen
ng > 1yl <k < my, tales que z € Tj,, C B(z,r). En consecuencia, T}, ,, C A C Ay por tanto
x € INT, (A) C lim INT,(A).

m—o0

Las inclusiones (4.3) permiten deducir

lim INT,(A) = | JINT,(A) c | JA =4,

m—00
n>1 n>1

A= ()AcC[)]SUP,(A)= lim SUP,(A).

m—00
n>1 n>1

Para demostrar la dltima inclusién de (4.6), vamos a probar la inclusion de los complementarios

RI\ A c R\ ( lim INT,(A)).

m— 00

Seaz € R?\ A. Por ser R? \ A un conjunto abierto, existe un radio r tal que la bola B(z, ) estd contenida en
R? \ A. Por el Lema , se deduce que existen ng > 1y 1 < k < my,, tales que z € T} ,, C B(z,r). En
consecuencia,

Timy CRI\NACRI\ A
y por tanto T}, ,, N A = (). Entonces, se deduce que = ¢ SUP,,,(A) y por ello
2 ¢ lim SUP,(A) C SUP,,(A).
m—r0o0
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Dado que la frontera de A tiene probabilidad nula, se deducen las igualdades
P(A) = P(A\ Fr(A)) = P(A) = P(AU Fr(A)) = P(4),

y entonces se tiene que P ( lim INTn(A)> = PA) =P ( lim SUPn(A)) como consecuencia de las

i . mﬁoo m—0o0
inclusiones (4.6). Entonces se tiene que

lim_ P, (INT,(4)) = lim P(INT,(4)) = p( fm INTn(A)> = P(A)

m—r0o0 m—o0

lim_ Py, (SUP,(4)) = lim_P(SUP,(A)) :P( lfm SUPn(A)> = P(A)

m— 00 m— 00

de lo que se deduce la convergencia

[Py, (4) = P(A)| < Py, (SUP,(A)) — Pr, (INT,(A)) — 0.

m—r0o0

En virtud del Teorema Portmanteau se concluye que la convergencia débil de Py, a P. O

Ejemplo: Un caso particular de discretizacion Euleriana surge de emplear una malla o particién regular formada
por rectangulos d-dimensionales. Este ejemplo es muy significativo porque es facil de implementar computacio-
nalmente y aparece en situaciones practicas como en el tratamiento de los colores de una imagen: cada pixel
de la imagen esté representado por una terna de nimeros entre 0 y 255, las cuales representan la intensidad de
los colores primarios R, G, B, rojo, verde y azul respectivamente. Si se considera la distribucién de los colores
en la imagen como una distribucién en el cubo [0, 255]°, entonces la informacién almacenada de la imagen no
es més que una discretizacién Euleriana de la distribucién real de los colores en una cuadricula regular de 2563
celdas. A continuacion, se va a detallar formalmente la construccién de esta discretizacién en el caso general.

En primer lugar, fijamos un intervalo compacto I de R? que contenga al soporte de P, es decir, un producto
I=1 x---x1
de d intervalos cerrados y acotados de R a los cuales llamaremos lados de /. Escribiremos
I; = [ci, d]

para denotar los extremos de los intervalos I;, 1 < ¢ < d. Para cada ¢, tomamos m; > 1 y definimos los
incrementos h; = dg;,f". Consideramos la particién {IZ-(] )imi ?Zi del lado de I; en 2™ subintervalos regulares,
donde cada subintervalo [ Z(J ),

mi L . . . .,
* estd definido por la siguiente expresion:

[ _ et G =1) ki citj-hi) sil<j<2m™
' [ + (2™ — 1) - hy, di] sij = 2mi,

Dado un vector de indices j = (j1,...,j4) € {1,...,2™} x {1,...,2™?} = Jpy, escribimos

Ij’m dgf I£j1)7m1 X oo X Ic(l]d)7md

También emplearemos la notacién m = (my, ..., my) para hacer referencia al nimero de subintervalos en los
que se ha dividido cada lado de I. Lo que se ha conseguido es obtener una particién {17 };c ;. del intervalo
Ten2™ x ... x 2Md = Mt +Md gyhintervalos del mismo tamaiio. Todos ellos tienen medida de Lebesgue

AIP™) = hy - hy.

Si para cada j € consideramos el punto

D = (cr+ (1 = 1) A1yl + (Ja— 1) - ha)
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podemos observar que pertenece al intervalo [7"™ y en particular es una esquina de este. Con las notaciones
anteriores podemos definir

Ton = {(P™, 2™ Yje 1,
la cual es una particién centrada del compacto I. Mediante el Teorema de Pitdgoras, resulta sencillo calcular
digmetro de cada intervalo I"™ el cual vale §(IF™) = /A3 +--- + hZ. En consecuencia, se deduce que el

didmetro de la particion es
6(Tm) = \/h3 + -+ h2.

A partir de Ty, podemos construir la discretizacién Euleriana Pr;, que hemos definido previamente. La deno-
taremos por Py, para aligerar la notacion.

Si consideramos una sucesion de vectores de indices {m,, },>; tal que la componente i-ésima de m,,
es menor o igual que la componente i-ésima de m,,; y ademds la sucesién min(m,,) tiende a infinito, se
verifica que {7m,, }»n>1 €s una sucesion admisible de particiones centradas de /. Este hecho se puede comprobar
notando que las particiones de cada lado de I que definen los subintervalos [I™n+1 gon un refinamiento de las
correspondientes particiones que definen los subintervalos [™n También se verifica que los centros de la
particién Ty, son centros de 7p,, por la definicién de 2™, Ademds, podemos acotar el didmetro de cada
particion Tpy:

- d
N e SN mi N\ vd oo
6(Tm) m < Vd pudx (hu) vd 1<i<a (Cz’ - d,-> = o(0) i )

Esta cota permite garantizar la convergencia del didmetro de las particiones Tpy,,, a 0. Es decir, si refinamos la
particién de cada lado de I segiin se ha descrito, estamos en condiciones de aplicar el Teorema[4.1.2] En esta
situacioén, las discretizaciones Eulerianas Py, convergen débilmente a la probabilidad original P.

Observacion 21. En el ejemplo de discretizacién Euleriana que se ha desarrollado, la probabilidad P, se
corresponde con discretizar la probabilidad original P en una cuadricula uniforme. Si se quiere almacenar la
informacién de Py,, se debe almacenar un vector de dimensiones 2" x --- x 2™d que se corresponde con
las cantidades P(Ij’m) para j € Jm. Evidentemente, segin se aumente el nimero de celdas de la cuadricula,
aumentard el gasto de almacenamiento de Pp,.

Debemos tener en cuenta que segin se aumenta la dimensién del espacio en el que estd definida la proba-
bilidad P, el nimero de celdas necesarias en la discretizacion para obtener el mismo nimero de divisiones en
cada dimensién crece exponencialmente. Esto supone un problema cuando se trabaja con conjuntos de datos
que se representan con vectores de muchas dimensiones como puede suceder en problemas del drea de Ma-
chine Learning. Ademds, en muchos casos practicos, habrd muchas entradas de este vector que sean nulas o
muy proximas a 0. Esta situacion es ineficiente ya que la informacién obtenida no es muy representativa en
comparacion con el gasto computacional y de almacenamiento que supone emplear vectores tan masivos para
trabajar con los datos.

4.1.2. Discretizacion Lagrangiana

La estrategia que se lleva a cabo en la discretizacion Lagrangiana es completamente distinta a la de la
Euleriana. En este caso, suponemos que tenemos n realizaciones independientes x1, ..., Ty, € R? de un vector
aleatorio con ley P. Consideramos la medida empirica P, asociada a estas observaciones la cual viene dada
por

1 m
Pr(4) = — (). 4.7)
=1

Es decir, P, es una probabilidad con soporte en los puntos z; donde hemos considerado cada uno de ellos equi-
probables. Evidentemente, la probabilidad resultante depende de las observaciones de P obtenidas. Podemos
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hacer mas explicito este componente aleatorio considerando m vectores aleatorios X1, . .., X,, independientes
e igualmente distribuidos con ley P definidos en un mismo espacio 2, y escribiendo P,,, como

1 m
=— ZIA(Xi(w)) para cada w € €. (4.8)
m

Proposicion 4.1.1. Sea {X,,},>1 una sucesion de vectores aleatorios independientes de R? definidos en un
mismo espacio probabilistico (2, F,v). Supongamos que los vectores X, son igualmente distribuidos con ley
inducida P. Supongamos que el soporte de P estd contenido en un compacto K. Fijado w € §Q, para cada
m > 1 consideramos la discretizacion Lagrangiana P}, dada por la expresion [@.8). Entonces se tiene la
convergencia débil

w .
P? — P v - casi seguro.

Demostracion. El resultado que tenemos que probar es la existencia de un subconjunto 2y de {2 tal que
v(90) = 0y para cada w € Q\ Qg se satsifaga P - P.

Considerando una funcién f uniformemente continua y acotada en K, podemos ver que la integral de f
respecto de P, toma la siguiente expresion

m

@) dP2 () = =3 f(Xi(w)):

m
R i=1

La Ley Fuerte de los Grandes Nuimeros nos asegura que — >, f(X;) converge a [, f(z)dP(z) v-casi
seguro. Tomamos un subconjunto D denso y numerable de las funciones continuas y acotadas en K para la
convergencia uniforme y para cada f € D consideramos {2 el conjunto de probabilidad nula para el cual no
se da la convergencia de las integrales

f(x)dPy(x) — [ f(z)dP(x). 4.9)
Rd Re
El conjunto 0y = | fep (¢, es un conjunto de probabilidad nula y en su complementario, 2\ €2, se satisface

(@.9) paracada f € D.

Sea g una funcién continua y acotada en K. Entonces, por ser D denso, existe una sucesion { f;};2; en D
que converge a g en la norma uniforme. Fijado ¢ > 0 consideramos un fnidice i para el cual || f; — gl < §.
Como se ha probado, se satisface la igualdad para f; en el complementario de €2g. Por lo tanto, fijado
w € N\ Qo, existe mg > 1 tal que

| [ fi@)dPa@) — | fil@)dP@)| < 2
Rd Rd

para cada m > my. De esta forma se tiene

| [ 9(@) dPg(@) - [ g(x) ‘ | [ 9(@) Py (@) — [ fi(x) dP(x)
+| [ filw) dPa(@) - [ fila) ]+‘ffl aP(z) - [ g(x) dP(x)
< [l9@) ~ fi(@)| APy (o +)ffz dP3(2) — [ filx) >]+f|fi<x>—g<x>rdP<x>

Sllfi—glloofdP7%+g+§Hfi—gHoof dP <+ 545 <e,

con lo que se prueba la convergencia (4.9) para g. Por el Teorema Portmanteau se deduce la convergencia débil
de Py aP. O
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Observacion 22. Se ha probado la convergencia débil P,, — P de las probabilidades discretizadas a la
probabilidad original en ambas configuraciones, Euleriana y Lagrangiana, bajo la hipétesis de que el soporte
de P es compacto (en la configuracién Lagrangina la convergencia débil se da casi seguro). En esta situacion,
para cada p > 1 se puede deducir la convergencia
Wy (P, P) —— 0
m—0oQ
como consecuencia del Teorema Fijado un punto z( del soporte de P, basta comprobar que d(-, zg)?

es una funcién continua que estd acotada en el soporte de P, por ser este un conjunto compacto. Entonces, la
convergencia débil de las discretizaciones a P implica la convergencia

/ d(z,z0)? dP, = / d(z, zo)? dP,, —— d(z,zo)P dP = d(z,zo)? dP.
" supp(P)

m=—00 supp(P) Rn

Es decir, las discretizaciones se aproximan a la probabilidad original en la distancia p de Wasserstein.

4.2. Problemas de minimizacion en el espacio de Wasserstein

Se van a introducir dos problemas variacionales en el espacio de Wasserstein que pueden ser formulados
como (@.I)). Se estudiaran dos simplificaciones de cada uno de ellos correspondiendo con los dos enfoques que
se han dado en la seccidén previa.

4.2.1. Problema de proyeccion

En primer lugar, vamos a introducir el problema de proyeccién de una probabilidad en un espacio X con
momento de orden p finito en un subconjunto S de P, (X). La motivacién de este problema surge de querer
aproximar una probabilidad por otra mds sencilla que pertenezca a este subconjunto. Para que la probabilidad
por la que aproximamos se ajuste al maximo a la probabilidad original empleamos la distancia de Wasserstein.

Vamos a estudiar el caso en el que el espacio X’ es R¥, el cual va a ser el que aparezca en las situaciones
practicas. También, supondremos que el subconjunto estd parametrizado por una aplicacién « : 6 — «(0)
donde el pardmetro 0 pertenece a un abierto conexo © C R?. Si consideramos una probabilidad 3 sobre R¥
con momento de orden p finito, la formulacién general del problema de proyeccién de 3 sobre el subconjunto
parametrizado por « es

arg min Wy(a(0), B).

Podemos reconocer que este problema sigue la estructura (.1) considerando el funcional F(a) = W,(c, (), el
cual claramente involucra la distancia de Wasserstein. El conjunto {«(f) : 6 € ©} de todas las probabilidades
parametrizadas es el que juega el papel de S en la expresiéon (@.I)). Notamos que si no imponemos ninguna
condicién en la parametrizacién « no tenemos garantias de la existencia del minimo de W, (a/(0), 3).

Atendiendo a las razones que hemos expuesto en el Capitulo 3]y al inicio del Capitulo [3] vamos a estudiar
una relajacion del problema en la que sustituiremos la distancia p de Wasserstein por la distancia regularizada
W;. En estas condiciones el problema al que vamos a dedicar esta seccion se formula de la siguiente manera:

. €
arg min Wy (a(0), 8), (4.10)
o equivalentemente
arg min £(0) 4.11)
0co
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definiendo la funcién £(6) def. [’ﬁ~||5 (a(8), B). Podemos observar que ambas expresiones proporcionan la mis-

ma solucién ya que si y minimiza (4.10), también minimiza la expresién (@.11) y viceversa.

Vamos a estudiar dos simplificaciones del problema de proyeccién las cuales estdn basadas en los dos
tipos de discretizaciones que hemos estudiado. Estos dos enfoques permiten emplear herramientas del calculo
diferencial para obtener la solucién del problema. En ambos casos, vamos a considerar que la probabilidad £
tiene soporte finito formado por n puntos {yi, ..., y,}. Para ello, debemos discretizar /3 con cualquiera de los
esquemas que hemos introducido. De esta forma, podemos aproximar la probabilidad S por una probabilidad
con soporte finito de la siguiente manera

n
B=> bidy,, (4.12)
j=1
y emplearemos el vector b = (b1, ..., b, ) para representar a 3.

En las dos situaciones que vamos a estudiar, la configuracion Euleriana y la configuraciéon Lagrangiana,
vamos a hacer uso del Algoritmo de Descenso de gradiente (ver Apéndice [B) para encontrar una solucién del
problema de proyeccion. Para poder emplear esta herramienta es necesario que la funcién £ sea continuamente
diferenciable. Esta razén motiva que estudiemos la regularidad que debemos exigir a las parametrizaciones para
garantizar que & sea de clase C! en cada una de las configuraciones.

Configuracion Euleriana: En primer lugar, vamos a estudiar la configuracion Euleriana del problema de pro-
yeccion. Esta consiste en considerar una malla finita de celdas y un centro en cada celda de forma que todas las
probabilidades «/(f) tengan soporte contenido en el conjunto de centros. La manera de formular el problema
formalmente consiste en fijar un compacto K y una particién centrada de K

T = {(Tk, x1) iy

formada por m celdas y m centros. Vamos a consideramos que las probabilidades a(#) tienen soporte discreto
contenido en X = {xi,...,2,,}. Con esta simplificacion, podemos obtener una expresion sencilla para la
distancia de Wasserstein: para cada 6 € ©, consideramos el vector a(f) de orden m cuya componente i-ésimas
es la probabilidad puntual a;(6) = «(0)(x;) para 1 < i < m. Es decir, podemos escribir la probabilidad «/()
como

a(f) = Zai(e)(sz,

Denotamos por C a la matriz de orden m X n cuyas componentes vienen dadas por
PR s lIP
cij = llzi — yjll,

es decir, ¢; ; es la distancia entre los puntos x; € y; elevada a p. Con esta observacién podemos reescribir el
problema de proyeccién (4.11)) adaptdndolo a la configuracién Euleriana de la siguiente manera:

nEp(0 4.1
arg min Er(9), (4.13)

donde definimos £ () def. L& (a(d), b). El problema de minimizaci6n anterior se puede escribir como (#.2)
considerando el funcional regularizado F (o) = (W5(a, 3))* donde 3 estd dada por @I2). El conjunto S
que interviene en la formulacién general (.2)) viene dado por

{ZZI al(e)éﬂfz S @}7

es decir, el conjunto de probabilidades con soporte contenido en {x1, . .., z,, } parametrizadas por la aplicacién
a:0— a(h).

Observacion 23. Podemos observar que la funcién &7, es la composicion de tres aplicaciones:
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= a: 0 +— a(f), que parametriza el vector de probabilidades puntuales a(f) € 3,,.

= a+— (a,b), que forma un vector de ¥,,, x X, a partir de un vector a € 3, afiadiendo las componentes
del vector b.

= (a,b) — L&(a,b), la cual obtiene el coste de transporte entrépico discreto entre las probabilidades
dadas por a y b con matriz de coste C y factor de regularizacion ¢.

Claramente la segunda de estas aplicaciones es diferenciable en la variedad X, y en virtud de la Proposicién
[3.3.T] podemos asegurar que la tercera aplicacién es continuamente diferenciable como funcién definida en la
variedad ¥,,, x X,,. Supongamos que la parametrizacién a : 6 — a(f) € %, es de clase C' en ©. Entonces,
por la regla de la cadena deducimos que la funcidén g es continuamente diferenciable en © y su gradiente es

Idm] da

a0 = (10,5000 |

VER(H) = Van Lg(a(f).b) [ Iy, ] da da

. @(9) =£(0) - @(0), (4.14)

Oan Omxn

donde (f(0), g(0)) son los potenciales en los que se alcanza el 6ptimo del problema dual de transporte entrépico
discreto entre las probabilidades «(0) y f3, las cuales vienen determinadas por los vectores a() y b.

La expresion (d.14) del gradiente de £ permite implementar el Algoritmo de Descenso de gradiente para
obtener una solucién del problema de proyeccién en la configuracién Euleriana.

Observacion 24. Un caso particular de esta situacion que merece un estudio particular es cuando se considera
una parametrizacion a lineal y © es un subconjunto convexo de R%. En esta situacién se tiene que

a(M + (1= N\)¢) = Aa(d) + (1 — Na(d)

paracada A € [0, 1] y por la convexidad de £ que se ha probado en la Observacién se deduce la convexidad
de &g

EEO+ (1= N8 = L5(a(M + (1 — N)),b) = LS (Aa(d) + (1 — Na(¢'),b)
< AL5(a(8),b) + (1 — N L5(a(d),b) = AEx(0) + (1 — NER(Y).

Esta propiedad nos asegura que todo minimo local de £ en O es extremo absoluto. Entonces, si el Algoritmo
de Descenso de gradiente converge, la solucién obtenida serd un minimo de £g. Este resultado se cumple en
todos los problemas de optimizacién convexa y se demuestra en el siguiente lema.

Lema 4.2.1. Sea C' un conjunto convexo de R? y sea f : C' — R una funcién convexa. Entonces, todo extremo
local de f en C' es extremo absoluto de f.

Demostracion. Se va probar el resultado por reduccion al absurdo, por lo que vamos a suponer que la propiedad
enunciada es falsa. Entonces existen dos puntos xg,z;, € C y una bola centrada en zy, B(xg,), tales que
f(z) > f(zo) para cada x € B(xg,7) N C'y ademas f(z(,) < f(zo). Por convexidad de C, se tiene que el
segmento que une g con x(, estd contenido en C'. Por lo tanto, existe un A € (0, 1) para el cual Az +(1—\)z(, €
B(xp,7) N C'y por la convexidad de f se deduce que

FQzo + (1= N)zp) < Mf(@o) + (1= A)f(2g) < Af(zo) + (1= A) f(z0) = f(z0),
lo que supone una contradiccion. O
Un ejemplo de la situacion descrita en la Observacién [24] es el siguiente: tomando © = 3, y la parame-

trizacién a : 6 — a(#) = 0 dada por la identidad, entonces se tiene £ (a) = L (a,b) paraa € 3, y por lo
tanto el problema de proyeccion se escribe

arg min L (a,b).

aGEm
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El gradiente de la funcién objetivo es VEg(a) = f(a) el potencial 6ptimo del problema dual de transporte
Optimo.

Configuracién Lagrangiana: La otra simplificacién del problema de proyeccion que vamos a estudiar emplea
un enfoque muy distinto al Euleriano. En la configuraciéon Lagrangiana en vez de fijar los puntos del soporte de
las probabilidades «(6) se considera que estas son probabilidades empiricas, es decir, que «(6) es uniforme en
su soporte, el cual supondremos que estd formado por m puntos distintos. De esta forma, la probabilidad «.(6)
que se puede expresar como

1 m
a(0) = -3 o)
=1
Para cada 0 € O consideramos la matriz de coste C(6) de orden m X n cuyas componentes vienen dadas por

cij(0) = llzi(0) — ;5.
De esta forma, considerando la funcion £1,(6) def. L¢(9)(1/m, b), la formulacién del problema de proyeccién
en la configuraciéon Lagrangiana es

n &..(6). 4.15
argrergg&( ) (4.15)

La expresion previa se corresponde con un problema de minimizacién como el descrito en (@.2). Para compro-
barlo basta considerar el conjunto

Sr = {5 21 0uy0)}
dado por las probabilidades empiricas con soporte parametrizado por la aplicacion x : ¢ — x(#), donde
x(0) = (x1(0),..., %, (0)). El funcional regularizado es F () = (W5(ev, 8))? donde J3 esté dada por @F12).

Observacion 25. Vamos a estudiar las condiciones que debemos imponer en la parametrizacion para que la
funcién &1, sea regular. Para ello, consideramos las siguientes aplicaciones:

= x: 60— x(0) = (x1(0),...,2,(0)) que asigna a cada pardmetro § € O el soporte de la probabilidad
a(f).

s C:x+— C(x) donde C es la matriz de coste de orden m x n que viene dada por
cij(x) = llwi — ;3.

» R:C— R(C) = L&(1/m,b) que obtiene el coste de transporte entrépico discreto a partir de la matriz
de coste de orden m X n.

Podemos notar que &7, es la composicion de estas tres aplicaciones
€(0) = R(C(x(9)))-

Es fécil ver que la aplicacién C es continuamente diferenciable en R™ y por la Proposicién también
podemos asegurar que R es de clase C! en R™*". Si suponemos que la aplicacién x es continuamente diferen-
ciable en O, entonces por la regla de la cadena deducimos que &7, también es continuamente diferenciable en
©. Ademds, en esta situacion podemos obtener una expresion para el gradiente de £y

VEL(D) = VR(C(x(0))) - 5 (x(0) - x(0) = P(C(x(0)) - S (x(0)- x(0).  @16)

Escribiremos P () para denotar a la matriz P°(C(x(#))) y simplificar la notacién. Vamos a dar la expresién
de la matriz jacobiana

dC 861‘7]‘
(%)= <51‘s7t (X)> (i) {1, sm}x {1}
(s,t)e{1,....m}x{1....k}
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la cual es una matriz de R™™*™* 4 partir de la definicién de la aplicacién C. Dado un punto zs € RF,
denotaremos por z,; a su componente t-ésima para 1 < ¢ < k. Entonces, derivando la componente c; ;
respecto de x, ; obtenemos

k
_ 1 o0x;
(x)=p- o — gyl 2> (@ip — Yjr) - 5 (X)
k ox
2\/27":1 (:Eiﬂ“ - yjﬂ‘)Q r=1 ot

aClJ aHiUz yg||2

837515 Oxs it
Alwi — ;15 -
—9 .
= TR0 = p- i = yll57 Yo i~ vie) -G i)
5 r=1

En consecuencia, la derivada parcial vale
0 sii # s,
—=(x) = p—2 ..
Ot pllzi —yslly " (s —yje)  sii=s.

Teniendo en cuenta las expresiones(@.16) y que hemos calculado, obtenemos una férmula para el gra-
diente de la funcién &y,.

“4.17)

_ dx;
VELO) = | 00 2w+ [0) = w157 (wiel0) = v30) - o 0) (418)
©,] t

1<i<d

_ d:t@
= sz] ‘wl ) yJH}Q) 2. Z (xl,t(g) - yj,t) : delt (9)

t

1<i<d
En el caso particular p = 2, el gradiente de £, adopta una expresién mas sencilla:
dz;
VEL(O) =2 2 pis(0) D o) ~ i) T (O
t 1<i<d

B dxzt R dx;
S5 PEXCR OB SENCED RURE T

it it ! \<1<d

1 dxzt dx;
=2 m in’tw) ' pr Yt do, (6)

1,6 1,55t 1<i<d

La expresion (4.18) que hemos obtenido para el gradiente de la funcién &7, cuando la parametrizacion x
es continuamente diferenciable, nos permite aplicar el Algoritmo de Descenso de gradiente (Algoritmo |4) para
obtener la solucién al problema de proyeccion en la configuracion Lagrangiana. Sin embargo, la funcién &y,
no es convexa por lo general, al contrario de lo que ocurria en la configuracién Euleriana con parametrizacion
lineal. Esto nos indica que pueden existir minimos locales de £1, que no sean minimos absolutos y por lo tanto

el Algoritmo de Descenso de gradiente puede converger hacia uno de estos minimos locales o hacia un punto
de silla de &;,.

Observacion 26. El célculo de los potenciales (f(#), g) y de la matriz P®(#), que intervienen en los gradientes
de las funciones £ y €1, respectivamente, requiere de obtener la solucién de un problema de transporte entré-
pico discreto empleando el Algoritmo de Sinkhorn. Este cdlculo se debe repetir en cada iteracién del Descenso
de gradiente para obtener una solucién del problema de proyeccién en ambas configuraciones.

La observacion previa es la que motiva el empleo de la Diferenciacién Automatica para el calculo de los
gradientes de las funciones £g y &1, evitando calcular los vectores (f(6), g) o la matriz P(¢). En el Apéndice
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[C] se introduce esta técnica que se emplea para el cdlculo de matrices Jacobianas de aplicaciones que son
composicion de aplicaciones elementales. Para poder aplicar esta técnica al problema de proyeccién Euleriano
se debe aproximar

Lo(a(),b) = (PY.C) + PV, log(PV) — 1)

donde P es la matriz resultante de la iteracién [-ésima del Algoritmo de Sinkhorn para el clculo de £Z(a(6), b).
Con esta simplificacién, la funcién (a,b) — L&(a, b) es composicion de funciones elementales. De forma
similar, para poder utilizar la Diferenciacion Automatica en el cdlculo del gradiente V&, debemos aproximar

Lc(x)°(1/m,b) ~ (PU, C(x)) + e(PY log(PW) — 1)

donde P() es 1a matriz resultante de la iteracién I-ésima del Algoritmo de Sinkhorn para el calculo de £¢(x)¥(1/m, b).
De esta manera, la funciéon R : C — L&(1/m, b) es composicién de funciones elementales. El uso de la Dife-
renciacion Automatica, el cual estd implementado en numerosas librerias, permite reducir el tiempo de computo

de los gradientes y la aceleracién del Algoritmo de Descenso de gradiente.

4.2.2. Baricentros en el espacio de Wasserstein

El segundo problema variacional en el espacio de Wasserstein que vamos a estudiar en es el del calculo de
baricentros de Wasserstein. Un baricentro de Wasserstein de s probabilidades 1, . . ., 85 sobre un espacio X es
una probabilidad que se aproxima lo maximo posible a 31, .. ., 85 simultdneamente. Para cuantificar cudnto se
debe asemejar el baricentro a cada una de estas probabilidades [3; empleamos pesos positivos A;.

Definicion 4.2.1. Sean (31, ... 3, probabilidades sobre X' con momento de orden p finito y sean A1, ..., As
escalares positivos tales que > ;_; A\; = 1. Decimos que una probabilidad o € P,(X) es un baricentro de
B1, ... Bs conpesos Ay, ..., As si«es una solucion de

. 2
arg aerg;r(lx) tzl MWy (a, Br). (4.19)

Resulta sencillo comprobar que el problema de 1 baricentro en el Espacio de Wasserstein es de la forma
@T): tomando F(a) = >3y AWp(a, B;) y S = Pp(X) se comprueba que verifica las condiciones exigidas.

Observacion 27. Podemos entender un baricentro en el espacio de Wasserstein como una media de Fréchet.
Estas se definen sobre un espacio métrico (), d) de la siguiente manera: dados s puntos y; ...,ys de J'y
A1, ..., As escalares positivos tales que Zle A+ = 1, una solucién de

S
arg mi Med(z,v;)?
rggneg}; vd(z, ;)

es una media de Fréchet de vy ...,ys con pesos Aq,...,As. En el caso que vamos a estudiar, la distancia
escogida es la distancia p de Wasserstein.

Vamos a centrarnos en el caso en que X = R¥ y p = 2 de forma que estudiaremos el problema del calculo
de baricentro

arg min S W2 (a,
ga€P2(Rk)Zt_1 W3 (e, Br)

dados B1,...,08s € PQ(Rk) y pesos (A1,...,As) € Y. Esta decision la tomamos en virtud del siguiente
resultado, el cual nos garantiza la existencia de baricentros bajo estas condiciones.

Teorema 4.2.2. Sean (1,...,0s € PQ(Rk) probabilidades de RF con momento de orden 2 finito y sean
Al .., A escalares positivos tales que Y ;_; \y = 1. Entonces existe un baricentro de [31, ..., s con pe-
SOS A,y . .., As.
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Demostracion. Este resultado se corresponde con la Proposicién 2.3 de [14] donde se puede encontrar la de-
mostracion. [

En el Teorema hablamos de la existencia de un baricentro ya que en principio no tenemos garantias de
que este sea unico. En [[14] se estudia una condicién sobre las probabilidades 5 . . . , 85 que asegura la unicidad
del baricentro en el espacio (Py(R*), W»).

Teorema 4.2.3. Sean (1,...,08s € Pg(Rk) probabilidades de R¥ con momento de orden 2 finito tales que
existe al menos un indice 1 < t < s para el cual B no da probabilidad a subespacios de dimension menor o
igual an — 1. Sean M1, ..., \g escalares positivos tales que Y ;_; \¢ = 1. Entonces existe un inico baricentro

de B1,...,0Bs con pesos A, ..., As.
Demostracion. La demostracion del resultado se puede encontrar en [[14) Prop.3.5]. O

El célculo exacto de baricentros en el espacio de Wasserstein es complejo y por lo general no se tiene
una expresion exacta. Su cdlculo se realiza mediante procesos iterativos. En determinados casos particulares, se
conocen expresiones para el baricentro de 51, . . . , 85. Uno de ellos se tiene cuando se consideran probabilidades
continuas [y, ..., s sobre R con momento de orden 2 finito. En este caso, el baricentro es unico y se puede
expresar como una combinacion lineal de leyes inducidas. La demostracién del resultado, la cual se puede
encontrar en [14} Sec.6.1], se basa en la existencia de las aplicaciones 77 ; de transporte 6ptimo de Monge entre
1y cada ;. Como se ha visto en la Observacion [0 se tiene la expresion exacta de estas aplicaciones lo que
permite dar la férmula del baricentro:

S
Z MTi | #B1 con Ty;=F'oFy,
=1

donde F;y Fi_1 son la funcién de distribucion y la funcion cuantil de (3; respectivamente.

Otro caso particular en el que se conoce la distribucién del baricentro es cuando las probabilidades 1, . . ., Bs
son distribuciones gaussianas. En esta situacion, el baricentro de estas probabilidades, el cual es Gnico, también
tiene distribucidn gaussiana como se prueba en [[14, Thm.6.1]. En [3]] se desarrolla el calculo de este baricentro
a partir de los vectores de medias y las matrices de covarianzas de (1, ..., s mediante un proceso iterativo
basado en operaciones matriciales.

El enfoque que vamos a adoptar en esta seccion se basa en estudiar la versién regularizada del problema
de célculo de baricentros en el espacio de Wasserstein. Esta decision se toma para aprovechar la ventaja que
aporta la convexidad estricta del transporte entrépico. Ademads, atendiendo a las observaciones dadas al inicio
de capitulo, se centrard el estudio de baricentros regularizados al caso discreto con el fin de poder emplear
técnicas del calculo matricial.

Definicion 4.2.2. Sean 31, ... [3s probabilidades sobre X con momento de orden 2 finito, sean (\1,...,As) €
Y pesos y € > 0 un factor de regularizacién. Dada una probabilidad oo € Pa(X’) que es una solucion de

arg min Y A (Ws(a, i)’ (4.20)
decimos que « es un baricentro regularizado de 31, . . . 85 con pesos A1, . .., As.

A continuacién introducimos la formulacion del problema de baricentros regularizados en el caso discreto
empleando la configuracién Euleriana. Vamos a dedicar el resto de la seccién al estudio en profundidad de este
problema.
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Configuracion Euleriana: La simplificacion que vamos a adoptar es similar a la que hemos hecho en el proble-
ma de proyeccién. Vamos a considerar que las probabilidades 3, tienen soporte finito {1, . . ., Y¢n, } formado
por n; puntos de R¥ y las representaremos por vectores de probabilidades by € 3,,,. Ademads, vamos a fijar m
puntos {x1,...,Zmn} que suponemos que contienen el soporte de las probabilidades « entre las cuales vamos
a buscar el baricentro. Es decir, vamos a representar cada probabilidad « por un vector a € X.,,, y para cada t
vamos a considerar las matrices de coste C; cuyas componentes son

ctij = |lzi — yesll3-

Con estas notaciones el problema del baricentro regularizado en la configuracién Euleriana es
z. S
arg min > i—1 ML, (a, by).
acX, ’

Diremos que una solucién a de este problema es un baricentro regularizado de by, ..., b, para los pesos
A1, ..., As. Debemos tener en consideracién que estamos asumiendo que el baricentro regularizado de las
probabilidades 1, ..., s tiene soporte contenido en {z1,...,z,,}. Esta suposicién no se satisface por lo
general, de forma que lo que se estd calculando realmente es una proyeccién del baricentro regularizado sobre
el conjunto las probabilidades parametrizadas por a — Y. ;05,, @ € Xy,.

Podemos obtener una problema equivalente al baricentro regularizado que involucre las matrices en las que
se alcanzan los 6ptimos de los costes entrépicos Lg, (a, b;) para cada a € ¥,,. Para ello, definimos primero el
conjunto de matrices que pueden ser factibles para este problema.

Definicion 4.2.3. Sean by, ..., by vectores de probabilidades tales que b; € R™ para cada ¢t y seam > 1.
Definimos el conjunto de matrices

U(x, (b)) = {(Py)e: P e R™ ™ Pl=...=P,1, (P)T1=by, 1<t<s}.

Lema 4.2.4. Sean by, ..., b, vectores de probabilidades tales que b; € R™ para cada t. Sea a € ¥, un
baricentro regularizado de estas probabilidades con pesos (A1, ..., As) € Xy factor de regularizacién € > 0.
Paracadat, 1 <t < s, consideramos la matriz P§ € U(a, b;) en la que se alcanza Lg, (a, b;). Se tiene que en
(P?); se alcanza el minimo del conjunto

S
{ N ((Pe € +2(Prlog(Pe) = 1)) : (Po)s € U+, (b)) }- (421)
t=1
Demostracién. Para demostrar este resultado, en primer lugar notamos que P51 = - .- = PS1 = ay (P5)71 =

b, paracadat, 1 <t < s. Esto se debe a que P; € U(a, b,) para cada t.

Razonando por reduccién al absurdo, podemos asumir que existen matrices (P;); que pertenecen al con-
junto U( x, (b¢):) y ademads satisfacen

Z At (<15t7 Ci) + e(Py, log(Py) — 1>> < Z At ((Pg, Cy) + (P, log(Py) — 1)) .
t=1 =1

Podemos observar que para cada ¢, 1 <t < s se tiene la igualdad (P, C;) +&(Pj, log(P;) — 1) = L, (a, by)
por definicién de P;. A partir de esta relacion se deduce que

Y (<f>t, Cy) + e(Py, log(Py) — 1>) <3 ML, (a,by). 4.22)
t=1 t=1

Entonces si denotamos por a = Plex,, para cada ¢ se tiene que

L&, (a,by) < (Py, Cy) + e(Py,log(Py) — 1)
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Como consecuencia de la desigualdad anterior y la desigualdad (4.22)) se deduce

S S
D MLE,(3,by) <> MLE,(a,by),

t=1 t=1

de donde se llega a una contradiccién con el hecho de que a es un baricentro regularizado de by, . .., b, para
los pesos dados. O

El reciproco del Lema[.2.4] también es cierto, es decir, cada solucion 6ptima de (4.21) estd asociada a un
baricentro regularizado de Wasserstein de by, . .., bs.

Lema 4.2.5. Sean by, ..., b, vectores de probabilidades tales que b, € R™ paracadat, (A,...,\s) € Xsun
vector de pesos fijado y € > 0 un factor de regularizacion. Sean (P;); matrices de U( *, (b)) en las que se
alcanza el minimo del conjunto (#.21). Entonces el vector de probabilidades a = P11 = --- = P,1 € 3, es
un baricentro regularizado de by, ..., b para los pesos dados.

Demostracion. Vamos a demostrar el resultado por reduccién al absurdo, por ello vamos a asumir que existe
un vector & € %, tal que Y 7_; M Lg, (a,by) < Zj:l MLE, (a, by). Para cada t consideramos la matriz Py
en la que se alcanza Lg, (a, b). Podemos ver que (Py); € U(*, (bt);) y por optimalidad de (P;); se tiene

Z)\t Pt, Ct> + €<Pt,10g(Pt) — ]. < Z)\t ( Pt’ Ct> + €<Pt,10g(P€ — 1 ) Z)\t
t=1

Ademds, para cada ¢ podemos asegurar que Lg, (a, b) < (Py, Cy) + e(Py,log(P;) — 1), de donde se deduce

D ML, (a,by) <Y N ((Pr, Cr) + (P log(Py) — 1)) < > MLE, (8, by)
t=1 t=1 t=1

en contradiccion con lo que se habia supuesto. O

Observacion 28. Los Lemas [4.2.4] y 4.2.5] indican que existe una correspondencia univoca entre baricentros
regularizados de by, ...,bs con pesos Ai,..., s y matrices (P;); € U(*, (b)) en las que se alcanza el
minimo de (4.21)). Vamos a emplear esta relacion para probar la existencia y unicidad del baricentro regularizado
debl,...,bs.

Proposicion 4.2.1 (Existencia y unicidad del baricentro regularizado). Sean by, ..., b vectores de probabi-
lidades tales que by € R"™ para cada t, (A1,...,\s) € Xs un vector de pesos fijado y ¢ > 0 un factor de
regularizacion. Existe un tinico baricentro regularizado, a € ¥, de by, . .., bg para los pesos dados.

Demostracion. Atendiendo ala Observacién vamos a probar la existencia y unicidad de (P;); € U( , (b))
en las que se alcance el minimo de (@.21).

En primer lugar, vamos a probar la existencia de un baricentro. Para ello, vamos a demostrar que U ( *, (b¢)¢)

es un conjunto compacto de
Ranl X oo X RanS‘

Por esta razén, vamos a ver que es un conjunto cerrado y acotado: resulta sencillo comprobar que U ( *, (b¢):)
es un conjunto acotado porque todos sus elementos son matrices cuyas componentes son menores que 1; es
decir, dado un elemento de U( *, (b;);) su norma infinito estd acotada por 1. Para demostrar que es cerrado,
tomamos una sucesién {(P1);};>; de elementos de U( *, (b;);) que converja a (P;);. Vamos a probar que
(P;); también pertenece a U (* , (b;);). Fijado un indice ¢, 1 < t < s, se verifica (P.)71 = by para cada > 1.
En consecuencia, tomando limites en la expresion, por continuidad se deduce

P)T1= llggo(Pi)Tl = lim b, = by
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Sea 2 < t < s un indice fijado. Dado que (P.); € U(*, (b)), se tiene que
Pl1-Pi1=(P.-P)1=0

para cada [ > 1 por definicién del conjunto U( *, (by);). Tomando limites en la expresién igualdad anterior se
deduce
P1-Pi1=(P;—P))1=lim(P.—P))1=1lim0=0,
l—o0 l—o00

es decir, P11 = P;1. Por lo tanto, se concluye que (P;); € U(*, (by)¢).

Ademds, resulta sencillo ver que este conjunto es no vacio. Para ello tomamos las matrices (P;); de
R™X™M x ... x R™*™s cuyas componentes vienen dadas por

1
Pij = bj,

Es decir, P, = diag(1,,/m) - 115, - diag(by). Claramente, para cada ¢ se verifica
(P1) 1y = by © Ly - Lin/m = by © 1y, = by
yP,, =1,,/m®1,xn, - by =1,/moe 1, = 1,/m.Porlo tanto, (P;); pertenece ald( *, (b):).

Consideramos ahora la funcion B ((Pt):) = > 7_; At ((Pt, Ct) + e(Py,log(Py) — 1)) definidaen U ( *, (by)¢).
Podemos comprobar que se trata de una funcién continua pues es una combinacién lineal de funciones conti-
nuas. En virtud del Teorema de Weierstrass, podemos asegurar que existe (PY); € U( *, (b)) que minimiza

Be((Pt)t).

Para probar la unicidad del 6ptimo, vamos a emplear un argumento basado en la convexidad, para lo cual
vamos a necesitar probar primero la convexidad del conjunto U/ ( *, (b;);): tomamos un escalar i € [0,1] y
(Py)e, (Qt)¢ € U(*, (by):) entonces para cada ¢ se tiene:

= Pt (1=p)- Q)" =p- (P)"1+(1—p) (Q)"1=pby+ (1 —p)by = by,
(0w Pe+(1—p) Q)= (- Pr+(1—p) Q)l=p (Pi—P1)l+(1—p) (Q—Q1)l
=40+ (1—p)0=0.
En consecuencia, (R¢): € U(x, (b)) donde Ry = - Py + (1 — p) - Q¢ paracadat, 1 <t < s.

Supongamos que existen (P?);, (QY); € U(*, (b)) distintos que minimizan By ((P;);) y sea (RY); €
U(*, (b)) dada por

R)=1-P)+1.-Q.
Por la convexidad estricta de B, se deduce Br((RY);) = BE(%(PO)t—F (QY)y) < %BE((P?)t)—k%BE((Q?)t)) =
L, lo que contradice la optimalidad de (P?); y (QY);. O
Los Lemas 4.2.4]y 4.2.5] nos permiten obtener el baricentro de by, ..., b, el cual es tnico en virtud de la

Proposicién 4.2.1] a partlr de las matrices (P7); en las que se alcanza el minimo de (4.21)): basta con tomar
el vector a = Pfl para cualquier ¢, ya que estos coinciden. De igual manera, se pueden obtener las matrices
(P$): en las que se alcanza el minimo de (4.21) a partir del baricentro a aplicando el Algoritmo de Sinkhorn.
Por esta razén, podemos referirnos a las matrices (Pj); como matrices 6ptimas para el problema del baricentro.

Proposicion 4.2.2. Sean by, ..., b vectores de probabilidades tales que by, € R™ para cadat. Sean (A1, ..., )s) €
sy e > 0 un factor de regularizacion. Entonces las matrices dptimas del problema del baricentro de
bi1,...,bs con pesos A1, ..., \s estdn dadas por

Pi = diag(ut) . ICt,E . diag(vt), (423)

donde u, € RZ y vy € RY para cadat, 1 <t < s. Ademds los vectores (w;); satisfacen [[;_; (u;)* = 1.
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Demostracion. En primer lugar, vamos a calcular el Lagrangiano del problema (4.21)). Podemos ver que tene-
mos m — 1 restricciones de la forma P;1 = P;1 para cada ¢ # 1, que se pueden escribir (P; — P;)1 =0
para cada ¢ # 1. Para cada una de estas restricciones consideramos el multiplicador de Lagrange f;. Ademads,
paracadat, 1 <t < s, tenemos n; restricciones dadas por (Pt)Tl = by:estasson Y ;" py;j = by j paralas
cuales consideramos los multiplicadores de Lagrange g; ;. Entonces la funcién Lagrangiana del problema de
minimizacién de (4.21) es:

S S

L((P)e, (£), (g Z A ((Pr, Co) + e(Pr,log(Py) = 1)) = > (£, (Pe = P1)1) = > (g, (P)"1 —by)

t=1 t=2 t=1

Derivando respecto de cada una de las componentes de P, para cada ¢ obtenemos

0L 1
F——((Po)e, (£), (&) = Mt <Cto,i,j +e <10g(pt0,i,j) — 1+ Dro,ij >> (4.24)
Opto i Pto,i.j
0 (Y io(f, (P —P1)1)) o
~ Guo.
Opro i "
Para obtener una expresion simple de 8 , desarrollamos la derivada parcial:
f )i si to 75 1
0 (it (P~ P)L)) "
(P, (£), ( B (4.25)
Opio.i.j Z fri sito=1.
Si definimos f; = — Y7, f;, podemos escribir la expresién @.23)) de una forma mds compacta:
O o (f (P —Pq)1
8 P POU (), 1), (0)) = o
apt07z7.7

Ademds, por definicién de f; se verifica que Y 7, f; = 0. Ahora, si reescribimos y simplificamos la igualdad

(4.24)) obtenemos

0L
3pt0,i,j

((Pt)ta (ft), (gt)) =N (CtO,z‘,j + 510g(pt0,i,j)) - fto,i — Gto,j-

Las tnicas matrices (P§); en las que se alcanza el minimo de (@.21)), deben satisfacer que

0L

A (B (£, (80)) = 0

paracadal <i <my1l < j < ny para unos ciertos (f;); y (g:):- Despejando podemos obtener una expresion
para la componente (7, j) de la matriz P;:

fe.i Ct,i,j 9t.j

1 XN EAZVE
pt,i,j = @E(ft,i/)\t - Ct,i,j + gt,j/)\t) — e>\t€ e & - e/\iS.

Jt,i Tty
Denotando por u;; = eAt€ y vy j = eAee se concluye el primer resultado.
\ i\ M £
Para probar el segundo resultado, basta comprobar que (u;)™ = <e >\t5> = ec y por lo tanto se
concluye

Hut)‘t*Hea*eaZt lft—eo 1.
t=1
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La descomposicién dada en la Proposicién de las matrices 6ptimas (P ); recuerda a la que se obtuvo
para la solucion del problema de transporte entrépico discreto en la Proposicion[3.0.2] En ese caso se estudi6 que
esta descomposicion era esencialmente unica en la Observacién Esto nos lleva a plantearnos la existencia
de algun resultado de unicidad de los vectores (u;); y (v¢); similar al de los vectores (u,v) del Algoritmo
de Sinkhorn. En la siguiente observacion se da solucién a esta cuestion y se caracterizan todas las posibles
descomposiciones de las matrices 6ptimas del problema del baricentro.

Observacion 29. Podemos notar que si (u;); y (v¢); son vectores que satisfacen la igualdad (4.23)) para cada
t,y (1t)¢ son escalares estrictamente positivos tales que [[;_, (u)™ = 1, se tiene que (pzur)t y (i vt)t
también verifican para cada t. Para probarlo, basta tener en cuenta que si a es el baricentro regularizado
y (P$): son las matrices 6ptimas del problema del baricentro regularizado, entonces para cada t la matriz P§
es la solucién 6ptima del problema de transporte entrépico discreto entre a y b;. Ademds, si (u}); y (v}):
satisfacen la condicién ([#.23), entonces cada par de vectores (uj}, v;) debe verificar para la matriz P{. La
Observacion |14| permite asegurar que (uj}, v4) son de la forma (¢ uy, ivt) para un escalar z; > 0.

La condicién [[;_; (1) = 1 es necesaria, ya que si los vectores (1 uz); y (i Vt) verifican (4.23), se
t
debe cumplir
S S S S
1= T = (1) (1) = (I ) 2
t=1 t=1 t=1 t=1

Esta igualdad solo puede darse si [[;_, (u) = 1.
Lema 4.2.6. Sean by, ..., b, vectores de probabilidades tales que b; € R™ para cada t. Sean (\1,..., ;) €
Y5 y € > 0 un factor de regularizacion. Sean (u;); y (v¢); tales que las matrices éptimas del problema del

baricentro regularizado cumplen P; = diag(u;)-K; --diag(v;) para cada t. Entonces el baricentro regularizado

de by, ..., bs estd dado por la expresion
S

a = H(ICmvt))‘t .

t=1

Un razonamiento similar al que se hizo en el Algoritmo de Sinkhorn nos lleva a considerar el Algoritmo [3]
para el cdlculo del baricentro regularizado en la configuracion Euleriana. Este es un algoritmo iterativo y en cada
paso se obtienen unas aproximaciones a unos vectores (u;); y (v¢); que satisfacen (@.23) y una aproximacion
al baricentro a. La convergencia de este algoritmo estd garantizada por los resultado de la Secciones 2.1 y 3.2
de [15].

Configuracion Lagrangiana: Al igual que en el problema de proyeccion, se puede estudiar la version Lagran-
giana del problema del baricentro regularizado. En esta formulacién, al igual que en el caso Euleriano, se va
a considerar que las probabilidades i, ..., 3 tienen soporte finito, tras discretizarlas con alguno de los dos
esquemas vistos si fuese necesario. Representaremos la probabilidad j;, la cual tiene soporte {y; 1, ..., Yt.n, }»
por el vector de probabilidades b; € ¥,,, como se ha indicado en el Capitulo 3| El enfoque Lagrangiano del
problema busca el baricentro de estas probabilidades en el subconjunto de probabilidades con soporte forma-
do por m puntos equiprobables, es decir, probabilidades empiricas de la forma o = % >t 0, para puntos
z; € RF. Emplearemos x para representar la m-tupla (x1, ..., x,,) de puntos de R¥, esto es, x € R™**_ Para
cada 1 <t < s, la matriz de coste C(x); que consideramos tiene componentes

ci (%) = llws — ynjll3.

Con las notaciones dadas, el problema del baricentro regularizado en la configuracion Lagrangiana tiene la
siguiente formulacion:

xeRmMX

; €
arg min ; AtﬁC(x)t (1,,/m, by). (4.26)
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Algoritmo 3: Algoritmo para el Célculo de Baricentro
Input: (bt)t7 (Ct)t7 N
Olltpllt: (Ut)t, (Vt)ta (Pt)t, a
v(0 1;
while [ < N do

b
(+1) .
v — ICT Ok
al+h) H l+1
+1
) alth :
Kt,svil—H)
end
W (N).
t ut ’
Vi (N).
t Vt ’
P, « diag(u;) - Ky ¢ - diag(vy);
a+ Pl

Si empleamos la notacién £ (x;b;) = £‘€C(x)t(1m /m,b;) que se introdujo en el problema de proyeccién
Lagrangiano, podemos reescribir (4.26))y obtener una expresién mds compacta:

arg min B
gxeR”““C E( )

S
considerando la funcién Bg(x) def- Z MEL(x; by).
t=1
Observacion 30. Al contrario que en la configuracién Euleriana, no tenemos garantias de que el problema del
baricentro regularizado en la configuracién Lagrangiana tenga una solucidén tnica.

Como consecuencia de la Observacion [25| podemos deducir que la funcién £ (x;b;) es continuamente
diferenciable y su gradiente es

VEL(x; by) :2< Lij — Zptzl yl,a)

1<i<m
1<5<k

donde p; ; ;(x) es la componente (i, j) de la matriz de transporte entrépico Pj entre 1,,,/m y by para la matriz
de coste C(x). La regularidad de las funciones £1,(x;b;), nos permiten afirmar que la funcién Bg(x) tam-
bién es continuamente diferenciable y nos permite dar una expresion del gradiente de Bg(x) a partir de sus
gradientes:

VB (x Z)\NEL (x;by)

t=1
1<i<m

=9 Z At < T — Zpt,z,l yl,])
1<5<k
=92 (;x,,j Z (At Zpt,z,l yl,J))

A partir de esta expresion podemos aplicar el Algoritmo de Descenso de gradiente (Algoritmo [4)) para obtener
una solucién de (4.26).

1<i<m
1<j<k

62



4.3. Flujos de gradiente

En esta seccién se va a estudiar los flujos de gradiente en el espacio de Wasserstein. La motivacion del
estudio de estos problemas surge de la teoria de flujos de gradiente de R™. Dada una funcién diferenciable
F, ademds del estudio del problema de minimizacién de F' en R", se puede adoptar un enfoque distinto y
estudiar la dindmica que induce F'. Es decir, como se desplazaria una masa puntual en el espacio si esta se
moviese en la direccién de maximo descenso de F'. Este concepto se formaliza con los flujos de gradiente,
los cuales son curvas diferencibles que son solucién de una ecuacion diferencial ordinaria. Es posible, rebajar
las hipétesis sobre la regularidad de F' y estudiar el caso convexo y semiconvexo. El empleo de métodos
numéricos para aproximar un flujo de gradiente son los que llevan a considerar el caso extremo en el que no se
impone ninguna condicién a la funcién F'. Esta perspectiva general conduce a la introduccién del método de
Movimiento Minimizante que generaliza el esquema implicito de Euler. Este es el punto de partida para definir
los flujos de gradiente en espacios métricos generales (ver [2]]), entre los cuales se enmarca la teoria de flujos
de gradiente en el espacio de Wasserstein. La importancia de estos tiltimos radica en que permiten analizar el
comportamiento de distribuciones de probabilidad respecto del tiempo lo que los hacen especialmente ttiles
para el estudio de deformaciones.

Sea F' una funcién diferenciable de R" y sea o € R™. Un flujo de gradiente es una curva = que en tiempo
0 vale x( y en cada instante se mueve en la direccién de maximo descenso de F, es decir —V F'(x). Podemos
escribir estas condiciones como un problema de Cauchy:

ox
o~ VE@) (4.27)
z(0) = o

Por un resultado conocido de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, podemos asegurar la unicidad
de la solucién de este problema si imponemos que VF' sea Lipschitz. El calculo de esta solucién se puede
aproximar empleando técnicas de andlisis numérico como el esquema de Euler. Este se basa en la discretizacién
del tiempo y en la sustitucién de la derivada parcial % por una diferencia finita. Es decir, fijamos un paso 7 > 0

y consideramos la aproximacién
67.%(25) - z(t+71) — z(t)
ot T ’
Considerando dnicamente los puntos de la curva = de la forma x;, = xz(k7) para k > 0y la simplificacién
anterior obtenemos el método de Euler explicito que viene dado por
Tk+1l — Tk

T = V() (4.28)

o = X0

Esta expresion permite obtener la recurrencia zy1 = xx — 7V F(xy), la cual coincide con las iteraciones del
Algoritmo de Descenso de gradiente para la longitud de paso fija 7. Existe otro esquema de Euler basado en las
mismas suposiciones que en el método explicito. Este emplea el valor del gradiente de F' en el punto x;1 en

vez de xy,

Tpt1 — Tk
+ _ F
= —VF(rp41) 4.29)

ro = XgQ.

Decimos que (#.29) es el esquema de Euler implicito. Podemos observar que no podemos obtener una expresion
explicita para z1 en funcién de xy, al contrario que en el esquema numérico previo. Cada iteracién del método
implicito requiere obtener la solucién de

Tpg1 + TVEF (Tpq1) = T,

la cual generalmente se calcula con otro método numérico por lo que su célculo es més costoso. Sin embargo,
el método de Euler implicito goza de estabilidad numérica al contrario que en el esquema implicito. En el
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Apéndice [B] se ha destacado que el Algoritmo de Descenso de gradiente con longitud de paso uniforme no
permite asegurar que la sea un método de descenso, es decir, si 7 no es lo suficientemente pequefio puede
darse F'(zp41) > F(z1). Atendiendo a la equivalencia entre el esquema de Euler explicito y el Algoritmo de
Descenso de gradiente con longitud de paso uniforme deducimos la inestabilidad de este método numérico. La
estabilidad numérica del método implicito se va a comprobar como consecuencia de una equivalencia que se
probard mas adelante.

Existe una definicién de flujo de gradiente para el caso en que F' es convexa en la que no se asume la
diferenciabilidad de F'. En esta formulacidén se sustituye el gradiente de F' por el subgradiente (ver [2]) y se
adaptan los dos esquemas numéricos de Euler de una forma similar. Se puede relajar atin mas las hipdtesis
sobre I’ asumiendo Unicamente semiconvexidad (ver [16]]). Referimos a [16] donde se encuentra un analisis de
estos dos casos y se prueba la unicidad del flujo de gradiente en ambas situaciones.

Si no imponemos ninguna condicién sobre la funcién F', debemos emplear una formulacién alternativa. El
siguiente esquema numérico no emplea el gradiente de F'y puede ser empleado en esta situacion:

1
Tpi1 € arg min 5”3@ — x|+ 7F(2). (4.30)
x

Decimos que (@.31) es el esquema de Movimiento Minimizante. Si se aplica este método numérico a una
funcién F' diferenciable entonces recuperamos el esquema de Euler implicito (4.29). Esta afirmacion se debe
a que la diferenciabilidad de la funcién F implica que la funcién g(z) = i|lz — 2¢|*> + 7F(z) también
es diferenciable y en consecuencia el iterante ;1 dado por la expresion (4.31) debe satisfacer la condicion
necesaria

0=Vg(rrst1) = (xgpy1 — x) + TVF(Tkt1).

Esta igualdad es equivalente a que el iterante z; del esquema de Movimiento Minimizante sea el iterante
(k + 1)-ésimo del esquema de Euler implicito. Un razonamiento similar, permite recuperar los esquemas im-
plicitos de Euler en los casos en que F' es convexa o semiconvexa [16], por lo tanto el esquema de Movimiento
Minimizante engloba a todos ellos. Dado un k£ > 0, por definicién de los iterantes se puede observar que se
satisface

1 1
ke = @l + 7 (@) < 3o -zl + 7F(2)

para cada z y en particular tomando = = xj, se tiene
1
Slzner =zl + TF(2ps1) < 7F(23).

Es decir, se tiene F'(X;y1) < F(zy) de donde se deduce la estabilidad numérica de este esquema y en conse-
cuencia se prueba la estabilidad del método de Euler Implicito.

La aplicacion del esquema de Movimiento Minimizante a una funcién F' permite construir un par de curvas
x(t), Z(t) interpolando la sucesion de iterantes x, obtenida: la primera de ellas es la curva constante a trozos
que se obtiene al tomar

x(t) =z para k = [t/7].

La curva z(t) no es continua por lo general. La curva Z(t) se obtiene de la sucesion {x, },>¢ mediante interpo-
lacion lineal en los intervalos (7k, 7(k + 1)) de forma que esta sea continua. La expresion para Z(¢) es

T sit ==k

t) = _
() o+ (t—kr) B TIE Gy e (k4 1).

T

Ambas curvas coinciden en los instantes k7 para k£ > 0 y bajo condiciones generales sobre F', se puede probar
la convergencia uniforme de cada una estas curvas a una curva z(t) tal que z € L*(R") y 2’ € LY(R") para
una sucesion de pasos 7; que converja a 0. Entonces, si I es de clase C ! se tiene que la curva limite es solucién
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®.27) y por lo tanto es un flujo de gradiente de F'. En [16, Prop.2.3] se prueba este resultado y una versién
andloga para el caso en que F' sea semiconvexa. En esta situacién decimos que la curva z(t) son Movimientos
Minimizantes Generalizados.

Las propiedades que se han descrito del esquema de Movimiento Minimizante junto con su formulacién,
en la cual no interviene el gradiente de F' ni interviene ninguna derivada parcial, van a motivar su empleo para
generalizar los flujos de gradiente en espacios métricos. También se emplean otras caracterizaciones de los
flujos de gradiente en R™ para definir los andlogos en espacios métricos. Un caso particular de espacio métrico
en el que se puede estudiar los flujos de gradiente es el espacio de Wasserstein, sobre el cual se hard un estudio
detallado. Para generalizar la formulacion (4.31) a un espacio métrico (X, d) arbitrario basta sustituir la norma
por la distancia d para obtener las iteraciones

1
Tp41 € arg min §d($’ x)? + 7F(z). (4.31)
X

En la parte I de [2] se desarrolla la teoria de los flujos de gradiente en espacios métricos, mientras que en la
parte II se realiza un andlisis detallado en el caso particular de flujos de gradiente en el espacio de Wasserstein.
En este trabajo vamos a estudiar estos dltimos para lo que emplearemos la distancia p de Wasserstein. Nos
centraremos en el caso p = 2 porque proporciona mejores propiedades y mds similitudes con los flujos de
gradiente en R". El esquema de Movimiento Minimizante en W, toma la siguiente expresion:

_ . W%(a?ak)
Qpy1 = arg min ————=

F(a). 4.32
i, —5  T7F) (4.32)

Las iteraciones que se han definido se denominan método de Jordan-Kinderlehrer-Otto o método JKO.

Como ya se ha hecho en las secciones previas, vamos a analizar una simplificacién de este problema en la
que consideramos que las probabilidades oy, son discretas. De esta forma, podemos aplicar los dos esquemas de
discretizacion que hemos introducido y estudiar la configuracién Euleriana y la Lagrangina. La primera de ellas
considerard iterantes o con suporte contenido en una malla de puntos fija. La configuracién Lagrangiana, por
el contrario, tratard de buscar iterantes que sean versiones empiricas, es decir, que sean de la forma % S O,

Configuracién Euleriana: Considerando un conjunto fijo de puntos {z1, ...,z }, se puede restringir la bus-
queda de los iterantes (4.32) a probabilidades « que tengan su soporte contenido en {x1, ..., xz,,}. Represen-
tando estas por un vector de probabilidades a € 3, como se ha hecho anteriormente, o = Z;Zl a;0z,, S€
obtiene la formulacién Euleriana para el método JKO regularizado:

1
aj41 = arg arélin iﬁ%(a, ay) +7F(a),

m

donde la matriz de coste C es simétrica y sus componentes son las distancias ¢; ; = ||z; — /3.

Es posible escribir cada uno de los pasos del método JKO regularizado Euleriano en funcién de las matrices
Pj | de transporte entrdpico entre ay; y a;. Atendiendo a que para cada k > 0 se verifica a; 1 = P 1,
se puede obtener la expresion
Pri = arg gl(l’n )<P, C)+¢e(P,log(P)—1)+7F(P1l) y agy; =Pril (4.33)
€ Ak
de la configuracién Euleriana. El conjunto U( -, ay) que interviene en la expresion previa hace referencia al
conjunto de matrices P estrictamente positivas de R”™>" para las cuales P71 = b. Es decir, se corresponde con

el conjunto de distribuciones en el espacio producto con segunda marginal dada por el vector de probabilidades
b.

Cada iteracion de (4.33) se pueden entender como la resolucién de un problema de transporte entrépico
discreto generalizado (3.18): la funcién 7F va a tomar el papel de la funcién F en la expresién (3.18). Consi-
derando la funcién
0 siy=D>b
Gy) = .

0o Ssiy # ag
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se obtiene la misma formulacién que la dada en (4.33). Ademas, notando que en la iteracion k-ésima del método
JKO en la configuracién Euleriana, la transformada de Legendre de G es

G*(g) = Sttl)p<g,b> — G(b) = (g, ay),

cada iteracion se puede escribir como el problema dual

fitgj—cis
Jj

feanﬁgXeRn (—f) + (g, ax) 5i2j€

Para el cdlculo de este maximo se puede implementar el Algoritmo de Sinkhorn generalizado (Algoritmo [2), el
cual permite calcular a1 a partir del iterante ay.

Configuracion Lagrangiana: La version Lagrangiana del método JKO regularizado se basa en buscar cada
iterante en el espacio de probabilidades empiricas de RF con soporte formado por m puntos {z1,...,Tm}.
Una probabilidad a; de estas se escribe como % Yoy dz,(k)- Con esta simplificacién, y escribiendo x =

(X1...,2m) € R™ ¥ para denotar a un soporte de una probabilidad, la formulacién del método JKO es la
siguiente:
1 1
x(k+1) = (z1(k), ..., zm(k)) = arg GHRﬁn . §£C(X)E(1/m7 1/m)+7F(x) y aps1= m Zéxi(k'i‘l)'
x mxK im1
La matriz de coste C(x) de la expresi6n previa viene dada por las distancias ¢; ; = ||z; — z;(k)||3. La ventaja

de esta formulacién es que si consideramos una longitud de paso 7 pequefia se puede aproximar la distancia de
Wasserstein entre a1y ag por la distancia entre los puntos de su soporte:

Wi (a1, ak) = oi(k +1) = 21(B)|3 + - + ek +1) — zm(k)]13 = x(k + 1) — x(k)|3-

Entonces se puede emplear una aproximacién del método JKO (4.32) sin incluir el término de regularizacién
considerando las iteraciones

1 1 &
x(k+1) = (z1(k), ..., xm(k)) = arg min §IIX—X(1<¢)H§+TF(X) Yy Qg1 = m;%ml)- (4.34)

donde consideramos la funcién definida en R™** dada por F(x) = F( Ly 02, (k+1)) abusando de notacion.

La iteracion (4.34) se corresponde con el método de Movimiento Minimizante para F', el cual hemos presentado
antes. Si ademads la funcién, F' es diferenciable entonces se obtiene el esquema implicito de Euler.

4.4. Estimador Minimo Kantorovich

Esta dltima seccién se va a dedicar a presentar los estimadores Minimo Kantorovich los cuales surgen como
alternativa al estimador Méaximo Verosimil. La necesidad del empleo de estimadores distintos del estimador
Maiéximo Verosimil aparece en contextos en los que resulta dificil su calculo o incluso imposible. La situacién
que se plantea es la siguiente: se tiene un modelo paramétrico 6 — «(f) € P(X') y una serie de observaciones
{z1,...,x,} de una distribucién desconocida. De forma que se quiere obtener el elemento que minimice una
funcién de pérdida dada. En el caso del estimador méximo verosimil, la funcién de pérdida es la probabilidad
de obtener las observaciones que se tienen bajo una distribucién.

Cuando las distribuciones parametrizadas a(f) carecen de funcién de densidad o la distribucién de la que
se ha obtenido las realizaciones es singular, no se tienen garantias de una estimacién 6ptima. Por ello resulta
razonable el empleo de otra funcidn de pérdida para obtener el estimador. Una situacion en la que el empleo del
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estimador Maximo Verosimil no es util se tiene cuando las probabilidades «(#) son probabilidades inducidas
por una misma probabilidad ¢ € P(R?):

a(f) = (ho)#€

donde hy : R? — R¥ con d < k. Se dice que estos son modelos generativos para los cuales se han desarrollado
varios técnicas para la obtencioén de estimadores basadas en redes neuronales entre las que destacamos los
métodos GAN y VAE.

Una alternativa a estos surge de considerar la distancia de Wasserstein como medida de discrepancia entre

las probabilidades (hy)4€ y la medida empirica % Z?Zl dz;- El valor en el que se minimiza esta distancia es el

que proporciona el estimador Minimo Kantorovich que se define como el coste de transporte éptimo

1 n
‘ 2
lgélél Wy (h@)#f, - jE 1 5xj . (4.35)

La expresi6n anterior es un caso particular del problema de proyeccion que se ha estudiado en la Seccion[d.2.1]
para el cual se han aportado técnicas para obtener aproximaciones a su solucion. Estas se basan en el empleo
de una version regularizada de la funcion de pérdida (4.33), la discretizacion de las probabilidades «(6) y la
implementacién de métodos de descenso de gradiente para el cdlculo del minimo. Para ello se debe asegurar
la regularidad de las parametrizaciones hg y aplicar la Proposicién El desarrollo de esta teoria se plantea
como una posible via de investigacién futura.
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Capitulo 5

Conclusiones

El reciente aumento de aplicaciones del aprendizaje automdtico ha requerido del estudio de modelos mate-
maticos cada vez mas complejos que emplean cantidades masivas de pardmetros para ajustarse a conjuntos de
datos masivos. En la mayoria de los casos, estos modelos emplean alguna funcién de pérdida para evaluar su
precision y poder ajustar los pardmetros que lo determinan reduciendo el error cometido. La representacion de
los datos como distribuciones de probabilidad sugiere emplear una funcién de pérdida que compare la discre-
pancia de dos probabilidades. En este sentido encontramos varias alternativas cldsicas como la divergencia de
Kullback-Leibler o las distancias L”. Recientemente se ha planteado el empleo de la distancia de Wasserstein
para evaluar la diferencia entre dos probabilidades. Esta distancia goza de buenas propiedades y destaca entre
las alternativas anteriores porque es capaz de transportar la distancia del espacio subyacente al espacio de pro-
babilidades, de forma que concuerda con la idea fisica de mover una probabilidad en la otra. En este contexto
resulta de gran importancia obtener una forma de cdlculo rdpida del coste de transporte 6ptimo, la cual se ajuste
a problemas de tamafio grande.

La introduccién de la teorfa del transporte entrdpico permite convertir el problema del transporte 6ptimo en
uno con funcién objetivo estrictamente convexa lo que supone una ventaja computacional en el caso discreto
para el cual existe el Algoritmo de Sinkhorn. Este es un algoritmo de punto fijo que se basa en el escalar una
matriz por filas y columnas de forma sucesiva. Su implementacion emplea tinicamente productos matriciales y
divisiones entre vectores componente a componente lo que lo hacen facilmente paralelizable. En consecuencia,
el transporte entrépico discreto es un buen candidato para aproximar el coste del transporte 6ptimo y por lo
tanto una posible funcién de pérdida para problemas de aprendizaje automético. Podemos encontrar ejemplos
de su uso en aplicaciones al tratamiento de imagenes [[17] y al anélisis de tomograffas [[18]].

En este trabajo se ha introducido el problema de transporte éptimo y se han dado los resultados mas impor-
tantes que respaldan su utilizaciéon como funcién de pérdida. También, se ha definido el espacio de Wasserstein
en el cual se han desarrollado todos los resultados de los dos dltimos capitulos. Este es un espacio métrico
que hereda las propiedades del espacio subyacente, el cual es R* en las aplicaciones que hemos considerado.
En el Capitulo [2| se ha desarrollado la teoria del transporte entrdpico, para el cual se ha probado la existencia
y unicidad del plan de transporte entrépico bajo condiciones generales en la funcién de coste. Ademads, se ha
demostrado la convergencia del transporte entrdpico al transporte optimo cuando el factor de regularizacién
tiende a cero.

El Capitulo [3|estd dedicado al estudio del transporte entrépico en el caso discreto. La formulacion discreta
permite el empleo del lenguaje matricial y de cdlculos matriciales bésicos para obtener su solucién. El Algo-
ritmo de Sinkhorn es el que proporciona esta solucién mediante una serie de iteraciones poco costosas. Este
supone una ventaja frente al transporte entropico discreto el cual es un problema de programacion lineal para
los que las técnicas de resolucién usuales no son lo suficientemente rdpidas. En este trabajo se ha estudiado la
convergencia del algoritmo a la solucién éptima empleando para ello la distancia proyectiva de Hilbert, ademas
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de proporcionarse una interpretacion del Algoritmo de Sinkhorn a partir de la formulacién dual del problema
de transporte entropico discreto. También, se ha expuesto la generalizacion del problema de transporte entré-
pico discreto sobre la cual se ha indicado una via para la obtencién del Algoritmo de Sinkhorn generalizado.
Por dltimo, se ha detallado las propiedades de regularidad del coste de transporte entrépico respecto de sus
argumentos.

El Capitulo {4 del trabajo se centra en el estudio de varios problemas variacionales definidos en el espacio
de Wasserstein. Los dos primeros de ellos responden a una formulacién general dada por la minimizacién de
un funcional en el espacio de Wasserstein donde el funcional involucra al menos un término relacionado con un
coste de transporte Optimo. En particular, se analizan el problema de proyeccién de una probabilidad sobre un
subconjunto y el problema del baricentro. En [[17] se muestran aplicaciones del problema del baricentro para el
tratamiento de formas y texturas y en [[19] se propone su empleo para técnicas de clustering y de reconstruccién
de imagenes. La siguiente cuestién a la que se ha dedicado este capitulo es la de los flujos de gradiente en el
espacio de Wasserstein. Estos generalizan los flujos de gradiente en el espacio euclideo y permiten el estudio de
la dindmica de distribuciones sometidos a un potencial. Para su estudio se recorre los conceptos basicos de la
teoria de flujos de gradiente en R™ hasta derivar en el método JKO. En todos los problemas que se han estudiado
en el capitulo se ha presentado la version general y después se han introducido simplificaciones para poder
aplicar la teoria que se ha expuesto anteriormente. Es decir, se ha analizado la versién regularizada de estos
problemas y se ha trabajado en espacios discretos mediante el uso de discretizaciones. Estas se han estudiado
previamente al inicio del capitulo y son esenciales para el tratamiento computacional de estos problemas.

Siguiendo con la linea establecida en el tltimo capitulo se puede profundizar en los problemas variaciona-
les que se han expuesto, afiadiendo distintas condiciones con las que se obtengan propiedades interesantes. Por
ejemplo, en [20] se estudia una mezcla entre los problemas de proyeccién y del baricentro: se buscan las coor-
denadas baricéntricas, es decir unos pesos (A1, ..., As) € X, para las cuales el baricentro de s probabilidades
fijadas con dichos pesos sea lo mds préximo a una probabilidad dada. Una via de investigacion puede ser el uso
de estas coordenadas baricénticas como medida de extraccidn de caracteristicas para problemas de aprendizaje
automatico. Otro problema variacional se analiza en [21], el cual es una generalizacion del problema del ba-
ricentro para un grafo. Este se puede tratar con técnicas similares a las empleadas en este trabajo y puede ser
empleado para tareas de aprendizaje semisupervisado.
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Notacion

= P(X): conjunto de distribuciones de probabilidad en X

= II(a, B): conjunto de distribuciones conjuntas con marginales oy 3

= L.(a, B): coste de transporte Gptimo entre las probabilidades oy

= P,(X): conjunto de distribuciones de probabilidad en X con momento de orden p finito
= W,: distancia p de Wasserstein

- % (z): derivada de Radon Nikodym de P respecto de @

» KL(P|R): entropia de P relativaa R

= L5(a, B): coste de transporte entrépico entre las probabilidades a 'y 3

= W, : distancia p de Wasserstein con factor de regularizacion ¢

= 3,,: conjunto de vectores de probabilidad de m componentes.

= U(a, b): conjunto de matrices no negativas que se corresponden con una distribucion conjunta de I1(«, /3)

= Lc(a,b): coste de transporte Gptimo discreto entre los vectores de probabilidades a y b con matriz de
coste C

= L&(a, b): coste de transporte entrépico discreto entre los vectores de probabilidades a y b con matriz de
coste C

= 7°: solucién del problema de transporte entrépico discreto

= P®: matriz asociada a 7%, la solucién del problema de transporte entrépico discreto
= dy: distancia proyectiva de Hilbert

= C.: matriz de Gibbs con factor de regularizacion e.

= (f, g): potenciales 6ptimos del problema dual de transporte entrépico discreto

= P% ¢ solucion del problema del transporte entrépico generalizado

= U(*,(b¢):): conjunto de matrices factibles para el problema del baricentro regularizado de by, . . ., by
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Apéndice A

Resultados de Teoria de la Probabilidad

En esta seccidn se van a enunciar una serie de resultados relativos a la convergencia débil de probabilidades
en espacios métricos y la derivada de Radon Nikodym, los cuales se emplean a lo largo del trabajo. También se
probarédn una serie de resultados convergencia en variacion total y de aproximacion de funciones por sucesiones
de funciones continuas y acotadas.

Notacion A.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Denotamos por Cj(X') al conjunto de funciones continuas y
acotadas de X’ en R. Emplearemos Lip(X’) para denotar a las funciones lipschitzianas en X'.

Definicion A.0.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean { iy, }>1 unasucesiéon de Pr(X) y u € Pr(X’). Decimos
que la sucesion p,, converge débilmente a y si

/ £ (&) dpn(z [ 1@ dnta)

para toda funcion f € Cy,(X). En esta situacion escribimos

MnL)M-

n—o0

Teorema A.0.1 (Portmanteau). Sea (X, d) un espacio métrico completo 'y separable. Sean {jin } n>1 una suce-
sion de Pr(X) y u € Pr(X). Entonces, son equivalentes los siguientes:

1. MnL)u.

2. /Xf(a?) dpin () — /Xf(a:) du(z) paracada | € Cy(X).
3. /Xf(a?) dpin () — /Xf(:n) du(x) paracada f € Cp(X) N Lip(X).

4. liminf p,(G) > u(G)  para cada G abierto.

n—o0

5. limsup pu, (C) < u(C)  para cada C cerrado.

n—oo

6. lim p,(A) = u(A) para cada conjunto medible A con pu(Fr(A)) = 0.

n—oo
Definicion A.0.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea I' C P(X’) una familia de probabilidades. Se dice que T’
es ajustada si para cada € > 0 existe un compacto K tal que P(X \ K) < ¢ paracada P € T.

Teorema A.0.2 (Prokhorov). Sea (X, d) un espacio métrico. Si I' es una familia de probabilidades ajustada de
(X, d) entonces es relativamente compacta. Si (X, d) es completo y separable y ' es relativamente compacta
entonces I es ajustada.
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Corolario A.0.1. Sea (X, d) una espacio métrico completo y separable y sea I' = {Py, ..., P,} una familia
finita de probabilidades. Entonces I es ajustada.

Definicion A.0.3. Sean P, () dos probabilidades sobre un espacio medible X. Se dice que P es absolutamente
continua respecto de () si para cada conjunto medible N C X tal que Q(N) = 0, se tiene que P(N) = 0.

Teorema A.0.3. Sean P,(Q) dos probabilidades sobre un espacio polaco X tales que P es absolutamente
continua respecto de Q). Entonces, existe una funcion f tal que

P(A) = /A f(x) dQ(x)

para cada conjunto medible A de X. Ademds, f es unica salvo en un conjunto de probabilidad () nula. La
funcion f se denomina derivada de Radon-Nikodym y se denota por

dP

@(x).

Demostracion. Ver [25, Thm.32.2] O

Definicion A.0.4. Sean P, () dos probabilidades sobre un espacio medible X. Se dice que P y () son equiva-
lentes si P es absolutamente continua respecto de (@ y () es absolutamente continua respecto de P y se denota
P~ Q.

Proposicion A.0.1. Sea X un espacio polaco. El espacio de probabilidades P(X') es completo para la conver-
gencia en variacion total.

Demostracion. Sea {P,},>1 una sucesion de Cauchy para la convergencia en variacion total. Sea A un sub-
conjutno medible de X'. Entonces

%|PH(A) — P (A)| < ||Py — Pullry ——— 0,
n,m—o0

es decir, la sucesién de nimeros reales { P,,(A)},,>1 es de Cauchy y por lo tanto converge a P(A) € R. Veamos

que P define una probabilidad en X'. En primer lugar, vemos que P,(A) > 0 para cada n > 1, entonces

P(A) = lim P,(A) > 0. Un argumento similar prueba que P(X) = 1: P,(X) = 1 para cadan > 1,
n—oo

entonces P(X) = lim P,(X) = 1. Por dltimo, sean {A;};>1 subconjuntos de X’ disjuntos 2 a 2. Se tiene que
n—oo -

P(Ujz14;) = lm Pp(Uj>145) = Hm 370500 Pu(Ay) = 3255, P(45)

ya que la serie .~ P,(A;) es de nimeros positivos.

Solo falta comprobar que F,, converge a P en variacion total. Fijado un € > 0, existe ng > 1 tal que
$|Po(A) — Po(A)| < ||Py — Pullrv < € para cadam,n > ng y cada conjunto medible A. Tomando el limite
cuando m tiende a infinito en la expresién anterior se deduce que 3|P,(A) — P(A)| < ¢ paracada A C X
medible. En consecuencia,

3 SUD A medible | Pn(A) = P(A)| = [|Py = Pllry <
para cada n > ng, de donde se deduce la convergencia de P, a P en variacion total. O

Proposicion A.0.2. Sea X un espacio polaco y A un subconjunto medible de X . Existe una sucesion creciente
de funciones continuas y acotadas que converge puntualmente a la funcion indicatriz de A.
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Demostracion. Vamos a probar el resultado para los abiertos de X' que generan la o-4lgebra de Borel de X'. De
esta forma, deduciremos el resultado para todos los conjuntos medibles de X.

Sea B un abierto de X'. Su complementario es cerrado en X’y por lo tanto la funcién d(x, B€) es Lipschitz
continua en X. Para cada n > 1 consideramos al funcién

fn(x) = min (1, nd(z, B))

la cual es continua por ser composicion de funciones continuas y estd acotada por 1. Podemos observar que si
z € B, d(x,B¢) > 0y por lo tanto existe ng > 1 para el cual nod(x, B°) > 1y en consecuencia fy(z) = 1

para cada n > ng. Ademds, se tiene que f,(x) = 0 paratodon > 1six ¢ B. Es decir, f, converge
puntualmente a la funcién indicatriz de B. Por dltimo, podemos notar que la sucesién de funciones { fy, }n>1
que hemos construido es creciente. O

Teorema A.0.4 (Baire). Sea X un espacio polaco y sea h una funcion inferiormente semicontinua positiva.
Existe una sucesion creciente de funciones continuas y acotadas que converge puntualmente a h.

Demostracion. El teorema es consecuencia del Corolario 1 de [26l], ya que todo espacio polaco satisface el
axioma de separaciéon Ty. En este resultado se afirma la existencia de una sucesioén creciente de funciones
continuas { f,, },,>1 que converge puntualmente a h. Para completar la prueba del teorema, vamos a construir
una sucesion creciente de funciones continuas y acotadas que converja puntualmente a h a partir de { f,, }n>1.
Para ello, fijamos un punto zg € X y una distancia d compatible con la topologia de X y consideramos las
funciones

gn(x) = min(1, d(z, B(xg,n)) - méx(0, fr(x)).

Podemos observar que todas ellas son continuas por ser el producto de funciones continuas. Claramente 0 >
min(1,d(z, B(zg,n)°) > 1y max(0, f,(z)) > 0, por lo tanto g, > 0 para cada n > 1. Ademds, tomando
limites se tiene

lim min(1,d(z, B(zp,n)¢) =1

n—oo

lim méx(0, fn(x)) = max(0, h(x)) = h(x),

n—oo

de donde se deduce que g,, converge puntualmente a h. Por ultimo, se puede ver que g, (z) < gn+1(x) para
cadazx € X. [
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Apéndice B
Algoritmo de Descenso de gradiente

Esta seccion estd dedicada a la introduccién del Algoritmo de Descenso de gradiente (Algoritmo ) el cual
es uno de los métodos de descenso mas utilizados. En el Capitulo [] se ha propuesto este algoritmo para el
célculo de las soluciones de varios problemas variacionales en el espacio de Wasserstein.

Los métodos de descenso son métodos iterativos que tratan de obtener el minimo de una funcién real F' a
partir de una sucesion minimizante {z,, },>1 que verifique F'(z,) > F(x,1) para cada n. Uno de los tipos de
métodos de descenso mds simples, la bisqueda lineal, se basa en el esquema

Tptl = Tn — Ty,

El vector A, es la direccién de bisqueda del paso n-ésimo y 7, es la longitud del paso n-ésimo. Entre los
algoritmos que entran dentro del marco de los métodos de descenso de bisqueda lineal se encuentra el algoritmo
de descenso de gradiente, el cual vamos a describir mas adelante.

Definicién B.0.1. Sea F : D — R una funcién definida en un abierto convexo de R? y sea xg € D. Se dice
que v € R? es una direccién de descenso de F' en el punto zg si existe § > 0 tal que f (xo + tv) < f(xp) para
cada0 < t < 4.

Proposicion B.0.1. Sea F' : D — R una funcion continuamente diferenciable definida en un abierto convexo
de R? y sea xg € D. Si v satisface V F(xg) - v < 0, entonces es una direccion de descenso para F' en x.

Demostracion. Sea v € R tal que VF (o) - v < 0, por continuidad de VF(x) se deduce que existe § > 0 tal
que VF(xzg+tv) -v < 0 para cada 0 < ¢ < §. Entonces, fijado un 0 < ¢ < 6, por el Teorema del punto medio
de Lagrange se tiene

F(zo 4+ tv) = F(xg) + tVF(§) - v paraalgin & del segmento (zg, xo + tv)

y en consecuencia F'(xg + tv) < F(z0). Por lo tanto, v es una direccién de descenso de F' en zg. 0

Se puede observar que si v es una direccién de descenso para una funcién F' en un punto xg, entonces para
cada A > 0 el vector Av también lo es. Por esta razon, se puede limitar la bisqueda de direcciones de descenso
a vectores de una norma fija.

Lema B.0.1. Sea F' : D — R una funcién continuamente diferenciable definida en un abierto convexo de R?
y sea zg € D en el que no se anula VF(x). El vector —V F(z)” es una direccién de descenso de F en .
Ademis, es el tinico vector de entre aquellos que tienen norma ||V F'(zg)||2 en el que se alcanza el minimo

min VF(zg) -v. (B.1)
ol B oy, ¥ £ (@)
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Demostracion. El vector —V F ()"

condicién de la Proposicién

VE(wo) - (~VF(w0)") = ~||VF(x0)|[ < 0.

es una direccién de descenso de F' en xg ya que claramente verifica la

Para probar la segunda afirmacion, empleamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz de donde se deduce que
[VF(z0) - v| < [VF(zo)l2 - [vll2 = [|[F(wo)[3. Es decir, —[|F(x0)ll3 < VF(xo) - v < [[F(x0)|3. La
desigualdad inferior se alcanza en v = —V F'(z9) por lo que se tiene que este vector minimiza (B.I)). Ademas,
para cualquier otro vector v con norma ||V F(zg)|2 que no sea miltiplo de VF(xy), se da la desigualdad
estricta en la desigualdad de Cauchy-Schwarz, por lo que no minimiza (B.I). O

El Lema nos permite considerar V F'(xg) como direccién de descenso de F' en el punto x( siempre
que este sea un vector no nulo. En caso de que VF(x() fuese nulo se tendria que x;, es un extremo absoluto de
F', un extremo local de F', o bien un punto de silla. Atendiendo a las propiedades que hemos estudiado, vamos a
estudiar el método de descenso que se basa en emplear V F'(x,,) como direccién de bisqueda del paso n-ésimo.

Sea F' : D — R una funcién continuamente diferenciable definida en un abierto convexo de R? que tiene un
minimo z* en D. Una condicién necesaria para que z* sea minimo es que VF'(z*) = 0. Fijada una tolerancia,
tol, por la continuidad de VF(x) se deduce que existe una bola B(z*,d) para la cual ||VF(x)|]2 < tol para
cada x € B(z",0). Por lo tanto, un algoritmo que implemente el método de descenso para obtener el minimo
de F y emplee VF(x,) como direccién de bisqueda puede emplear ||V F(x,)||2 < tol como condicién de
parada.

Teniendo presente, las observaciones que hemos realizado, resulta natural considerar el Algoritmo @] para
obtener el minimo de una funcién en las condiciones dadas. Decimos que este es el Algoritmo de Descenso de
gradiente. Podemos ver que no se ha especificado el valor de la longitud del paso n-ésimo y es que existen de
diversas maneras de hacerlo. La forma mds simple consiste en tomar un valor constante 7,, = 7 para la longitud
del paso. El problema de esta eleccidn es que no existen garantias de que el algoritmo resultante sea un método
de descenso, es decir, no se puede asegurar f(z,+1) < f(xy). Existen otras alternativas para obtener 7, entre
ellas destacamos el método de busqueda exacta, el cual se basa en tomar como 7,, el 7 > 0 que minimice
F(x, + TV F(x,)), o la busqueda Backtracking que obtiene una aproximacién al valor dado por la bisqueda
exacta. En la Seccidn 9.2 de [11] se puede encontrar un desarrollo de las propiedades que aportan cada uno de
estos métodos.

Algoritmo 4: Algoritmo de Descenso de gradiente

Input: F', xg, tol

Output: z*

while ||V F(x,)|l2 > tol do
Calcular VF(x,,);
Calcular longitud del paso 7,;
Tng1 < Tp — T VF(2);

end

¥ = T
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Apéndice C
Diferenciacion Automatica

El objetivo de los algoritmos de Diferenciacion Automatica es obtener la matriz Jacobiana de una aplicacién
diferenciable ' : RN — R™? en un punto zq € R™°. Estos se basan en la suposicién de que F puede escribirse
como composicion de p aplicaciones diferenciables elementales f; : RVi-1 5 RNide la siguiente manera:

F=fyofy—10---0fy0fi.
dF

El cilculo de la matriz g - (o) se va a realizar de forma recursiva, para ello se va a hacer uso de la Regla de la
cadena. En primer lugar, para cada 1 < k < p — 1 definimos las aplicaciones

Fyp=frofr_10---0fa0fi

F* = f,0fp10-0 friz0 fas1.

Consideraremos Fy = Idgn, y F¥ = Idgn,. De esta forma, podemos observar que se verifica FFoF, =F
para cada 0 < k < p. Ademas, se satisfacen las siguientes relaciones:

Fip = froFp_q paracadal < k < p, (C.1)

FF=Flo g1 paracada0 <k <p—1.

Para cada 0 < k < p escribiremos x;, = Fj,(zg) € R™*, entonces por (C.I) se verifica 2, = f*(x;_,) para
cadal < k < p. También, vamos a emplear la notacion x;, para referirnos a las variables de una aplicacién con
salida R™V*. Por esta razén escribiremos if

k

dxp_q

(Tk-1)
para designar a la matriz Jacobiana de fj en el punto x;_. De acuerdo con esta notacién, utilizaremos

k
Prry vy )

TXO dxk

para referirnos a la matriz Jacobiana de Fj, en xg y a la matriz Jacobiana de FF en x ), respectivamente. Como
consecuencia de las igualdades (C.I)) se obtienen las siguientes expresiones aplicando la Regla de la cadena.

dF, d dFy_

e 70) = {dx]:il “’“”] | [ e (”““0)] prmeada L= = o
diFk( ) = ﬂkﬂ( ) dfk“( ) aracada0 <k <p-—1 (C.3)
dxy, = dXj41 Tt dxy, . P Srer |

Atendiendo a que F}, = F, podemos calcular la matriz Jacobiana de I en xo de forma recursiva mediante

la igualdad (C.2). En un bucle se calculan zj, y las matrices d;lJ;: £ (xg—1) de forma sucesiva y se actualiza
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Algoritmo 5: Algoritmo de Diferenciacién Automatica Forward

Input: zo, f1, fo,. .-, fy-1, fp
Output: j—i(xg)

%(%0) <—Id;
for1 <k<pdo

Calcular d}fﬁ’il (xk—1);

9 (wo) {dfik_l (M-J} ‘ [dgigl(m)];
rp < fr(Tp—1):

end

dF,
(o) + & (x0);

el valor fl%(iﬂo) hasta obtener %(azg) = g—i(xo). El procedimiento resultante se denomina Algoritmo de

Diferenciacién Automdtica Forward y se muestra en el Algoritmo [5

De una forma similar se puede emplear la igualdad (C.3)) de forma recursiva para calcular la matriz Jaco-
biana de F notando que F* = F. Para ello, primero se calculan los valores x, y las matrices df’; - - (rg—1) las
cuales se almacenan en memoria. En un segundo bucle se realizan los productos

k41 d
9B ()| - [ 2 ()|

hasta obtener la matriz Jacobiana de I’ en x(. De esta forma se obtiene el Algoritmo [6] el cual se denomina
Algoritmo de Diferenciaciéon Automadtica Backward.

Algoritmo 6: Algoritmo de Diferenciacién Automatica Backward

Input: x07f17f27 B 7fp—17 fp
Output: j—)ﬁ(xg)

for1<k<p-—1do

Calcular dj]:il (Tk—1);
T 4 fr(Tp-1);
end

%(l‘o)(—]d;
for0<k<p-—1do

k k+1 d
G () [gﬁ(xk-&-l)] : [ ﬁ’;;l (Mc)};

end
0
C‘%(ﬁo) — flio (z0);

La diferencia entre los dos algoritmos se encuentra en el orden en el que se multiplican las matrices Jaco-
bianas intermedias df{ = (xk—1): el método Forward realiza los productos en orden ascendente de k, mientras
que el método Backward realiza los productos en orden descendente de k. La principal ventaja del método
Backward frente al método Forward se encuentra cuando N, es pequefio en comparacion con Ny. Esto se debe

a que el nimero de productos necesarios para el cdlculo del producto (C.2) es N x Ni_1 x Ny y por lo tanto
el Algoritmo [5|realiza

p

p
Z(Nk X Nk,1 X N()) = N() Z(Nkfl X Nk)
k=1 k=1

productos (sin contar el cédlculo de df{ - - (k—1)). El cdlculo de los productos (C.3) requiere de N, X Ny 11 X Ny,
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productos que suman un total de

p—1 p—1 4
D (Np X Nigsa X Np) = N Y (Nie X Npga) = Np > (N1 x Ng)
k=0 k=0 k=1

productos (sin contar el cdlculo de df{ - - (k—1)). En consecuencia, si IV, < No, el nimero de productos que
realiza en método Backward es significativamente menor que el método Forward. A cambio, el Algoritmo de

Diferenciacion Automaética Backward necesita guardar los resultados intermedios del primer bucle.

En la practica la implementacién de estos algoritmos es distinta a la que hemos descrito ya que raramente
se necesita la matriz Jacobiana de F' entera sino su producto por un vector. La implementacion se basa en
la construccién de un grafo dirigido que indica las dependencias entre cada variable. Este se recorre hacia
detrds para calcular las derivadas parciales mediante el método Backward. La diferenciacion automdtica esta
implementada en muchos lenguajes de programacion, por ejemplo en la libreria torch de R y en la libreria
PyTorch de Python, ver [27] y [28]].
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