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Abstract

Tropical ideals form a class of ideales defined in the semiring of tropical poly-
nomials, as introduced in [MR18]. These ideals include the tropicalizations of
classical ideals and show a close connection to valuated matroids. The aim of this
project is to investigate that relation and show the most important properties
and results concerning tropical ideals. In particular, we will show that, similar
to the classical framework, it is possible to define a Hilbert function for these
ideals. Every tropical ideal has an associated variety, which we will demonstrate
is a finite polyhedral complex. We will also prove that they satisfy the ascending
chain condition, although they are not finitely generated, and we show that they
satisfy a tropical version of Nullstellensatz.

Resumen

Los ideales tropicales, introducidos en [MR18], son una clase de ideales
definidos sobre el semianillo de polinomios tropicales. Estos ideales engloban
las tropicalizaciones de los ideales clasicos y mantienen una estrecha relacién
con las matroides valoradas. El objetivo principal de este trabajo es explorar
dicha relacién y mostrar las propiedades y resultados més relevantes acerca de
los ideales tropicales. En particular, demostraremos que, al igual que en el caso
clasico, se puede definir una funcién de Hilbert para estos ideales, aprovechando
su relacién con las matroides. Probaremos también que satisfacen la condicién
de cadena ascendente, pese a no ser finitamente generados, y presentaremos una
version tropical del Nullstellensatz. Finalmente, estudiaremos las variedades
definidas por los ideales tropicales y mostraremos que se tratan de complejos
poliedrales finitos.
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Introduccion

La geometria tropical es una rama de la geometria algebraica que tiene su origen
en la segunda mitad del siglo XX, y establece conexiones entre la geometria
algebraica cldsica y la combinatoria. El término “tropical” fue acunado por el
matematico francés Jean-Eric Pin, [Pin98], en honor al matemdtico brasileno
Imre Simon, [Sim88], que fue pionero en trabajar en lo que ahora conocemos
como semianillo tropical, o min-plus dlgebra.

El nicleo de la geometria tropical es el semianillo (RU{oco}, &, ®), en el cual
las operaciones estan definidas como a @ b := min{a,b} y a © b := a + b. Este
cambio en las operaciones hace que los polinomios clasicos se transformen en fun-
ciones lineales a trozos y reemplaza las variedades algebraicas clasicas asociadas
a un ideal I C KJzy,...,x,], con K un cuerpo, por variedades tropicales, que
tienen una estructura combinatoria, lo cual precisa el estudio de la geometria
poliedral. Existen dos principales vias para introducirse a la geometria tropical,
la primera de ellas es la versién “extrinseca”, que es la que seguiremos en este
trabajo y la més habitual en los textos como [MS15], que se basa en tropicalizar
ideales y variedades clésicas. Existe, no obstante, una via que desarrolla una
teoria abstracta de variedades tropicales intrinseca, donde destacan los trabajos
de Mikhalkin, [Bru+15], [Mik06].

El objetivo de este trabajo es presentar los conceptos basicos, tanto a nivel
algebraico como a nivel combinatorio, para estudiar una clase de ideales en el
semianillo de polinomios tropicales, introducida en [MR18], llamados ideales
tropicales. Esta clase engloba aquellos ideales que provienen de tropicalizar los
ideales clasicos y se definen de manera puramente combinatoria utilizando ma-
troides valoradas. Gracias a su buen comportamiento “matroidal”, los ideales
tropicales satisfacen numerosos resultados que no se cumplen para ideales en
general y que recuerdan a los analogos para ideales cldsicos. En primer lugar, se
puede definir una funcién de Hilbert asociada a ellos, que al igual que en el caso
clasico, resulta ser un polinomio para grado suficientemente alto. También, veri-
fican la condicion de cadena ascendente, pese a que en general no son finitamente
generados, y una version del Nullstellensatz, completamente anédloga a la version
clasica. Veremos también que las variedades definidas por ideales tropicales se
comportan bien a nivel combinatorio, al tratarse de complejos poliedrales finitos.
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La manera en que se estructura el presente trabajo es la siguiente:

e El Capitulo 1 estd dedicado al estudio de las matroides y de las matroides
valoradas. Estos objetos combinatorios generalizan de manera abstracta
las propiedades de dependencia lineal y son la base de la definicién de los
ideales tropicales. Las referencias basicas que seguiremos para este capitulo
son [Oxl11], para la teoria general de matroides, y [DW92], [MTO01], para
el estudio particular de las matroides valoradas.

e El Capitulo 2 presenta conceptos mas puramente ligados a la geometria
tropical, incluyendo una breve exposicion de valoraciones sobre R y con-
ceptos basicos de geometria poliedral. Este capitulo sienta las bases de
lo que se conoce como geometria algebraica tropical y en él incluimos los
primeros resultados y ejemplos relevantes dentro de este campo. Cabe
destacar los dos teoremas principales dentro de la geometria tropical: el
Teorema Fundamental de la Geometria Tropical, 2.67, y el Teorema de
Estructura, 2.69. Estos dos resultados establecen la conexién entre las
variedades clasicas y tropicales y describen la estructura combinatoria de
estas ultimas. La principal referencia a seguir dentro de este capitulo es
[MS15]. Estos dos primeros capitulos constituyen la base tedrica necesaria
para abordar los siguientes.

e En el Capitulo 3 introducimos el objeto que motiva el presente trabajo:
los ideales tropicales. En este capitulo mostramos los primeros ejemplos de
ideales tropicales, y ayudados por la teoria de formas iniciales que podemos
definir para esta clase de ideales, probaremos algunas de sus propiedades
fundamentales. Entre ellas cabe destacar el estudio de sus funciones de
Hilbert, 3.29, y la prueba de que no existen cadenas infinitas de ideales
tropicales, 3.31. La referencia principal de este capitulo, y en general del
grueso del trabajo, es [MR18].

e Finalmente, en el Capitulo 4 estudiaremos un complejo poliedral de gran
relevancia que se puede asociar a cada ideal tropical conocido como com-
plejo de Grobner. Utilizando la existencia de este complejo, garantizada
por el Teorema 4.6, podremos hacer un estudio combinatorio de las va-
riedades definidas por ideales tropicales, llegando al resultado de que se
tratan de complejos poliedrales finitos. Culminaremos el capitulo y el tra-
bajo con la prueba del Nullstellensatz, 4.14, que enunciamos ahora. Los
conceptos del enunciado tomaran sentido a lo largo de la exposicion. La
principal referencia para este capitulo es de nuevo [MR18].

Teorema 0.1 (Nullstellensatz). Sea I C Rz, ..., 7] un ideal tropical.
Entonces V(I) C R™ es vacia si y solo si I = (0).

e Junto a la exposicién tedrica del trabajo, hemos anadido un apéndice
A dedicado al calculo de variedades tropicales haciendo uso del paquete
tropical, [Amé+19], y, en particular, de la funcién tropicalVariety de
Macaulay?2, [GS]. Los célculos de variedades tropicales en varios de los
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ejemplos de este trabajo se han realizado utlizando estas funciones. Este
paquete hace uso del programa Gfan, introducido por Anders Jensen, [Jen],
que a dia de hoy supone la mayor herramienta de calculo computacional
para la geometria tropical. Los cédlculos de variedades tropicales se basan
fundamentalmente en el calculo del complejo de Grébner asociado a un
ideal.






Capitulo 1

Matroides

Las matroides son objetos combinatorios fundamental surgidas con el propésito
de generalizar y aislar las propiedades de las relaciones de dependencia. Fueron
introducidas en [Whi35]. En dicho articulo, se extraen las propiedades funda-
mentales de dependencia que son comunes en el &mbito de la teoria de grafos y
del édlgebra lineal. Por su cardcter puramente combinatorio, las matroides son
fundamentales para la geometria tropical ya que una gran cantidad de resultados
y conceptos pueden entenderse desde el punto de vista de las mismas.

La primera seccién del presente capitulo estd dedicada a explicar los con-
ceptos basicos de las matroides ordinarias. En ella definimos y estudiamos los
conceptos de conjunto independiente, circuitos, bases y rango y vemos las rela-
ciones entre dichas definiciones.

La segunda seccién del capitulo va dedicada al estudio de las matroides
valoradas, que fueron introducidas por Dress y Wenzel en [DW92]. Las matroides
valoradas son el marco de trabajo ideal para definir los ideales tropicales. Muchas
de las buenas propiedades que nos interesan de los ideales tropicales, en relacion
al estudio de sus funciones de Hilbert o de la condicién de cadena ascendente, se
heredan precisamente del buen comportamiento de las matroides valoradas.

1.1 Conceptos basicos

Como mencionamos anteriormente, en esta primera seccién vamos a dar diver-
sas definiciones equivalentes de matroides y a explicar algunos de los conceptos
bésicos asociados a ellas como son los circuitos, las bases, el rango, etc. Pese
a no ser el objetivo fundamental de esta memoria, introduciremos algunas de
las pruebas para mostrar las técnicas basicas de demostracién con estos objetos.
Las principales referencias a seguir en cuanto a la teoria béasica de matroides son
[Ox111] y [WelT76].

Existen varias definiciones alternativas para las matroides. En esta memoria
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optamos por presentarlas por sus conjuntos independientes, y a partir de ellos
definiremos los circuitos, bases, funcion de rango, etc. La representacion me-
diante circuitos serd especialmente practica cuando presentemos las matroides
valoradas en la siguiente seccion.

1.1.1 Conjuntos dependientes e independientes

Comenzamos la exposicién de esta seccién introduciendo la definicion de las
matroides en relacién a los conjuntos independientes.

Definicién 1.1. Una matroide es un par (E,Z) donde FE es un conjunto finito e Z
es una coleccién de subconjuntos de F que satisfacen las siguientes propiedades:

I1. 0 eT.
12. SiTeZy I CI,entonces I' € T.

I3. Si I} e Iy estdn en Z, y si |I1]| < |12, existe un elemento e € I \ I; tal que
Lueel.

Si M es la matroide (E,Z), se dice que M es una matroide sobre E. Los elementos
de Z se llaman conjuntos independientes de M, mientras que los subconjuntos
de E que no estan en Z se llaman conjuntos dependientes. Denotamos la familia
de conjunto independientes de la matroide M por Z(M), o simplemente Z si no
existe ambigiiedad.

Los conjuntos dependientes minimales para la inclusién reciben el nombre
de circuitos. Denotamos el conjunto de circuitos de una matroide M como C(M)
o C si no hay ambigiiedad.

En la definicién anterior hemos cometido un pequeno abuso de notacién: en
la propiedad 13, el elemento e es un elemento de E y estd en el conjunto I \ I7.
Al unirlo a I, la notacién mds correcta deberia ser Iy U {e} € Z. A lo largo
de la memoria cometeremos este pequeno abuso de notacién, confundiendo el
elemento e € E con el conjunto {e}.

Observacién 1.2. Es claro que dado Z(M) es sencillo conocer cémo es C(M).
Reciprocamente, si conocemos C podemos determinar Z ya que los miembros de
7 son precisamente los subconjuntos de E que no contienen a ningin miembro
de C. Por tanto, una matroide queda también determinada por su familia de
circuitos. Es por ello que podemos utilizar también la notaciéon M = (E,C),
para referirnos a una matroide cuyos circuitos son los elementos de C.

El primer ejemplo de matroide que encontramos surge de las propiedades de
independencia lineal, como refleja la siguiente proposicién y el ejemplo posterior.

Proposicion 1.3. Sea E el conjunto de columnas de una matriz A de tamano
m X n con entradas en un cuerpo K y sea I el conjunto de subconjuntos de
indices que corresponden a columnas linealmente independientes en el espacio
vectorial K™. Entonces (E,Z) es una matroide.
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Proof. Es claro que Z satisface las condiciones I1 e 12. Veamos que se cumple
también I3. Sean I, Is conjuntos linealmente independientes de E con |I1] < |I2].
Sea W el subespacio de K™ generado por I; U Ip. Se tiene que dim W > |I5].
Supongamos que para todo e € I \ I1, I; Ue es dependiente. Entonces W estd
contenido en el subespacio generado por I; y asi

’IQ| < dim W < ‘11’ < |I2|,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, existe e € I3\ ] tal que [1Ue € Z. [0

Ejemplo 1.4. Consideremos la siguiente matriz sobre R:
10 011
A= <() 100 1)
En este caso £ = {1,2,3,4,5} y cada indice corresponde a una columna en la

matriz A. De acuerdo con la Proposicién 1.3, los conjuntos independientes de la
matroide asociada a la matriz A serian

T ={0.{1},{2}, {4}, {5}, {1,2},{1,5},{2,4},{2,5},{4,5}},
mientras que sus circuitos son los siguientes
C ={{3},{1,4},{1,2,5},{2,4,5}}.
YAN

Las matroides obtenidas a partir de matrices como hemos explicado reciben
el nombre de matroides vectoriales. Si A es la matriz de partida, denotamos la
correspondiente matroide vectorial por M[A].

Vamos a caracterizar a continuacién qué subconjuntos de E pueden formar el
conjunto de circuitos de una matroide M y a conocer algunas de las propiedades
de los circuitos.

Proposicion 1.5. El conjunto C de circuitos de una matroide satisface las si-
guientes propiedades:

Cl. 0¢gcC.
C2. Si Cy y Cy estan en C y C1 C Co, entonces C1 = Cs.

C3. Si Cy y Cy son miembros distintos no disjuntos de C y e € CyNCy, existe
un circuito Cs € C tal que C3 C (C1 U Co) \ e.

La condicion (C3) se llama axioma de eliminacion de circuitos.
Proof. Las dos primeras propiedades son claras. Probaremos la tercera por re-
duccién al absurdo. Supongamos que (C7 U C3) \ e no contiene ningin circuito,

entonces es un conjunto independiente. Por (C2), como Cy y Cj son circuitos
distintos, existe f € Co \ C1. Como (5 es un circuito, Cy \ f es independiente.

7
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Tomemos I C C7 U Cy maximal con la propiedad de ser independiente y de
contener a Cs \ f. Claramente f ¢ I. Como C] es un circuito, existe g € C1 que
no estd en I y ademds f # g. Por tanto

| < [(CLUC)\{f, g} =[C1UCs| =2 < |(C1UCy) \ e].

Aplicando la propiedad (I3) a los conjuntos independiente I y (C1 U C2) \ e,
obtenemos un conjunto independiente que contradice la maximalidad de I. [

Ademsds, estas tres propiedades caracterizan a las familias de conjuntos que
pueden ser la coleccién de circuitos de una matroide, en el sentido que precisa el
siguientes teorema.

Teorema 1.6. Sea E un conjunto finito y sea C una coleccion de subconjuntos
de E que satisfacen las propiedades (C1)—(C3). Sea Z la familia de subconjuntos
de E que no contienen a ningin miembro de C, entonces (E,Z) es una matroide
que tiene a C como conjunto de circuitos.

Proof. Ver [OxI11, Th. 1.1.4]. O

Combinando la Proposiciéon 1.5 con el Teorema 1.6 obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 1.7. Sea C una coleccion de conjuntos de un conjunto E. Entonces
C es la coleccion de circuitos de una matroide M sobre E si y solo si satisface
las siguientes propiedades:

Cl. 0gcC.
C2. SiCy y Cy estan en C y C1 C Cs, entonces C1 = Cs.

C3. Si Cy y Cy son miembros distintos de C y e € C1 N Cy, existe un circuito
Cs3 € C tal que C5 C (Cl UCQ) \ e.

Presentamos ahora el segundo tipo de matroides que se introdujeron en el
articulo fundacional [Whi35]. El primero de ellos lo hemos visto en la Proposicién
1.3. Este segundo tipo surge de la teoria de grafos, como muestra la siguiente
proposicién.

Recordemos que un ciclo en un grafo G es un subgrafo conexo cuyos vértices
tienen grado dos. Basicamente, un ciclo es un camino donde no se repiten aristas
ni vértices salvo el vértice inicial y final, que es el mismo. Recordemos también
que un grafo conexo es aquel en el que cada par de vértices distintos pueden
unirse mediante un camino.

Proposicion 1.8. Sea E el conjunto de aristas de un grafo G y sea C el conjunto
de conjuntos de aristas que corresponden a ciclos en G. Entonces C es el conjunto
de circuitos de una matroide sobre E.
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Proof. Es claro que C satisface las propiedades C1 y C1. Veamos que satisface el
axioma de eliminacién C3, nos ayudaremos de la Figura 1.1 en la demostracién.
Sean C; y C5 conjuntos de aristas de dos ciclos distintos de G que tienen e como
arista comun. Sean u,v los vértices que une e. Vamos a construir un ciclo de G
cuyo conjunto de aristas esté contenido en (C; U Cy) \ e. Para cada i € {1,2},
sea P; el camino de u a v en G cuyo conjunto de aristas es C; \ e. Empezamos
en uw y vamos recorriendo P;. Llamamos w al primer vértice a partir del cual
la siguiente arista de P; no esta en P». Recorremos P; desde w hasta el primer
vértice que también esté en P», que llamamos x. Este vértice existe ya que P; y
P, acaban ambos en v. Ahora, juntamos la seccién de P; de w a z con la seccién
de P» de w a x. El resultado es un ciclo con aristas contenidas en (C1 U Cs) \ e.
Por tanto, se verifica C3.

Figura 1.1: Axioma de eliminacién de circuitos (figura extraida de [OxI11, Fig.
1.1, Prop. 1.1.7]).

O]

Las matroide obtenida a partir de un grafo G se llama matroide de ciclos
y se denota por M(G). Un conjunto X de aristas es independiente en M (QG)
si y solo si X no contiene el conjunto de aristas de un ciclo. Recordemos que
un bosque es un grafo que no contiene ciclos. Luego la condicién anterior es
equivalente a que el subgrafo inducido por X, G[X], sea un bosque.

Veamos un ejemplo de este tipo de matroides.

Ejemplo 1.9. Consideremos el grafo G de la Figura 1.2 y tomemos su matroide
de ciclos. Se tiene que E = {ej, e2,e3,€4,e5} y que el conjunto de circuitos es el
siguiente

C = {{es},{e1,ea},{e1,€2,e5},{€2,eq,e5}}.

Si comparamos la matroide de ciclos M(G) con la matroide vectorial M[A] del

9
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Ejemplo 1.4, observamos que bajo la correspondencia
(;5: {617 €2, €3, €4, 65} — {]—7 27 37 47 5})

se tiene que X es un circuito en M(G) si y solo si ¢(X) es un circuito en M[A],
y de igual manera ocurre son los conjuntos independientes. Se dice que ambas
matroides son entonces isomorfas.

e1 ‘ e3

Figura 1.2

YA

Definicion 1.10. Dos matroides My y My son isomorfas, y lo denotamos por
M; = My si existe una biyeccién ¢: E(M;) — E(Mas) tal que para todo sub-
conjunto X C E(Mj), el conjunto ¢(X) es independiente en My si y solo si X
es independiente en M;. Una aplicacién ¢ de ese tipo se llama isomorfismo de
matroides.

Definiciéon 1.11. Una matroide que es isomorfa a la matroide de ciclos para
algin grafo G se llama matroide grdfica. Una matroide que es isomorfa a la
matroide vectorial de una matriz A con entradas en un cuerpo K se dice que es
representable sobre K, o K-representable.

En general, se puede probar que toda matroide gréafica es representable sobre
cualquier cuerpo K, [OxI11, Prop. 5.1.2]. Sin embargo, el reciproco no es cierto.
Tampoco es cierto que solo existan matroides representables, como se muestra
en [OxlI11, Prop. 2.2.26].

Terminamos la seccién destinada a los circuitos para introducir las defini-
ciones de algunos conceptos importantes de las matroides. Es interesante obser-
var que toman su nombre de la teoria de grafos.

Definiciéon 1.12. Sea M una matroide sobre E.
e Un elemento e € E es un bucle de M si {e} es un circuito de M.

e Si f,g € E cumplen que {f,g} es un circuito, se dice que son paralelos.
Una clase paralela de M es un conjunto maximal X C FE tal que cualquier
par de elementos de X son paralelos y ninguno es un bucle. Una clase
paralela es trivial si contiene un solo elemento.

10
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e Si M no contiene bucles ni clases paralelas no triviales, se dice que es una
matroide simple o una geometria combinatoria.

1.1.2 Bases

En esta seccién introducimos las bases de las matroides, que generalizan las bases
del algebra lineal. Veremos que, al igual que los conjuntos independientes y los
circuitos, permiten caracterizar las matroides. Como el concepto de base de una
matroide generaliza el de base vectorial, veremos que comparten algunas de sus
propiedades, por ejemplo, veremos en la Proposiciéon 1.14 que todas las bases de
una matroide tienen el mismo cardinal.

Definicién 1.13. Sea M = (E,7Z) una matroide. Una base de M es un con-
junto independiente maximal. Denotamos por B(M) el conjunto de bases de la
matroide M.

Proposicién 1.14. Si By, By € B(M), entonces |Bi| = |Ba].

Proof. Supongamos que |B;| < |Bz|. Por I3, existe e € By \ B; tal que By Ue es
independiente, en contra de la maximalidad de B;. En consecuencia |B;| > |Ba|.
Anélogamente se prueba que |Bs| > |By]. O

El conjunto de bases de una matroide cumple las siguientes propiedades:

Proposiciéon 1.15. Sea B el conjunto de bases de una matroide M. Se cumplen
las siguiente propiedades:

B1. B es un conjunto no vacio.
B2. Si B1,Bs € B yx € By \ Bo, ezistey € By \ By tal que (B \z) Uy € B.

La condicion B2 es unos de los wvarios azriomas de intercambio de base que
cumplen las matroides.

Proof. (B1) es inmediata consecuencia de (I1). Probemos la segunda condicién.
Tanto By \  como By son independientes, ademds puesto que |Bj| = |Bal, se
tiene que |B; \ x| < |Bz|. Por la propiedad (I3) existe y € By \ (B \ z) tal
que (B1 \ ) U y es independiente, y por tanto estd contenido en una base Bj.
Sabemos que |B]| = |B1| = |(B1\z)U y|, luego B} = (B1\z)U y, como querfamos
probar. ]

Estas dos propiedades caracterizan los conjuntos que pueden ser bases de
una matroide, en el sentido que precisamos a continuacion.

Teorema 1.16. Sea E un conjunto finito y B una coleccion de subconjuntos de
E que satisfacen (B1) y (B2). Sea T la familia de subconjuntos de E contenidos
en algin elemento de B. Entonces (E,Z) es una matroide que tiene B como
conjunto de bases.

11
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Proof. Ver [Oxl11, Th. 1.2.3]. O

Combinando los resultados de la Proposicion 1.15 y del Teorema 1.16 se
obtiene el siguiente corolario que indica qué propiedades caracterizan al conjunto
de bases de una matroide.

Corolario 1.17. Sea B una coleccion de subconjuntos de un conjunto E. FEn-
tonces B es la familia de bases de una matroide M sobre E si y solo si verifica
las siguientes propiedades:

Bl. B es un conjunto no vacio.
B2. Si B1,By € Byx € By \ Bo, existey € By \ By tal que (B1 \ x) Uy € B.

Puesto que el conjunto de bases de una matroide M la caracteriza, utilizare-
mos la notacién M = (E, B) para denotar una matroide sobre E con conjunto
de bases B.

Vamos a ver un par de ejemplo des matroides definidas a partir de sus
conjunto de bases.

Ejemplo 1.18. Sean m,n enteros no negativos con m < n. Sea E un conjunto
de n elementos y sea B la familia de subconjuntos de E de cardinal m. Es claro
que B cumple las condiciones (B1) y (B2) y por lo tanto es el conjunto de bases
de una matroide. Esta matroide recibe el nombre de matroide uniforme y la
denotamos por U,, ,,. Es claro que la familia de sus conjuntos independientes es

Z(Umn) ={X C E: |X| <m},
y que su familia de circuitos es

1] sim =n,

Si m = 0, entonces Uy, consiste en n bucles, mientras que si m = 1, entonces
Ui,, consiste en una tUnica clase paralela de n elementos. Si m > 2, U,,, es
simple. Si m = n, la matroide U,,, no tiene conjuntos dependientes. Dichas
matroides se llaman libres. A

Ejemplo 1.19. Sean (Ei, Eo, ..., E;) una particién 7 de un conjunto finito £
y sea B la familia de subconjuntos de F que contienen exactamente un elemento
de cada E;. Es sencillo comprobar que B satisface las condiciones (B1) y (B2) y
por tanto es el conjunto de bases de una matroide sobre E. Dicha matroide se
llama matroide particion y se denota por M. Se tiene que

I(M;)={X CE:|XNE;)| <1paratodoie€{l,2,...,r}},
mientras que sus circuitos son
C(M;)={{a,b}: a#by{a,b} C E; par algini € {1,2,...,r}}.

Notemos que si |E;| = 1 para todo i, entonces My = U,,.. JAN

12
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Observacion 1.20. Vamos a ver cudles son las bases de las matroides graficas
y las representables.

e En el caso de las matroides graficas, habiamos mencionado que un subcon-
junto X es independiente en M (G) si el subgrafo inducido por X es un
bosque. De este modo, X es una base de M(G) si G[X] es un bosque tal
que para todo e € X, el grafo G[X U e] contiene un ciclo.

e Tratemos ahora el caso representable. Sea A una matriz m xn con entradas
en el cuerpo K. Las columnas de A generan un subespacio W C K™ de
dimension dim W. Un subconjunto B de indices de columnas es una base
de M[A] siy solo si |B| = dim W y las columnas indicadas por B son una
base de W. Por ejemplo, sea A la matriz siguiente

101 1
A= (O 11 —1) '
En este caso, dimW = 2 y las bases de M[A] son todos los subconjuntos
de 2 elementos de {1,2,3,4}, de modo que M[A] = Uy 4.

Proposicion 1.21. Sea I un conjunto independiente de M y sea e € E un
elemento tal que I U e es dependiente. FExiste un tinico circuito contenido en
I Ue y dicho circuito contiene a e.

Proof. Es claro que I U e contiene algiin circuito y cualquier circuito contenido
en I Ue debe contener a e. Veamos que es tinico. Sean C'y C’ dos circuitos
distintos con la propiedad anterior. Por (C3), existe un circuito contenido en
(CUC") \ e, pero (CUC")\ e esta contenido en I, lo cual es absurdo. O

Como consecuencia inmediata se obtiene el siguiente corolario, que permite
definir los llamados circuitos fundamentales.

Corolario 1.22. Sea B una base de una matroide M y sea e € E'\ B, entonces
B Ue contiene un unico circuito C(e, B), y ademds e € C(e, B). Dicho circuito
se llama circuito fundamental de e con respecto a B.

La importancia de los circuitos fundamentales es que todos los circuitos de
una matroide se pueden ver como circuitos fundamentales de sus elementos con
respecto a una base adecuada.

Proposicion 1.23. Si C es un circuito de la matroide M y e € C, entonces M
tiene una base B de tal forma que C es el circuito fundamental de e con respecto

a B, es decir, C = C(e, B).

Proof. Como C' es un circuito, C'\ e es un conjunto independiente y por tanto
esta contenido en una base B. Dicha base no puede contener a e por que B es
un conjunto independiente y C'\ e C B. Se tiene entonces que C' es un circuito
contenido en B U e, por el Corolario 1.22, C'= C(e, B). O

13
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Proposicion 1.24. Sea M una matroide sobre un conjunto E, B una base de
M, fe Eyeec E\ B. Se tiene que (BUe) \ f es una base de M si y solo si
feCle B).

Proof. Recordamos que C'(e, B) es el tnico circuito de M contenido en (B Ue).
Supongamos que f € C(e, B), si probamos que (BUe) )\ f es independiente, seria
una base por tener el mismo cardinal que B, pero es claro que es independiente
ya que si (BUe) \ f contiene un circuito C' entonces C C (B U e), por lo que
C = C(e, B), lo cual es absurdo ya que f € C(e,B) y f ¢ C. Supongamos ahora
que f & C(e, B), entonces C(e, B) C (BUe) \ f y no serfa una base. O

1.1.3 Rango

La siguiente seccion esta dedicada al estudio del rango de una matroide, que
generaliza el concepto de dimensién vectorial. Para definir la funcién de rango
de una matroide, esto es, una funciéon que a cada subconjunto X C FE le asocia
un valor numérico llamado rango, es previamente necesario que introduzcamos
el concepto de matroide restriccion.

Sea M = (FE,Z) una matroide y sea X C E. SeaZ|X ={I C X: I € T}.
Es sencillo comprobar que (E,Z|X) es una matroide, que llamamos matroide
restriccion y denotamos por M|X. También es ficil ver que sus circuitos son
C(M|X) ={C Cc X:C € C(M)}. Puesto que M|X es una matroide, por la
Proposicién 1.14 todas sus bases tienen el mismo cardinal. Definimos el rango
de X, r(X), como el cardinal de una base B de M|X, y decimos que B es una
base de X, es decir,

r(X) =max{|I|: I C X, I independiente}.

Proposicién 1.25. Sea M = (E,T) una matroide y sear: P(E) — N su funcion
de rango, donde P(E) denota el conjunto de partes de E. Se cumplen las si-
guientes propiedades:

R1. Si X C E, entonces 0 < r(X) <|X]|.
R2. Si X CY C E, entonces r(X) <r(Y).
R3. Si X, Y C E, entonces

r(XUY)+r(XNnY)<r(x)+rY).

Proof. Las dos primeras propiedades son inmediatas de la definiciéon de rango.
Probemos R3. Sea Bxny una base de X NY. Se tiene que Bxny es un conjunto
independiente de M|(X UY') y estd por tanto contenido en una base Bxy de
X UY. Ahora, Bxyy N X y Bxyuy NY son independientes en M|X y MY,
respectivamente y por lo tanto, r(X) > |Bxuy N X|y r(Y) > |Bxuy NY|, por
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lo que

r(X)+r(Y)>|Bxuy N X|+ |Bxuy NY|
= [(Bxuy N X) U (Bxuy NY)|
+|(Bxuy N X)N(Bxuy NY)|
= [Bxuy N (X UY)| 4 |Bxuy N (X NY)|.

Ahora bien, Bxuyy N (X UY) = Bxyuy y Bxuy N (X NY) = Bxny obteniendo
asi que 7(X) + r(Y) > |Bxoy | + [Bxry| = r(X UY) +0(X 0 Y). 0

Estas tres propiedades caracterizan las funciones que pueden ser la funcién
de rango de una matroide.

Teorema 1.26. Sea E un conjunto finito y sea r: P(E) — N una funcion
que satisface (R1) — (R3). Sea T la coleccion de subconjuntos X de E tal que
r(x) = | X]|, entonces (E,T) es una matroide que tiene funcion de rango r.

Proof. Ver [OxlI11, Th. 1.3.2]. O

Combinando la Proposicion 1.25 y el Teorema 1.26 se tiene el siguiente
resultado.

Corolario 1.27. Sea E un conjunto finito. Una funcién r: P(E) — N es la
funcion de rango de una matroide M sobre E si y solo si cumple las siguientes
propiedades:

R1. Si X C E, entonces 0 < r(X) <|X]|.
R2. Si X CY C E, entonces r(X) <r(Y).
R3. Si X,Y C E, entonces

r(XUY)+r(XNY) <r(x)+rY).

Los conjuntos independientes, los circuitos y las bases se pueden caracterizar
también mediante la funcién de rango. La demostracién se sigue facilmente de
la definicion del rango de una matroide, explicitamos el primer caso.

Proposicion 1.28. Sea M una matroide con funcion de rango r y sea X C E.
Entonces

e X es independiente si y solo si r(X) = |X]|.
o X es base siy solo sir(X)=r(M)=|X]|.
o X es un circuito si y solo si X es no vacio y para todo x € X, se tiene que

r(X\z)=|X|-1=r(X).
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Proof. Si X es independiente, entonces X es una base de M|X y por lo tanto
r(X) = | X|. Por otro lado, por la definicién de rango,

r(X) =max{|I|: I C X, I independiente},
es claro que si 7(X) = | X|, entonces X es independiente. O

Ejemplo 1.29. Vamos a explicitar la funcién de rango para la clase de matroides
uniformes y para la clase de representables.

e Si M = U, entonces es claro que
_ )X st X <m,
T(X)_{ m,  si|X|>m.

e Si M = MJA] donde A es una matriz m x n con entradas en un cuerpo
K, entonces 7(X) es el rango de la submatriz de A correspondiente a
las columnas de A indicadas por los elementos de X, o equivalentemente,
r(X) es la dimensién como subespacio vectorial del espacio generado por
los vectores columna correspondientes a los indices de X.

A

1.2 Matroides valoradas

Explicaremos en esta seccién el concepto de matroide valorada, introducido por
Dress y Wenzel en [DW92]. Este es el marco de trabajo necesario para intro-
ducir los ideales tropicales y también para poder hablar de subespacios lineales
tropicales. Esta ultima parte no la desarrollaremos porque excede los contenidos
del trabajo, pero tiene una estrecha relacién con los ideales tropicales. Para més
informacién sobre este tema se puede consultar [MS15, §4.4], [Spe08].

Pese a que las matroides valoradas se pueden definir sobre grupos abelianos
totalmente ordenados més generales como se hace en el articulo original de Dress
y Wenzel, nosotros vamos a particularizar al caso de la geometria tropical: a lo
largo de la seccién, y en adelante en la presente memoria, supondremos que
(R,®,®) es un semianillo al que le pedimos ademds que a @ b := min{a,b}.
Vamos a denotar por co al elemento neutro aditivo y por R* = R\ {oo}. Pedi-
remos que (R*,®) sea un grupo totalmente ordenado y extendemos el orden a
R haciendo que oo sea el elemento méximo. Recordemos que un semianillo es
un anillo en el que se prescinde de la condicién de que cada elemento tenga un
neutro aditivo.

Los principales ejemplos con los que se trabaja dentro del ambito de la
geometria tropical son el semianillo tropical (o min-plus 4lgebra), R:

R:= (RU 0, @,@),donde P = mln’ ® = +7
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y el subsemianillo Booleano B de R:

B := ({0,00},®,®).

Un ideal I en un semianillo R es un subconjunto no vacio de R cerrado
por suma, y por multiplicacion por elementos de R. Vamos a denotar por
R[zo,...,xy,] el semianillo de polinomios en las variables x, ..., x, con coefi-
cientes en R. En el caso de que R = R, los elementos de R|[xo, ..., ,] son vistos
como polinomios y no como funciones, por ejemplo, los polinomios f = 2> & 0
y g =2® 2? ® 0 son distintos pese a que tomen los mismos valores en todo R.
Dado un polinomio f = @a, ® 2% € Rz, ..., z,], su soporte es el conjunto
siguiente

supp(f) := {u € N**1 : g, # oc}.

De aqui en adelante, vamos a denotar por (f ) el conjunto de subconjuntos
de E de r elementos.

Definicion 1.30. Sea E un conjunto finito, r € N. Una matroide valorada sobre
E con valores en el semicuerpo R es un par M = (E,p), donde p: (f) — R
satisface las siguientes propiedades:

(VB1) Existe B € (¥) tal que p(B) # .

(VB2) Para cada A, B € (f) todo a € A\ B existe b € B\ A tal que

p(A) ©p(B) 2 p(AUb\a) ©p(BUa\b).

La propiedad (VB2) recibe el nombre de arioma de intercambio de bases val-
oradas. La funcién p recibe el nombre de funcion de valoracion de M Dos
valoraciones pi, ps son equivalentes si existe A € R* tal que p1 = A © po.

Observacién 1.31. Si M = (E,p) es una matroide valorada, por el Teorema
1.16, su soporte B = {B € (f) : p(B) # oo} es la coleccion de bases de una
matroide de rango r sobre F, que llamamos matroide subyacente M. De este
modo, podemos definir una matroide valorada como una terna (E, B, p), donde
(E, B) es una matroide con conjunto de bases By p es una funcién de valoracién
sobre el conjunto de bases de M que verifique (VB2). Conviene tener esta idea
en mente, una matroide valorada es una matroide M junto con una funcién de
valoracién p que a cada base B de M le asocia un valor p(B) € R.

Observacién 1.32. Toda matroide M sobre E con conjunto de bases B(M)
tiene una funcién de valoracién trivial dada por

0, siXehB
00, en caso contrario.

p(X):{
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1.2.1 Motivacion de la definicién de matroide valorada

Dedicamos esta seccién a dar el ejemplo motivador que sirvié para la definicién
de las matroides valoradas en [DW92]. La referencia que seguimos para la pre-
sentacién de este ejemplo es [MTO1, Section 2] y [Murl0, Sect. 5.2.2]. En estas
referencias, las desigualdades estan invertidas con respecto a nuestra definicién
porque en lugar de introducir el elemento oo introducen {—oc}.

Sea A(s) una matriz de tamafio m X n y rango m que tiene como entradas
funciones racionales con coeficientes en R en la variable s. Consideremos ahora
MT[A] la matroide vectorial asociada a la matriz A, como presentamos en la
Proposicién 1.3. Dada una funcién racional f(s), se escribe como cociente de
polinomios f(s) = p(s)/q(s) y su grado se define como la diferencia de los grados
de dichos polinomios, es decir, deg,(f) = deg,(p) — deg,(q). Vamos a definir
una valoracion sobre esta matroide. Para ello, debemos utilizar una identidad
muy importante acerca de los determinantes, que resulta muy 1til en el estudio
combinatorio de las matroides: la identidad de Grassmann-Pliicker.

Consideremos una matriz A, R su conjunto de filas y C' su conjunto de
columnas. Para I C Ry J C C, vamos a denotar por A[I, J] la submatriz de A
obtenida al quedarnos con las filas en I y las columnas en J, esto es,

A[I,J]:(aijliEI,jGJ).

Proposicién 1.33 (Identidad de Grassmann-Pliicker). Sea A una matriz, R su
conjunto de filas y C' su conjunto de columnas y supongamos que |R| < |C|. Para
cada J,J" C C con |J| = |J'|=|R| yie J\J se tiene que

det A[R, J] - det A[R, J'] = Y det A[R,J —i+ j]-det A[R,J' +i— j], (1.1)
jeJNT

donde J — i + j indica que la columna j se pone en el lugar que ocupaba la
columna i en J, y andlogamente con J' +1i — j.

Proof. [Murl0, Prop. 2.1.4] O

Recordemos que la matroide vectorial M[A] tiene como conjunto de bases
B ={B C C: det[R, B] # 0}. Sobre dicho conjunto de bases vamos a definir
una valoracién p: B — Z dada por p(B) = deg, det A[R, B]. Si reinterpretamos
(1.1) en base a esta funcién definida, tomando el grado, obtenemos que

p(B) +p(B) > min p(B—i+j)+p(B +i-j) (1.2)
jEB'\B

Esta dltima ecuacién es similar al axioma de intercambio de bases valoradas
(VB2) de la definicién de matroide valorada.
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1.2.2 Circuitos y vectores valorados

Nuestro siguiente paso es definir cémo son los circuitos y vectores de las matroides
valoradas. Estos conceptos son tremendamente importantes ya que son la base de
c6mo se definen los ideales tropicales. La principal referencia a seguir es [MTO01].
En dicho articulo se muestran las principales propiedades de los circuitos y los
vectores valorados y se prueba que dichas propiedades caracterizan también las
matroides valoradas. Nos limitaremos a enunciar los resultados mas importantes
y citar los teoremas correspondientes de dicho articulo para las demostraciones
que no completemos.

Definicién 1.34. Dado un vector H € R¥, definimos su soporte como el con-
junto
H =supp(H) ={e€ E: H. # co}.

Definicién 1.35. Sea M = (FE,p) una matroide valorada. Para cada base
B e Bde My cadae € E\ B, definimos el circuito fundamental H(B,e) de M
como el vector de R¥, que tiene como coordenadas:

H(B,e)o = p(BUe — ¢)/p(B).

En esta definicién, / denota la divisién en R, (la resta en el caso de que R = R),
y p(B') = oo si |B| > ry 0o/A = oo para todo A € R*.

Observacion 1.36. Es importante remarcar que el soporte de H (B, e) coincide
con el circuito fundamental C'(e, B) en la matroide subyacente M. En efecto,

H(B,e) ={e € E: p(BU—¢') # oo}
={ € E: (BUe—¢€') es base de M}
= C(e, B),

donde la iltima igualdad se debe a la Proposicién 1.24.

Definicién 1.37. Un circuito (o circuito valorado), en M es un elemento de R”
de la forma A ® H(B,e), donde A € R* y H(B,e) es un circuito fundamental.
Denotamos por C la familia de circuitos de M, o C(M) si existe ambigiiedad.

Observacién 1.38. La Observacién 1.36 implica que la familia de soportes de
los circuitos de M, C = {C: C € C(M)}, es el conjunto de circuitos de la
matroide subyacente M.

La familia de circuitos de una matroide valorada presenta las propiedades
que enunciamos en la Proposicién 1.39. La mas importante de ellas es la que
marcamos como (VCE), y que llamaremos axioma de eliminacién de circuitos
valorados. La demostracién, junto con el enunciado del teorema, pueden encon-
trarse en [MTO01, Th. 3.1]. Las operaciones en el enunciado han de interpretarse
componente a componente del vector.

Proposicién 1.39. Sea M = (E,p) una matroide valorada y sea C su familia
de circuitos. Se verifican las siguientes propiedades:
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(VC1) (o0,...,00) & C.

(VC2) Si F,G €C con F # G, entonces FF ¢ G.

(VC3,

)
)
(VC3) Si F €C, A € R*, entonces \® F € C.
) Si F,G€C con F =G, eriste A € R* tal que G=\AOF
)

(VCE) Para todos G,H € C(M) y todos e,/ € E tal que Ge = H. # o0 y
Ge < Her, existe F € C(M) con F, =00, Fo =Go y F > G & H.

En [MTO1, Th. 3.3] se prueba que (VC1), (VC2), (VC3) y (VCE) equivalen,
en el sentido de que sirven para definir una matroide valorada, a los axiomas

(VB1) y (VB2).

En relaciéon a la nocién de circuito valorado introducida, vamos a abordar
ahora la de vector valorado, que generaliza el concepto de ciclo de las matroides
ordinarias.

Definicion 1.40. Un ciclo en una matroide es una union de circuitos. Un vector
de una matroide valorada es un elemento de R” generado por circuitos valorados.
Explicitamente, el conjunto de vectores de M es

V(M) = { B roH: e R}.
HeC(M)

Esto es, un vector valorado consiste en tomar, componente a componente, el
minimo de una familia de circuitos.

Los vectores de una matroide valorada pueden caracterizarse mediante una
serie de axiomas, recogidos en [MTO1, Th. 3.4]. La condicién més importante,
y que nos servirda para definir los ideales tropicales es la que marcamos como
(VVE), y llamamos axioma de eliminacién de vectores valorados.

Proposicién 1.41. Sea M = (E,p) una matroide valorada. El conjunto de
vectores V(M) verifica las siguientes propiedades:

(VV1) (c0,...,00) € V.
(VV2) Si F,G €V, entonces min(F,G) € V.

)
)

(VV3) Si F € V,a € R, entonces a ©® F € V.
)

(VVE) Para cada G,H € V ye € E tal que Ge = He # oo, existe F € V
cumpliendo F, = co, F > G® H, y For = Go ® Hy para todo €' € E tal
que Ger # Her.

La Proposicién 1.41, junto a los dos siguientes resultados que vamos a enun-
ciar, correspondientes a [MTO01, Th. 3.5] y [MTO01, Th. 3.6], respectivamente,
muestran que los axiomas de vectores definen también la matroide valorada, es
decir, son equivalentes a los axiomas de bases valoradas y circuitos valorados.
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Para un X C R, definimos el siguiente conjunto
Minsupp(X) = {A C X : A es de soporte minimal en X}.

Dada una familia de elementos de R¥ que satisfagan los axiomas de la Proposicién
1.41 definimos
Uy _e(V) := Minsupp(V).

A su vez, si partimos de una familia C que satisface los axiomas de circuitos
introducidos en la Proposicion 1.39, definimos

\IIC—>V(C) = V(M)v

es decir, el conjunto de vectores de la matroide valorada correspondiente a ese
conjunto de circuitos, que recordemos que se obtiene tomando el minimo de los
circuitos, componente a componente.

Teorema 1.42. Para una familia V C RE que satisface (VV1) — (VVE), se
tiene que Wy_c(V) wverifica los axiomas de circuitos (VC1) — (VCE).

Proof. Ver [MTO01, Th. 3.5] O

El siguiente teorema explica como recuperar el conjunto de circuitos a partir
del de vectores y viceversa.

Teorema 1.43. Sean C y V conjuntos de elementos de RF que satisfacen los
azriomas de circuitos y de vectores, respectivamente. Entonces se cumple lo sigu-
rente:

Uye(Peop(0) =C, (1.3)
‘I/c->v(‘IJV—>c(V)) =V.

Observacién 1.44. La parte (1.3) del Teorema 1.43 muestra que los circuitos
valorados son los vectores de soporte minimal.

Observacién 1.45. En el caso particular en que R = B = {0, oo}, las matroides
valoradas son simplemente matroides ordinarias ya que las condiciones (VB1)
y (VB2) de la Definicién 1.30 equivalen a las propiedades (B1l) y (B2) de la
Proposicién 1.15. En efecto, si los tnicos valores posibles son {0,00} y Ay B
son bases, es decir, p(A) # oo # p(B), entonces, por (VB2), para todoa € A\ B
existe b € B\ A tal que p(AUb—a) # oo, y por tanto es una base. En este caso,
los circuitos valorados y los vectores estdan en correspondencia con los circuitos
y los ciclos, respectivamente, de la matroide subyacente M.
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Capitulo 2

Fundamentos de geometria
tropical

Como mencionamos en la Introduccion, la geometria tropical es una rama de
reciente aparicion en las matemdticas que ha establecido numerosos puentes
entre la geometria algebraica cldsica y la geometria poliedral y combinatoria.
Este capitulo esta dedicado al estudio de los principales conceptos de una y otra
rama, necesarios para comprender dichos puentes y poder estudiar las variedades
y los objetos propios de la geometria tropical.

La Seccion 2.1, de corte mas algebraico, esta dedicada al estudio de las valo-
raciones sobre un cuerpo K. Esta herramienta nos permite pasar de polinomios
definidos sobre un cuerpo arbitrario K, a polinomios con coeficientes en R, que
van a definir variedades tropicales en R".

La Seccion 2.2, de corte mas combinatorio, estudia los conceptos de ge-
ometria poliedral y convexa necesario para comprender cémo son las variedades
que se estudian en la geometria tropical.

En la Seccién 2.3 nos adentramos en los aspectos propios de la geometria
tropical. Definimos en ella el semianillo tropical (R, ®,®), sobre el cual vamos
a definir polinomios, que a su vez tendran variedades asociadas. Para enten-
der como son esas variedades son imprescindibles los conceptos de ideal inicial
y complejo de Grobner de un ideal, que aparecen en 2.3.1. En 2.3.2 y 2.3.3
aparecen, respectivamente, el Teorema Fundamental de la Geometria Tropical,
Teorema 2.67 y el Teorema de Estructura, Teorema 2.69 que culminan el estudio
algebraico y combinatorio de las variedades tropicales.

2.1 Valoraciones

A continuacién, introducimos el concepto de valoracién sobre un cuerpo arbi-
trario K, restringiéndonos al caso en que el grupo de valores es un subgrupo de
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los ntimeros reales, que es el caso que ocupa a la geometria tropical. La principal
referencia de esta seccién es [MS15, §2.1].

Definicién 2.1. Sea K un cuerpo y sea K* = K \ {0}. Una wvaloracidn sobre
K es una funcién val: K — RU {oco} que verifica las siguiente propiedades:

e val(a) = oo siy solo sia =0,
e val(ab) = val(a) + val(b),
e val(a + b) > min{val(a), val(b)}.

Denotaremos una valoraciéon sobre un cuerpo K por el par (K, val), o siemple-
mente val si no existe ambigiiedad.

Lema 2.2. Sival(a) # val(b), entonces val(a + b) = min{val(a), val(b)}.

Proof. Podemos suponer que val(b) > val(a), es decir, val(a + b) > val(a). Se
tiene que val(1) = val(12) = val(1) + val(1), luego val(1) = 0. De igual modo,
val(—1) = 0, por tanto val(b) = val(—b) para todo b € K. Se tiene entonces que

val(a) > min{val(a + b), val(—b)} = min{val(a + b), val(b)},
y por tanto val(a) > val(a + b). En consecuencia, val(a + b) = val(a). O

Observaciéon 2.3. Es habitual identificar una valoracién con su restriccion al
grupo de unidades del cuerpo K, es decir, val: K* — R. Como val(1) = 0, se
cumple que val(a=!) = —val(a). Es claro entonces que el conjunto imagen de
una valoracion es un subgrupo de R, que llamamos grupo de valores y denotamos
por I_\val-

Observacién 2.4. Todo cuerpo K tiene una valoracién trivial, dando el valor
nulo a todos los elementos, es decir, val(a) = 0 para todo a € K. Dada una
valoracién no trivial, no supone restriccién asumir que 1 € I'y, puesto que
(A-val): K — RU {oo} es también una valoracién, para todo A > 0.

Dada una valoracién (K, val), podemos considerar su anillo de valoracion,
que consiste en los elementos que tienen valoracién no negativa:

R = {a € K: val(a) > 0}.

Este anillo es local, y su maximal es m = {a € K: val(a) > 0}. El cuerpo
k = R/m se llama cuerpo de residuos de (K, val).

Algunas de los ejemplos méas importantes de valoraciones no triviales son los
siguientes:

Ejemplo 2.5 (Valoracién p-ddica). Sea K = Q el cuerpo de ntimeros racionales
y sea p un numero primo. Dado un ¢ € Q, podemos sacar todas las potencias
de p y escribir g = pk%, donde a,b € Z y p no divide a o b. Definimos entonces
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valp(¢q) = k. Por ejemplo, valz(9/12) = 1. El anillo de valoracién asociado es la
localizacién de Z en el ideal primo (p), es decir,

a
R =L = {; € Q: med(a,b) =1y pfb}.

Su ideal maximal es (p) - Z,) y el cuerpo de residuos es k = . AN

Ejemplo 2.6 (Orden de una serie). Consideremos el cuerpo de series de Puiseux
K{{t}} con coeficientes en un cuerpo K algebraicamente cerrado. Estas son las
series formales de exponentes fraccionarios con un denominador acotado, esto es

s(t) = art” + agt™ + -+

donde a; € ky by < by < --- son numeros racionales con denominador comun.
Definimos val(s(t)) como el menor exponente que aparece en la expansién de
s(t). A

Vamos a resumir ahora algunas de las propiedades algebraicas mas relevantes
que necesitaremos de los anillos de valoracién. La existencia de escisiones, 2.11,
es relevante ya que se utilizan para definir los ideales iniciales que estudiaremos
en 2.3.1.

Proposicién 2.7. Sea (K,val) una valoracion. El anillo de valoracion asociado
es integramente cerrado.

Proof. Sea R el anillo de valoracion asociado y sea K su cuerpo de fracciones.
Debemos ver que todo elemento x € K entero sobre R cumple que x € R. Sea
x € K entero sobre R, existen ag,...,a, € R tal que 2" + ap_12" "+ -+ +
a1z + ap = 0. Supongamos que x ¢ R, lo que equivale a que val(z) < 0. En este
caso, val(z~!) > 0 y por lo tanto 2! € m. Multiplicando la ecuacién anterior
por x~" obtenemos

an—1z o apr " p g = 1,

obteniendo por tanto que —1 € m, lo cual es absurdo. O

Proposicién 2.8. Sea (K, val) una valoracion. Si K es algebraicamente cerrado,
entonces el cuerpo de residuos k = R/m es algebraicamente cerrado.

Proof. Sea f(x) = 2"+@n_12" ' +---+ajz+ap € k[z]. Paracadal <i<n-—1,
existe a; € R tal que @; es su clase en k = R/m. Como K es algebraicamente
cerrado, existe z € K raiz del polinomio ménico h(x) = 2" + ap 12" 1 + - +
a1z + ag € K[z]. Por la Proposicién 2.7, a € R y ademads se tiene que

f@E)=2"4+apn12" '+ +@z+ag=2"+ap_12"" 1+ ---a1z+ a9 =0,
como queriamos probar. O
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Definicién 2.9. Sea (G,-) un grupo. Se dice que G es divisible si para cada
g > 1, y para cada n € N, existe ¢’ € G tal que ng’ = g.

Proposicion 2.10. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado con una valo-
racton no trivial. El grupo de valores I'yy es un subgrupo divisible de R, y denso
en R.

Proof. Sea val(a) € T'ya v sea n > 1. Como K es algebraicamente cerrado,
a'/" € K y se tiene que n - val(a'/™) = val(a), con lo que Ty €s un grupo
divisible. Veamos ahora que es denso en R. Recordemos que se puede suponer
1 € T'yal, (Observacion 2.4). Puesto que 'y, es divisible, % € I'va para todo
n > 1, luego 7 € I'yy para todo m € Z. Puesto que Q C I'yy y Q es denso en
R, se deduce que I'y, es denso en R. ]

En ocasiones, sucedera que la aplicacién sobreyectiva K* — I'y,) escinda, es
decir, que exista un homomorfismo (de grupos), ¢: (I'ya, +) — (K*,-) tal que
val(¢(w)) = w. Equivalentemente, que el siguiente diagrama conmuta:

Ty — K

e

Proposiciéon 2.11. Si K es algebraicamente cerrado, la aplicacion sobreyectiva
K* — T'y, escinde.

Proof. Ver [MS15, Lemma 2.1.15]. O

Ejemplo 2.12. Consideremos el cuerpo K = C{{t}} el cuerpo de series de
Puiseux de coeficientes complejos en la variable ¢ con la valoracion dada por el
orden. Este cuerpo es algebraicamente cerrado y por tanto admite una escision.
Una posible es la escision candnica ¢: Ty = Q — C{{t}} dada por ¢(w) = t¥
para cada w € Q. A

Observacion 2.13. Debido al Ejemplo 2.12, es habitual denotar por t* al el-
emento ¢(w) € I'y, donde ¢ sea una escisién. Otros ejemplos notables de esci-
siones son 0 — 1 si K = C con la valoracién trivial, o u — p“ si K = QQ con
la valoracion p-adica.

2.2 Geometria poliedral

La naturaleza de las variedades definidas por la geometria tropical hace necesario
el estudio de la geometria poliedral para poder comprender y trabajar con ellas.
En esta seccion damos algunos de los conceptos y resultados méas importantes
con respecto a los poliedros. Las principales referencias que seguiremos en esta
seccion son [Zie95], [Ewa9o].
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Definicion 2.14. Un conjunto X C R™ es convezo si para cada x,y € X y para
todo 0 < X\ <1 se tiene que Ax + (1 — A\)y € X. La envolvente convera de un
conjunto U C R"™ es el menor conjunto conexo que contiene a U, denotado por
conv(U). En caso de que U = {uq,...,u,} sea un conjunto finito, entonces

conv(U) = {i)\lul tal que 0 < \; < l;i)\i = 1}.

=1 =1

Ahora vamos a definir los objetos fundamentales necesarios para comprender
las variedades tropicales, que son los poliedros y los complejos poliedrales.

Definicion 2.15. Un poliedro P C R™ es una interseccién de un nitimero finito
de semiespacios cerrados. Es decir, un poliedro P tiene una expresion del tipo
siguiente:

P=P(A,b)={xeR": Ax < b},
donde A es una matriz d x n con coeficientes en R y b € R%.

Las caras de un poliedro P estian determinadas por formas lineales w €
(R™)Y y tienen como expresion:
facew(P) ={x € P: w-x < w-y para cada y € P}.
Las caras que no estan propiamente contenidas en otras reciben el nombre de

facets o caras maximales.

Definicién 2.16. Sea P un poliedro, P C R", de la forma P = P(A,b) y sea
I" € R un subgrupo aditivo de los nimeros reales. Se dice que P es I'-racional
si la matriz A tiene entradas en Q y b € T'%. En caso de que I' = Q se dice que
P es racional.

Observacion 2.17. En la definicién de caras estamos identificando el espacio
dual con el original por medio de la identificacién natural que da el producto
escalar, es decir, identificamos un vector w € R™ con el funcional linear asociado
al producto escalar w: R" — R dado por w(x) = w - x.

Definicion 2.18. Diremos que un poliedro es un politopo si es acotado para la
métrica euclidea de R".

Se puede dar la siguiente caracterizacion de los politopos:
Teorema 2.19. Un subconjunto P C R es la envolvente convexa de un conjunto
finito de puntos P = conv(V) para algin V = {vy,...,v;} C R? si y solo si P
es un politopo, en el sentido de la Definicion 2.15
Proof. [Zie95, Th. 1.1]. O
Ejemplo 2.20. Consideremos el siguiente conjunto de vértices en R?

X = {(17 0)’ (1’ 1)7 (07 1)7 (O’O)}'
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Su envolvente convexa es, de acuerdo con el teorema anterior, un politopo. Es
de hecho, un cuadrado.

Desde el punto de vista de la Definicién 2.15, podemos describir el mismo
politopo P mediante la siguiente descripcion
}. (2.1)

Estamos describiendo el mismo politopo P bien como la envolvente convexa de
sus vértices, bien como interseccion de un numero finito de semiespacios, ver
Figura 2.1.

0
1

<
-1 o0 |*=

P:{xeR%
0 -1

O O ==

(1,1)

(0,0) (1,0) x=0
(a) (b)

Figura 2.1: Descripciones equivalentes del mismo politopo.

Algunos ejemplos de caras para este politopo, usando la notacién introducida
en 2.15 son

e face(; o)(P) es la arista de P que une los vértices (0,0) y (0,1).
) = (0,0).
)
) =

(
face(p,1)(P) es la arista que une los vértices (0,0) y (1,0).
(

face(y,1) (P

face(g,0) (P
VAN

Definimos ahora el concepto de cono poliedral, que no es mas que una clase
particular dentro de los poliedros.

Definicion 2.21. Un cono poliedral C es la envolvente positiva de un subcon-
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junto finito V' = {vy,...,vs} de R", es decir,
C = pos(vy,...,vs) = {Z)‘ivi: A > O}.
i=1

Las caras de un cono se definen de manera totalmente andloga a las de un
poliedro.

Al igual que en el caso de los poliedros, podemos interpretar los conos como
una interseccion finita de semiespacios, forzando al vector b de la Definicién 2.15
a ser el vector nulo.

Teorema 2.22. Un subconjunto C C R" es la envolvente positiva de un nimero
finito de puntos de R™ si y solo si C puede escribirse como interseccion finita de
semiespacio cerrados de la siguiente forma

C = P(A,0), para una matriz A € Myyn(R).
Proof. [Zie95, Th. 1.3]. O

Introducimos a continuacién los conceptos de complejo y abanico poliedrales,
que juegan un papel fundamental en el estudio y comprensién de las variedades
tropicales.

Definicion 2.23. Un complejo poliedral 3 es una familia de poliedros que sat-
isfacen las siguientes condiciones:

e Si P €Y, cada cara de P pertenece también a 2.

e Si P, € X, entonces PN @ es o bien una cara comin a Py ), o bien
vacia.

Los poliedros de un complejo ¥ reciben el nombre de celdas. Las celdas de ¥ que
no son caras de alguna celda mas grande reciben el nombre de celdas mazimales.
El soporte de un complejo poliedral 3 es

|¥| = {x € R": x € P para algin P € ¥}.

Definicion 2.24. Un abanico F es una coleccion finita de conos poliedrales que
satisfacen las siguientes condiciones:

e Si C € F, cada cara de C pertenece también a F.

e SiC,C" € F, entonces C N C’ es o bien vacia, o bien una cara comun a C
y C'.

El siguiente ejemplo presenta un abanico poliedral y una colecciéon de conos
que no cumplen las condiciones para ser abanico.
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Figura 2.2: Complejo poliedral.

Ejemplo 2.25. Consideremos el conjunto siguiente de vértices
V= {vla V2, U3, V4, ’1)5} = {(_17 2)7 <07 2)a (27 0)7 (1/27 _2)7 (_17 2)}

Sea F la coleccién formada por los siguientes conos:
i pOS(Uivvi-‘rl) para L= 1) 2) 3)4 y pOS(U5, Ul)'

e pos(v;) parai=1,...,6.

e pos(0,0).
Se tiene que F es un abanico poliedral, representado en la Figura 2.3a. A
(a) Abanico poliedral. (b) No abanico poliedral.

Figura 2.3

Ejemplo 2.26. Como ejemplo de una colecciéon de conos que no forman un
abanico, consideremos v; = (1,0), v2 = (0,1) y v3 = (—1,0) y sea G la familia
que contiene a los siguientes conos:

e (1 = pos(v1,v2), Cy = pos(va, v3), C3 = pos(vy, v2).

o Cy = pos(vs).
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En este caso, G no es un cono ya que C; N C3 = pos(v1) no es una cara de Cs. Si
anadimos pos(v1) y pos(vs) a G entonces si que forma un abanico. Esta familia
de conos esta representada en la Figura 2.3b. A

Presentamos ahora algunos conceptos relacionados con la estructura afin de
los poliedros.

Definicion 2.27. Sea P C R” un poliedro. El espacio de linealidad V de P es
el mayor subespacio vectorial de R™ tal que si x € P,v € V, entonces x +v € P.
Si ¥ es un complejo poliedral, su espacio de linealidad es la interseccién de los
espacios de linealidad de P, con P € .

El espacio afin de un poliedro P es el menor subespacio afin que contiene a
P. Este subespacio afin es la traslacién de un subespacio vectorial que se llama
espacio lineal paralelo a P,y que denotamos por lin(P).

La dimension de un poliedro P C R"™ es la dimensién como espacio vectorial
de lin(P).

Observacién 2.28. Si P = P(A,b) es un poliedro, con A € Mgy, (R) y b € R?,
entonces el espacio de linealidad de P es igual al subespacio vectorial dado por
el nicleo de la matriz A.

Definicion 2.29. Dado un complejo poliedral ¥, decimos que es puro si todos
los poliedros maximales que lo conforman tienen la misma dimension.

Definicion 2.30. Sea P C R™ un poliedro, x € P. Se dice que x es un punto
interior a P si x no esta contenido en ninguna cara de dimensién menor que n.
El conjunto de puntos interiores a P se denota por int(P). El interior relativo
de P, que se denota por relint(P) es el interior de P con respecto a su espacio
afin.

Definicion 2.31. Sea P C R"™ un poliedro. El abanico normal a P es el abanico
poliedral N(P) que tiene como conos los siguientes conjuntos

Clw] = cd({w' € (R™): facel, (P) = facew (P)}),
donde ¢l denota la clausura en (R™)V, el espacio dual a R".

Observacién 2.32. En ocasiones el abanico normal también recibe el nombre
de abanico normal interno ya que los conos que corresponden a caras maximales
de P son los vectores perpendiculares a dichas caras.

Definicién 2.33. Sea [ € K[xlﬂ,...,xil]. El politopo de Newton de f =

n
> cux" es la envolvente convexa de los u € Z" tales que ¢y # 0.

Ejemplo 2.34. Consideremos el polinomio f = z?y + 5% — 3z 4+ 2. El poli-
topo de Newton P es la envolvente convexa del conjunto de vértices siguientes,
correspondientes a los vectores de exponentes, {(2,1), (0,2), (1,0),(0,0)}. En la
Figura 2.4 aparece el politopo de Newton y el abanico normal.

A
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(0,2)
(0,0) (1,0
(b)

(a)

Figura 2.4: Politopo de Newton y abanico normal.

Finalizamos la seccién de geometria poliedral con la definicién de estrella de
una celda, que serd necesaria para poder hablar de la condicién de equilibrio de
un complejo poliedral a la hora de enunciar el Teorema de estructura, 2.69.

Definicion 2.35. Sea > C R” un complejo poliedral y sea o € 3 una de sus
celdas. La estrella de o en ¥ es un abanico, denotado por stary (o), compuesto
por conos que estan indexados por las celdas 7 € ¥ que tienen a o como una de
sus caras. El cono de stary (o) indexado por 7 es el conjunto

T={ANz—-y): A>0,zeT1,yco}.

01

02

star (o)

star(o2)
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2.3 Geometria tropical

Vamos a comenzar esta seccion por definir la estructura sobre la que vamos a
operar en la geometria tropical: el semianillo tropical (R, @, ®). Posteriormente,
veremos cOomo se comportan los polinomios en este semianillo y estudiaremos
las variedades que definen, culminando con el Teorema Fundamental de la Ge-
ometria Tropical y el Teorema de Estructura, respectivamente, Teorema 2.67 y
Teorema 2.69.

Definicién 2.36. El semianillo tropical (R, @, ®) tiene como conjunto base RU
{oo} y dos operaciones definidas como sigue:

a @ b := min{a, b},
a®b:=a+b.

Observacién 2.37. Es claro que la suma tropical @ es conmutativa y asociativa
y tiene oo como elemento neutro. Ademads, el producto tropical ® es también
asociativo y conmutativo y distribuye con respecto a @. El elemento neutro
multiplicativo es 0. Ademads, todos los elementos distintos del neutro aditivo
tienen inverso multiplicativo. Se trata, sin embargo, de un semianillo ya que no
existen elementos opuestos para la suma tropical, por ejemplo, no existe a € R
tal que a 1 = oco.

Esta carencia de inverso en la suma tropical hace que no sea puedan solu-
cionar ecuaciones polinémicas sencillas, por ejemplo, xt &2 =7

Con estas nuevas operaciones, los polinomios tropicales se interpretan como
funciones lineales en la aritmética usual.

Definicién 2.38. Un polinomio tropical f € R[x1,...,2,] es una combinacién
finita de monomios tropicales de la forma

Todo polinomio tropical representa una funcién lineal f: R™ — R. Evaluando
dichas funciones en la aritmética usual obtenemos el minimo de funciones lin-
eales. El polinomio tropical f se reinterpreta en la aritmética cldsica como
f(z1,...,zn) =min(a + 211 + -+ Tpin, b+ 151 + - TpJn, - - ).

Observacion 2.39. Las funciones lineales que determinan los polinomios tropi-
cales son funciones continuas lineales a trozos. Son ademds funciones céncavas.

Observacién 2.40. Es importante remarcar que dos polinomios tropicales dis-
tintos pueden dar lugar a una funcién lineal a trozos que tome los mismo valores
en todo R, y en esta memoria los consideraremos como polinomios distintos. Por
ejemplo, los polinomios

flx) =20,

gz)=2*210xa0.
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son distintos pese a que las funciones lineales asociadas

f(x) = min{2x,0},
g(z) = min{2z,1 + z,0}.

toman los mismos valores en todo R. Obsérvese también que el coeficiente de
f en = es oo, neutro para la suma tropical, mientras que el coeficiente en z?
es 0, neutro multiplicativo. Para nosotros, pese a definir la misma funcién, los
polinomios f y g son distintos.

Ejemplo 2.41. Consideremos el polinomio tropical f(z) = —2023®—-1022016
x®5. Este polinomio consiste en la aritmética usual es min{3z—2,2zx—1, z+1, 5}.
La grafica del polinomio tropical se muestra en la Figura 2.5.

v
=

y=3xr—2

Figura 2.5: Grificade f(z) = 2023@® -10220102®5

A

Ejemplo 2.42. El polinomio tropical en varias variables g(x,y) =z ®y ® 0 es
la funcién min{x,y,0} en aritmética usual. El 0 no se puede quitar ya que no es
el elemento neutro aditivo. Este polinomio g da una funcién lineal g: R? — R
cuyo dominio esta representado en la Figura 2.6. VAN

Definicién 2.43. Las raices de f € R[z1, ..., ,] son los lugares donde la grafica
de f no es diferenciable, es decir, el conjunto de puntos z € R" tales que el
minimo de f se alcanza al menos dos veces en x.
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r=9y<0

Figura 2.6: Grafode z Gy @0

Ejemplo 2.44. En el polinomio f del Ejemplo 2.41 se tiene que sus raices son
{1,2,4}. Para el polinomio g del Ejemplo 2.42, sus raices son la unién de los

tres rayos que aparecen en la Figura 2.6. A
La conexién entre los polinomios en R[z1, ..., x,] y los polinomios tropicales
en R[zy,...,x,] se basa en las valoraciones que permiten pasar de polinomios

con coeficientes en un cuerpo cualquiera a polinomios tropicales con coeficientes
en R.
Definicién 2.45. Sea K un cuerpo dotado de una valoracién y sea f = > cyx"

un polinomio en K[wiﬁl,...,xrfl]. Se define la tropicalizacion de f como el

polinomio que resulta de cambiar los coeficientes de f por su valoraciones e
interpretar las operaciones tropicalmente, es decir,

trop(f) := @Val(cu) ©x".

También lo podemos ver como una funcién trop(f): R — R dada por

trop(f)(w) = min{val(cy) + u-w}.

Ejemplo 2.46. Consideremos el cuerpo K = Q con la valoracién 2-adica y
sea f = 622 + bay + 10y> + 3z — y + 4 € Q[zT!,y*!]. Se tiene entonces que
trop(f) = 102202y @1 0y> @ x @y d 2, que se corresponde con la funcién
min{2z + 1,z + y,2y + 1, x,y,2}. La gréfica de trop(f) estéd en la Figura 2.7.

A

Definicién 2.47. Sea f € K[zi!,..., 2] un polinomio de Laurent. Se define

la hipersuperficie tropical, trop(V (f)), como el lugar no diferenciable de trop(f),
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2
T (2,2)
2x +1
(_170)
0,0 Y
T Y (07 _1)
2y +1

Figura 2.7: trop(f) =102 @y 10y @z 0y o 2.

es decir,

trop(V(f)) = {w € R": el minimo en trop(f)(w)

se alcanza al menos dos veces}.

Ejemplo 2.48. Si consideramos el polinomio
trop(f) =102y @10y’ @rdy o2

del Ejemplo 2.46, su variedad tropical esta formada por los segmentos y rayos que
aparecen en la gréfica de la Figura 2.5 y los vértices {(—1, 0), (0,0), (2,2), (0,—1)}.
A

2.3.1 Ideales iniciales y teoria de bases de Grobner

En esta subseccion presentamos algunas nociones de la teoria de bases de Grobner
para cuerpos dotados de una valoracién, que supone una generalizaciéon de la
teoria de bases de Grobner clasica. Vamos a comenzar por definir el término
inicial de un polinomio tropical, que llevard de manera natural a la nocién de
ideal inicial. Posteriormente, veremos algunos resultados relacionados con éstos,
como la existencia de bases de Grobner o del complejo de Groébner asociado a
un ideal.

Esta teoria supone una aproximacion computacional muy fructifera a la
hora de calcular variedades tropicales ya que las variedades tropicales estan rela-
cionadas con conjuntos de términos iniciales, como afirma el Teorema Funda-
mental de la Geometria Tropical, 2.67.

Nos limitaremos a enunciar sin demostraciéon la mayoria de los resultados,
ya que en la Seccién 3.2 y en el Capitulo 4 trataremos esta misma teoria con
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mas detalle, particularizada a caso de los ideales tropicales. Las principales
referencias a seguir son [MS15, Chap. 2, §2.4-§2.6] y [Macl3].

A lo largo de la seccién supondremos que K es un cuerpo con una valoracion
que admite una escisién, que vamos a denotar por ¢: 'y — K*, w — t*. Esto
sucede si K es algebraicamente cerrado o si val es la valoracién trivial, entre
otros casos. Vamos a denotar por R al anillo de valoracién asociado a (K, val) y
por k = R/m al cuerpo de residuos.

Sea f = > cyx" € K[xg,...,Z,] un polinomio. Recordemos que su tropi-
calizacion es el polinomio que resulta de sustituir los coeficientes por sus valo-
raciones e interpretar las operaciones tropicalmente, esto es,

trop(f) = @val(cu) ®x".

De este modo trop(f)(w) = min{val(cy) + w - u}.

Definicién 2.49. Sea w € R™t! un vector peso. El término inicial de f con
respeto de w es

inw(f) = Z cut—vallen)x™ € k(x]. (2.2)

uENn+1
val(cu)+w-u=trop(f)(w)

Observaciéon 2.50. En caso de que w € I‘L‘; ! el término inicial de f se puede
escribir también de la forma siguiente

ing (f) = t—trop(N)(w) f(twogy, ... twng,) (2.3)
= Z cyt—vallew)x!, (2.4)
Nn+1

val(cu)+w-u=trop(f)(w)

Ejemplo 2.51. Sea f = 622+ 5xy + 7y? € Q[z,y] con la valoracién 2-adica. Se
tiene que trop(f) = 1022@zy®y?. Paraw = (1,2), se tiene que trop(f)(1,2) =
min{3, 3,4} = 3. El minimo se alcanza en los dos primeros términos luego

in(12)(f) = 32° + Bay = 2° + wy € Z/2Z.

JAN

Ejemplo 2.52. Sea f = (t + t?)zg + 2?21 + 3tiwy € C{{t}}[w0, 71, z2]). Vamos
a calcular el término inicial con respecto a w = (4,2,0). Se tiene que trop(f) =
10x0®20 2 ®4© x2 y por lo tanto trop(f)(4,2,0) = min{5,4,4} = 4, que se
alcanza en los dos ultimos términos, de modo que su término inicial es

in(47270)(f) = 17221211 + t~43t42y = 221 + 319.
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Observacién 2.53. Si I C K|xg,...,x,| es un ideal homogéneo, entonces se
tiene que ingy1(f) = inw () para todo A € R, donde 1 = (1,...,1) asi que
podemos ver w como un elemento de trop(P") = R /R1 donde la relacién de
equivalencia viene dada por v ~ w si y solo si existe A € R con v =w + Al.

Definicién 2.54. Sea I C K|[xo,...,zy] un ideal homogéneo. Su ideal inicial
con respecto al peso w es

inw(I) = (inw(f): feI) Cklzo,...,zn].

Un conjunto G = {g1,...,9s} es una base de Grobner para I con respecto a w
siing (1) = (inw(g1), ..., inw(gs)).

Vamos a denotar por Sxg = Klzo,...,z,] y Sk = k[zo, ..., x,] para los anil-
los de polinomios que contienen un ideal homogéneo dado I, y sus correspondi-
entes ideales iniciales iny, (I), respectivamente. Una medida del tamano de un
ideal homogéneo I C K|z, ..., x,) es la llamada funcion de Hilbert, Hr: N — N
que asigna a cada grado d > 0, la dimensién de (S /I)4 como K-espacio vecto-
rial. En el marco clasico, las bases de Grobner sirven para calcular invariantes
asociados al ideal I, como su dimensién, ya que la funcién de Hilbert de un
ideal y de su ideal inicial coinciden. En teoria de Grobner con valoraciones que
hemos presentado también ocurre esto, en el sentido que precisa la siguiente
proposicién.

Proposicién 2.55. Sea I C Sk un ideal homogéneo y sea w € R™ ! tal que
in(I)d estd generado, como k-espacio vectorial, por monomios. FEntonces, los
monomios X" de grado d que no estdn en in,(I) forman una base de (Sk/I)4
como K-espacio vectorial.

Proof. Ver [MS15, Lemma 2.4.8]. O

Observacion 2.56. Este resultado es el andlogo en nuestra definicién de ideales
iniciales al que podemos encontrar en [CLO15, §5.2, Prop. 4] para la teorfa de
Grobner bésica.

Corolario 2.57. Para cada w € R"™! y cada ideal homogéneo I C Sk, la
funcion de Hilbert de I coincide con la de su ideal inicial iny (I), esto es

dimK((SK/I)d) = dimk((Sk/inw([)d)).
Proof. Ver [MS15, Cor. 2.4.9] O

En la Seccién 3.2.1 veremos cémo definir la funcién de Hilbert para los
ideales tropicales y estudiaremos su relacién con los ideales iniciales y algunas
de sus propiedades. Vamos ahora a dar alguna pincelada acerca del complejo de
Grobner asociado a un ideal. En el Capitulo 4 estudiaremos con més detalle el
complejo de Grébner asociado a un ideal tropical en R[zo, . .., ,].
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Vamos a comenzar por definir como van a ser las celdas que van a formar
el complejo de Grobner. Dado un ideal I C Kz, ..., x,] homogéneo, y dado
w € R™*! definimos los siguientes conjuntos

Crlw] = {w' € R"": ing (I) = iny/ (1)},

y denotamos por Cf[w] la clausura de C;[w] para la topologia usual en R,

Proposicién 2.58. Sea I un ideal homogéneo de K [xo, . .., z,]. Eziste iinicamente
una cantidad finita de ideales iniciales distintos iny (I) cuando w recorre R,

Proof. Ver [Macl3, Prop. 3.5] O

Utlizando esta proposicién se tiene el siguiente resultado, que afirma la ex-
istencia del complejo de Grobner.

Teorema 2.59. Sea I C Klxg,...,x,] un ideal homogéneo. Se tiene que los
poliedros Cr[w] cuando w recorre R™™! forman un complejo poliedral finito Ty -
racional con soporte en R™""/R1. Este complejo recibe el nombre de complejo
de Grébner asociado a I.

Proof. Ver [Macl3, Th. 2.4]. O

2.3.2 Teorema Fundamental de la Geometria Tropical

Es interesante conocer la relacién entre la hipersuperficie algebraica clasica defi-
nida por un polinomio f € K[x1,...,x,]| y la hipersuperficie tropical que define.
El resultado que da esa relacién es el llamado Teorema de Kapranov, 2.60, que
relaciona la hipersuperficie tropical asociada a un polinomio con su término
inicial y con las valoraciones de los puntos que estan en la hipersuperficie alge-
braica clasica. Este resultado se puede generalizar para variedades tropicales de
cualquier dimension, esto es el contenido del llamado Teorema Fundamental de
la Geometria Tropical, 2.67.

Teorema 2.60 (Teorema de Kapranov). Sea K un cuerpo algebraicamente cer-

rado con una valoracion no trivial y sea f = 3 cux® € K[zl ... 2] un

polinomio de Laurent, se tiene que los siguientes tres conjuntos coinciden
1. La hipersuperficie tropical trop(V (f)) C R™.
2. {w € R": inyw(f) no es un monomio}.

3. La clausura en R™ del conjunto
{(Val(y1)7 R 7val(y”)): (yla cee 7yn) S V(f)}

Ademds, si f es irreducible y w € ' Ntrop(V(f)), se tiene que el conjunto

{y e V(f): val(y) = w} es un denso de Zariski en la hipersuperficie V (f).
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Proof. [MR19, Th. 3.1.3] 0

Vamos ahora a generalizar este resultado a variedades tropicales de cualquier
dimension. Para ello, necesitamos definir las variedades tropicales para cualquier
ideal I C K[zt ... o).

r'n

Definicién 2.61. Sea I C K[z{',... 2], unideal en el anillo de polinomios de
Laurent y sea X = V(I) la variedad algebraica que define sobre el toro algebraico
TR = (K*)". Se define la tropicalizacion de X como la intersecciéon de todas las
hipersuperficies tropicales asociadas a elementos f € Iy, donde Ix es el ideal

asociado a la variedad V(I). Explicitamente,

trop(X) = | J trop(V(f)) C R™ (2.5)
felx

Observacién 2.62. En la definiciéon anterior, no basta tomar la interseccion
en un conjunto de generadores de I, lo que muestra que lo tropicalizacién no
conmuta con las interseccién. El siguiente ejemplo muestra un caso en el que no
es suficiente tomar los generadores.

Ejemplo 2.63. Sea K = C{{t}} el cuerpo de series de Puiseux, n = 2, y el ideal
I={(fg)C K[lz*',y*'], donde f =z +y+1;9 = = + 2y. Se tiene lo siguiente:

o trop(f)(w1,w2) = min{w;, ws,0}, por lo tanto trop(V(f)) es la unién de
los tres rayos que aparecen en la Figura 2.6.

e trop(g)(w1,we) = min{w;, ws}, por lo tanto

trop(V(g)) = { (w1, ws € R%: wy = wo}.

Se tiene entonces que
trop(V(f)) Ntrop(V(g)) = {(w1,ws) € R?: wy; = wq < 0}.

Sin embargo, trop(X) no es el conjunto anterior. Si consideramos el polinomio
h =g— f =y —1, entonces se tiene que trop(h)(wi,w2) = min{ws,0} y por
tanto trop(V'(h)) = {we = 0}. De este modo,

trop(X) C trop(V(f)) N trop(V (g)) Ntrop(V (h)) = {(0,0)}.
A

Observacion 2.64. El ejemplo anterior muestra que no basta tomar la inter-
seccion en un conjunto de generadores arbitario del ideal. Sin embargo, existen
sistemas de generadores que si que lo permiten, reciben el nombre de bases tro-
picales, y su existencia viene garantizada por el complejo de Grébner.
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Definicién 2.65. Sea I C K[xfl,...,x#] un ideal y sean {fi,..., fs} una
coleccién de polinomios de I. Se dice que {f1,..., fs} es una base tropical para
Isi

trop(V (1)) = ﬂ trop(V'(f3)),
i=1

y ademas I = (f1,..., fs).

Teorema 2.66. Sea I C Klzi',... ,xx' un ideal. Siempre existe una base

tropical para I.

Proof. Ver [Macl3, Th. 2.8]. O
Estamos ya en condiciones de enunciar el Teorema Fundamental de la Ge-

ometria Tropical. Una demostracién se puede encontrar en [MR19, Th. 3.2.3].

Teorema 2.67 (Teorema Fundamental de la Geometria Tropical). Sea K un
cuerpo algebraicamente cerrado dotado de una valoracion no trivial, sea I C

K[mfl, ooy un ideal, y sea X = V(I) la variedad que define el ideal I en
el toro algebraico T™ = (K™)*. Entonces, los siguientes subconjuntos de R™
coinciden

e La variedad tropical trop(X) definida como en (2.5).
e El conjunto {w € R™: iny, # (1)}.

o La clausura para la topologia usual de R™ del conjunto
val(X) = {(val(y1),...,val(yn)): (y1,-.-,yn) € X}.

Ademds, si X es irreducible y se tiene w € I', Ntrop(X), entonces el conjunto

{x € X: val(x) = w} es un denso de Zariski en la variedad X .

Aunque no demos la demostracién, vamos a ver un ejemplo de aplicacion
del Teorema Fundamental de la Geometria Tropical al cdlculo de la variedad
tropical asociada a un ideal utilizando valoraciones.

Ejemplo 2.68. Sea f =z +y + 1 € K[zt y*!], con K = C{{t}} vy la valo-
racién val dada por el orden. La variedad X = V(I) que define el polinomio en
(C{{t}}?)* viene dada por

V(I)={(a,-1—-a):a€ K,a#0,a # —1}.
Si calculamos entonces el conjunto val(X) del Teorema 2.67 tenemos
%

al(a),0), si val(a) > 0,
val(a),val(a)), sival(a) <0,
0,val(a +1)), sival(a)=0,val(a+1) >0,
0,0), en otro caso

a
a

(
(val(a), val(—1 — a)) = E
(
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Como K es algebraicamente cerrado con una valoracion no trivial, por la Proposicion
2.10, se tiene que I'y,) es denso en R, de modo que al tomar la clausura de val(X)
obtenemos la recta tropical que aparece en la Figura 2.8, que coincide con lo cal-
culado en el Ejemplo 2.42. A

(0,val(b))

(val(a),0)

(val(a),val(a))

Figura 2.8: trop(V(z +y + 1)).

2.3.3 Teorema de estructura

Una vez hemos entendido la relacion entre las variedades algebraicas clasicas y
las variedades tropicales, es momento de saber cémo son, en un sentido com-
binatorio, las variedades tropicales que definen los ideales. La respuesta a esta
cuestion la encontramos en el llamado Teorema de Estructura, 2.69, que resume
la estructura combinatoria de las variedades tropicales. Para entender el enun-
ciado del teorema conviene recordar los conceptos definidos en la Seccién 2.2 y
entender varios nuevos que definiremos después del enunciado. La demostracién
del teorema la omitimos, ya que es de elevada dificultad y no es el objetivo
fundamental de este trabajo. Se puede encontrar en [MS15, Sect. 3.3].

Teorema 2.69 (Teorema de estructura). Sea X wuna variedad irreducible de
dimension dim(X) = d definida sobre el toro algebraico T™. Entonces trop(X) es
el soporte de un complejo poliedral equilibrado, T'y,1-racional, puro de dimension
d y conectado a través de codimension 1.

Recordemos que dado un poliedro de la forma P = P(A,b), se dice que P
es I'-racional si A tiene entradas en Q y b en I

Recordemos a su vez que dado un complejo poliedral ¥ C R™, se define su
soporte como el conjunto || = {x € R": x € P para algin P € ¥}. Ademas,
dado un complejo poliedral, se dice que es puro si las celdas maximales tienen
la misma dimension.

Vamos a dar entonces las condiciones de ser equlibrado y conectado a través
de codimension 1 para entender el Teorema de Estructura.
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(_

Figura 2.9: Abanico equilibrado

Definicion 2.70. Una estructura de pesos en un complejo poliedral ¥ es una
asignacion que a cada celda maximal o de ¥ le asocia un peso w, € Z.

Definicion 2.71. Un abanico poliedral racional de dimensién 1 con estructura
de pesos es equilibrado si
Z m;ua; = 0,
i

donde m; es el peso asociado al rayo i-ésimo y u; € Z" es el primer punto de
coordenadas enteras en el rayo i-ésimo.

Ejemplo 2.72. El abanico que muestra la Figura 2.9 es equilibrado ya que
4(1,1) +2(—1,1) + 1(1,0) + 3(—1,—-2) = (0,0).

JAN

Vamos ahora a generalizar la definiciéon a complejos poliedrales de dimension
arbitraria. Sea 3 un complejo poliedral puro de dimensién d, y sea 7 un poliedro
de dimensién d — 1 de ¥. Consideremos L = span(x — y: z,y € 7) el espacio
afin generado por 7. Consideremos ahora el abanico stary(7), el cual recordemos
que tiene un cono por cada poliedro o € ¥ que contiene a 7 como una de sus
caras. Ademds, tiene L como espacio de linearidad. Se puede comprobar que el
cociente stary(7)/L es un abanico de dimensién uno que hereda la estructura de
pesos de .

Definicion 2.73. En las condiciones anteriores, se dice que X es equilibrado
en 7 si el abanico de dimensién uno, stary(7)/L es equilibrado. Se dice que
el complejo poliedral 3 es equilibrado si es equilibrado en todas las celdas de
dimension d — 1.

Nos queda entonces entender qué significa estar conectado a través de codi-

mension 1.

Dado un complejo poliedral ¥, le vamos a asociar su grafo de cadenas de
facets de la siguiente forma: por cada celda maximal de 3 escribimos un vértice
y unimos dichos vértices con una arista si los correspondientes poliedros se in-
tersecan en una cara de codimensién 1.
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Definicion 2.74. Un complejo poliedral X, puro, de dimensién d, esté conectado
a través de codimension 1 si el grafo de cadenas de facets es conexo.
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Capitulo 3

Ideales tropicales

El objetivo del presente capitulo es definir el principal objeto de estudio de la
memoria: los ideales tropicales. Esta clase de ideales fue introducida por Diane
Maclagan y Felipe Rincén en [MR18]. Estos ideales incluyen a los ideales de
R[z1,...,7,] que surgen de tropicalizar ideales de polinomios en K[z1,...,zy),
donde K es un cuerpo dotado de una valoraciéon, como veremos en el Ejemplo
3.12, pero también incluye ideales mas general que no son de esa forma, como ver-
emos en el Ejemplo 3.15. El hecho de restringirnos a esta clase de ideales permite
obtener propiedades que no son ciertas para ideales en general de Rz, ..., x,].
Veremos, por ejemplo, en el Ejemplo 3.32 que el semianillo R[z1,...,x,] no es
noetheriano. No obstante, demostraremos en el Teorema 3.31 que los ideales
tropicales satisfacen la condicién de cadena ascendente, hecho que no entra en
contradiccién ya que estamos trabajando en un semianillo.

De forma general se tiene también que los ideales de R[z1, ..., z,] no satis-
facen el Nullstellensatz, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Consideremos el ideal I = (z @ 1,z @ 2) € Rlzy,...,x,]. Este

ideal es claramente un ideal propio del semianillo R[x1, ..., ,], sin embargo, la
variedad tropical que define dicho ideal es vacia ya que los polinomios tropicales
f=x2®1, g =22 no comparten raices. A

Sin embargo, veremos en el Teorema 4.14 que se cumple un analogo tropical
al Nullstellensatz cldsico si nos restringimos a la clase de ideales tropicales.

Por tiltimo, las variedades tropicales de un ideal I C R[z,...,z,] pueden
no ser poliedrales, como veremos en el Ejemplo 4.10. Sin embargo, de nuevo al
restringirnos al marco de los ideales tropicales se tiene el resultado de que las
variedades que definen son poliedrales, como veremos en el Teorema 4.9.

En la Seccién 3.1 definiremos la clase de ideales tropicales en el contexto un
poco més general en que (R, @, ®) es un semianillo con las condiciones pedidas al
comienzo de la Seccién 1.2. No obstante, a la hora de entender los conceptos, y
como se podra ver en los ejemplos a lo largo de todo el capitulo, conviene tener
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en mente que R = R es el semianillo tropical, definido en 2.36, o el subsemi-
anillo B = {0,00} de R. En dicha seccién estudiaremos la relacién de la clase
de ideales tropicales con las matroides valoradas y daremos varios ejemplos de
ideales tropicales, entre los que destaca la clase de ideales tropicales realizables,
que aparecen en el Ejemplo 3.12.

La seccién 3.2 presenta la teoria de ideales iniciales para los ideales tropi-
cales homogéneos de R[zo, ..., z,] y B[zo,...,z,]. En esta seccién probaremos
que los ideales tropicales cumplen algunos de los resultados clasicos de algebra
conmutativa, en particular, veremos cémo se define la funcién de Hilbert para
un ideal tropical y demostraremos en el Teorema 3.29 que, al igual que en el caso
clasico, la funcion de Hilbert de un ideal tropical es un polinomio para grado su-
ficientemente alto. Utilizando las funciones de Hilbert, terminaremos el capitulo
probando en el Teorema 3.31 que los ideales tropicales satisfacen la condicion de
cadena ascendente.

3.1 Definicién y primeros ejemplos

Comenzamos la seccién introduciendo el concepto de ideal tropical. Los ideales
tropicales se pueden definir a partir de un axioma de eliminacién de monomios,
que no es mas que el axioma de eliminacién de vectores (VVE) de la Proposicién
1.41. Esto permite definir los ideales tropicales haciendo uso de la teoria de
matroides valoradas de la Seccion 1.2.

Vamos a denotar por Mong al conjunto de monomios de grado d en las
variables g, ..., Z,. De este modo, los elementos de RM°"@ son vectores, cuyas
entradas son monomios de grado d en las variables xq, . .., x,. Asi, podemos iden-
tificar dichos elementos son polinomios homogéneos de grado d en R[xo, ..., Zp].
De este modo, si M es una matroide valorada sobre Mong, los circuitos y los

vectores valorados de M son polinomios homogéneos en R[zy,...,z,] de grado
d.

Ejemplo 3.2. Consideremos n = 1,R = R. Se tiene que el conjunto de
monomios Mony = {2, zoz1,1}, de modo que el vector (2,1,0) € R"™ se

identifica con el polinomio f =20® w% ®10O xpx1 D 21. AN

Definicién 3.3. Sea I C Rz, ...,x,] un ideal homogéneo. Se dice que I es
un ideal tropical si para cada d > 0, la parte homogénea de grado d del ideal,
14, es la familia de vectores de una matroide valorada My sobre Mong. Si
I C R[xg...,xy] es un ideal tropical homogéneo, vamos a denotar por My(I) la
matroide valorada tal que V(My(I)) = 1.

Observaciéon 3.4. Si atendemos a la caracterizacion de vectores de una ma-
troide valorada de la Proposicion 1.41, los ideales tropicales homogéneos son
aquellos ideales homogéneos I C R|x, ..., zy] que verifican el siguiente axioma
de eliminaciéon de monomios:
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e Para cada f,g € I, y cualquier monomio X" con [f]xu = [g]xu # o0,
existe un h € I tal que [h|xu = 00 y [h]xv > min([f]xv, [¢]xv) para todos
los monomios xY, teniendo la igualdad siempre que [f]xv # [g]xv. Este
axioma de eliminacién suele denotarse por h < elimxu(f, g).

La definicién de ideal tropical no se restringe solo al caso homogéneo, sino
que podemos ampliarla a ideales I C R[xl, ..., Zp] e incluso a ideales I en el
semianillo de polinomios de Laurent R[$1 ,o., Y, la clave es que se cumpla
el axioma de eliminacién de monomios. Vamos a explicitar la definiciéon para
estos dos casos y a ver la relacién que existe entre las tres definiciones.

Definicién 3.5. Unideal I C R[:L“1 ,...,xt1] es tropical si se satisface el axioma
de eliminacién de monomios:

e Para cada f,g € I y cada monomio x" con [f]xu = [g]xu # 00, existe h € |

tal que [h]xu = 00y [hlxv > min([f]xv, [g]xv) para todos los monomios xV,
teniendo la igualdad siempre que [f ]xv [9]xv
Definicién 3.6. Un ideal I C R|xi,...,zy] es un ideal tropical si para cada

d > 0, el conjunto I<4 de polinomios de I de grado menor o igual que d es
un espacio tropical lineal, o equivalentemente, el conjunto de vectores de una
matroide valorada sobre Mon<.

Vamos a ver la relacién entre los ideales tropicales homogéneos en Rxo, . . ., z,,]
y los ideales tropicales en R[x1,...,x,] y R[:pl U
Definicién 3.7. Dado un polinomio f = @cyx" € Rlx1,...,z,], se define su

homogeneizado como el polinomio
d—|u]
EBcux x" € Rlxo, X1, -, Tp],

donde |u| :=>"" | u; y d = max{|u|: ¢y # oco}. Dadounideal I C Ry, ..., Zx],
se define su homogeneizado como el ideal

= (f fel)C Rlxg,x1,...,2,)]

Se puede realizar una operacion inversa para pasar de un polinomio ho-

mogéneo a uno en el semianilo R[zq,...,Z,].

Definicién 3.8. Sea f € R[xg,x1,...,2y] un polinomio homogéneo. Se define su
deshomogeneizado como el polinomio f|z,—0 := f(0,21,...,2,) € Rlx1,...,Ty).
Si tenemos un ideal homogéneo J C R[zg, 21, ..., Zy], el ideal deshomogeneizado

es el ideal de R[z1,...,x,] siguiente: J|zy=0 = {flzo=0: f € J}.

Si J C RlzF',..., 2] es un ideal en el semianillo de polinomios de Lau-
rent, la interseccién J N R[z1,...,2,] es un ideal en el semianillo R[wl, ey Xy
Reciprocamente, todo ideal I C R[z1,...,z,] genera un ideal IR[acl L=

cuyos elementos son los polinomios de Laurent de la forma fx", donde fely
x" es un monomio de Laurent.
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El siguiente lema precisa las relaciones entre los ideales en los diferentes
semianillos.

Lema 3.9. (1) Si J C R[zi',..., 2t es un ideal tropical, entonces J N
R[z1,...,x,] es un ideal tropical. Recz’procamente si I C Rlxi,...,xy]

es un ideal tropical, entonces también lo es IR[zF!, ... ).

(2) Si I C R[z1,...,x,) es un ideal tropical, entonces I" es un ideal tropi-
cal. Reciprocamente, si J C Rlxg,...,zy] es un ideal tropical homogéneo,
entonces J|zy=0 C R[x1,...,xy,] es un ideal tropical.

Proof. (1) Supongamos que J C R[zil,... 2] es un ideal tropical y sea
I =JNR[xy,...,xy]. Si f,g €I con [f]xu = [g]x=, entonces f,g € J,
luego existe h € J tal que h <« elimxu(f,g). En particular, esto im-
plica que h € R[xi,...,x,] ya que f,g € R[x1,...,x,], lueho h € I.
Reciprocamente, supongamos que I C Rxi,...,zy,] es un ideal tropical
y sea J = IR[:I:1 L. .z, Sean f,g € J con [f]xu = [g]xu. Tomemos
un monomio xV tal que fxV,gx¥ € I. Puesto que [fxV]utv = [gXY]xu+v,
existe h € I cumpliendo h < elimyutv(fx¥,gxV). Se tiene que hx™Y € J
y que hx~Y « elimxu(f,g), luego J es un ideal tropical.

(2) Supongamos que I C R[xy,...,x,] es un ideal tropical. Sean f,g € I"
de grado d tal que [f]xu = [g]xu y sea u’ las ultimas n-coordenadas de
u (que tiene n + 1 coordenadas). Entonces f' = fl|z0=0,9" = glop=0 € I
v [f'lyw = [¢']4w. Por el axioma de eliminacién en I, existe h' € I tal
que h < elim_w(f’,g'). Se tiene entonces que h = xg_deg(h/)ﬁ’ cumple
que h < elimxu(f,g), luego I" es tropical. Reciprocamente, supongamos
que J C R[zg, ..., 7,] es un ideal tropical homogéneo y sean f,g € J|z,—0
con [f]xu = [g]xe. Sin pérdida de generalidad podemos suponer d :=
deg( f) — deg(g) > 0. Tomamos c € N tal que a$f,x C+dg e J. Denotamos
e = ¢+ deg(f) — |u|. Por el axioma de eliminacién de monomios para
J, existe h € J con h «+ elimngu(x(c)f, x8+d§), y por tanto h|y,—o <
elimxu(f, g) lo que muestra que J|z,—o es un ideal tropical.

O]

La clase de ideales tropicales es una clase estrictamente mas pequena que
la de ideales en general de R[zq,...,z,]. El siguiente ejemplo muestra un ideal
homogéneo de R[z,y] que no es tropical.

Ejemplo 3.10 (Existen ideales no tropicales). Consideremos el ideal

I = (x ®y) C Rlx,y]. La parte homogénea de grado 2 de I estd generada por
22 @ zy y por zy @ y>. Esto no es el conjunto de vectores de una matroide
valorada sobre Mony = {22, 2y, y*} ya que el polinomio 22 @ 3? deberia estar en
I por el axioma de eliminacion aplicado a los dos generadores de Is. A

La siguiente observaciéon es muy relevante ya que nos dice cémo son las
relaciones de dependencia en la matroide subyacente M (I) si I es un ideal
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tropical.

Observacién 3.11. Dado un ideal tropical I C R[xo,...,zy] es importante en-
tender cémo son las relaciones de dependencia de los polinomios en la matroide
My(I). SiI es un ideal tropical, se tiene que I, para cada d > 0, es el con-
junto de vectores de una matroide valorada, que hemos denotado Mg(I). Por
el Teorema 1.43 sabemos que los circuitos valorados de Mg(I) son los vectores
de soporte minimal. Ademés, sabemos que el soporte de los circuitos valorados
forman la familia de circuitos de la matroide subyacente. Por lo tanto, en la
matroide subyacente M (I) se tiene que un conjunto C' C Mong es un circuito
de M,(I) si y solo si existe un polinomio h € I; de soporte minimo tal que
C = supp(h). Es més, un conjunto A C Mony es dependiente en M (1) siy solo
si existe un polinomio g € I tal que supp(g) C A.

Presentamos ahora una clase de ideales tropicales, los conocidos como rea-
lizables. Estos ideales surgen de tropicalizar ideales clasicos I C K|z, ..., Tp],
siendo K un cuerpo con una valoracién. Son el primer ejemplo que vamos a es-
tudiar de ideales tropicales. Recordemos que dado un polinomio f = ®ay © xY,
su soporte es el conjunto supp(f) = {u: ay # oo}.

Ejemplo 3.12 (Ideales tropicales realizables). Sea (K, val) una valoracién sobre
el cuerpo K. Habiamos visto en 2.45 que todo polinomio g € Klxg,...,x,] se
puede tropicalizar y dar lugar a un polinomio tropical trop(g) € R[zo,...,Zy]
interpretando las operaciones tropicalmente y cambiando los coeficientes por
sus valoraciones, es decir, si g = > ¢y - X" € Klzp,...,xy], entonces definimos
trop(g) := @ val(c") ® x". Para cualquier ideal J C Kz, ..., xy], su tropical-
izacién es el ideal

trop(J) := (trop(g): g € J) C R[zo, ..., )]

Queremos ver que estos ideales son tropicales. Afirmamos que si f es un poli-
nomio de soporte minimal en trop(J), entonces existe g € J y A € R* tal que
f = A ® trop(g). En efecto, si f € trop(J), podemos escribirlo de la forma
f =N ox" o trop(g;) con g; € J, entonces f = PN © trop(xig;), ya
que trop(x"g) = trop(x") @ trop(g) para todo polinomio g € Klxo,...,x,].
Puesto que no hay cancelacién en R, se tiene que supp(x"ig;) C supp(f), para
cada 7, luego se da la igualdad porque f era de soporte minimal, es decir,
supp(x"ig;) = supp(f) para todo i. Como todos los x"ig; son de soporte mini-
mal en J, cada uno de ellos es un miltiplo escalar de otro, luego f = A ® trop(g)
para algin g € J.

Vamos a ver que si J C Klxg,...,z,] es un ideal homogéneo, para cada
d > 0, los polinomios de grado d en trop(J) de soporte minimal satisfacen el
axioma de eliminacién de circuitos de matroides valoradas (VCE), 1.39. El resto
de axiomas (VC1), (VC2) y (VC3) son claros. Se tendra entonces que trop(.J) es
un ideal tropical.

Veamos que cumple entonces el axioma de eliminacién. Sean f1, fa € trop(J)g
de soporte minimal. FEntonces existen A\, Ao € R* y g1,92 € J tal que f; =
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A1 ©trop(g1) v fa = A2 ©® trop(gz). Puesto que los circuitos valorados son cerra-
dos por multiplicacién tropical se puede suponer A\ = Ay = 0. Sean e, e’ € Mony

tal que [fi]e = [f2]e # o0 v [f2]er > [f1]er- Pongamos

g1 = XM + agx"? + -+ - 4 a,x"7, (3.1)
go = blxul + b2Xu2 + -+ bsxus.

Entonces sus tropicalizados son

f1 = val(ap)x" @ val(ag)x"? @ - - - @ val(a,)x"", (3.3)
f2 = val(by)x" @ val(bg)x"? @ - - - @ val(bs)x"*. (3.4)
Sin pérdida de generalidad se puede suponer e = x"™ y ¢ = x"2, por lo
tantoval(by) = val(ai) y val(by) > val(az). Consideremos el polinomio g =
%gg — g1 € trop(J)4. Consideremos ahora f = trop(g). Veamos que f cumple lo
que queremos. Se tiene que [g]e = 0, luego [f]e = co. Ademas, [g]es = % — a9,

luego al tomar la valoracién se obtiene

[f]er =val (CLZE?Q - a2> = min {val ((1;?2) ,val(ag)}

=min{val(ai) + val(bz) — val(b;), val(az2)}
=min{val(bs), val(ag)} = val(az) = [fi]e

Ademds, [f], = val(fga] — (1)) = min{[fi}, [f2],} para el resto de monomios
fuera de e, e’. Encontramos por tanto f € trop(J)g tal que f < elim(f1, f2).
A

Ejemplo 3.13 (Ideal tropical homogéneo de un punto). Sea a = (ag,...,ay,) €
trop(P") = (Rﬂﬂ \ (00, ...,00))/R1. Sea I, el ideal generado por los polinomios
homogéneos f € Rlxg,...,z,] tales que a € V(f), es decir, f(a) = oo o el
minimo en f(a) se alcanza al menos dos veces. Queremos probar que I, es
un ideal tropical. Ademds, si (K, val) es un cuerpo valorado con a; € T'yy
para todo 1 < ¢ < n, entonces I, es la tropicalizacién de cualquier ideal J, =
{f € K[xo,...,zy]: f homogéneoy f(a)= 0} de un punto o € P" cumpliendo
val(ay) = a;.

En primer lugar, vamos a ver que I, est generado como R-semimédulo por
el conjunto S de polinomios de la forma (a-v) ® x" @ (a-u) ® xV tales que
deg(x") = deg(xY) y u # v. Es claro que todos estos binomios (0 monomios,
en caso de que alguno de los a; sea 0o) estdn contenidos en I,. Sea ahora
f = ca ©®x" € I que esté fuera del ideal generado por S. Podemos suponer
que f tiene el menor nimero de términos posible y que f(a) < oo ya que en caso
contrario los monomios de f estarian en el ideal generado por S. Sea ¢, ® xV
un término de f tal que ¢y +a-v > f(a) en caso de que exista tal término, o
cualquier término de f, en caso contrario. Tomemos ahora v/ # v de manera
que f(a) =cy +a-v' ysea g =D, , cu ®x". Es claro entonces que

f=g@®(v—a-v)o(a-v)oxa(a - v)ox"). (3.5)
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En caso de que el minimo en f(a) no se alcance en xV, esto es, ¢y +a-v > f(a),
entonces el minimo en g(a) se sigue alcanzando dos veces porque f € I,. En
caso de que no exista un término de f mayor que f(a), el minimo en f(a) se
alcanza en todos los términos de f y por tanto f debe tener al menos 3 términos
ya que si no serfa un multiplo escalar por un polinomio de S. En este caso, el
minimo en g(a) se alcanza de nuevo dos veces. Por lo tanto, g(a) € I, y tiene
menos términos que f, luego g estd en el ideal generado por S. Por (3.5), f estd
también en S, lo que prueba que I, estd generado por §. Los polinomios de
grado d de soporte minimo en & cumplen el axioma de eliminacién de circuitos
para una matroide valorada, lo que implica que (I5)q es el conjunto de vectores
de una matroide valorada, y por tanto I es un ideal tropical.

Para probar la segunda parte, supongamos que o € P* verifica que val(a;) =
a; para cada i. El ideal homogéneo J, C Klzo,...,x,] contiene a los bi-
nomios de la forma aVx" — a"xV para todos los pares de monomios x",xV
con deg(x") = deg(x¥), luego In C trop(Jy). Si esta inclusién fuera propia,
existirfa h € trop(Jy) tal que h & I,. Podemos escribir h = € h; ® trop(g;), con
gi € Jo. Puesto que a = val(a) € trop(V(g;)) = V(trop(g;)), se tiene que a € h,
en contra de lo supuesto. A

A continuacion vamos a ver un ejemplo que muestra cémo dos ideales tropi-
cales diferentes pueden tener la misma variedad asociada, lo que indica que las
variedades asociadas a ideales dan menos informacion que la que tiene el ideal.

Ejemplo 3.14 (Ideales con la misma variedad). Consideremos C el cuerpo de
nimeros complejos con la valoracién trivial val: C — R, y los ideales

J={(x+y+2)(xy+zz+y2)),J ={(x+y)(z+2)(y+2)) CClz,y,z|

Sus tropicalizaciones I = trop(J) y I’ = trop(J’) son como sabemos ideales
tropicales homogéneos en R[z, v, 2] y ademés dan la misma variedad. El célculo
de las variedades tropicales asociadas a esos ideales se ha obtenido haciendo uso
de la funcién tropicalVariety de Macaulay2, [GS], ver Apéndice A.

Ko =l

Figura 3.1: Variedad tropical de J y J’ con su descomposicion.

Sin embargo, los ideales son diferentes. Por ejemplo, el polinomio
f= xSy @z P a;y3 @ y32 @z P y23 ® xyzz > :cyzQ S¥) y2z2
es igual a trop((z + y)(x + 2)(y + 2)(z — y — 2)) € I'. Basta observar que
(z+y)(z+ Z)(y+ )@ —y—2z)=

=z y—|—:n z—:vy —2wy z—2xyz — 23 -y z—2yz —yz
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vy tomando la valoracién trivial e interpretando las operaciones tropicalmente se
obtiene f. Sin embargo, veamos f no estd en I: para que f estuviera en I,
deberia ser de la forma f = trop(g) con g € J = ((z +y + 2)(zy + xz + yz)).
Como el generador de I es homogéneo de grado 3, g tendria que ser de la forma
(x +y+ 2)(zy + 2z + yz)(ax + by + cz), pero es sencillo comprobar que ningin
polinomio de esa forma puede tener un soporte igual al de f. Por ejemplo, si
a # 0, 2%y es un monomio de g, que no es uno de los de f. Por lo tanto, f & I.

A

Ya hemos visto en el Ejemplo 3.12 que los ideales de la forma trop([) para
un ideal I C Klx1,...,zy] son ideales tropicales. Dichos ideales se llaman rea-
lizables. No obstante, la familia de ideales tropicales es més extensa, y existen
algunos ideales tropicales que no son de la forma trop(/) para un ideal I de
Kxy,...,z,]. Este tipo de ideales se llaman no realizables. El siguiente ejemplo
muestra un ejemplo de ideal tropical no realizable en R[z,y].

La idea a la hora de definir este ideal no realizable es buscar relaciones
geométricas entre los generadores del ideal de forma que lo que estemos con-
struyendo sean los soportes que constituyen la familia de circuitos de una ma-
troide. Vamos a definir los generadores del ideal en funcién de si estan o no en
un tridngulo estandar en Rz, y].

Ejemplo 3.15 (I(ifal tropical no realizable). Un tridngulo estindar de tamano
k en el semianillo Rz, y] es una coleccién de monomios de la forma

A= {a"Ty™I g >0y i+ 5 <k},

para k,n,m € N fijos.

Consideremos el ideal I C R[z,y] generado (como semimédulo) por los poli-
nomios de la forma
f=Px"

ueC

donde C' es un conjunto minimal de k + 2 monomios de Mong en un triangulo
estandar de tamano k. De esta manera realmente lo que estamos haciendo es
construir los circuitos de la matroide valorada asociada al ideal I. Es conveniente
entender cudles son los generadores de I de una manera geométrica.

En la Figura 3.2a podemos ver un tridngulo estandar de tamafo 1, y marcado
en verde, vemos que los 3 monomios {0, z,y} estdn en I. En la Figura 3.2b,
vemos un tridngulo estandar de tamano 2. A su vez, dicho tridngulo estandar
contiene dentro varios tridngulos estdndar de tamano 1, marcados en color azul.
Algunos de los generadores que obtenemos fijAndonos en ese tridngulo estandar
de tamano 2 son los que muestra la Figura 3.3:

Recordemos que no todo conjunto de k 4+ 2 monomios en un triangulo
estandar de tamano k estd en I, también debe satisfacerse que el conjunto
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yQ
l/ y
0

0 x z z?

() z@y®0 el (b) Tridngulo estdndar tamafio 2.

Figura 3.2
3/2 y?
Yy y

0 , 0 _

x 22 x 22

(a)z @’ dayel. b)zdz?oydy?el.

Figura 3.3: Algunos generadores de I en Mon<s.

sea minimal. Lo vemos en el siguiente ejemplo con Mon<3 donde el polinomio
T Dy Dy ® 2’y @ xy? €I ya que 2y ® 2’y ® xy? € I. Ver Figura 3.4.

Para ver que I es un ideal tropical, debemos ver que los generadores de I
cumplen el axioma de eliminacién de monomios, que recordamos nuevamente
aqui:

e Para cada f,g € I<4, y cualquier monomio x" con [flxu = [g]xu # o0,
existe un h € I<4 tal que [h]xa = 00 y [h]xv > min([f]xv, [g]xv) para todos
los monomios xV, teniendo la igualdad siempre que [f]xv # [g]xv-

Vamos a ver algunos ejemplos de que se cumple dicha propiedad. En la
Figura 3.5 podemos observar que tanto f = 0@2?@y®ay como g = y>Pydrda>
estan en I. Se tiene que coinciden sus coeficientes en los monomios {y, x?}.

Se tiene que [f], = [g]y. Buscamos h € I< tal que [h], = 0o y que [h]xv >
min([f]xv, [g]xv) para el resto de monomios, ddndose igualdad si [f]xv # [g]xv.
Dicho polinomio h se consigue eliminando los monomios comunes a f y a gy
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Q)roydrydr’ydry? € 1. (b) xy ® 2%y ® xy? € I.

Figura 3.4: Ejemplos de generadores en Mon<s.

y? y?
Yy Y
0 . 0 o
X ',1’,2 X 11?2
(a) f=2*®aydy®0. g=12dydr®a’

AN
AN

$2

Y

(c)h=y’©zy®x®0.

Figura 3.5

sumando el resto de monomios de f y g, es decir, h = %> ® 2y ® x ® 0 cumple lo
pedido. Al retirar los monomios comunes a f y g garantizamos que [h]xu = oo
donde [f]xu = [g]x= y al sumar el resto de monomios que no comparten f y g
garantizamos la condicién de desigualdad del axioma. El polinomio A resultante
estd en I porque es un conjunto minimal de 4 monomios dentro de un triangulo
estandar de tamano 4. En general, si hacemos este proceso obtenemos siempre
un polinomio A con el nimero adecuado de monomios que forman un soporte
minimal dentro de un tridangulo estandar del tamano adecuado gracias a que los
polinomios de partida f y ¢ cumplian dicha minimalidad.

Pese a que I sea un ideal tropical, veamos que no es realizable. Supongamos
que I = trop(J) para algtin ideal J C Klz,y|. Se tiene que J tiene algin poli-
nomio de la forma ax + by + ¢ ya que x ® y ® 0 € I. Podemos suponer, tras
reescalar las variables por un escalar de valor 0, lo cual no cambia la tropical-
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izacién, que a =b=c=1y que z +y+1 € J. En este caso, se tendria que
f=04+23+19>—3zy) € J ya que

(I+2°+y° —3ay) = (z+y+D)@* +y* + 1 —ay — 2 —y).

Sin embargo, al tropicalizar f, dotando a K de la valoraciéon trivial, obtenemos
que 3@ y2 Dy ®0 € I, lo cual es absurdo ya que tiene tinicamente 4 monomios
y el menor tamaifio de tridngulo estandar en el que puede estar es 3 por contener
a los monomios 0, 3, y3 con lo que deberia tener al menos 5 monomios.

o 43

o 42 o 12

oy e Y o 2y

e () e I ° $2 ° x3

;1;3@1/3@:1;’y®0¢[.

3.2 Ideales iniciales de ideales tropicales

En esta seccién vamos a introducir la teoria de ideales iniciales para los ideales
tropicales homogéneos de R[zo,...,7,] v B[zo,...,7,]. Como comentamos al
principio del presente capitulo, nuestro objetivo es utilizar los ideales iniciales
para probar algunos resultados que satisfacen los ideales tropicales. Dentro de
los mencionados resultados, destaca el estudio de la funcién de Hilbert de los
ideales tropicales y la condiciéon de cadena ascendente.

Comenzaremos la seccién dando las definiciones bésicas de término inicial
de un polinomio, que lleva de forma natural al concepto de ideal inicial y gen-
eralizaremos dichos conceptos al marco de las matroides valoradas, lo que nos
permitird trabajar con los ideales tropicales de un modo mas directo. Una de
las claves de los ideales iniciales es que los ideales iniciales de ideales tropicales
siguen siendo tropicales, lo que permite reducir muchas demostraciones a un caso
mas sencillo. Este es el contenido del Teorema 3.23.

Utilizando el comportamiento “matroidal” de los ideales tropicales es posible
asignarles una funciéon de Hilbert relacionada con el rango de la matroide sub-
yacente M ;(I) que ademds resulta ser un polinomio para d >> 0, al igual que
en el caso clasico, como veremos en el Teorema 3.29. Finalizaremos la seccién
utilizando los resultados mencionados para probar que los ideales tropicales sat-
isfacen la condicién de cadena ascendente, 3.31.
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Definicién 3.16. Sea w € @nﬂ, w # (00,...,00). El término inicial de un
polinomio f = @Pay © x* € Rlxg,...,z,] con respecto a w es el polinomio
tropical en B|xo, ..., z,] dado por
_ x*  sif(w) < oo,
inw(f) = Da+w-u=f(w) f(w) | (3.6)
00 en caso contrario.

Es decir, el término inicial de f es el polinomio formado por los monomios de
f en los cuales se alcanza el minimo al sustituir por w. El ideal inicial iny (1)
de un ideal homogéneo I C R[zo,...,z,] es el ideal generado por los términos
iniciales de los polinomios de I, explicitamente,

inw(I) := (inw(f): feI) CBlxog,...,zn]

En el caso en que I sea un ideal homogéneo de B[z, ..., zy], definimos su ideal
inicial iny (f) como el ideal inicial de IRz, ..., z,] utilizando la inclusién de B
en R.

Observacién 3.17. Se tiene que inw(a © f &b © g) = inw(f) © inw(g) para
todos f,g € I y a,b € R tales que a ©® f(w) = b©® f(w) < co. Ademsds,
inw (z; ® f) = 2; ® inw(f), luego se tiene que

inw(lg) = (inw!)g. (3.7)

Vamos a extender el concepto de término inicial para los vectores de cualquier
matroide valorada sobre R y asi poder trabajar mejor con los ideales tropicales.

Definicién 3.18. Sea E un conjunto finito, H € R” yWE R” \ (00,...,00).
El término inicial de H con respecto a w es el subconjunto de E siguiente

inw(H):={e€ E: H, + we es minimo entre e € E},
si min(H, + we) < 00, y inw (H) =, en caso contrario.

El siguiente lema es de gran importancia ya que permitrda probar que los
ideales iniciales de ideales tropicales son también tropicales.

Lema 3.19. Sea M = (E,p) una matroide valorada de rango v con funcion de
valoracion p: (f) — R, yseaw € RE. Entonces

i (B(M)) = {B € <f) :p(B) = 3" we es minimo entre B € (f)}

ecB

es el conjunto de bases de una matroide de rango r sobre E, que denotamos
ingM. Los circuitos de dicha matroide son los elementos de

inwC(M) :={inwH: H € C(M)}
que son minimales para la inclusion y su conjunto de ciclos es

ing V(M) :={inwH: H € V(M)}.
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Proof. Para todo B € (f), vamos a denotar pw = p(B) — Y .5 we. Debemos

ver que iny (B(M)) cumple las condiciones del Teorema 1.16. Sean A, B € (f)
y sea a € A\ B. Puesto que p es funcién de valoracién, existe b € B\ A tal que

p(A) +p(B) = p(AUb—a)+p(BUa—b).
Restando ) .4 we 4 > .cp we a los dos lados, obtenemos que
pw(A) + pw(B) > pw(AUb—a) + pw(BUa—1b). (3-8)

Por lo tanto, pyw también es una funcién de valoraciéon ya que satisface VB2,
es mas, la desigualdad (3.8) prueba que si A, B € iny(B(M)), entonces tanto
AUb—a como BUa — b estan en iny (B(M)) y por tanto iny (B(M)) verifica
(B2). Vamos ahora a comprobar que los circuitos de iny M tienen la forma del
enunciado. El término inicial de un circuito fundamental H (B, e) (recordemos
que se definié en 1.35) es

{¢ € E:p(BUe—¢') —p(B) + we es minimo}.
Sumando p(B) — > ,cpue Wa, (que no depende de €'), tenemos que
ingH(B,e) ={¢' € E: pw(BUe — ¢€') es minimo entre ¢’ € E}.

Todo circuito C' de la matroide iny M es el circuito fundamental de un elemento
e € E con respecto a una base B € iny (B(M)), y por tanto es de la forma

C={ e€eF:BUe—¢ €ingB(M)}
={ e E:py(BUe—¢)=pw(B)}
= inw H(B,e).

Por lo tanto, todo circuito de inyw M es un elemento de inyC(M). Para pro-
bar la otra contencién basta probar ahora que todo conjunto de inyC(M) es
dependiente en iny M. Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que
inwH C B para algin H € C(M) y alguna base B € inyB(M). Sea e € inyH y
sea B’ una base de la matroide subyacente M tal que H = A ® H(B',e), XA € R.
Como e € B\ B’ y pw es funcién de valoracion, existe ¢ € B'\ B tal que

pw(B) + pw(B') > pw(BUe€ —e) +pw(B' Ue —¢). (3.9)

Como inyH(B',e) C By € ¢ B, se tiene que pw(B') < pw(B'Ue—¢’). Ademas,
puesto que B € ingB(M), también tenemos pw(B) < pw (B Ue¢' — e). Sumando
estas dos desigualdades contradecimos (3.9).

Falta probar que el conjunto de ciclos de iny M es igual a inyV(M). Todo
vector H € V(M) es de la forma H! @ --- & H* donde H® € C(M) para todo
i. Su término inicial iny H es la unién de los términos iniciales inw H* tal que
minee g (HE + we) = minee p(He + we), luego la familia iny, V(M) es cerrada por
uniones. Ademsds, contiene a los circuitos de iny M. Para terminar la prueba es
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suficiente probar que para cualquier G € C(M), el conjunto iny G es un ciclo en

ing M.

Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que G es un circuito de
M tal que inyG no es un ciclo y elijamos G tal que inyG sea minimal para
la inclusién cumpliendo dicha propiedad. Como iny, G es dependiente en iny, M,
contiene un circuito C, que hemos visto que es de la forma C' = iny H para algin

H e C(M).

Podemos suponer, tras multiplicar tropicalmente por un escalar, que el valor
del minimo es el mismo tanto para G como para H, es decir, min(Ge + we) =
min(H, + we). Sea e € inyH C ingG. Se tiene que G, + w. = H, + we, luego
G. = H.. Tomemos ¢’ € inyG tal que € no esté en ningin circuito de iny, M
contenido en iny G (se puede tomar porque iny G no es un ciclo). En particular,
e € inwH. Por tanto, Go + we < Hy + we. Podemos aplicar el axioma de
eliminacién de circuitos para conseguir un circuito F' de M tal que F, = oo,
F, =Gy y F>G®H. Esto implica que €' € ingF, ingF C ingG y que
e € ing F. Por tanto inw F debe ser un ciclo, lo que contradice la eleccién de €’
ya que € € ingF. O

Para poder presentar los resultados relativos a la funcién de Hilbert de un
ideal tropical, es necesario hablar primero de la contracciéon de una matroide val-
orada. Esta operacién, junto a otras como la restriccién, el dual, o la truncacién
de una matroide valorada vienen explicadas de manera precisa en [Murl0, Sec-
tion 5.2.3]. Nos limitaremos a explicar la construccién de la matroide contraccién
y a usar los resultados necesarios para continuar nuestra exposicién.

Definicién 3.20. Sea M una matroide valorada sobre E'y sea A C E de rango s.
Fijemos una base B4 de la matroide restricciéon M| A (recordemos que definimos
matroide restricciéon en 1.1.3. La contraccion M /A con respecto a By es la
matroide valorada M|A = (E '\ A, q) de rango r — s cuya funcién de valoracién
q: (E\A) — R estd dada por

rT—S

q(B) = p(B U Ba).

Observacién 3.21. Si cambiamos la base elegida por otras base B, de A, la
funcién de valoracién g cambia en un multiplo escalar tropical, ver [Murl0, Th.
5.2.5] y por lo tanto las matroides valoradas son equivalentes, lo que indica que
la contraccion con respecto a A no depende de la base de A elegida.

Puesto que nosotros estamos trabajando con ideales tropicales, que son el
conjunto de vectores de ciertas matroides valoradas, nos interesa saber cémo son
los vectores de la matroide contraccién. En [BB18, Th. 4.17], se prueba que

V(M/A)={H[E\ A]: H € V(M)}, (3.10)

donde H[E \ A] € RP\ est4 dado por (H[E \ A]). := H, para todo e € E \ A.
Es decir, los vectores de la matroide contraccién se obtienen de los vectores de
M proyectando sobre las coordenadas que no estan en A.
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Definicion 3.22. Si M es una matroide sobre £ y F' es un conjunto finito,
la extensién M @ F es la matroide sobre E U F' obtenida al anadir todos los
elementos de F' como cobucles, es decir, es la matroide que tiene como bases
B(M®F)={BUF: BeB(M)}.

Recordamos que si I es un ideal tropical homogéneo, denotamos por My([1)
la matroide valorada tal que I; = V(My(I)). En el caso de que I sea un
ideal tropical homogéneo de B[z, ..., z,|, denotaremos My(I) := My(I) para
enfatizar que no hay ninguna informacién extra en la matroide valorada My(I)
mas alla de la contenida en la matroide subyacente.

Presentamos ahora el teorema que afirma que los ideales iniciales de ideales
tropicales son también tropicales. Su demostracién se basa fuertemente en el
Lema 3.19.

Teorema 3.23. Sea I un ideal tropical homogéneo de Rlxg,...,x,] y sea w €
R conw # (00,...,00). Elideal inicial iny (I) es un ideal tropical homogéneo
en Blxo, ..., zn].

Ademds, si o = {i: w; = oo} y Mon§ es el conjunto de monomios divisibles

por las variables x; con i € o, la matroide asociada Mg(inw (1)) es igual a la

matroide inicial ing (Mg(I)/Mon7) @ Mon$, donde w € R Mone\Mong

POT Wxu := W - U.

estd dado

Proof. Para cada f € I, denotamos por f? el polinomio obtenido al eliminar
todos los términos de f que tuvieran un monomio de Mon{. Por definicién
se tiene que iny(f) = inw(f7), ya que hemos eliminado términos donde no se
alcanzaba el minimo. Ademas, por (3.10), el conjunto I = {f7: f € I} es el
conjunto de vectores de la matroide valorada contracciéon M (I)/Mong, luego
inw (/) es un ideal tropical.

Para la segunda parte, por (3.7) y el Lema 3.19,

(inw(I))a = inw(lg) = {inw(f7) = inw(f): f € Id}
es el conjunto de ciclos de la matroide ing (Mg(I)/Mong), que es también el
conjunto de ciclos de la extension ing (Mq(I)/Mong) & Mony. O

3.2.1 Funcion de Hilbert

Como avanzamos al comienzo de la seccidén, gracias a que los ideales tropicales
son el conjunto de vectores de una matroide, podemos definir una funcién de
Hilbert asociada al ideal utilizando el rango de dicha matroide.

Definicién 3.24. Sea I un ideal tropical homogéneo en R|xq,...,zy]. Su
funcion de Hilbert es la funciéon Hy: Z>o — Z>q definida como sigue

Hi(d) :=rank(M4(1)).
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Existen dos observaciones pertinentes y muy relevantes con respecto a esta
definicién. En primer lugar, conviene saber qué mide el rango de la matroide
asociada a un ideal tropical. En segundo lugar, vamos a ver que la funcién de
Hilbert se preserva al tropicalizar ideales cléasicos.

Observacion 3.25. Dado un ideal tropical I, de la Observacién 3.11, sabemos
c6mo son las relaciones de dependencia de los polinomios en la matroide M 4(I)
y ademads sabemos que el rango de una matroide es el cardinal de cualquiera de
sus bases. Tenemos por tanto que

Hi(d) :=rank(M,(1))
=|B|, siendo B C Mon, un conjunto maximal tal que
supp(f) ¢ B para todo f € I.

Observacion 3.26. Si tenemos un ideal homogéneo J C K|z, ..., x|, trop(J)
es un ideal tropical y por tanto es el conjunto de vectores valorados de una
matroide, que denotamos My(trop(J)). En el Ejemplo 3.12 vimos que los poli-
nomios de grado d en trop(J) de soporte minimal satisfacen los axiomas de
circuitos valorados. Por lo tanto, la matroide subyacente M ,(trop(J)) indica
las relaciones de dependencia de (K|zg,...,x,]/J)q entre Mong y las bases de
M, (trop(J)) corresponden a bases monomiales del (K|xo,...,zy]/J)q, como
K-espacio vectorial. En consecuencia, la funcién de Hilbert se preserva por
tropicalizacion

rank(M(trop(J))) = Huwop(s)(d) = dimg (K[zo, . .., zp]/J)a = Hy(d). (3.11)

Un hecho fundamental en el estudio clasico de las funciones de Hilbert es
que son invariantes al pasar al ideal inicial del ideal de partida. El siguiente
resultado muestra que ocurre lo mismo en el caso tropical y permite reducir el
estudio al caso de ideales iniciales. Nétese que en el enunciado de la proposicién
no se admite que w tenga alguna coordenada que sea co.

Proposicién 3.27. Sea I un ideal tropical homogéneo en Rlxg,...,z,] 0 en
Blzo,...,7n) y sea w € R Para todo d € Z>q se tiene que Hy(d) =

Hinw(f) (d) :

Proof. Sea I C R[xg,...,z,] un ideal tropical homogéneo. Por el Teorema 3.23,
la matroide asociada al ideal inicial inw (/) (que también es un ideal tropical),
My(inw (1)), es igual a ing (Mg(I)). En este caso, w tiene todas sus coordenadas
distintas de co y o = 0.

La descripciéon dada en el Lema 3.19 muestra que si B es una base de
ing (Mg(I)) entonces es una base de la matroide subyacente Mgy(I) y por lo
tanto rank(Mgy(I)) = rank(Mjy(inwI)), con lo que se preservan las funciones de
Hilbert.
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Para el caso en que I es un ideal tropical homogéneo en B[z, ..., z,], con-
sideremos I' := IRxq,...,x,] el ideal generado por I en Rlzo,...,zy). Se
tiene que I’ es un ideal tropical homogéneo de R|xq,...,z,] y, por definicién,

inw(I') = inw(I). Ademés, I’ tiene la misma funcién de Hilbert que I ya que
Mg(I") = My(I) = My(I). El resultado es entonces consecuencia del caso
anterior. O

Presentamos ahora un lema, que combinado con la proposiciéon anterior, nos
permitird probar que la funcién de Hilbert de un ideal tropical homogéneo es un
polinomio.

Lema 3.28. Sea I un ideal tropical homogéneo contenido en Rlxg,...,z,] 0
B[z, ..., 2], existe un w € R"! tal que iny (I) estd generado por monomios.

Es mas, el conjunto de w para los cuales ing(I) no estd generado por
monomios estd contenido en una unién numerable de hiperplanos de R™ 1.

Proof. [MR18, Lemma 3.7] O

Teorema 3.29. Sea I un ideal tropical homogéneo en R[xg,...,x,|, entonces
su funcion de Hilbert Hy es un polinomio, para grado suficientemente alto.

Proof. Consideremos la siguiente funcién:

p: R — B
a — 0
00 > 0

Es claro que ¢ es sobreyectivo, es ademds un homomorfismo ya que estamos

suponiendo que la primera operacién de R es a & b = min(a, b), luego a ® b # oo
si alguno de los dos no es infinito. Este morfismo induce un morfismo entre

los semianillos de polinomios R[zo,...,%n] ¥ Blzo,...,zn]. Si I es un ideal
tropical homogéneo de R|xo,...,zy], entonces ¢(I) es un ideal tropical ho-
mogéneo en B[z, ...,x,] v ademds My(p(I)) = Mgy(I). Puesto que sus ma-

troides son iguales, los ideales tropicales I y ¢(I) tienen la misma funcién de
Hilbert. Podemos entonces restringirnos al caso de ideales tropicales homogéneos
en Blxo, ..., zy].

En este caso, por la Proposicién 3.27, podemos cambiar I por in(!) y estudiar
el ideal inicial, que también es tropical, y por el Lema 3.28, podemos suponer
que estd generado por monomios. En este caso, la funcién de Hilbert Hj(d)
es igual al nimero de monomios de grado d que no estdn en I. Este nimero
es, por otro lado, la funcién de Hilbert de un ideal J C K|xo,...,x,| generado
por los monomios en I, con K un cuerpo. El teorema enunciado es entonces
consecuencia del resultado clasico, ver [Eis95, Th. 1.11] para una demostracién,
de que la funcién de Hilbert de un ideal homogéneo en un anillo de polinomios con
coeficientes en un cuerpo es un polinomio para grado suficientemente alto. [
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Definicion 3.30. Sea I un ideal tropical homogéneo. El polinomio de Hilbert
Pr de I es el polinomio que coincide con H; para d suficientemente alto, cuya
existencia estd garantizada por el teorema anterior. Llamamos dimension de I
al grado de Pr.

3.2.2 Condicién de cadena ascendente

Los resultados anteriores acerca de ideales iniciales y de la funcién de Hilbert
de un ideal tropical, permiten probar que no existen cadenas infinitas de ideales
tropicales. Sin embargo, como veremos en un ejemplo, los ideales tropicales no
son necesariamente finitamente generados.

Teorema 3.31. Si I,J C R|xq,...,zy,] con ideales tropicales homogéneos con
I C J y misma funcion de Hilbert, entonces I = J. FEn consecuencia, toda
cadena ascendente de ideales tropicales homogéneos en R[xo,...,x,] estabiliza.

Proof. Consideremos el homomorfismo de semianillos
¢: Rlxo,...,zn] = Blzg, ..., )

que hemos definido en el Teorema 3.29. Sabemos que si I,J son ideales tro-
picales homogéneos en Rxo,...,x,] y I C J, entonces ¢(I) C p(J) y ambos
son ideales tropicales homogéneos en B[z, ..., x,|. Puesto que ¢ no altera las
matroides subyacentes, si I,J tienen la misma funciéon de Hilbert, también se
tendra H@(I) = H@(J)’

En este caso, para todo d > 0, las matroides My(p(I)) y Ma(p(J)) tienen
el mismo rango y cualquier circuito de My(¢(I)) es una unién de circuitos de
My(p(J)), por tanto, por [Oxl11, Prop. 7.3.6], My(¢(J)) es un cociente de
Ma(p(I)). Por [OxI11, Cor. 7.3.4], se da la igualdad My(p(I)) = Ma(p(J)).
Puesto que Iy C Jy y que los circuitos de una matroide estdn determinados,
salvo escalar, por su soporte, se tiene que My(I) = Mg4(J). Como I y J son el
conjunto de vectores de dichas matroides, se sigue que I = J.

Supongamos ahora que tenemos una cadena ascendente Iy C I, C --- de
ideales tropicales homogéneos de R[zo,...,x,|. Al aplicar ¢, se obtiene una
cadena ascendente p(I;) C ¢(l2) C ¢(I3) C --- de ideales tropicales ho-
mogéneos de Blxg,...,z,]. Por el Lema 3.28, podemos elegir w € R"*! tal
que iny(p(l;)) estd generado por monomios, para cada j. Tenemos entonces
que inw(l1) C inw(l2) C inw(l3) C --- es una cadena ascendente de ideales
monomiales. Estos ideales pueden verse como ideales en K|z, ..., z,] con K un
cuerpo cualquiera. Como K|[xg,...,x,| es noetheriano, la cadena debe estabi-
lizarse. Puesto que inw(I;) e I; tienen la misma funcién de Hilbert, se tiene que
para j suficientemente grande, las funciones de Hilbert de los I; son iguales y la
primera parte del teorema muestra que los I; son entonces iguales, con lo que la
cadena se estabiliza. O
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Pese a satisfacer la condiciéon de cadena ascendente, pueden existir ideales
tropicales que no sean finitamente generados, esto se que estamos trabajando
en un semianillo, donde la condicién de cadena ascendente no es equivalente a
que todo ideal sea finitamente generado. El siguiente ejemplo muestra un ideal
tropical realizable que no es finitamente generado.

Ejemplo 3.32. Sea J = (z—y) C K[xz,y]. Consideremos I = trop(J) C R[z,y],
que sabemos que es un ideal tropical. Como z?¢ — y¢ = (z — y) (291 + 2972y +
o zy? 249071 se tiene que ¢ —y® € J para todo d > 1, y por tanto, %@y € T
para todo d > 1. Supongamos que [ estd generado por un numero finito de
polinomios homogéneos f1,..., f,.. Para cada d > 1, podemos escribir

2! ©yt = P hiafi. (3.12)
=1

Puesto que no hay cancelacién en Rz, y], si u es un monomio de h;q para algin
d y v es un monomio de f;, entonces uv es un monomio en h;q ® f; y por tanto
de 2% @ y?. Esto solo es posible si cada uno de los f; son o bien z? @ y¢, o
bien una potencia de x o de y. Asi, para cada d > max(deg(f;)), cada f; que
aparezca en (3.12) debe ser una potencia de x o de y. Esto quiere decir que para
d suficientemente grande, I; = R[z,y|q y por tanto la funcién de Hilbert de I es

0 para d suficientemente grande, lo que contradice el hecho de que las funciones
de Hilbert de I y de J coinciden. A
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Capitulo 4

Complejos de Grobner y
Nullstellensatz

En este dltimo capitulo introduciremos los complejos de Grobner asociados a
ideales tropicales homogéneos. Estos complejos poliedrales nos van a permitir
probar que los ideales tropical admiten bases tropicales finitas, como veremos
en el Teorema 4.8 y que la variedad definida por un ideal tropical homogéneo
es un complejo poliedral, de hecho es un subcomplejo del complejo de Grébner
asociado, como recoge el Teorema 4.9.

Finalizaremos el capitulo con la prueba del Nullstellensatz para ideales tro-
picales, 4.14 y caracterizando los ideales tropicales maximales del semianillo de
polinomios Rz, ..., zy].

4.1 Variedades de ideales tropicales

En esta primer seccién definiremos el complejo de Grobner asociado a un ideal
tropical homogéneo y estudiaremos algunas de sus propiedades. Veremos en par-
ticular que la existencia de este complejo permite probar que todo ideal tropical
homogéneo tiene una base tropical finita, 4.8 y que las variedades de los ideales
tropicales son poliedrales, 4.9.

Empezamos por definir los complejos poliedrales en R" con los que vamos a
trabajar. A modo de notacién, para un subconjunto o C {1,...,n} denotamos
por @Z ={weR": w; = co para i € o, w; # oo para i € o} = R,

Definicion 4.1. Un complejo poliedral A en R" es una coleccién de complejos
poliedrales A, C @Z indexados por ¢ C {1,...,n} con la condicién adicional
de que, si 7 C 0, y P es un poliedro en A,, entonces la clausura de P en RrR"
intersecada con R), estd contenida en un poliedro de A,.

El soporte de un complejo poliedral es por tanto un subconjunto cerrado de
R"”. Un complejo poliedral A es R-racional si para cada o C {1,...,n}, todo
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poliedro P € A, es de la forma P = {x € R*19l: Ax < b} con b € R y
A € Q(=lel) para algtin 1.

La existencia del complejo de Grobner para un ideal tropical homogéneo es
garantizada por el siguiente teorema. La prueba del mismo la vamos a demorar
hasta que demostremos el Teorema 4.6, que lo engloba. El complejo de Grébner

. . . ’ c ey =n+1 <
asociado a un ideal tropical homogéneo I forma una particion de R en funcién
de los términos iniciales iny (1) del ideal.

Teorema 4.2. Sea I C Rlz,...,z,] un ideal tropical homogéneo. Existe un
complejo poliedral R-racional finito ¥(I) C @nﬂ, cuyo soporte es @nﬂ, de tal
modo que para todo o C {0,...,n} yw,w' € @Z“, los vectores w,w’ estdn en
la misma celda de S(I) si y solo si ing(I) = inf,(I).

Vamos ahora a introducir dos lemas técnicos que seran importantes para
poder probar la existencia del complejo de Grobner asociado a un ideal trop-
ical homogéneo. Necesitamos el concepto de complejo normal asociado a un
polinomio.

Definicién 4.3. El complejo normal N(f) de un polinomio f € R[z1,..., 1] es
el complejo poliedral R-racional en R! cuyos poliedros son las clausuras de los
conjuntos C[w] = {w’ € R: iny/(f) = inw(f)}, para w € R

Lema 4.4. Sea I C R|xo, ..., x,] un ideal tropical homogéneo y fijemos un grado

d > 0. Existe un complejo poliedral R-racional, (1) C @nﬂ, cuyo soporte es

=n+1

todo R*Y" tal que, para cada o C {0,...,n}, y para cada w,w' € R, los

vectores w,w’ estdn en la misma celda de X(Iy) si y solo siing(I)g = ing (I)g-

Proof. Sea o C {0,...,n}. Sea Mon§ el conjunto de monomios de Mon, que
son divisibles por alguna variables z; con ¢ € o y sea MY la matroide valorada
Mq(I)/Monj. Consideremos FJ € R[zo,...,z,] el polinomio tropical siguiente

F] = @ p(B) ® ( H X“)‘. (4.1)
)

B base de Mg z¥€Mong\(MongUB

Queremos probar que si w, w’ € @ZH, tenemos que iny (I)g = inf, (I)g siy
solo si iny (F) = inf, (F7). Denotamos por f? el polinomio obtenido a partir
de f quitando los términos con algin monomio en Mong. Cambiando I por
I9 = (f%: f € I) C Rlx;: i € o], podemos suponer que o = ). De hecho, salvo
multiplicacién tropical por escalares, FJ(I) = Fg (17) y inw (I) = inw(I) para

. =n+1 — . 2 .
cualquier w € R, donde W es la proyecccién de w a coordenadas que no estén
en o.

Por el Teorema 3.23, w,w’ € Rg“ =~ R cumplen que ingy (I)g = in, (I)g
si y solo si ing (Mg) = ings(My), donde w € RM" viene dado por Wyu = w-u.
Sea r = rank(Mgy(I)). Por el Lema 3.28, un conjunto B € (Mind) es una base
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4.1. VARIEDADES DE IDEALES TROPICALES

de ing (Mg(I)) siy solo si B minimiza p(B) — > ucp W - U, 0 equivalentemente,
si maximiza p(B) + 3 yuepon,\p W - 0. Por tanto, ing (Mqa(I)) = ings (Ma(1))

si y solo si las bases B de M en las cuales el minimo en Fg (w) se alcanza son

las mismas que para FJ(w’), lo que ocurre si y solo si inW(FC?) = ini,v(Fa?).

Definimos ¥(/4), como el complejo normal N(FJ) en RZJFI >~ Rrti-lol,

Falta ver que X(I;), pegan bien para formar un complejo poliedral ¥(I;) en
@’Hﬁl’l

. . 2 =n+1 =n+1 . .
la interseccién de la clausura de P en R con R, estd contenida en un

poliedro de ¥(1;),. De nuevo podemos considerar el caso en que o = (). Sea

C C @g“ =~ R"*! una celda maximal abierta de X(I;)y y supongamos que

, esto es, queremos ver que si 7 C o y P es un poliedro de ¥(I;),, entonces

(vi)i>o0 es una sucesién de vectores en C' que convergen a w € @ZH, donde w
estd en una celda maximal abierta de X (I;)o. Puesto que C es una celda de
Y(14)g, los ideales iniciales iny, (1) son los mismos para todo i. Vamos a probar
que iny([)g depende unicamente de iny,([)g, lo que prueba la inclusién que
queriamos.

Por el Lema 3.19 y el Teorema 3.23, el R-semimédulo iny, (I)4 es determinado
por la matroide cuyas bases son los conjuntos B € (Mjnd) minimizando

p(B) =) vi-u (4.2)

ueB

Queremos ver que dicho minimo se alcanza en una Unica base By. Por el Lema
3.28, existe v € C' con iny(I) generado por monomios. Por lo tanto, iny/(I)g esta
generado como R-semimédulo, para todo v/ € C, por mononomios, y por tanto
su correspondiente matroide inicial tiene una tnica base, By. La matroide del
R-semimédulo iny (I)4 tiene como bases los subconjuntos de la forma B’ LI Mon
con B’ € (Mond>,M0ng) que minimizan

p(B' U Bytons) — Z w - u, (4.3)

ueB’

donde Byjong es cualquier base fijada de Mong y ' = rank(Mg(I)) —|Byong |- De
nuevo, queremos ver que este minimo se alcanza en un dnico subconjunto B{, y
afirmamos que Bj, = By \ Mon7, lo que implica que iny (/)4 depende tinicamente
de iny,(/)4, como querfamos. Probemos esto tltimo, vamos a reescribir la ex-
presién en (4.2) como

p(B) — Z vi-u— Z V- u. (4.4)

ucB\Mon§ ueBNMong

Cuando 7 tiende a oo, las coordenadas de v; indexadas por o tienden a oo
mientras que las demads tienden a valores finitos; de este modo, los términos v;-u
en (4.4) con u € B N Mong pueden hacerse arbitrariamente grandes, mientras
que para u € B\ Mon{ permanecen acotados. Se sigue entonces que la base By
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que minimiza (4.4) contiene tantos elementos de Mong§ como sea posible, y por
tanto |Bp N Mong| = r(Mon§). La interseccién By N Mon§ es por tanto una base
BMong de Monj. Ademas, el conjunto By \ BMong debe ser el conjunto Bj que
minimiza (4.3) ya que de no ser asi, Bj U Bhjong llevarfa a un menor valor de
(4.4) que By, lo cual serfa una contradiccion.

g

Lema 4.5. Sea I C R[zo,...,x,] un ideal tropical homogéneo. Eziste un grado
D >0 tal que, para cada w,w' € R siing (I)g = ing (I)d para todo d < D,
entonces ing (I) = ing ().

Proof. Sea Hy la funciéon de Hilbert de I. Existe un numero finito de ide-
ales monomiales en R[zg, ..., x,], ya que esto ocurre en el anillo de polinomios
K|[xg,...,zy] con coeficientes en un cuerpo K; ver [MacOl]. Sea D el méximo
grado de cualquier generador de un ideal monomial con funcién de Hilbert Hj.

Sea e > Dy sea %(I.)y el complejo poliedral cuya existencia estd probada en
el Lema 4.4. Vamos a probar que Y(I.)g se puede refinar por 3(Ip)y. Para ello,
es suficiente probar que el interior relativo de cualquier cara maximal en 3(Ip)y
estd contenido en una cara maximal de X(I.)g. Sea v en el interior relativo
de una cara maximal de (1), por el Lema 3.28 el ideal inicial iny(I) es un
ideal monomial con funcién de Hilbert Hy, por tanto, para todo v en esa celda,
iny (I)e estd generado por monomios (como B-semimddulo). Por la eleccién de
D, existen monomios que son divisibles por algin monomio en iny(I)p. Por
tanto, para v y v’/ genéricos, si iny(I)p = iny/(I)p, entonces iny(I)e = iny/(I)e,
luego X(I.)g se puede refinar por 3(Ip)y.

Para concluir, sean w, w’ € Ry , tales que iny (1), # inl,(I). para

algiin e > D. Esto quiere decir que w y w’ viven en celdas diferentes de 3(1.)y.
Como X(I.)y se refina por X(Ip)g, esto implica que ing (I)p # ink, (I)p. O

+1 o~ Rn+1

Procedemos ahora a enunciar y demostrar el teorema que sirve como gener-
alizacion al Teorema 4.2, y que garantiza la existencia del complejo de Grébner.

Teorema 4.6. Sea I C Rlxg,...,z,] un ideal tropical homogéneo. Para cada

o C{0,...,n} existe un polinomio F° € R[x;: i & o] tal que, si w,w' € @ZH, se

tiene que ing (1) = inl, (I) si y solo si ing(F7) = inl,(F7). Ademds, la unidn de

. =n+1l _ . .
los complejos normales N(F°) Cc R, = R"! ol forma un complejo poliedral

. —n—+1
R-racional en R .

Proof. Para cada o C {0,...,n} tomemos el ideal I° = (f7: f € I) CR[x;: i &
o]. Sea D, > 0 el grado dado por el Lema 4.5 para el ideal I y sea D =
max, D,. Para todo d < D, sea FJ el polinomio definido en (4.1). Definimos

o= HngFé’-
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Dos vectores w,w’ € @ZH cumplen que ing(F7) = ing/ (F?) si y solo si
inw(F7) = inw (F7) para todo d < D. En el Lema 4.4 vimos que esto es igual
que inw(17)g = ing (17)4 para todo d < D, donde W y W’ son las proyecciones
de w,w’ sobre las coordenadas que no estdn en o. Por el Lema 4.5, esto es
equivalente a que inw(17) = ing (17), lo que es lo mismo que iny, (1) = inl, ().

Para finalizar, si ¢ C {0,...,n}, el complejo normal N(F?) C @Z“ =
R"*1-19 g el complejo poliedral obtenido como el refinamiento comin de los
complejos normales N (F2) con d < D. Los complejos N(FJ) con o C {0,...,n}

forman un complejo poliedral en Rnﬂ; ver Lema 4.4, luego también lo formaran
sus refinamientos comunes N (F7). O

Recordamos que si f € R[zq,...,zy,], su variedad asociada es

V(f) ={w € R": f(w) = o0 o el minimo en f(w) se alcanza al menos dos veces}

Si I C R[wy,...,2,] es un ideal, la variedad asociada al ideal es
V(D) = (V(£)
fel
Recordemos que si I es un ideal en R[xg, ..., z,], w € V(I) siy solo si iny (1)
no contiene monomios. En efecto, como no existen cancelacion en Blxo, ..., zy],

se tiene que iny(I) contiene un monomio x" si y solo si existe f € I tal que
inw (f) = x". Esto ocurre precisamente cuando f(w) < oo y el minimo en f(w)
se alcanza solo una vez, lo que es equivalente a que w ¢ V (I).

La existencia del complejo de Grébner para los ideales tropicales permite
probar que todo ideal tropical homogéneo en R[zy, ..., ;] tiene una base tropical
finita. Vamos primeramente a recordar la definicién de base tropical.

Definicién 4.7. Sea I C R[xo,...,z,] un ideal tropical homogéneo. Un con-
junto {f1,..., fi} de polinomios homogéneos es una base tropical para I si

V() =V(fi)nV(fe)N---NV(fp).

Teorema 4.8. Todo ideal tropical homogéneo I C Ry, ..., z,] admite una base
tropical finita.

Proof. En primer lugar, la variedad V(1) C R""" esla unién de las celdas de X(1)
correspondientes a ideales iniciales que no contengan monomios. Supongamos
que C es una celda de X(I) correspondiente a un ideal inicial iny, (1) que contiene
un monomio x" de grado d. Vamos a construir un polinomio homogéneo f € I
con V(fynC =10. SiC C @:H para algun 7 C {0,...,n} no vacio, podemos
cambiar I por I ya que si V(f7) C R:H no corta a C, entonces V(f)NC = 0.

1
Podemos entonces suponer que C' C RSJF =~ Rt
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Por definicién, el ideal inicial iny (7) es el mismo para cualquier w € C. Sea
B una base de la matroide My(inw(I)). Por el Lema 3.19 y el Teorema 3.23,
B es una base de My(I). Como x" es un bucle en M;(inw(/)), tenemos que
x" ¢ B. Consideremos el circuito fundamental f := H(B,x"). Afirmamos que,
para cada w € C, inyw(f) = x". Razonemos por reduccién al absurdo, si no fuera
asi, por el Lema 3.19 y el Teorema 3.23, el soporte D de inyw(f) es un ciclo en
M,(inw (I)). En este caso, x" € D ya que de no ser asi, D estarfa contenido en B
y B contendria un circuito de My(iny (I)). Como x" es un bucle en M;(inw (1)),
el axioma de eliminacién de vectores en M (inw (1)) implica que el subconjunto
D\ {x"} debe ser un ciclo en My(iny(I)). Pero D\ {x"} estd contenido en B,
lo cual es una contradiccion.

Hemos probado entonces que para cada celda C' € ¥(I) que no estd en la
variedad V(I), existe un polionomio homogéneo f € I tal que V(f)NC = (). Una
base tropical puede obtenerse entonces tomando la coleccién de estos polinomios
correspondientes a la finitas celdas de ¥(I) que no estan en V(I). O

Utilizando que los ideales tropicales homogéneos admiten bases tropicales
finitas y la existencia de los complejos de Grobner, podemos demostrar que
la variedad V(I) asociada a un ideal tropical homogéneo es el soporte de un
complejo poliedral R-racional.

Teorema 4.9. Las variedades tropicales de ideales tropicales son complejos
poliedrales.

Proof. Por el Teorema 4.8, sabemos que podemos encontrar polinomios ho-
mogéneos f1, ..., fi € R[x1,...,xy] tales que V(I) = V(f1)N---NV(f;). Puesto
que la interseccién de dos complejos poliedrales R-racionales es nuevo un com-
plejo poliedral R-racional, es suficiente probar que cada una de los V(f;) son
complejos poliedrales R-racionales.

Vamos a probar que V(f) € R™ es un complejo polidral finito R-racional
para cualquier polinomio f € Rlzy,...,zn]. Es suficiente probar esto para el

homogeneizado f de f ya que V(f) € R™ es igual a V(f) N {wy = 0}, bajo la
identificacién de {w € R wo =0} con R™. Sea N(f) R”*" la unién sobre
—=m+1

todos los 0 C {0,...,m} de los complejos normales N(f°)cR o~ Rmtl-lof

ag
donde f? se obtiene haciendo la proyeccién de f sobre las coordenadas que no

estdn en 0. La variedad V() es una unién de celdas de N (f). La prueba procede
como en la del Lema 4.4, ya que solo se precisa que I4 determine una matroide

valorada sobre Mong, que es precisamente el caso en grado d = deg(f) para el
ideal generado por f. O

Fl siguiente ejemplo muestra que la hipdtesis de que el ideal sea tropical es
necesaria, ya que si consideramos ideales en general, las variedades que definen
pueden ser no poliedrales.
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Ejemplo 4.10 (Variedades de ideales no tropicales pueden ser no poliedrales).
Sea {fa}aen una familia de polinomios tropicales en @[x{d, oozt ysea I el
ideal generado por los f,, es decir, I = (fs: @ € A). La variedad V(I) C R”
cumple que
V(D) = [ V(fa).
acl

Esto indica que cualquier interseccién de hipersuperficies tropicales puede ser
la variedad de un ideal de ﬁ[wiﬁl, ...,z Ademés, cualquier semihiperplano
R-racional es igual a una interseccién de este tipo. Explicitamente, si H es el
semihiperplano dado pora-x=cy b-x>dcon a,b e Z" y ¢,d € R, entonces

H=V(E*o)NVEP® (d-c)ox*a®d).

Puesto que una interseccién infinita de semihiperplanos puede dar un con-
junto no poliedral, la variedad de un ideal arbitrario en R[mlﬂ, . ,xfl] puede
no ser poliedral. A

4.2 Nullstellensatz e ideales maximales

Dedicamos esta 1ltima seccion el resultado a la prueba del Nullstellensatz para
ideales tropicales. Como aplicacion de este teorema, vamos a clasificar los ideales
tropicales maximales de R[z1, ..., zy,].

Previo al desarrollo del teorema, es necesario hacer una pequena introduccién
a los espacios lineales tropicales. Mostraremos algunos de los resultados sin
demostracién ya que exceden el objetivo del trabajo. Las principales referencias
a seguir son [Spel8], [MS15, §2.2-2.4].

Definicion 4.11. Sea M una matroide sobre un conjunto finito £. Se define el
espacio lineal tropical trop(M) como el conjunto de vectores w = (wy, . .., wy,) €
R"™*! tales que, para cada circuito C' de M, el minimo de los w; se alcanza al
menos dos veces cuando ¢ recorre C.

Definicién 4.12. Sea M una matroide sobre E. Para cada w € R"! se define
la matroide inicial My, como la matroide sobre E que tiene como conjunto de
circuitos

C(Mw) ={j € C: wj = min(w;)},

ieC

donde C' recorre la familia de circuitos de M y solo consideramos conjuntos
minimales para la inclusién.

Proposicion 4.13. Sea M una matroide sobre E. El espacio lineal tropical
trop(M) viene dado por

trop(M) = {w € R""'/R1: My, no tiene bucles }. (4.5)
Proof. Ver [MS15, Cor. 4.2.11]. O

71



CAPITULO 4. COMPLEJOS DE GROBNER Y NULLSTELLENSATZ

Teorema 4.14 (Nullstellensatz tropical). Si I es un ideal tropical en el semi-
anillo R[x{d, ..., xFY], entonces la variedad V (I) C R™ es vacia si y solo si I es

el ideal total (0).

Proof. Es claro que si I = (0), entonces V (I) = (). Para el reciproco, supongamos
que I es un ideal tropical en Rz, ..., 2;!] con V(I) = (. Tomemos J =
I NR[zy,...,7,], que es de nuevo un ideal tropical. La variedad V(J) es de
nuevo vacia. De hecho, para cualquier w € R" existe f € I tal que el minimo en
f(w) se alcanza una tdnica vez, y por tanto x"f € J para algin monomio x" de
modo que el minimo en x" f(w) se alcanza una tnica vez. Por el Teorema 4.8,
existe una base tropical {f1,..., f;} de J. Sea d; el maximo grado de un monomio
en f;. Para un grado fijo d > max{d;}, consideremos la familia de polinomios
{x"fi: |u] < d—d;}. Podemos ver los coeficientes de estos polinomios como
vectores en @Mongd. Sea F,; C ﬁMongd la coleccién de dichos vectores. Por
[GP18, Th. 3.3], puesto que fi,..., f; no tienen solucién comun en R", para d

suficientemente grande, el conjunto

]-"dL ={y € RMon<d . 6] minimo en min(ay + yu: u € Monc,) se alcanza

al menos dos veces para todo a = (ay) € Fg}
es vacio. Sea J; el conjunto de vectores de RMOon<d correspondientes a los poli-
nomios de J hasta grado d. Como Fy; C Jg, el conjunto

de‘ ={y € RMon<d . 6] minimo en min(ay + yu: u € Mon<,) se alcanza

al menos dos veces para todo a = (ay) € Jy} C Fi = 0.

Como J es un ideal tropical, J; es el conjunto de vectores de una matroide
valorada M<,4(J). El conjunto J, dL es el espacio tropical lineal generado por los
polinomios de grado 1 de J;. Por lo tanto, jdL es vacio si y solo si la matroide
valorada M<4(J) tiene un bucle, lo que quiere decir que J contiene un monomio,
y por tanto, I = (0). O

Como aplicacién del Nullstellensatz tropical, podemos conocer de manera
sencilla cudles son los ideales tropicales maximales del semianillo de polinomios
Rlz1, ..., xp).

Ejemplo 4.15. Para todo a € R", vamos a denotar por J, al ideal del semianillo
de polinomios R[z1,...,x,] formado por todos los polinomios f cuya variedad
contenga a, es decir,

Ja={f €R[xy,...,1,)] tales que a € V(f)}.

Si I es un ideal tropical tal que V(I) # (), entonces I C J, para algtin a. Si, por
el contrario, V(I) = (), por el Nullstellensatz tropical, I = (0). Por lo tanto, los
ideales tropicales maximales de R[z1, ..., x,] son los ideales de la forma J,. A
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Apéndice A
Calculos con Macaulay2

Dedicamos este apéndice a comentar y mostrar algunos ejemplos de célculo de
variedades tropicales utilizando Macaulay2, [GS]. En particular, vamos a tra-
bajar con el paquete Tropical, el cual fue introducido en [Amé+19]. En dicho
articulo se muestran algunos ejemplos de cdlculo. A dia de hoy, la herramienta
computacional mds completa para la geometria tropical es gfan, [Jen]. El pro-
grama Polymake, [GJ00], es otra herramienta de cdlculo tropical importante, se
basa fundamentalmente en geometria poliedral y tiene varias funciones que no
estan implementadas en gfan. El propio software de Macaulay?2 tiene un pa-
quete, llamado gfanInterface, [HS], que permite al usuario utilizar gfan pero
dentro del propio sistema de Macaulay?2.

El objetivo del paquete Tropical, como sus autores afirman en [Amé+19], es
lograr una herramienta de uso més amigable, llamando a las funciones necesarias
de Gfan via gfanInterface y Polymake cuando sea necesario. No obstante, este
paquete es de reciente aparicién y sigue en desarrollo, por ejemplo, ain carece
de un metédo para trabajar con distintas valoraciones, que si presenta Gfan. En
todo caso, vamos a ver algunos ejemplos de cédlculo, que complementan varios de
los ejemplos vistos a lo largo del trabajo.

Comenzamos viendo un ejemplo béasico de céalculo de la variedad tropical de
un ideal sencillo.

Ejemplo A.1. Consideremos el ideal I = (x+y+1) C C[x,y]. Con la valoracién
trivial en C, el tropicalizado del polinomio f =z +y+ 1 es trop(f) =x®y 0.
Este es el polinomio del Ejemplo 2.42. Su hipersuperficie tropical se puede
calcular en Macaulay2 con el siguiente codigo:

il : needsPackage ("Tropical");
i2 : R = QQx,y]l;

i3 : I =ideal(x+y+1);

03 : Ideal of R

i4 : T = tropicalVariety I;
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ib rays T
o6 = | 1 -1 0 |
| 0 -1 1 |
2 3
o5 Matrix ZZ <--- ZZ

Como podemos ver, la variedad tropical trop(V (f)) es un abanico de dimensién
1 que tiene como rayos (—1,—1), (1,0) y el (0,1).
variedad tropical.

La Figura 2.6 muestra dicha

A

Ejemplo A.2. Vamos a comprobar que los ideales J = ((z+y+2)(zy+z2+y2))
yJ' = {(z+y)(x+2)(y+2)) del Ejemplo 3.14 definen la misma variedad tropical.
La variedad tropical que define J es:

i1 : R = QQlx,y,z];
i2 : J = ideal ((x+y)*(x+z)*(y+z));
02 : Ideal of R

i3 needsPackage ("Tropical")
id T = tropicalVariety J;
i5 : rays(T)
o5 =11 2 -11 -2 -1 |

[ 1 -1 2 -2 1 -1 |

| -2 -1 -1 1 1 2 |

3 6

o5 Matrix ZZ <--- ZZ

Calculemos ahora la variedad de J':

i6 J2 = ideal ((x+y)*(x+z)*(y+z));
06 Ideal of R
i7 T2 = tropicalVariety(J2);
i8: rays(T2)
o8 =11 2 -11 -2 -1 |

| 1 -1 2 -2 1 -1 |

| -2 -1 -1 1 1 2 |

3 6

08 Matrix ZZ <--- ZZ

Podemos ver que los rayos de los conos que forman la variedad tropical son los
mismos, de modo que definen el mismo abanico, que se muestra en la Figura

3.1. A

Vamos a ver ahora un ejemplo que muestra que un sistema de generadores
de un ideal no es necesariamente una base tropical.
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Ejemplo A.3. Consideremos los polinomios f =z 4+y+ 2,9 =22 + 3> + 2% C
Clz,y, 2].
compararlo con trop(V (I)) siendo I = (f, g).

Vamos a calcular las hipersuperficies trop(V(f)) y trop(V(g)) v a

i9

il0
il1
i12
i13
il4
ilb
olb
il6
ol6
i17
ol7

: R

=QQ[x,y,z];

f=x+y+z;

g=xX"2+y"2+z72;

1={f,gl};
Tp=tropicalPrevariety 1;
Tv=tropicalVariety ideal 1;
isTropicalBasis 1

false

dim Tp

2

dim Tv

1

Podemos ver que los polinomios f, g no forman una base tropical y que la var-
iedad trop(V'(I)) es diferente de la prevariedad trop(V(f)) Ntrop(V(g)) ya que
la primera tiene dimensién 1 mientras que la segunda tiene un cono de dimensién

2.

A
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