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Resumen

El objetivo fundamental de este trabajo es el de introducir las clases de
Gelfand-Shilov y algunas de sus propiedades y caracterizaciones méas intere-
santes. Se trabajard con las clases en su sentido mas general posible, defi-
niéndolas a través de sucesiones peso y de funciones peso, tanto en el sentido
de Roumieu como en el de Beurling. Se comentara como actian los ope-
radores mas usuales sobre ellas y se discutird su continuidad. Se probaran
algunos resultados de caracterizacion para estas clases, y se estudiaré bajo
qué condiciones un espacio definido por sucesiones peso puede ser definido
por funciones peso, y viceversa. Se abordara la dificil cuestion de la no tri-
vialidad de estas clases en un contexto concreto. Por tltimo, se comentarin
brevemente algunas generalizaciones y lineas actuales de investigacion, asi
como otros contextos de aplicacién de estas clases.



Abstract

The main goal of this work is to introduce the Gelfand-Shilov classes and
some of their most interesting properties and characterizations. The classes
will be dealt with in their most general form, defining them by means of either
weight sequences or weight functions, both in the Roumieu and Beurling
setting. The behaviour of the most common operators will be discussed,
and their continuity will be analized. Some characterization results for these
classes will be proved, and conditions under which a space defined by weight
sequences can be defined by weight functions, and vice versa, will be studied.
We will work on the difficult problem of the non-triviality of these spaces
in a restricted setting. To conclude the work, we will briefly comment on
some generalizations and current research topics, and on some other fields of
application of these spaces.






Introduccion

La memoria presente tiene como objetivo fundamental presentar la teo-
ria elemental de los espacios de Glenfad-Shilov, subespacios de la clase de
Schwartz con multitud de aplicaciones en el Anélisis Matematico. El traba-
jo entronca fundamentalmente con la asignatura obligatoria del Grado en
Mateméticas “Introduccion a los espacios de funciones”y con las asignatura
optativas del Master en Matematicas “Teoria de Operadores”, “Seminario de
Andalisis”y “Ampliacion de teoria de funciones” del area de Anéalisis Mateméa-
tico. Se aplicaran técnicas del estudio de operadores en espacios de funciones
y del estudio de los espacios de Banach.

La memoria se divide en tres capitulos. En el primer capitulo, donde han
sido referencias los libros de W. Rudin [29] y [30], el libro de R. Meise y
D. Vogt [20], el libro de J. Horvath [15], el libro de N. Bourbaki [4] y los
libros de I. M. Gelfand y G. E. Shilov [12] y [13], establecemos los resultados
béasicos necesarios acerca de los espacios vectoriales topolégicos. Comentamos
como entender su topologia y como caracterizarla. También ahondamos en
los conceptos de espacio localmente convexo, espacio de Fréchet y limite
inductivo estableciendo una base topologica que seré fundamental a lo largo
del trabajo. Concretamente, daremos resultados que nos permiten establecer
en qué condiciones un operador entre espacios de Gelfand-Shilov de tipo
Roumieu o de tipo Beurling, es continuo.

En el segundo capitulo, donde han sido referencia los libros de 1. M.
Gelfand y G. E. Shilov [12], el libro de H. Komatsu [17], el libro de R. T.
Rockafellar [27] y [13] y los articulos [5], [22], [23], [28] v [18], se definen los
espacios de Gelfand-Shilov con los que trabajamos, tanto de tipo Roumieu
como de tipo Beurling. En primer lugar se estudian los espacios de tipo
Roumieu y se tratan algunas de las posibles operaciones que pueden realizarse
en ellos de manera continua, como la derivacion, el producto por una funciéon
o la transformada de Fourier. A continuacién, se caracterizan los espacios,
bien usando la transformada de Fourier, bien por equivalencia entre los dos
tipos que definimos, los de tipo S y tipo W, definidos respectivamente a partir
de sucesiones peso y de funciones peso. Después se comenta la cuestion de la



no trivialidad de estos espacios en un caso muy concreto pues es un problema
abierto atn a dia de hoy en el caso general. Por ultimo, se desarrolla de qué
manera podemos utilizar todo lo que hemos trabajado sobre los espacios de
tipo Roumieu para aplicarlo sobre los espacios de tipo Beurling: operaciones,
caracterizaciones y no trivialidad.

El tercer y dltimo capitulo, donde son referencia los articulos [1], [8], [24]
y [26] y el libro de A. Bottcher y B. Silbermann 3|, pretende ilustrar las
posibles generalizaciones y aplicaciones fruto de las lineas de investigacion
actuales con articulos extremadamente recientes. Comentamos como se desa-
rrolla el caso del analisis de estos espacios en varias variables y via matrices
peso. Esbozamos el Anélisis Armoénico y de Wavelets que puede hacerse y
qué ventajas aporta cuando utilizamos funciones de estos espacios. Y, por
tltimo, comentamos las posibles aplicaciones de esta teoria al estudio de los
operadores de Toeplitz, lo que concluye el trabajo.
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Nociones de la teoria de espacios
vectoriales topologicos

Contenidos
1.1. Preliminares . .. .. ... ... ... 7
1.2. Espacios de Fréchet. Topologia final ... ... .. 13

A lo largo de este capitulo vamos a introducir las nociones basicas necesa-
rias acerca de la topologia inductiva, donde hablaremos de limites inductivos,
y los espacios de Fréchet. Estos conceptos seran necesarios para abordar los

espacios de Gelfand-Shilov de tipo Sy W.

1.1. Preliminares
Comenzamos introduciendo el concepto de espacio vectorial topolégico.

Definicién 1.1. Un espacio vectorial topolégico E sobre un cuerpo K,
que generalmente serd R o C, es un K-espacio vectorial equipado con una
topologia que hace continuas sus operaciones, es decir, de manera que la
aplicacion + : £ x F — FE dada por (z,y) — x + y y la aplicacion - :
K x EF — E dada por (A, x) +— Az son continuas considerando en E X E 'y
en K x E la topologia producto correspondiente. Diremos que una topologia
7 en el espacio vectorial F es vectorial si (E,7) es un espacio vectorial
topologico.

Definicion 1.2. Una funcién distancia o distancia d en un conjunto X
es una funciéon que actia sobre X x X y llega sobre R y verifica las siguientes
propiedades:



1.1. PRELIMINARES

(i) d(z,y) > 0 para todos =,y € X. Es més, la igualdad se da tnicamente
siz=y.

(ii) d(z,y) = d(y, x) para todos =,y € X.

(iii) Desigualdad triangular: d(z, z) < d(x,y)+d(y, z) para cualesquiera
x,y,z € X.

Ahora bien, dada una distancia d en un conjunto X podemos definir la
bola de radio ¢ y centro x como el conjunto

Ba(x,e) :={y : d(z,y) < €}.

Por ultimo, si d es una distancia sobre un conjunto X, entonces la coleccion
de todas las bolas abiertas B(z, ¢) para todo z € X y £ > 0 es una base para
una topologia en X que se denomina topologia métrica. Recordamos que
la bola cerrada de radio £ y centro z es

Ba(z,e) = {y : d(z,y) < e}.

Ademas, omitiremos el subindice d cuando no haya lugar a confusion.

Diremos ademés que un espacio topologico X con topologia 7 es me-
trizable si existe una distancia d en X cuya topologia métrica asociada 7’
es la misma que 7. En general, si X = K con R o C y la topologia usual,
entonces la distancia es el médulo de la resta y se puede denotar también
By(x,e) = Bk (x,¢) para cualesquiera z € K y ¢ > 0.

Observacion 1.3. La forma de caracterizar esta topologia para poder ma-
nejarla més comodamente es la siguiente: Una topologia 7 en un K-espacio
vectorial es vectorial si, y solo si, se tiene:

(i) Para cada par de puntos x,y € E y cada entorno U de x + y existen
entornos V de z y W de y tales que

V4+W ={v+w:veViwe W} CU.

(ii) Para cada Ay € K, para cada xg € F y para cada entorno U de A\gzg
existe un € > 0 y un entorno V de z( tal que

BK(A07€) xV .= {)\U : |/\—)\0| <egv GV} cU.
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Definiciéon 1.4. Un espacio vectorial topoldgico E se dice que es localmente
convexo si todo punto tiene un sistema fundamental de entornos convexos.

Observacion 1.5. Puesto que la suma es continua para la topologia que
dota a E de estructura de espacio vectorial topologico, las traslaciones son
claramente homeomorfismos en FE, y podemos escribir los entornos U de
cualquier punto x € E como U = x + V para algin entorno V' de 0 en E. De
este hecho se deduce el siguiente lema.

Lema 1.6. Sea F un espacio vectorial topologico, son equivalentes:
(i) E es un espacio localmente convexo.

(ii) £ tiene un sistema fundamental de entornos convexos del 0.

Definicion 1.7. Definamos R, := [0,00), se entiende por seminorma en
un K-espacio vectorial F a una funcion ||| : £ — R verificando:

(SN1) [[Az|| = |A|||z]| para todos A € K, z € E.

(SN2) [z +y|| < [l«]| + [lyl| para todos z,y € E.

Podemos ahora caracterizar los espacios localmente convexos via familias
de seminormas o de entornos del 0 de la siguiente manera.

Definicién 1.8. Sea E un espacio vectorial topologico, una familia % de
entornos del 0 en E se dice que genera un sistema fundamental de
entornos convexos del 0 si para todo entorno U del 0 existe un V€ % y
un € >0 con eV C U.

Una familia (||-||a)aca de seminormas en un espacio vectorial topologico
E se dice que es un sistema fundamental de seminormas si los conjuntos

Uy={z € E:|z||o <1}, a€A,

generan un sistema fundamental de entornos de 0.
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Observacion 1.9. Notemos que la continuidad de las seminormas de un
sistema fundamental esta implicita en la definicion, pues pedimos que las
contraimagenes por las mismas de entornos de 0 en R sean entornos de 0 en
E y esto garantiza la continuidad de hecho en todo punto de E. Ademas, la
convexidad de los conjuntos U, se deduce de que |||, sea una seminorma,
pues siz,y € U, y 0 < A <1, entonces para a € A se tiene que

et (@ -Nylla < Wllalla 411 = Mlyla <A+1-A=1,
(SN2)+(SN1)

donde en la ultima desigualdad hemos usado que A € [0, 1]. Asi pues, Az +
(1 =Xy € U,y U, es convexo. Es inmediato que también lo sera eU, para
todo € > 0.

Por lo tanto, un espacio vectorial topoldgico que admita un sistema fun-
damental de seminormas seré siempre localmente convexo.

Proposicion 1.10. Sea E un K-espacio vectorial y sea {||-||o }aca una familia
de seminormas en FE tales que para cada par de elementos «, 3 € A existe
ve Ay C >0 tal que

max{|[zla, [[x]ls, = € E} < Cllz], (1.1)

para todo = € E.

Entonces existe una tnica topologia 7 que dota a E de estructura de
espacio localmente convexo para el cual la familia {||-||o}aca s un sistema
fundamental de seminormas. En este caso se suele denotar a este espacio por

(B Al lla}aea).

Demostracion:
Para cada x € F, « € Ay £ > 0 definamos el conjunto

Use(z) ={£ € E:|Jx —&|la < e}
Entonces tomemos el conjunto
0 ={G C E :paratodo z € G existe a € Ay e >0 con U,.(z) C G}

Veamos que este conjunto define una topologia: sea U;c;G; con G; € O
para todo ¢ € I. Dado = € U,c;G; existe igp € [ tal que v € G;,. Por
tanto, existen a € A y € > 0 tales que U, () C G;, C UiesG; lo que
implica que la unién cualquiera de elementos de &’ es un nuevo elemento del

10
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conjunto. Sea ahora N}_, Gy con Gy, € O paratodo k € {1,...,n}. Dado x €
N7_, Gy entonces x € Gy para todo k € {1,...,n} lo que significa que existen
a1, ..., Y E1,...,E, tales que Uy, ., () C Gy paratodo k € {1,...,n}. Por
la propiedad (1.1) aplicada recurrentemente, existen v € Ay C' > 0 tales que
max{ |||, tre1 < CJl-|l5. Asi si tomamos € < w y & € U, ., entonces

|z —&lla, < C|lz— &, <ep para todo k € {1,...,n}.

Es decir, U, () C Uy, e () C Gy para todo k € {1,...,n}. Por lo tanto,
NP_,Gy € 0. Ademés, () y E estan en €. Entonces €' es una topologia en
E, veamos ahora que con esta topologia E es un espacio vectorial topoldgico
(es decir, respecta la estructura de espacio vectorial) y que la familia de
seminormas es un sistema fundamental de seminormas para esta topologfa.

En primer lugar E es un espacio vectorial topologico pues las operaciones
son continuas para la topologia inducida: sean z,y € E'y G € O tales que
r 4y € G entonces existen a € Ay e > 0 tales que U, .(x +y) C G. Si
consideramos, Uy c/2() y Uq,e/2(y) entonces

Ua,e/Q(x) + er,e/Q(y) C Ua,e(x + y)
pues si z +w € Upe2(x) + Uae/2(y) se tiene
lo+y—2z—wla <|lz—2lla+ljy —w, <e/24+¢/2=¢.

Lo que significa que la suma de E es continua para la topologia.

Por otro lado, dados \g € K, xg € E'y G € O tales que \zg € G
entonces existen a € Ay € > 0 tales que U, (Aoxg) C G.Sea § > 0 tal que
d(| Ao + 9+ [|zolla) < €. Si consideramos A tal que |A—Xg| < 0y v € Uy (o),
entonces

Aoz = Avlla < [Aoll[z0 = vlla + [A = Aol[[v]la
< [olllzo = vlla + A = Aol (lz0 = vlla + [lzolla)
< 5(|)\0| +0+ ||$0||a) < €.

Por lo que la multiplicacion por escalar es también continua para la topologia,
es decir, F es un espacio vectorial topologico.

Consideremos ahora Z = {U,.(0),a € A, > 0}, veamos que este con-
junto es un sistema fundamental de entornos de 0. Si tomamos un abierto GG
de 0 que contenga al 0 existiran un « y un ¢ tales que U, (0) C G y ademaés
los elementos de Z son abiertos que contienen a 0 pues ||0|, = 0 para todo
a € A. Como los conjuntos de 4 son convexos, E seré un espacio localmente
convexo con la topologia inducida por &'

11
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Para terminar con la prueba de la existencia, veamos que la familia
{l|"lla}aca es un sistema fundamental de seminormas para esta topologia.
Para ello debemos ver que los conjuntos U, = {x € E : ||z||, < 1} generan
un sistema fundamental de entornos convexos del 0. Sea G un entorno del
0, entonces por definiciéon de la topologia existen a« € A y ¢ > 0 tales que
Ua,:(0) C G. Pero observemos que

Use(0) ={z € E:|z|a<ec}={x € E:|z/c|a <1} =eU,

lo que significa que los conjuntos U, generan un sistema fundamental de
entornos convexos del 0 como queriamos probar.

Para la cuestion de la unicidad basta tomar &’ otra topologia que verifique
las mismas condiciones, entonces dado U abierto de 0" existen « € Ay e >0
tales que €U, = U, (0) C U por generar los U, un sistema fundamental de
entornos convexos del 0 para 7’. Pero por definicion de & entonces U es
abierto de &. Por otro lado, el hecho de que U,. = x + ¢U,, de que las
operaciones sean continuas para ambas topologias y de que los U, generen
un sistema fundamental de entornos convexos del 0 de &” hace que los U, .
sean una base de entornos de cada punto para &’ lo que nos da la otra
contencion. |

Definiciéon 1.11. A una familia de seminormas que verifican la condicién
(1.1) se le llama familia filtrante.

Observacion 1.12. Diremos que una familia {[||[o}aca de seminormas es
separante si satisface la siguiente propiedad:

Para todo x € E no nulo, existe un a € A tal que ||z, > 0. (1.2)

Observemos que si el sistema fundamental de seminormas es separante,
la topologia generada es Hausdorff, pues si x # 0 entonces existe o € A
tal que ||z|lo > 0, es decir, existe ¢ > 0 tal que ||z|, > /2 > 0. Asi
Uaes2(x) N Usr2(0) = 0. Ahora si z,y € E con = # y, entonces existen
a€ Aye >0 tales que [ —ylla > € > 0. Como y + Uy min(e’ /2,6/2)(0) es un
entorno de y por continuidad de la suma, entonces

Ua,rnl’n(s//2,€/2) (.CE) N (Z/ + Ua,ml’n(s’/2,€/2) (O)> = @

ya que y no esta en el entorno de z y la interseccion entre el entorno de x y
de 0 es vacia.

De hecho, puede probarse que la topologia generada es Hausdorff si, y
solo si, la familia es separante.
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1.2. Espacios de Fréchet. Topologia final

En esta seccion abordaremos las cuestiones topologicas relativas a espa-
cios de Fréchet y topologia final en su caso concreto de topologia de limite
inductivo. Seremos concisos en los resultados, anadiendo solo aquellos que
vayan a resultarnos de utilidad.

En particular, no se introduciréa el concepto de completitud en un es-
pacio vectorial topologico general, por estar interesados tinicamente en esta
propiedad para espacios metrizables. Por lo tanto, es suficiente considerar la
completitud secuencial, equivalente en este contexto.

Definicién 1.13. Sea E un espacio métrico con distancia d y sea {x, }nen
una sucesion de elementos de E, diremos que es una sucesion de Cauchy
si para todo € > 0 existe ng € N tal que si m,n > ng entonces d(x,, z,,) < €.

Sea E un espacio métrico con distancia d, diremos que es completo si
toda sucesion de Cauchy en él converge.

Como hemos indicado, aunque el concepto anterior es el de espacio se-
cuencialmente completo, se puede probar que para espacios vectoriales
topologicos metrizables la definicion més general de completitud y la com-
pletitud secuencial son equivalentes.

Definicién 1.14. Un espacio vectorial topologico F' se dice que es un espa-
cio de Fréchet si es localmente convexo, metrizable y completo.

Damos a continuacién un resultado que determina la metrizabilidad de
los espacios vectoriales topoldgicos que admiten un sistema fundamental de
seminormas adecuado.

Proposicion 1.15. Sea F' un espacio localmente convexo y sea (||||x)ren
un sistema fundamental de seminormas numerable y separante, entonces el
espacio I es metrizable (es decir, existe una métrica d en F' que induce la
misma topologia que la de espacio localmente convexo).

Demostraciéon:
Podemos definir, a partir de la familia (||-||x)ren, una nueva familia de
seminormas esta vez creciente de la siguiente manera

pe = méx{|[-|l;, 1 <j <k}
De hecho, los conjuntos

Vi={z € F :p,(z) <1}

13
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verifican que Vi1 C Vi y {Pr }ren es un sistema fundamental de seminormas
para la topologia de F'. Si tomamos U entorno del 0 en F' entonces existen n €
Nye > 0talesque U, .(0) = {z € F : ||z]|, < e} C U. Sin embargo, si k > n
y x € €V}, entonces se tiene que pi(x/c) < 1, es decir, que méax{||z||;,1 < j <
k} < e, luego ||z]|; < € para todo j < k. En particular, ||z|/, < ey, por tanto,
eV C U, -(0) que prueba que la familia {py }ren es un sistema fundamental
de seminormas.
Si definimos ahora la aplicacion

- 1 P =Y
d(xay)222_¥a xayeF

es la distancia que anddbamos buscando. Vedmoslo: en primer lugar la serie
converge porque es de términos positivos y

Ademas, si x = 0 entonces p,(0) = max{[|0||x,1 < k < n} = max{0, 1 <
k < n} = 0 luego d(z,z) = 0. Reciprocamente, si d(z,y) = 0, por ser una
serie de términos positivos entonces p,(x — y) = 0 para todo n € N, lo que
implica que ||z — y||, = 0 para todo n € N, y por ser la familia separante,
ver (1.2), se tiene que x —y = 0, es decir, z = y. De la misma caracterizacion
se deduce que si & # y entonces d(z,y) > 0 pues existira un k € N tal que
pr(z —y) > 0 por ser x —y # 0. Que d(x,y) = d(y,z) es evidente pues
pn(x —y) = pu(y — ) para todo n € N. Probemos por tanto la desigualdad
triangular. La funcion z — 17 es creciente para todo x > 0 pues su derivada
es ﬁ Por tanto, se tiene que
Pa(r=y) o _Pa@ =) Apalz—y) _ palr—2) | palz—y)

Lbpo(w—y) ~ Ttpa(z—2)+pa(z—y) = Ldpalz —2) 14pa(z—y)

donde en la primera desigualdad hemos usado la monotonia de la funcion
T — o Y que pu(r —y) < pu(r — 2) + pa(z — y), y en la segunda que las
seminormas son cantidades positivas y entonces

1
<
L+pu(x—2)+pa(z—y) — 1+pu(z—2)

1 1
< .
T4+pu(z—2)+pu(z—y) ~ 14+ pu(z —y)

14
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Por tanto, d es una métrica.

Puesto que p,(z —2+2—y) = po(r —y) entonces d(z+z,y+2) = d(z,y)
y d es por tanto una distancia invariante por traslaciones. Veamos que la
topologia generada por d induce la topologia de espacio localmente convexo
y viceversa. Para ello, como para ambas dada una base de entornos del 0
podemos obtener, mediante traslaciones, una base de entornos de cualquier
otro punto, basta comparar sus bases de entornos en 0.

Consideremos U = {z : d(0,z) < 1/2*}, entorno de 0 para la topologia
inducida por d que llamaremos 7’. Queremos ver que el conjunto

1
V=A{z:pp(z) < W}’

que es un entorno de 0 en la topologia 7 inducida por las seminormas, esté
contenido en U. Si x € V entonces

1
pol) < ;@) < .. < pra@) < .
y por tanto,
’“i 1 pol2) 1 1 1
on = 9k+2 on — ok+tl
La 1§ py() — 2L on T 2
pues pn—(x) < pn(z). Por otro lado, se tiene que Pa(2) < 1, luego
14 pu(2) ()
i G =1 1
m1 4 () — on — ok+l’
n=k+2 2" 1+ pa(2) n=k+2 2 2

Por tanto, juntando ambas desigualdades

=1 pa(z) 1 1 1
)= 3T S 7 T g

n=0

es decir, V C U.

Reciprocamente, probemos que el entorno W = {x : p,(x) < 1/2*} de 0
en 7 contiene al entorno Z = {z : d(z,0) < 1/2"***1} de O en 7. Sea z € Z
entonces se tiene que

1 pa(x) < 1
27 1+ py(x) — 20T
es decir,
() < 1
1+ po(z) = 20017
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1.2. ESPACIOS DE FRECHET. TOPOLOGIA FINAL

lo que implica que

de donde se deduce que

y por tanto que Z C W.
Por tanto, las topologias generadas por 7 y 7' son la misma.
|

Observacion 1.16. Es posible caracterizar los espacios vectoriales topologi-
cos metrizables en ausencia de convexidad, pero este resultado no es necesario
para nuestros propositos.

El siguiente resultado caracteriza la continuidad de las aplicaciones li-
neales entre espacios localmente convexos cuya topologia viene dada por un
sistema fundamental de seminormas creciente. Notemos que, como se ha visto
en la prueba de la proposicion 1.15, la condiciéon de que los sistemas funda-
mentales de seminormas sean crecientes no es restrictiva, ya que dado un
sistema fundamental de seminormas arbitrario podemos obtener otro que
genera la misma topologia y que es creciente.

Teorema 1.17. Sean F y F' espacios localmente convexos metrizables cuyos
sistemas fundamentales de seminormas son {pi}ren v {¢n}nen, respectiva-
mente, y se suponen crecientes. Sea f : E — F una aplicacion lineal. Son
equivalentes:

(i) f es continua.

(ii) Para todo n € N existen un £ € Ny un C' > 0 tales que g,(f(x)) <
Cpy(x) para todo z € E.

Pasamos ya al estudio de un segundo tipo de estructuras frecuentes en la
teoria de espacios vectoriales topologicos y que, como veremos, correspondera
a los espacios de Gelfand-Shilov de tipo Roumieu.

Definicién 1.18. Consideremos F' un K-espacio vectorial y {F;};c; una
familia de espacios vectoriales topologicos sobre K. Para cada i € [ sea
fi + E; — F una aplicaciéon lineal. Tomemos ® el conjunto de todas las
topologias que dotan a F' de estructura de espacio localmente convexo para
las que las aplicaciones f; son continuas. Este conjunto es no vacio porque
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contiene a la topologia discreta (7 = {0, F'}). Consideremos 7 la cota supe-
rior del conjunto ® que es compatible con la estructura de espacio vectorial,
es decir, las operaciones son aplicaciones continuas con esta topologia. Esta
topologia se conoce como topologia final de F. Ademas, para esta topo-
logia, una base de entornos del 0 estd dada por uniones de imagenes por
las aplicaciones j; de entornos de 0 en FE;. Por tanto, F' toma estructura de
espacio localmente convexo y 7 es la topologia més fina que dota a F' de esta
estructura y hace las aplicaciones j; continuas.

Con esta construccion podemos definir los limites inductivos de espacios
localmente convexos (o de Fréchet) que nos ayudaran posteriormente a dotar
de una topologia a las clases de Gelfand-Shilov. La referencia en este sentido
es [4].

Definicion 1.19. Consideremos {E, },en una sucesion creciente de subes-
pacios de un espacio F/, de manera que

E:U&

neN

Ademas, denotemos por 7, a la topologia de E,, que suponemos es localmente
convexa (o de espacio de Fréchet) y supongamos que la topologia 7,41 en E,, 1
es menos fina que 7,, es decir, que la inyeccion ¢ : F,, — F,., es continua
para todo n € N. En esta situacion, la topologia final de E que genera esta
familia se llama topologia de limite inductivo y se dice que E es el limite
inductivo de los F,,.

Observacion 1.20. Notemos que es una estructura compleja pues, aunque
las topologias 7, fuesen Hausdorff, puede ocurrir que 7 no lo sea. Es mas,
puede ocurrir que FE,, sea cerrado en E,; con la topologia 7,1 pero no lo
sea en F con T.

Presentamos ahora un resultado relativo a la continuidad de aplicaciones
lineales establecidas entre un limite inductivo y un espacio localmente conve-
xo0. La demostracion puede encontrarse en [15], nos limitaremos a enunciarlo
para no extender en exceso el trabajo. Este resultado seré clave para estudiar
qué operadores son continuos en las clases de Gelfand-Shilov que introduci-
remos posteriormente.

Teorema 1.21. Sea E un espacio vectorial, {E, },en una familia creciente
(con respecto de la inclusiéon) de subespacios localmente convexos tal que
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E = UX E,, y para cada n € N sea la inyecciéon canoénica i, : F, —
E. Tomemos en F' la topologia de limite inductivo, y consideremos G otro
espacio localmente convexo y una aplicacion lineal g : £ — G. Entonces g es
continua para la topologia de limite inductivo si, y solo si, las aplicaciones
goin =g|g, : F, — G son continuas para todo n € N.

Corolario 1.22. Sean F y G dos espacios vectoriales y sean {E,}nen ¥y
{G} }ken dos familias crecientes de subespacios localmente convexos con F =
Ul B, y G = U2 Gy, con sus respectivas inyecciones ¢, : E, — E'y
B : G, — G. Consideremos en E y G las topologias de limite inductivo y
sea g : E — (G una aplicacion lineal. Si para todo n € N existe k € N tal que
9(E;) C Gy ¥y 9|, : En — Gy es continua, entonces g es continua.

Demostracion:

Basta aplicar el teorema 1.21 teniendo en cuenta que G es en particular
localmente convexo por definicién de limite inductivo y que g o j; no es més
que la aplicacién que nos da la hipotesis del teorema que es continua para
todo i € I. ]

Observacion 1.23. Los espacios de Gelfand-Shilov de tipo Roumieu resul-
tan estar dotados de topologia de limite inductivo, y este resultado simplifica
mucho la cuestion de la continuidad de operadores entre limites inductivos.
Si F' es el limite inductivo de {F},},en con F,, espacio de Banach para todo
n € Ny E es el limite inductivo de { Ex }ren con E, espacio de Banach para
todo k € N y consideramos un operador lineal 7' : £ — F', entonces el opera-
dor T sera continuo si para todo k € N existe un n € N tal que T'(Ey) C F,
v T|g, : Ex — F), es continuo. La continuidad del operador restringido a es-
tos elementos, espacios de Banach, equivale a la acotacion. En este contexto
llamaremos eslabon a los elementos F), o E) de las respectivas familias y, por
tanto y grosso modo, habria que probar que el operador es continuo de un
eslabon arbitrario del espacio origen en otro eslabén adecuado del espacio
imagen.
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Clases de Gelfand-Shilov

A lo largo de este capitulo desarrollaremos los elementos basicos de la
teoria de las clases de Gelfand-Shilov o espacios de Gelfand-Shilov, detallan-
do con precision la construccion y propiedades de este tipo de espacios que
introducimos en el capitulo 1. Estos espacios fueron primeramente introdu-
cidos por Gelfand y Shilov en sus trabajos [12] y [13]. Sin embargo, han sido
posteriormente estudiados en numerosos otros trabajos recientemente como

23], [5], [8], [1], [26] ...
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Separaremos estos espacios en dos tipos, los de tipo Roumieu y los de
tipo Beurling, y daremos la definicion formal en ambas secciones. A modo
de introduccién, comentamos brevemente la diferencia entre ambos tipos.
Estos espacios son subespacios vectoriales de la clase de Schwartz . de las
funciones indefinidamente derivables y de decrecimiento rapido, es decir, tales
que los productos de monomios por derivadas sucesivas de sus elementos estan
acotados en R. De hecho, nos quedaremos con las funciones que estan en esta
clase y verifican un control explicito para tales productos bien marcado por
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2.1. ESPACIOS DE TIPO ROUMIEU

unas sucesiones de constantes, bien por funciones. La diferencia entre los dos
tipos estaré en si consideramos la unioén, y por tanto la topologia como limite
inductivo, o la intersecciéon, y por tanto la topologia de espacio de Fréchet.
En la literatura méas reciente se abordan los espacios de tipo Beurling pues
los de tipo Roumieu fueron los primeros en introducirse y estudiarse.

Uno de los problemas mas interesantes que plantea esta teoria, y que en
algunas casos sigue ain abierto, es el dar condiciones sobre las cotas que
se imponen para que los espacios sean no triviales. Comentaremos ciertos
casos relativamente sencillos de este problema. Esta teoria es muy rica, y da
lugar también a otros problemas muy interesantes como el de la nuclearidad
de estos espacios o el de sus aplicaciones a ecuaciones diferenciales y en
derivadas parciales.

Nos dedicaremos al estudio de los espacios en el caso unidimensional y a
la imposicion de cotas mediante sucesiones y funciones peso. Comentaremos
ademas en el ultimo capitulo algunas lineas actuales de investigacion que se
centran en el estudio de clases asociadas a matrices peso y en varias variables.

2.1. Espacios de tipo Roumieu

2.1.1. Introduccidn.

Dentro de las clases de Gelfand-Shilov de tipo Roumieu distinguiremos
dos tipos de espacios, espacios de tipo S que vienen definidos por sucesiones
peso, y espacios de tipo W que vienen definidos por funciones peso. Estudia-
remos bajo qué condiciones son equivalentes o generan el mismo espacio, qué
operaciones pueden considerarse en estos espacios y comentaremos algunas
condiciones bajo las que estos espacios son no triviales, es decir, qué condi-
ciones son necesarias o suficientes para que exista al menos una funcién no
nula en estos espacios.

Definicién 2.1. Denotaremos por N al conjunto de los ntimeros naturales,

N={0,1,2,...}, y denotaremos por Ny al conjunto N U {0}.

Definicion 2.2. Sean {M,},en, v {NVp}pen, dos sucesiones crecientes de ni-
meros reales y sean A, B > 0 constantes. Definimos el espacio de Schwartz
o clase de Schwartz como

S ={f € €°R,C) : sup|lz?f? ()| < 0o, para todo p,q € Ny},

y definimos, para cada A, B > 0, los subespacios

yfg’Np ={pe:3C >0, sgﬂg|xqu(”)(:p)| < CAPBIM,N,, Vp,q € Ny}.

20



CAPITULO 2. CLASES DE GELFAND-SHILOV

Observacion 2.3. En lo sucesivo, y sin pérdida de generalidad, supondremos
que My = Ny = 1 por simplicidad, pues este convenio no altera la definicién
de las clases consideradas.

. .. . M,,N,
Proposicién 2.4. Los espacios ., ¥, dotados de la norma

B = DAV BN,

son espacios de Banach.

Demostracion:

Veamos que se tiene una norma: ||¢||4 5 = 0 si, y solo si, el numerador es 0
para todo z € Ry p,q € N lo que da lugar a que la funcion es nula. Respecto
a la desigualdad triangular es consecuencia de la linealidad de la derivada
y que el superior de la suma de cantidades positivas es menor o igual que
la suma de los superiores de esas mismas cantidades. Por dltimo la cuestion
sobre los escalares es inmediata de nuevo por la linealidad de la derivacion.

) M,,N,
Veamos que el espacio .4 £°7 es completo. Sea entonces {¢, tnen una

sucesion de Cauchy en yj,”ng, entonces para todo € > 0 existe ng € N tal

que si m,n > ng se tiene que ||¢, — @m|lap < e. Por tanto, para todo = € R
vy p,q € N se tiene que

[29(pP (x) — ¢#)(2))| < eAPM, BN, (2.1)
Ahora bien, podemos comprobar que
(1 +2%) (0P (2) = o) (2))] < ol (2) = &) (2)] + [2* (9P (2) — iF) ()]
< (1+ B*Ny)e AP M,
para todo x € R y todo p € Ny. Por tanto,

(1+ B2Ny)e AP M,

T < (14 BNy )eATM,,
xr

@ (z) — P (z)] <

y la sucesion {go%p )}nGNO es uniformemente de Cauchy en todo R para todo

p € Ny, y por lo tanto converge uniformemente en R. Un resultado clasico del

Analisis establece entonces que la funcion ¢, definida por ¢(x) = lim ¢, (x)
n—oo

para todo z € R, es indefinidamente derivable en R y sus derivadas sucesi-
vas son el limite de las sucesiones {go%p )}neNO para cada p € N. Por tltimo,
haciendo tender m hacia infinito en (2.1) tenemos que

[27(pl) () — 9P (2))] < eA”M, BN,

21



2.1. ESPACIOS DE TIPO ROUMIEU

lo que significa que p,, — ¢ € YA 2N i n > ng, de donde ¢ = p, — (pn—) €
MP7 P
S,y ademés

||90n - QOHA,B <e

si n > ng, con lo que ¢ es el limite de {p, }ren en YMP’NP. ]

Definicion 2.5. Llamaremos espacio de Gelfand-Shilov de tipo Rou-
mieu de tipo S al espacio

My, ,N, __ My,Np
FMeNe = | | 7y
A,B>0

Observacion 2.6. Es inmediato que

o

M,,N, __ Mp,Np _ M,,N,
‘y P = U cyn,np pa

A,B>0 n=1

siendo la unioén creciente en n. La topologia que consideraremos en .7
sera la de limite inductivo para dicha representacion. Alternativamente, si
tomamos {ny }ren ¥ {mx }ren, dos sucesiones crecientes que tienden a infinito,
entonces se puede poner

Mp,Np __ Mp,Np
= - Ng,Mp )
k=1

y es sencillo comprobar que la topologia limite inductivo para esta escritu-
ra coincide con la anterior. El mismo comentario puede hacerse sobre los
espacios de tipo W que introducimos a continuacion.

Definicion 2.7. Sean f(z) y g(z) funciones de clase C' en [0,00), cuya
derivada es no negativa y crece tendiendo a infinito en infinito, y tales que
f(0) = g(0) = f(0) = ¢’(0) = 0. Sean a,b > 0 constantes. Definimos los
espacios

Wf’b ={p: C— C:pesenteray |p(x+iy)| < Ce /@t 5 44y € CY.

De manera anéloga a la proposicion 2.4 se comprueba el siguiente resul-
tado.
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CAPITULO 2. CLASES DE GELFAND-SHILOV

Proposicion 2.8. Los espacios W(f Y dotados de la norma

lo(x + iy)|

[@llas = sup o=

z+iyeC €

son espacios de Banach.

Definicion 2.9. Llamaremos espacio de Gelfand-Shilov de tipo Rou-
mieu de tipo W al espacio

whe = | wly.

a,b>0
Es sencillo comprobar que

Wi — U Wi

n,1/n’
neN
y la topologia que se considera en el espacio es la de limite inductivo para
esta representacion. Como se indicoé para los espacios de tipo S, cualquier
otra representacion del tipo
W — U wia

Ay
neN

donde {a,}> ; es de nameros positivos y crece hacia infinito, y {b,,}°°, es de
nimeros positivos y decrece hacia 0, induce la misma topologia.

Observacion 2.10. Generalmente, para abreviar, nos referiremos a estas
clases como espacios de tipo S 'y W y sera el contexto el que nos indique si
nos referimos a estos espacios de Gelfand-Shilov de tipo Roumieu o a los de
tipo Beurling que veremos més adelante.

Son ejemplos de sucesiones para definir los espacios de tipo S el factorial,
o en general sus potencias {p!*} con o > 0, y para los de tipo W las funciones
del tipo f(t) =t* con a > 1.

Veremos mas adelante, en la seccion sobre los espacios de tipo Beurling,
que la topologia dada en estos espacios resulta ser de espacio de Fréchet. Sin
embargo, en el caso Roumieu no es conocido si la topologia es metrizable
o completa, como se menciona en un articulo reciente de A. Petersson [24,
Observacion 2.6].
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2.1. ESPACIOS DE TIPO ROUMIEU

Antes de meternos de lleno en los operadores en estos espacios listaremos
una serie de condiciones o propiedades que se imponen en este contexto
a las sucesiones. Esta lista, que resulta ser bastante estandar en cuanto a
notacion en la literatura, hara de diccionario para que no tengamos que citar
expresamente la propiedad.

Convexidad logaritmica.
Definicion 2.11. Sea {M,},en, una sucesiéon de ntmeros reales positivos,

diremos que tiene la propiedad de la convexidad logaritmica o que es
logaritmicamente convexa o que verifica (M1) si

M; < My M,_q, para todo p € Nj.

Observacion 2.12. Si se define la sucesiéon de cocientes de {M,}en,
como la sucesion {m,},en dada por

mp:M p €N,

)
p—1

es inmediato que la convexidad logaritmica de {M),},en, equivale al no de-
crecimiento de su sucesion de cocientes, pues

M, _ My

M? < My M, | < .
p = Hp+1ilp—1 Mp—l Mp

Recordamos, para su uso posterior, que si {m,},en €s no decreciente, es

. , 1 . . ;
conocido que lim Mp/p = o0 si, y solo si, limm, = oco.
p—0o0 p—o0

Proposicion 2.13. Sea {M,},en, una sucesion de nimeros reales positvos
logaritmicamente convexa, entonces

MyM,y < Myq

para todo p,q € Ny con 0 < ¢ < p.
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Demostracion:
De la convexidad logaritmica de{M,},en, se obtienen las siguientes des-
igualdades para ¢ < p:

Mqu < MQ*quJrl
Mgp1Mgr < Mo M,

q

M,M, < M, 1M,,.
Multiplicando ahora todas estas desigualdades obtenemos que
M,M, < M,_1 M,

para cualesquiera p y ¢ con ¢ < p. Si ahora aplicamos la desigualdad a
M, 1M, entonces se tiene M,M, < M, 1M,y, < M, oM, 5. Si aplica-
mos esta desigualdad g veces llegamos a M,M, < MyM,., = M,, como
queriamos probar. |

Otras propiedades interesantes de las sucesiones.

Definiciéon 2.14. Consideramos {M,},en una sucesion de numeros reales.
Se consideran las siguientes propiedades y notaciones:

(M2) Estabilidad por operadores ultradiferenciables: existe una cons-
tante H > 1 tal que M, , < HPTIM,M,para todo p € N.

(M3) No casi-analiticidad fuerte: existe una constante H tal que

= M,_ M
> it < ey
k=p+1 k p+1

para todo p > 1.

(M4) No trivialidad: existen h > 0y n > 1/2 tales que M, > hPpP" para
todo p € Nj.

M,

(M1)" Convexidad logaritmica fuerte: := m,, es creciente y tiende

p—1
a infinito cuando p — oo.

|
(M1)* Dualidad: ]\]j[— verifica (M 1)’

p
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(M2)’ Estabilidad por operadores diferenciables: existe una constante
H >1 tal que M, < H?™' M, para todo p € N.

(M3)” No casi-analiticidad:

00 Mp_l
> i < o0.
p=1

Observacion 2.15. Notemos que (M1)’ es més fuerte que (M1) pues estamos
pidiendo ademas de que {m,,},en crezca, que tienda a infinito. Por otra parte,
(M2)’ y (M3)’ son mas débiles que (M2) y (M3), respectivamente.

Veamos que (M1)* implica (M2): si AZ—IP verifica la propiedad (M1)’ enton-
ces verifica (M1) y, por tanto,

ot (ptg)
Mp Mq B Mp+q ’
de donde
M,., < (p i q> M, M, < 2790\, M,.

q

Ademas, si se tienen (M1) y (M4) entonces se tiene (M1)’, pues de acuerdo

con lo indicado en la observacion 2.12 basta comprobar que lim M; P — .
p—00

Pero si se tiene (M4), entonces Mpl/ P> hp" con n > 1/2, sucesion que tiende
a infinito.

Introducimos a continuaciéon dos nociones fundamentales, la de sucesion
asociada a una funcioén, y la funciéon asociada a una sucesion, que permitiran
en muchos casos reescribir los espacios de formas equivalentes y adecuadas
para agilizar o simplificar razonamientos.

Definicién 2.16. Dada una sucesién de ntmeros reales positivos { M), },en,
su funcién asociada se definird como

wy(x) = sup (plogx — log M,).
pENp

Observacion 2.17. Tal y como hemos definido la funcién asociada esta
podria tomar el valor infinito en ciertos puntos. Para evitar esta situacion,
basta pedir que se tenga (M1)’. De acuerdo con la observacion 2.12, esto
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., . . 1
asegura que la sucesiéon de cocientes crece y que lim Mp/ P = o00. Veamos
pP—00

que wy(x) < oo para todo x > 0 si, y solo si, lim M;/p = o0. Si fuera
p—0o0

A= h’_mM;/ P < 00, tomemos = > \. Existiran infinitos elementos de la
p—o0

sucesion Mpl/p entre A y (A4 x)/2, y por tanto, para infinitos p € N se tiene

que
T \P 2x \P
() = (G55)
My'® T+ A
valores estos tultimos que tienden a infinito cuando p lo haga, con lo que

. 1
wy () = oo. Reciprocamente, supongamos que Mp/ P = o0, entonces para
p—00
€T

cada z > 0 se tiene que IV estard acotado por 1 de un p en adelante, y lo
P

estaran sus potencias p-ésimas, de modo que podemos garantizar que wy;(x)
es finito.

Definimos ahora una construccién en cierto modo dual.

Definicion 2.18. Dada f: (0,00) — [0,00) no decreciente, entonces la su-
cesion {M,Lf ] }pen, definida por

log M1 = sup(plogr — f(r),  p €N,
r>

se llama la sucesion asociada a f.

Observacion 2.19. Tal y como hemos definido la sucesion asociada a una
funcién esta podria tener elementos que son infinito. Para evitar esta posibi-
lidad, es sencillo comprobar que basta que se satisfaga la condicion

fr) _
r—clog(r)

Proposicion 2.20. Sea {M,},en, una sucesion de nimeros reales positivos
, 1 s .
tal que plggo Mp/ P = 0o. Entonces, {M,},en, es logaritmicamente convexa si,

y solo si, coincide con la sucesion asociada a su funcién asociada.
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Demostracion:

Notemos primero que la condicion es suficiente, pues toda sucesion asociada
a una funcién f, y en particular a wy,, es logaritmicamente convexa: si p € N,
tenemos que

log M}:ﬂj{f} + log Mgﬂd = Su](;))((p + 1) logr — wp(r))
>

+ f}ig((p — 1) log(r) — wa(r))

> 2sup(plogr — wy(r)) = 2log MIE“’M},
r>0

por tanto (MM))?2 < M;ﬂ”]]\/[ﬁ]\f]-

2
o
</ g
.
[=Y0)
2 1

0 ) 10 15
r

Figura 2.1: Grafica de log (%) para k = 0,1,2 con M, = 2%,

Reciprocamente, supongamos que { M, },en, es logaritmicamente convexa.
. . P .
Podemos escribir wy,(r) = log sup]&—p. Ahora bien, tenemos que

pENp
— <
Mp Mp+1
. . M. . <.
si, y solo si, 7 > = = myy1. Como {m,}pen es creciente, la funcion

p
wys se puede dar de manera explicita teniendo en cuenta que para r en
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. . q 2
cada uno de los intervalos [m,_1,m,) los cocientes {7 creceran hasta al-
q

canzar su maximo en la posicién p, y seran decrecientes a partir de ella.

Por lo tanto, wy(r) = log(4-) si 7 € [my_1,mp) con p € N\ {1}, y
P

Wy (r) = 0 sir € (0,my) (ver figura 2.1). Con esta expresion es claro que

wi ()

101\;(7“)

finida. Si llamamos { M },en, a la sucesion asociada a la funciéon asociada

a {My}pen,, recordemos que log M) = sg%)(plogr — wps(r)). Ahora bien,

lim, = 00, lo que asegura que su sucesion asociada esté bien de-

rPe~ M) = rP=IM, sir € [my_1,my), y es inmediato que esta funcion crece
si 7 < my,_1, es constante igual a M, si r € [m,_1m,), y decrece si r > m,,
entonces su valor maximo es M, como querfamos ver. |

Veamos ahora algunos ejemplos de sucesiones y qué propiedades verifican
de las que hemos listado.

Ejemplos 2.21. (i) Potencias del factorial: Consideramos la sucesion
M, = p!'/® para o > 0 y veamos que verifica la convexidad logaritmica,
la estabilidad por operadores ultradiferenciales y la no trivialidad si 0 <
a < 2. En primer lugar estimemos con cotas por encima y por debajo
el tamano de su sucesion asociada. Recordemos que p? > p! > "‘;—2. Asi,

« p
wp(r) = sup (plog(r) — log(p!l/ Jgegsup (plog(r) — =log(p)).
pENp pENp «

Ahora consideremos h(p) = plog(r) — £ log(p) y derivemos para hallar
su maximo, A'(p) = log(r) — < log(p) — I, asf el méximo se alcanza en
p = % Como el supremo se calcula en los naturales y este p puede
no serlo, entonces sustituimos tomando la parte entera (por defecto) y

resulta que

o2 [ s s (1)
> (g — 1) log(r) — e—a(log(g) I log(r)
Reciprocamente,

p
wy(z) < sup(plog(r) — = log(p/e)).
PENp Q
Considerando h(p) = (plog(r) — £log(p/e) y derivando, se tiene que

esta funciéon alcanza su maximo en p = r®, asi

«

was(e) < sup (plog(r) = - log(p/e)) < sup(plog(r) — log(p/e)) = -
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Veamos ahora que verifica la estabilidad por operadores diferenciales,
la convexidad logaritmica y la no trivialidad.

e Convexidad logaritmica. Observemos que para esta sucesion
PP/ < (p+ )V (p = DIV = ((p+ Dp)/(p — D =
pYe < ((p+ 1)p)Y* <= p'* < (p+1)Y* que es cierto siempre
que a > 0

¢ Estabilidad por operadores ultradiferenciales. Buscamos una
constante H > 1 para la que se verifique la siguiente desigualdad
(p + gV < HPrapl/egit/a Como

<P+Q> < e
)=

(p+q)!1/a < (21/a)p+qp!1/aq!1/a'

entonces

e No trivialidad. Queremos encontrar un par de constantes h > 0
y 1 > 1/2 tales que p!*/* > hPpP". Entonces,

11/ > pp/a
’ - ep/a’

p

luego h=e*yn=1>1/2.

(ii) Potencia de una constante: Consideramos la sucesion M, = BP con
B > 0 entonces se tiene que

r

);

wyy(r) = sup (plog( Iz
pENp

ahora bien, entonces wy(r) = oo si > By wy(r) = 0sir < B.
Veamos que efectivamente esta sucesion no genera una clase de Gelfand-
Shilov. En primer lugar, My, = B° = 1 y B?* < Brtipr-l = B%,
Ademés, BPtY < HPTIBPBY = HPT1BPT1 para toda constante H >
1. Sin embargo, no se da la condiciéon de no trivialidad pues B? >
hPpP" < B > hp" para todo p € Ny lo que es absurdo pues para
toda constante h > 0y n > 1/2 existe p € Ny tal que B < hp'.

(iii) Funcién potencia: Tomemos ahora una funcion f(r) = r* con a > 0.
Entonces
log MILM] = sup(plogr — r?).
r>0
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Consideremos ahora la funcién f(r) = plogr — r® cuya derivada es
f/(r) =2 —ar*"!. Entonces f alcanza un méximo en r = (2)/* luego

MM — (3)%—%, MM — 1,

p «

Para concluir esta secciéon, veamos ahora un resultado elemental que sim-
plifica en muchas ocasiones los razonamientos en este tipo de clases de fun-
ciones, al expresar las estimaciones propias de los espacios S en términos de
la funcién asociada a una de las dos sucesiones intervinientes en la definicion.

Proposicion 2.22. Sean {M,},en, ¥ {N,}pen, sucesiones de niumeros reales
positivos, y supongamos que { N, },en, satisface (M1)’, entonces una funcion
¢ pertenece a .7 M»Nr si v solo si, existen constantes C, A y b positivas tales
que

|¢(p)(x)| < CApMpe—wN(blﬂfl)

para todo z € R, donde wy(r) es la funcion asociada a {N,}en, -

Demostracion:
En primer lugar, supongamos que |p® (z)| < CAPM,e~~®2D)  entonces
por definiciéon de supremo y de funciéon asociada se tiene que

con(Bl]) < |2|7b

N,

q

para cada q € Ny. Por tanto se tiene que

1290 ()] < |® (x)ewzv(blrl)b—qu| < CAPb= UM, N,.

Por otro lado, puesto que la exponencial es una funciéon continua y cre-
ciente se tiene que

|z]?
sup IOg(quqN ) lo |z
epr=0 7 = Sup{e 8( Bq5qu)} =sup————
B159N,’
p=0 p20 q

de donde se deduce que

e e/(B) < ]
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Por tanto, como |29p®) (z)| < |||l 4.3 AP BIM,N, para todo = € R, entonces
tenemos que para todo 6 > 1

o (p)(x)
(p) || 2|9 |
’90 (m) BajaN, | < Z Ba1jaIN,
q=0 g q=0 q
i ella,8 AP BT M, N
- B1§4N,
q=0
_ liellasarass
0—1 ’

de donde se deduce que

’(p(p) (z)| < 5—1’ApMp€wa(lff\/(B5))_

2.1.2. Operaciones en los espacios de tipo Roumieu.

1. Multiplicacién por =x.

Comenzamos tratando la operacién multiplicaciéon por x en los espacios de
tipo Roumieu de tipo S. Queremos dar condiciones para que el operador
o(x) = p(x) - = esté bien definido y sea un operador continuo.

Teorema 2.23. Supongamos que {N,},en verifica (M2)’, entonces la multi-
plicacién por z es un operador continuo en .#Mr Mo,

Demostracion:

Denotemos al operador por T, es decir, T(p)(z) = z¢(x). En primer lugar
observemos que el operador es evidentemente lineal pues si consideramos
M\ ERY @, pp € .SMeNe entonces se tiene que

T(Ap1+pp2) = 2(Ap1(z) +pp2(x)) = Azpr () +paps(z) = AT (p1) +pT (p2)

. . o Mp,
y lo es de igual manera si restringimos a %, 5 N para A, B > 0 constantes.

Ahora bien, por el corolario 1.22 basta comprobar que fijadas constantes

A, B > 0 existen constantes A’, B’ > 0 tales que T(YM”’N") C 5”1\7[%, "y que

My, N, Mp,N,
T| sy 2 LA 7 — L5 " es continuo (donde bastara comprobar que es
acotado).

o
‘/A,B
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P7P

Asi pues, fijemos A, B > 0y consideremos ¢ € ., "7, entonces se tiene

que
|290%) (2)] < [lplla,8AP M, BIN,

para todo p,q € Ny y x € R. Por tanto, tenemos que

p
Y (@ x(%(p—m’

29T ()P (2)] = |2 (xp ()] =
k=0

xq((ﬁ)w@ @+ (§)er )

< a1 ()] + [patp® ) (2)]
< llellas AP MpB* Nyt + pllllap A" M1 BN,

< ||¢HA,BBAPM BN, 1 +p “9{”; B 4rAL BON,

< (BH + )||90HAB<2A)pM (HB)"N,.

1
Por tanto, tenemos que || T(¢)||2a.5 < (BH+— )HQOHA p donde hemos usado

(M2)" y que ( ) <2p para todo k < p en la penultlma desigualdad. De donde

N, M,,
concluimos que T(Y AB ") C S A”HB y que T 7y o es continuo por ser

acotado. Y, por tanto, gracias al corolario 1.22 el operador multiplicacion
por x es continuo de YMP’NP en si mismo. [ |

Observacion 2.24. Cuando queramos probar, en general, que un operador
es continuo entre espacios de Gelfand-Shilov de tipo Roumieu seguiremos esta
estructura de demostracion. Primero veremos que es lineal, después veremos
que la imagen de todo eslabon esta contenida en algin eslabon del espacio al
que queremos llegar y después que el operador restringido a estos eslabones
es continuo.

Pasamos a ver qué ocurre con este operador cuando actta sobre espacios
de tipo W. En este caso como se trata de funciones enteras multiplicamos
por z = x + 1y. Comenzamos con un lema auxiliar.

Lema 2.25. Si f € €' es una funcién convexa entonces f es superaditiva,
es decir, para todo a,b > 0 se tiene que

fla)+ f(b) < fla+b).
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Demostracion:
Gracias a la convexidad de f se tiene que

fb) = fla) _ fle) = f(b)

b—a — c¢—0
para todos a < b < ¢. Asi, si tomamos a =0, b =x y ¢ = x + h entonces se
tiene que
fl@) _ fleth) — /()
r h ’
y haciendo tender & hacia 0 en ambos lados se deduce que £ ( f'(z). Por
tanto, la funcion h(z) = @ es creciente pues h'(z) = M > 0. Por

ser h creciente se tiene que

a+bf(a+b>

y que :
—f(b) < mf(a +0)

cualesquiera que sean a, b > 0. Si ahora multiplicamos la primera desigualdad
por a y la segunda por b y sumamos ambas se tiene que f(a)+ f(b) < f(a+Db)
cualesquiera que sean a,b > 0. ]

Teorema 2.26. La multiplicacién por z es un operador continuo entre es-
pacios de tipo W.

Demostracion:

El operador 7' es evidentemente lineal siguiendo el mismo razonamiento
que en 2.23. Sean por tanto a,b > 0y ¢ € Wa ,, entonces por definiciéon de
espacio de tipo W se tiene que

o(z +iy)| < [lpllape @O,
Por tanto, tenemos que
T()(2)] = lz9(2)] < llpllap|zle™ " H0D) <lplg pe /T (|2] 4+ [y]).

Ahora bien, por la convexidad de f y g tenemos que dados 6 > 0y p > 0,

|$|e—f(aw)+f((a—5)x) < |x|€—f(5~’v)

’y|€g(by) < |y|e—9(py)€9((b+p)y)7
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sin embargo, tanto |z|e®%) como |y|e~9(¥) permanecen acotados por unas
constantes C, y Cs gracias al decrecimiento exponencial. Es decir,

e @) < CpeI(a=0)2)

y
|y|6g(by) < Cpeg((b+p)y)‘

Asi pues,

)] < llap(Cre~ @99 4, e=am)cal(v+om)
< ('e” f((a—=d)x)+g((b+p)y)

Y

donde hemos usado que a — d < a, que b+ p > b y la monotonia de f y g, y
donde €' = méx{|[[|a,sCs, [[#lla,Cp}-
Por tanto,
[Plla-s.4p < max{Cs, Co}|plla,p-

De donde concluimos que T(Waf ) C Waf g(; bip DATA 0, p > 0 cualesquiera con
0 < a lo que implica que el operador T|ng es continuo por ser acotado.
a,b

Y, por tanto, gracias al corolario 1.22 el oberador multiplicaciéon por z es
continuo de W9 en si mismo. [ |

2. Multiplicacién por una funcién.

Estudiamos ahora si la multiplicaciéon por una funcién adecuada da lugar
a un operador continuo en las clases de Gelfand-Shilov de tipo Roumieu.
En el caso de los de tipo S, en [12] abordan primero el estudio en espacios
que imponen restricciones de tipo |29 (z)| < C,APM, y después en los
que imponen restricciones de tipo |79 (x)] < C,BIN, para después con
dichos resultados dar lugar a los que imponen ambas, los que hemos denotado
S Me:Ne pero asociados a las sucesiones de Gevrey (o potencias del factorial).
Estas sucesiones son particularmente buenas, en concreto su funciéon asociada
tiene un crecimiento preciso como hemos visto en los ejemplos. Veamos en
qué condiciones podemos multiplicar por una funcién en dichos espacios.

Teorema 2.27. Supongamos que {M,},en verifica (M1) y que {N,}pen, =
{p!*}pen, Para o > 0. Sea f una funcion tal que para todo a > 0 existen K,
y L, constantes de manera que

1fD(z)| < KaLquewN(aliED’

entonces el operador multiplicacion por f transforma el espa(:lo S Mp:Np op s

mismo. Es mas, transforma de manera continua cada ”’ Np para A, B >0
My, N,

en Y P (con a <3 ) y es por tanto un operador continuo.
(A+La),(z5—a)

35



2.1. ESPACIOS DE TIPO ROUMIEU

Demostracion:
Sean A, B > 0 constantes, por la definiciéon de las clases de Gelfand-Shilov
se tiene que

|29 (2)®)| < |||l 4, s AP BIM,N,
y recordemos que gracias a la proposicion 2.22 sabemos que entonces
o (2)] < AP M e~ n (35 o)

tomando § = 2 > 1. Asi pues,

(Fo)( |<Z( )W ()] ()

< Z (kﬁ)K LkMkewN(am)QH%OHABAp k r —w (5 |))

p
k=0

p
La k wy (alz))—wn (55 |z
KollpllapAY (Z) (Z> MM, e~ (el -ux (1)

< 2K, ||l ap(A+ La)P Mye~v¥ (Gl

donde hemos usado en la ultima desigualdad que wy(x) es comparable con
la funcion 2'/% de acuerdo con el ejemplo desarrollado en 2.21.(i). De nuevo,
por la proposicion 2.22 se tiene que

1
29(fo)® (2)] < 2K, ||ellap(A+ La)P M, (ﬁ —a)’N,.

e MP7NP
Asi pues, fo € ZA“FLaL(ﬁ_a)

1l (At La)sh-a) < 2Kallllam

cona<—y

para todo ¢ € .7, Mp’ ? lo que implica que el operador es continuo de .#Me-Np
en s{ mismo. [ ]

Veamos ahora qué pasa con este mismo operador sobre los espacios de
tipo W. En este caso, multiplicamos por una funcién entera.

Teorema 2.28. Sea f una funcién entera que verifica que
1f(2)] < O eaoz)+9(boy) z =1+ 1y,

siendo ag,by > 0 constantes y h(x),g(x) las funciones que definen W"9.
Entonces, siempre que ay < a, el operador ¢ — fo para ¢ € W9 es un
operador continuo.
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Demostracion:
De nuevo, como en 2.23, el operador T es evidentemente lineal. Sean a, b >
. h,g .
0 con ag < a, entonces si ¢ € W, ;7 se tiene que

o + iy)| < [lpllape @0,
Asi pues, teniendo en cuenta las cotas para la funcion f, se tiene que
T(0)| = [f(2)e(2)] < Cllpllapetteon)-Mam)eslonrtotn),
Ahora bien, por la convexidad de las funciones h y g se tiene que
[f(2)p(2)] < COllp]lqpe o000,
Por tanto, se deduce que
1 lla=aobtbo < Cllellap

y que el producto fp pertenece al espacio ij‘] es decir, que T(VV;Z J) C

ag,b+bo?
h,g , . . .
W oy ¥ due T|w£,g es continuo. Podemos concluir entonces, gracias al
corolario 1.22, que el operador es continuo de W9 en sf mismo. |

3. Traslacion.

El siguiente operador que introducimos en los espacios de tipo Roumieu,
concretamente en los de tipo S, es la traslacion. Veamos que resulta ser un
operador continuo en este tipo de espacios.

Teorema 2.29. El operador traslacion es continuo entre espacios de tipo S.

Demostracion:
Sea h > 0y el operador de traslacion T}, dado por Tj(¢)(x) = ¢(x — h),

que es evidentemente lineal. Sean A, B > 0, si ¢ € j/[ E’Np se tiene que

279 ® ()] < ||l a,5A” M, BIN,.
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Asi, se tiene que, si ponemos r — h =y,
29T ()P ()] = 2% (@ = B)| = |(y + h) %P (y)|

q
AV
<> <k> |77 F [y P ()]
k=0
q
AV
<> (k) |17 |0 ]| 4,8 AP M, B¥ Ny,
k=

0

q
< Ielan N, 3 () g5
k=0
< NollasA? My Ny(B + )",

donde hemos usado en la tercera desigualdad que la sucesion {N,}qen, crece.
Por tanto,

ITh (@)l a,qri+82) < llellaB;
de donde se deduce que Ty, (. n p’Np) c <, My, Ny ) Y que el operador T},

A,(B+1h]) |5ﬂMp Np
es continuo por ser acotado. Por tanto, gracias a 1.22 se tiene que Th es
continuo de .#M»™r en si mismo. |

Teorema 2.30. El operador traslacion es continuo entre espacios de tipo W.

Demostracion:
Sea zg = xog +iyp € C y el operador Ty, definido ahora como T, (¢)(z) =
©(z + 29), que es obviamente lineal. Sean a,b > 0y sea ¢ € Wa”bg, entonces

()] < [[pllape e +90w)
con z = x + y. Por tanto, si ponemos z + zyg = w tenemos que
T, (0)] = |o(2 + 20)| = |p(w)] < ||||ape ! @@tz olbuv0)),

Ahora bien, por la subaditividad de f resultado del lema 2.25 se tiene que
—fla(z+x0)) < —f(ax)— f(axg). Por otro lado, si y > b entonces b(y+1o) <
y(b+yo). Siy € [0, b] que es compacto, por ser g continua, sabemos que existe
Cy, de manera que g(b(y + yo)) < g(y(b+ vo)) + Cy,. Por tanto, para todo
y > 0 se tiene que g(b(y + vo)) < g(y(b + yo)) + Cy,. Asi, podemos concluir
que

IT., ()] < ||¢||a7be—f(a:co)+0yoe—f(ax)Jrg(by)’
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es decir, que
12 () llap < €772+ D0l

Deducimos asi que T(W/¥)., € W/¢ y que el operador Ty 1.0 €s continuo
bl bl a b

por ser acotado. Por el corolario 1.22 se tiene que el operador traslacion es
continuo de W9 en si mismo. ]

4. Dilatacién.

Pasamos ahora a tratar el operador dilataciéon. Nos centramos en los es-
pacios de tipo S, donde este operador va a resultar continuo.

Teorema 2.31. El operador dilataciéon por A > 0 es un operador continuo
de .#M»Ne en si mismo.

Demostracion:
Consideremos A\ > 0, el operador T es lineal. Sean constantes A, B >
0y sea ¢ € fg’N” y consideremos 1(x) = op(Ax), entonces ) (x) =

M@ (\z). Por tanto tenemos que, poniendo Az = y

Yyl
|29 (2)] = [2IN P (Az)| = |EW“’) (y)]
B\ g

< llellas(A7M, (5 ) N

Por tanto,
[llha2 < llellas,

Mp,N, Mj,N, . ] :
(S5 ") C Y/\Afgp y T|y£4g,zvp es continuo. Asi, por el corolario 1.22 la

dilataciéon por A es un operador continuo de .MM en si mismo. |

Teorema 2.32. El operador dilataciéon por A > 0 es un operador continuo
de W19 en si mismo.

Demostracion:
Consideremos A > 0, el operador T es lineal. Sean constantes A, B > 0y
sea @ € W9, entonces

p(2)] < |jip|ape @) TobV)
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con z = = + ty. Entonces, tenemos que
IT(p)| = lp(A2)]| < ng”mbeff(a/\x)Jrg(bAy).

Por tanto,
1T(0) Irane < llollas

T(Wc{ b) C WAfé \w ¥ €l operador T|W #.¢ Tesulta continuo por ser acotado. Por
tanto, gracias al corolario 1.22 se tlene que el operador dilataciéon por A es
continuo de W#9 en si mismo. |

5. Derivacion.

La tltima operacién que trataremos antes de la transformada de Fourier
en ambos tipos de espacios, tanto S como W, seré la derivacion.

Teorema 2.33. Supongamos que {N,},en verifica (M2)’, entonces el opera-
dor derivacion es un operador continuo de .#»Nr en si mismo.

Demostracion:
El operador D es un operador lineal. Sean A, B > 0 constantes, por defi-
nicion de las clases de Gelfand-Shilov de tipo S se tiene que

\:cpgp(Q)(:c) <
Asi pues, se tiene, en virtud de (M2)’, que

29D ()P (@)| = [e%# ) (@)] < [lplla.z A" My BN,
< |l s AH(HAY M, BN,

Por tanto, se tiene que

|Vl as < HAl@||la,B,
Mp,N, M,
quel(y 2 C 5/’”’7

tinuo por ser acotado. Asi, por el corolario 1.22, el operador derivacién es
continuo de .#M»™r en si mismo. |

MpNp €S U operador con-
A,B

Observacion 2.34. El resultado anterior permite generalizar por induccion
sobre el orden de derivacién a cualquier derivada de orden superior.

Veamos como se comporta la derivacion en los espacios de tipo W.

Teorema 2.35. El operador derivacion es un operador continuo de W59 en
s{ mismo.
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Demostracion:
El operador D es lineal. Sean a,b > 0 y sea ¢ € Wj’bg, entonces

p(2)] < llpllape™ /) 2=z +iyeC
Por la Formula Integral de Cauchy, sabemos que
1 p(t)
'(2) = — [ L5t

siendo (). el circulo de radio r centrado en z con r < a. Asi pues, tenemos
que

D =l =l [ G2t

—mdx ,
= orvec, U7 o |(z+ret —2)2

! lellab (-
= “m4j n < 1lab  —f((@—r)a)+g((y+r)b)
méx{|p(t)[} < = e :

donde hemos utilizado en la ultima desigualdad el no decrecimiento de las

funciones f y g. Ahora bien, utilizando el mismo razonamiento que hicimos

en 2.30, si x e y son suficientemente grandes entonces se tiene que (z —r)a >

(a —7r)z y que by + 1) < (b+ r)y. Por tanto, tenemos que —f((z — r)a) <

—f((a—r)x)+ K, y que g((y +7)b) < g(y(r +b)) + K|, y en consecuencia
K| +K,

||90||a,b€ — a—r)x T
D)l = ¢/ (2)] < e e ey

Y

de donde deducimos que
S ol
)

IDE)larpir € ——

que D(Wfbg) c W y que D1, es continuo por ser acotado. Por tanto,
’ a,b

a—r,b+r
gracias al corolario 1.22 se tiene que la derivacion es un operador continuo
de W/ en si mismo. [ |

2.1.3. Transformacion de Fourier.

Comenzamos definiendo esta operacion en su contexto mas general ya que
usualmente las definiciones varian ligeramente entre diferentes autores segin
donde se prefiera situar la constante. Tomaremos concretamente la siguiente
definicion:
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Definicion 2.36. Sea f € L'(R) se define su transformada de Fourier,
denotada por f o .Z(f), como la funcion

Flw) = /R (G, w e R.

Manejaremos a lo largo del trabajo las propiedades que esta transformada
tiene, teniendo en cuenta que estamos trabajando con funciones de la cla-
se de Schwartz donde la transformada de Fourier es una biyeccion. Todas
estas propiedades, por ejemplo como se transforman diferentes operaciones
(productos por monomios, derivacién, modulacion...) por la transformada de
Fourier, se daran por sabidas con el afan de no sobrecargar el texto. Todas
han sido introducidas tanto en las asignaturas de Andlisis Real y Funcio-
nes generalizadas y sus aplicaciones del Grado en Matemdticas, como en las
asignaturas Transformadas funcionales y Andlisis armdnico y wavelets del
Master en Matemdticas. Sin embargo, una buena referencia para este tipo
de cuestiones pueden ser los textos de C. Gasquet y G. Witomski [11], W.
Rudin [29], D. Mitrea [21] o G. B. Folland [9]. Comenzamos por tratar la
transformada de Fourier en los espacios de tipo S.

Teorema 2.37. Supongamos que { N, },en, verifica (M2)”y (M1), que { M, }pen,
verifica (M1) y que M,N, > DLPp!. Entonces la transformada de Fourier es
un operador continuo entre .7 MrNe y FNo:Mp,

Demostracion:
Gracias a la linealidad de la integral, sabemos que la transformada de
Fourier es un operador lineal. Sean A, B > 0 constantes y ¢ € yj{g’% ,

entonces, por definicion, se tiene que
|29 (2)| < |l¢lla.s AP M,BIN,, x € R, p,q € Ny.

Recordemos que ademas ¢ € ., y por tanto, esta bien definida su transfor-
mada de Fourier. La pregunta ahora es si podemos encontrar una cota como
la anterior pero sustituyendo ¢ por ¢. Por las propiedades de la transformada
de Fourier, se tiene que .7 ()P (w) = .Z((—2miz)Pp(x))(w). Por tanto, se
tiene que

wl.F ()P (w) = wq/ (—2mit)Pp(t)e 2™ dt

—00

= (—27ri)p/tpgp(t)wqe_2”wtdt.
R

42



CAPITULO 2. CLASES DE GELFAND-SHILOV

Ahora bien, como ¢ € .7, entonces tliim tmp™(t) = 0 para todo m,n €
—+o0

Ny. Podemos por tanto integrar por partes g veces para obtener

W' F () ) = (2P0 [ (P t) e,

luego

|wq‘/ (90)(1))( )| = 27'(' p= q|/ tp ))(q) —%riwtdt|

(2r) /m;;(Z)' )(4)]dt
oy [ mi}() b

min{p,q} q P! 1 dt
i _ . k+2
=@ ) (k><p—k>!</_m‘p R

k=0
ok (aek) k2 (q—k) @
w [ et [Cegen g
-1

min{p,q} |
<@ ) (Z,) ol ellan (AT M BN, s
k=0 ’

+ A" M, . BPFN, ).

Ahora bien, teniendo en cuenta que H > 1, las propiedades (M2)" y (M1),
que M,N, > DLPp! y suponiendo sin pérdida de generalidad que p < ¢, pues
sino basta intercambiar los papeles y las constantes aparecen cambiadas,
deducimos que
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min{p,q} |
) @ﬁ%iwuﬁmq—%_kw—“ Np-to + AT5 M, BPEN, )
k=0 ’
min{p,q}
< > (Z) (,ﬁ)mn@uA,BB?Hf*Aqquk<BH2>pkNpk
k=0

k! 1
M N, (AH?B)k

p
< 229|| || 4.5 BXH3AIM,(BH?)" N, Z (i)

<2 B*H?*(2A)"M,(BH?)?
liolla B H (2A) DZ( ) LABHQ)

_ 2||¢lla,pB*H? g 2 p
= —D (2A) Mq(H B) N. (1 LABHQ)
_2lpllasB*H? o, 1

— ST QAYM(BH? + )N,

Por tanto, se tiene que

w?.F ()P (w)] < N,

p

2||¢||a.pB*H? (A)q )
————(— ) M,2n(BH*+ —))*

D 7 ) Ma2m(BH"+ 77))
lo que implica que

2B*H3
17 () lanaies g, < = olas,

que ﬂ(YABNp) C prBH2+ )4 Y que ?|5,,Mp Np €S continuo por ser aco-
tado. Asi, por el corolario 1. 22 se tiene que la transformada de Fourier es un

operador continuo entre .#MrNe y FNo:Mp, |

A continuaciéon haremos el estudio de la transformada de Fourier en los
espacios de tipo W. Para ello, necesitamos introducir el concepto de funciones
duales en el sentido de Young. Una referencia para esta teoria puede ser el
tercer tomo de la obra de I. M. Gelfand y G. E. Shilov [13], que trata este
tipo de espacios y sus aplicaciones. Para la teoria de funciones convexas y la

dualidad en sentido Young una opciéon puede ser el texto de J. M. Borwein
y A. S. Lewis [2].

Definicién 2.38. Dada f [ o0) — [0,00) una funcién continua y cre-
ciente con f(0) =0y hrn = 0, definimos su transformada de Young
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o conjugada de Young F* : [0,00) — [0, 00) dada por

[ (@) = sup(re — f(r))

r>0

Observacion 2.39. En primer lugar observamos que la transformada de
Young esté bien definida: si tomamos r = 0 entonces rz — f(r) es 0. Por otro

lado, si hacemos r tender hacia infinito, como lim <% = 0 existe un r(z) > 0

tal que rz — f(r) < 0sir > r(x), por tanto, el supremo es finito.

El resultado fundamental acerca de la transformada de Young es el teo-
rema de biconjugacion de Fenchel presentado en [2|. Se puede encontrar la
demostracion asi como la teorfa necesaria para desarrollarla en esta referen-
cia. Nos limitaremos a presentar el teorema y a ilustrar de qué modo vamos
a utilizarlo.

Definicion 2.40. Diremos que una funcion f es cerrada si su epigrafo, dado
por {(x,y): y > f(x)}, es un conjunto cerrado en el plano.

Teorema 2.41. Dada una funcién h son equivalentes:
(i) h es cerrada y convexa.
(i) h = h*.

(iii) A(x) = sup{a(z) : @ es un minorante afin de h}.

Observacion 2.42. En este contexto, si asumimos que f* sea la conjugada
de Young de f entonces se tiene la desigualdad de Young

f(@) + [ (y) > f(z) + 2y — f(z) = 2y, (2.2)

que se deduce de la definicion de la transformada de Young. Es més, si f
es continua, para cada x existe un y(xr) de manera que la desigualdad se
convierte en una igualdad.

Lema 2.43. Consideremos funciones convexas f y ¢ y supongamos que
f(z) < g(x) para valores suficientemente grandes de z, entonces f*(y) >
g*(y) para valores de y suficientemente grandes.
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Demostracion:

Supongamos que se tiene f(z) < g(z) para z > xy. Busquemos el valor ¥,
que dependera de xz( tal que se tiene xy = g(z) + f*(y). Para los mismos x
e y se tendra que zy = f(z) + ¢*(y). Por tanto,

g(w) — f(z) +g"(y) — f*(y) >0,

luego se tiene que 0 < f(x) — g(z) < f*(y) — g*(y) como queriamos probar.
|

Definicién 2.44. Diremos que dos funciones f y g de clase C! en [0, c0),
con derivada no negativa y que crece tendiendo a infinito en infinito, y que
verifican que f(0) = ¢(0) = f'(0) = ¢’'(0) = 0, son duales en sentido de
Young si sus derivadas son inversas respecto de la composiciéon la una de la
otra, es decir, si f'(¢'(x)) = z para todo x € [0, 00).

Observacion 2.45. Si fuera necesario evaluar las funciones en valores ne-
gativos asumimos la extension de las mismas por paridad: f(—z) = f(z) y
g(—x) = g(z) para todo = € [0,00). Un ejemplo de funciones que son duales

en sentido de Young son las funciones f(z) = £y g(y) = % sil= o+,

pues f'(z) =2~y ¢'(y) = y*7*, luego f'(g'(y)) = yP" P71 =y.
Observemos ademaés, que siempre que se tengan las condiciones de regu-
laridad que asumimos sobre las funciones peso en los espacios de tipo W, es
decir, derivables con continuidad y de derivada creciente y no negativa que
tiende a infinito en infinito, entonces la transformada de Young sera una fun-
cién continua y derivable, ver [27, p. 259-261]. Es mas, (f*)'(x) = (f') ()
y si f y g son duales en sentido de Young, querra decir que f* = g. Pa-
ra deducir esto basta observar que si estudiamos rz — f(r) como funcion

en r y derivamos para hallar su maximo, obtenemos que = — f'(r) = 0.
Ahora bien, si suponemos (sin pérdida de generalidad) que f'(z) es in-
vertible, para cada z existird un p(x) tal que = = f'(p(x)). Por tanto,

f*(x) = ap(xz)— f(p(z)), y si derivamos ahora con respecto de z la expresion,
se tiene que (f*)'(z) = p(z) + 2p'(x) — f'(p(2))p (x) = p(x) = (f') " (2).

Pasamos a estudiar el comportamiento de la transformada de Fourier en
los espacios de tipo W con las herramientas que acabamos de desarrollar
sobre la conjugada de Young.
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Teorema 2.46. Sean [ y g funciones de clase C! en [0,00), con derivada
no negativa y que crece tendiendo a infinito en infinito, y tales que f(0) =
g(0) = f'(0) = ¢'(0) = 0, y sean a,b > 0 constantes. Entonces, se tiene que
la transformada de Fourier es un operador continuo de W/9 en W9 /",

Demostracion:

Ya hemos definido la transformada de Fourier en valores reales, como suele
ser estandar, pasamos ahora a dar significado a la expresion .7 (¢)(w +it) =
o(w + it) definida de la siguiente manera

o(w +it) = / o(z)e2milwtite gy, (2.3)
R

Veamos que dichas integrales convergen absolutamente. Puesto que f es con-
vexa v su derivada tiende a infinito en infinito entonces e/(**) tiende hacia
infinito més rapido que e** para todo A > 0. Asi,

plw+ )] < [ [p@le™dn < 2llas [ T < o0
R 0

donde hemos usado en la segunda desigualdad que f(z) = f(—z). Ahora
bien, si consideramos una banda en la parte imaginaria, digamos |y| < yo,
entonces, por ser ¢ € WC{ 7, se tiene que en dicha banda ¢ decrece de manera
exponencial hacia 0 si hacemos |z| — oco. Asi pues, entendiendo

s

S(w + 1u) = lim o(x)e

s—oo J_

727r'i(w+iu)xdx
)

podemos intercambiar la integraciéon sobre la recta real por cualquier otra
recta horizontal en el plano complejo gracias al teorema de los residuos.
Para ello, basta tomar el rectangulo formado por el segmento [—s,s] y su
homologo en la recta en la que se quiere integrar y tomar los segmentos
verticales que los unen. Gracias a la acotaciéon sobre ¢, cuando tomamos
limites en las integrales los segmentos verticales no aportan a la integral y
entonces la integral a lo largo de la recta real y de la recta deseada se igualan.
Para ver esta afirmacion basta mencionar que por ser ¢(z)e 2™ analitica
en C entonces la integral sobre este rectangulo R serd 0 por el teorema de
Cauchy-Goursat. Por tanto, la suma de las integrales a lo largo de los cuatro
segmentos es 0. Ahora bien, si parametrizamos el segmento vertical [s, s+iyo|
por h(t) = s+ it sit € [0,yo], el otro se razona igual, entonces

. . Yo ) ) )
/ pl)e Ty = i / (s + it)e 2milwtin) s+t gy
[s,s+iyo] 0
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Tomando valores absolutos deducimos que
Yo Yo
|/ QD(S + it>e—27ri(w+iu)(s+it) dt' < / e—f(as) 6g(bt) 627r(wt—|—us)dt7
0 0

pero como e9(*)+27(w) eg yna funcion continua en [0, 3] entonces esta acotada
y se deduce que

Y
|/ 0 (p(s n Z.t>6—27ri(w—&-iu)(S-l-it)dt| < yoKBQFUS_f(as).
0
Si ahora tomamos limites en s tendiendo hacia infinito se tiene que

|/ S0(1,)6—27ri(w-i—iu)acdx’ <0
[s,5+iyo]

pues ya sabemos que e/ (az) tiende hacia infinito méas rdpido que e** para
todo A > 0. Gracias a este argumento podemos intercambiar la recta de
integracion por la recta y = yy para escribir

o(w +it) = / o(x + dyo)e2rilwHi@tivo) ga
Podemos por tanto deducir que

e}

|o(w + it)] < ”S()Ha’b/ e~ flaz)+g(byo) L2 (yowtat) 7.

< lpllpermtatom [ csesiesigy

oo

Ahora bien si tomamos 2a > § > 0, y haciendo uso de la desigualdad de
Young (2.2) se tiene que ﬁggh!(a —26) < f((a —20)z) + f*(-2%), v por
tanto,

‘¢(w + Zt)\ < ngumbewyow(byo)ef* 2t /oo e—f(ax)+f((a—5)x)dx

< [l Japero om0 o (255 / o~ (@)1 ((a=20)2)

(o]
< || |la,petvotatbuo) el ag—"zfa)/ o160 gy

—00

donde hemos usado que f es superaditiva por ser convexa, es decir, que

f(a=20)x)+ f(ox) < f((a=d)x) = f((a—20)x)—[f((a—0d)x) < f(—0x).

Ademas, la integral es finita gracias al decrecimiento exponencial, luego

27t )

|g5(w +it)| < Ca||90\|a,b€wy°+g(by°)€f* a—28)
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Por otro lado, para acotar el otro término, ya que gy, hasta el momento
era arbitrario, tomamos el signo de yo de manera que —wyy = |wl||yo| y su
valor absoluto de manera que se de la igualdad en la desigualdad de Young
(2.2), es decir,

w LW
wllyol = | |luolb = 9bwo) + 97 (5 ).
Asi,
LW
wyo + g(byo) = —lwllyol + 9(by) = =g (7 )-
Por tanto, podemos concluir que

27t

Pw + )] < Collgllapes el @),

Por tanto, tenemos que

1Pl 214 < Coll@llaps

a(a—206)

que
19 9. fr
9<Wa’b) = Wa<a42f25)’71/b
y que % |W . €s un operador continuo. Asi pues, por el corolario 1.22 se tiene
a,b

que la transformada de Fourier es un operador continuo de W/9 en W9/".
[ |

Observacién 2.47. Observemos que escribir W9 " es perfectamente co-
rrecto, pues las funciones ¢* y f* son crecientes por ser integral de la inversa
de la derivada de g y f respectivamente que eran crecientes y sus derivadas,
que ya hemos visto en la observaciéon 2.45 estaba bien definida, es también
creciente por el mismo motivo. Ademés, tanto ¢g* como f* y sus derivadas
valen 0 en 0 pues en un caso estamos integrando de 0 a 0 y en otro buscamos
el valor inverso de la derivada en 0, que es 0.

2.1.4. Definiciéon via la transformada de Fourier.

Presentamos ahora algunos resultados relativos a como caracterizar los es-
pacios de Gelfand-Shilov de tipo Roumieu de tipo S y W via la transformada
de Fourier. El espacio de Schwartz se caracteriza por las cotas

suplz®p(z)| < oo Sgp\é%(&)l <oo,  Va,f €N,
T
en las que no intervienen las derivadas sucesivas de ¢ y aparecen en cambio
cotas para ¢ tal y como se menciona en [6]. Buscamos replicar o generalizar

estas cotas para las que nos definen las clases de Gelfand-Shilov y poder
manejar la transformada de Fourier en lugar de las derivadas de las funciones.
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1. Caracterizaciones de los espacios de Gelfand-Shilov de tipo S.

Definicion 2.48. Dadas {M,},en, v {NVp}pen, dos sucesiones de nimeros
reales positivos, decimos que son equivalentes si existen L,L',C,C" > 0
constantes tales que

M, < CL’N, y N, < C'L'* M,

Lema 2.49. Supongamos que {M,}pen, ¥ {Vp}pen, verifican (M2)’. Una
funcién ¢ pertenece a .MrNe si vy solo si, existen C, A y B constantes
positivas tales que

||xqg0(p)(1:)|\2 < CAPBIM,N,, p,q € Ny.

Demostracion:
Supongamos que ¢ € #MrNe es decir, que existen A y B tales que
sup|ax?p® (z)| < ||¢|la.8APBIM,N,. Entonces por las desigualdades de Hol-

der y Minkowski se tiene que

lz% @) < [la%® (2)l|cllz%™ (2)]

olaer

< o (@) ool (1 + &%) Ml (1 + 22)a%0® ()|

olaer
= 7[l27 (@) oo | (1 + 2%)2%0 ) (2) [l o0

< w]la%® (@) [l (129" ()| 0o + (2920 ®) () ]| 0)
Minkowski

< 7|l ap AP BIM,N,(||¢|| 4.5 AP BIM, N,
+ ”SOHA,BAqu+2Mqu+2)'

Por la estabilidad por operadores diferenciales tenemos que N0 < H 2q+t3 )y ”
asi
12%® (2)|13 < 7[|plla,5 AP BIM,N, (||| 4,5 A” BYM, N,
+ |ll|a,5 B2AP BIM, H* H®N,)
< alloll p(1+ B2H?)A®(BH) M NG
H>1 '

Reciprocamente supongamos que existen C, A y B tales que [|z9%® (2) ||, <
CAPBIM,N,. Recordemos que

fP(w) = F((=2mix)? f(x))(w),
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que ||f||oo < ||f”1 y notemos que

29 f W (2) = 29 {0 (—) = 29.F((~2mit)"f (1)) ().

integrando por partes ¢ veces en la expresion anterior se obtiene que
2 f P (x) = (1P mi)P I F (P f(t) D) (—a).
Por tanto, se tiene que
129 (2)[loo = (= 1) 2mi)P~2Z ((#7(1)) V) (=) |oe < (27)P | (P (1) @1

Ahora bien,

I(27(@) @ < 11 +2?) 2|1+ 22) ("G (2)) 2|2

Holder

Gracias a la manera en que hemos definido la transformada de Fourier sabe-
mos, por el teorema de Plancherel que resulta ser una isometria biyectiva de
L*(R) en sf mismo. Asi pues, utilizando el teorema de Plancherel, la regla de
Leibniz, la desigualdad de Minkowski y que

F W (p)(w) = F((=2mit) (1)) (2)

y que
F(W(1))(x) = (2miz) F ()(z),

se tiene que
5 [12mia) (297 (p(1)) ()|

(2miz )P F (p(t))(x) ) (9) H
2772

2

= 2 H (2mix)

B 1
o (27)pt2
1

= Gy ll@ria)* F (=2mit) eV 0) (@)

— Gl F (2 () )l

)
1
)

a2 (!
P (P ) I

(2miz)* 7 (q’(w(p)(t))(fc)lb

B WH(—%M%(”) ) (@)]l2,
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por tanto,

. 1 2 2 _
Hx2(xp90<33')>(q)“2 = —_+2H xqu(”H)(gp) 4 gz’ 190(p+1)<x)
(2m)p=at27N0 1

+(5)ata - Dart ol
< (H (5)zer @l +1(3) e o)l

#1(3)ata- 1>xq—2sop<x>||2)

o]l a,5 _
S (472 My 42 BIN, + 2247 My Ny BT

+ 2q_1ApMqu‘2Nq_2>

2| ¢lla,52°
— (2m)pat+2?

+ APM, BN, ).

(Ap+2Mp+QBqu 4+ AP N, B!

Teniendo en cuenta que N, < N, para todo ¢, (M2)" y que la constante
H de (M2)’ es mayor que 1, se tiene que

. 2|l a,527A B1M,N,
||112(:Up90(g;))(‘1)”2 < @myri? pt¥q
< 2||(,0||A7B(A2H332 + AHB + 1) <H2A
- (27 B)? 27

Podemos por tanto concluir que

1 1
H3(H*P + AHHP — + —
(A*H’(H*)P + B+B2)

)pMp(47rB)qu.

1270 (2) [l < (2)7~ | (2* F () (2)) V|2

< MO e (a2 2 ()@ O + 12207 (2)() )

- (QW)q—p
7/ l2%0® (2)||5 )
- e (SR w2 (@) 1)
< 7T||§0||A7QBMPNQ (Aqu
2(A’H®*B? + AHB + 1)(H*A)?(2B)4
(27 B)? )

_ mllellasK

< TELAEZ (Y M,(B)N,
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donde K = mix(1, 2B AHE) 41 — mix(A, H?A y max(B,2B) lo

que prueba el reciproco. [ |

Teorema 2.50. Dadas {M),},en, v {NVp}pen, sucesiones verificando las pro-
piedades (M1)’,(M2) y que existen L, K > 0 tales que M,N, > KLPp! en-
tonces son equivalentes:

(i) ¢ € S Mo,
(ii) Existen A, B y C constantes positivas tales que

sup|zip(z)| < CBIN, vy sup|e®(x)] < CAPM,

para todo p y q.

(iii) Existen A, B y C constantes positivas tales que

sup|zip(x)| < CBIN, y  sup|f¢(§)| < CAPM,

para todo p y q.

Demostracion:

(1) == (di1) : Recordemos que, por el teorema 2.37, sabemos que si
se verifica (M1) para ambas sucesiones y (M2)" para {N,},en, entonces
F(p) € S Moo pero si se tiene (M2) se tiene (M2)’ por tanto estamos
en las condiciones de dicho teorema. Asi

297 P () ()| < |7 (9)||a,5A” M, BIN,

para ciertas constantes A, B > 0 y para todo z € Ry p,q € Ny. Tomando
q = 0 tenemos que

[ F P (p)(@)] < |F ()]l apAM,
para todo p € Ny y todo x € R. Si tomamos p = 0 tenemos que
297 () ()] < [|F ()]l 4,8 BTN,

para todo ¢ € Ny y # € R como queriamos probar.
(1i1) = (i7) : Observemos que la condicion

Sgplé'p@(&)l < CAPM,,  peN,
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es equivalente a que

sup| ()] < Cemm (),
13

Y por ser la sucesion logaritmicamente convexa sabemos que es la sucesion de
definicion de su funcién asociada gracias a la observacion 2.20. Asi, tenemos
que

@) < ) [ leraelde
R
< (27T>p01/|§|p61UM(|£|/A)d£
R
1/2
< (21)PC 2p ,—wa (|€]/A) —war(|€]/A) 1/2d
< (2 Cusup e @) [ (emomternyirgg

eR

—wpr(1€1/4)
2

= (2m)PC1 M,)* AP / e
R

< CyM, AP

P

< Co(H?*A)Y' M,

donde en la penultima desigualdad hemos usado que

/ eon(al/A) g < / o lal? /A7 g
R R

para todo p lo que implica que

/ o—war(lal/A) 1p < / e lel/Agy — 94
R ~Jr

tomando p = 1. En la dltima desigualdad hemos usado (M2) de {M,},en,-

(i1) = (i) : En primer lugar observamos que podemos trabajar con
la norma ||-||2 gracias al lema 2.49. Asi pues, utilizando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, la regla de Leibniz, integrando por partes y teniendo en
cuenta que ¢ € ., y por tanto al multiplicarla por cualquier monomio su
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limite en infinito es 0, se tiene que

st P @3 = [ 29 (@) (2)da
R

- / (2219 ()P () o)t

§ é kz; (i) (2q) ... (20 — k + 122 F ()o@ (z)dx

Leign
p

)(Qq) (20— k+1) < 2P Fp(x), o R >

I
ol
o
N
>3

<y (i) (20)... (20— b+ 1)|< 2 (), g 5|
< (p) (20)- .- (20 — k + DI o (@) |20

p
< C?BYA™Y (g) (29)...(2¢ — k+1)A" B My, . Noy_y
k=0

donde hemos usado Cauchy-Schwarz en la peniltima desigualdad. Teniendo
en cuenta que de la convexidad logaritmica se deduce que M,M, < M, ,
para cualesquiera p, g € Ny, entonces

p
() 2 2 2 2 p 2q k—'
o @)l < CBHATMypNa, ) (k> (k ) M;. N, A*BF

1

p
< CPAPBHMHMHPMIN22HY (p) —

k

1 1\P
2 12 2 2 2 2 77202
< CRAT B T MENE - (1+ 7 )
< <L>2(AH(1 + Lyzyeopmpanzne
= \g1/2 I pi'q

donde en la segunda desigualdad usamos que M,N,, > K LPp! y la estabilidad
por operadores diferenciales, y en la tercera hemos supuesto sin pérdida de
generalidad que 2q > p, pues si fuese el caso contrario entonces las constantes
invertirian papeles y acotariamos los niimeros combinatorios en p en su lugar,
y hemos tenido en cuenta que

()

55



2.1. ESPACIOS DE TIPO ROUMIEU

Por tanto, ¢ € .S/Mrp,
|

Corolario 2.51. Si {M,},en ¥ {N,}pen son sucesiones verificando (M1)’ y
(M2) tales que existen constantes K, L con M,N, > KLPp! entonces son
equivalentes:

(i) ¢ € S MpNp,
ii) Existen constantes positivas a y b tales que
y

Sup|¢(x)|eww(blx\) < 00, Sup|@(§)|ew1‘4(“|ﬂ) < o0,
’ 3

Demostracion:
Repitiendo las cuentas que hemos hecho en el teorema deducimos que son
equivalentes:

(i) Existen constantes a y b tales que

Sup|(p($)‘ew1v(b|x\) < 00, Supl@(fﬂew]\/](alé‘) < 00,
* 3

(ii) Existen constantes C, A y B tales que

sup|zip(z)| < CBIN,, sup|fo(x)| < CAPM,.
x 3

Y por tanto, si ¢ € .#M»Ne entonces se da (i) y por tanto (7) por el teorema
2.50, y reciprocamente, si se da (i) se da (i7) y de nuevo por el teorema 2.50
se tiene que ¢ € Moo, |

2. Caracterizaciones de los espacios de Gelfand-Shilov de tipo W.

Tratamos ahora de dar una descripcion en términos de la transformada de
Fourier para las clases de Gelfand-Shilov de tipo Roumieu de tipo W. Con-
sideramos f(z) y g(y) funciones diferenciables en [0, 00) tales que f(0) =
g(0) = f'(0) = ¢’(0) = 0 cuyas derivadas son continuas, crecientes y tienden
a infinito. A parte del estudio previo que hemos realizado para relacionar las
sucesiones de definicion y las funciones asociadas, necesitaremos los siguientes
lemas a lo largo de la seccién.
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CAPITULO 2. CLASES DE GELFAND-SHILOV

Definicion 2.52. Decimos que dos funciones f y g son equivalentes si
existen L, L', C,C" > 0 constantes tales que f(z) < g(Lz)+ C y g(x) <
d(L'z)+C'.

Lema 2.53. Sea f(z) una funcion tal que f(0) = f/(0) = 0 y cuya deriva-
da es continua, creciente y tiende a infinito. Entonces la sucesién asociada
(M,Lf ])* = M} a la transformada de Young f*(x) de f(r) es equivalente a

AZ—;, donde Mlgﬂ i= M, es la sucesion asociada a f(z). De hecho, M) = ﬁp}[ﬂ.

En consecuencia M, verifica las siguientes condiciones:

(i) (Convexidad logaritmica fuerte) m, = M]\j: es creciente y tiende hacia

infinito.

(ii) (Dualidad) 1\% verifica la condicion de convexidad logaritmica fuerte.

. . . . M. .
Reciprocamente, si M, es logaritmicamente convexa, +; — es creciente y
o

M, . . . e
P21 es también creciente y tiende a infinito, entonces la

M,
funcion asociada wyy(r) a M), = ]\Z—! y la transformada de Young wj,(x) de
p

tiende a infinito y

la funcion asociada wy(x) a M, son equivalentes.

Demostracion:
Como hemos visto en la observacion 2.45, sabemos que

donde (f')~! es la inversa de f’. Tomemos ahora g(t) = tPe~/"®) buscamos
los posibles méaximos para ¢ > 0. Tomando logaritmos, derivando e igualando
a 0 obtenemos, gracias al teorema fundamental del calculo, la ecuacion

Sea tg la solucién a la ecuaciéon, que es tnica pues la parte izquierda tiende a
infinito en 0 y decrece a 0 en infinito y la parte derecha a la inversa, entonces
para 1o = £ se tiene que f'(ry) = to pues (f)t(to) = . Asi, obtenemos
que rof'(r9) = p, y por tanto,

fr(f'(ro)) = Slip(xf/(’f’o) — f(z)) =rof'(ro) — f(ro)
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donde hemos usado que la funcion h(x) = xf'(ry) — f(x) alcanza el maximo
en rg pues /' (z) = f'(ro)— f'(z). Recurriendo ahora a la definicion de sucesion
asociada a una funcién tenemos que

: r’ tg f'(ro)?
M, = iﬂ%(ef*m) T o) el ()
o flr)? fl(ro)?
— erof(ro)—f(ro) — ep—f(ro)
(p)pef(ro) <p>p 1
e/ b \e M,

donde hemos usado en la peniltima desigualdad que 7§ f'(r¢)? = pP. Hemos
usado también en la tltima igualdad que

Tp
M, = sup <_ef(’") >

r>0

., rP L. . )
y la expresion F(r) = O] alcanza su maximo en 7y pues si tomamos logarit-
e

mos y derivamos obtenemos (log F)'(r) = b f'(r) e igualando a 0 tenemos
r

b_ 1'(r) que se da en ry. Ademas, se verifica la convexidad logaritmica fuerte
,

gracias a que las sucesiones {M,},en, v {ﬁ}pem son sucesiones asociadas
a funciones con propiedades adecuadas.

Reciprocamente, si tomamos r,t > 0 y tenemos en cuenta que p? > p! se
tiene que

tP rP M,
wp (1) + wpr(t) = sup <10g —> + sup <10g ' >
PENo M, pENo D:
N (1 tP . rpMp>
sup | log — + log
pENo Mp p‘
tr)P
= sup(log (tr) )
pENo p!

tr\p
> sup(loe [ ()']).
pENp p
Ahora bien la funcién f(p) = log(%)? = plog[()] alcanza su méximo cuando

f'(p) = log(%) — 1 =0, es decir, cuando p = tr/e. Sustituyendo se tiene

tr tr tre tr
plog( p) og(——) .
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tr
Por tanto, como wy;s > sup <log [( > D >o pues no tiene porqué
pENp p

ser natural, tenemos que wyy(t) > T — 1 — wM(r), y tomando el supremo
en r a la derecha, obtenemos que wy; > w3, (r/e). Ahora, por la observacion
2.45 se tiene que

Trz—m(z)

wiy(r) = sup(rez —wy(x)) = sup/ dz.
x>0 z>0 .J0 z
Tomando, r = mi y * = m,, se deduce que
Mp
Wiy (i)p — m(z) dz
My 0

,_.

p—

z
Mot J 741
Ldz = 1 ( )
/ z=p- Z] og (=2

1Ymy j=1 J

mom?...mP~1 My
zp—<10g( 213 P )>=p+10g<m1m2p_1mp 1)

myms...my_ mh

I

E
<.
[

—_ =

donde hemos usado en la segunda igualdad que al ser m; < A < mj; hay
exactamente j elementos del tipo m; tales que A > m; por ser la sucesion
m; creciente.

Por otro lado, sea m/(x) el nimero de m;,
Entonces por la observacion 2.45, tenemos que

p/mp o1 P—l ) /mygr
wM,(i) _ / m_@d,z:z / I,
my 0 z i z

j/m;

_ Z] log ((] + 1)m]> = log < 2m13%*m3 . . .pp*1m§j ] )

=L talesque m!, = 2 <z
mp p mp

J M1 1mg22m3 ... (p — 1)P~tmh !
pPPmy...my_q pPeP My ... My_1
= log (—'Tlp> <log ( )+ log(Tlp>
b omb P mb)
myq...My_q
g (M
mp

< w}*ﬁ(ﬁ)
m

P

donde hemos usado en la segunda igualdad el mismo razonamiento que antes

y en la primera desigualdad que p? > p! > . Por tanto, para todo x > 0
con - <z < p“ tenemos que
P Mp+

wiy(2) = wiy(p/my) = war(p/my) = war (5 +1) > wan(5).
P
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odemos concluir pues las funciones wj; v w3, son equivalentes. [ |
M

Teorema 2.54. Sean f y g funciones ¢! (R) con derivada positiva que tiende
a infinito en infinito y tales que f(0) = ¢g(0) = f(0) = ¢'(0) = 0. Sea
L > 0 una constante tal que f(z) < g(Lz), entonces el espacio W9 esté
caracterizado por las cotas:

lp(z)] < Ce™ @) |p(€)] < Cema" )]

con a, b constantes.

Demostracion:
Si ¢ € €°(R) satisface las desigualdades del enunciado, entonces de la
misma manera que en el teorema 2.50 se tiene que

sup|zip(x)| < C’AqM(Ef}, sup|€Pp(§)| < C’APMI[,Q*]
x 3

T as sucesiones asociadas

a f(x)y g*(z) respectivamente. Asi, las sucesiones M,Ef 'y My "] Verifican las
condiciones de convexidad logaritmica fuerte y duahdad por el lema 2.53.
Ademas, la condicion f(x) < g(Lz) implica que M M[g > KMPp! para K

y M constantes positivas pues

para A y B constantes positivas y con Mzgf ) y MIE"

r r = 1 —su p(Lr>p = 1 M[g} > Lp_|*
eg(LT) L r>0 eg(Lr) Lp p 2.53 Kp M[Lg]

MU = = sup Sup

P r>0 € f( )~

Ahora bien, como (M1)” y (M1)* son mas fuertes que (Ml) (M ) respec-

g"]

tivamente entonces por el teorema 2.50 se tiene que ¢ € . AN . Veamos
[f]
lg™], My

ahora que . ] C W19.Sea p € S Mr , entonces se tiene que
|:chg0(p)(x)| < ||w||A,BApMZ£g*]Bny]

para ciertas constantes A, B > 0. Puesto que {Mgf } }pen, verifica (M1)* en-

tonces para toda constante L > 0 existe C' > 0 tal que M;[,f] < CLPp!, ya que

al crecer hacia infinito los cocientes -~ se tiene que para todo L > 0 existe

P
po € Ny tan que si p > py entonces 2~ > L Asi, m, < £ y multiplicando
P
M, 1
Mopl < Lp—pro+1 (p

),, luego M < Cy Lpp' siendo

LPO—1 M,

desde py hasta p tenemos
Cy = 0_1)(; L. Ademaés, si p < py basta agrandar Cj lo suficiente para

mantener la cota. Asi pues, la funcion ¢ se puede extender analiticamente

60



CAPITULO 2. CLASES DE GELFAND-SHILOV

al plano complejo como funcién entera ya que con las cotas que definen los
espacios de Gelfand-Shilov junto con la que acabamos de deducir podemos
acotar los coeficientes del desarrollo de Taylor de la funciéon haciendo L arbi-
trariamente pequeno, de manera que al tomar el limite superior en p de las
raices p-ésimas de los modulos de estos coeficientes sea 0 y, por la formula
de Cauchy-Hadamard, dicho desarrollo tenga radio de convergencia infinito.
Aplicando ahora la expansion como serie de Taylor y la desigualdad resultado

[9*] L1 .
de que p € M WMy se tiene que

) o quD(p) T
i) < e iy = S
p=0 ’
pslo) gy 1917
< ||¢||A,BZA M BIMPT =
0 p:
b=

2A 1

< HSOHABSUP—'MBqMﬂ —

p€Np 4 2p

= 2|¢lla,B eXP(wp!/Mlgg*](2A|y|))Bqu[f].

Dividiendo ahora por |z?| y tomando el infimo en ¢ se tiene que

. . BMY!
ol + )] < 2lipllas expli 1 (2Aly1) ff =

= 2lella 5 exp(—w, g (12l/B) + 1w,y 51 (2419])).

Por el lema 2.53 se tiene que w » vy g* son equivalentes, luego
Mp

wp!/Még*](2A|y|) < w}kw},g*](Al|y|) < (¢")(B"z) = g(B"x)

donde la ultima igualdad se tiene por verificar g las condiciones del teorema
2.41. Por tanto, tenemos que

[o(z +iy)| < 2[|ollasexp(—f(|z|/B) + 9(B"|y]))

por ser f equivalente a la funcién asociada de su sucesion de definicion. W

2.1.5. Equivalencia entre los espacios de tipo S y de tipo

W.

Sabemos, por lo estudiado en secciones anteriores, que se pueden definir
espacios de Gelfand-Shilov de tipo Roumieu en funciéon de sucesiones y de
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funciones peso. La cuestion que nos planteamos ahora es: jbajo qué condi-
ciones son estas clases equivalentes? Queremos estudiar que hipétesis deben
cumplir tanto las sucesiones como las funciones para que existan, ya sean
funciones en el caso de sucesiones o sucesiones en el caso de funciones, de
manera que unos espacios y otros sean equivalentes. Es decir, el estudio de
la equivalencia entre los espacios de tipo S y los de tipo W.

Definicion 2.55. Una funciéon no decreciente f : [0,00) — [0, 00) se dice
que es admisible Gelfand-Shilov si verifica las siguientes propiedades:

(AGS1) f(r)=0sir€]0,1].

(AGS2) Existe o > 1 tal que 2f(r) < f(ar) para todo r > 0.
(AGS3) f oexp es una funciéon convexa.
(AGS4)

AGS4) Existen dos constantes positivas C' > 0y 2 > [ > 0 tales que

f(r) < Cr? para todo r > 0.

Proposicion 2.56. Sea f una funcion admisible Gelfand-Shilov y {MILf ] }reng
su sucesion asociada. Entonces My = 1y {M,},en, verifica (M1), (M2) y
(M4).

Demostracion:

Puesto que log M([)U’M] = sup(—wp(r)), que —wy(r) es no creciente (ver
r>0

figura 2.1) y que wy(r) = 0 si r € [0,1] entonces log Méwm = 0 lo que
implica que M(gwM] = 1. Por la proposicion 2.20 sabemos que {Mlgf ] Fpen, €8
logaritmicamente convexa. Veamos ahora que se verifica (M2):

log M/}, = sup(plogr + qlogr — f(r)) < sup(plogr + qlogr — 2f(z>)
r>0 (AGS2) >0 (07

r r r
= sup(plog — + plog a + glog — +qloga—2f<—>)
r>0 (07 (07 a

<logaPt? 4 Sup<p10g T f(i> + sup(qlog - f<£))
r>0 Q «Q >0 o «

= log ot + log MI[)f] + log qu,

lo que implica que H = « es la constante que andabamos buscando. Por
ultimo, veamos (M4): tenemos que

log(M}T) = sup(plogr — f(r)) = sup(plogr — f(r)) = sup(pt - f(eh).
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Sea ¢ > 0 tal que 4+ 0 > 2 podemos econtrar h > 0 de manera que

log(M)) > sup(pt—Ceﬁt)z%(bgp—lcgﬁC—l)Z log(p)+plog(h)

(AGS4) t>0 B+46

., L. log 7%
para todo p > AC pues la funcién pt — Ce’t alcanza un maximo en Og[f

si p > BC si no se convierte en un minimo. Notemos que basta con probar
que la desigualdad es cierta para p suficientemente grande, pues el resto son
una cantidad finita que podemos ajustar modificando la constante h de la
siguiente manera:

Supongamos que M, > hPpP" para p > py. Entonces, veamos que po-
demos ajustar h para que se verifique para los anteriores, como la suce-
sién es no decrec1ente tenemos que M, > M, = 1. Por tanto, si tomamos

h < m < pn < 1 para todo p < po, entonces M, > 1 > hPp y

tomando k' = min(h, k) se tiene la desigualdad buscada.

Asi, para todo 0 > 0 existira ps > C[3 tal que f( ) > logp y por

5—1—5
B+5logp > hp6+6logp si p > ps.

Ademas, como 8 < 2 podemos tomar § tal que 715 + s > 1/2. |

tanto si 1 > h > 0 entonces f( ) >

Veamos dos lemas auxiliares que seran necesarios para la posterior pro-
posicion.

Lema 2.57. Sean {M,},en, ¥ {Np}pen, dos sucesiones logaritmicamente
convexas tales que

lim Ml/p = lim Nl/p =

p—0o0 p—00

Entonces la sucesion definida por ), = inf M,_,N, es también logaritmica-
0<g<p

mente convexa. Ademas, si wys, wy y wg son las funciones asociadas entonces
se tiene que

we(r) = wa(r) +wn(r).

Demostracion:
Notemos que, por ser el infimo, @, < M, M, para todo 0 < r < p. Por
tanto Q> < (M, _,)?M} < M, M, M, . M, , para todo 0 <r < p. Si
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tomamos infimos en r a ambos lados, entonces

2 < inf Mp r+1Mp+1le)—r—1Mp—1

P = 0<r<p

< inf M’

0<r<p p=r+l

= Qp-i—lQp—l ;

y por lo tanto la sucesion ), es logaritmicamente convexa.

Veamos ahora que wg(r) = wp(r) + w),(r): dada wy(r) (idem para
wh;(r)) no decreciente y nula si » € [0, 1], sea m(r) el nimero de términos
m, = M,,i - IMA&s pequenos que 7. Se llama a m(r) la funciéon de distribucion
de m, y

Mp+1 mf M Mp,1

P20 7 Mp 1
m
E 1og
2 20
mq<r q

donde la segunda igualdad se tiene porque si m, > r entonces la fraccion
se hace cada vez mas pequena y buscamos el supremo (ademés, como log
es continua y no decreciente puede intercambiarse con el supremo). Ahora
_ : / Q _
observemos que ), = Qoégg{ml’ Ce, Mg, MY, b luego =L = @, se ob-
tiene ordenando {my, mo,...,mj,mh, ... }. Asi, gp es el nimero de términos
my, m;, que son mas pequenos que 7, es decir, m(r) +m'(r) y se tiene que
wg(p) = wa(r) + wh,(r) utilizando la expresion integral. [

Lema 2.58. Si {M,},cn, €s una sucesion logaritmicamente convexa que ve-
rifica (M1)” y (M2) y wy, es la funcion asociada entonces

wm (br) + war(er) < wpr(ar)

para todo b, ¢, > 0 con a = H méx(b, ¢).

Demostracion:

Notemos que su funcion asociada viene dada por wy(r) = sup(plogr —
p=>0

log M,,), asi si tomamos {N,},en, otra sucesion que verifique las condiciones
y tal que M, < N, entonces

wyr(r) = sup(plogr — log M,) > sup(plogr — log N,,) = wn(r)
p=>0 p=>0
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para todo r > 0. Ahora bien, la sucesién cuya funcion asociada es wy(ar)
no es mas que a_?M, pues

M
wy(ar) = sup(plog(a) + plogr — log M,) = sup (p logr — log —p>.
p>0 p>0 a?

Usando el lema 2.57 deducimos que la sucesién cuya funciéon asociada es
wpr (br) +wpr(er) es
inf 67IMyc"PM,_,.

0<q¢<p
Asi, como
1 1
> — )
bicP—4 — max(b, c)P
entonces b, )P
max(b, ¢
( ) ) > 1’
bicr—4 —

y como {M,},en, verifica (M2) entonces

max(b, c)?
I P ]

M, < HP*M,M,_, < H"*“M,M,

lo que prueba el lema. [ |

Proposiciéon 2.59. Sea {M,},cn, una sucesion de nimeros positivos. Si se
tiene que My = 1y que {M,},en, verifica (M1), (M2) y (M4), entonces su
funcién asociada wj; es admisble Gelfand-Shilov.

Demostracion:
Recordemos que w,; se define como

wyr(r) = sup(plogr — log M,)
p=>0

luego es no decreciente. Ademas, si r € [0, 1] entonces plogr — log M, < 0

para todo p > 0 y si p = 0 entonces 0logr — log My = 0 y wy(r) = 0 para

r € [0,1]. Ahora bien, wy,(e") = sup(pr — log M,,), sea t € [0, 1] entonces
p=0

way (e = sup((1 — t)ap + pty — log M,)

p=>0

= sup((1 — t)pz + pty — (1 — t)log M, — tlog M,,)

< sup((1 1) e ~ log M,)) + sup((py — log M, )
= (1 = t)sup((pz — log M,)) + tsup((py — log M,))

p=>0 p=>0

= (1 — t)wM(ex) + th(ey)
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y wyr(e") es convexa. Afirmamos ahora que
war (br) + wpr(er) < wpy(ar)

para todo b,c,r > 0 con a™? < HP~9h~9¢P~4. Para probarlo debemos antes
comprobar los siguientes dos lemas de [28] y [22] respectivamente:

Asi pues, si tomamos b = ¢ =1 en el lema 2.58, entoncesa = H <1 =
a > 1y se tiene también que 2wy (r) < wyr(ar) lo que prueba (AGS2). Por
altimo, probemos (AGS4): puesto que M, > pP"h? se tiene que

wp(r) = sup(plogr — log M,)
p=>0

r

< sup(plog - — pnlogp).
p=>0

Si consideramos la funcion F(p) = plog  — pnlogp, que es derivable y su

derivada es F'(p) = log 7 — nlogp — 1, entonces F' alcanza su maximo en

r

p = (£)/71. Asi, se tiene que

wy(r) < (f>1/g log — — <Z>1/nén[log (Z)l/g — loge]

h h h h
- G-
para todo r > 0 con C' = # y 1/n < 2 lo que prueba (AGS4). [ |

Lema 2.60. Si f es una funcién admisible Gelfand-Shilov, entonces existen
¢,q > 0 constantes tales que cr? < f(r) para todo r > 0.

Demostracion:
Por (AGS2) sabemos que existe a > 1 tal que 2f(r) < f(ar) para todo
r > 0. Por recurrencia se deduce que

() < £,

logr
log

Y si ahora tomamos n = [2-]| y teniendo en cuenta que, si 2P = ePlos?2

logr log 2 .
entonces 2lesa = rlsa entonces deducimos que

flr) > 2”f<L> > 211352—110( l:) _ lrfﬁiif(l) — P
an Oélogcx 2
conC:%f(l)yﬁ:%. |
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Para concluir esta seccion hacemos uso del concepto de transformacion
de Young y de funciones equivalentes en este contexto que hemos introducido
en la seccion sobre la transformada de Fourier. Estos temas se tratan en [5]
donde se abordan los espacios de Gelfand-Shilov de ambos tipos (S y W) y
sus relaciones en determinadas situaciones.

Proposicion 2.61. Si f es una funciéon admisible Gelfand-Shilov, {M;f ] }pen

su sucesion asociada y wy, es la funcién asociada a {M;Lf ] }pen, entonces wyy
es equivalente a f.

Demostracion:
Por ser f admisible Gelfand-Shilov, sabemos que existen constantes posi-
tivas ¢ y ¢ tales que f(z) > cz?. Por tanto, tenemos que
¢
lim M = 00
t—oo
Se puede entonces definir su transformada de Young y por el teorema 2.41

se tiene que f debe ser igual a la transformada de Young de su transformada
de Young f*:

f(x) = sup(ra — f*(r)).

r>0
Queremos ver que f es equivalente con

wy(z) = sup(plog(z) — log(M,))

p€Ng

donde
log(M,) = sup(plog(r) — f(r)) = sup(pe’ — f(e")).

r>0 t>0

Puesto que f*(p) = log(M,) entonces wys(e') =< f(z). Por otro lado, obser-
vemos que

log M1 = supl( + 1) log(x) — f(2)] < sup [(q +1)log(x) — 2f<§)]

x>0
< sup [q log(z) — (fﬂ + sup[log f(z)]
>0 (04 x>0 (0]
T T\ 4
< S ek hd
< iglg[qlog £(5)] +supos() ()]
< sup[qlog(ax) — f(x)]+ C = C + qloga + log M,
x>0
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donde en la tdltima desigualdad hemos hecho uso de que tomamos ¢ > 1
(pues para ¢ = 0 es trivial que existe una constante K tal que log My <

log(K) + log My) y de que la funcion F(z) = log(x) — c(%)q alcanza un

mMAaXIimo en r = (qcaq’z)% para todo ¢ > 1. Por tanto existe una constante -y
tal que
log M1 < (¢ +1)logy + log M,.

Sea r € Ry sea ¢ = |r| entonces
log M|y j41 < ([r] +1)logy +log M, < (|7] +1)logy + f*(r)

por ser f* creciente. De donde se deduce que

rlog(z) — £*(r) < (|r] +1)logy + (Ir] + 1) log — log My, 11

Asi pues, deducimos que

f(z) = igg(p log(z) — f*(p)) < 21615(19 log(yr) —log(M,)) = wa(vz)

como queriamos probar. [

Observacion 2.62. Si f) es equivalente a f> y g1 es equivalente a g, entonces

WMLN — pyM2,N2

Como f; es equivalente a fy y g1 a g2 existen constantes ay, o, 51, B2, C1, C7, Co, C)
tales que fi(aiz) + C1 < fo(z) < fi(Biz) + C1 v giaez) + 2 < g3(z) <
g; (Bax) + CY. Si p € W/191 entonces, gracias al teorema 2.54,

Sup|¢(x)|egf(alx\) < 00

luego
*«alz| ’
sup|¢(m)|692( 72 )e % < o0.
Por otro lado,
suplip() e/l < oo,

luego
blz| '
suplip() e 5 e < oo,
x
y por tanto ¢ € W92 El razonamiento para la contencién reciproca es

anélogo.
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Por tanto, hemos conseguido probar el resultado fundamental de [23] que
nos permite caracterizar bajo qué condiciones los espacios definidos via las
funciones peso son espacios de Gelfand-Shilov, tanto de tipo Roumieu como
de tipo Beurling, lo que nos permitira trabajar en ocasiones de manera més
comoda.

Teorema 2.63. El espacio W/9 se puede entender como un espacio de
Gelfand-Shilov .#MrMr siendo {M, }pen ¥ { N, }pen sucesiones:

(i) Logaritmicamente convexas.

(ii) Estables por operadores ultradiferenciales: existe una constante H > 1
de manera que M,, < H"*IM,M, y Ny, < HPTIN,N,.

(iii) No trivialidad: existen constantes n > 1/2y h > 0 tales que M, > hPp?"
y Np = hPp™.

si, y solo si, las funciones f y g son funciones peso admisibles Gelfand-Shilov.

Observacion 2.64. De hecho, hemos probado més, ya que hemos dado una
demostracion constructiva de como a partir de la sucesion se puede encontrar
la funcién peso via la cual entender el espacio definido por sucesiones como
un espacio definido por funciones. Y reciprocamente, dada una funciéon hemos
dado la manera de encontrar la sucesion y de entender el espacio definido via
funciones como una clase de Gelfand-Shilov clésica.

2.1.6. No trivialidad de los espacios de tipo Roumieu.

Pasamos en esta seccion a abordar uno de los problemas mas interesantes
de esta teoria: jbajo qué condiciones existen funciones (no triviales) que
pertenezcan a estas clases? La respuesta no es facil y, en segin qué casos,
sigue atn sin respuesta. Usaremos como referencia [18].

A lo largo de la seccién trabajaremos con los espacios de tipo Roumieu
ligeramente modificados, {M,},ecn, serd una sucesion de nimeros positivos
con My = 1. Asumiremos que verifica lo que en este contexto suele enten-
derse como (M2)’ que no es més que lo que hemos llamado estabilidad por
operadores diferenciales: existe A > 1 tal que

M,

1
pt1 = APT M,

para todo p € Ny. Asi, definiremos
ﬂlf‘w” ={pe.:3C >0, sup|zlp®(z)| < CAP"M,.,, Vp,q € Ny},

zeR
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y por ende,
ol |29 ()]
=sup————
7la qu}z’ Aerqu'i‘q
y
M=) 7"
A>0

Observacion 2.65. Comencemos comentando un caso en el que la no tri-
vialidad resulta ser relativamente sencilla. Si suponemos que la sucesion
{M,}pen, verifica (M3)’ entonces el espacio .#Mrr es no trivial, porque
de hecho se puede construir una funciéon de soporte compacto que verifique
las cotas [P (z)| < CAPM, y, por tanto, verificara las que definen el espa-
cio. Este resultado se conoce como teorema de Denjoy-Carleman y resuelve
el problema de la inyectividad de la aplicacion de Borel. Hacemos precisa-
mente este tltimo comentario, aunque no hemos ahondado en dar significado
a esos conceptos, porque la propiedad (M3) es la que resuelve la sobreyec-
tividad de esta aplicacion. Asi pues, cuando las condiciones son favorables,
resulta relativamente sencillo asegurar la no trivialidad. Consultar [25] para
maés detalles.

Veamos algunas cuestiones acerca de las funciones de Hermite que serdn
de vital importancia en esta cuestion de la no trivialidad.

Definiciéon 2.66. Sea v € Ny, la funcién de Hermite H, se define como

H, () = (21317"?) V2" 0 (a),

donde h,(x) es el polinomio de Hermite definido por

22 d’ g2

e
dx™

() = (~1)e
Observacion 2.67. Observemos que lo que hemos llamado polinomios de
Hermite son efectivamente polinomios, pues al derivar de manera sucesiva
la funcion f(x) = e~ vamos obteniendo sumas de monomios multiplicados

.. .. 2 .
de nuevo por esta funcion y, por tanto, al multiplicar por e* sobreviviran
tinicamente los monomios.

Puesto que los polinomios de Hermite son una base ortonormal de L?*(RR)
(ver |20] capitulo 14, corolario 14.8) parece apropiado trabajar con la norma

70



CAPITULO 2. CLASES DE GELFAND-SHILOV

de este espacio en lugar de trabajar con la norma del supremo. Sin embargo,
esto no es ningtn problema ya que vimos en el lema 2.49 que se podia trabajar
con ambas normas.

Para el proximo resultado necesitamos introducir la siguiente acotacion:
existe H > 0 tal que existen C, B > 0 tales que

pP*M, < BCPHP*M,,,, (2.4)

para todo p,q € Ny. En el caso Beurling, que comentaremos més adelante,
necesitaremos que esta acotacion sea de la forma existe H > 0 tal que para
todo C > 0 existe B de manera que

pP/?M, < BCPHP*M, .

Teorema 2.68. (a) Dados p,q,v € Ny se tiene que

1
|29 HP)||, < 20/ (M) ’
v o112 = A

(b) Supongamos que {M,},en, verifica (2.4). Entonces,

sup ‘|qu§p)||2 <B
p,g€Ng (271/2Hc>p+qu+q N

para todo v € Nj.

Demostracion:

Utilizaremos en la demostracion las siguientes relaciones existentes en los
polinomios de Hermite que se encuentran detalladas en [20], capitulos 12 y
29:

1
H = E(ﬁHv—l — V7 + 1Hy ),

1
$H,y = ﬁ(ﬁH'yfl + 7+ 1H’y+1)'

(a) Sip=q=0,entonces ||[H,|s=1<2°1Y2=1. Ahorasip=1y ¢ =0,

entonces || H [|o = \%H\/WHWA — VY F1H 1] = /7 + 5 < V27 para
todo vy > 1. Siy = 0, entonces Hy = V4 %12 y Hl = —g~Vige=+"/2
de donde se deduce que ||H{||2 = \/Li = ‘/75 < /2. Por otro lado, si ¢ = 1
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y p = 0, entonces \%Hﬁ]—[ 1+ VY FIH | = /7 + 2 < /27 para

todo v > 1. Si v = 0, entonces xHy = —H|, luego ||zHy| = ‘/75 < V2.
Notemos que el caso p =2 v ¢ = —1 no se da por definiciéon, igual que
a la inversa.

Supongamos ahora que la acotacion es cierta para todo p,q € Ny con
p+q<mconm > 1y tomemos p+ g =m. Entonces,

1
V2
1
< 5 (VAla B+ Ay F T )

< 9P <ﬁ<(p+q+v— 1)!)1/2 ((p+q+v+ 1)!>1/2>
(v =1t V!

< o"HH <<p+ q+'7+ 1)!)1/2

< o

donde hemos utilizado en la ultima desigualdad que

[a Bl = 10 (H) Pl = 2S5 (VTHy -1+ V7 + THy )

(W(p+q+7—1)!> < ((p+q+’y+1)!>_

(v —1)! V!

Resta, por tanto, comprobar el caso en que p=0y ¢ =m + 1, asi

o™ = o (@) = o™ (/714 7 )
1 - "

e (VA Hy s T )

< Q(m—l)/Q(((m + 7)!)1/2 <w>”)
= (y—1)! th

J— /y! .

<

(b) Por el apartado (a) y la acotaciéon 2.4 tenemos que
quH“(rp) |2 < 2(p+q)/2(p +q+ 7>(p+q)/27
ahora bien, si p + ¢ < v entonces
|\a:qH§p)H2 < 2+ () PHa)/2

y si p+ g >y, entonces
||qu§p)H2 < 20t (p 4 ) PFD/2,
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Por tanto,
[T HP||, < 2050 (p 4 ) B0/ 02 < Bt 02(2 0yt M”*"MLO’
de donde se deduce que
S
2y PHC M,y
|

Observacion 2.69. Observemos que el segundo apartado del lema anterior
en realidad nos da la no trivialidad, siempre y cuando se verifique (2.4). Sin
embargo, podemos comprobar que esta acotaciéon es Optima si imponemos
la convexidad logaritmica fuerte, como veremos en el siguiente teorema, es
decir, que las funciones de Hermite estan en el espacio si, y solo si, se da
dicha acotacion.

Teorema 2.70. Supongamos que { M, },en, verifica (M2)’ y (M1)’. Son equi-
valentes:

(a) Las funciones de Hermite pertenecen a ..
(b) Existen C' > 0y K > 0 tales que

pP? < KCPM,.

(¢) {M,}pen, satisface (2.4) para algin C' > 0.

Demostracion:
(¢) = (a) : Se deduce del teorema 2.68.
(a) = (b): Si Hy = /4 *"/2 verifica

|29 HP ()2
CPHaMy, g

,9€Np
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para algun C' > 0, entonces
M,(AC)s "™

(= E )l

wy (/(AC)) \PF
M, (AC)a ) Il

supe(wm @/ (AC)=a2/2) sup||z9 exp
z€R €Ny

< Cysupl|0”(z? exp

p<4

p
< Cysup ZHQqua:q’k exp (
k=0

p<4 T

H,
< Cs sup ||z?0P o)

—— |l < 0
p,9€N Mp+qop+q ||2 ’

por la convexidad logaritmica y la regla de Leibniz y donde hemos usado que

oo < 1Fllt < Coll (1 +2%)°fll2 < Call(1 = D*) 2 < Casup|[ D £z
P>

Por tanto, wys(z/(AC)) < 2%/2 + K con K > 0 de donde se deduce que

M, 2
> suplaxle wME/(AC) | > quplale /26K > 4/20=/2K
(AC)s — xeﬂly 2 ze]}%l |24

como queriamos ver.

(b)) = (c) : Puesto que {M,, },en, es logaritmicamente convexa entonces
M,M, < M,,,. Asi,

M
pp/2 < KCPM, < KCPML*‘J —_— pp/qu < KC’pHp+qu+q

q

con H > 1.
[ |

Observacion 2.71. Observemos que la cota que aparece en el apartado (b),
es méas debil que lo que hemos llamado (M4) o cota de no trivialidad.

De hecho, los resultados no solo se quedan en que las funciones de Her-
mite estén o no contenidas en .#M» bajo ciertas condiciones. Se pueden dar
resultados més fuertes, para los que necesitamos introducir algunas defini-
ciones y que no demostraremos, acerca de las funciones de Hermite en estos
espacios.
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Definicion 2.72. Sean (E, (||;);en) ¥ (£, (||ll;);en) espacios de Fréchet cuyos
sistemas de seminormas son crecientes. Se dice que una aplicacion lineal y

continua
T: (B, (Il5)jen) = (F, () jen)

es "mansa" (en inglés "tame") si existen C(j) constante y jo € Ny tal que
para todo 7 € N con 5 > jg existe K > 0 tal que para todo x €

1T (@)l; < Klzlog)-

Definicion 2.73. Una sucesion {e, }nen, €n un espacio localmente convexo
E se dice que es una base absoluta si para todo x € FE existen escalares

&n(z) € C tales que
T = Z En(x)e
n=0

de manera tnica y tal que para toda seminorma continua p en F exista otra
seminorma continua ¢ en £ y una constante C' > 0 tal que

Z’fn |p en < Cq(z )

para todo z € E.
Ademas, las aplicaciones lineales y continuas {&,}nen, se llaman coefi-
cientes funcionales de la base.

Teorema 2.74. Sean

Ao = {(ex)ren : 37 € No: [[(en)]l; = sup fex|e® ®7*/D < o0}
keNy

y E: La(R) — Iy, dado por

2(f) = (& (f))nen, : / flz )nENo‘

Sea {M,,}pen, verificando (M2)’ y (2.4) para algun C' > 0. Entonces las fun-
ciones de Hermite son una base absoluta de .Mr con coeficientes funcionales
(&n)nen, ¥ E define un isomorfismo manso

= . Me_y My,

Este teorema nos brinda mucha mas informaciéon de la que ya conociamos
cuando se daba la acotacion (2.4), afirma que cualquier funciéon de .#Mr se
puede escribir como una serie de funciones de Hermite de manera tnica.
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2.2. Espacios de tipo Beurling.

Recordemos que los espacios de tipo Beurling son una clase de Gelfand
-Shilov, como los de tipo Roumieu, en la que imponemos que las ya men-
cionadas cotas sobre las funciones no se verifiquen tnicamente para una de
las seminormas sino para todas. En este contexto, podemos destacar que es-
tas clases contienen menos funciones que las de tipo Roumieu, y por tanto,
podemos en muchas ocasiones, adaptando los calculos, obtener las mismas
propiedades y resultados que hemos conseguido en el capitulo anterior. Asi
pues, veamos de qua manera podemos adaptar algunos de ellos.

Comencemos entonces definiendo este tipo de espacios y cuestiones rela-
cionadas con su topologia.

Definiciéon 2.75. Llamaremos espacio de Gelfand-Shilov de tipo Rou-
mieu de tipo S al espacio

Mp,N, __ Mp,Np
FMeNe = () ZyE
A,B>0

Observacion 2.76. Es inmediato que

00

_ Mp,Np _ Mp,Np

yMvaP - m yA,B - ﬂ yl/n,l/n
n=1

A,B>0

siendo la interseccion decreciente en n. La topologia que consideraremos en
Zm, N, serd la de espacio de Fréchet dado por el sistema fundamental de se-
minormas {||-||1/n,1/n fnen. Alternativamente, si tomamos {n;}ren ¥ {1 }ren
dos sucesiones decrecientes que tienden hacia 0, entonces se puede poner

00

— MvaP

yMpaNp - ﬂ yﬂkymk )
k=1

y es sencillo comprobar que la topologia de limite inductivo para esta escri-
tura coincide con la anterior. El mismo comentario puede hacerse sobre los
espacios de tipo W que introducimos a continuacion.

Definicion 2.77. Llamaremos espacio de Gelfand-Shilov de tipo Rou-
mieu de tipo W al espacio

whe = (| Wl

a,b>0
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Proposicion 2.78. Sean {M,},en, ¥ {N,}pen, sucesiones de niimeros reales
positivos que verifican (M1)’. Entonces ¢ € %, n, si, ¥ solo si, para todo
A,b > 0 existe C' > 0 tal que

|¢(p) (z)] < C’APMpe_wN(b‘ml)‘

Demostracion:

Basta repetir la prueba de la proposicion 2.22 atendiendo a que las cotas
han de verificarse para todas constantes, es decir, para todo A,b > 0 ha de
existir un C' > 0. [ |

Atendiendo a la seccién de las operaciones, es claro, por lo que hemos
visto relativo a la topologia de los espacios de tipo S y de tipo W de tipo
Beurling, que se tienen los siguientes teoremas.

Teorema 2.79. (a) Supongamos que {N,}yen, verifica (M2)’, entonces la
multiplicacién por x es un operador continuo en %y, v,

(b) Supongamos que {M,},en, verifica (M1) y que {N,}en, = {P!*}pen,
para o > 0. Sea f una funciéon tal que para todo a > 0 existen K, y
L, constantes de manera que

[fD(@)] < KoLoMye™ @,

entonces el operador multiplicaciéon por f es un operador continuo en
M,,.N, -

(c) El operador traslacion es un operador continuo en %y, n,
(d) El operador dilatacién es un operador continuo en %y, .-

(e) Supongamos que {M,}yen, verifica (M1), que {N,}pen, verifica (M1)
y (M2)" y que M,N, < DLPpl. Entonces la transformada de Fourier es
un operador continuo entre ., N, ¥ SN, M, -

Demostracion:

Basta repetir las pruebas que hemos realizado en las secciones 2.1.2 y 2.1.3
poniendo atencion a que las cotas han de verificarse para todas constantes
positivas, sin embargo esto no presenta dificultad. |
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2.2. ESPACIOS DE TIPO BEURLING.

Teorema 2.80. (a) La multiplicacion por z es un operador continuo en
Wf’g'

(b) Sea f una funciéon entera que verifica que para todo ag, by > 0 constan-
tes existe C' > 0 tal que |f(z)| < CeM@02)+9®oy) v siendo h(z), g() las
funciones que definen W}, 4 entonces el operador multiplicacion por f
es continuo en W, ,.

(c) La transformada de Fourier es un operador continuo entre Wy, y W« ¢

Demostracion:
De nuevo, basta repetir las pruebas que hemos realizado en las secciones
2.1.2y 2.1.3. [ |

Avanzando en las secciones que hemos ido desarrollando a lo largo del
trabajo para las clases de Gelfand-Shilov de tipo Roumieu llegamos a la sec-
cion 2.1.4 donde aseguramos que las cotas sobre las derivadas en este tipo de
espacios pueden intecambiarse por cotas sobre la transformada de Fourier.
Podemos observar que, tal y como probamos para el espacio .#*»Ne pode-
mos conseguir el mismo resultado retocando ligeramente la demostracion.
Ademas, el lema que nos permite trabajar con la norma 2 es también cierto
si lo modificamos para adecuarlo al contexto. Podemos por tanto concluir
que:

Lema 2.81. Supongamos que {M,},en, ¥V {Vp}pen, son sucesiones de ni-
meros reales verificando (M2)’. Entonces ¢ € %), v, si, y solo si, para cua-
lesquiera constantes A, B > 0 existe C' > 0 tal que

||a7q90(p)(33)||2 < CAPB'M,N,.
Teorema 2.82. Sean {M,},en, ¥ {Np}pen, sucesiones de numeros reales

que verifican (M1)’, (M2) y que existen L, K > 0 tales que M,N, > K LPp,
entonces son equivalentes:

(a) Y e meNp.
(b) Para cualesquiera constantes A, B > 0 existe C' > 0 tal que

sup|zip(z)| < CBIN, y sup|p® (z)| < CAPM,
para todo p, g € Ny.
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(c) Para cualesquiera constantes A, B > 0 existe C' > 0 tal que

sup|zip(z)| < CBIN, 'y  sup|f¢(§)| < CAPM,

para todo p,q € Np.

De igual manera, para los espacios de tipo W basta con tener en cuenta
que los espacios de tipo Beurling imponen las cotas para todas las constantes.
Como ya hemos comentado, no ha de resultar sorprendente que tantos resul-
tados sean generalizables o reproducibles pues los espacios de tipo Beurling
son maés restrictivos. Asi pues:

Teorema 2.83. Sea L > 0 tal que f(z) > g(Lx), entonces el espacio Wy,
se puede caracterizar por las cotas

[p(@)] < CeT ()] < Cemo"®9),

En cuanto a las equivalencias entre los espacios de tipo S y W que hemos
presentado en la secciéon 2.1.5 de nuevo es cuestion de repetir argumentos.
Basicamente podemos capitalizar todo el trabajo que hemos venido haciendo
directamente a estos espacios para poder deducir que:

Teorema 2.84. El espacio Wy , puede entenderse como una clase de Gelfand-
Shilov de tipo S, es decir, como %y, n, siendo {M,}pen, ¥ {Np}pen, suce-
siones que verifiquen (M1), (M2) y (M4) si, y solo si, las funciones f y g son
admisibles Gelfand-Shilov.

Por tdltimo nos resta, como para el caso de los espacios de tipo Roumieu,
la cuestion de la no trivialidad. De nuevo, es una pregunta compleja y se-
ria ambicioso querer resolverla de manera absolutamente general. Vamos a
conformarnos con resolverla para el mismo caso que en los espacios de tipo
Roumieu, pues el trabajo ya estd hecho. Simplemente observar que mientras
que en aquel caso pediamos que se verificase la condicion

pP/? M, < BCPHP M, ,
para todo p,q € Ny y algtin C' > 0, en este caso pediremos que se verifique

dicha cota para todo C' > 0. Podemos por tanto afirmar que:
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Teorema 2.85. Sea {M,},en, una sucesion que verifica (M1)’ y (M2)’. Son
equivalentes:

(a) Las funciones de Hermite pertenecen a %y, .

(b) Para todo C' > 0 existe K > 0 tal que

p"? < KCPM,.

(c) {M,}pen, verifica (2.4) para todo C' > 0.
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3

Generalizaciones. Aplicaciones de
las clases de Gelfand-Shilov y
lineas de investigacion.

Este capitulo tiene como objetivo principal comentar algunas de las apli-
caciones y generalizaciones de esta teoria que son foco de investigaciones
recientes, sin ahondar en los detalles técnicos. Queremos ilustrar como todo
el desarrollo que hemos hecho puede ser el punto de partida de numerosos tra-
bajos de investigacion, y que atin quedan numerosas preguntas sin responder
en el estudio de estos espacios.

Contenidos
3.1. Generalizaciones y otras cuestiones . . . . . .. .. 81
3.2. Analisis arménico y wavelets. . . ... ... .. .. 84
3.3. Operadores de Toeplitz . . . ... ... ... .... 87

3.1. Generalizaciones y otras cuestiones

En esta seccién comentamos cuestiones relativas al propio estudio de las
clases de Gelfand-Shilov, es decir, propiedades intrinsecas de los mismos y
no tanto estos espacios en otros contextos como haremos en las prosiguientes
secciones. Trataremos dos, el caso de las varias variables y definiciones via
matrices peso y la nuclearidad de estos espacios. Si bien estos casos son
abordables sin un salto de dificultad tan cuantitativo como los que veremos
después requieren de un estudio detallado que no tiene cabida en este trabajo.
Sin embargo, queremos dejar constancia de hasta déonde se puede llegar en
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este ambito.

Clases de Gelfand-Shilov a partir de matrices de sucesiones.

Tal y como hemos definido las clases de Gelfand-Shilov a través de su-
cesiones podemos reproducir dicha definicién via matrices de sucesiones de
nameros reales, seguiremos el texto [1]. En este contexto de varias variables
trabajaremos con multifndices, es decir, elementos de N&. La suma sera por
tanto la suma componente a componente, la potencia también sera en cada
componente y |p| = p; + ... + pg para los elementos de N¢.

Definicion 3.1. Consideremos
M= {{MV oo MY = (MM} o, MY = 1, MY < M©® 510 < A < k).

Llamamos a .# matriz peso. Podemos por tanto definir los espacios:

q AP
IM = {f € E°RY :3C, h,A >0, || f|lconrr = Sup 12907 f | oo

— = < o0}
A
paend hieta MO

Inm={f €E¥RY) :Vh,A>0,3C >0, || flloomtn < 00}

Estos son los espacios de tipo Roumieu y Beurling. respectivamente, para
matrices peso. Se les dotara de las topologias de limite inductivo y proyectiva
como hemos venido haciendo.

En este contexto necesitamos reformular las condiciones (M1), (M2) y
(M2)’ para que se adapten a la estructura de matrices peso. Para los espacios
de tipo Roumieu, la condicion (M1) queda de la siguiente forma: para todo
A>0existen k > Ay H > 1 tales que

A A + (k) .
M}g )Mq( ) < Hlr q\Merq’

en el caso Beurling queda: para todo A > 0 existen 0 < k < Ay H > 1 tales
ane )
K K + A
MM < HIPF A

Respecto a la condicion (M2)” queda como sigue para el caso Roumieu: para
todo A > 0 existen kK > Ay H > 1 tales que

MY, < HPFIA e {1, d},
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donde e; es el vector que tiene 0 en todas posiciones excepto en la j—ésima
donde tiene un 1; para el caso Beurling queda: para todo A > 0 existen
0< k< Ay H >1 tales que
(k) [+1 7 7(A
M7, < HPFIM.

Por dltimo la condicién (M2) en el caso Roumieu queda: para todo A > 0
existen kK > Ay H > 1 tales que

\) + K K).
Mp+q < HlP q|M;E )Mq( )7

en el caso Beurling queda: para todo A > 0 existen 0 < k < Ay H > 1 tales
que (
K A A
M < H|p+q\M]§ )Mé )

Con estas propiedades se puede probar, como hemos hecho para el caso
de sucesiones, que es indiferente trabajar en norma infinito o en norma 2.
Ademés, se puede llegar a probar también que las funciones de Hermite per-
tenecen a estas clases de Gelfand-Shilov siempre que la matriz peso verifique
la condicion que imponiamos adaptada a esta situacion, que queda: para todo
A>0existen k > Ay H > 0, y para todo C > 0 existe B > 0 tales que

A
pp/2Mq(/\) < BC""H‘”‘]'MISJFL

en el caso Roumieu. En el caso Beurling la condiciéon es idéntica intercam-
biando A y x y pidiendo que 0 < k < \. Ademas de verificar esta acotacion
necesitamos que verifiquen también la condicién (M2)’ adaptada. Por tanto,
podemos obtener también informacion acerca de la no trivialidad de estos
espacios adaptando el resultado que obtuvimos en dicha seccién.

En cuanto a la nuclearidad, tal y como se presenta en [8], bajo ciertas
condiciones y suponiendo a la matriz peso que verifique los analogos a las
condiciones (M1), (M2)’ y (M2) (al menos las que se requieran en cada caso)
se puede demostrar que los espacios que hemos introducido son nucleares. La
definicion exacta de espacio nuclear es la siguiente:

Definicién 3.2. Un espacio localmente convexo E se dice que es nuclear si
para cada entorno absolutamente convexo del 0, U en E existe un entorno
absolutamente convexo del 0, V' y una medida p en el o*—compacto V° de
manera que

lello < | lw(@lduts)

para todo z € E.
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3.2. Analisis arménico y wavelets.

Sin duda el analisis de Fourier es una de las herramientas mas potentes
que nos ha brindado las mateméticas, con aplicaciones y usos a todo lo ancho
y largo de la ciencia y tecnologia. Desde resoluciéon de ecuaciones diferenciales
mediante su algebrizacion, hasta la compresion de archivos o imégenes para
reducir su tamafno. Sin embargo, como casi todo, no es perfecta, y es que el
hecho de que las funciones que se utilizan para construir esta herramienta,
e?™we tengan por soporte todo el espacio resulta particularmente molesto.
Parafraseando a mi profesor de la asignatura de Andlisis armdnico y wave-
lets del Master en matematicas: "la transformada de Fourier es como si uno
intentase escuchar primero toda la pieza de misica para después comprender
lo que estd escuchando. Necesitariamos escuchar la obra completa para poder
entenderla."No es hasta 1946 que Dennis Gabor, al que se considera padre
de esta teorfa y cuyo nombre recibe la transformada de Fourier en ven-
tanas o transformada Gabor, introduce el concepto de una transformada
de Fourier localizada. La idea consiste en utilizar una funciéon auxiliar que
haga de ventana para localizar tanto tiempo como frecuencia mediante la
expresion:

f(t,w) /f g(x —t 2T g

la funcién g se denomina funcién ventana y es usual tomar funciones del
tipo x[-1/2,1/2(%) 0 (1 — |x])x[-1,1]- Sin embargo, de nuevo nos volvemos a to-
par con un muro en esta teoria, y no es otro que el principio de incertidumbre
que aplicado a este caso afirmara que la ventana no puede ser arbitrariamente
pequena y ha de tener un tamano fijo lo que limita mucho la construccion.
Ademés, otro punto duro es el teorema de Balian-Low que afirma que si se su-
pone cierta regularidad entonces no es posible construir una base ortonormal
de L*(R) a partir de la transformada Gabor.

No es hasta 1981 que Alex Grossmann y Jean Morlet resuelven sendos
problemas mediante lo que se conoce como wavelet o transformada wa-
velet o transformada de ondiculas que tiene por expresion

>dw

parat,s € R, s # 0y donde v se conoce como ondicula madre. No es salva-
ble el principio de incertidumbre pero si pueden modificarse altura y anchura
de la ventana y construirse bases ortonormales. La primera de estas bases era
conocida mucho antes que esta teoria pues fue construida por Haar en 1909,
pero no es hasta 1982 que el mateméatico Jan Olov Stromberg construye un

Wy f(t,s)

84



CAPITULO 3. GENERALIZACIONES. APLICACIONES DE LAS
CLASES DE GELFAND-SHILOV Y LINEAS DE INVESTIGACION.

ejemplo con cierta regularidad. Con la continuidad en el estudio de este cam-
po y técnicas modernas Meyer consigue construir un ejemplo de un wavelet
que pertenezca a la clase de Schwartz (muy relacionada con los espacios que
hemos estudiado) y que Mallat y Meyer crean el analisis en multirresolucion.
Es en el proceso de creacion de esta tultima técnica donde se obtiene una base
ortonormal con regularidad y propiedades de localizacion.

Son textos insignia para esta teoria [7], [19], [14] y [10]. Es en este contexto
de transformada de ondiculas y anélisis en multirresoluciéon donde veremos
que papel juegan los espacios de Gelfand-Shilov tal y como se presenta en
[26], un articulo de hace tan solo 4 afios.

Trabajaremos con los espacios definidos mediante sucesiones de tipo fac-
torial, .#71*2(R%), de la siguiente forma:

|qup(P) (x)’ < Lot q!p2p!P1
con z € R?, p, ¢ € N%. Como hemos visto a lo largo del trabajo se considera la,
topologia de limite inductivo (aunque manejado con cuidado pues aqui esta-
mos en el caso de varias variables, que comentaremos en el siguiente capitulo).
Ademés, en analogia también con lo visto, la transformada de Fourier es un
isomorfismo entre 7712 (R?) y #r2,1(R?). Dada 3 € .#P1°2(R?) definimos
la transformada de ondiculas en el contexto de los espacios de Gelfand-Shilov
de manera un poco diferente a lo convencional: sea f € .#71°2(R%), la trans-
formada de ondiculas de f con respecto a 1 seré

Wt t.s) = (1) 0 (0)) = [ Faww (s

a S

con (t,5) € R x R,.
Veamos el concepto de analisis en multirresolucion (py, po)-regular. Para
ello comenzamos definiendo lo que es un anélisis en multirresolucion.

Definicion 3.3. Sea {V,}mez una sucesion creciente (para la contencion)
de subespacios lineales de L?(R?) que verifica las siguientes propiedades:

(&) Nynez Vin = {0} ¥ U,z Vin €s denso en L*(R?).
(

b) f(z) € V,, si, y solo si, f(2z) € V,,41 para todo m € Z.

f
f(x) € Vj si, y solo si, f(x —n) € V para todo n € Z<.

(c

(d) Existe ¢ € L*(RY) tal que {¢(z — n)},cze s una base ortonormal de
Vo.

)
)
)
)
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Entonces, se dice que la familia {V, },,cz es un analisis en multirresolu-
cion y que ¢ es una funcién de escala para el anélisis en multirresolucion.

Asi, con este concepto, podemos definir cuando es (py, p2)-regular.

Definicion 3.4. Sean p; > 0y po > 1. Un analisis en multirresolucion se dice
que es (py1, p2)-regular si tiene una funcién de escala tal que ¢ € .7°1r2(R%).

Observacion 3.5. Se puede probar que la condiciéon py > 1 surge natural-
mente por la definicion de analisis en multirresolucion. Es mas, si ps < 1 se
sabe que no existe un analisis en multirresolucién con funcién de escala en

.FP1:P2 (Rd>

Resulta que este tipo de anéalisis en multirresoluciéon tiene magnificas pro-
piedades de aproximacioén y convergencia como vemos en el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Sean py > 1y p; > 0. Sea {V, }:nez un anélisis en multirre-
solucion (pq, po)-regular. Tomemos o = p; +pa — 1, s >0y t > po.

(a) Sip € L (R?), entonces
lim g, = ¢
m—r00
en .7{(R%), donde ¢, es la proyeccion ortogonal de L?(R%) en V,.
(b) Si f € %' (R?), entonces lim g f = f en S50 RY).

Por supuesto la prueba es verdaderamente compleja y técnica ademas de
requerir construcciones que no estan englobadas en el trabajo; nétese que
estamos tratando espacios de Gelfand-Shilov en varias variables con ligereza
sin haberlos definido, ni estudiado sus propiedades.

A modo de conclusion a esta seccion hacer notar la utilidad de las clases
de Gelfand-Shilov y su conexioén con vias actuales de estudio en el analisis
matematico. Hay atin muchas cuestiones por resolver en este sentido: ;qué
pasa sin en lugar de tomar espacios de tipo factorial tomamos sucesiones
arbitrarias? ; Deberiamos imponer condiciones sobre las mismas? ;Se puede
encontrar siempre un anélisis en multirresolucién con una funcién de escala
que pertenezca a una clase de Gelfand-Shilov de tipo S? ;Y de tipo W?
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3.3. Operadores de Toeplitz

Los operadores de Toeplitz se enmarcan en el analisis funcional abstracto
como una potentisima herramienta en la geometria conmutativa. Requiere
de conceptos avanzados de Analisis Funcional como los espacios de Hardy.
Esta teoria da lugar a teoremas como el teorema del indice bebé (traduc-
cion literal del inglés: The baby index theorem) o el teorema de Coburn.
Este tipo de operadores surgen a partir del concepto de matrices de Toeplitz
y fueron intensamente estudiados por el matematico Norbert Wiener quien
se encontraba enfrascado en problemas de filtrado y prediccion. Se encon-
tré problemas para resolver ciertas ecuaciones integrales de convolucién que
requerian informacién en el sentido negativo del tiempo. Wiener utilizé las
transformadas de Fourier y Laplace para obtener una nueva ecuaciéon que se
dividia en términos de funciones holomorfas en el semiplano superior y el
semiplano inferior. Demostré que podia, bajo ciertas condiciones, factorizar
una funcién en un producto de dos funciones holomorfas, una en el semiplano
superior y otra en el inferior. Reorganizando los términos de la ecuacién ob-
tuvo una ecuaciéon con una parte holomorfa en cada semiplano obteniendo
una funcion entera que podia demostrar si era acotada o tenia un crecimiento
polinomial. Gracias a esto pudo elimar la parte que requeria sentido negativo
del tiempo y resolver el problema.

Veamos ahora como se entienden este tipo de operadores en el marco
del trabajo y qué relacion tienen con las clases de Gelfand-Shilov. Usaremos
como referencia para los operadores de Toeplitz el texto [16] por su brevedad,
es también referencia en la materia el texto [3].

Comenzamos definiendo el espacio de Hardy H?.

Definicién 3.7. Sea T la circunferencia unidad dotada de la medida de Haar
d\. Escribiremos LP(T) para referirnos a LP(T, d\) por comodidad. Como la
medida de Haar es finita se tendra que LP(T) C LY(T) si 1 < p < q. Ademas,
si f € L'(T), entonces

/ Foyar = 4 [ pletyar.

2 Jo
Denotaremos por €, a la funciéon continua de T en si mismo de manera que
€n(A) = A" para todo n € Z. Y escribiremos I" y 'y para referirnos a los
espacios vectoriales generados por {€,}nez ¥V {€n}nen respectivamente. Es-

tos espacios suelen llamarse polinomios trigonométricos y polinomios
trigonométricos analiticos.
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Definiciéon 3.8. Sea 1 < p < co. Definimos el espacio de Hardy H? como
el conjunto

H'={feL’T) | f(n)=0 (n<0)}
donde

f(n) = / FN)en(N)dA.

Asi, H? es un subespacio vectorial cerrado de LP(T) para la norma LP. Ade-
mas, si p = 2 entonces H? es un espacio de Hilbert y I'; es base ortonormal.

Esta construccion da lugar a una teoria muy extensa y a multitud de
trabajos en Analisis Funcional. Aunque todo este area es muy interesante
vamos de lleno con la definicién de los operadores para poder dar alguna
pincelada de estos en las clases de Gelfand-Shilov.

Definiciéon 3.9. Sea ¢ € L*™(T), entonces el operador Toeplitz 7, con
simbolo ¢ se define como

T,: H* = H*, fw P(pf),

donde P es la proyeccion ortogonal de L? sobre H?2.

Veamos ya la relacion entre estos operadores y las clases de Gelfand-
Shilov, seguiremos el texto [24] del ano pasado.

En primer lugar, trabajaremos con clases de Gelfand-Shilov particulares
y con sus duales, asi que definamos ambas.

Definicion 3.10. (a) Diremos que f € Z(R") si f € €°(R") y existe

h > 0 tal que
sup|z?D? f(z)| < C,hldlg!*.

(b) Diremos que f € .#7(R") si f € €*°(R") y existe h > 0 tal que
sup|a?DP f(z)| < C hPlple.

(c) Diremos que f € Wysi f € € y se da la cota de (a) para todo h > 0.

(d) Diremos que f € W7 si f € € y se da la cota de (b) para todo h > 0.
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(e) Diremos que u € (.%;)'(R™) si para todo r > 0 existe un N > 0 tal que

|<u,f><Cy Z 1DP £ (z)e™ ||

lp|<N
para toda f € Z(R™).

(f) Diremos que u € (7)'(R") si para todo r > 0 existe un N > 0 tal que

[<u, f > <Oy YD f(a)e™

[p|<N
para toda f € 7 (R").

(g) Diremos que u € (W)'(R™) si existen r > 0y N > 0 tal que

[<u, f>] <COx D IIDPfa)e™

Ip|

para toda f € W, (R").

Iremos que u € s1 existe 79 > 0y NV > 0 tal que
h) Di W)Y (R™) si exi 0Oy N >0 tal

[<u, f>] <Ox Y IIDPf(@)e™ o

Ip|

para toda f € W7(R").

Estos son los espacios generales con los que se trabajara, pero ademaés
necesitaremos recurrir a 2n dimensiones. Asi pues, debemos introducir la
siguiente definicion.

Definicién 3.11. Sean sy, s9, 01,05 > 0. Entonces .#5:52(R?") consiste en

01,02

las funciones f € €°°(R*") para las que existe h > 0 tal que

L menDrDE6)
(x7gh\P1+p2+Q1+Q2| (ql)]81 (q2)!82 (pl)!o'l (p2) log

Se pueden entender este tipo de espacios como funciones que pertenecen a
S (R™) en la primera variable y a /72(R") en la segunda. Ademés, se usa
la siguiente notacion /> = .Sy LI = .77,
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Los operadores Toeplitz que se manejan requieren de la definicién de
transformada de Fourier en ventanas para elementos del dual. Asi pues vea-
mosla junto a la de los operadores.

Definicion 3.12. La transformada de Fourier en ventanas de f €
(-75) (R™) con ventana ¢ € .%;(R") viene dada por

Vof(z,€) = (2m) ™/ . f)ole —y)exp(<y,§ >)dy.

Definicién 3.13. Sean s,0 > 0, ¢1,¢2 € L (R") y a € 7 (R*™). El
operador Toeplitz Ty, 4,(a) : S(R") — #(R") viene dado por

< Ty 0,(a)f, 9 >romenmy=< a, Vg, [Vs,9 >r2mom)

para toda f € Z(R") y g € (7)(R").

Trabajando estos espacios se puede llegar a teoremas como el que mencio-
namos ahora. Notese el aumento de complejidad a la hora de manejar cotas
y parametros respecto a lo que hemos visto en el desarrollo del trabajo y
obsérvese que tnicamente trabajamos con sucesiones de tipo factorial y no
en general como hemos venido haciendo. Sin duda hay atin muchas preguntas
que responder en esta teoria.

Teorema 3.14. Supongamos que ¢, o3 € .%5(R™). Entonces se tiene que:

(a) La definicion de T}, 4,(a) se puede extender de manera tnica a todo
a € (£2%°) (R*) y es continua de .7 (R") en (7)'(R").

(b) Si a € (F2%°) (R*) entonces Ty, 4,(a) es continuo en .7, (R") y se
puede extender de manera tnica a un operador continuo en (%) (R").

Ademas, este teorema es cierto si en lugar de tratar con estos espacios
tratamos con los analogos que hemos introducido, es decir, los .#7(R™).
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