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Capitulo 1

Introduccion

La motivacion de este trabajo reside en la creciente relevancia que han obtenido
los sistemas de transmision y cifrado de informacién en las tltimas décadas. Para este
fin, son de vital importancia los cuerpos finitos. Computacionalmente, son sencillos de
construir: se comienza eligiendo una caracteristica para el cuerpo, siendo esta un primo
p, y se consideran los enteros médulo p, Z,. El resto de cuerpos finitos de caracteristica
p se construye a partir de este primero: se busca un polinomio f(z) irreducible sobre
Z,, y entonces Zy|x]/(f(x)) forma un dominio de integridad conmutativo. Por ser finito,
también es un anillo de division, por lo que es un cuerpo finito.

Uno de los objetivos del capitulo de preliminares es demostrar que este proceso cons-
tructivo no solo permite obtener todos los cuerpos finitos, sino que también es la tnica
manera de hacerlo. Ademas, este método viene dado por extensiones algebraicas, de for-
ma que podemos considerar el cuerpo construido como un espacio vectorial cuya base
viene dada por las raices del polinomio irreducible. Veremos que estas raices estan to-
das relacionadas entre si por una potencia del automorfismo de Frobenius. Esta potencia
viene dada por el grado del polinomio irreducible.

El capitulo 3 hace mas énfasis en el operador traza, y lo relaciona con el concepto
de producto escalar en espacios vectoriales sobre el cuerpo de los niimeros complejos. De
forma andloga a estos, podemos conseguir dualidad sobre los vectores, y la utilizaremos
para facilitar los calculos de traza a través de bases duales. Trabajaremos también con
bases normales, dadas por la 6rbita de un 1nico elemento sobre el automorfismo de
Frobenius, cuyo uso esta justificado por su eficiencia computacial, aunque no llegaremos
a demostrar dicha eficiencia.

El capitulo 4 se enfoca més en los elementos no nulos del cuerpo F, (el cuerpo finito
de q elementos) como grupo multicativo, Fy. Este grupo tiene algin elemento primitivo,
es decir, que lo genera totalmente. El objetivo del capitulo es caracterizar los elementos
primitivos asi como los polinomios de los que son raices, denominados también primitivos.
También es relevante considerar formas de construir nuevos polinomios primitivos a partir
de otros.



El uso de elementos primitivos no es meramente tedrico. Por ejemplo, estos tienen utilidad
en el contexto de la criptografia: en el protocolo de intercambio de claves Diffie-Hellman,
se realiza un intercambio de potencias de un elemento primitivo sobre un cuerpo finito,
y este proceso resulta computacionalmente seguro (bajo los estdandares de computacién
no cudntica) debido a la dificultad del problema del logaritmo discreto.

En los siguiente dos apartados, nos centramos especificamente en polinomios irredu-
cibles. Tenemos dos objetivos que queremos cumplir con respecto a estos polinomios: el
primero, es asegurarnos de que dado un polinomio f(z) € F,[x], entonces el F -espacio
vectorial F,[z]/(f(x)) se pueda considerar un cuerpo. El segundo es ser capaces de generar
rapidamente y sin necesidad de célculos complejos cuerpos finitos a partir de otros. En
relacion al primer objetivo, tenemos distintos criterios de irreducibilidad: o bien resulta-
dos que requieren calculos numerosos y pesados, o bien otros mas sencillos que apliquen a
familias de polinomios limitadas, por ejemplo ciertas familias de trinomios. Con respecto
al segundo objetivo, las propiedades que vamos a estudiar son aquellas que determinen
la irreducibilidad de una cierta transformacién de polinomios irreducibles, dada por una
composicion por un cociente de polinomios.

Ambos temas recibiran resultados auxiliares en el capitulo 6, donde nos enfocamos en
polinomios irreducibles sobre Fy, motivados por la gran relevancia en informatica de los
sistemas binarios.

El capitulo 7 esta dedicado a la factorizacion de polinomios. La primera parte ds-
cribe el algoritmo de Berlekam como proceso de factorizaciéon. Después de explicar su
funcionamiento, nos enfocamos en justificar que es un método vélido de factorizacién: en
primer lugar, permite obtener como factores los polinomios irreducibles agrupados por
su multiplicidad, es decir, si un polinomio irreducible r(x) es parte de la factorizacién
con multiplicidad m, entonces uno de los factores que se obtiene es r(z)™. En segundo
lugar, vemos que los factores irreducibles se pueden obtener casi directamente a partir de
la derivada de la potencia obtenida.

El capitulo termina viendo la construccién de los polinomios ciclotémicos, obtenidos como
factores del polinomio £ — 1 para algin natural n, y finalmente la forma de determinar
su irreducibilidad.

A modo de anexo, el capitulo final intenta determinar la construccién y estructura de
las clausuras algebraicas de los cuerpos finitos, asi como de las extensiones algebraicas en
general. En concreto, se busca establecer una correspondencia entre estas extensiones y
una familia de subconjuntos de los niimeros naturales, denominada niimeros de Steinitz.



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo estd enfocado en cuerpos finitos y polinomios sobre ellos, sobre todo
irreducibles, haciendo un pequeno repaso sobre propiedades bésicas y desarrollando algu-
nos resultados fundamentales que nos haran falta mas adelante. Consideramos conocidas
nociones basicas de cuerpos y extensiones algebraicas sobre cuerpos arbitrarios. Para esta
parte seguimos los resultados de Introduction to finite fields and their applications [11].

2.1. Estructura de los cuerpos finitos

Parece intuitivo que los cuerpos finitos de un mismo orden sean isomorfos, o lo que
es lo mismo, que un cuerpo finito quede completamente caracterizado por su orden, que
es lo que buscaremos demostrar con los resultados de esta seccién.

Usualmente, el cuerpo finito de ¢ elementos se suele denotar por GF(q) o F,. De aqui
en adelante, lo denotaremos por F,. Posteriormente, veremos que este cuerpo esta bien
definido.

Un primer resultado notable es que, sobre un conjunto finito, es equivalente considerar
una estructura de cuerpo o una estructura de anillo de divisién. Este resultado esta
demostrado en [11, p. 67].

Teorema 2.1 (Teorema de Weddeburn). Todo anillo de division finito es un cuerpo.

Si un cuerpo finito tiene caracteristica p, podemos construir un subcuerpo sobre él
de la siguiente manera: consideramos el conjunto de elementos generados aditivamente
por el elemento 1, es decir, el conjunto {a € F,, a =1+ --- +1 | 1 < i < p}. Esto es
equivalente a considerar los enteros médulo p, que forman un cuerpo llamado subcuerpo
primo.



Estructura de los cuerpos finitos

Definicién 2.2. Sea K un cuerpo. Se define el subcuerpo primo de K como la inter-
seccion de todos los subcuerpos no vacios de K. Ademds, este es isomorfo, o bien a Q si
es de caracteristica 0, o bien a F, si es de caracteristica p.

Como tenemos un subcuerpo cuya construccién se puede realizar sobre cualquier cuer-
po finito, podemos considerar los cuerpos finitos como espacios vectoriales sobre sus sub-
Cuerpos primos.

Teorema 2.3. Sea F' un cuerpo finito. Entonces F' tiene p™ elementos, siendo p la ca-
racteristica de F' yn el grado de F sobre su subcuerpo primo K.

Demostracion. La caracteristica de F' es evidentemente prima y como consecuencia K es
un subcuerpo finito de F'. Podemos considerar que F' es un espacio vectorial sobre K, de
dimension (trivialmente finita) n = [F': K]. Por tanto, se puede tomar una

K-base de F' formada por n elementos bq,...,b,, vy todo elemento de F' es de la forma
ajby + -+ + ayb,, siendo cada a; un elemento de K. Como cada a; puede tomar p = |K|
valores, tenemos que |F| = p™. O

La presencia de un subcuerpo primo sugiere que este es fundamental a la hora de
construir cualquier cuerpo finito. En particular, estos se obtienen como cuerpo extension
de un cierto polinomio de grado dado. Nos pondremos como objetivo la busqueda de
cuerpos finitos de cardinal cualquier potencia de la caracteristica del subcuerpo primo.

Lema 2.4. Dados F un cuerpo finito de q elementos y K un subcuerpo suyo, entonces
el polinomio x? — x € K|x| se descompone en F de la forma

xq—xzn(x—a)

aeF

y F es el cuerpo de descomposicion de dicho polinomio sobre K

Demostracion. Veamos primero que todo elemento a € F' anula ese polinomio, es decir,
a?—a=0.

s Para a = 0 es trivial

= Sea a # 0. Los elementos no nulos de F' forman un grupo multiplicativo de orden
q—1, de forma que a? ' =1y a? = a.

Hemos demostrado que todo elemento de F' es raiz de ¢ — x. Ademas, como un polino-
mio solo puede tener tantas raices (sobre un cuerpo de descomposicién) como su grado,
tenemos que las ¢ raices de ¢ — x son los ¢ elementos de F'.



Capitulo 2. Preliminares

Teorema 2.5 (Existencia y unicidad de cuerpos finitos). Dados un primo p y un entero
positivo n, existe un cuerpo finito de cardinal ¢ = p", y todo cuerpo finito de ese cardinal
es tsomorfo al cuerpo de descomposicion de x9 — x sobre IF),

Demostracion. Vamos a demostrar por separado la existencia y la unicidad:

» (Existencia) Consideramos el polinomio x? — x y denotamos F' su cuerpo de
descomposicién sobre F,. La derivada del polinomio es gz?~! — 1. Como p divide a
q, esto es igual a —1 # 0, ergo no hay raices multiples. Definimos
S={aeF | a?—a = 0}. Trivialmente, 9 — = se descompone en S. Adems4s,
0,1 € S. Veremos que S es subcuerpo de F'. Sean a,be S:

e (a—b9=a’—-bl=a—0b. Porendea—beS.

o (ab™H?=a(b?)"! =ab"l. Por ende ab~! € S.

Entonces S es un subcuerpo de F. Por definicién, F' es el menor cuerpo en el que
2% — x se descompone. Por tanto S = F. Ademds, S tiene ¢ elementos (raices de
2% — x). Deducimos que |F| = g.

» (Unicidad) Sea F' cuerpo de ¢ elementos. Sabemos que su caracteristica es p y tiene
subcuerpo primo F,. Por el lema anterior, F' es un cuerpo de descomposicién de
29—z sobre F,,. Como los cuerpos de descomposicién son tnicos salvo isomorfismo,
el resultado queda demostrado. O

Hemos visto que tiene sentido considerar la notacién F, siendo ¢ de la forma ¢ = p"

la potencia n-ésima de algiin nimero primo p. Mantendremos esta notacion a lo largo del
capitulo.

Una vez caracterizados los cuerpos finitos, pasamos a estudiar su estructura viendo
sus subcuerpos, estructuras ciclicas y extensiones algebraicas (finitas).

Teorema 2.6. Sea q = p"™. Entonces para cada m divisor de n existe un unico subcuerpo
de F, de orden p™, y estos son todos los subcuerpos de F,.

Demostracién. Si m|n, entonces (p™ — 1)|(q¢ — 1). Por tanto, (z*" — 1)|(z9' — 1) y
como consecuencia inmediata (zP" — z)|(z? — x) (todo esto en F,[z]). Deducimos que
el conjunto de raices de 2?" — x (que constituye el cuerpo de descomposicién de dicho
polinomio) estd contenido en F,, con lo que tenemos la existencia de un subcuerpo. La
unicidad se deduce de que si hubiera otro, y existiera un elemento fuera de la interseccion
de ambos, el nimero de raices de zP" — x excederia p™.

Para finalizar, basta ver que los subcuerpos de F, tienen trivialmente orden p™ para
algin m divisor de n por su comportamiento como espacios vectoriales. O

A continuacién, vamos a ver un resultado de gran importancia y al que recurriremos
en diferentes contextos a lo largo del trabajo:

8



Estructura de los cuerpos finitos

Teorema 2.7. Para todo cuerpo finito ¥y, el grupo multiplicativo Fy es ciclico.

Demostracion. Podemos suponer que q > 3.

Sea pi'...p'm la factorizacion de h = ¢ — 1. Para 1 < i < m, el polinomio "7 — 1

tiene a lo sumo h/p; raices en F,. Como h/p; < h, existe al menos un elemento no nulo
h/p;

[
de F,, denotado a;, que no es raiz de 2"Pi — 1. Si denotamos b; = a; Pi" tenemos que

(bi)p:’l = al = 1. Por tanto, el orden de b; es un divisor de p.*. Denotamos el orden de b

, . ri—1_ h/p; _
por pj’, para un cierto s; < r;. Claramente s; = r;, pues (b;))Pi' ~ = a; /pi que es distinto

de 1 por como se han elegido los a;.

Definimos ahora el elemento b = b; ... b,,. Veamos que tiene orden h.
Si el orden de b fuera algtin divisor propio de h, este dividiria a h/p; para algtin i. Podemos
suponer que divide al primero de ellos, h/p;. Entonces, 1 = bh/pr — b}f/ L bfn/p !

(h/p1) para todo i tal que 2 < i < m, por lo que b?/pl = 1 en dichos

Pero sabemos que p;’
casos. Se deduce que biL/ P = 1 y el orden de b, divide a h/p;, pero esto es imposible
porque pi' 1 (h/p1). En conclusién, el elemento b tiene orden h = ¢ — 1 y por tanto b
genera a Fy. O

Definicion 2.8. Los generadores de Fy como grupo ciclico se denominan elementos
primitivos de F, (o de F} ).

Los elementos primitivos nos proporcionan una forma inmediata de ver que todo
cuerpo finito se puede estudiar como extension algebraica de cualquiera de sus subcuerpos,
tomando como generador de la extension cualquier elemento primitivo.

Teorema 2.9. Sean F, un cuerpo finito y F, una extension finita suya. Entonces F,
es una extension simple algebraica de F,, donde cada elemento primitivo de F, es un
generador de la extension.

Demostracion. La prueba es trivial. Si a0 es un elemento primitivo de F,., entonces
F,[a] € F,. Ademds F,[a] esta trivialmente contenido en la unién del conjunto {0} y el
grupo multiplicativo generado por «a, que equivale a {0} U F*, es decir, F,. O

Como las extensiones son simples y algebraicas, van acompanadas de un polinomio
minimo, lo que justifica la existencia de polinomios irreducibles de cualquier grado en
cada cuerpo finito.

Corolario 2.10. Para cada cuerpo finito F, y cada entero positivo n, existe un polinomio
irreducible de grado n en F,|x]

Demostracion. Tomamos I, el cuerpo de orden ¢", extensiéon de gradon de F, y o € I, tal
que F,[a] = F,. Entonces el polinomio minimo de « sobre F, es un polinimio irreducible
de grado n. O



Capitulo 2. Preliminares

2.2. Polinomios y extensiones de cuerpos finitos

Durante el resto del capitulo veremos resultados sobre polinomios irreducibles que nos
permitiran estudiar el orden del grupo de Galois de las extensiones y algunas propiedades
de los operadores norma y traza y de los polinomios primitivos.

Introducimos un par de lemas, que se encuentran en [11, p. 48] y [11, p. 49| respecti-
vamente.

Lema 2.11. Si a es una raiz del polinomio irreducible f € F,[x], entonces un polinomio
h € Fy[z] verifica h(a) = 0 si y solo si f divide a h. O

Lema 2.12. Si f € Fy[z] es un polinomio irreducible de grado m, entonces m divide a n
si y solo si f divide a 27" — x. O]

Con estas propiedades podemos calcular todas las raices de un polinomio irreducible
a partir de cualquiera de ellas.

Teorema 2.13. Si f es un polinomio irreducible en Fy[x] de grado m, entonces f tiene
, . . -, . T

una raiz o en Fom. Ademds, f tiene m raices simples en Fym, las cuales son o, para

0<72<m.

Demostracion. Si tomamos « en el correspondiente cuerpo de descomposicién de f, te-
nemos que [F,(a) : F;] = m y por ende F,(a) = F,m. Veamos ahora que o también es
raiz de f(x) = 2™ + ap12" ' 4+ -+ + ap:

fla?) =a™ + ap_ja™ V4. 4y =

(n=1)

:(o/”~|—an_1a +~~-—|—a0)q=

Entonces a9 es una raiz de f para 0 < i < m. Falta ver que son distintas entre si.
Supongamos o4’ = a4 con 0 < j < k < m. Entonces

aqm+j—k _ (aqj)qm,—k _ (aqk>qm—k _ am —

m—+j—k

Por el Lema 2.11, f|(x? — z). Aplicando el Lema 2.12, tenemos que m|(m + j — k).
Hemos supuesto que k > j, ergo m > m+ j — k, lo que nos lleva a una contradicciéon. [J

Como corolario, podemos caracterizar los cuerpos de descomposicion de los polinomios
irreducibles sobre los cuerpos finitos segin su grado.

Corolario 2.14. Si f es un polinomio irreducible de grado m sobre F,[x], entonces su
cuerpo de descomposicion es Fom.

Corolario 2.15. Dos polinomios irreducibles del mismo grado en F,[x] tienen cuerpos
de descomposicion isomorfos.

10



Polinomios y extensiones de cuerpos finitos

En el Teorema 2.13 hemos visto que, dada « una raiz de un polinomio irreducible
de grado m en F,[z], las sucesivas potencias g-ésimas de a son todas las raices simples
de f, y se encuentran en el cuerpo F,m. Decimos que las raices estan relacionadas por
conjugacion, o que son conjugadas unas de otras.

Definicién 2.16. Sea [F;, un cuerpo finito y sean Fm una extension suya y un elemento
cualquiera o € Fym. Para cada 0 < i < m, decimos que of es un conjugado de o
respecto de IF,,.

La estructura ciclica de los grupos Fy nos facilita ver que los 6rdenes de los elementos
de [ se conservan por conjugacion. Esto es debido a que ¢™ —1y ¢ son coprimos cuando
q = p" para algin primo p. Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.17. Los conjugados de cualquier elemento primitivo de F; respecto de cual-
quier subcuerpo suyo son también primitivos.

Para finalizar esta parte, veremos que la conjugacion es precisamente lo que da lugar
a los automorfismos de Fym sobre F, y, de forma intuitiva, estos se diferencian exclusiva-
mente por su accion sobre los elementos primitivos:

Teorema 2.18. Los unicos automorfismos de Fym sobre Fy son las aplicaciones dadas
1 .
por o;(a) = a9, con 0 <i<m—1, para cada o € Fym.

Demostracion. Veamos que los o; son automorfismos de F,m sobre F,. La propiedad
de homomorfismo es inmediata de comprobar, ergo tenemos que ¢; es un endomorfismo.
Ademss es inyectivo, pues el tinico elemento con imagen nula es trivialmente el 0. Por estar
definido en un conjunto finito y ser un endomorfismo inyectivo, tenemos que es biyectivo,
y un automorfismo de Fym. Por tdltimo, como a? = «,Va € F,, entonces o;(a) = a para
cada a € F,, y tenemos un automorfismo de F,» sobre F,.

Como consecuencia del Teorema 2.13, los o; son distintos entre si, pues tienen imagenes
distintas sobre los elementos primitivos de Fym.

Terminemos viendo que son los tnicos automorfismos posibles. Sean ¢ un automor-
fismo de Fym sobre F, y 8 elemento primitivo de Fym. Definimos el polinomio minimo de
S sobre Fy, f(z) = a™ + ap_12" ' + -+ + ay.

Por tanto
0=0(B"+ap 1"+ +ay) =

=0(B)™ + an10(B)" "+ -+ ag

Tenemos que o(f3) es una raiz de f. Por el Teorema 2.13, o(3) = 5% para algiin j entre
0 y m — 1. Por ser 8 primitivo, el automorfismo ¢ queda completamente determinado y
es de la forma buscada. O]

Tenemos definidos todos los automorfismos de F;» sobre F, y por tanto su grupo de
Galois.

11



Capitulo 2. Preliminares

2.3. Norma y traza

En esta parte consideraremos K = [F,, una extensién cualquiera suya F' = Fm y
a € F. Tenemos que el polinomio minimo de « es f € K[x]| de grado d divisor de m.

Definicién 2.19 (Polinomio caracteristico). Definimos el polinomio caracteristico
de o sobre K como g = f™% e K[x].

. , d—1 . ., .,
Si las raices de f son a,a4,...,a? | podemos considerar también como expresién
del polinomio caracteristico

g(x) = 2™ + a1z - tag=(z —a)(zr—a?)... (v — ozqm_l)
Definicién 2.20. Definimos la traza de o sobre K, Trp k(o) como
Trp(a) =a+al+ -+
La traza se puede caracterizar segin el polinomio caracteristico, de forma que

TI'F/K(Oé> = —Qy—1 € K

Veamos algunas propiedades del operador traza:

Propiedades 2.21.

» Trp/k es una aplicacion lineal de F' hacia K.

Para cada a € K, se tiene que Trp/x(a) = ma.

Para cada a € F, se tiene que Trp/x(af) = Trp/k (o).

St E es una extension finita de F', entonces Trg k() = Trp/x(Trg/r(o)),
para todo o € E.

Definicién 2.22. Definimos la norma de a sobre K, Np/i (o), como

Np/k(a) = a.a?. .. ad" Tt = e =D/(a-1)

Podemos caracterizar la norma a través de g el polinomio caracteristico de «, de forma

que
NF/K(Oé) = (—1)ma0 e K

Para finalizar, veamos algunas propiedes de la norma.

12



Norma y traza

Propiedades 2.23.

Np/k(af) = Npjk (o) Np/x (B), para todo o, € F.

Np /i lleva elementos no nulos de F' a elementos no nulos de K.

Np/k(a) = a™, para todo a € K.

» Np/k(a?) = Npjk (), para todo a € F'.

St E es una extension finita de F', entonces Ng/k(a) = Np/k(Ng/r(o)),
para todo a € E.

13



Capitulo 3

Bases sobre cuerpos finitos

A la hora de trabajar sobre un cuerpo finito, es necesario tomar una base adecuada
para las operaciones que se realicen sobre este. Si no se requieren operaciones complejas, es
apropiado tomar la base mas sencilla posible de calcular, la llamada base polinomial, dada
por las potencias sucesivas {1,a,a?...,a" 1} de la raiz o de un polinomio irreducible
de grado n. Pero esto no siempre es el caso. Un ejemplo claro es el operador traza, cuyo
calculo podemos simplificar escogiendo una base autodual, un concepto analogo al de
base ortogonal para un producto escalar que se utiliza en los cuerpos reales y complejos.

En este capitulo consideramos siempre bases de Fy» sobre F,, y queremos utilizar
resultados de [3], [11] y [18]. Comenzamos viendo algunas propiedades generales de bases
sobre cuerpos finitos, entre las que se encuentran dos caracterizaciones de las bases.

Definicién 3.1. Sea {o,...,a,} un subconjunto de Fyn:

» Definimos la representacion matricial regular (sobre F,) del subconjunto

{aq,...,an} como la matriz
a1 Qg T Ay,
-1 af oy - al
A=@h=| 0 " (3.)
oc‘lln_l agn_l 04;11%1
» Definimos el discriminante de {c,...,a,} (sobre F,) como
Tr(cian) Trionag) -+ Tr(agoy,)
Aa (00 s tn) = det Tr(agay)  Tr(asas) - Tr(asay,) (32)
Tr(‘a‘r;al) Tr('a.nnag) . Tr(‘a'n'an)

Si no se dice de forma explicita lo contrario, se considera que Tr denota Try ,,,
y lo mismo para A. Notemos que A'A tiene el mismo valor que la matriz de trazas
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con la que se calcula el discriminante en (3.2). Por esto, es inmediato que det(A'A) =
det(A)? = A(ay,...,q,). Vamos a comprobar que, cuando estos determinantes son no
nulos, entonces el subconjuto elegido es una base.

Teorema 3.2. Sea (v,...,q,) un subconjunto de Fyn. Entonces {cu,...,a,} es una
base sobre F, si y solo si Aay,..., o) # 0 y la representacion matricial regular de
{aq,...,an} es no singular.

Demostracion. Sea {aq,...,a,} una base de F,n. Supongamos que A(ay,...,a,) = 0.

Entonces podemos realizar una combinacion lineal de las columnas de la matriz de trazas
con resultado nulo, de forma que para todo 1 < j < n, tenemos que

aTr(aray) + e Tr(asa;) + - - + ¢, Tr(ana) = 0
para ci, ..., c, elementos fijos de [F,. Si denotamos
B=crag + -+ cpon

entonces Tr(fa;) = 0 para todo j, por lo que podemos deducir que Tr(fa) = 0 para
todo a en Fyn. Si B es no nulo, tenemos que todo elemento de Fy» posee traza nula, es
decir, 27" + 29" 4+ 2% 4 x tiene q" raices, lo cual es absurdo. Por tanto f =0y
co=¢c=...=c¢,=0.

Sea ahora {a1, ..., a,} un conjunto de discriminante no nulo, y supongamos que no es
una base. Podemos tomar una combinacion lineal nula suya, esto es, cyay +- - -+ ¢, = 0,
de forma que algin ¢; # 0. Entonces para todo 1 < j < n, podemos multiplicar la
expresion previa por a; para obtener que cioa; + - - - + ¢ 0 = 0, y aplicando la traza,
aTr(one;) +- -+ ¢, Tr(ane) = 0. Hemos supuesto que el discriminante es no nulo, de lo
que sigue que la matriz de trazas de la forma de (3.2) es no singular, por lo que la dltima
igualdad falla para algin 1 < j < n si los ¢; son no nulos. Deducimos que ¢; = 0 para
1 <i < n, lo que contradice la hipétesis, por lo que {a, ..., a,} es una base. ]

Como parte de la demostracion anterior, hemos visto que siempre existe al menos un
elemento de traza no nula. En particular, como la traza es un operador lineal, tenemos

que para todo elemento a € F, existe algin elemento o € Fyn tal que Tr(a) = a: si
Tr(8) = b # 0, denotando o = ab™'f3, tenemos que Tr(a) = ab™'Tr(B) = a.

Como corolario del teorema, podemos ver que una base de F,» sobre F, puede serlo
también sobre otra extension de grado n que la contenga:

Corolario 3.3 (Lema del alzamiento de bases). Sea {a1,...,a,} una base de Fn sobre
F,. Entonces, para todo k tal que med(n, k) = 1, se tiene que {c,...,a,} es una base de
¥ in sobre IF k.

Demostracion. Consideramos la representacion matricial regular de {a1,..., o} en Fn
sobre Fr. Esta es de la forma
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Capitulo 3. Bases sobre cuerpos finitos

al a2 ... an
k k k
alf ag P ag]/
k(n—1) k(n—1) k(n—1)
q q c q
af ag al
Por hipétesis, med(n, k) = 1, por lo que k genera los enteros médulo n, con lo que

concluimos que la representacion matricial regular obtenida es una permutacion de las
filas de la representacién matricial regular en F,» sobre IF,. Sabemos por el Teorema 3.2
que esta matriz es no singular, por lo cual sus permutaciones tampoco. Para finalizar,
como la representacion matricial inicial es no singular, aplicando de nuevo el Teorema 3.2
obtenemos que {a;,...,a,} es una base de F i sobre . O

3.1. Bases duales

En esta parte introducimos el concepto de dualidad, sustituyendo los resultados en
el plano complejo con el producto escalar por un andlogo en extensiones de cuerpo fi-
nitos con la traza del producto. Esto se puede simplificar si la calculamos a través de
la representacion matricial de los elementos del producto. Comenzamos con la definicién
principal de la seccion:

Definicién 3.4. Sean {a1,...,an} y {f1,..., 0.} dos bases de Fyn sobre F,. Diremos
que son bases duales entre si, o que {ay,...,a,} es una base primal con base dual
{B1,...,Bn}, si verifican que, para todo 1 < i,j < mn, Tr(e;f;) = 0;;, o, expresindolo en
forma matricial,

(Tr(cifi) 1<ij<n = In

siendo I,, la matriz identidad de rango n.

A partir de esta parte vamos a obviar los subindices al definir las matrices.
Ya habiamos dado en la seccion anterior una forma de calcular la matriz de trazas a partir
de la representacion matricial regular. En este caso en el que las bases no coinciden, se
hace de forma andloga, y es sencillo calcular que, dadas A la representacion de la base
{aq,...,a,}y Blade {f,...,05,}, se tiene que

(Tr(a;5)) = A'B

Esto nos sirve como apoyo para justificar que en la definicién de bases duales digamos
que una es la base dual de la otra, y no una base dual.

Teorema 3.5 (Existencia y unicidad del dual de una base). Toda base de Fyn sobre F
tiene una unica base dual.

Demostracion. Sea {c, ..., a,} una base de F,». Sea T' su matriz de trazas, que por el
Teorema 3.2 es invertible. Denotamos a; ; los elementos de Ty b; ; los elementos de T’ -1

16



Bases duales

Vamos a construir un conjunto de elementos {f, ..., ,}, dados por

n
Bi = > bikow
h—1

de forma que
(61, RN ,Bn)t = T_l((ll, Ce ,O_/n)t

Claramente {f, ..., 3,} es una base, por ser T~! no singular. Si calculamos las trazas de
los productos, obtenemos que

Tr(a,8;) = Z b Tr(cvoy) = Z bjrair = Z b ki
k=1 k=1 k=1

lo que se corresponde con la fila j y columna i de la matriz T—'T = I, (claramente
a;x = ay,; por ser T' una matriz simétrica). Por tanto, Tr(a;5;) = d; ;.

La unicidad es sencilla de demostrar. Si tomamos A y B las representaciones matri-
ciales regulares de {«,...,a,} v {f1,...,Bn} respectivamente, recordamos que
(Tr(eu;3;)) = A'B. Entonces A'B = I,, y B = (A")~!. Por ser la inversa tnica, también
lo es la representaciéon matricial de {31, ..., 5,} (v por ende, también {f,...,0,}). O

Como caso particular, vamos a proponer un método para calcular una base dual dada
una base polinomial.

Corolario 3.6. Sea {1,a,...,a" '} una base polinomial de Fyn sobre F, y sea f(z) el
polinomio irreducible de a sobre F,. Denotamos f(z) = (x—a)(yo+7nz+- - +Yp_12"1).
Entonces la base dual de {1,c,...,a" '} viene dada por el conjunto {By,...,Bn 1}, de
forma que
Vi
i =
f'(e)

Demostracion. Consideramos para 0 < i < n — 1 el polinomio en Fyn[z]

Veamos que tiene las mismas raices que f(z). Sea a?" una de ellas. Si 7 # k, entonces el

f(@)

. , . . . . qk ;
J-ésimo término del sumatorio se anula, pues -7 sigue teniendo a o como raiz. Nos
€T

fijamos en el k-ésimo término. Recordamos que f (z) = 2?:1 1, 7&j(x — a4"). Entonces

tenemos que los términos del sumatorio de f'(x) se anulan en o cuando j # k. Entonces

sty = = (|20 |0 =) -
IOV | PHCET O

Hs;ﬁk (a - aqs)
17




Capitulo 3. Bases sobre cuerpos finitos

Este polinomio es de grado estrictamente menor que n, y ademas tiene al menos n raices
distintas, por lo que es idénticamente nulo para cada 0 <i<n — 1.

Podemos expresar esto en funcién de la traza, de forma que

o (f’(a(j;{y—) aq>) - (f?a> Dozt + ”“””“)) )

= ;Tr <—f'(()éaq)%xj) — 7t

Esta tltima igualdad es donde se utiliza que g;(x) = 0 para todo i. Si comprobamos la
dualidad de la base de potencias con la base tomada en la hipdtesis, tenemos que

Tr(a'f;) = Tr (%%) = 0i m

Notemos que si f(x) es ménico, entonces v,_; = 1. Vamos a ver como ejemplo un
par de bases duales de 1 sobre Fy. Consideramos el polinomio irreducible sobre Iy
f(x) = 2* + 2 + 1, y alpha una raiz suya. Tenemos que

f(2) = (z+a)(z+a®) (zr+ah)(z+ ) =
= (z+a)a + (@®+ o'+ aP)x + (o + a* + )2 + 2°) =
=@@+a) (ot +([@®+®]+[®+a+ 1]+ [’ +a* +a+1])z+
+(@® + [a+ 1] + [@® + 1])2* + 2°) =
= (z+ a)(a® + 1+ o’z + ar? + 2?)

1

Tenemos que f'(a) = ay a™t = a + 1, con lo que podemos calcular los elementos

de la base dual {31, s, (3, B4}:

Br=al+1=a+a’+1, fBo=a, B3=1 Bi=ac>+1

El uso de bases duales destaca a la hora de calcular la traza de un producto. Considera-
mos z,y € Fyn, y queremos calcular Tr(zy). Si consideramos las bases duales {a, ..., a,}
v {B1,...,0Bn} de forma que z = > a0 vy y = Y, bif;, entonces para calcular la
traza del producto solo hay que considerar los productos de coeficientes cuyos indices
coincidan, es decir:

Tl"($y) = Z aibjTl"(CYiﬁj> = Z a,-bjc?m = Zazbl
hj=1 ij=1 i=1

Con un proceso similar a este podemos realizar cambios de coordenadas entre bases duales.
Consideremos el mismo par de bases duales, y consideramos un elemento arbitrario de
F,» como coordenadas en la base {a1, ..., a,}

n

xr = Z(IZ’OQ

i=1
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Entonces la expresiéon de x en la base {f,. .., 3.} seria

T = Zn: Tr(zoy)B;
i=1

En otras palabras, la coordenada de un elemento con respecto a la i-ésima componente
de una base primal queda completamente determinada por la traza del producto de dicho
elemento con la i-ésima componente de la base dual.

Si fuéramos capaces de obtener una base autodual, estas operaciones se simplificarian
significativamente. No obstante, hay restricciones que reducen el tipo de cuerpos finitos
sobre los que se puede tomar una tal base. Esto lo podemos ver en unos resultados de
(18, p. 175-178]:

Teorema 3.7. Eziste una base autodual de IFyn sobre IFy si y solo st q es una potencia de
2 0 n es impar.

También tenemos restricciones adicionales sobre la dualidad de las bases polinémicas

Teorema 3.8. No existen bases polindmicas autoduales de Fyn para n = 2.

Demostracion. Siuna tal base polinomial fuera autodual, entonces Tr(a-a) = 1, y ademés
Tr(1-a?) = 0, lo que es absurdo. ]

No obstante, si que somos capaces de conseguir bases duales tales que ambas sean
polinémicas. Estas solo se pueden calcular para binomios irreducibles, de manera sencilla.
Para ver esto, introduciremos un concepto méas general que la dualidad: diremos que dos
bases {ai,...,an} v {f1,..., B} son traza-ortogonales si Tr(e;5;) = 0 para i # j y
Tr(ouf;) # 0 para ¢ = j. Estamos en condiciones de entender el siguiente resultado de

[5]:

Teorema 3.9. Sea {1, ,...,a"} una base polinomial primal de Fyn sobre F,, y sea f(x)
el polinomio irreducible de a.. Entonces su base dual es polindmica si y solo si f(x) es de
la forma z" — ¢ € F,[x] con n = 1 (mdd p), siendo p la caracteristica de F,. Ademds,
{1,a™, ..., a= ™} es una base polinomial que es traza-ortogonal a la base primal.

3.2. Bases normales

Vamos a ver otro tipo particular de bases formadas por elementos conjugados de la
extension, las bases normales. El estudio de estas bases estd motivado por su eficiencia
computacional en problemas de factorizacién y de logaritmo discreto. Comenzamos viendo
su definicién formal:

Definicién 3.10. Decimos que una base de Fyn sobre F, es normal si es de la forma
1 L,
{a,04,...,a7 "} para algin a € F,.
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Para probar la existencia de bases normales en cuerpos finitos arbitrarios, necesitamos
algunos resultados previos. El siguiente lema se puede encontrar en [11, p. 56]:

Lema 3.11. [Lema de Artin] Sean G un grupo y F un cuerpo, y sean ¥y,...,10, n
homomorfismos distintos de G en el grupo multiplicativo F*. Siaq,. .., a, sonn elementos
de F con alguno de ellos no nulo, entonces existe algun g € G tal que

a1¢1(g) +- an¢n(g> # 0

Recordamos ademas algunos conceptos de los operadores lineales sobre espacios vec-
toriales de dimensién finita. Decimos que un operador A sobre el F-espacio vectorial K
de dimensién n tiene polinomio minimo f(z) si este es el polinomio ménico de menor
grado tal que f(A) =0, esto es, f(A) es idénticamente nulo como operador.

Definimos ademaés el polinomio caracteristico de A como el polinomio g(z) = det(zI,,—A).
Nos sera 1til la siguiente propiedad de algebra lineal:

Lema 3.12. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n y sea A un operador lineal
en V. Entonces el polinomio caracteristico de A coincide con su polinomio minimo si y
solo si existe un elemento a € V tal que {a, Aa, A%, ..., A" L} genera a V.

Un hecho a tener en cuenta es que el polinomio minimo de un operador lineal divide
a su polinomio caracteristico. Con esto en mente, y considerando los lemas anteriores, ya
podemos demostrar la existencia de bases normales:

Teorema 3.13 (Teorema de la base normal). Para todo cuerpo finito F, y para todo
natural n, existe una base normal de Fyn sobre F,.

Demostracion. Por el Teorema 2.18, tenemos que los automorfismos de Fj» sobre F,

vienen dados por o;(a) = o'(a) = a? para algin 0 < i < n — 1. Es evidente que
0" = idg,,, por lo que el polinomio minimo de la forma lineal o divide a 2™ — 1. Ademds,
si consideramos el polinomio a; + agx + - -+ + a,a™ ' para n elementos ay,...,a, € F,

cualesquiera, tenemos por el Lema 3.11 que ¢ no anula a este polinomio (pues no se anula
para algin o(g) con g € F), con lo que deducimos que el polinomio minimo de o es de
grado estrictamente mayor que n — 1, y en consecuencia este es 2" — 1. Es més, como
el polinomio caracteristo de la forma lineal ¢ tiene grado n y ademas es divisible por
el polinomio minimo de o, deducimos que este también es " — 1. Para finalizar, por el
Lema 3.12 podemos tomar un elemento o de Fyn» cuya 6rbita por o genere Fyn, es decir,
a genera una base normal de Fg» sobre [Fy. O

Somos capaces de afinar todavia mas el resultado anterior y tomar una base normal
generada por un elemento primitivo de F,». Ademds, como mcd(gq, ¢" — 1) = 1, todos los
elementos de dicha base serian a su vez primitivos. Este resultado fue demostrado por H.
W. Lenstra y R. J. Schoof en [10]:

Teorema 3.14. Para todo cuerpo finito Fy y para todo natural n, existe una base normal
de Fyn sobre I, formada por elementos primitivos.
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Para comprobar que un elemento o genera una base normal, podemos utilizar el Teo-
rema 3.2 y calcular el determinante de la representacién matricial de la base {o, ..., an}
dada por «; = ad™’ para 1 < ¢ < n. Sin embargo, en el caso particular en el que n es
una potencia de la caracteristica del cuerpo, podemos utilizar el siguiente teorema de [18,
p. 186] para evitar el célculo del determinante:

Teorema 3.15. Sea a un elemento de Fgn y n = p® siendo p la caracteristica de F,.
Entonces a genera una base normal de Fyn sobre F,, si y solo si Tr(a) # 0.

Vamos a terminar el capitulo anadiendo algunos resultados sobre bases normales
duales.

Teorema 3.16. La base dual de una base normal es también normal.

Demostracion. Sean Ay B las representaciones matriciales regulares de una base normal
y de su base dual respectivamente. La matriz de trazas viene dada por A'B, y esta es la
identidad por ser duales entre si. Claramente la representaciéon matricial de una base es
una matriz simétrica si y solo si dicha base es normal. Como A = A'y B = (A)7! es
evidente que B = B!, por lo que es una matriz simétrica y por tanto la representacién
matricial de una base normal. O

Por ultimo, aunque sea relativamente compleja de calcular, en [5] tenemos una con-
dicion necesaria y suficiente bajo la cual una base normal resulta ser autodual:

Teorema 3.17. Sean {ai,...,an} una base primal normal generada por a € Fpn y
{B1,...,Bn} su base normal dual, y sea la matriz G = (Tr(cnuf;)). Entonces la base
primal es autodual si y solo si G es una matriz simétrica y Tr(a?) = 1.
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Capitulo 4

Polinomios primitivos

En esta parte, recordamos el concepto de primitividad ya visto para los elementos de
un cuerpo finito F,m y lo extenderemos a los polinomios en IF,[z] de grado m para los que
sean raices. Nos serd util relacionar el orden de un elemento con el minimo exponente e
para el que su polinomio irreducible divida a z¢ — 1.

4.1. Orden de polinomios

Sabemos que un polinomio irreducible f de grado m en F,[z] divide a 29" — z (Lema
2.12). Si suponemos que f(0) # 0, tenemos que f divide a 29" ! — 1. Necesariamente
existe un exponente minimo e para el que f divide a ¢ — 1, lo que nos servirda de base
para desarrollar el concepto de orden de un polinomio.

Definicién 4.1. Sea f € F,[x] un polinomio no nulo. Si f(0) # 0, llamaremos orden de
f (ord(f)) al menor entero positivo e tal que f|lx®—1. Si f(0) =0, descomponemos f de
forma que f(x) = 2"g(x) y g(0) # 0, en cuyo caso ord(f) =ord(g).

Vamos a justificar esta definicion de forma maés rigurosa mediante el siguiente resul-
tado:

Lema 4.2. Sea f € F [z] de grado m =1 y f(0) # 0. Entonces existe un entero positivo
e < qm —1 de forma que f(x)|(z¢—1)

Demostracion. El cociente F,[x]/(f) contiene ¢" — 1 clases no nulas. Por tanto, entre las
q™ clases de elementos z° + (f),0 < i < ¢"™ — 1, por el principio del palomar, tiene que
existir al menos un par de clases " y z°, 0 < r < s < ¢™ — 1, de forma que 2" = z*°
(méd f). Como f(0) # 0, entonces f y x son relativamente primos, por lo que 257" =

(méd f), es decir, f|(z*™" —1). O
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Alternativamente, se puede caracterizar el orden de un polinomio irreducible a partir
del orden de sus raices:

Teorema 4.3. Sea f € F,[z] polinomio irreducible de grado m vy tal que f(0) # 0.
Entonces ord(f) es el orden de cualquiera de sus raices en Fgym.

Demostracion. Sea « una raiz de f. Por el Lema 2.11 sabemos que a® = 1 si y solo si
fl(z¢ = 1). El resultado queda probado al recordar que todas las raices de un polinomio
irreducible tienen el mismo orden en Fym. O

Como corolario inmediato, dado que el orden de todo subgrupo divide al orden del
grupo en el que estd contenido, tenemos:

Corolario 4.4. Si f € F [z] es un polinomio irreducible de grado m, entonces

ord(f)(¢™ —1).

El orden (e) de un polinomio f puede entenderse también como el menor polinomio
ciclotémico ®, para el cual f|®., pues todas las raices de f son de orden e, y es precisa-
mente el total de elementos de orden e lo que forma las raices de ®.. Si utilizamos [11,
Teorema 2.47], obtenemos que el nimero de factores irreducibles de orden m de ®, es
¢(e)/m (siendo ¢ la funcién fi de Euler). Profundizaremos en este tema en el capitulo 7.

Estamos en condiciones de calcular el nimero de polinomios irreducibles de un cierto
orden en un cuerpo finito, como se demuestra en [11, Teorema 3.5].

Teorema 4.5. Si e = 2 y m es el orden multiplicativo de ¢ (méd e), entonces existen
o(e)/m polinomios irreducibles monicos de grado m y orden e en Fy[x].

St e =m =1 existen 2. En cualquier otro caso, no existe ninguno.

En particular, el grado de un polinomio irreducible de orden e en F,[z] es el orden mul-
tiplicativo de g (méd e).

Vamos a intentar obtener el orden de cualquier tipo de polinomio, empezando por el
caso de potencias de polinomios irreducibles y después productos de irreducibles coprimos
entre si.

Lema 4.6. Si d es un entero positivo, entonces un polinomio f € F,[z] con f(0) # 0
divide a % — 1 si y solo si ord(f) divide a d.

Demostracion. Si e =ord(f) divide a d, entonces f|(z¢— 1)y (z¢ — 1)|(z? — 1).

Reciprocamente, si f|(z¢ — 1), entonces d > e y mediante divisién entera de d por e
obtenemos d = me +r para algtin r < e, de forma que (z¢—1) = (2™ —1)z" + (2" — 1),y
dado que f|(2™¢—1) concluimos que f|(z"—1). Esto lleva a contradiccién, ergo r = 0. [

Este lema es de vital importancia para dar restricciones sobre el orden de polinomios
no irreducibles. En particular, lo usaremos para los casos de potencia de tinico polinomio
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irreducible y de producto de polinomios irreducibles coprimos entre si. Una vez vistos
estos casos, veremos también que podemos considerar el caso de un polinomio cualquiera.

Teorema 4.7. Sean g € Fy[z] un polinomio irreducible con g(0) # 0, ord(g) = e y
p =car(F,). Si f = ¢® para b € N y t es el menor entero positivo que cumple p* > b,
entonces ord(f) = ep'.

Demostracién. Denotamos ¢ =ord(f). Viendo que g|f y f|(z¢ — 1), por el Lema 4.6
tenemos que elc. Ademds, f|(z¢ — 1)° y (z¢ — 1)*|(z® — 1)?" = %' — 1. De nuevo por
el Lema 4.6, c|ep'. Tenemos que ¢ = ep" para algiin u < t, pues por el Corolario 4.4,
sabemos que p t e, y ademés x¢ — 1 tiene solo raices simples. Deducimos que 2" — 1
tiene todas sus raices de multiplicidad p*. Como ¢°|(z°" — 1), como las raices de ¢° son
de multiplicidad b, deducimos que b < p* y por definiciéon de t, tenemos que u > t. O

Teorema 4.8. Sean gy, ..., gr polinomios irreducibles (no nulos) en F,[x] coprimos entre
si y de ordenes respectivos e;,1 < i < k. Si f =g1...qx, entonces ord(f) =e;...eg.

Demostracion. Sin perder generalidad suponemos que g;(0) # 0 para todo i. Denotamos
e =ord(f) y ¢ = mem(ey, ..., e;). Cada g; divide a 2 — 1y a 2° — 1. Por coprimalidad
de los g;, obtenemos que f divide a ¢ — 1. Por el Lema 4.6, e|c y tanto f como cada g;
divide a z¢ — 1. Aplicando de nuevo 4.6, tenemos que cada e;|e, por lo que cle O

Durante la demostracion del teorema anterior, no es necesario utilizar que los g; sean
irreducibles, basta con que sean coprimos. Por tanto, podemos entonces obtener sin mucha
dificultad el resultado buscado para el caso general:

Teorema 4.9 (Orden de un polinomio). Sean F, cuerpo finito de caracteristica p, y f
un polinomio en Fy[z] con factorizacion en producto de polinomios irreducibles monicos
f= agll’1 e gZ’“, para algin a € Fy.

Entonces ord(f) = ep', donde e = mem(ord(gy),...,ord(gx)) y t es el menor entero
positivo tal que p* = max(by, . .., by)

Procederemos a calcular los érdenes de algunas transformaciones algebraicas simples,
siendo la primera de ellas el polinomio reciproco, que introduciremos a continuacion.

Definicién 4.10. Sea
f(x) = apa" + -+ + ap € Fylx]

Se define el polinomio reciproco de f como

f*(x) = apa" + - +a, = 2" f(%)

Bésicamente, el polinomio reciproco (de uno dado) es aquel en el que se invierte el
orden de sus coeficientes. Calculamos ahora su orden:
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Teorema 4.11. Sea f € F [z] un polinomio no nulo. Entonces ord(f) = ord(f*).

Demostracion.

» (Caso f(0) # 0). Por el Lema 2.11, tenemos que f|(z®—1) (para algin e) si y solo si
F*|(z¢ —1): si @ es una raiz de f que verifica a® = 1, entonces (a™1)¢ = (a®)™! =1,
siendo a1 una rafz de f*.

» (Caso f(0) =0) Sea f(z) = a"g(z) con g(0) # 0. Entonces ord(f) = ord(g) =
= ord(¢g*). Como ¢g* = f*, hemos terminado. ]

La siguiente transformacion esta dada por el cambio de la variable = a la variable —x
[11, p. 81]. Nétese que esta transformacién no es relevante en cuerpos de caracteristica 2.

Teorema 4.12. Sean q una potencia de primo impar y f € F,[z] tal que f(0) # 0. Sean
e el orden de f(x) y E el orden de f(—zx).

» Sie=0 (méd 4), entonces E = e
= Sie es impar, entonces E = 2e

» Sie=2 (mdd 4) y todos los factores irreducibles de f tienen orden par, entonces
E =¢/2.
En otro caso, tenemos que E = e.

4.2. Primitividad

En esta seccién, vamos a definir y caracterizar el concepto de primitividad aplicado a
los polinomios, utilizando su orden.

Definicién 4.13. Diremos que un polinomio f € F,[z] de grado m es primitivo sobre
F, si es el polinomio minimo (por tanto irreducible) de un elemento primitivo de FFym.

Los polinomios primitivos de grado n nos permiten clasificar los elementos primitivos,
agrupandolos de n en n mediante la relacién de conjugacién. Que los elementos de esta
agrupacion son distintos es evidente por este lema:

Lema 4.14. Si f € F [z] es un polinomio primitivo de grado n, entonces f tiene n raices
distintas

Demostracion. Por el Teorema 2.13, las raices de un polinomio primitivo de grado n son
los n conjugados de alguna de sus raices, a. A su vez, estas raices son distintas. O
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Dado un entero positivo m, sabemos que en el grupo ciclico de orden m hay exacta-
mente ¢(m) elementos de orden n. Si ¢ = p™, considerando el grupo multiplicativo de F,,
existen ¢(q — 1) elementos de orden g — 1, esto es, ¢(¢ — 1) elementos primitivos. Si los
agrupamos segun el polinomio primitivo del que sean raiz, seremos capaces de contar el
nimero total de polinomios primitivos.

(g™

. —1 . . L .
Teorema 4.15. Ezisten exactamente ‘bT) polinomios primitivos monicos de grado n

en F,[z]

Demostracion. En Fn existen ¢(¢™"—1) elementos primitivos sobre IF,,. Si agrupamos estos
elementos por conjugacion, cada clase proporciona las n raices de un polinomio primitivo
de grado n. Por el Teorema 2.13, estas son distintas entre si. Entonces el niimero total de
polinomios primitivos moénicos sobre un cierto cuerpo viene dado por el nimero de estas
clases, w. O

Vamos a dar dos caracterizaciones para polinomios primitivos. La primera es la maés
sencilla:

Teorema 4.16. Sea f € F,[z] un polinomio de grado m. Entonces f es primitivo si y
solo si f(0) #0 y ord(f) = q™ — 1.

Este resultado es sencillo de demostrar utilizando los Teoremas 4.7, 4.8 y 4.9, que
caracterizan el orden de un polinomio. Ademads, la hipdtesis f(0) # 0 sirve para descartar
elcasom=1,¢q=2, f(x) ==

El siguiente lema, derivado de la caracterizacién anterior, nos ayudara a probar otra
condicién equivalente a la de primitividad.

Lema 4.17. Sea f € F [x] un polinomio de grado positivo con f(0) # 0 y sea r el menor
entero positivo tal que exista algin a € F} de forma que 2" = a (mdd f(z)). Entonces
ord(f) = hr, donde h es el orden multiplicativo de a en F.

Demostracion. Definimos e = ord(f). Como 2¢ = 1 (méd f), tenemos que e = r. Rea-
lizamos una division entera para obtener e = sr 4+t con 0 < t < 7. Se tiene que
1 = 2t = ¢®z' (méd f). De forma inmediata ' = a=* (mdéd f), esto es, 2! = b
(méd f) para algtin b € F}. Como r es el minimo entero positivo que cumple esa con-
dicién, deducimos que ¢t = 0. Entonces a®* = 1 (méd f), por lo que hls. Como h < s,
tenemos que sr = e > hr. Por tltimo, como 2" = a" = 1 (mdd f), deducimos que
e < hr y por tanto e = hr. m

Estamos en condiciones de enunciar y demostrar la segunda caracterizacion de primi-
tividad:

Teorema 4.18. Sea f € F,[z] un polinomio mdnico de grado m > 1.
Entonces el polinomio f es primitivo si y solo si (—1)™f(0) es un elemento primitivo de
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F,, y ademds el menor entero positivo r para el que 2" = a (méd f(x)) para algin a € F,

esr=(¢" —1)/(¢—1).
En el caso en el que f es primitivo, entonces " = (—1)™ f(0) (méd f(z)).

Demostracion.
e Si f es primitivo, entonces alguna de sus raices es un elemento primitivo o € Fym.
Viendo que f es el polinomio caracteristico de o en F, y calculando N, /r, (), tenemos
que

(=1)™f(0) = ola"=1)/(a=1)
De manera inmediata, el orden en F, de (—1)"f(0) es ¢ — 1, por lo que este elemento es
primitivo en [F,.
Ahora, como f es el polinomio minimo de « sobre I, de la expresiéon anterior deducimos

2@ D@D = (1) £(0)  (méd f(z))

de forma que r < (¢™ —1)/(¢ — 1). Ademés ¢™ — 1 = ord(f) por el Teorema 4.16 y
ord(f) < (¢ — 1)r por el lema anterior. Entonces r = (¢™ — 1)/(q — 1)

e Para el reciproco, por el lema anterior y r = (¢™ — 1)/(¢ — 1), tenemos que ord(f)
es coprimo con ¢q. Por el Teorema 4.9, deducimos que f no tiene factores irreducibles
con potencia mayor que 1, es decir, f es producto de factores irreducibles coprimos,
f=fi...fx, siendo cada f; de grado m;. Tenemos que ord(f;)[(¢"™ — 1) y ¢" — 1 divide
a

d= (g™ —1)...(¢"™ = 1)/(g— 1"
de modo que ord(f;)|d para todo 1 < i < k. Por el Lema 4.6, deducimos que f;|(z? — 1)
para todo 7 y por ser estos los factores irreducibles (coprimos) de f, su producto f también
divide a 2% — 1.

Si suponemos que k > 2, entonces
d<(¢mT™ —1)/(g—1) =(¢"-1D/(g-1) =r

contradice que r sea el minimo de los 2" = a (méd f(z)) para algin a € F,, por lo que
k =1y f esirreducible.

Para terminar, veamos que el orden de f es ¢™ — 1. Sea 8 € Fym raiz del polinomio
primitivo f. Sabiamos que
(1) f(0) = B DlaD =
con lo que 8" = (=1)"f(0) y 2" = (=1)" f(0) (méd f(x)). El orden de (—1)™f(0) en F;
es h = q— 1, y tenemos que ord(f) = hr = ¢™ — 1.
Como f es irreducible, concluimos que f es primitivo n

4.3. Construcciones de polinomios primitivos

Vamos a dirigir nuestro enfoque a casos particulares, construyendo polinomios primiti-
vos a través de transformaciones algebraicas de otros o estudiando familias de polinomios
primitivos dentro de cuerpos finitos concretos.
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Algunos autores, como Z. X. Wan, utilizan el término periodo de un polinomio de
manera alternativa al orden, utilizando una definicién distinta pero equivalente:

Definicién 4.19. Consideramos f(x) € F,[z] un polinomo irreducible de grado n, tal
que f(x) # x. Tenemos que Fy[x]/(f(z)) define un cuerpo finito isomorfo a Fypn por el
Teorema 2.5. Llamamos periodo de f al orden de la clase de residuos sobre Fy. que
contiene al elemento x.

Veamos que, en efecto, ambos conceptos son equivalentes.

Teorema 4.20. Sea f € F (x| un polinomio irreducible monico de grado n, de tal forma
que f(x) # x. Entonces el periodo de f es el orden de f.

Demostracion. Por el Teorema 2.13, las raices del polinomio f son conjugadas, y por tanto
tienen el mismo orden. Denotamos este orden por e y el periodo de f por [. Entonces
fl(z® —1). Tenemos que ¢ =1 (méd f(x)). Deducimos que [|e.

Si o una rafz de f, tenemos que o — 1 = 0, por lo que [ divide al orden de «, ergo al
orden de f, e. Concluimos que [ = e. O

Podemos obtener un resultado que nos servira para recordar el Teorema 4.16.

Corolario 4.21. Sea f € F,[x] un polinomio irreducible de grado m tal que f(x) # x.
Entonces f es primitivo si y solo si el periodo de f es ¢™ — 1.

Como resultado del teorema que veremos a continuacién, podemos obtener facilmente
parejas de polinomios primitivos.

Teorema 4.22. Sea f € F,[z] un polinomio de grado n tal que su término independiente
es no nulo (ag # 0), y sea f* su polinomio reciproco. Entonces f es irreducible si y solo
si f* es irreducible. Ademds, f es primitivo si y solo si f* es primitivo.

Demostracion. Empecemos por demostrar que la irreducibilidad de f es equivalente a la
de f*.

Supongamos que f = gh es reducible. Denotamos k el grado de g y n — k el grado de h.
Entonces

fix) = 2" f(1/x) = (a*g(1/2))(@"""h(1/2)) = g*(2)h*(z)
Por tanto, f* es reducible. Como el término independiente de f es no nulo, tenemos que

(f*)* = f. Por tanto f es reducible si y solo si f* es reducible, que es lo que queriamos
ver.

Por 1ltimo, supongamos que f es primitivo. Sabemos que f # x por ser ag # 0. Como
f es primitivo, es un polinomio irreducible de orden ¢™ — 1. Por el Teorema 4.11 f* es
de orden ¢" — 1, y por lo visto en esta demostracion, también es irreducible. Usando el
corolario anterior, concluimos que f* es primitivo.
La otra implicacion es anéloga. O
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Para finalizar el capitulo, vamos a estudiar un caso en el que todos los polinomios
irreducibles sean primitivos. Particularmente, esto ocurre cuando se consideran polino-
mios de grado p un numero primo sobre el cuerpo finito de 2 elementos, Fy, y de forma
que 2P — 1 sea a su vez un numero primo, es decir, p es el exponente de un primo de
Mersenne.

Teorema 4.23. Sea p un entero positivo. Si 2P — 1 es un numero primo, entonces p es
primo y todo polinomio irreducible de grado p sobre Fy es primitivo.

Demostracion. Supongamos que existe un factor propio de p, denotado m, de forma que
1 < m < p. Entonces 2™ — 1 es un factor propio de 2P — 1, lo que es imposible por ser
este primo.

Por otro lado, p # 1 pues en este caso 2P — 1 = 1 no serfa primo. Concluimos que p es
primo.

Consideramos Fy» la extension de Fy dada por un polinomio irreducible de grado p.
Dentro del grupo multiplicativo F3,, todo elemento distinto de 1 tiene como orden un
divisor propio de 2P — 1. Como este nimero es primo por hipétesis, el orden es 2P — 1.
Sea f un polinomio irreducible de grado p. Trivialmente f(x) # x. Si « es una raiz de f,
tenemos que « # 0, 1. Por tanto, el orden de «, asi como el orden de f, es igual a 27 — 1.
Por el Corolario 4.21, obtenemos que f es primitivo. O]

Parece intuitivo que se puedan encontrar otros casos similares considerando polinomios
de grado ¢"—1, siendo ¢ una potencia de primo. No obstante, si ¢ es impar, necesariamente
g = 3yn = 1. Por otro lado, si g es una potencia de 2 (mayor que 2), entonces no podemos
utilizar un analogo de la demostracion anterior, puesto que en ella utilizamos que todo
elemento distinto de 1 de [}, es primitivo, lo cual no ocurre cuando ¢ = 2" para algin
n> 1.
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Capitulo 5

Polinomios irreducibles

Hemos visto que los polinomios irreducibles son fundamentales a la hora de generar
extensiones de cuerpos finitos, asi como caracterizar los polinomios primitivos. Como
consecuencia, nos es util saber caracterizar también los polinomios irreducibles, ademas
de poder construirlos en casos particulares.

5.1. Criterios de irreducibilidad

Los resultados de esta seccién estan basados en el capitulo 10 de Lectures on Finite
Fields and Galois Rings [18].
Comenzamos viendo una caracterizaciéon sencilla de la irreducibilidad

Teorema 5.1. Sea f € F [z] un polinomio de grado n > 1. Entonces f es irreducible si
y solo si se verifican la condiciones siguientes:

1 fl(z?" —x).

2. med(f, 21— x) =1 para todo i tal que 1 <i < n.

Demostracidn. Si f es irreducible, vimos en el Lema 2.12 que f|(z?" — z). Ademds, es
evidente que n t i para 1 <4 < n, por lo cual, aplicando de nuevo el Lema 2.12, f { (29 —x)
para 1 < i < n. Por ser f irreducible, se cumple la condicién (2).

Si f es reducible, entonces tiene un factor irreducible de un grado menor que n.
Denotamos a ese factor por g, de orden m. Entonces tenemos que g|(x?" — x). Por tanto,
la condicién 2 no se cumple, pues glmed(f, 27" —z) y 1 < m < n. ]

Podemos ver también algunos resultados sencillos que nos dan condiciones necesarias
para que un polinomio sea irreducible.
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Teorema 5.2. Sea f € F,[x] un polinomio. Si f es irreducible, entonces:

1. El término constante de f es no nulo.
2. La suma de los coeficientes de [ es no nula.

3. med(f, f'(x)) =1

Demostracion. (1) es trivial.
(2) se demuestra viendo que si f es de grado mayor que 1 y la suma de sus coeficientes
es nula, entonces (z — 1)|f.

Veamos la condicién (3). Claramente f no tiene raices multiples, pues si tuviera alguna
entonces no se cumplirfa el Teorema 2.13. Ademds, med(f, f'(x)) # 1 si y solo si f tiene
alguna raiz multiple. O

De forma similar al capitulo anterior con la primitividad, podemos obtener mas crite-
rios de irreducibilidad, o bien restringiendo los tipos de polinomios con los que trabajamos,
o bien la caracteristica de los cuerpos finitos en los que se encuentran.

Vamos a comenzar viendo algunos criterios para binomios:

Teorema 5.3. Sean t un entero positivo mayor que 1 y a € IF;‘ tal que ord(a) = m con
m > 1. Entonces el binomio x* — a € F,[x] es irreducible sobre F, si y solo si verifica las
condiciones siguientes:

1. Todo divisor primo de t divide a m y no divide a (g — 1)/m.
2. St 4|t, entonces 4|(q — 1).

Esta demostracién tal y como estd escrita en [18, Teorema 10.7] resulta bastante
laboriosa. Por ello, nos enfocaremos en el caso en el que ¢ es un nimero primo. En
particular, esto vuelve redundante la segunda condicion.

Demostracién. En primer lugar, justificaremos que m|(q —1). Sabemos que a?~! = 1 por
ser un elemento de F,, por lo que el orden de a tiene que dividir a ¢ — 1.

Supongamos que se cumple la condicién (1). Sea o una raiz de 2* — a y sea g € F [x]
su polinomio minimo sobre F,, con grado d. Podemos suponer que d > 1. Considerando
las raices conjugadas de « (todas distintas entre si), tenemos que

)

Veamos primero que ord(a) = tm. Por ser « raiz de z* — a, o' = a. Como el orden de a
es m, deducimos que el orden de « divide a tm. Si suponemos que ord(a)) < tm, entonces
existe un nimero primo r tal que r[tm y o™ = 1. Ademés, o bien r|m, o bien 7|t y,
por la condicién (1), rlm. Concluimos que a™™ = 1, lo que contradice la hipétesis de
ord(a) = m. Por tanto ord(«) = tm.

Como «a € F 4, tenemos que a4'~1 = 1. Entonces, como ord(a)|(¢? — 1), deducimos que
tm|(q? — 1). En particular, ¢ =1 (méd tm). Sabemos que d es el menor entero positivo
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para el cual ¢¢ =1 (mdd tm), pues en caso contrario g(x) no serfa irreducible. Por tanto,
el orden multiplicativo de ¢ (mdéd tm) es d.

Por otro lado, tenemos que
¢ —1= (-1 +q¢ 7+ +q+1)

Ademds, ¢ =1 (mdéd t) para todo 0 < 7 < t. Por tanto, t|(¢ '+ ¢ 2+ --+¢q+1). Como
m|(q — 1), tenemos que ¢* —1 =0 (mdéd mt). Hemos obtenido que ¢' =1 (mdéd mt), por
lo cual el orden de g en Z¥, divide a t, esto es, d|t. Deducimos que d = t por ser ¢ primo
y concluimos que el polinomio irreducible de « tiene grado ¢, por lo que es exactamente
zt — a.

Veamos ahora la implicacion reciproca.
Supongamos que (1) no se cumple. Entonces, o bien ¢ {m, o bien ¢ divide a (¢ — 1)/m.
Si t[(q — 1)/m, denotamos (¢ — 1)/m = ts para algiin natural s. Denotamos por ;' al
conjunto de elementos de F; que son potencia t-¢sima de algin elemento de F}. Es fdcil
ver que F}* tiene (¢ — 1)/t = ms elementos. Ademads, ' tiene un tinico subgrupo de
orden m, que estd generado por el elemento a de orden m. Tenemos que a = b' para
algin b € ;.
Entonces a2t — a = x' — b' tiene a x — b como divisor propio.

Supongamos ahora que t no divide a m ni a (¢ — 1)/m. Evidentemente tampoco
divide a ¢ — 1. Entonces t es coprimo con ¢ — 1 y podemos tomar un natural s de forma
que ts = 1 (méd ¢ — 1). Entonces a* = a®@"D+! = g, escogiendo un natural e tal que
ts+1 = e(q—1). Para concluir, tenemos que z* —a = x' —a'* y obtenemos a x — a® como
factor de z' — a. O

Es evidente que ningiin binomio es irreducible sobre [F5. Veamos un binomio irreducible
en Fya: consideramos el polinomio % + 23 + 22 + x + 1 irreducible sobre Fy, y o una raiz
de este polinomio. Podemos calcular el orden de «, que es 5. Deducimos que el polinomio

2° — « es irreducible sobre Fyg.

Podemos obtener rapidamente familias de polinomios irreducibles considerando la
caracterizacién anterior para t = r* para cualquier entero positivo k y ciertos primos r.

Corolario 5.4. Sea a € F} tal que ord(a) = m > 1 y sean k un entero positivo cualquiera
y r un niamero primo tal que r|(q — 1) y r t (¢ — 1)/m. Para el caso r = 2,k = 2,
supongamos que 4|(qg — 1) .

Entonces, el polinomio 2™ — a € F,[x] es irreducible.

Demostracién. r* tiene a r como tnico factor primo. La condicién (1) del teorema anterior
se cumple por hipdtesis. Para 7 impar o k < 1, entonces 4 1 r* y (2) se cumple de manera
trivial. Si r = 2 y k > 2, entonces por hipétesis se cumple (2). ]

Por ejemplo, consideramos f(x) = 2% + x — 1 € Fs3[x] y o una raiz de f. Es ficil
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calcular que « tiene orden 8 en Fy. Entonces el polinomio 22" — « es irreducible sobre Fy

para todo entero positivo k, pues 28 =q—1y 211 = (¢—1)/m.

Después de trabajar sobre binomios, es natural continuar con el tipo de polinomio
directamente mas complejo. A continuacién vamos a caracterizar mediante dos resultados
la irreducibilidad de un tipo particular de trinomios, dado por a? — ax — b sobre I, y
siendo ¢ = p".

Teorema 5.5. Sean p un niumero primo y q = p" para algin entero positivo n. Entonces
el trinomio a? — x — b e Fy[x] es irreducible si y solo si Trg,m,(b) # 0.

Demostracion. Sea o una raiz de 2P — x — b. Es inmediato que o = a — b. Si elevamos
ambos lados de la expresién anterior a la p-ésima potencia de forma iterativa, es sencillo
ver que

o =0+ 4 +b4+a ,parai=12,...

Entonces )
al =" +-+b+a =Tk, b) +a

Si Trg,/r,(b) = 0, entonces a? — o = 0. En consecuencia, el polinomio irreducible de a se
descompone en [y, y en particular z — o divide a 2 — 2 — b.

Por otro lado, sit =Trp, /r,(b) # 0, entonces elevando a la g-ésima potencia la expresion
anterior de forma iterativa, tenemos que

af =a+it parai=1,2,....p—1lya? =a

Entonces a induce p elementos conjugados sobre F,, por lo cual son las raices de un
polinomio irreducible de grado p, el cual podemos considerar que es 2P — x — b. O

Como caso particular, consideremos b € [F,, tal que b # 0y ¢ = p" tal que p 1 n.
Entonces Tty /r,(b) = nb # 0.
Por ejemplo, 22 — x — 1 es irreducible sobre Fssn+x para todon e Ny parak =10k = 2.

El resultado anterior nos sera de ayuda para probar un caso concreto dentro de la
demostracion para el caso de trinomios mas generales que queriamos ver:

Teorema 5.6. Sean p un nimero primo y q una potencia positiva de p. Dados a,b € F}
tenemos que f(x) =z —ax — b es irreducible sobre F, si y solo si existe algin ag € F;

tal que a = a¥”" y ademds Trg, v, (b/ag) # 0

Demostracion. Supongamos que a = ag_l y Trg,r,(b/ag) # 0. Entonces,

f() = aj ((%) ) (%) ) <%>)

Si hacemos el cambio de variable y = %, por el teorema anterior, y? — y — (

)

c?*el@

irreducible, por lo que f también lo es.
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1 .

Supongamos ahora que a # a = para cualgier o € F,. Denotando l(z) = 2P — az,
tenemos que I(z) tiene a 0 como tnica raiz en F,. Si consideramos a [ como aplicacién de
F, en F,, podemos razonar que es inyectiva: para c,d € I,

lle)=ld)="—d’P —c+d=(c—d)P —(c—d) =l(c—d)

entonces [(c) = I(d) si y solo si ¢ = d porque [ solo se anula en 0. Ahora, por ser F,
finito, [ es biyectiva y suprayectiva. Entonces, para todo b € F, existe un a € F, tal
que o —aae — b = 0. Si consideramos el elemento b de la hipétesis, tomamos el o
correspondiente y (z — a)|f, ergo f es reducible.

Solo nos falta ver el caso a = af~' para algiin ag € F¥ y Tre,r,(b/ag) = 0.
Si hacemos de nuevo el cambio de variable a y? — y — (%), podemos aplicar el teo-
0

rema anterior y obtenemos que tanto este polinomio como f son reducibles por ser
Tr]Fq/IF'p (b/ag) = 0. ]

Siguiendo la idea del ejemplo anterior, si @ € F, y a # 1, entonces el polinomio
P — ax — b es reducible sobre I, para todo b € [F,,, puesto que para cualquier aq en este
cuerpo, se verifica que ag_l =1+#a.

Como ejemplo de polinomio irreducible, tomamos a € Fo5 raiz de 2 — 2 en F5[z].
Entonces el polinomio 2°+z—a = 2°—(—x)+a es irreducible sobre Fo5, pues a* = 4 = —1
y ademds b/a® = a/(—a) = =1y Trp,,m,(—1) = =2 # 0.

5.2. Transformaciones de polinomios irreducibles

Una pregunta interesante es qué transformaciones de polinomios irreducibles van a
ser a su vez irreducibles. Por ejemplo, sabemos que, dado f un polinomio irreducible
de grado n, su reciproco, dado por z"f(x™!), va a ser también irreducible de grado n.
Podemos ver algo similar al trabajar con otra transformacién parecida: si tenemos que el
par (a,b) no es proporcional a (¢, d), esto es, ad — ¢b # 0, entonces (cx + d)" f (‘;ﬁg) sera
también irreducible y de grado n.

La progresion natural es considerar situaciones que generalizan las transformaciones
previas, polinomios de la forma g(z)"P (f(x)/g(x)). En este caso, f y g tienen que ser
coprimos, pues de lo contrario el polinomio resultante seria h(z)" (go(z)" P (fo(z)/g90(2))),
siendo h el maximo comun divisor de f y g, (de grado mayor que 0) y denotando

folx) = fz)/h(x) y go(z) = g(x)/h(x).

Teorema 5.7. Sean f(z), g(x) y P(x) polinomios sobre F, tales que P(x) es irreducible
de grado n.

Entonces el polinomio g(x)"P (f(x)/g(z)) es irreducible sobre F, si y solo si existe una
raiz A € Fyn de P(x) tal que f(z) — Ag(x) es irreducible sobre Fn.

Ademdas, si P(x) # cx para c € [y, entonces el polinomio dado por dicha transformacion
es de grado hn, donde h es el maximo de los grados de f y g.
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Demostracion. Vamos a denotar Py (z) = g(z)"P (f(z)/g9(z)).

Veamos primero el caso P(x) = cx para c € F;. Tenemos que Py (z) = c¢f(z). Ademas,
la tinica raiz de P es 0. Esté claro que c¢f(x) es irreducible si y solo si f(z) = f(x)—0g(x)
también lo es.

Queda probar el resultado para P(x) # cx. Lo dividimos en los casos n =1y n > 1.
Si n = 1, consideramos P(x) = x — ¢ para algtin ¢ no nulo, que es la tnica raiz de P.
Entonces Py (z) = f(x) — cg(z), y el resultado es trivial.
Supongamos que n > 1. Sea d(x) = mem(f(z), g(x)). Es evidente que d(x) divide a Py (x)
v a f(xz) — Ag(x) para cualquier raiz de P(z), A. Si tenemos que d(z) # 1, entonces Py (z)
y f(x) — Ag(x) son reducibles.

Para terminar, vamos a suponer que d(z) = 1 y que v es una raiz de P,. Entonces
f(7)/g() es una raiz de P, a la que llamaremos A € F». Tenemos que f(y) = Ag(y).
Entonces v es una raiz del polinomio f(x) — Ag(x) de grado h sobre Fyn = F,[A].

Para finalizar, tenemos que [Fy[A] : F,] = n ( y ademads el grado de P, (z) sobre F, es
claramente hn), por lo que los siguientes enunciados son equivalentes:

» P,(z) es irreducible sobre F,.

[Fi[v] : Fy] = hn.
= [Fo[v] : Fo[A]] = R

» f(x) — Ag(z) es irreducible sobre Fn. O

Durante el resto de la secciéon, utilizaremos A al referirnos a una raiz cualquiera del
polinomio irreducible P(x) y P.(x) para el polinomio que resulta de la transformacién
vista en el resultado anterior para polinomios f y g dados.

Podemos aplicar el resultado anterior de manera inmediata cuando f(x) — Ag(z) es uno
de los binomios o trinomios que hemos visto en la seccién previa. Por ejemplo, si g(z) = 1
la coprimalidad es inmediata, por lo que solo necesitamos ver que f(x)— A es irreducible
sobre F,[A].

En el caso de f(x) = 2, necesitamos ver que el binomio ' — A es irreducible sobre F .

Teorema 5.8. Sean t un entero positivo y P(z) € Fy[z] un polinomio irreducible de grado
n y orden e, que no sea de la forma cx. Entonces P(x') es irreducible sobre F, si y solo
Si:

1. Todo divisor primo de t divide a e y no divide a (¢" — 1) /e.
2. Si 4]t, entonces 4|(¢" — 1).

Tomamos como ejemplo el polinomio x° — a sobre Fi4 (siendo « rafz de z* + 23 +

22 4+ z + 1) que vimos anteriormente. Tenemos que su orden es 25, por lo que el binomio

%" — a es irreducible sobre Fi para todo n > 1.
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Podemos seguir un proceso analogo cuando f(z) es un trinomio de la primera forma
vista:

Teorema 5.9. Sean p un nimero primo, q una potencia de p y P(x) un polinomio
irreducible de grado n sobre F,. Para i € {0,1,...,n} denotamos por ¢; al coeficiente
asociado a la potencia x* de P(x). Sea también b € F,. Entonces P(xP—x—b) es irreducible
sobre Fy si y solo si Trg, jw,(nb + ¢p_q) # 0.

Demostracién. Es suficiente notar que Trg ., /r, (b + A) = Trr, /e, (Trg, . r, (b + A))
y que Trg , r,(b+A) = nb+Trg . r,(A) = nb+c,—1. Al aplicar el Teorema 5.5, concluimos
la, demostracion. O

Cuando f(z) =22+ 1y g(x) =, f y g son coprimos y tenemos que f(x)— Ag(x) es
de nuevo un trinomio. En particular, la transformacién de cualquier polinomio P(z) de
grado n y con término constante no nulo serd de la forma P, (z) = 2"P(x + 2~ !), lo que
resulta claramente en un polinomio autorreciproco de grado 2n. Esto es porque

" Po(z™) = 2®x "Plat + (7)) = 2" P(x + 27) = Py(w)

Por el Teorema 5.7, la irreducibilidad de P, (z) en F, depende de la de z? — Az + 1. Al
estudiar este polinomio, hay algunas particularidades que dependen de la paridad de g:

= Si ¢ es par, entonces A es un cuadrado sobre Fyn, pues A" = Ay \ = (A?"/%)2 En
consecuencia, solo hace falta ver que la traza correspondiente es no nula.

» Si ¢ es impar, podemos obtener las raices de 22 — Az + 1 mediante el uso de la
férmula cuadratica. Para que este sea irreducible, necesitamos que VA2 —4 ¢ F .
Denotaremos por an al conjunto de elementos que son cuadrados sobre Fyn. La
condicién que buscamos es \* — 4 ¢ Fi2 = F2, — {0}.

Nos ser4 ttil ver que esto equivale a decir que (A2 —4)@"~D/2 = —1;

Lema 5.10. Sean q una potencia de un primo impar y o € Fyn. Entonces ald"=b2 =
sy solo si v ¢ IF;"%.

n

., . n__ _
Demostracion. Si o € Fi2, supongamos que a = €. Entonces a?" "1/ = el"=1) = 1,

Sia¢ F2‘3 , entonces a = 0" para algin elemento primitivo 6 y algin r tal que 2 1 r.
Podemos escribir a(¢"~1/2 = ¢7(@"=1/2 Por ser  primitivo, su orden es ¢" — 1. Ademsés,
como 2 1 7, tenemos que (¢" — 1) { r(¢" — 1)/2. Por tanto, §7@"~Y/2 2 1. Como las tnicas
raices cuadradas de la unidad son 1 y —1, deducimos que (" ~1/2 = —1, O

Ya estamos en condiciones de estudiar la irreducibilidad de Py (x) en ambos casos:

Teorema 5.11. Sea g = 2™ y P(x) = >\ ,c;ix’ un polinomio irreducible (de grado n)
sobre F,. Supongamos que co # 0. Entonces Py(z) = 2" P(x + x1) es autorreciproco de
grado 2n y ademds es irreducible sobre ¥y si y solo si Try, jr,(c1/co) # 0.
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Demostracion. Por el Teorema 5.6, necesitamos ver que Trg ./, (53) = Trp, . /m, (A 7%) # 0
(podemos ignorar el signo por ser caracteristica 2). Tenemos que A~! es raiz del polinomio
reciproco de P(z). Por tanto, el coeficiente de z"~! del polinomio irreducible y ménico
de A\71 es ¢ /cp, por lo que Trg,, w, (A1) = ¢1/co. Para terminar el resultado, podemos
ver que

Tr]Fqn/]FQ()\_2> = TTFQ/FQ(TFFqn/Fq(/\_Q)) = Trg,r, (TrFqn/IFq()\_1>>
Esto es debido a que Try , /]Fq()\_l) y Tre,. /]Fq()\_Q) son elementos de [F, conjugados sobre
5, por lo que sus trazas sobre Fy coinciden. O

Veamos como ejemplo el polinomio P(z) = 23 + x + 1 en Fy[x]. Tenemos que
Piz)=2*Plx+a D =a+at + 28 + 22 +1

En este caso, ¢1/co = 1y Py(x) es irreducible en F,[z] = Fox[x] si y solo si k es impar,
pues Try, /r, (1) = k.

Veamos ahora el caso de caracteristica impar:

Teorema 5.12. Sea q una potencia de un primo impar y P(x) un polinomio irreducible
de grado n sobre F,. Entonces Py(x) = 2" P(xz + 27') es autorreciproco de grado 2n y es
irreducible sobre Fy si y solo si P(2)P(—2) ¢ Fi>.

Demostracién. Como vimos antes, 22 — Az + 1 es irreducible si y solo si A2 — 4 ¢ IF:’;%, y
por el Lema 5.10, es equivalente a

—1=(\- 4)(q"71)/2 =
={[(=X+2)(—\ — 2)](q”’71)/(q71)}(q71)/2 —

n—1
= {[[2-A7)(-2 - )yl =
i=0
~ (PR)P(-2)) "
De nuevo por el Lema 5.10, P(2)P(—2) no es un cuadrado sobre Fyn. O

Veamos un ejemplo sobre F7. Por el Teorema 5.3, f(z) = x®—2 es irreducible sobre F;.
Como f(2)f(—2) = (—1)(—3) = 3y esto no es un cuadrado en F7, entonces z° f (z+2~!) =
23(2 + 32 + 3x7 + 273 — 2) = 2% + 32* — 22° + 322 + 1 es irreducible en F;[z].

Para terminar la seccién, vamos a ver un par de casos particulares de transformaciones
de polinomios irreducibles sobre Fy. En [8] podemos encontrar resultados que hacen uso
de transformaciones sencillas para construir sucesiones de polinomios irreducibles.

Teorema 5.13. Sea n un natural par y sea P(x) = > ¢z’ un polinomio irreducible
sobre Fos. Construimos la secuencia dada por

Fy(z) = P(x)

1
Fiq = (22 N2 e ——— k>0
ke = (7 o+ ) k<x2—|—x+1>’
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Capitulo 5. Polinomios irreducibles

Entonces todo polinomio de esta sucesion es irreducible si y solo si ¢y = P'(1) = 1, siendo

P'(z) la derivada de P(x).

Este método nos proporciona polinomios Fj, de grado n2* sobre cualquier extensién
finita de F,. Si no obligamos a n a ser par, podemos tomar otra sucesién de polino-
mios irreducibles exigiendo una condicion sobre la traza, a partir del siguiente resultado
adicional de [8]:

Teorema 5.14. Sea P(z) = Y, , ¢;xz" un polinomio irreducible de grado n = 2 sobre Fos.
Construimos la secuencia dada por

Fy(x) = P(x)

2+
Fiii= (22 + +1n2kF — |, k=0
w1 = (27t +1) LN - r—

Entonces todo polinomio de esta secuencia es irreducible sobre Fos si y solo si
P'(1) e
Ty, /ry (m + n) ey /R, (a +n)l =1

Si aplicamos el resultado anterior para construir una sucesién de polinomios irreduci-
bles sobre [y la condicién necesaria seria

<%+n>.<z—;+n> ~1

5.3. Numero total de polinomios irreducibles

El objetivo de esta seccion es determinar completamente el nimero de polinomios
irreducibles de grado fijo sobre un cuerpo finito cualquiera.
En primer lugar, vamos a ver algunos resultados de funciones aritméticas, tomando como
referencia Topics in Number Theory [9].

Para llegar a nuestro objetivo, es fundamental conocer la funciéon p de Mdobius:

Definicién 5.15. Para todo n € N, la funcion p de Mobius viene dada por:

1 sinm=1.
un) =<0 si n contiene algun factor cuadrado distinto de 1.
(—=1)"  sin contiene r factores primos distintos.

Recordamos el concepto de funcion multiplicativa:
Decimos que una funcién aritmética f (es decir, definida sobre los niimeros naturales) es
multiplicativa si para todo par de niimeros naturales n, m coprimos entre si, se tiene que
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f(nm) = f(n)f(m). Resulta sencillo ver que la funcién p es una funcién multiplicativa.
Por ende, a la hora de probar resultados sobre esta funcién, es suficiente probarlos para
potencias de primos.

Por ejemplo, podemos redefinir la funcién p para potencias de primos:

1 sin=0.
up®) =< -1 sin=1
0 sin > 2.

También vamos a incluir un resultado que nos indicara que una cierta transformacién
de cualquier funcién multiplicativa (y que utilizaremos de forma frecuente) va a ser a su
vez multiplicativa [9, Teorema 6.3].

Lema 5.16. Sea f una funcion multiplicativa. Si la funcion F viene dada por

F(n) =) f(d)
din

entonces F' es una funcion multiplicativa

Este resultado nos sera de utilidad para simplificar la transformacién aplicada a la
funcién p.

Lema 5.17. Sea M wuna funcion dada por M(n) = Y, u(d). Entonces

dln

M() 1 sin=1.
n:

0 stn=>=2.

Demostracion. Por el Lema anterior, sabemos que M es multiplicativa, asi que nos po-
demos restringir a potencias de primos. Consideramos M (p™) para algin nimero primo
p. Entonces M(p™) = p(1) + p(p) + -+ pu(p™) =1—-140+ 0+ --- + 0. Es evidente
que esta expresién vale, o bien 1 si m = 0, o bien 0 si m > 1. O

Con ayuda de estos dos lemas, vamos a conseguir ver que la transformacién que hemos
visto (dada por la suma de la evaluacién en los divisores) va a tener un reciproco. Es
decir, dada una funcién aritmética F', podemos obtener otra funcién aritmética de forma

que Y, f(d) = F(n) para todo n € N. En particular, si una es multiplicativa, entonces la
dln
otra también lo es [9, Teorema 6.8].

Teorema 5.18 (Férmula de inversion de Mébius). Sean f una funcidn aritmética y
F(n) = > f(d). Entonces

dln
fo) = Y P (3) = Y F (5) )

dn dln
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Demostracion. Desarrollamos la expresion

YudF (Z) = X ud)F ()= Y, ald) Y fle) =

dn dida=n dida=n elda
= 3 uld)f(e) = Y fle) Y uld) = Y F(e)a (2)
dieln eln di|% eln

Por el Lema anterior, M (%) = (0 cuando e < n y vale 1 cuando e = n. Entonces la suma

es f(n). O

Falta preguntarse si el niimero de polinomios irreducibles de un cierto grado (n) sobre
un cuerpo finito F, tiene una transformacién de este tipo con una expresién relativamente
sencilla. Si recordamos el Lema 2.12, tenemos que el nimero de polinomios irreducibles
que dividen a 29" — z es el nimero de polinomios irreducibles de un grado divisor de n.
Si demostramos que solo lo dividen una vez, podemos obtener una transformacién que
equivale al grado, ¢":

Teorema 5.19. El producto de todos los polinomios irreducibles monicos cuyo grado
divide an es x7" — x. Ademds, si denotamos N,(n) al nimero de polinomios irreducibles
de grado n sobre F,, entonces para todo n € N

7" = AN, (d)

dln

Demostracion. El polinomio 29" — z tiene como derivada ¢"z% ~!' —1 = —1, por lo que no
tiene raices multiples. Por el Lema 2.12, todo polinomio irreducible que divide a 29" — z
es de grado divisor de n, y ademas lo divide una sola vez.

Entonces el grado de 29" —x es la suma de todos los grados de sus factores irreducibles,
esto es:

g" = > dN,(d) O

dln

Como queriamos, hemos encontrado una funcién aritmética que se obtiene como suma
en los divisores de n de una transformacién simple de N, (n).
Lo tnico que queda hacer para obtener el resultado que estabamos buscando es aplicar
la férmula de inversién de Mobius a la funcién f(n) = nNy(n).

Teorema 5.20. El nimero de polinomios irreducibles mdonicos de grado n sobre F, es

Ny(n) = %Zu (%) g
din

Veamos, por ejemplo, el nimero de polinomios irreducibles moénicos de grado 6 en
Fs|z]:

1
N5 (6) = 6(56 — 5 — 5% + 5) = 2580
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Capitulo 6

Polinomios sobre [y

Las propiedades con las que queremos trabajar estan relacionadas con los criterios de
primitividad e irreducibilidad vistos en capitulos anteriores. En este caso recurriremos a
polinomios sencillos con una cantidad relativamente baja de coeficientes no nulos, a los
que denominaremos polinomios de peso bajo.

Para este capitulo, se toma como referencia una variedad de articulos que estudian
las propiedades de distintas familias de polinomios sobre el cuerpo Fsy. Este cuerpo es de
gran interés, no solo por la simplicidad de los calculos dentro de él, sino también por su
extensiva utilizacion en el campo de la informatica y la criptografia.

En particular, vamos a utilizar pentanomios ademas de trinomios, debido a que existen
grados para los que no es posible encontrar trinomios irreducibles. Se cree que para todo
grado n > 4, existe un pentanomio irreducible de grado n. Esta conjetura, y de manera
mas general la siguiente, motivan que el estudio de polinomios de peso bajo se enfoque
en trinomios y pentanomios:

Conjetura. Para cada n = 3, existe al menos un trinomio o un pentanomio irreducible
de grado n sobre Fsy.

Vamos a anadir también otros casos particulares, considerando trinomios y pentano-
mios que sean lo mas sencillos posibles a la vez que mantengan cierta riqueza de resultados.
Asi mismo, buscamos reforzar los resultados con los que trabajemos mediante bisquedas
por ordenador.

6.1. Trinomios sobre F,

Durante esta seccién, vamos a centrarnos en familias de trinomios de la forma
2" + 2% + 1 sobre Fy. Podemos suponer que k < n/2, puesto que tanto la irreducibilidad
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como la primitividad se conservan al tomar polinomios reciprocos.

Una forma de estudiar la irreducibilidad de un polinomio es calcular el ntimero de
factores irreducibles que lo componen. No obstante, esto no es sencillo, pues suele ser tan
dificil como calcular directamente esos factores. Alternativamente, podemos comprobar
si el nimero de factores irreducibles es multiplo de algiin otro entero positivo. Esto es
precisamente lo que se obtiene en un resultado de Swan [17], que permite comprobar la
paridad del nimero de factores irreducibles:

Teorema 6.1. Sean n, k enteros positivos tales que n > k y solo uno de ellos es impar.
El trinomio x™ + x* + 1 tiene un nimero par de factores irreducibles sobre Fy en los
siguientes casos:

1. n es par, k es impar, n # 2k ynk/2=0,1 (mdd 4).
2. n es impar, k es par, k{2n yn = +3 (mdd 8)

3. n es impar, k es par, k|2n yn = +1 (méd 8)

En cualquier otro caso, ™ + x¥ 4 1 tiene un nimero impar de factores irreducibles sobre
Fs.

En particular, este teorema nos indica que en los casos 1, 2 y 3, el polinomio 2"+ 2% +1
es reducible. Ademds, podemos justificar la ausencia de casos en los que la paridad de n
y k coincide. Si n y k son pares, es trivial que el polinomio es un cuadrado. Por otro lado,
si ambos son impares, basta considerar el polinomio reciproco de exponentes n 'y n — k
que esta dentro de las condiciones del teorema.

En el primer caso del teorema, podemos extraer un par de resultados més concretos.
Sin =0 (mdd 4), entonces nk/2 = 2 (mdéd 4) para cualquier valor impar de k, por lo
que siempre habrda un ntimero impar de factores para estas condiciones.

El Teorema 6.1 nos proporciona también un corolario de gran relevancia. Si consi-
deramos el caso en el que n = 0 (mdd 8), entonces nk/2 = 0 (méd 4) y por tanto nos
encontramos dentro del caso 1. Podemos deducir que:

Corolario 6.2. Si 8|n, entonces no eziste ningin trinomio irreducible de grado n en
FQ[.T]

Como consecuencia, a la hora de realizar buisquedas de trinomios irreducibles por
ordenador, no serd necesario considerar ningtin grado multiplo de 8, lo cual reduce con-
siderablemente los calculos necesarios.

Vamos a ver una tabla, obtenida de [1], en la que se puede apreciar la distribucién
de los trinomios irreducibles en funcién de su grado moédulo 8. Podemos observar que
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cuando n = +3 (mdd 8), hay muchos menos trinomios irreducibles de los que se podria
esperar. No hay un resultado especifico que lo explique, pero se puede tener en cuenta
que la condicién 2 del Teorema 6.1 requiere tomar k£ no divisores de 2n para obtener
trinomios irreducibles, que son mas comunes que los k que si dividen a 2n.

Cuadro 6.1: Numero de trinomios irreducibles de grado n < 5000 médulo 8
n (méd 8) [ 0|1 2 3 |4 5 |6 7
Irreducibles | 0 | 602 | 394 | 10 | 537 | 15 | 422 | 598

6.2. Construcciones de trinomios sobre [,

De forma similar a como se hizo en el capitulo anterior, vamos a buscar formas de
construir trinomios irreducibles a partir de otros de menor grado. Tomamos especial
enfoque en trinomios 2" +2* 41 irreducibles con el menor k posible, debido a la simplicidad
de calculos. Como notacién, escribimos los trinomios de la forma 7T}, x(x) = 2™ + z* + 1.

Vamos a empezar viendo un resultado de Zierler [21]:

Teorema 6.3. Sea f(x) = Y a;x" un polinomio irreducible de orden e sobre Fy. Denota-
mos f*(x) = > a;x* ~1. Entonces los factores irreducibles de f® tienen grado e.

A la hora de representar polinomios irreducibles de grado alto, resulta tedioso y poco
esclarecedor escribir el orden. Para esto se utiliza el concepto de indice:
Si f es un polinomio irreducible de grado n y orden e sobre Fy, denotamos indice de
f a (2" — 1)/e. Puede entenderse como la “distancia” a la que se encuentra f de ser
un polinomio primitivo. Entonces, si el polinomio f tiene grado n e indice 1 (esto es, es
primitivo), tenemos que f* es de grado 2" — 1 y tiene factores irreducibles de orden 2" —1,
por lo que es irreducible.

Corolario 6.4. Supongamos que f(x) es un polinomio irreducible sobre Fy. Entonces
f(z) es primitivo si y solo si f*(x) es irreducible.

Es fécil ver cémo este corolario le proporciona utilidad a la familia de trinomios 7, ;,
debido a que 1%, (v) = Ton 1 1(x)

Por ejemplo, T}, 1 () es primitivo para n = 2,3,4,6,7. Por tanto, serd ademads irredu-
cible para n = 3,7,15,63,127. Veamos una tabla méds completa, obtenida de [22]:

Cuadro 6.2: n < 300 para los que T, ; es irreducible
213146 7]9]15]22128 |30 46160 | 63 | 127 | 153 | 172

n

Indice | 11|11 |1|7]1 |1 [3-5[3%11|3 |1 |1 |1 1 3-5
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El siguiente tipo de trinomios que vamos a estudiar es T, o = 2" + 2> + 1. Como
consecuencia del Teorema 6.1, tenemos que, para que T, o sea irreducible, es necesario
que n sea impar y n = +3 (mdd 8). En este caso, podemos recurrir a resultados de [4]
para obtener familias finitas de trinomios irreducibles:

Teorema 6.5. Sea T), o un trinomio irreducible de orden e e indice d y sea p un primo
impar. Si ple y p 1 d, entonces T,k o €s irreducible para todo k € N. Ademds, el orden
de Tk ok €5 ep®

Este resultado se puede generalizar a enteros positivos coprimos con el indice del
trinomio:

Corolario 6.6. Sea T), 5 un trinomio irreducible de orden e e indice d, y sea ¢ un entero
positivo. Si cle y (¢,d) = 1, entonces Tyeo. s irreducible de orden ec.

Podemos relacionar este método de construccion de trinomios irreducibles con el caso
propuesto anteriormente: todo trinomio irreducible 7,, ;. v tal que m = +3 (mdd 8) va a
ser una transformacién dada por f(z?) para algiun f(x) = T, 2(x).

Teorema 6.7. Sea T, un trinomio irreducible sobre Fo, tal que m = £3 (mdéd 8).
Entonces T, i es de la forma Typ,a, para un natural n tal que n = +3 (mdd 8) y un
primo impar p tal que ple y p 1 d, donde e y d denotan al orden y al indice de T, 2,
respectivamente.

Tomemos como ejemplo el trinomio Thg o, que forma parte de la tabla tomada de [4] que
se encuentra a continuacién. El indice de Th o es 1y su orden es 2% —1 = 233-1103-2089.
Entonces para ¢ € {223,1103,2089,223 - 1103, 223 - 2089, 1103 - 2089,2% — 1}, tenemos
que The 2. €s un trinomio irreducible de orden (2% — 1)c. Ademds, se ve claramente que
ninguno de estos es primitivo.

Cuadro 6.3: n < 500 tales que 7}, » es primitivo sobre [Fy
n|[3]5[11]21]29]35|93| 123|333 |

Si realizamos una busqueda por ordenador, podemos observar que el niimero de trino-
mios T, irreducibles es significativamente mayor que el de T}, 5. En [14] y [20] podemos
ver que el numero de polinomios irreducibles y de grado menor que 300000 para cada caso
es 44 para T, 1 y 22 para T, 5. Ademds, los n mds cercanos a 300000 (con n < 300000)
para los que estos polinomios son irreducibles son respectivamente 248833 y 80141. Esto
sugiere que ademds de haber un menor numero de 7, 5 irreducibles, la tasa con la que
este nimero aumenta es menor que la de 7, ;.

Una de las razones por la que esto ocurre puede ser porque se pueden construir
polinomios del tipo 7,1 a partir de otros, pero no hay un método analogo para T, o.
Otra razon de mas peso es la vista en la seccion anterior: debido al Teorema 6.1 y a
que hay mas no divisores que divisores para los enteros positivos, tenemos que hay pocos
trinomios de grado n = +3 (mdd 8), que son los tnicos posibles para T, » irreducible.
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Entre los polinomios 7}, ; primitivos que generan otros irreducibles, se encuentra el
caso ya discutido en el capitulo de polinomios primitivos en el que el grado del polinomio
es un primo p exponente de un primo de Mersenne 2” — 1. En [23] podemos encontrar
una tabla en la que se listan los trinomios 7}, irreducibles para todos los p que sean un
exponente de Mersenne conocido y de forma que k < p/2 (debido a la propiedad sobre
polinomios reciprocos vista en 4.22):

Cuadro 6.4: p primos tales que 2” — 1 es primo y k para los que T, es irreducible

pl2l3|5|7 |13]17 19 | 31 61|89 | 107 | 127

El1]1]2]1,3]X [3,56|X [36713|X 38X |1,7, 15, 30, 63
521 607 1279 2203 | 2281 3217 | 4253
32, 48, 158, 168 | 105, 147, 273 | 216, 418 | X | 715, 915, 1029 | 67, 576 | X

4423 9689 9941 | 11213
271, 369, 370, 649, 1393, 1419, 2098 | 84, 471, 1836, 2444, 4187 | X X

Por el Teorema 4.23, todos los T}, ; que estén listados en la tabla anterior son polino-
mios primitivos sobre Fy. Por tanto, los polinomios 77 son irreducibles.

Para finalizar la seccién, vamos a dar un algoritmo estandar para comprobar la pri-
malidad de trinomios irreducibles. Este estd basado en el Teorema 5.1 aplicado sobre [Fy.
Sustituimos la condicién f|(z?" — x) por 29" =z (méd f).

Teorema 6.8. Sea f un polinomio sobre Fy de grado n > 1. Entonces f es irreducible st
y solo si se verifican la condiciones siquientes:

1. z¥" =z (mdd f).

2. med(f,x* —x) =1 para todo i tal que 1 <i < n.

Cuando n es un ntimero primo, la condicién 2 se vuelve trivial. Si f cumple 1 y tiene
un factor irreducible de grado d, entonces por el Lema 2.12; tenemos que d|n. Si d # n,
entonces d = 1. No obstante, comprobar la irreducibilidad de un polinomio con un factor
de grado 1 es trivial, sin mas dificultad que evaluar el valor de este en 0 y en 1. Entonces
resulta muy sencillo calcular la irreducibilidad de trinomios de grado primo. En [2] se
da como dato que el algoritmo que se obtine de manera natural a partir de este criterio
obtiene la irreducibilidad de un trinomio en un tiempo lineal con su grado:

Teorema 6.9. Sean n un numero primo y k un natural tal que n < k < 0. Entonces
el algoritmo que detetermina si ¥ = x (méd T, ;) elevando al cuadrado iterativamente
al elemento x (méd T, ), determina también si T,y es irreducible sobre Fy en O(n)
operaciones y con un espacio requerido de O(n).

6.3. Pentanomios sobre [y

En el Corolario 6.2, asi como en distintas busquedas por ordenador, hemos encon-
trado numerosos grados para los que no existen trinomios irreducibles. La motivacion
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Capitulo 6. Polinomios sobre Fy

de esta seccion se encuentra en buscar pentanomios irreducibles para los grados en los
que no existen trinomios irreducibles. Recordamos la conjetura mencionada al principio
del capitulo, que dice que si podemos obtener pentanomios irreducibles para dichos gra-
dos. De esta forma, no seria necesario considerar otros polinomios a la hora de realizar
operaciones algebraicas sobre Fs.

Un resultado que podemos ver en [7] nos da un criterio de irreducibilidad para dos
familias de pentanomios reciprocas:

Teorema 6.10. Sean s y n enteros positivos tales que s es par y n > 3s. Tomamos dos
polinomios f(x) = 2" + 2% + 2 +2° + 1 yg(a) = 2" + 2" + 2" 4 2"+ 1.
n # +1 (mdd 8), entonces f y g son reducibles en Fy|x].

Con el objetivo de entender la distribuciéon de los polinomios irreducibles en estas
familias, G. Kapetanakis [7] utiliza SageMath para determinar la irreducibilidad de to-
dos estos polinomios para 7 < n < 3000 y todo s natural par valido. Denominaremos
pentanomios de clase 2 a las familias de polinomios en las condiciones del Teorema
6.10.

Se comprueban un total de 374250 polinomios, de los cuales 804 son irreducibles. Con-
cluye que su distribucién es mayormente equitativa para los posibles valores (congruencias
modulo 8) de n y s considerados de forma independiente: hay 401 polinomios irreducibles
para n = 1 (méd 8) y 403 para n = —1 (mdd 8). Segun el valor de s, tenemos 214 si
s =2 (méd 8), 188 si s =4 (mdd 8), 198 si s =6 (mé6d 8) y 204 si s =0 (mod 8).

También es interesante notar que la irreducibilidad de este tipo de polinomios es més
frecuente que la de polinomios cualesquiera. Mds concretamente, alrededor del 0,43 % de
los pentanomios de clase 2 y de grado n tales que 7 < n < 3000 son irreducibles sobre [y,
mientras que un polinomio arbitrario del mismo grado resulta ser irreducible sobre este
intervalo en un 0,13 % de las ocasiones, y esta proporcién no aumenta significativamente
al restringimos a polinomios sin raices en 5.

El Teorema 6.10 nos dice que de los tinicos pentanomios de clase 2 irreducibles son
aquellos en los que s es impar o n = £1 (mdd 8). No obstante, al considerar s impar, la
bisqueda por ordenador realizada por el autor no encontré ningin polinomio irreducible
de clase 2 cuando 8|n, y obtuvo muy pocos cuando n = £3 (mdéd 8), de forma similar a
como ocurria para trinomios.

Con el objetivo de comparar la relevancia de los trinomios y pentanomios irreducibles
con la de un polinomio irreducible cualquiera, podemos intentar comparar su nimero
total y su aumento para cada grado n. Recordamos que en el Teorema 5.20 damos una
formula para calcular el nimero de polinomios irreducibles de grado n sobre cualquier
cuerpo finito. No disponemos de una férmula semejante para restringirnos al caso de
trinomios y pentanomios, asi que nos valemos de los datos obtenidos por ordenador en
[19] para trinomios y [16] para pentanomios, ademds de tomar los datos de [15] sobre el
total de polinomios irreducibles con el fin de evitar los calculos. Consideramos los grados
1 <n < 30.
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Cuadro 6.5: Polinomios irreducibles de grado n sobre Fs
n 1123|4567 |8 |9 10|11 |12 |13 |14 15

Totales 211(213/69[18|30|56]99 | 186 | 335|630 | 1161 | 2182
Trinomios 011121221314 |0 |4 |2 |2 4 0 2 6
Pentanomios [0 |0 |0 |1 |46 |10 |17 2238|146 |54 |66 |73 98
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
4080 | 7710 | 14532 | 27594 | 52377 | 99858 | 190557 | 364722 | 698870 | 1342176
0 6 5 0 4 4 2 4 0 4

94 152 | 124 158 199 184 226 296 202 406

26 27 28 29 30
2580795 | 4971008 | 9586395 | 18512790 | 35790267
0 0 8 2 4

328 334 418 380 486

Podemos observar que el nimero de pentanomios irreducibles aumenta considera-
blemente mas despacio que el de polinomios arbitrarios. Por otro lado, el nimero de
trinomios irreducibles es 0 para una gran cantidad de grados, mientras que en el resto
no se puede encontrar una tendencia de crecimiento. Es mas, en [19], donde se lista el
numero de trinomios irreducibles hasta el grado 100, la mayor cantidad se observa en el
grado n = 84, con un total de 14.

Como nota adicional, es curioso notar que si para un natural n el nimero de trinomios
irreducibles es impar, entonces n es par y ademés el polinomio ™ + 22 + 1 es irredu-
cible. Esto ocurre como consecuencia del Teorema 4.22, y notando que solo puede haber
trinomios autoreciprocos cuando n es par.
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Factorizacion de polinomios

Ya hemos visto como se pueden identificar y construir polinomios irreducibles sobre
F,[z]. Recordamos que los anillos de polinomios sobre cuerpos son dominios de facto-
rizacién Unica, y nos proponemos buscar métodos para describir polinomios arbitrarios
como un producto de polinomios irreducibles. Como caso particular, vamos a trabajar al
final del capitulo con el n-ésimo polinomio ciclotomico, ®,,, que es uno de los factores del
polinomio z™ — 1. En esta parte vamos a tomar como referencia [11] y [18].

7.1. El algoritmo de Berlekamp

La idea en la que se basa el algoritmo que buscamos es sencilla. Partimos de un
polinomio que queremos factorizar, f(x), y tomamos otro polinomio g(x). En el caso
en el que f(z)|(g(x)? — g(x)), a partir de una factorizacién de g(x)? — g(x) podemos
obtener también otra de f(x). Idealmente, queremos ser capaces de factorizar g(x)? —g(x)
como producto de irreducibles, de forma que podamos extraer los factores irreducibles
correspondientes a f (aunque sea sin contar su multiplicidad). En primer lugar, veamos
una caracterizacion de esta condicién:

Lema 7.1. Sean f(x) € F,[x] un polinomio ménico y q(x) € Fy[x] un polinomio cual-
quiera. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

g(x)*=g(x) (méd f(x)) (7.1)
F@)| ] Jla(@) = 9) (7.2)
F@)| ] [ med(f(x), g(x) - 5) (7.3)

G q_ _
Demostracion. Recordemos que z? — x se descompone en Fy[z] como [ [, (z — s)
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(Lema 2.4). Si componemos ambas expresiones con g(x), obtemos que

9(@)" = g(x) = | [(9(2) = 5)

ES

Es evidente que el que se cumpla la congruencia (7.1) equivale a que f divida a la expresién
anterior, esto es, que se cumpla (7.2). La expresién de (7.3) se puede obtener al ver que
la divisibilidad por f(z) no cambia al eliminar factores irreducibles que no se encuentren

en f. O]

Una vez visto esto, podemos ver que f(z) no es solo un factor del producto anterior,
sino que se obtiene de manera exacta a partir de él:

Teorema 7.2. Sea f(z) un polinomio ménico sobre F, y sea g(x) € Fy[z] verificando

gx) =g(x) (méd f(z))

Entonces

fla) =] [ med(f(2), g(z) —s) (7.4)

seFq

Ademds, los factores med(f(x), g(x) —s) con s € F, del producto descrito son coprimos
dos a dos.

Demostracion. Empecemos viendo la coprimalidad de estos factores.

Sean s; # s9 € F,.Tenemos que (g(x) —s1) — (g(x) — s2) = s2—s1 # 0y es una unidad en
[F,. Por tanto g(x) — s1 y g(x) — s2 son coprimos, e inmediatamente med(f(z), g(z) — s1)
y med(f(z), g(x) — s2) también. Es trivial que med(f(x), g(z) — s)|f(x) para cualquier
s €TF, y estos son coprimos dos a dos. En consecuencia

H med(f(x), g(x) — s)|f(z)

selfg

Utilizando la férmula (7.3) del lema anterior, tenemos que

f@)] [ [ med(f(x), g(x) - 5)

seFq

con lo que concluimos la demostracion. O

Es importante notar que la factorizacion dada por el teorema no tiene por qué ser de
factores irreducibles, y ademés tampoco es necesariamente propia. Por ejemplo, cuando
g(z) = so (méd f(x)) para algun sg € Fy, trivialmente s¢ = s¢ y ademds med(f(x), g(z)—
s) = 1 siempre que s # So:
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- f@) [t

S#S0

Definicién 7.3. Sean f(z) y g(x) un polinomios sobre F, de forma que f(x) es mdnico y
g(x)? = g(x) (méd f(x)). Sila factorizacion dada por el Teorema 7.2 es propia, diremos
que g(z) es un polinomio f-reductor.

Un caso evidente de polinomio f-reductor se puede obtener cuando g(z) verifica (7.1)
y 0 < gr(g) < gr(f). Por ejemplo, si tomamos f(x) =2’ +a3+ax+1yglx)=at+ax+1
sobre Fy, se puede ver que g(z) es f-reductor.

Una nocién importante a la hora de considerar polinomios reductores como método
de factorizacion, es que siempre puede tomarse al menos uno. Tenemos como resultado
[11, Teorema 4.3], que nos asegura que este es el caso cuando f tiene una factorizaciéon
propia.

Teorema 7.4. Sea f(x) un polinomio reducible sobre Fy, y sea N el menor entero positivo
tal que 2V = x (méd f(x)). Denotamos T(x) = x + a9+ -+ 29" y sea Tj(x) = T(z).
Entonces T;(z) es un polinomio f-reductor para algin i entre 0 y N — 1. O]

Podemos tomar el polinomio f(x) de forma que no tenga factores repetidos: si f(x)
tiene factores repetidos, entonces d(x) = med(f(z), f'(z)) # 1 y tenemos que f(z)/d(x)
si que es libre de repeticiones. Ademds, podemos repetir el proceso sobre d(z), de forma
que se obtiene la factorizacién de f(z) a partir de divisores suyos con todos los factores
irreducibles distintos. Esto es de gran utilidad al considerar otra familia especifica de
polinomios reductores con la que podemos disenar un algoritmo de factorizacion. Este
estd basado en el siguiente resultado, cuya demostracién estd en [11, Teorema 4.5].

Teorema 7.5. Sea f(x) un polinomio reducible y sin factores repetidos sobre F,, de
forma que f(0) # 0 y ord(f) = e. Sea m; el menor entero positivo tal que x'7"" = x'
(méd f(x)) para cada i > 0. Denotamos Ry(x) = &' + 2 + -+ x| Entonces aplicar
la factorizacion de (7.4) con cada R;, 1 < i < e, da como resultado la factorizaciéon en
polinomios irreducibles de f(z). O

Es importante notar que el método dado por el Teorema 7.2 requiere el calculo de
¢ maximos comunes divisores, por lo que su uso no resulta viable computacionalmente
para cuerpo finitos grandes.

El céalculo de los polinomios f-reductores esta justificado por su utilidad a la hora
de obtener factorizaciones propias. Adicionalmente, calcular el nimero posible de estos
simplifica la factorizacion en irreducibles de f, pues esta directamente relacionado con el
numero de factores irreducibles distintos que lo dividen:

Teorema 7.6. Sea f(x) un polinomio mdnico de grado n > 1 sobre F,. Si f(x) es
producto de potencias positivas de r polinomios irreducibles monicos distintos, entonces
el nimero de soluciones de x4 —x =0 en Fy[x]/(f(z)) es ¢".
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Demostracion. Consideramos la factorizacion en irreducibles de f

f(z) =pr(x)* .. p.(x)

Por el Lema 7.1, g(x) es solucién de 27 — x = 0 si y solo si verifica (7.2), esto es

f@) ] [(g(x) =)

selq

Por ser los g(z) — s coprimos dos a dos, cada p;(x) solo divide a uno de ellos, y lo hace
e; veces. Para cada 1 <17 < r denotamos s; de forma que

g(x) =s; (méd pi(x)*) (7.5)

De esta forma, tenemos una correspondencia entre los elementos g(x) que verifican (7.1)
y las r-tuplas de F, (s1,...,s;), s; € F, para todo i. Como el nimero total de estas
r-tuplas es ¢", si demostramos que la correspondencia es biyectiva, habremos terminado
el resultado.

Veamos la correspondencia reciproca. Sea (si,. .., s,) una r-tupla de elementos de F,.
Como los p;(z)% son coprimos dos a dos en [F,[z], podemos aplicar el Teorema Chino de
los Restos: existe un elemento g(x) € F,[z] tal que g(x) = s; (méd p;(z)) para todo i.
Bajo estas condiciones, g(z) cumple (7.2) y por tanto (7.1). De nuevo por el Teorema
Chino de los Restos, todos los elementos que cumplan g(x) = s; (mdd p;(x)¢) para
todo i serdn congruentes entre si médulo mem(py(z), ..., p.(x)), es decir, médulo
f(z). Concluimos que esta correspondencia en inyectiva médulo f(z) y por tanto en
F,[z]/(f(z)), y concluimos que es biyectiva por estar definida sobre un conjunto finito. [

Si f(z) es un polinomio ménico de grado n, podemos considerar F [z]/(f(z)) como
un espacio vectorial de dimensién n sobre F, y de base {1,z,...,2" '}. Tenemos que
los elementos g(x) tales que g(z)? = g(x) (mdd f(z)) forman un subespacio vectorial de
F,[x]/(f(z)). Si tomamos las potencias ¢-ésimas de los elementos de la base, obtenemos
elementos 9%, 1 < i < n — 1, que se pueden expresar en funcién de coordenadas dadas

por la misma base:
n—1
i i
ill'q = Z b@jl’
J=0

Los elementos b;; forman una matriz cuadrada de rango n a la que denotaremos B.

Entonces un polinomio f-reductor sobre F [z]/(f(z)) g(x) = Yy a;a* cumple

n—1 n—1n—1 n—1
(.T)q — a.xqi — a.b. x.] — a.xi — (Q])
g i Vi, i g
i=0 i=0 57=0 =0

Esto equivalente a resolver un sistema dado por

(CL07 PN ,an_l)B = (CL(), PN ,an_l)
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o, expresandolo como un sistema de ecuaciones lineales homogéneas,

(a0, - .., an1)(B—1) = (0,...,0) (7.6)

Las soluciones del sistema anterior forman el nicleo de la matriz B — I, que sabemos
por el teorema previo que tiene dimensién r como espacio vectorial sobre F,. Por tanto,
si k denota el rango de B — I, entonces r = n — k. Procedemos a construir una base del
nticleo de B — I, denotada {hy(z),...,h,(x)}. Podemos tomar hy(z) = 1, pues estd en el
nicleo de forma trivial. Entonces el resto de los h; tiene grado positivo y son polinomios
f-reductores. Si realizamos iterativamente las factorizaciones dadas por med(f(z), h;(x)),
se acabaran obteniendo una expresion con r potencias de irreducibles distintos, como
veremos mas adelante.

Definicién 7.7. El proceso de factorizacion dado por aplicar la factorizacion del Teore-
ma 7.2 con los polinomios f-reductores obtenidos al resolver (7.6) es conocido como el
algoritmo de Berlekamp.

Como ejemplo, vamos a usar el algoritmo de Berlekamp para factorizar el trinomio
f(x) = 2° + 2% + 1 en Fy[x]. En primer lugar, tenemos que calcular 2% (méd f(z)) para
0<i<4=gr(f)— 1. Tenemos que:

0 =1

€Tr =

z? = z?

= z?

2% =1+a+ z?

8 =l+a+2+ 3+t

Entonces
10 00O 00000
00100 01100
B=]1000O01|, B-I=|00101

11001 11011
11111 11110

Podemos comprobar que B — [ tiene rango 3, por lo que podemos obtener 2 elementos
linealmente independientes sobre F5 en el niicleo de B — I. Tomamos como base

hi = (1,0,0,0,0); hy = (0,0,1,1,1)

Los polinomios correspondientes son hy(z) = 1, ho(x) = 22 + 23 + 2*. Como solo hy(z) es
reductor, procedemos a calcular el maximo comun divisor de f(x) y he(z) — ¢ para todo
c € Fy, esto es, ho(x) y ho(z) — 1:

2’ +x+1 =z(z'+2° +2*) + (' +2* + 2 + 1)
et =1+ e+ D)+ (@2 a4 1)
P+ rr+l=2@ o+ D)+ @+ +1)
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Tenemos que (f(z), ho(x)) = 22 + x + 1. Entonces tenemos un factor irreducible de f(z)
y obtenemos una factorizacion de f(z):

f@)y=2"+a"+1=@"+z+ )@@ +2+1)

Como 2% + = + 1 es evidentemente irreducible, no es necesario continuar con la factoriza-
cién. Ademas, podemos confirmar que hemos conseguido la factorizacién buscada viendo
que el nimero de factores coincide con el nimero de elementos de la base del ntcleo.
En el caso en el que no pudiera verse de forma inmediata la irreducibilidad y no hubiera
el nimero necesario de factores, entonces se continuaria calculando los méaximos comunes
divisores de los factores de f obtenidos y ho(z) — 1.

El siguiente resultado, va a demostrar que, en efecto, el algoritmo de Berlekamp
descompone el polinomio f(z) en un producto de potencias de r irreducibles.

Teorema 7.8. Sea f(x) un polinomio reducible monico sobre F, y sean hy(z), ..., h,(z)
los elementos que forman la base del nicleo de la matriz B — I en el algoritmo de Berle-
kamp. Entonces los factores propios de f(x) dados por la factorizacion de (7.4) para cada
hi(z) son r potencias distintas de factores irreducibles.

Demostracion. Consideramos dos factores irreducibles ménicos de f(z), siendo estos fi(x)
y fa(x). Entonces podemos considerar que para 1 <i < r, h;(z) = s;; (méd f;(x)) para
J =1,2y para algin s, ; € F,.

Claramente s; 1 # s;2 para algun 7. En caso contrario, tendriamos que, como cualquier
polinomio h(z) solucién de z¢ — x en F,[x]/(f(z)) serfa una combinacién lineal de los
hi(x) con coeficientes en F,, entonces h(x) = a5 (moéd fi(x)) y h(z) = ap, (mdd fo(z))
para algun a, € F,. Este elemento a; vendria dado por la suma de los coeficientes de cada
h;(x) multiplicado por el s;; (o equivalentemente s; o) correspondiente.

No obstante, por el Teorema Chino de los Restos, podemos conseguir h(x) una solu-
cién de 29 — z (méd f(z)) de forma que esto no se cumpla, por ejemplo con h(z) = 0

(méd fi(z)) y h(z) =1 (méd fo(z)).

Sea ¢ un natural tal que s;; # s;2. Tenemos que

hi(x)? = hi(z) = | [(ha(z) — 5)

selfy

y cada factor irreducible de f(z) divide a un tnico elemento h;(z) — s, pues vimos en la
demostracion del Teorema 7.2 que estos son coprimos entre si. Por tanto,

hi(x) = s;; (méd f;(z)), de forma que s;1 # s;2 y deducimos que

hi(x) —s;10 =0 (méd fi(z)) vy hi(x) — 851 = Sio — si1 # 0 (méd fo(z)). Esto es, fi(z)
divide a h;(x) — s;1 y no divide a h;(x) — s;2. En consecuencia, h;(x) separa a fi(z) y
fa(x) en la factorizacién de (7.4). Como f(z) tiene r factores irreducibles por el Teorema
7.6, hemos terminado el resultado. O
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Capitulo 7. Factorizacion de polinomios

Lo tnico que nos falta para terminar el proceso de factorizacion es ser capaces de
extraer un polinomio irreducible a partir de una potencia suya. Para esto recurrimos al
siguiente teorema, cuya demostracion resulta intuitiva:

Teorema 7.9. Sea f(z) una potencia de un polinomio irreducible monico sobre IF,. Su-
pongamos que f'(x) # 0. Si med(f(x), f'(x)) = 1, entonces f(x) es irreducible. En caso
contrario, tenemos que f(x)/med(f(z), f'(x)) es irreducible.

Demostracion. El tnico caso en el que [’ ( ) = 0 es aquel en el que cada indice i con un
coeficiente a; no nulo de f(z) = > ,a;z" es un miltiplo de la caracteristica de F,, a la
que denotamos p. Entonces f(z) = h(z)? para algin polinomio h(z) € F,[z]. Podemos
iterar este proceso hasta obtener un polinomio con derivada no nula.

Podemos suponer que f'(x) # 0. Sean p(x) un polinomio irreducible y e un natural
tales que p(x)¢ = f(x).

Si med(f(x), f'(z)) = 1, entonces p(x)¢ no tiene raices multiples, por lo que e = 1y
f(x) = p(z).

Si med(f(z), f'(z)) # 1, entonces f'(z) = ep(x)~1p/'(z). Como p(x) 1 p'(x), tenemos
que med(f(x), f’ (3:) = p(x )e 1. Se puede calcular de manera inmediata que

p(x) = f(z)/plx) a

7.2. Polinomios ciclotémicos

Vamos a utilizar esta seccién para estudiar una factorizacién propia del polinomio
2™ — 1 en [F,. Sin perder generalidad, podemos suponer que mcd(n,q) = 1, esto es, si
denotamos por p a la caracteristica de F, tenemos que p t n. En caso contrario, podemos
considerar 2" — 1 = (2" — 1)pk, de forma que med(n/,q) = 1.

Es inmediato ver que todas las raices de f(z) = 2™ — 1 van a tener orden divisor de n.
De manera reciproca, si un elemento de algin cuerpo de descomposicién de x™ — 1 tiene
orden divisor de n, entonces es raiz de este polinomio.

Por otro lado, tenemos que f’(z) = na™"!. Estamos suponiendo que med(n,p) = 1, con lo
que f'(x) # 0. Deducimos que f(z) no tiene raices multiples, pues med(z" — 1, 2" 1) = 1.

Denotamos por K™ al cuerpo de descomposicién del polinomio ™ — 1 (sobre F,),
llamado n-ésimo cuerpo ciclotémico. Podemos calcular este cuerpo, siendo de la forma
KM — F,m, donde m es el menor entero positivo tal que ¢™ =1 (mdd n). Esto es debido
a que podemos obtener un elemento de orden n sobre este cuerpo: si £ es un elemento
primitivo de F =, entonces £@"=D/n o5 un elemento de orden n. De este modo, podemos
obtener todas las raices de ™ — 1, pues un elemento de orden n genera el inico subgrupo
multiplicativo de orden n, cuyos elementos son las n raices buscadas de 2" — 1.
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Polinomios ciclotémicos

Bajo estas condiciones, podemos obtener la descomposicién de 2™ — 1 en K ™:

" —1= H (r —a)

aeK (™)
ord(a)|n

Si notamos que las raices n-ésimas de la unidad forman un grupo (multiplicativo) ciclico
de orden n, entonces podemos denotar por £ a una de esas raices que sea generadora de
dicho grupo, y por tanto de orden n. Diremos que £ es una n-raiz primitiva de la unidad.
En este caso, obtenemos la descomposicion

n—1

2" —1=][(z-¢) (7.7)

1=0

El resultado que queremos demostrar es que los factores propios de x™ — 1 se pueden
obtener separando sus raices segtin su orden.

Definicién 7.10. Sean n un nimero natural y € € K™ una n-raiz primitiva de la unidad.
Definimos el n-ésimo polinomio ciclotémico como

O (2)= [] @=-&)= J] @@-¢)

0<isn—1 0<isn—1
or‘d({l):n mcd(n,i):l

Es evidente que el n-ésimo polinomio ciclotémico tiene orden n. También es inmediato
que los polinomios ciclotomicos de érdenes divisores de n factorizan propiamente a ™ —1:

" —1= H@d(x)

din

A continuacién, vamos a ver que los polinomios ciclotémicos son polinomios sobre F,.
En particular, tienen todos sus coeficientes sobre IF,. Para ello, recordamos la férmula de
inversién de Mébius (Teorema 5.18):

Sea f una funcién aritmética y sea F'(n) = >, f(d). Entonces

n
fm) =Y Pl (%)
din
Este resultado puede ser ampliado a productos de funciones aritméticas en lugar de sumas:

Teorema 7.11 (Férmula multiplicativa de inversion de Mobius). Sea f una funcion
aritmética y sea F'(n) =[]y, f(d). Entonces

fn) = [T F(@y )

dln

Demostracion. Basta considerar las funciones aritméticas In(f) y In(F'), que se encuen-
tran bajo las condiciones de la formula de inversion de Mobius. O
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Capitulo 7. Factorizacion de polinomios

Con esta féormula, somos capaces de calcular los polinomios ciclotémicos y obtener el
resultado buscado.

Teorema 7.12. Para todo n natural, el polinomio ®,,(x) tiene coeficientes enteros. Por
tanto, si se considera como polinomio sobre el cuerpo finito Fy, entonces tiene todos sus
coeficientes sobre el subcuerpo primo.

Demostracion. Sabemos que 2" — 1 = Hd|n ®,(z). Podemos considerar que ambas son
funciones aritméticas, por lo que podemos aplicar el Teorema 7.11 y calcular ®,,(x):

®,(z) = [ [(a? — 1)“(3)

dln

Entonces ®,,(x) es un cociente de polinomios ménicos con coeficientes enteros, y por tanto
tiene coeficientes enteros.

La segunda parte del teorema se deduce de forma trivial al considerar las operaciones
sobre [F),. O

Para finalizar, vamos a facilitar la factorizacion completa de ™ — 1 anadiendo un par
de resultados de [18] que sirven para calcular el nimero de factores irreducibles de los
polinomios ciclotémicos.

Teorema 7.13. Sea ¢ = p° una potencia positiva de un primo y sean n y m naturales tal
que ptn ym es el menor entero positivo tal que ¢™ =1 (méd n). Entonces el n-ésimo
polinomio ciclotomico ®,(x) es producto de ¢p(n)/m polinomios irreducibles mdnicos de
grado m.

Con este resultado ya podemos calcular el nimero de factores irreducibles de ™ —1. Si
suponemos que p y n son coprimos, entonces el nimero de factores irreducibles distintos

t viene dado por
t=]]o(d)/ma
din

donde my denota el menor entero positivo tal que ¢"¢ =1 (méd d). Por otro lado, cuando

n = p*n’ para n’ y p coprimos, entonces el producto en el que se sustituye n por n’ denota
el ntimero de factores irreducibles con multiplicidad p* de 2™ — 1.

Como corolario, sabemos que los polinomios ciclotémicos son irreducibles en el caso
en el que m,, y ¢(n) coinciden.

Corolario 7.14. Sea q = p°® una potencia positiva de un primo y sea n un natural tal que
p1n. Entonces el n-ésimo polinomio ciclotémico ®,,(x) es irreducible si y solo si ¢(n) es
el menor entero positivo de los m que cumplen que ¢™ =1 (méd n).
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Capitulo 8

Clausura algebraica de los cuerpos
finitos

Uno de los primeros resultados que hemos visto al principio de este trabajo es la
existencia de extensiones algebraicas de grado cualquiera para un cuerpo finito arbitrario.
Como consecuencia de esto, es evidente que la clausura algebraica de un cuerpo no puede
ser nunca un cuerpo finito. Con el fin de describir la estructura bésica de estas clausuras
algebraicas, vamos a recurrir a resultados de Topics in Galois Fields [6]. Comenzamos

recordando a modo de preliminares algunos conceptos de extensiones algebraicas.

Definicién 8.1.

s Sean K un cuerpo y E una extension de K. Definimos la clausura algebraica

relativa de K en E como
(E/K)={aeFE : «a es algebraico sobre K}

Ademdas, decimos que K es algebraicamente cerrado en E si cl(E/K) =

s Sea K un cuerpo. Decimos que K es algebraicamente cerrado si todo polinomio

sobre K|x| tiene una raiz en K, o equivalentemente, si todo polinomio sobre K|x]
se descompone en K.

Sean K un cuerpo y K una extension de K. Diremos que K es la clausura al-
gebraica de K si K es algebraicamente cerrado y no existe ninguna extension
algebraicamente cerrada entre K y K.

Como parte de la teoria de Galois, se ve que siempre es posible obtener una clau-
sura algebraica, y esta es independiente de como se construya. Podemos obtener una

demostracién de esta propiedad en [6, p. 178-179]:

Teorema 8.2. Para todo cuerpo K existe una clausura algebmzca de K. Ademds, si K

Y K' son dos tales clausuras algebraicas, entonces K Y K' son 1somorfos.
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Capitulo 8. Clausura algebraica de los cuerpos finitos

Después de esta parte introductoria, procemos a ver propiedades sobre los cuerpos
finitos. Durante el resto del capitulo, vamos a trabajar con las extensiones del cuerpo
finito I, al que denotaramos F'. Por otro lado, denotaremos por E,, a la extensién de F'
de grado n.

Introducimos un concepto que relaciona subconjuntos de niimeros naturales con los grados
de las extensiones finitas intermedias:

Definicién 8.3. Sea S < N. Decimos que S es un numero de Steinitz si para cuales-
quiera n,m € N se verifica:

» SineS ymln, entonces me S.

» Sin,me S, entonces mem(n,m) € S.

En particular, el conjunto de extensiones finitas intermedias de una extensién cual-
quiera de F' va a constituir un nimero de Steinitz. Para demostrar esto, haremos uso de
un resultado apoyado por el Lema del alzamiento de bases, presente en el capitulo 3, y
que explica como factorizan los polinomios primitivos de un cuerpo sobre sus extensiones.
Una demostracién alternativa se encuentra en [6, p. 123].

Lema 8.4. Sea f(z) un polinomio irreducible de grado n sobre F,. Sean m un natural y

d = med(n,m). Entonces f(x) es producto de d polinomios irreducibles de grado n/d en
Fym[z].

Demostracion. Vamos a dividir la demostracion en tres casos. Sea a una raiz de f(z).

Si m es un divisor de n, entonces el polinomio irreducible de o sobre F,m es de grado
n/m, y es evidentemente un divisor irreducible de f(z). Como esto ocurre para todas las
raices de f(x), tenemos que este polinomio se factoriza como un producto de polinomios
irreducibles de grado n/m, y su nimero es evidentemente m = med(n, m).

Si m y n son coprimos, podemos aplicar el Corolario 3.3 a la base polinomial de F»
sobre I, generada por la raiz o, de forma que también es una base de Fgnm sobre Fym.
En particular, el conjunto {1,a,...,a" 1} es linealmente independiente, por lo que el
polinomio irreducible de o sobre Fym es de grado mayor o igual que n. Es evidente que
este polinomio es f(z).

Sean m un natural arbitrario, y sea d = mcd(n, m). Entonces, como en el primer caso,
f(x) factoriza en d polinomios irreducibles de grado n/d sobre F . Cada uno de estos
polinomios se encuentra en el segundo caso para n/d y m/d naturales coprimos. Entonces
los d polinomios obtenidos son irreducibles de grado n/d sobre Fjamay = Fym. O

Este lema es de utilidad para calcular el grado de la extension directamente superior
a otras dos. Es decir, si F,, y E,, son dos extensiones de 'y a es un elemento primitivo
de E,, entonces podemos calcular el grado de la extension E,,(«)/E,, mediante el lema.

o8



Esto nos permitird ver que los grados de las extensiones intermedias cumplen la segunda
condicién que requieren los ntimeros de Steinitz.

Teorema 8.5. Sea C' una estension de F' = F,. Entonces N(C/F) es un nimero de
Steinitz, donde

N(C/F)={neN : existe una extension intermedia de C/F de grado n sobre F'}

Demostracion. Sean € N(C/F), y consideramos la extension intermedias F,,. Si m es un
divisor de n, entonces por el Teorema 2.5 existe una extensién de F' de grado m, denotada
E,.. De forma trivial, la extensién de grado - de E,, es E,, por lo que E,, es un cuerpo
intermedio de C'/F.

Ahora sean n,m € N(C/F), y sea a un elemento primitivo de E,,, y denotamos por
f(z) a su polinomio irreducible de grado n sobre F'. Si tomamos d = mcd(n, m), tenemos
que f(x) factoriza en un producto de d polinomios irreducibles de grado n/d sobre E,,
por el lema anterior. Entonces

[Em(a) : F] = [En(a) : EL][En : F] = (n/d)m = mem(n, m)

Entonces E,, () = Epem(nm), ¥ por tanto mem(n, m) € N(C/F). O

Notemos que el cuerpo dado por E,,(«) siendo a un elemento primitivo de F,, puede

ser representado también por F,,E,, y se le llama la composicion de los cuerpos E,, y
FE,,. Esta denota la menor extension de F' que contiene a las otras dos, y es de grado
mem(n, m).
A continuacion, vamos a demostrar que cada niimero de Steinitz puede dar una extension
algebraica de F'. Si consiguiéramos ver que esta extension es unica salvo isomorfismo, en-
tonces quedaria demostrado que hay una correspondencia biyectiva entre las extensiones
algebraicas y los nimeros de Steinitz. Veamos la primera parte:

Teorema 8.6. Sean S un numero de Steinitz y F' un cuerpo finito. Entonces eziste una
extension algebraica de F, A, tal que N(A/F) = S.

Demostracion. Si S es finito, basta tomar A = E,, para n = max{m : m € S}.

Supongamos que S es infinito. Es sencillo ver que la interseccién de dos ntimeros de
Steinitz es también un nimero de Steinitz. Vamos a utilizar que S es unién de niimeros
de Steinitz finitos para realizar un proceso similar con la extensién algebraica buscada.
Denotamos por D,, al nimero de Steinitz finito cuyos elementos son los divisores de n.
En estas condiciones, D,, n S es un numero de Steinitz finito, y entonces tenemos que
D, nS = Dy, de forma que [ = max{m : me Sn D,}.

En este caso, denotamos [ = mcd(n, S). Se puede entender que [ es el mayor divisor de n
tal que [ € S. Consideramos la sucesion (d,,), g+ dada por

d, = mcd(n!, S)
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Capitulo 8. Clausura algebraica de los cuerpos finitos

Claramente dy,|d,,+1, pues n!|(n + 1)!. Entonces, para cada n € N tomamos K, una
extension de F' de grado d,,. En particular, podemos considerar K, es una extension
de K, de grado d,,11/d,, y podemos ver a K,, como un subcuerpo de K, 1. Tenemos una
cadena creciente de cuerpos, dada por

F=KicKyc..cK,c...

Entonces el conjunto

A:Um

neN

es claramente una extension algebraica de F', pues todos sus elementos son algebraicos
sobre F', y ademds demostraremos que es la extensién buscada, esto es, N(A/F) = S.

Sea m € N(A/F). Existe F,, una extension intermedia de A/F', de grado m sobre F.
En particular, E,, es un subcuerpo de A, por lo que esté contenido en K} (cuyo grado
sobre F es dy) para algin k. Por tanto, m|dy. Por eleccién de los d,,, estos son elementos
de S, y por ser m divisor de dj, tenemos que m € S.

Sea ahora m € S. Tenemos que d,,, = mcd(m!,S) es el mayor divisor de m! contenido
en S, por lo que m|d,,. Por tanto, hay un subcuerpo (y por tanto una extensién) de orden
m sobre F' contenido en K,, < A. Concluimos que m € N(A/F). O

Para terminar de ver la correspondencia entre nimeros de Steinitz y extensiones
intermedias algebraicas, falta ver que toda extensién algebraica de F' es isomorfa a la
construcciéon que hemos utilizado en la demostraciéon anterior.

Corolario 8.7. Sean A y A" dos extensiones algebraicas de un cuerpo finito F, tales que
N(A/F) = N(A'/F). Entonces existe un isomorfismo de A en A" que fija los elementos
de F.

Demostracion. De forma andloga a como se hizo en el teorema anterior, tomamos F' =
K, = K|, y consideramos d,, = mcd(n!, N(A/F) y K,, K, extensiones intermedias de
grado d,, de A/F y A'/F respectivamente, tales que

A=K, A=K,

neN neN

Entonces K,, y K;l son isomorfos y podemos tomar un isomorfismo «,, de K, en K;L que
fije los elementos de F'. Por un resultado de teoria de Galois, este isomorfismo se puede
extender a un isomorfismo de K, en K|, +1 que fija los elementos de F'. El isomorfismo

buscado es a = |, .y Q- O

Con este par de resultados, hemos probado lo siguiente:

Corolario 8.8. Fuxiste una correspondencia biyectiva entre los nimeros de Steinitz y las
extensiones algebraicas de un cuerpo finito.
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Una consecuencia inmediata es que las unicas extensiones algebraicas posibles para
un cuerpo finito £ son isomorfas a | J,.q Ey, donde S es un nimero de Steinitz. En
particular, si tenemos una extensién C'/F (no necesariamente algebraica), entonces la
clausura algebraica de F' en C viene dada por

d(C/F)= | E.

neN(C/F)

Para finalizar el capitulo, vamos a determinar la estructura de la clausura algebraica de
los cuerpos finitos.

Teorema 8.9. Sea F' = F, un cuerpo finito y sea A una extension algebraica suya.
Entonces A es la clausura algebraica de F' si y solo si N(A/F) =N, en cuyo caso

AzUEn

neN

A~

Demostracion. Supongamos que A = F. Entonces para todo n € N y para todo polinomio
irreducible de grado n en F|x], f(z) se descompone en A. Es evidente que E,, € A, por
loque ne N(A/F), ergo N = N(A/F).

Supongamos que N(A/F) = N, y sea f(z) un polinomio en A[z]. Tomamos E una
extension algebraica de F' que contenga a los coeficientes de f(x), y a una raiz de f(x).
Entonces E(«) es una extension finita y algebraica de F', a la que denotamos E,, =
F,m. Como N(A/F) = N, entonces m € N(A/F), por lo que A/F tiene una extensién
intermedia de grado m sobre F' denotada E;n, que es isomorfa a F,,. En particular, como
a € FE,,, tenemos que existe un elemento [ € E;n isomorfo a «, de forma que B € A.
Entonces f(x) tiene como raiz a 5 € A, como querfamos demostrar.

La segunda parte del resultado ocurre como consecuencia de calcular la extensiéon
algebraica de F' a partir del nimero de Steinitz N(A/F), que es igual a A por el corolario
anterior. En este caso, tenemos que

A=K,

neN

Como mcd(n!,N) = n!, tenemos que K,, = E,,. Por ser E,, subcuerpo de E,,, la extensién
A/F tiene como extensién intermedia de F' a E,, para todo n € N. ]
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