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RESUMEN

Un problema de bancarrota surge cuando un grupo de agentes reclama una cantidad total
superior al presupuesto disponible, el cual es un bien perfectamente divisible. Con el fin
de resolver esta situación, se describen cinco reglas de reparto, desde un enfoque tanto
matemático como gráfico, que son: las cuatro reglas clásicas (la regla proporcional, la regla de
igual ganancia, la regla de igual pérdida y la regla del Talmud) y la regla del orden de llegada.
La elección de la regla más adecuada se fundamenta en el estudio de nueve propiedades
que permiten caracterizar y comparar las reglas clásicas de reparto.

Estas cinco reglas se han implementado en el lenguaje de programación Python para
facilitar su aplicación práctica a problemas de bancarrota concretos y obtener soluciones de
forma rápida y precisa.

Palabras clave: problema de bancarrota, reglas de reparto, propiedades, Python.

ABSTRACT

A bankruptcy problem arises when a group of agents claims a total amount that exceeds
the available budget, which is considered a perfectly divisible good. In order to address
this situation, five allocation rules are described from both a mathematical and graphical
perspective: the four classical rules (proportional rule, constrained equal‐awards rule,
constrained equal‐losses rule, and the Talmud rule) and the random arrival rule. The choice
of the most appropriate rule is based on the study of nine properties that allow for the
characterization and comparison of the classical allocation rules.

These five rules have been implemented in the Python programming language to
facilitate their practical application to specific bankruptcy problems and to obtain solutions
quickly and accurately.

Keywords: bankruptcy problem, allocation rules, properties, Python.
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INTRODUCCIÓN

Un problema de bancarrota surge cuando un grupo de agentes reclama una cantidad total
superior al presupuesto disponible, el cual es un bien perfectamente divisible. Esta situación
concuerda con la definición de economía propuesta por Robbins (1932), quien la entendió
como una ciencia que estudia el comportamiento humano en relación con fines y medios
escasos, poniendo énfasis en la escasez, la elección y el uso adecuado de los recursos.

De acuerdo con estas características, la idea de la escasez (es decir, el hecho de tener
que elegir renunciando a algo) está estrechamente relacionada con el coste de oportunidad,
entendido como el valor de lamejor alternativa a la que se renuncia al tomar una decisión. En
esencia, la solución al problema económico de bancarrota se presenta como un ejercicio de
optimización con restricciones, en el que se busca obtener el mejor resultado posible dentro
de un conjunto limitado de opciones.

Esta formulación abarca tanto problemas de decisión individual (por ejemplo, la
distribución del tiempo entre las distintas actividades del día) como problemas de decisión
social, que son más complejos (determinar cuánto dinero destinar a la educación es un
ejemplo de ello). En estos casos, el tipo de bien que se busca repartir resulta determinante,
ya que, si no puede dividirse en partes tan pequeñas como se desee (sea el caso de un
automóvil), no se trataría de un problema de bancarrota.

El objetivo de este trabajo es definir formalmente el concepto del problema de
bancarrota y describir cinco reglas de reparto que permiten resolverlo: la regla proporcional,
la regla de igual ganancia, la regla de igual pérdida, la regla del Talmud (o del bien disputado)
y la regla del orden de llegada.

Para ello, en el primer apartado se explica el concepto de problema de bancarrota y se
define matemática y gráficamente. En el segundo apartado, se describen las cinco reglas
de reparto, acompañadas de un ejemplo práctico que complementa cada explicación. En
el tercer apartado, se desarrollan las representaciones gráficas de estas reglas a partir de
los datos del ejemplo. En el cuarto apartado, se plantea un símil con la escasez hídrica
como enfoque alternativo para resolver problemas de bancarrota mediante las cuatro
reglas clásicas. En el quinto apartado, se analizan algunas propiedades de las cuatro reglas
clásicas, con el fin de caracterizarlas. En el sexto apartado, se presentan los programas
implementados en Python para resolver un problema de bancarrota mediante cualquiera de
las cinco reglas. En el séptimo apartado, se aplican estas reglas a un caso real de bancarrota,
como podría ser el generado tras una reordenación presupuestaria realizada por el Gobierno
de España con el objetivo de aumentar la financiación delMinisterio de Defensa. Finalmente,
se exponen las conclusiones del trabajo y las referencias bibliográficas.
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1. PROBLEMA DE BANCARROTA

Un problema de bancarrota surge cuando un conjunto de agentes realizan reclamaciones
sobre un bien perfectamente divisible1 (Estate), del que se tiene una cantidad inferior al
total de las demandas realizadas (Claims).

Esta situación ya aparece representada en la Biblia con el juicio de Salomón (véase
Brams (1980)), donde el rey, para descubrir a la verdadera madre entre dos mujeres que
reclamaban al mismo niño, sugirió dividirlo en dos. Así mismo, en el Talmud2 se recogen
discusiones y explicaciones a la regla de reparto que presenta la Mishná, cuyas situaciones
de bancarrota han sido objeto de investigación (véanse Aumann y Maschler (1985)). En
este sentido, la distribución que plantea la Mishná resulta poco intuitiva; véase mediante
un problema planteado en el Talmud, en el tratado de Ketubot 93a: La Mishná describe la
situación en la que un hombre fallece dejando deudas con tres acreedores. Sus reclamaciones
son, respectivamente, 100, 200 y 300 unidades monetarias, y se consideran tres casos
distintos del total del patrimonio a dividir, que son, respectivamente, 100, 200 y 300 unidades
monetarias. Según la Mishná, la división ha de hacerse de la forma que aparece en la
siguiente tabla:

Claims
100 200 300

100 33,33 33,33 33,33

Estate 200 50 75 75

300 50 100 150

Tabla 1.1: Solución de la Mishná a un problema de bancarrota descrito en el Talmud.

Como se puede apreciar en la Tabla 1.1, cuando la cantidad total del patrimonio a
repartir es de 100 unidades monetarias, cada uno de los acreedores se lleva 1/3 del mismo.
Cuando se consideran 200 unidades monetarias, el acreedor que reclama 100 unidades
monetarias se lleva 50 y los otros dos, 75 cada uno. Para el caso en el que se repartan 300

unidades monetarias, a cada acreedor le corresponde 50, 100 y 150 unidades monetarias,
respectivamente.

En la actualidad, se pueden encontrar múltiples problemas de bancarrota, como los que
se detallan a continuación:

1Algunos ejemplos de bienes perfectamente divisibles son el dinero, la tierra, el agua y el tiempo, ya que
pueden fraccionarse en partes arbitrariamente pequeñas.

2Un antiguo documento que constituye la base del derecho civil, penal y religioso judíos, según lo descrito
en la Mishná, el texto fundamental en el que se basan las discusiones contenidas en el Talmud.
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• Empresa en quiebra. La empresa no puede hacer frente a los pagos que adeuda, por lo
que se inicia el procedimiento legal de concurso de acreedores, con el fin de que estos
satisfagan sus créditos, dentro de lo posible. El problema surge, claro está, porque la
cantidad total demandada por los acreedores excede a la ofrecida por dicha empresa.

• Reparto presupuestario. Cuando un gobierno recauda menos impuestos, dada una
situación de recesión económica, por ejemplo, el presupuesto del Estado disminuye,
pero las necesidades de los diferentes sectores (salud, educación, infraestructura, etc.)
siguen siendo lasmismas o incluso aumentan (por ejemplo,más gente puede necesitar
ayuda social). De esta manera, se debe decidir quién recibe más y quién menos, pues
el dinero disponible no es suficiente para atender todas las necesidades. Por tanto, se
lleva a cabo un reparto de pérdidas, ya que cada organismo recibe menos de lo que
pide.

• Herencias. Se dan luego del fallecimiento de una persona, momento en el que se
procede a su reparto entre los herederos legítimos o designados. Hablamos de un
conjunto de bienes que, en ocasiones, puede ser inferior a la reclamación conjunta de
los beneficiarios.

• Reparto del agua. Está regulado por las Confederaciones Hidrográficas, que toman las
correspondientes decisiones de reparto en base a las necesidades para sus diversos
usos (urbanos, industriales, agrícolas, etc.), pues pueden ser superiores a la cantidad
total de agua disponible.

Con estos ejemplos se ponen de manifiesto que los problemas de bancarrota son
recurrentes en diferentes escenarios de la vida real y, en consecuencia, las reclamaciones
de los agentes pueden tener distinta naturaleza (activos, recursos financieros, bienes y
derechos, y agua, en el caso de dichos ejemplos). De esta forma, la solución a un problema
de bancarrota debe ser una distribución razonable del bien a repartir entre los agentes, en
función de sus demandas, para cada caso concreto. Así, el análisis económico moderno ha
estudiado diversas soluciones a este problema desde dos enfoques: el proporcionado por la
teoría de juegos cooperativos y el axiomático. Este último enfoque es el que se desarrolla en
este trabajo, a partir del análisis de cinco reglas de reparto para el problema de bancarrota.

1.1. Planteamiento y notación

Sea M = {1, 2, . . . ,m} un conjunto de agentes (Society). Cada agente i ∈ M realiza una
reclamación (Claim) ci > 0 sobre un presupuesto disponible (Estate) E > 0, de manera
que c = (c1, c2, . . . , cm) ∈ (0,∞)m es el vector de reclamaciones y C =

∑
i∈M ci es la
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reclamación agregada. Entonces, un problema de bancarrota surge cuandoC > E, es decir,
cuandohay undéficit dado porC−E > 0. Así pues, formalmente, el problemadebancarrota
a resolver se representa mediante el par (E, c).

La solución al problema de bancarrota trata de satisfacer, al menos parcialmente, la
reclamación del agente i ∈ M , de tal forma que se le asigne una cantidadx∗

i , que es parte del
presupuestoE > 0 (insuficiente para atender a todas las demandas). Para ello, es necesario
encontrar un criterio de reparto con el que ningún agente reciba más de lo que solicita y
que permita repartir toda la cantidad disponible, es decir, que sea eficiente (Espinel (2007)).
De verificarse estas dos condiciones, la solución del problema de bancarrota es una regla de
reparto.

Formalmente, una regla de repartoF asocia a cada problema de reparto (E, c) una única
asignación

F (E, c) = x∗ = (x∗
1, . . . , x

∗
m) ∈ Rm

+ ,

tal que 0 ≤ x∗
i ≤ ci y

∑
i∈M x∗

i = E. La primera restricción garantiza que ningún
agente recibirá más de lo que reclama, mientras que la segunda asegura que la suma de
las asignaciones de todos los agentes será igual al presupuesto total disponible.

Gráficamente, un problema de bancarrota se compone de dos elementos: un conjunto
factible en el primer ortante del espacio euclídeoRm, tal que {x ∈ Rm

+ |
∑

i∈M xi = E}, y
un punto c ∈ (0,∞)m, que no pertenece al conjunto factible. En la Figura 1.1 se ilustra esta
idea para el caso de dos agentes.

Agente 1

Agente 2

0

E = x1 + x2

c = (c1, c2)

Figura 1.1: Representación gráfica de un problema de bancarrota con dos agentes.

La ecuaciónE = x1+x2 representa todas las posibles asignaciones del presupuesto total
E > 0 entre los dos agentes. Los puntos por debajo de la línea corresponden a asignaciones
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en las que no se distribuye todo el presupuesto, por lo que son ineficientes. Los puntos sobre
la línea representan asignaciones en las que el presupuesto se reparte exactamente entre los
dos agentes, por lo que son factibles. Los puntos por encima de la línea implican asignaciones
imposibles, como el vector c de reclamaciones de los agentes, ya que su suma excede el
presupuesto.

2. REGLAS DE REPARTO

En este apartado se describen cinco reglas de reparto para dar solución a un problema
de bancarrota, que son: la regla proporcional, la regla de igual ganancia, la regla de igual
pérdida, la regla del Talmud y la regla del orden de llegada. Las cuatro primeras constituyen
las soluciones clásicas a este problema. Para ello, se hace uso de un ejemplo práctico común
a todos los casos.

Ejemplo. Un gobierno ha decidido expropiar terrenos para la construcción de una nueva
autopista. Para compensar a los propietarios afectados, ha destinado un total de 100

hectáreas (E = 100). No obstante, la cantidad total reclamada por los propietarios supera
esta cifra (véase en la lista adjunta):

• “Unión de Agricultores” S. A.: 50 hectáreas (c1 = 50).

• Cooperativa “Los Campesinos”: 20 hectáreas (c2 = 20).

• Fundación “Tierra y Futuro”: 60 hectáreas (c3 = 60).

• “Familia Huerta”: 90 hectáreas (c4 = 90).

2.1. Regla proporcional

La regla proporcional P , atribuida a Aristóteles (Villar (2005)), es probablemente la forma
más común de resolver un problema de bancarrota. Esta regla distribuye el presupuesto de
forma proporcional a las reclamaciones:

P (E, c) = λ · c, donde λ =
E

C
≤ 1.

Con los datos del Ejemplo. Dado que λ = 100
50+20+60+90

= 5
11

≈ 0,4545, el presupuesto cubre
aproximadamente el 45% del total de hectáreas reclamadas (C = 220). Aplicando la regla
proporcional, se tiene que:

P (100, (50, 20, 60, 90)) =
5

11
· (50, 20, 60, 90) ≈ (22,73, 9,09, 27,27, 40,91),

5



es decir, la cantidad de hectáreas que recibe aproximadamente cada propietario es:

• “Unión de Agricultores” S. A., x∗
1 ≈ 22,73 hectáreas.

• Cooperativa “Los Campesinos”, x∗
2 ≈ 9,09 hectáreas.

• Fundación “Tierra y Futuro”, x∗
3 ≈ 27,27 hectáreas.

• “Familia Huerta”, x∗
4 ≈ 40,91 hectáreas.

2.2. Regla de igual ganancia

La regla de igual ganancia IG distribuye el presupuesto equitativamente entre todos los
agentes, con la restricción de que ningún agente reciba una cantidad superior a la que
demanda:

IGi(E, c) = min{λ, ci},

donde λ es solución del problema
∑

i∈M min{λ, ci} = E.
Con los datos del Ejemplo. Como λ es solución de

∑
i∈M min{λ, ci} = 100, cada agente

recibiría 35 hectáreas. Sin embargo, la Cooperativa “Los Campesinos” obtendría una cantidad
superior a su reclamación de 20 hectáreas, por lo que se le otorga únicamente la totalidad
de su petición, repartiéndose el resto de las hectáreas entre los agentes restantes. De este
modo, λ = 100−20

3
= 80

3
≈ 26,67 y cada propietario recibe:

• “Unión de Agricultores” S. A., x∗
1 = IG1(100, (50, 20, 60, 90)) = min{80

3
, 50} = 80

3

hectáreas.

• Cooperativa “Los Campesinos”, x∗
2 = IG2(100, (50, 20, 60, 90)) = min{80

3
, 20} = 20

hectáreas.

• Fundación “Tierra y Futuro”, x∗
3 = IG3(100, (50, 20, 60, 90)) = min{80

3
, 60} = 80

3

hectáreas.

• “Familia Huerta”, x∗
4 = IG4(100, (50, 20, 60, 90)) = min{80

3
, 90} = 80

3
hectáreas.

2.3. Regla de igual pérdida

La regla de igual pérdida IP distribuye el déficit demanera equitativa entre los agentes, bajo
la condición de que ningún agente obtenga una asignación negativa:

IPi(E, c) = max{0, ci − µ},

6



donde µ es solución del problema
∑

i∈M max{0, ci − µ} = E.
Con los datos del Ejemplo. Ya que µ es solución de

∑
i∈M max{0, ci−µ} = 100, cada agente

perdería 220−100
4

= 30 hectáreas. No obstante, la Cooperativa “Los Campesinos” recibiría
una cantidad negativa, de manera que no obtiene asignación alguna. Así, la reclamación
total disminuye en 20 hectáreas y el nuevo déficit se reparte entre los demás agentes. Así
pues, µ = 220−20−100

3
= 100

3
≈ 33,33 y a cada propietario se le asigna:

• “Unión de Agricultores” S. A., x∗
1 = IP1(100, (50, 20, 60, 90)) = max{0, 50 − 100

3
} =

50
3
≈ 16,67 hectáreas.

• Cooperativa “Los Campesinos”, x∗
2 = IP2(100, (50, 20, 60, 90)) = max{0, 20− 100

3
} =

0 hectáreas.

• Fundación “Tierra y Futuro”, x∗
3 = IP3(100, (50, 20, 60, 90)) = max{0, 60 − 100

3
} =

80
3
≈ 26,67 hectáreas.

• “Familia Huerta”, x∗
4 = IP4(100, (50, 20, 60, 90)) = max{0, 90 − 100

3
} = 170

3
≈ 56,67

hectáreas.

2.4. Regla del Talmud

La regla del Talmud (o del bien disputado) T establece que ningún agente puede recibir
más de la mitad de su reclamación si el presupuesto disponible es menor a la mitad de la
reclamación total; asimismo, ningún agente puede perdermás de lamitad de su reclamación
cuando el presupuesto disponible supera dicha cantidad:

Ti(E, c) =


min

{ci
2
, λ
}

si E ≤ C

2
,

max
{ci
2
, ci − µ

}
si E ≥ C

2
,

donde λ y µ son soluciones de los problemas
∑

i∈M min{ ci
2
, λ} = E y

∑
i∈M max{ ci

2
, ci −

µ} = E, respectivamente.
De este modo, T reparte igualando ganancias cuando E ≤ C

2
e igualando pérdidas

cuando E ≥ C
2
. Esta idea se sustenta en que, psicológicamente, los agentes tienden a

enfocarse en sus expectativas de ganancia cuando el presupuesto disponible es pequeño
(E ≤ C

2
) y en sus pérdidas cuando es grande (E ≥ C

2
) (Espinel (2007)).

Esta definición de Aumann y Maschler (1985) permitió explicar las asignaciones
aparentemente paradójicas estipuladas en el Talmud (véase la Tabla 1.1). En su estudio, estos
autores demostraron que la regla del Talmud es una combinación de las tres reglas clásicas de
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reparto restantes: la regla proporcional, la regla de igual ganancia y la regla de igual pérdida.
Así, la solución dada por la regla del Talmud coincide con:

• La regla proporcional cuando E = C
2
.

En esta situación, es indiferente que T reparta igualando ganancias o pérdidas, porque
en ambos casos cada agente recibe la mitad de su reclamación:

– CuandoT reparte igualando ganancias, el objetivo es que todos los agentes ganen lo
mismo, sin que ninguno obtengamás de lamitad de su reclamación. En este sentido,
se observa que

∑
i∈M

ci
2
= 1

2
·
∑

i∈M ci =
C
2
= E, es decir,E alcanza para que cada

agente gane exactamente la mitad de su reclamación.

– Cuando T reparte igualando pérdidas, el objetivo es que todos los agentes pierdan
lo mismo, sin que ninguno obtenga menos de la mitad de su reclamación. Por lo
tanto, el déficit total a repartir esC−E = C− C

2
= C

2
=
∑

i∈M
ci
2
, por lo que cada

agente pierde ci
2
y la cantidad final que recibe cada uno es x∗

i = ci − ci
2
= ci

2
.

Esta solución coincide con la obtenida mediante P : λ = E
C
= C/2

C
= 1

2
⇒ x∗

i =
1
2
· ci.

• La regla de igual ganancia cuando E < C
2
y E

m
≤ min{ci}

2
.

Si E < C
2
, entonces T reparte igualando ganancias; si además E

m
≤ min{ci}

2
, cada

agente recibe E
m

= λ, una cantidad que no supera la mitad de ninguna de las
reclamaciones y, por tanto, es la misma solución que se obtiene con IG.

• La regla de igual pérdida cuando E > C
2
y C−E

m
≤ min{ci}

2
.

Si E > C
2
, entonces T reparte igualando pérdidas; si además C−E

m
≤ min{ci}

2
, cada

agente pierde C−E
m

= µ, una cantidad que no supera la mitad de ninguna de las
reclamaciones y, por tanto, x∗

i = ci − C−E
m

> 0 es la solución, que coincide con la
de IP .

Con los datos del Ejemplo. El presupuesto disponible es inferior a la mitad de la reclamación
total, ya que 100 < 220

2
= 110, pero 100

4
= 25 > 20

2
= 10 (siendo 20 hectáreas la reclamación

más baja). Por lo tanto, hay que calcular el valor de λ, solución de
∑

i∈M min{ ci
2
, λ} = 100.

Inicialmente, cada agente recibiría 25 hectáreas, pero la Cooperativa “Los Campesinos”
obtendría más de la mitad de su reclamación, por lo que solo se le asigna la mitad de
su reclamación y el excedente se redistribuye entre los demás agentes. En este nuevo
reparto, cada agente recibiría 30 hectáreas, pero esta cantidad seguiría superando la mitad
de la reclamación de la “Unión de Agricultores” S. A., por lo que se le asigna únicamente
la mitad de su reclamación y el remanente se reparte entre los dos agentes restantes.
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Tras este ajuste, cada agente recibiría 32,5 hectáreas, pero esto superaría la mitad de la
reclamación de la Fundación “Tierra y Futuro”, por lo que se le asigna solo la mitad de su
reclamación y el sobrante se otorga a la “Familia Huerta”, que finalmente recibe 35 hectáreas.
En consecuencia, λ = 35 y a cada propietario se le asigna:

• “Unión de Agricultores” S. A., x∗
1 = T1(100, (50, 20, 60, 90)) = min{50

2
, 35} = 25

hectáreas.

• Cooperativa “Los Campesinos”, x∗
2 = T2(100, (50, 20, 60, 90)) = min{20

2
, 35} = 10

hectáreas.

• Fundación “Tierra y Futuro”, x∗
3 = T3(100, (50, 20, 60, 90)) = min{60

2
, 35} = 30

hectáreas.

• “Familia Huerta”, x∗
4 = T4(100, (50, 20, 60, 90)) = min{90

2
, 35} = 35 hectáreas.

2.5. Regla del orden de llegada

La regla del orden de llegada OL consiste en que los agentes van llegando de uno en uno
al centro de pago, donde se distribuye el presupuesto, sin un orden predefinido. Dado
que todos los órdenes de llegada de los agentes son igualmente válidos y cada agente
ocupa una posición al momento de recibir su parte del presupuesto, el número de posibles
ordenaciones corresponde al cálculo de las permutaciones. Es decir, existen m! órdenes de
llegada posibles.

De este modo, el primer agente en llegar recibe la cantidadmínima entre su reclamación
y el total del presupuesto disponible, y lo mismo ocurre con cada uno de los agentes
siguientes, con la diferencia de que el presupuesto disponible se va reduciendo a medida
que se realizan los pagos, hasta que se agote.

Para evitar que los agentes que llegan primero al centro resulten beneficiados sobre los
demás, esta regla asigna a cada agente el promedio de lo que recibiría en todas las posibles
ordenaciones.

En términos formales, esta regla puede expresarse como

OLi(E, c) =

m!∑
k=1

xik

m!
,

siendo xik la asignación del agente i en función del orden de llegada, para cada una de las
m! permutaciones.
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Con los datos del Ejemplo. Como los cuatro agentes pueden llegar al centro de pago en un
orden no definido, es necesario considerar todas las posibles secuencias de llegada. Para
ello, basta con calcular las permutaciones del grupo de los cuatro agentes, lo que da un total
de 4! = 24 posibles órdenes de llegada. Una vez considerados todos estos escenarios, en
cada uno de ellos el presupuesto se distribuye según el orden de llegada de los agentes.
Finalmente, se calcula para cada agente la media de todas las asignaciones que recibe en
cada uno de los distintos escenarios. Una parte de este proceso se ilustra en la Tabla 2.1:

1
2
3
4

1
2
4
3

1
3
2
4

1
3
4
2

1
4
2
3

1
4
3
2

2
1
3
4

2
1
4
3

2
3
1
4

2
3
4
1

2
4
1
3

2
4
3
1

3
1
2
4

3
1
4
2

3
2
1
4

3
2
4
1

3
4
1
2

3
4
2
1

4
1
2
3

4
1
3
2

4
2
1
3

4
2
3
1

4
3
1
2

4
3
2
1

Total

x1 50 50 50 50 50 50 50 50 20 0 0 0 40 40 20 0 0 0 10 10 0 0 0 0 540

x2 20 20 0 0 0 0 20 20 20 20 20 20 0 0 20 20 0 0 0 0 10 10 0 0 220

x3 30 0 50 50 0 0 30 0 60 60 0 0 60 60 60 60 60 60 0 0 0 0 10 10 660

x4 0 30 0 0 50 50 0 30 0 20 80 80 0 0 0 20 40 40 90 90 90 90 90 90 980

Tabla 2.1: Asignaciones acumuladas por agente en todos los escenarios de orden de llegada con los datos del
Ejemplo.

Entonces, cada propietario recibe:

• “Unión de Agricultores” S. A., x∗
1 = OL1(100, (50, 20, 60, 90)) = 540

24
= 22,5

hectáreas.

• Cooperativa “Los Campesinos”, x∗
2 = OL2(100, (50, 20, 60, 90)) = 220

24
= 55

6
≈ 9,17

hectáreas.

• Fundación “Tierra y Futuro”, x∗
3 = OL3(100, (50, 20, 60, 90)) =

660
24

= 27,5 hectáreas.

• “Familia Huerta”, x∗
4 = OL4(100, (50, 20, 60, 90)) =

980
24

= 245
6

≈ 40,83 hectáreas.

Finalmente, en la Tabla 2.2 se recogen las asignaciones (en hectáreas) obtenidas por cada
uno de los cuatro propietarios tras aplicar las cinco reglas de reparto a la situación descrita
en el Ejemplo, donde

E = 100 < 220 = C, c1 = 50, c2 = 20, c3 = 60 y c4 = 90:
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P IG IP T OL

x∗
1 22,73 26,67 16,67 25 22,5

x∗
2 9,09 20 0 10 9,17

x∗
3 27,27 26,67 26,67 30 27,5

x∗
4 40,91 26,67 56,67 35 40,83

Tabla 2.2: Soluciones para el Ejemplo mediante cinco reglas de reparto diferentes.

3. REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LAS REGLAS DE REPARTO

En este apartado se representan gráficamente las cinco reglas de reparto, con el objetivo de
completar su estudio más allá de la perspectiva matemática. Para ello, se recurre al Ejemplo,
a partir del cual se obtienen las distintas representaciones gráficas correspondientes a cada
regla.

Una manera gráfica de describir los repartos que proponen las diferentes reglas, ante
un problema de bancarrota, es haciendo variar el presupuesto desde 0 hasta el valor
de la reclamación agregada C, dado un vector de reclamaciones fijo c. Para lograr una
representación más óptima, esta relación se traduce al porcentaje de las reclamaciones
obtenidas por cada agente (eje de ordenadas), respecto al porcentaje de la reclamación
agregada disponible para repartir (eje de abscisas).

Así, el caso de la regla proporcional resulta trivial, pues ambos porcentajes coinciden.3

Ahora bien, esto no tiene porqué suceder con el resto de reglas.
De estamanera, tomando como base los datos del Ejemplo, se van amostrar los distintos

gráficos correspondientes al comportamiento de las soluciones obtenidas mediante las
reglas de reparto, con el vector de reclamaciones dado c = (50, 20, 60, 90) y la cantidad
variable de hectáreas a repartir E ∈ [0, 220]. En esencia, esto es comparar respecto al
reparto propuesto por la regla proporcional.4

3El eje de abscisas representa E
C , conE ∈ [0, C], y el de ordenadas xi

ci
. Según P , λ = E

C , de tal forma que
xi = λ·ci. Entonces, xi

ci
= λ·ci

ci
= E

C . Se observa quepara cualquier agente i, el punto (EC , xi

ci
) siempre satisface

la ecuación de la bisectriz; es decir, P siempre asigna a cada agente el mismo porcentaje del presupuesto
disponible en relación con su reclamación.

4Aunque estas representaciones obedecen a un vector de reclamaciones concreto, las relaciones gráficas
obtenidas son similares para otros vectores.
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3.1. Comportamiento gráfico de la regla de igual ganancia

Figura 3.1: Comportamiento gráfico de la solución de la regla de igual ganancia con los datos del Ejemplo.

En la Figura 3.1 se muestra la relación existente entre el porcentaje del presupuesto
disponible para repartir y los porcentajes de las reclamaciones individuales recibidos por
cada uno de los cuatro agentes, cuando se considera la regla de igual ganancia (IG).

Como se puede observar, esta regla favorece a las reclamacionesmás bajas, ya que c1 y c2
están siempre por encima de la bisectriz, de tal forma que los agentes 1 y 2, cuyas demandas
son menores, perciben mayores cantidades de hectáreas de las que recibirían si se aplicara
la regla proporcional; en cuanto al agente 3, estaría en una situación similar a partir del
momento en el que el presupuesto a repartir supone el 50% de la reclamación agregada,
pues su reclamación es mayor a la de los otros dos. Entonces, con la regla de igual ganancia,
se puede concluir que cuanto más pequeñas sean las reclamaciones, más fácil será que se
satisfagan íntegramente. Véase, por ejemplo, que el agente 2 recibiría el total de su demanda
cuando se reparte solo el 40% del total de la reclamación agregada, mientras que el 1 y el 3
lo harían al alcanzar el 80% y 90%, respectivamente.

Por su parte, los agentes que demandan grandes cantidades resultan perjudicados por
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esta regla, como es el caso del agente 4, que nunca recibe el total de su reclamación, al estar
siempre c4 por debajo de la bisectriz.

3.2. Comportamiento gráfico de la regla de igual pérdida

Figura 3.2: Comportamiento gráfico de la solución de la regla de igual pérdida con los datos del Ejemplo.

En la Figura 3.2 se muestra la relación existente entre el porcentaje del presupuesto
disponible para repartir y los porcentajes de las reclamaciones individuales recibidos por
cada uno de los cuatro agentes, cuando se considera la regla de igual pérdida (IP ).

Su comportamiento es dual al de la regla de igual ganancia, de manera que esta regla
beneficia a las reclamaciones más grandes. Como resultado, cuanto más pequeñas sean las
reclamaciones, más probable será que estos agentes no reciban nada. En este caso, el agente
4, que es el que reclama una cantidad de hectáreas mayor, obtiene mayores asignaciones
que si se aplicara la regla proporcional, pues c4 siempre está sobre la bisectriz. En lo que
respecta al resto de agentes, el más perjudicado resulta ser el 2, cuya reclamación es la
más pequeña, dado que no empezaría a percibir asignación alguna hasta que se reparte
el 60% del total de la reclamación agregada (mientras que para el 1 y el 3 sería en el 10%
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y 20%, respectivamente). Se observa que el agente 3, al igual que en el caso de la regla de
igual ganancia, comenzaría a recibir asignaciones mayores a las obtenidas mediante la regla
proporcional cuando el presupuesto disponible suponga el 50% de la reclamación total.

3.3. Comportamiento gráfico de la regla del Talmud

Figura 3.3: Comportamiento gráfico de la solución de la regla del Talmud con los datos del Ejemplo.

En la Figura 3.3 se muestra la relación existente entre el porcentaje del presupuesto
disponible para repartir y los porcentajes de las reclamaciones individuales recibidos por
cada uno de los cuatro agentes, cuando se considera la regla del Talmud (T ).

Esta regla es una combinación de la regla de igual ganancia y de la regla de igual pérdida,
por lo que el comportamiento de sus soluciones es antisimétrico respecto a la vertical que
supone la parte media de la gráfica, es decir, cuando el porcentaje del presupuesto a repartir
es del 50%. De esta forma, cuando el presupuesto supone un porcentaje menor del 50%
sobre la reclamación total, las reclamaciones menores resultan ser las beneficiadas, con la
restricción de que ningún agente obtenga más del 50% de su demanda. Por el contrario,
cuando el presupuesto esmayor al 50%del total a repartir, las demandasmás grandes son las
favorecidas, con la restricción de que ningún agente pierda más del 50% de su reclamación.
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3.4. Comportamiento gráfico de la regla del orden de llegada

Figura 3.4: Comportamiento gráfico de la solución de la regla del orden de llegada con los datos del Ejemplo.

En la Figura 3.4 se muestra la relación existente entre el porcentaje del presupuesto
disponible para repartir y los porcentajes de las reclamaciones individuales recibidos por
cada uno de los cuatro agentes, cuando se considera la regla del orden de llegada (OL).

La regla del orden de llegada beneficia a los agentes con demandas más bajas cuando el
total de hectáreas reclamadas es inferior al 50% de la reclamación agregada, ya que c1, c2 y
c3 están generalmente por encima de la bisectriz (a diferencia de c4, la mayor reclamación,
que siempre se encuentra por debajo). No obstante, existen dos casos atípicos: cuando se
reparte el 10% del total de las reclamaciones, el agente 3 obtiene una cantidad de hectáreas
menor a la que obtendría con la regla proporcional; mientras que, cuando se distribuye el
40%, es el agente 1 quien resulta perjudicado.

A partir de este 50%, el comportamiento de la regla se invierte, favoreciendo a los
agentes con demandas más altas (en este caso, al agente 4),con dos nuevos casos atípicos:
cuando se reparte el 60% de la demanda total, el agente 1 recibe una asignación mayor que
la que correspondería según la regla proporcional; en cambio, cuando se distribuye el 90%,
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el beneficiado es el agente 3.
Se observa, entonces, que las reclamaciones extremas no presentan casos atípicos.
Por último, las Figuras 3.5, 3.6, 3.7 y 3.8 muestran una recopilación de las relaciones

previamente analizadas entre el presupuesto disponible y la asignación obtenida, aplicando
las reglas de reparto para cada uno de los cuatro agentes de forma individual.

Figura 3.5: Comportamiento gráfico de las soluciones
de las reglas de reparto para el primer

agente con los datos del Ejemplo.

Figura 3.6: Comportamiento gráfico de las soluciones
de las reglas de reparto para el segundo

agente con los datos del Ejemplo.

Figura 3.7: Comportamiento gráfico de las soluciones
de las reglas de reparto para el tercer
agente con los datos del Ejemplo.

Figura 3.8: Comportamiento gráfico de las soluciones
de las reglas de reparto para el cuarto
agente con los datos del Ejemplo.
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A la vista de estos resultados gráficos, el agente 2, que reclama la menor cantidad,
siempre preferirá que el reparto de las hectáreas se realice según la regla de igual ganancia.
En contraste, el agente 4, con la reclamación más alta, optará por la regla de igual pérdida.
En cuanto a los dos agentes restantes, considerando el total de hectáreas disponibles para
repartir (E = 100), el agente 1 mostrará preferencia por la regla de igual ganancia, mientras
que el agente 3 se inclinará por la regla del Talmud.

4. INTERPRETACIÓN HIDRÁULICA DE LAS REGLAS CLÁSICAS DE REPARTO

En este apartado se presenta unmétodo alternativo para aplicar las reglas clásicas de reparto
a un problema de bancarrota, utilizando la escasez hídrica como símil.

Fleiner y Sziklai (2011) se basaron en la idea original de Kaminski (2000) para construir
un sistema hidráulico específico con el que demostrar el teorema de Aumann y Maschler
(1985).

De esta manera, la reclamación del agente i se representa mediante un recipiente
cilíndrico cuya base es circular, con un área de 1 unidades cuadradas, y cuya altura hi es
igual al valor de dicha reclamación.

Fleiner y Sziklai (2011) definieron dos configuraciones principales en los sistemas
hidráulicos. Un sistema hidráulico es conectado cuando el líquido se distribuyemanteniendo
un nivel común en todos los recipientes.5 En cambio, es desconectado cuando los recipientes
reciben líquido de forma independiente, lo que permite que los niveles de líquido sean
distintos en cada uno.6

El Estate se equipara con un volumen total de líquido que se vierte en los recipientes a
través de capilares situados en la parte inferior, cuyo volumen es despreciable. Dado que los
recipientes están conectados mediante estos capilares, el sistema es hidráulico y conectado.
Dependiendo de la regla de reparto que se desee modelar, la forma y la conexión de los
recipientes varían, lo que da lugar a distintas distribuciones del líquido y, por tanto, a distintas
soluciones del problema.7

Con estas premisas, Fleiner y Sziklai (2011) representaron hidráulicamente tres de las
cuatro reglas clásicas de reparto: la regla de igual ganancia, la regla de igual pérdida y la regla
del Talmud. En las figuras siguientes se ilustran directamente las soluciones correspondientes

5Este fenómeno corresponde a un sistema de vasos comunicantes, un conjunto de recipientes
interconectados en los que un líquido homogéneo en reposo alcanza el mismo nivel en todos ellos, sin importar
la forma o el volumen de los recipientes.

6La regla del orden de llegada se representamediante un sistema hidráulico desconectado, ya que, durante
el proceso de distribución inicial, cada recipiente se llena de forma independiente, siguiendo el orden en que
los agentes llegan hasta agotar el Estate.

7Una regla de reparto que puede representarse como un sistema de vasos conectados se denomina
hidráulica (Kaminski (2000)).
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a los datos del Ejemplo. No obstante, la estructura de los distintos sistemas hidráulicos es la
clave para aplicar estas reglas a cualquier otro problema de bancarrota con datos distintos.

4.1. Representación hidráulica de la regla de igual ganancia

Figura 4.1: Solución hidráulica de la regla de igual ganancia para el Ejemplo.

Como se observa en la Figura 4.1, los cuatro recipientes están situados en la parte inferior.
Cuando el líquido sale del tanque, se distribuye equitativamente entre ellos a través de los
capilares. Si un recipiente se llena, como ocurre en el caso del agente 2, el exceso de líquido
se redistribuye entre los demás. De este modo, el reparto se mantiene equitativo, con la
única restricción de que ningún recipiente puede recibir más líquido una vez alcanzada su
capacidad máxima.

Es evidente que, cuanto más pequeño sea el recipiente, más rápido se llenará. Por lo
tanto, se concluye que esta regla favorece a las reclamaciones más bajas.
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4.2. Representación hidráulica de la regla de igual pérdida

Figura 4.2: Solución hidráulica de la regla de igual pérdida para el Ejemplo.

En la Figura 4.2, solo el recipiente de mayor altura, correspondiente al agente 4, está situado
en la parte inferior. Así, cuanto más grande sea el recipiente, más rápido se llenará, lo que
pone de manifiesto que esta regla favorece a las reclamaciones más altas. Además, dado
que el volumen de los capilares es despreciable, puede ocurrir que algún agente no reciba
asignación, como sucede en el caso del agente 2.

4.3. Representación hidráulica de la regla del Talmud

Figura 4.3: Solución hidráulica de la regla del Talmud para el Ejemplo.

La Figura 4.3 muestra tres recipientes con forma de reloj de arena (mitad inferior y
superior), cada uno con un capilar en el centro, mientras que el recipiente de mayor altura,
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correspondiente al agente 4, no sigue esta disposición. En términos generales, esta regla
favorece inicialmente a las reclamaciones más bajas. Sin embargo, una vez que el nivel de
líquido supera la mitad del recipiente, las reclamaciones más altas resultan beneficiadas,
debido a la peculiar estructura de los recipientes.

En cuanto a la regla proporcional, Martínez y Meneses (2011) señalan que, bajo los
supuestos previamente mencionados, su representación hidráulica es la que toma como
base la solución mostrada en la Figura 4.4. Como se puede apreciar, los recipientes están
tumbados en la parte inferior, manteniendo sus dimensiones originales. En consecuencia,
se llenan proporcionalmente a su tamaño, es decir, de acuerdo con la reclamación de cada
agente.

Figura 4.4: Solución hidráulica de la regla proporcional para el Ejemplo.

5. PROPIEDADES DE LAS REGLAS DE REPARTO Y CARACTERIZACIÓN DE LAS REGLAS
CLÁSICAS

En este apartado se estudian nueve propiedades de las reglas de reparto que llevarán a los
agentes a decantarse por una u otra, dependiendo del problema de bancarrota en cuestión.
Estas propiedades permiten caracterizar las cuatro reglas clásicas de reparto, como se verá
más adelante.8

Siguiendo la clasificación de Villar (2005), estas propiedades se agrupan en tres
categorías: cinco son básicas, pues las cumplen las tres soluciones igualitarias: la

8Adicionalmente, otra propiedad relevante a considerar es la de no manipulabilidad, introducida por
O’Neill (1982), según la cual ningún agente puede mejorar su situación al unirse a otros (manipulación por
coalición) o al dividir su reclamación en partes más pequeñas (manipulación por escisión).
Según de Frutos (1999), la regla proporcional es la única regla de reparto no manipulable. La regla de igual
ganancia no es manipulable por coalición (pero sí por escisión), mientras que la regla de igual pérdida no
es manipulable por escisión (pero sí por coalición). Por otro lado, la regla del Talmud no es manipulable por
coalición (pero sí por escisión) si y solo si E ≤ C

2 , y no es no manipulable por escisión (pero sí por coalición) si
y solo si E ≥ C

2 .
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proporcional, la de igual ganancia y la de igual pérdida; una es simétrica, ya que un problema
de bancarrota también se puede entender como el reparto de la pérdida C − E en función
de las reclamaciones c; y tres son de compensación, pues dependen de la relación entre la
magnitud de las reclamaciones de los agentes y la cantidad disponible E.

5.1. Tratamiento igualitario (TI): Básica

Esta propiedad se refiere a que si distintos agentes realizan las mismas reclamaciones,
obtienen las mismas asignaciones; es decir, si reclaman lo mismo, no se distinguen en
términos de asignación. Esto es:

ci = cj ⇒ Fi(E, c) = Fj(E, c).

5.2. Independencia de escala (IE): Básica

Esta propiedad garantiza que es equivalente repartir entre agentes con diferentes
reclamaciones o multiplicar la cantidad a repartir por una constante, siempre que las
reclamaciones también se multipliquen por el mismo valor. Formalmente, esta propiedad
se cumple si, para todo λ > 0,

F (λ · E, λ · c) = λ · F (E, c).

Por tanto, en base a esta propiedad, se concluye que las asignaciones no dependen de la
unidad de medida.

5.3. Composición hacia arriba (CAR): Básica

Se parte de la situación en la que se ha realizado un reparto y se aumenta el presupuesto
disponible, de tal manera queE ′ > E. Esta propiedad asegura que dicha situación se puede
resolver de dos maneras: cancelando el reparto inicial y realizando un nuevo reparto conE ′,
o distribuyendo el excedente E ′ − E, una vez que se hayan ajustado las reclamaciones de
los agentes, restando a cada reclamación inicial su asignación correspondiente, después de
repartir E. Formalmente:

E < E ′ ⇒ F (E ′, c) = F (E, c) + F (E ′ − E, c− F (E, c)).

Respecto a la regla del orden de llegada, usando los datos del Ejemplo, se demuestra,mediante contraejemplos,
que esta regla es manipulable tanto por coalición como por escisión. En particular, el agente 2 puede mejorar
su asignación si se une al agente 1 (manipulación por coalición). Asimismo, si el agente 2 divide su demanda en
dos partes iguales, la suma de sus nuevas asignaciones resulta mayor que la asignación original (manipulación
por escisión).
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Así, de un modo u otro, el reparto debe ser el mismo.

5.4. Composición hacia abajo (CAB): Básica

Esta propiedad es homóloga a la anterior, ahora con ajuste a la baja. En este caso, E ′ < E.
Al igual que antes, esta situación se puede resolver de dos maneras, que dan lugar a un
mismo reparto: anulando el reparto inicial y llevando a cabo un nuevo reparto con E ′,
o manteniendo las asignaciones iniciales como demandas sobre E ′. Con la notación ya
introducida:

E > E ′ ⇒ F (E ′, c) = F (E ′, F (E, c)).

5.5. Consistencia (CO): Básica

Esta propiedad señala que las asignaciones recibidas por una parte de los agentes son
las mismas que las que obtendrían en un nuevo reparto para ellos solos, en el que las
reclamaciones serían las iniciales y la cantidad a repartir sería la suma de las asignaciones
que recibieron en el reparto inicial. Esto es:

S ⊆ M ⇒ Fi(M,E, c) = Fi

(
S,
∑
i∈S

Fi(M,E, c), (ci)i∈S

)
,

siendo (M,E, c) el problema original conm agentes.
Con esto, se evitan discusiones entre los demandantes, pues el resultado final no se

altera.

5.6. Autodualidad (AD): De simetría

Un problema de bancarrota también se puede estudiar procediendo al reparto de las
pérdidas,C−E, entre los agentes que realizan sus respectivas reclamaciones en base a este
déficit, resultando las asignaciones finales de restar a la reclamación del agente la asignación
que obtiene en el reparto de pérdidas. De esta forma, se cumple que:

c− F (C − E, c) = F (E, c).

Así, dado un problema de reparto, (E, c), y su solución, F , la solución dual F ∗ del
correspondiente problema de reparto del déficit (C − E, c) se define como F ∗(E, c) =

c− F (C − E, c).
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En consecuencia, una regla de reparto es autodual si, para cada (E, c), se tiene que:

F ∗(E, c) = F (E, c).

5.7. Exención (EXE): De compensación

Esta propiedad establece que las reclamaciones que no superan una cantidad mínima α

deben ser íntegramente atendidas, de tal forma que:

ci ≤ α ⇒ Fi(E, c) = ci.

Según Villar (2005), α = E
m

(el umbral del presupuesto per cápita).
El principio ético subyacente en esta propiedad es favorecer a las reclamaciones más

pequeñas. Las indemnizaciones por despido, por ejemplo, están exentas de tributar en el
IRPF hasta la cuantía establecida comoobligatoria en el Estatuto de los Trabajadores (Agencia
Estatal de Administración Tributaria (2023)).

5.8. Exclusión (EXC): De compensación

Al contrario que la anterior, esta propiedad alude a que las reclamaciones que no superan
una cantidad mínima α deben ser rechazadas íntegramente, de tal manera que:

ci ≤ α ⇒ Fi(E, c) = 0.

Según Villar (2005), α = C−E
m

(el umbral del déficit per cápita).
En este caso, el principio ético que prevalece es el de favorecer a las reclamaciones más

grandes. Un ejemplo de ello es la franquicia fija en los seguros, que establece un umbral
mínimo que el asegurado debe asumir antes de que la aseguradora cubra los gastos. Si el
coste del servicio no supera dicha franquicia, el asegurado debe hacerse cargo del pago
íntegro.

5.9. Aseguramiento (AS): De compensación

Esta propiedad exige que cada agente reciba como mínimo una cierta cantidad
independientemente de las reclamaciones del resto; es decir, los agentes tienen una garantía
mínima. De esta manera, si un agente reclama una cantidad superior al presupuesto
disponible, su asignación será, como mínimo, el presupuesto disponible dividido entre el
número de agentes; en el caso contrario, la asignación será, almenos, la reclamación dividida
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entre el número de agentes. Dicho de otro modo, formalmente:

Fi(E, c) ≥ 1

m
min{ci, E}.

Una vez definidas las nueve propiedades que se pueden exigir a una regla de reparto, la
Tabla 5.1 muestra cuáles de ellas cumple cada una de las reglas clásicas, lo que da lugar a sus
correspondientes caracterizaciones.

Proporcional
Igual

ganancia
Igual

pérdida
Talmud

Tratamiento
igualitario (TI)

3 3 3 3

Independencia de
escala (IE)

3 3 3 3

Composición hacia
arriba (CAR)

3 3 3

Composición hacia
abajo (CAB)

3 3 3

Consistencia (CO) 3 3 3 3

Autodualidad (AD) 3 3 3

Exención (EXE) 3

Exclusión (EXC) 3

Aseguramiento (AS) 3 3

Tabla 5.1: Caracterización de las reglas clásicas de reparto mediante las
combinaciones de nueve propiedades.
Fuente: Martínez y Meneses (2011).

3 Moulin (2000)

Young (1988)
Herrero y Villar (2001)
Herrero y Villar (2001)
Thomson (2003)
Moreno‐Ternero
y Villar (2004)

Código de colores para la Tabla
5.1.

Como puede observarse, Young (1988) probó que solamente la regla proporcional
satisface simultáneamente las propiedades de CAR y AD.

Por su parte,Moulin (2000) demostró que la regla proporcional, la regla de igual ganancia
y la regla de igual pérdida son las únicas que cumplen simultáneamente las propiedades de
TI, IE, CAR, CAB y CO.

Además, Herrero y Villar (2001) verificaron que solo la regla de igual ganancia satisface
al mismo tiempo las propiedades de CAB, CO y EXE, mientras que la regla de igual pérdida
es la única que cumple con CAB, CO y EXC.

Por otro lado, Thomson (2003) estableció que la regla proporcional es la única que
cumple simultáneamente las propiedades de CAB y AD.

Por último, Moreno‐Ternero y Villar (2004) probaron que una regla de reparto es la regla
del Talmud si y solo si satisface las propiedades de CO, AD y AS.
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6. IMPLEMENTACIÓN DE LAS REGLAS DE REPARTO MEDIANTE PYTHON

En este apartado se implementan las reglas de reparto en Python, con el objetivo de
resolver problemas de bancarrota de manera más rápida y eficaz. Para ilustrar su correcto
funcionamiento, se recurre al Ejemplo, aunque cualquier otro problema de bancarrota sería
igualmente válido.

Todas las funciones de reparto implementadas reciben dos parámetros: E, que
representa el presupuesto disponible, y reclamaciones, que es un vector con las demandas
de cada agente. Además, comparten los mismos casos base: si el presupuesto disponible es
negativo o nulo, o si alguna de las reclamaciones es negativa o nula, la función devuelve un
vector de asignaciones compuesto por ceros, con una entrada para cada agente; si el vector
de reclamaciones está vacío, la función devuelve una lista vacía, ya que no hay agentes a los
que asignar recursos. Por otro lado, si el presupuesto es suficiente para cubrir el total de las
demandas, la función devuelve directamente el propio vector de reclamaciones.

Una vez superados estos casos base, el vector asignaciones puede contener valores
decimales, que se redondean a dos cifras mediante la función round(número, 2). Si una
asignación x resulta ser un número entero (x.is_integer()), se convierte en un entero
utilizando int(x), de modo que no aparezcan decimales innecesarios en el resultado final.

En cuanto al funcionamiento de cada programa, la regla proporcional, implementada en
la función P (véase el Código 1), se basa en el cálculo de la variable lambda_value, que se
multiplica por cada reclamación c del vector reclamaciones. Los resultados obtenidos se
almacenan en el vector asignaciones.

1 def P(E, reclamaciones):
2 if E <= 0 or not reclamaciones or any(c <= 0 for c in reclamaciones):
3 return [0] * len(reclamaciones)
4

5 total_reclamaciones = sum(reclamaciones)
6

7 if E >= total_reclamaciones:
8 return reclamaciones
9

10 lambda_value = E / total_reclamaciones
11

12 asignaciones = [round(lambda_value * c, 2) for c in reclamaciones]
13

14 return [int(x) if x.is_integer() else x for x in asignaciones]

Código 1: Definición de la regla proporcional en Python.
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Por su parte, la regla de igual ganancia, implementada en la función IG (véase el Código
2), también se basa en el cálculo de la variable lambda_value. Para ello, primero se ordenan
los elementos del vector reclamacionesdemenor amayor, consorted(reclamaciones),
almacenándolos en el vector reclamaciones_ordenadas. A continuación, se recorre este
vector ordenado mediante un bucle for en combinación con la función enumerate, que
asocia un índice i (desde 0 a m-1, donde m es el número total de reclamaciones, obtenido
con len(reclamaciones)) a cada reclamacion.

En cada iteración, se calcula lambda_value. Si este valor es menor o igual que
la reclamacion actual (en el vector ordenado), se detiene el bucle y se calculan las
asignaciones finales como el mínimo entre lambda_value y cada elemento c del vector
original reclamaciones. Si no se cumple esta condición, se resta el valor de la reclamacion
actual al presupuesto E_disponible y se continúa con la siguiente iteración.

1 def IG(E, reclamaciones):
2 if E <= 0 or not reclamaciones or any(c <= 0 for c in reclamaciones):
3 return [0] * len(reclamaciones)
4

5 total_reclamaciones = sum(reclamaciones)
6

7 if E >= total_reclamaciones:
8 return reclamaciones
9

10 m = len(reclamaciones)
11 E_disponible = E
12 reclamaciones_ordenadas = sorted(reclamaciones)
13

14 for i, reclamacion in enumerate(reclamaciones_ordenadas):
15 lambda_value = E_disponible / (m - i)
16 if lambda_value <= reclamacion:
17 asignaciones = [round(min(lambda_value , c), 2) for c in
18 reclamaciones]
19 return [int(x) if x.is_integer() else x for x in asignaciones]
20

21 E_disponible -= reclamacion

Código 2: Definición de la regla de igual ganancia en Python.

Respecto a la regla de igual pérdida, implementada en la función IP (véase el Código 3),
sigue una lógica similar a la de la regla de igual ganancia, pero basada en el cálculo de la
variable mu_value.
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1 def IP(E, reclamaciones):
2 if E <= 0 or not reclamaciones or any(c <= 0 for c in reclamaciones):
3 return [0] * len(reclamaciones)
4

5 total_reclamaciones = sum(reclamaciones)
6

7 if E >= total_reclamaciones:
8 return reclamaciones
9

10 m = len(reclamaciones)
11 deficit_total = total_reclamaciones - E
12 reclamaciones_ordenadas = sorted(reclamaciones)
13

14 for i, reclamacion in enumerate(reclamaciones_ordenadas):
15 mu_value = deficit_total / (m - i)
16 if reclamacion - mu_value >= 0:
17 asignaciones = [max(0, round(c - mu_value , 2)) for c in
18 reclamaciones]
19 return [int(x) if x.is_integer() else x for x in asignaciones]
20

21 deficit_total -= reclamacion

Código 3: Definición de la regla de igual pérdida en Python.

En lo que se refiere a la regla del Talmud, implementada en la función T (véase el Código
4), combina elementos de la regla de igual ganancia y de la regla igual pérdida. Solo considera
la mitad de cada reclamación, que se almacena en el vector mitad_reclamaciones, y su
comportamiento depende del valor del presupuesto E en relación con la mitad del total
reclamado.

1 def T(E, reclamaciones):
2 if E <= 0 or not reclamaciones or any(c <= 0 for c in reclamaciones):
3 return [0] * len(reclamaciones)
4

5 total_reclamaciones = sum(reclamaciones)
6

7 if E >= total_reclamaciones:
8 return reclamaciones
9

10 m = len(reclamaciones)
11 mitad_total = total_reclamaciones / 2
12 mitad_reclamaciones = [c / 2 for c in reclamaciones]
13 reclamaciones_ordenadas = sorted(mitad_reclamaciones)
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14

15 if E <= mitad_total:
16 E_disponible = E
17 for i, reclamacion in enumerate(reclamaciones_ordenadas):
18 lambda_value = E_disponible / (m - i)
19 if lambda_value <= reclamacion:
20 asignaciones = [round(min(c / 2, lambda_value), 2) for c
21 in reclamaciones]
22 return [int(x) if x.is_integer() else x for x in
23 asignaciones]
24 E_disponible -= reclamacion
25

26 else:
27 deficit_total = total_reclamaciones - E
28 for i, reclamacion in enumerate(reclamaciones_ordenadas):
29 mu_value = deficit_total / (m - i)
30 if reclamacion * 2 - mu_value >= reclamacion:
31 asignaciones = [round(max(c / 2, c - mu_value), 2) for c
32 in reclamaciones]
33 return [int(x) if x.is_integer() else x for x in
34 asignaciones]
35 deficit_total -= reclamacion

Código 4: Definición de la regla del Talmud en Python.

En relación a la regla del orden de llegada se define en la función OL (véase el Código 5).9

En primer lugar, se inicializa el vector asignaciones_totales, que sirve para acumular las
asignaciones finales de cada agente a lo largo de todas las permutaciones. A continuación,
mediante un bucle for, se recorren todas las permutaciones de los agentes (calculadas con
permutations(range(m))). Dentro de este bucle externo, se inicializa en cada iteración
el vector asignaciones, que representa cómo se reparte el presupuesto en ese orden
concreto de llegada. Luego, mediante otro bucle anidado, se recorre dicha permutación:
a cada agente i (según el orden actual) se le asigna el mínimo entre su reclamación
y E_disponible. Esta cantidad se almacena en la posición correspondiente del vector
asignaciones y se descuenta del presupuesto disponible.

Una vez completado el reparto para una permutación concreta, los valores de
asignaciones se suman al vector asignaciones_totales, acumulando así las
asignaciones obtenidas en cada una de las permutaciones. Finalmente, tras recorrer

9Para implementar esta regla, se utilizan dos paquetes de la biblioteca estándar de Python: permutations,
del módulo itertools (para generar todas las permutaciones), y factorial, del módulo math (para calcular
el número total de permutaciones).
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todas las permutaciones, se divide cada valor del vector asignaciones_totales entre el
número total de permutaciones (calculado mediante factorial(m)).

1 from itertools import permutations
2 from math import factorial
3

4 def OL(E, reclamaciones):
5 if E <= 0 or not reclamaciones or any(c <= 0 for c in reclamaciones):
6 return [0] * len(reclamaciones)
7

8 total_reclamaciones = sum(reclamaciones)
9

10 if E >= total_reclamaciones:
11 return reclamaciones
12

13 m = len(reclamaciones)
14 asignaciones_totales = [0] * m
15

16 for orden in permutations(range(m)):
17 E_disponible = E
18 asignaciones = [0] * m
19

20 for i in orden:
21 asignaciones[i] = min(reclamaciones[i], E_disponible)
22 E_disponible -= asignaciones[i]
23

24 asignaciones_totales = [asignaciones_totales[i] + asignaciones[i]
25 for i in range(m)]
26

27 num_permutaciones = factorial(m)
28 asignaciones_finales = [round(asignaciones_totales[i] /
29 num_permutaciones , 2) for i in range(m)]
30

31 return [int(x) if x.is_integer() else x for x in asignaciones_finales]

Código 5: Definición de la regla del orden de llegada en Python.

Por último, para aplicar las distintas funciones de reparto a unos datos concretos, basta
con incorporar, al final del programa, las líneas de código representadas en el Código 6.
Únicamente es necesario modificar el valor de E y los valores del vector reclamaciones,
así como el mensaje de salida, que en este caso hace referencia a la función proporcional.
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1 E = 100
2 reclamaciones = [50, 20, 60, 90]
3

4 asignaciones = P(E, reclamaciones)
5 print("Asignaciones de P:", asignaciones)

Código 6: Aplicación de la regla propocional a los datos del Ejemplo en Python.

Demanera adicional, en la Tabla 6.1 se recogen los resultados obtenidos al ejecutar cada
una de las funciones de reparto con los datos del Ejemplo, verificándose que coinciden con
los ya conocidos.

Salidas
Asignaciones de P: [22.73, 9.09, 27.27, 40.91]
Asignaciones de IG: [26.67, 20, 26.67, 26.67]
Asignaciones de IP: [16.67, 0, 26.67, 56.67]
Asignaciones de T: [25, 10, 30, 35]
Asignaciones de OL: [22.5, 9.17, 27.5, 40.83]

Tabla 6.1: Resultados de la ejecución de las reglas de reparto en Python para los datos del Ejemplo.

7. APLICACIÓN DE LAS REGLAS DE REPARTO A UN CASO REAL

Dado el actual contexto de inestabilidad geopolítica, la Unión Europea está reforzando
su apuesta por el rearme y por una mayor inversión en defensa. Según Carpio (2025),
este cambio en el escenario geoestratégico responde tanto a la amenaza que representa
Rusia como a las exigencias de la nueva presidencia de Donald Trump en Estados Unidos,
quien insiste en que los países europeos no invierten lo suficiente en defensa y no pueden
garantizar la seguridad estadounidense (lo que lleva a Europa a cuestionar la fiabilidad de su
relación militar con el país norteamericano).

La Organización del Tratado del Atlántico Norte (OTAN)10 es la alianza establecida por
un total de 32 países, de Europa y Norteamérica (de los cuales 23 pertenecen a la Unión
Europea), que les permite cooperar en materia de defensa y llevar a cabo operaciones
multinacionales conjuntas de gestión de crisis.

En la Cumbre de Gales de 2014, se acordó que los Aliados que destinaban menos
del 2% de su Producto Interior Bruto (PIB) en defensa debían aspirar a alcanzar este

10Tiene su origen en la firma del Tratado del Atlántico Norte (más conocido como Tratado de Washington),
el 4 de abril de 1949, y opera conforme al principio de defensa colectiva, establecido en su Artículo 5, en virtud
del cual un ataque contra uno o varios de sus miembros se considera un ataque contra todos (North Atlantic
Treaty Organization (s.f.)).
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objetivo en el plazo de una década (North Atlantic Treaty Organization (2014)). No obstante,
según los datos de North Atlantic Treaty Organization (2024), ocho países miembros
no lograron cumplirlo: España (1,28%), Eslovenia (1,29%), Luxemburgo (1,29%), Bélgica
(1,30%), Canadá (1,37%), Italia (1,49%), Portugal (1,55%) y Croacia (1,81%). De este modo,
España se ha comprometido a alcanzar el 2% del PIB destinado a defensa en 2025 (La
Moncloa (2025)).

Dada esta situación, puede plantearse un escenario ficticio en el que España logra
dicho objetivo reordenando todas las partidas presupuestarias que componen el Estado de
gastos.11 Teniendo en cuenta que en España no se aprueba una Ley de Presupuestos desde
el año 2023, los Presupuestos de 2025 son los prorrogados de 2024, que a su vez fueron una
prórroga de los de 2023.

Para ello, se pueden aplicar las reglas de reparto a los datos presupuestarios
proporcionados por el Ministerio de Hacienda (2024) para el año 2025. De esta forma, en
la Tabla 7.1 se recogen las distintas secciones presupuestarias que conforman el Estado de
gastos español para este año, con la salvedad de que no aparece dato alguno asignado al
Ministerio de Defensa, ya que habría recibido parte del presupuesto del resto de partidas.

Según La Moncloa (2025), España llevará a cabo en 2025 una inversión adicional de
10.471 millones de euros en defensa, con lo que se alcanzará el 2% del PIB (lo que supone
un total de 33.123millones de euros).

Si esta inversión se descontara del presupuesto total destinado al resto de secciones,
se reduciría hasta los 357.524.232,97 miles de euros. Con esto, se generaría un problema
de bancarrota, pues el gasto total se habría redistribuido a favor del Ministerio de Defensa,
mientras que el resto de partidas seguirían reclamando el mismo presupuesto anterior. Así,
el presupuesto disponible no podría cubrir por completo todas las demandas.

Entonces, las soluciones que proporcionaría cada regla de reparto a este problema de
bancarrota se muestran en la Tabla 7.1. Cabe destacar que, en el caso de la regla del orden
de llegada, el problema se ha planteado únicamente utilizando los tresministerios conmayor
presupuesto, debido a la elevada complejidad computacional que supondría generar las 36!
posibles permutaciones.

11Realmente, según La Moncloa (2025), el dinero provendrá de algunas partidas del Plan de Recuperación,
Transformación y Resiliencia (es decir, de una reasignación de los fondos Next Generation de la Unión Europea);
de los ahorros generados por la economía española en 2024; y delmargenofrecido por ciertas partidas incluidas
en los Presupuestos Generales de 2023 que ya no se consideran necesarias.
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Tabla 7.1: Aplicación de las reglas de reparto a los Presupuestos Generales del Estado español 2024‐P.
Nota. Las dos primeras columnas fueron tomadas de Ministerio de Hacienda (2024). El resto de la tabla es elaboración propia.32



Como se puede apreciar en la Tabla 7.1, mediante la regla de igual ganancia todas las
reclamaciones serían atendidas íntegramente, a excepción de la correspondiente a la Deuda
Pública. Esta solución resultaría poco realista, dado que el valor de dicha partida se basa en
la previsión del gasto destinado al pago de los intereses de la deuda que adquiere el Estado,
lo que implica una obligación legal y prioritaria12.

En lo que respecta a la regla de igual pérdida, se puede concluir que, al igual que ocurre
con la regla de igual ganancia, la solución no sería fiel a la realidad, puesto que ocho partidas
presupuestarias quedarían sin asignación alguna.

En definitiva, el Gobierno de España debería estudiar la viabilidad de reordenar el
presupuesto y proceder a su posterior aprobación aplicando la regla proporcional, la regla
del Talmud o la regla del orden de llegada. La elección de una u otra podría sustentarse en
el cumplimiento de ciertas propiedades.

Dado que esta situación alude a los Presupuestos Generales del Estado, es esencial
garantizar las propiedades de: Tratamiento Igualitario (no debe haber distinción entre
partidas si reclaman lo mismo), Consistencia (evita posibles conflictos ante cambios en los
presupuestos recibidos por cada sección), Exención (permite priorizar aquellas partidas con
un presupuesto menor respecto al resto) y Aseguramiento (garantiza que ninguna partida
se quede completamente sin presupuesto). Además, dada la situación que se describe en
este problema, se tiene que cumplir la propiedad de Composición hacia abajo (asegurando
la coherencia ante la rebaja presupuestaria).

De entre las reglas mencionadas, la regla del Talmud sería la elegida, al verificar un
mayor número de estas propiedades. Sin embargo, la regla del orden de llegada no debería
descartarse en base a este criterio, debido a que no ha sido caracterizada según las mismas
propiedades que se han utilizado para caracterizar las reglas clásicas de reparto. Por ello, esta
regla podría ser válida dependiendo del criterio que el Gobierno de España decida aplicar.

8. CONCLUSIONES

Es evidente que los problemas de bancarrota son recurrentes en la sociedad y pueden
referirse a temáticas muy diversas, en cuanto al grado de dificultad. Ante la imposibilidad
de satisfacer por completo todas las reclamaciones, se recurre a las reglas de reparto, que
permiten obtener soluciones lógicas. En este sentido, destaca la regla proporcional, la regla
de igual ganancia, la regla de igual pérdida, la regla del Talmud (o del bien disputado) y la
regla del orden de llegada, siendo las cuatro primeras conocidas como las reglas clásicas.

12El artículo 135 de la Constitución Española de 1978 establece que “los créditos para satisfacer los intereses
y el capital de la deuda pública de las Administraciones se entenderán siempre incluidos en el estado de gastos
de sus presupuestos y su pago gozará de prioridad absoluta”.
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La decisión de escoger una de estas reglas depende de las características específicas del
problema, ya que cada situación puede requerir del cumplimiento de diferentes propiedades
que la regla en cuestión puede verificar o no. En concreto, a través de nueve propiedades es
posible caracterizar las reglas clásicas y determinar cuál resulta más adecuada en cada caso.

Cabe destacar que la regla de igual ganancia favorece a las reclamaciones más bajas y
la de igual pérdida a las más altas. La regla del Talmud, por su parte, ofrece una solución
intermedia: beneficia a las reclamaciones más bajas cuando el presupuesto es pequeño y a
las más altas cuando es grande. Ahora bien, cuando el presupuesto coincide con la mitad de
la suma de las reclamaciones, su solución coincide con la de la regla proporcional.

En definitiva, un individuo familiarizado con la naturaleza de las reglas de reparto y
con las propiedades que verifican, puede establecer una solución adecuada a un problema
de bancarrota concreto, desde la total imparcialidad. En este contexto, las herramientas
tecnológicas demuestran ser de gran utilidad, al proporcionar de manera rápida y precisa
las soluciones que se esperan ante la aplicación de una regla de reparto. Un ejemplo de ello
es el uso de Python para la implementación de estas reglas.
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