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INTRODUCCION

A finales del siglo pasado, M. Volterra inicia el estudio de las
funciones holomorfas y diferenciables entre espacios infinito
dimensionales. El estudio de tales funciones está íntimamente
relacionado con el concepto de polinomio entre espacios vectoriales
topológicos de dimensión infinita, concepto al que Hilbert y Fréchet,
separada y simultáneamente, dieron forma a principios de este siglo.

La teoría de funciones diferenciables entre espacios de dimensión
infinita se desarrolla ya entrado el presente siglo y actualmente se
aprecia un considerable interés por la misma. Restringiéndonos al
marco de espacios normados y con el concepto de diferencial de
Fréchet, en las dos últimas décadas es significativo el desarrollo de la
teoría debido a las nuevas técnicas de trabajo que proporciona el
Análisis Funcional. En este sentido es interesante hacer notar que un
elevado número de problemas de la teoría clásica de funciones
diferenciables, al formularse en el contexto indicado, da origen a
múltiples situaciones dependiendo de las distintas topologías
localmente convexas que se consideren sobre los espacios de
aplicaciones n-lineales continuas.

En la memoria, salvo mención expresa, se trabajará con funciones
de clase ceo en el sentido de Fréchet entre espacios de Banach reales.

Observemos que para una función real de clase ceo en un abierto
convexo de .IR 2, la existencia de límite de la función y todas sus
derivadas en un punto frontera del abierto a través de sectores cerrados
con vértice en el punto, es equivalente a la existencia del límite de la
función y todas sus derivadas a través de conjuntos estrellados,
respecto del citado punto frontera, de conjuntos compactos del abierto.

Consideremos ahora una función f fE CCO(U,F), donde U es un
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abierto convexo de un espacio de Banach real E y F es otro espacio de
Banach, y fijemos un punto frontera de U. En la memoria
generalizaremos la situación anterior tomando compactos de U y sus
estrellados respecto del punto frontera, y estudiando la existencia de
límites de la función y sus derivadas a través de este tipo de conjuntos.
No existe inconveniente en formular el problema sustituyendo la clase
de los conjuntos compactos del abierto por la clase de los conjuntos U-
acotados [BaJ. Para estudiar estos Umites es preciso considerar las
distintas topologías que pueden definirse en el espacio de las
aplicaciones n-lineales continuas: en particular, se analizan la
topología de la norma en L/nE,F) y la topología compacta abierta. Se
estudian también topologías localmente convexas, definidas sobre los
espacios formados por las funciones mencionadas anteriormente.

En el capitulo O se enuncian las propiedades básicas sobre los
espacios de aplicaciones n-lineales y de polinomios n-homogéneos
definidos entre espacios de Banach, que se utilizarán en el desarrollo de
la memoria. En un segundo apartado se estudian propiedades de
conjuntos U-acotados en abiertos convexos, propiedades que jugarán un
papel fundamental en el estudio que se va a realizar.

El capitulo 1 se inicia con la demostración de la existencia de una
función de clase Coo, definida en un abierto de los considerados, que no
posee Umite en el origen , pero tal que ella y sus derivadas sí tienen
Umite cuando se la considera restringida a los estrellados de los
conjuntos U-acotados. Este hecho motiva la introducción de los espacios
Eb (U,F) Y Ec (U,F) (1.9). La parte central del capitulo la constituye la
demostración, mediante dos técnicas completamente diferentes, de una
variación del clásico teorema de Borel, para funciones e00, en el
contexto de los espacios anteriormente definidos ( proposición 1.15).
Ambas demostraciones son constructivas, es decir, en ambos casos se
construye una función que verifica las propiedades requeridas. En el
primer caso se utilizan únicamente técnicas de anaUsis real,
basándose la demostración en las pruebas clásicas del teorema de Borel
para funciones COO en lR., mientras que en el segundo caso se utilizan
técnicas de análisis complejo, obteniéndose resultados sobre desarrollos
asíntóticos de una función holomorfa en un espacio de Banach
complejo y junto con las propiedades del complexificado de un espacio
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de Banach real, nos llevan a la demostración del resultado. Se incluye
en el capítulo una prueba del teorema clásico de Borel, en el marco de
espacios de Banach que verifican la condición impuesta por Kurzweil
en [Ku.1]. Se concluye el capUulo con la resolución de algunos
problemas de aproximación por funciones de clase Coo

•

En el capUulo 2 se definen topologlas localmente convexas sobre los
espacios Eb (U,F) ( la topologla f3) y Ec (U,F) (las topologlas 'Co Y u ),
relacionadas con las topologlas compacta abierta y normada en
LinE,F). Las citadas topologlas dotan a estos espacios de estructura de
espacio localmente convexo y completo. El espacio (Eb (U,F),f3) es de
Fréchet; no ocurre lo mismo con (Ec(U,F), 'CoJ, si E es de dimensión
infinita, Se caracterizan los conjuntos acotados de (ElU,F), 'CoJ asl como
el espacio bornológico asociado. Damos también en el capitulo una
nueva prueba de (1.15), basándose la demostración en las propiedades
del espacio (Eb (U,F),f3). Por último, se obtienen representaciones como
E-productos de algunos de los espacios mencionados.

En el capUulo 3 se estudian algunas clases de funciones COO entre
espacios de Banach. En primer lugar se introducen las clases casi-
anallticas, dándose condiciones necesarias y suficientes para que una
clase tenga esta propiedad. Estas condiciones coinciden con las clásicas
para funciones definidas en intervalos de la recta. Se caracterizan dos
clases particulares: CE F{n!) y CE F{n!}K. Terminamos el capUulo, ,

analizando las condiciones sobre una sucesión de números reales
estrictamente positivos, {M,j::O, para que exista una función de la
correspandiente clase Cu F{M,j (3.1), con derivadas prefijadas en el.
origen. También se resuelve un problema similar para funciones del
espacio Eb (U,F).



O. NOTACIONES Y TERMINOLOGIA

En este capítulo, y a modo de preliminar, realizaremos un breve recordatorio de
algunas cuestiones de la teoría de aplicaciones n-lineales continuas entre espacios de
Banach y cuyo estudio detallado puede verse en [Ba], [B-S-l], [Di] y [Mu]. El capítulo
se completa con un apartado dedicado al análisis de determinadas propiedades de
conjuntos U-acotados en abiertos convexos de un espacio de Banach, propiedades que
como veremos, jugarán un papel fundamental en el desarrollo de la memoria.

Representaremos por N, lR Y [ los conjuntos de los números enteros no
negativos, reales y complejos, respectivamente. Los espacios normados que
estudiaremos en este capítulo, salvo mención expresa, estarán definidos sobre el cuerpo

]K de los números reales o de los números complejos. Si a es un elemento de un
espacio normado y r es un número real positivo, la bola abierta (resp. cerrada) en este

espacio, de centro a y radio r, será representada por B(a,r) (resp. B(a,r)).

1.- Aplicaciones n-lineales continuas entre espacios de Banach.

En este apartado E y F designarán espacios de Banach sobre ]K.

O.l.Definiciones.- Sea n un número natural:
a) Si n > O, se representará por LcnE,F) el espacio vectorial de las aplicaciones

n-lineales y continuas de E x ~~x E en F, cuando en E x ~~x E se considera la
topología producto. Para el caso n = O,L(oE,F) se identificará con F como espacio
vectorial.

Si x E E Y A E LcnE,F), Axn será el elemento de F definido por
n») . O

{
A( x, ... , x , SI n >

Axn= A , si n = O

1



b) El subespacio vectorial de L(nE,F), n > O, formado por las aplicaciones n-lineales
continuas y simétricas de E x ~!x E en F, se denotará por Ls(nE,F). Para el caso
n = O, Ls(OE,F) se identificará con F como espacio vectorial.
c) Un polinomio n-homogéneo continuo de E en F es una aplicación P de E en F, para

la que existe A E LrE,F) tal que
P(x) = Axn,

/'\

cualquiera que sea x E E. Se escribe entonces P = A.
El espacio vectorial de los polinomios n-homogéneos continuos de E en F, se

designará por p(nE,F).
d) Una aplicación P de E en F se dice que es un polinomio continuo, si

P = Po + p¡ + ... + Pm

donde Pj E p(iE,F) paraj = 0,1, ..., m. Se representará por P(E,F) el espacio vectorial
de los polinomios continuos de E en F.

0.2.0 bservaciones.-

i) Sea A E L(E,F), n ~ 1. La aplicación sym (A) de Ex ~~xE en F, defmida por

sym (A) (xl' x2' ..., Xn)= ;! L A(xa(¡), xa(2)' .•• , xa(n»)
aeSn .

es una aplicación n-lineal continua y simétrica. ( Sn representa el grupo simétrico de
orden n).

La aplicación
n ~ nA E L ( E,F) -, sym (A) E Ls( E,F)

es una proyección.
ü) La aplicación

n A ~A E Ls( E,F) ~ A E P( c,F)

es lineal y biyectiva 1.

iii) Sean p, n E }l:lcon 1 ~ P ~ n. Si x E E y A E LsrE,F) , se designará por Axn-p la

aplicación de Ex .~~xE en F, definida por:

La inyectividad se prueba a partir de la fórmula de polarización [Mu,6]:
Sean A E LsrE,F), n ~ 1, Y a, Xl, x2, ..., Xn elementos de E, entonces

1 ~ AA(x¡, x2' ...xn) = -n- .i.J E¡...En A(a + E¡X¡ + ... + Enxn)
2 n! Ei=;i:¡

¡S,,<;n
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Se verifica que
D-P PA x E Ls( E,F)

0.3. El espacio normado L(DE,F).
Sea n un número natural, n ~ 1. La aplicación

A E L(E,F) ~ 11A 11= sup { 11A(x¡, x2' 000' xD)1I / X.EE, 1Ix.11~ 1} E [0,00),
J J

es una norma sobre L(DE,F)o El espacio normado así obtenido, satisface las siguientes
propiedades:
i) Es un espacio de Banacho
ii) Ls(DE,F) es un subespacio cerradoo

iii) 11sym (A) 11~ IIAII,para cada A E L(DE,F)o

La topología sobre L(DE,F) ( respo Ls(DE,F)) definida por la norma anterior se

denotará por /3.

Para el caso n = O, /3designará la topología del espacio normado F.

0.4. El espacio normado P(DE,F).
Sea n un número natural, n ~ 1. La aplicación

P E P(E,F) ~ 11PII = sup { IIP(x)1I / XEE, IIxlI~ 1 } E [0,00), (1)

es una norma. La topología sobre P(DE,F) definida por la norma anterior se
representará por /3.

Se verifica la siguiente desigualdad:
A n A I1y.,IIAII~ IIAII~ .!!....IIAII, para cada A E Ls( ~,F).n!

A partir de la desigualdad anterior, resultan inmediatas las siguientes propiedades:
i) La aplicación

es un homeomorfismo topológicoo
ii) El espacio P~,F) junto con la norma (1) es un espacio de Banacho

Para el caso n = O, /3denotará la topología del espacio normado Fo

O.S.Topología compacta abierta en L(DE,F).

Sea n un número natural, n ~ 1. Para cada compacto H de E x ~?x E , se tiene que
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la aplicación qH de L(DE,F) en [0,00), definida por

qH(A) = sup ( 11A(x) 11/ x e H }

es una sermnorma. La topología sobre L(DE,F) definida por la familia de
sermnormas

D)
{ qH/ H es un compacto de Ex ...xE }

se designará por 'to.
Se verifican las siguientes propiedades:

i) El espacio localmente convexo (L~E,F), 'to) es separado y completo. [B1,282].

ü) La topología 'Lo también se puede definir por la familia de serninormas
{ qKx~.xK / K es un compacto de E }

iii) LS(DE,F)es subespacio lineal cerrado del espacio (L(DE,F), 'LO) Y por consiguiente,

el espacio (LS(DE,F),'to) es completo.

iv) La topología 'to es menos fina que la topología ~.

v) Si dirn (E) es finita, las topologías 'Lo y ~ coinciden en L(DE,F).

Para el caso n = O, 'to será la topología del espacio normado F.

0.6. Topología compacta abierta en P(DE,F).
Sea n un número natural, n ~ 1. Para cada compacto K de E, se tiene que la

aplicación qK de P(DE,F) en [0,00) definida por

qK (P) = sup { IIP(x)1I/ x e K }

es una serninorma. La topología localmente convexa sobre P(DE,F) definida por la
familia de seminormas

{ qK / K es un compacto de E }

se representará por 'to'
Se verifican las siguientes propiedades:

i) La aplicación

es un homeomorfismo topológico. ( La demostración de este resultado se basa en la
fórmula de polarización).
ii) El espacio (P(DE,F), 'Lo) es completo.

iii) Los espacios (P(DE,F), 'Lo) y (P(DE,F), ~) tienen los mismos conjuntos acotados y

por consiguiente, también tienen los mismos conjuntos acotados los espacios
(Ls(DE,F), 'to) y (Ls(DE,F),~) [Di, 24].

4



2.- Propiedades de conjuntos U-acotados en abiertos convexos.

En esta sección E será un espacio normado sobre ]K y U un abierto convexo de E

tal que OeU y OI$;U.

O.7.Definición.- Un subconjunto B de U se dice que es un conjunto
U-acotado, cuando B es un acotado de E y d( B, Fr (U)) > O.

O.S.Proposición.- Existe una sucesión (Bn);:'=l de conjuntos U-acotados que
satisface las siguientes propiedades:

o
i) Bn e Bn+1, n = 1, 2, ... , Y B1 *" l/l .
ii) Ü Bn = U.n=l
iii) Para cada subconjunto B de U, U-acotado, existe un número natural n, tal que
BCB n·
iv) Para cada n = 1, 2, ..., existe <Xn > Otal que para cada x e Bn,

B(x, <Xn) e Bn+1•

v) Para cada n = 1,2, ..., existe Yn> Otal que para cada x e Bn, se tiene

B(x, ynllxll)e Bn+1.

vi) Bn es convexo, n = 1, 2, ...

Demostración.- Para cada n = 1,2, ..., sea

B = ( X E U / 11 x 11 ~ n , d( x, Fr (U) ) ~ l/n )
n

Existe no E N tal que B es no vacío. Sin dificultad se comprueba que la sucesiónno
(Bn);;'=no verifica las propiedades i), ii) Yiii) [Ea, 81].

iv) Si n ~ no' para cada x e Bn se verifica
1

B(x, n(n+ 1) ) e Bn+I·

En efecto, sean x E Bn Y W E B(x, 1) ), entonces
n(n+l

W E B(x, ~ ) e U,

5



IIwll~lIw-xll+llxll< 1 +n~l+n
n(n+1)

y

d(w, Fr (U)) ~ d(x, Fr (U)) - d(w, x) ~ ~ - n(n1+1) = _1_
n+1

v) Si n ~ no' para cada x E Bn se tiene

B(x, IIxll ) e B .
n2(n+1) n+l

Observemos, en primer lugar que x * O, para cada x E U. Sean x E Bn y

W E B(x, IIxll ), se verifica
n2(n+1)

1= n(n+1)

y se ha demostrado en iv) que

B(x, (1 1) ) e B l'n n+ n+

vi) Veamos que cada Bn es un conjunto convexo.

Demostración.- Sean x, y E Bn y a, ~ E [0,1] con a + ~ = 1. Entonces

ax + ~y E U, ya que U es convexo. Por otra parte:

11 ax + ~y 11 ~ allxll+ ~lIyll~ an + ~n = n.
o

Sea ahora Z E B (ax + ~y, l/n), existe h E E con IIhll< l/n, tal que

z = ax + ~y + h = ax + ~y +ah + ~h = a(x + h) + ~(y + h)
Como d(Bn, E-U) = d (Bn,Fr (U)) (por ser E un espacio normado), se tiene que
o o
B(x,l/n) e U y B(y, l/n) e U, deduciéndose:

o o
Z E a B (x,l/n) + ~ B (y,l/n) e aU + ~U e U,

y por tanto
o
B (ax + ~y, l/n) e U.

O.9.Notacióo.- Si M es un subconjunto de U, se denotará por M al conjunto

{ A.x / A. E (0,1] , x E M }.

Se verifican las siguientes propiedades respecto de un subconjunto no vacío M de

U:
0.9.1.-M es un subconjunto de U, ya que U es abierto convexo y O E U.

6



0.9.2.-M= M.

0.9.3.-Si H es otro subconjunto de U con M e H, entonces M e H.
0.9.4.- Si M es un subconjunto abierto de U,entonces M es un conjunto abierto.

Demostración.- Basta observar que

M= u AM.
Ae(O,¡]

0.9.5.-Si M es un acotado de E, también lo es M.

0.9.6.-Si M es convexo, el conjunto M es convexo.

Demostración.- Sean x, y E M y cx, 13E [0,1] con cx+ 13= 1. Existen

A,IlE (0,1] Y x¡,Y¡EM tales que X=Ax¡ , Y=IlY¡. Entonces:

cxx+ l3y = CXAX¡+ I3IlY¡ = (CXA+1311) ( CXA x¡ + 1311 y¡ ).
CXA+ 1311 CXA+ 1311

Como CXA+ 1311E (0,1] Y M es convexo, cxx+ l3y E M.
0.9.7.- Si M es un subconjunto de U, U-acotado, para cada p > Olos conjuntos

son U-acotados.

M - B(O,p) y
_ o
M - B(O,p)

_ o
Demostración.- Obviamente, el conjunto M - B(O,p) es un acotado de E. Por otra

parte, existen R > OYr > Otales que

IIxll $ R Y d( x, Fr (U» ~ r, x E M.

Sea p E N con p ~ Rlpr y Z E M - H(O,P). Veamos que H(z, l/p) e U. En

efecto, existen AE (0,1] Y x E M tales que z = Ax. Sea w E B(z,lIp); existe h E E
con IIhll <l/p y tal que

w = z + h = Ax + h = A(X+ ~ ).

Como A ~ p/llxll, se tiene

11 ~ 11 < ~ < pr R = r
11. pp - R P

y por consiguiente

W E A H (x,r) e A U e U.

0.9.8.- Si M es un subconjunto de U, acotado y cerrado en E, se tiene que Mu{O} es
cerrado en E.

Demostración. - Sea x "# O un punto de la adherencia de Mu {O}. Existe una

sucesión {Xn};=l de elementos de M que converge hacia x. Para cada n = 1, 2, oo.,

7



sean AnE (0,1] e Yn E M con xn= Anyn. Como M es acotado, existe y> Otal que

Entonces
lIyll ~ y, yE M.

y como

O < J!L!!. = lím 11Xn 11 ~ lím '1 ~ 1;
Y n__ Y ~ '''n

existe una subsucesión {AnJ;1 que converge hacia A e (0,1]. Por otra parte, para cada
J

j=1,2, ... ,
1

Y =-y EM
nj A

n
. '-nj ,

J

Y la sucesión { ~l An.};1 converge hacia x / A E M ( M es cerrado en E), luego
J J

X=A~ E M.
A

0.9.9.- Si K es un compacto de U, se tiene que Ku{O} es un compacto de E. Además,

para cada p > O, K-~(O,p) es un compacto de U.

Demostración.- Basta observar que Ku{O} es la imagen de [0,1] x K, mediante la
aplicación

(t,x) ~ t x ,

y si P > O, K-~(O,p) es un subconjunto cerrado de Ku{ O}.

O.IO.Proposición.- Existe una sucesión (Ln};:'=1 de subconjuntos de U que
verifican las siguientes propiedades:

i) Para cada n = 1,2, ... existe un subconjunto U-acotado Bn, tal que En = Ln.
.. o
11)Ln e ~+1' n = 1,2, '"

üi) üLn = U.
n=1

iv) Ln es convexo, n = 1,2, ...

v) Para cada subconjunto U-acotado B existe n E N tal que E e Ln.

vi) Para cada n = 1, 2, ... , existe Yn> Otal que para cada x E Ln se tiene

B(x, Yn IIxll) e Ln+l .

DemostraCÍón.- Si {Bn};:'=1 es una sucesión de conjuntos U-acotados que verifican
las propiedades de la proposición 0.8, en virtud de (0.9.1) a (0.9.8), la sucesión

8



[Si,254]

(En};=! satisface i), ii), iii), iv) y v).
Veamos que se verifica vi). En la proposición 0.8, se ha demostrado que existe

'Yn> O, tal que para cada x e Bn, se tiene

B(x, 'YnIIxll) e Bn+!. (1)
Basta probar que

En efecto, sea z e En y sea w e B(z, 'YnIIzll). Como z e En' existen A e (0,1], x e Bn
tales que z = AX.Por otra parte

11~ - xII = 11~ - ~ 11~l'V 11z 11="( 11x 11·A A A A In n'

por (1), se obtiene

~ E B(x, 'Yn11x 11)e Bn+!,

lo que implica

O.11.0bservación.- Como estamos suponiendo que U es un abierto convexo

de E tal que OeU y O~U, en virtud del teorema de Hahn-Banach, existe un elemento

epe E' con lIepll= 1, Y
a) Si E es real, ep(x)> Opara cada x e U.
~) Si E es complejo, Re ep(x)> Opara cada x e U.

O.12.Proposición.- Sea E un espacio normado real. Si ep e E', Ilepll = 1 Y

ep(x» O para cada x e U, entonces para cada subconjunto B, U-acotado, existe un

número real 11 ~ 1, tal que para cada xe E se verifica
Ilep(x) ~ 11x 11.

Demostración.- Se tiene

d(B, Fr(U)) = d(B,E-U) = P > O,

ya que E es un espacio normado. Por otra parte, para cada x e E,
lcp(x)1

d(x, Ker ep)= -¡po = lep(x)1

Por ser B un subconjunto acotado de E, existe M > Otal que

IIxll ~ M, x e B.
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Como Ker cpe E-U,
cp(x) = d(x,Ker cp) ~ d(x,E-U) ~ p, x e B

luego

Ahora bien,

cp(x) ~ ~ cp(x) "~" ~ IIxll,

cp(x)~ IIxll ,

XE B.

x e B.

(1)

(2)
De (1) Y de (2) se sIgue que Il = ~ ~ 1. Entonces, si y e B, existen 'A.e

(0,1], x e B, tales que y = 'A.x;por consiguiente:

Il cp(y)= Il cp('A.x)= Il 'A.cp(x)~ 'A.IIxll = lIyll.

O.13.Proposición.- Sea E un espacio normado complejo. Si cp e E', IIcpll= 1
Y Re cp(x)> O para cada x e U, entonces para cada subconjunto U-acotado B, existe

un número realll ~ 1, tal que para cada x e B se verifica

IIxll~ 111 cp(x) 1.

Demostración.- Designemos por ER el espacio normado real subyacente. La
aplicación

'P(x) = Re cp(x), x e E,

es un elemento de (ElR) '. Aplicando la proposición anterior, existe 'A.~ 1 tal que

IIxll<_ ~ 'P(x) B
11. II'PII ' x E ,

y por consiguiente

IIxll~ l 'P(x) = l Re cp(x)~ llcp(x)l, x E B.
II'PII II'PII II'PII

Como

Icp(x)1~ IIxll, x e E,

se obtiene

O.14.Notaciones.- Sea M es un subconjunto de U, se denotará por Me al
conjunto

{ tx + (1-t)y / t E [0,1], x, y E M }
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(l-t)1l
lA + (l-t )11 y¡)

Se verifican las siguientes propiedades respecto de un subconjunto no vacío M de
u:
0.14.1.- Me e U.
0.14.2- Si M es convexo, Me = M.
0.14.3.- Si H es otro subconjunto de U con H e M, He e Me.
0.14.4.- Si M es compacto, Me es compacto.

Demostración.- Basta observar que Me es la imagen del conjunto [0,1] x M x M,
mediante la aplicación

(t,x,y) ---7 t x + (l-t) Y

0.14.5.- Si M es un subconjunto acotado, Me también lo es.
0.14.6.- Si M es un subconjunto U-acotado, Me también lo es.

Demostración.- En virtud de 0.14.5, Me es un conjunto acotado. Por otra parte,
existe p > Otal que

d(M,Fr(U)) ~ p.
o

Sea x e Me' demostraremos que B (x,p) e U. En efecto: si x e Me' existen y, z e M
o

y te [0,1], tales que x = ty + (1-t )z. Entonces, si we B(x,p), existe h e E con

IIhll < P y w = x + h, luego
w = x + h = ty + (l-t)z + h = t (y + h) + (1-t) (z + h)

y
o o

w e t B(y,p) + (1-t) B(z,p) e tU + (1-t) U e U.

0.14.7.- (M)e e Me.

Demostración.- Sean x, y e M; existen A.,11e (0,1], Xl, y¡ e M con x = A.X¡,
y = IlYI. Si te [0,1],

tx + (l-t)y = lAXI+ (l-t )IlYI = (tA.+ (1-t )11) ( lA Xl +
lA+(I-t)1l

y por tanto,

tx + (1-t)y e (lA + (1-t )11) Me e Me.

O.15.Notaciones.- Sea M un subconjunto de U, se denotará por Mr al conjunto

{ A.xlA. > O, x e M }

Se verifican las siguientes propiedades respecto de un subconjunto no vacío M de
U:
0.15.1.- Si M es un conjunto convexo, ~ también es convexo.
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Demostración.- Sean x, y e M,. y a, P e [0,1] con a + P = 1. Existen

A,1l> O Y x!, Y¡ e M, tales que x = AXI' y = Ay¡. Entonces

ax + PY = ah¡ + PIlYl = (aA + PIl)( Aa\ xl + :Ilp Yl)·a+1l a+1l

Como aA + PIl > O Y M es convexo, ax + PY e M r.

0.15.2.- Si M es un conjunto abierto de U, entonces M,.es un abierto de E.
Demostración.- Basta observar que

~= u AM
O<A.<+-

0.15.3.- Si dim(E) ~ 2, el conjunto Ur tiene un punto frontera x *" O.

Demostración.- Se tiene que O e Fr CUr). Teniendo en cuenta (0.15.1), (0.15.2) Y

el teorema de Hahn-Banach, existe un hiperplano cerrado H de E con H n Ur = 13.

Consideremos un punto w e H con w *" OYun punto b e Ur. El segmento que une w y
b, corta a Ur y a su complementario, por tanto, cortará también a Fr CUr ) en un punto
x, que podemos escribir como

x=tw+(I-t)b

para un cierto te (0,1). Si x fuese el vector cero, se tendría

b=-t-wEH
t - 1

lo cual es absurdo.
0.15.4.- Si M es un subconjunto U-acotado y cerrado en E, entonces Mru{O} es
cerrado en E.

Demostración.- Sea x *" O un punto de la adherencia de M,.u{O}; existe una

sucesión {Xn};=l de elementos de Mr que converge hacia x. Para cada n = 1,2, ...,

sean An> O e Yne M, con xn = Anyn.Como M es U-acotado, existen a, y> O tales
que

a ~ lIylI~y, yeM.
Por tanto

O < IIxll = lI'm IIXnIl ~ IIXnIl= lúñ '} < lím IIXnIl 11xIIy n__ y ~lf.m. IIYnll n__ "'11 - n__ a = a '
deduciéndose que existe una subsucesión {An.l;:l que converge hacia un número real

J
A > O, Ypor consiguiente la sucesión { xnl An.};:l converge hacia x / A e M , luego

J J

X=A~E~.

0.15.5.- Si dim (E) ~ 2 YM es un subconjunto U-acotado y cerrado en E, se tiene

Ur *" M,..

12



Demostración.- Si se supone Ur = M., por (0.15.2) y (0.15.4) se tiene que Ur es
abierto en E y Uru{O} es cerrado en E y por consiguiente el vector cero será el único
punto frontera de Ur,lo que contradice (0.15.3).

O.16.Proposición.- Si dim (E) ~ 2 Y M un subconjunto U-acotado y cerrado en
E , para cada un número real o estrictamente positivo, existe a e U tal que

lIall<o y a $ M.

Demostración.- Razonaremos por reduccción al absurdo. Supongamos que para
o _

cada a e B(O,o) n U se tiene que a e M y veamos que Ur = Mr ' lo que contradice

(0.15.5). Es obvio que M. e Ur' Por otra parte, si be Ur existen 'A> O, x e U con

b = h; consideremos Il e (0,1) tal que IIllxll< O.Se tiene

Ilx e U n M,

y por tanto, existen a e (0,1], y e M con

¡.J.X = ay,
de donde se deduce

b=h= ~ y E M..

O.17.Proposición.- Si dim(E) ~ 2 Y M es un subconjunto U-acotado y cerrado
en E, para cada número real o estrictamente positivo, existen a e U y r > Otales que
i) B(a, r) e U.

ii) lIall< o y r < O.

iii) M n B(a, r) = 0.

Demostración.- Consideremos un número real y> O,verificando

y ~ inf { IIxll/ x e M }.

En virtud de (0.16), existe a e U tal que

lIall < mÍn {; ,o} y a$ Mu{O}.

Como Mu{O} es cerrado en E (0.9.8), se obtiene que

d(a, Mu{O}) > O,

luego existe r > O,r < mín { y/2, o }, de forma que

B(a, r) e U y B(a, r) n M = 0.
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Veamos, por último que B(a, r) n M = 0. En caso contrario, existen A, /l e (0,1],
x e B(a, r), b e M, con

Ax = /lb.

E /lb ..ntonces, x = i ,y por consIgUIente,

/l
A 11 bll = 11 x 11 S; 11 x - a 11 + 11 a 11 S; r + 11 a 11 S;Y S; 11 bll,

/l -
por tanto, i ~1, Yse obtiene que x e B(a, r) n M.
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1. FUNCIONES DE CLASE CooCON DERIVADAS

PREFIJADAS EN EL ORIGEN

A TRAVES DE CONJUNTOS U-ACOTADOS.

En este capítulo E y F representarán, salvo mención expresa. espacios de Banach

reales y U será un abierto convexo de E tal que O 11: U Y O E U.

Las propiedades ( y notaciones) que utilizaremos de las funciones diferenciables
Fréchet en un abierto de un espacio de Banach y con valores en otro espacio de Banach.
son las clásicas y pueden verse fundamentalmente en [D]. [C]. [Mu]. [Ya] y [A-M-R].

Como se ha indicado en la introducción, el objetivo de la memoria es el estudio de
propiedades de espacios de funciones f E Coo(U,F), tales que para cada subconjunto
U-acotado (resp. compacto) B de U y para cada n = O, 1.2 •...• existe

lírnDnf(x)
x--+o
xeB

por la topología ~ en L/1E,F) (0.3) ó por la topología compacta abierta 'to en LsrE,F)
(0.5).

Observemos que si g E COO(E,F).la aplicación
glu=f

es del tipo considerado. De hecho. para cada n = O. 1.2, ..., existe
lím Dnf (x)

x--+o
xeU

por la topología ~ en L.(nE,F) y como ~ ~ 'to• también existe límite por la topología

compacta abierta. Ahora bien. si dim(E) ~ 2. existen funciones fe COO(U,F).tales que
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1º) Para cada n = O, 1, 2, ..., no existe
1ún Dnf (x)x~o
XEU

en (LseE,F), to) y por tanto en (Ls(nE,F), P).
2º) Para cada subconjunto U-acotado (resp. compacto) B de U y para cada
n=O, 1, ... , existe

1ímDnf(x)
X~O
XEn

en (Ls(nE,F), P) y por consiguiente en (Ls(nE,F), to)'

La primera parte del capítulo la dedicaremos a la prueba de esta última afIrmación.
Demostraremos el resultado cuando el espacio E es de dimensión fInita y F = lR, lo que
permitirá obtener el resultado con toda generalidad.

1.1.- Lema.- Si dim(E) ~ 2, existe una sucesión {B(aj,r}};¡ de bolas cerradas
en E, tal que:

i) B(aj,rj) e U, j = 1,2, ...

ii) 1ún aj = O Y 1ún rj = O, j = 1, 2, ...
J~~ J~

iii) B(aj' r} n B(ak, rk) = 0 paraj '" k.

iv) Para cada subconjunto B de E, U-acotado,existe jo e N tal que para cada j ~ jo.

B n B(aj,Tj) = 0.

Demostración.-Sea {I-\};=¡ una sucesión de subconjuntos U-acotados y cerrados
en E, verifIcando i), ii) Yiv) de la proposición 0.8.

En virtud de (0.17) existe una bola cerrada B(a¡,r¡) e U, que se puede suponer
U-acotada, tal que

11a¡1I~ 1, r¡ ~ 1, B(a¡,r¡) n H¡ = 0.

Pongamos p¡ = 1 Y sea P2 e N, con

B(a¡,r¡) e 1-\2 ;

existe una bola cerrada y U-acotada B(a2,Tz),que verifIca:

11a2" ~ 1/2, r2 ~ 1/2, B(a2,T2) n HP2 = 0.

Por recurrencia se prueba la existencia de una subsucesión {Hpj};¡ de la sucesión

{Hp};=¡ y de una sucesión {B(aj,rj)};¡ de bolas cerradas en E, tales que
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B(aj,rj) e U, j = 1,2, .

B(aj,rj) n H Pj = 0, j = 1,2, .

B(aj,r) e f\,j+l' j = 1,2, .

11 a} S; 1/j, Y rj S; 1/j, j = 1,2, ...

No ofrece dificultad comprobar que la sucesión {B(aj,rj)};1 verifica las

condiciones del enunciado.

1.2.Proposición.- Sea (B(aj,rj) };1 una sucesión de bolas cerradas de lRn

(n ~ 2) que verifica las condicciones de11ema anterior. Existe una función f e coo(U)

que satisface:
i) Para cada compacto K de U y para cada a e f::ln,

lim Da f(x) = O
X-40

XE R

ii) Para cada a e f::ln y para cada j = 1, 2, ...

Da f(aj) = j.

Demostración.- Para cadaj = 1,2, ... , sea fj e COO(U), tal que
- fj ~ O, j = 1, 2, ...
- sop fj e B(aj,rj2), j = 1,2, ...

- Da f/aj) = j, j = 1,2, ..., a e f::ln.
Tales funciones existen, en virtud del teorema de Borel [Tr,390].

Sea B una bola cerrada de lRn con B e U; existe 00 e f::l tal que

para m> no,
luego

fm(x) = O, para cada x e B y m > no.
Este hecho prueba que la serie funcional

o
converge en B. Además, si f es la función suma, para cada x e B, se tiene

Ilo

f(x) = 2. fj (x)
j = 1

lo que prueba que f es de clase COO en 13, y por tanto en U. Es claro que para cada

17



a e Nn y para cadaj = 1,2, ...

nar(a) = j.
Veamos que f también verifica i). Sea K un compacto de U; consideremos un

compacto H de U, de interior no vacío, tal que K e ít Existe nI e N con

para m > nI'
luego

para cada x e H y m > nI
.Q

Entonces, si x e H,
ni

f(x) = L ~(x)
j=1

y por tanto, para cada a e Nn

ni

lím naf(x) = lím L naf
j

(x) = O.
x....o x....oj= I
xeR xeR

Observaciones.-
1.3.- La función f del ejemplo verifica que para cada a e Nn, no existe límite de la

función nar en O ( x permanece en U).
1.4.- La prueba realizada en el ejemplo es independiente de la norma considerada en
1R. n.

1.5.- La función del ejemplo verifica:

i) Para cada compacto K de U y para cada p e N,

lím nPf(x) = O
x-->o
xe R

en Ls(P(lR. n),lR.).

ii) Para cada p e N,
sup { IIDPf(aj)1I / j = 1,2, ... ) = +oo.

En efecto, fijada una norma en 1R.n, basta tener en cuenta:

a) Para cada x e U y para cada p e N, existe una costante Mp > O, tal que

11nPf(x) 11~ Mp L I naf(x) I
I al =P

b) Para cada a e Nn, con lal = p, y para cada x e U,
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1.6.- Sea E un espacio normado de dÍmerisÍon--fiñlfa: illmE ~-2.- SC(B(aj,rj)) j:{ -es
una sucesión de bolas cerradas en E que verifica las condiciones del lema 1.1 ,existe
una función fe C"'(U), que satisface:
i) Para cada compacto K de U y para cada p e N,

límdf(x)=O
x->o
XE R

por la topología del espacio normado Ls(i'E,IR).
ii) Para cada p e N,

sup ( 11 DPf(aj) 11 / j = 1,2, ... } = oo.
En efecto, si dim E = n, basta considerar una aplicación <p de E en IRn, lineal y

biyectiva. Se define
IIxll= 11 <p-l(x) 11, x e IRn.

Es claro que
B(x,r) = <p(B(<p-l(x),r))

Por las observaciones 1.4, 1.5, existe una función fe C"'(<p(U)) que verifica i), ii) de
la observación anterior. La aplicación fo<pe coo(U) y satisface las condiciones
exigidas.

Pasemos ahora a estudiar el caso general. De hecho, se verifica la siguiente
proposición:

1.7.Proposición .. Si dim (E) ~ 2, existe una función f e Coo(U), que verifica:
1) Para cada conjunto U-acotado B de E y para cada n = O, 1,2, ...,

sup ( 11 Dnf(x) 11 / x e B } < oo.
2) Para cada subconjunto U-acotado B de E,

lím Dnf(x) = O , n = O, 1,2, ..,
x->o
XE B

cuando en LsrE,IR) se considera la topología ~.
3) Para cada n e N, no existe el límite de Dnf, cuando x tiende hacia O ( x
permaneciendo en U).

Demostración.- En virtud del teorema de Hahn-Banach, existe un subespacio
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lineal cerrado M, de E, tal que

codim (M) = 2 Y U n M = 13.

Consideremos el espacio cociente EIM, provisto de la norma cociente. Designaremos
por cpla aplicación canónica suprayectiva de E en EIM. Si x e E, el elemento cp(x) será

también denotado por x. El conjunto U+M es abierto convexo de E y obviamente se
verifica ° e Fr (U+M) y cp(U+M) = cp(U).
Se tiene que cp(U) es abierto convexo en E/M, ya que cp es lineal y abierta. Sin

dificultad se comprueba que °e Fr (cp(U)).

La demostración de la existencia de la función requerida, la realizaremos en varias
etapas.

a) Para cada conjunto B que sea U-acotado, se tiene que cp(B)es cp(U)-acotado ( es

decir, cp(B) es un compacto de cp(U)).
Veamos, en primer lugar, que para cada conjunto B, (U+M)-acotado, se tiene que

cp(B) es un conjunto cp(U)-acotado. Razonemos por reducción al absurdo suponiendo
que existe un conjunto B, (U+M)-acotado y tal que

d(cp(B), (ElM)-cp(U)) = 0,
entonces, para cada E > O,existen x e cp(B), y e (ElM)-cp(U), verificando:

IIx-yll<E
y por consiguiente, existe h e M tal que

11 x - y + h 11 < E.

Como x e cp(B), existen b e B y m e M con x = b + m, luego

11b - y + h + mil < E (1)

Ahora bien, y - h - m • U+M, ( en caso contrario, cp(y - h - m) = cp(y)= y e cp(U)).
De (1) se obtiene que

d(B, E-(U+M)) < E,

y al ser E arbitrario,
d(B, E-(U+M)) = O.

Si B es un conjunto U-acotado, también es (U+M)-acotado, ya que U e U+M y
por tanto,

d(B, E-U) ~ d(B, E-(U+M) )

b) Para cada compacto K de cp(U)y para cada O > 0, existe un elemento a e U tal
que
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lIall < o y <p(a) .., K.
Razonemos por reducción al absurdo, suponiendo que existe un O > 0, tal que para

cada a e U con lIall < O, <p(a) e K, y veamos que

~ = <p(U)"
lo que es absurdo, en virtud de (0.15.5). Es claro que ~ e <P(U)r' Por otra parte, sea

z e <p(U)p existen A e (0,00) y u e U con

Z = A <p(u).
Sea 01 > 0, verificando

01 U e U y 1101ull < O,

se tiene entonces que <P(0lu) e K, luego

01 <p(u) = Ilx, donde x e K y Il e (0,1],
y por tanto,

c) Para cada compacto K de <p(U) y cada O > 0, existen a e U y r> 0, tales que
a) 11a 11~ O y r ~ O
~) B( <p(a), r) e <p(U)

X) K n B( <p(a), r ) = ".

Sea y = inf { IIjdl / X e K }, por el apartado anterior, existe a e U con

11a 11< mín ( ; , o) y <p(a) é K.

Como

d(Ku (O},<p(a) ) > O,
existe r > O, r < mín { yl2, O }, de forma que

B(a,r) e <p(U) y B(a,r) n K = ".

Veamos que B(a,r) n K = ". En efecto, en caso contrario, existen A, Il e (0,1],

xeB(a,r ), b e K, tales que

AX = Ilb,

entonces x = ~ b, luego

~ 11b 11= 11x 11~ 11á 11 + r < y ~ 11b 11,

de donde se deduce que Il / A ~ 1Y x e B(a,r) n R.
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d) Sea (JS,};=1 una sucesión de compactos de <p(U)que verifica:

- JS, e Kp+1' P = 1, 2, ...
~

- p~l Kp = <p(U).

Por el apartado anterior, existen al e U y r1 > O, tales que:

B(a¡,r1) e <p(U)

lIa111$1, r1 $1, K1 n B(a1,r1) = 0.

Pongamos P1 = 1 Ysea P2 e Fli tal que

B(a1,r1) e JS,2 ;

existen a2 e U y r2 > O, que verifican:

B(a2,r2) e <p(U)

r2 $ 1/2, B(a2,r2) n Kp2 = 0.

Por recurrencia se prueba la existencia de una subsucesión {Kp'}; 1 de la
J

sucesión {JS,};=1' de una sucesión (aj};l de elementos de U y de una sucesión

{rj}; 1de números reales positivos, que satisfacen:

a) B(~,rj) e <p(U), j = 1,2, .

~) B(~,rj) n Kp. = 0, j = 1,2, .
J

X) B(~,rj) e JS,j+1' j = 1,2, .

O) lIajll $ l/j, Y rj $ l/j, j = 1,2, .
Sin dificultad se comprueba que la sucesión de bolas (B(~,rj)};l verifica las

condiciones del lema 1.1. Por la observación 1.6, existe una función f e COO(<p(U»tal
que
- Para cada compacto K de <p(U)y para cada p e Fli,

lím nP f(x) = O
X-40
XE R

por la topología del espacio normado Ls(P(FJM), IR».
- Para cada p e Fli

sup { IIDPf(a j)1I / j = 1,2, ...} =00. (1)

Veamos por último que la aplicación fo<presuelve la cuestión. Observemos que para

cada n = O, 1,2, ..., para cada x e U, y para cada h1, h2, ..., h" e E, se tiene:
nn(fo<p) (x) (h1, h2, ...h,,) = n"f(<p(x» (<p(h1),<p(h~, ..., <p(h,,»

entonces:
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1) Si B es un conjunto U-acotado, por el apartado a), lp(B) es un conjunto compacto de
lp(U), luego

nsup { sup { In (folp) (x) (h¡, h2, ... , hn)1/ 11h¡1I~ 1 i = 1,2, ..., n } } ~
xeB

2) Si B es un conjunto U-acotado, por el apartado a), para cada n = O, 1, ... Ypara cada

E> O,existe o > Otal que si y E B(O,o) n lptB)), se tiene
11nnf(y) 11< E.

luego si x E B(O,O)n B, se verifica:

11xII= 11lp(x)11~ 11xII< o y lp(X)E lptB),
por tanto

11nncfolp) (x) 11=
= sup ( Inn(folp) (x) (h¡, h2, ..., hn) 1/11h¡ 11~ 1, i = 1,2, ..., n} ~ E IIlplln

3) Para cada n E N, para cada o> O Y para cada y> O,por (1) existen un número
. o

natural J ~ 1 con aj E B(O,o) n U e y¡, Y2, ... , Yn E E/M con 11Y¡11< 1, i = 1,2,
... , n, tales que

Innf (a j) (y¡, Y2,... , Yn)I~ y.
Por consiguiente, si h¡, ..., hn E E con hp = Yp' 11hp 11< 1, p = 1,2, ..., n, entonces

ID"(folp) (aj ) (h¡, h2, •.. , hn ) 1= Innf ( a j) (y¡, Y2,... , Yn)I~ y.

1.8.Corolario.- Si dim (E) ~ 2, existe una función f E COO(U,F),que verifica:
1)Para cada conjunto U-acotado B de E y para cada n = O, 1,2, ...,

sup ( 11nnf(x) 11/ x E B } < oo.

2) Para cada subconjunto U-acotado B de E,
Iím nnf(x) = O , n = O, 1,2, ...
x--+o
xe B

cuando en LscnE,F) se considera la topología ~.
3) Para cada n E N, no existe el límite de nnf, cuando x tiende hacia O ( x
permaneciendo en U).

nemostración.- Sean f una función de COO(U),que cumpla 1), 2) Y 3) de la
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proposición anterior y b un elemento de F con b "1:- O. La función f.b, defmida por:
(f.b) (x) = f(x) b, x e U,

verifica 1),2) Y 3).

1.9.Definiciones.- En lo que sigue denotaremos por:
a) Eb (U,F) el espacio vectorial de las funciones fe COO(U,F), tales que para cada
conjunto B, U-acotado, y para cada n = O, 1, 2, ... , se tiene:

sup ( 11 Dnf(x) 11 / x e B } < 00

y existe

por la topología P en Ls~E,F).
b) Ec (U,F) será el espacio vectorial de las funciones f e COO(U,F),tales que para cada
compacto K de U y para cada n = O, 1,2, ... , existe

lírnDnf(x)
x-.o
xeK

por la topología compacta- abierta en Ls('lE,F).

observaciones.-
1.10.- Se verifica:

Eb (U,F) e Ec (U,F)
1.11.- Si E es de dimensión finita, los espacios definidos anteriormente coinciden.
1.12.- Si E es un espacio de Banach de dimensión no finita, los espacios Eb (U,F) Y
Ec (U ,F) son distintos.

Demostración.- a) Sea (<Pn};=l una sucesión de elementos de E' que converge

débilmente hacia O y tal que 11 <Pn11 = 1, n = 1,2, .... [Jo].
La serie funcional

define una función real f, de clase COOen E. Veamos que fno está acotada en B(0,2).

Para cada n = 1,2, ..., Y fijado E > O tal que ~ < 1- E, existe Xne E con IIXnIl= 1 Y

2l<pn(Xn)I>1- E> 3'
Los puntos Yn= 2 Xn,n = 1,2, ..., están en B(0,2) y para cada n = 1,2, ...
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2n 42n
(C¡>n(Yn»> ( "3) .

Por tanto,

o
b) Sean a E U Yr > Otales que B(a,2r) e U; consideremos la aplicación g de U en E,
definida por:

X E U ---7 (x-a)-.l.
r

Dicha aplicación es bicontinua, de clase C"" en U y aplica homeomórficamente B(a,r)
en B(0,2). Se tiene que la función fog E Ee (U,IR) y

sup ( 11 fog(x) 11 / x E B(a,r) ) = oo.

Si b E F, con b"# O, la función f.b, de U en F, definida por:
(f.b) (x) = f(x)b,

resuelve la cuestión.

l.l3.Notaciones.- Si f E Ee (U,F), (resp. f E Eb (U,F) ) se verifica que el
elemento de Ls("E,F),

lím Dnf(x)
x~O
xeR

(resp.,lím Dnf(x) )
x~O
xelJ

es independiente del compacto elegido (resp. del U-acotado elegido). El citado elemento
de Ls("E,F) se denotará por Dnf(O).

1.14.Proposición.- Sea f una aplicación de U en F. Las propiedades siguientes
son equivalentes:
a) fe Ee (U,F) (resp. f E E¡, (U,F».

~) Para cada c¡>E F', se tiene que cpofE Ee (U,IR) (resp. cpofE Eb (U,IR) ).

Demostración.- a) ~ ~). Sea c¡>E F'; se tiene que c¡>ofE Coo(u). Por otra parte,

para cada x E U Ypara cada n = O, 1,2, ...,
Dn (cpof)(x) = cpoDnf(x).

i) Supongamos que f E Ee (U,F). Sean c¡>e F', E> O, n e N, K un compacto de

U y H un compacto de E; existe O> Otal que si x e K n R(O,o),

sup ( IIDnf(x) (hl' h2, ... , hn) - Dnr(O) (h1' h2, ... , hn) 11 / hj E H ) < E
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_ o
y por consiguiente, si x E K n B(O,o) y h¡, h2, ... , h" E H,

IDn(epof)(x) (hl'~' , hn) - Dn(epof)(O) (hl' h2, ... , hn) I~

~ 1I<p1l11Dnf(x) (h¡, h2, , h,,) - nnf(O) (hl' h2, ... , hn) 11~ 1I<p1lE.

lo que demuestra que <pofE Ec (U,IR).

ii) Si fe Eb (U,F), para cada conjunto B, U-acotado, y para cada n ~ O, se tiene

sup ( 11Dn(epof)(x) 11/ x E B } =

n= sup ( sup ( ID (epof)(x) (h¡, h2, •.•, h,,) I /lIh¡1I~ 1 } } =
XEB

= sup ( sup ( l<p(Dnf(x) (hl' h2, •••, hn)1 / IIhill~ 1 } } ~
XEB

~ 1I<p1lsup ( IID"f(x)1I/ x E B } < oo.

Un razonamiento análogo al realizado en i), prueba que

lún D"(<pof)(x) = <poD"f(O).
x~o
XEn

por la topología ~ en Ls("E,F).

~) ~ a). La función f E COO(U,F) [B.2,2l].
iii) Supongamos que para cada <pE F', <pofE Ec (U,IR) Y veamos que para cada
n = 0, 1,2, ... Ypara cada compacto K de U, existe

lírnDnf(x)
x~o
XEK:

por la topología compacta abierta.
Sea K un compacto de U; en virtud de la completitud del espacio Ls("E,F), bastará

demostrar que para cada sucesión (xp};=¡, de elementos de K, que converge hacia 0, la

sucesión (Dnf(xp) };=¡ es de Cauchy en (Ls("E,F), 'to). En efecto, sea n = 0,

1, 2, ... , (xp };=¡ una sucesión de elementos de K que converge hacia ° y H un

compacto de E. Designaremos por

Kc = ( tx + (l-t)y / x, y E K, te [0,1] };

se tiene que Kc es un compacto de U. Si
L=(Xn/n=1,2, ... } u(O}

se define
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K* =L- L;

se verifica que K* es un compacto de E.

Sea cpe F; como cpof e Be (U,IR), existe

lún Dn+I(cpof) (x)
x~o
XEf(

por la topología 'to en Ls(nE,IR), luego existe O> ° (que depende de n, H, Kc Y L), tal

o -
que si z e B(O,O) n Kc, se tiene

I Dn+I(cpof) (z) (x, hl' ... , hn) I ~ 1, (1)

x e L, h¡ e H, i = 1, 2, ... , n.

Por otra parte, el conjunto Kc- B(O,O) es un compacto de D, luego
- o

sup (1Dn+I(cpof) (z) (x, hI, ... , hn) 1/ z e Kc- B(O,O), x e L, h¡ e H } < +00 (2)

De (1) Y de (2) se sigue que existe M<p,n> 0, tal que:

sup (1 Dn+I(cpof) (z) (x, hI, ... , hn) I / z e Kc, x e L, h¡ e H } ~ M<p,n

Corno (K)c e Kc (0.14.7),

sup (1 Dn+I(cpof) (txp + (l-t )Xq) (xp-Xq, hI, ... , hn) 1/ p,qeN,h¡ eH,te [O,l]} ~ M<p,n

Por otra parte, en virtud del teorema del valor medio, si p, q e N y hI, h2, 'oO' hne H,

I cp(Dnr(xp) (hl' h2, ... , hJ - Dnf(xq) (hl' h2, ... , hJ ) I =

= Inn(cpof) (~) (hl' h2, ... , hJ - Dn(cpof) (xq) (hl' h2, oO., hn) I ~ M<p,nII~ - xqll.

Así hemos demostrado que para cada cpe F', el conjunto

es un conjunto acotado de IR, y por consiguiente, el conjunto

es un acotado de F.Luego existe una costante 1n> ° tal que

IIDnr(xp) (hl' ... , hn) - Dnr(xq) (hI,···, hn) 11 ~ 1nIIxp - xqll,

lo que implica que
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p,q e fli.

iv) Supongamos que para cada q>eF', <pofe Eb (U,IR). Para cada n = O, 1,2, ..., para
cada subconjunto U-acotado B y para cada q>e F', el conjunto

{ q>(Dnf(x)(hl' h2, ... , hn)) / x e B, IIh¡1I:$ 1 }

es un acotado de IR, y por tanto, el conjunto
{ Dnr(x) (hl' h2, •.• , hn) / x e B IIh¡lI:$1 }

es un acotado de F, luego

sup { IIDnf(x)1I/ x e B } < oo.

Para demostrar que existe

por la topología ~ en LsCnE,F),se razona como en üi), con mínimas variantes, teniendo
en cuenta las propiedades (0.9.7) y (0.14.7).

En [Co-2] se demuestra que" si E es un espacio de Hilbert real, dada una sucesión

{An};;'=o,donde An e Ls(nE,F), n = O, 1,2, ... , existe una aplicación f de clase COOde
E en F, tal que

Dnf(O) = An, n = O, 1,2, .... "

Pensamos que el teorema de Borel cuando E es un espacio de Banach de
dimensión infinita está todavía sin resolver. Nuestro próximo objetivo consistirá en dar
una variante del citado teorema. En particular se verifica el siguiente resultado:

l.IS.Proposición.- Sea An e LsCnE,F), n = O, 1, 2, ... Existe una función

feEb (U,F), tal que

n = O, 1,2, ...

Antes de pasar a la prueba de la proposición, realizaremos algunas observaciones y
demostraremos algunos lemas previos.

observaciones.-
1.16.- Como la topología compacta abierta en LscnE,F) es menos fina que la topología

~, en virtud de la observación 1.1O, si la proposición 1.15 es cierta, existe una función
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fe Ec (U,F), tal que
n=O,I,2, ...

1.17.- Si <1>e E' y n e N, se designará por <l>nel elemento de L.(nE,IR) dado por:

<l>n(hl'...,hn) = <I>(h¡)... <I><hn), h¡ e E.

l.18.Lema.- Sean <1>e E', A e Ls(nE,F), a e C""(IR) y A un número real positivo.
Se considera la función f de E en F, defmida por:

A

f(x) = a(A <I>(x))A(x).

Entonces f es de clase C"" en E y para cada k e N con n ~ k ~ 1,
kD f(x) (h¡ ,... ,h

k
) =

k

(~ (k) k ) k-p k-p 1
= symk "-' p a -p (A<I>(X))A <1> -( _ )'p=o n p.

n-p)A(x) (h¡, ... ,hk),

Demostración.- En virtud de la regla de la cadena y de la fórmula de Leibnitz se
tiene que f es de clase C"" en E. La expresión para las derivadas se obtiene a partir de
los siguientes resultados:
a) Para cada n ~ 1 Yhl' h2, ..• , ~ e E, aplicando la regla de la cadena, [A-M-R,91]

Dn[a(A <I>(x))](hl' ..., hn) = An an)(A <I>(x))<I>(h¡)... <I>(hn)·

~) Para cada p ~ 1, x, hl' ... , \ e E [B-S.1,73]
PA _ n! n-p

D A(x) (h¡, ..., hp) - (n _p)! A(x) (h¡, ..., hp) si n ~ p

PA
Y D A(x) (h¡, ..., hp) = O si n < p.

Como consecuencia de a) y ~) y de la fórmula de Leibnitz
k

D f(x) (h¡ ,... ,hk) =

k

(~ (k) k p) k-p k-p 1 n-p)
= symk "-' p a - (A<I>(X))A <1> (n _p)! A(x) (hl' ... ,hk)·

p=o

l.19.0bservación.- Si f es la función definida en (1.18) y n ~ k ~ 1,
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En particular, si exes una función de soporte compacto en lR y

M = sU,R [sup { I cJ)(t) 1/ tE lR}]
O$j_k

se tiene:
k

IIDkf(x)11S; M ~ e) A
k
-
p

114>lI
k
-P-.!!& 11x IIn-pL.,¡ p (n - p)!p=O

La observación resulta inmediata a partir del lema anterior y del hecho de que:
IIsymk(A)II S; IIAII, A e L(nE,F).

Demostración de la proposición 1.15,- Sea ex una función real de clase
C"" en lR y verificando:
- sop (ex)e (-2,2)
- ex( t ) = 1, t e [-1, 1].
Para cada n = O, 1,2, ..., se consideran los números reales

Mn = sup [sup { IcJ\t)1 / tE lR }].
O$j$n

Sea {An};;'=ouna sucesión de números reales, tal que

An ~ máx { Mn IIAnlln! 22n, n! }, n = O, 1,2, ...

Por último, sea 4>e E' con 114>11= 1 Y 4>(x)> O para cada x e U. Se define,
para cada n = 0,1,2, ..., la aplicación fn de E en F, por:

fn(x) = 1, ex(~4>(x)) ~(x).n.
En virtud de (1.18), las funciones fn e Coo(E,F). Resulta inmediato que para cada

conjunto B, acotado de E y para cada n, k e N
sup { IIDkfn(x)1I/ x e B } < +oo.

a) Sea B un subconjunto U-acotado; existe una serie convergente de números

reales POSitivos,! ~,que depende de B, tal que
n=3

n~3 y xeB.
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En efecto, en virtud de la proposición 0.12, existe una costante ~ ~ l con

~ q>(y) ~ lIyll, Y e :8.
Sea x e :8; para cada n e N con n ~ 3, puede ocurrir:

i) q>(x)~ ~ ' en cuyo caso a(An q>(x)) = O, Y por tanto, fn(x) = O.
n

ii) q>(x)< l ;entoncesA.n

11fn(x) 11 ~ ~ la(An q>(x))IIIAnll IIxlln ~ ~ ~ IIAnll ~n (q>(x))n ~n. n.
n-1 n

~ ~ IIAnll ~n 2n-1 q>(x) ~ ~ IIAnll ~n :-1 <1>(x)~
A.n A.n

~ A.n ~n_1_<1>(x) ~ q>(x)
~n

~2n n-1 2n A.n-2A.n n
n ¡.L

~ <1>(x)+- ~ <1>(x)en
2 n! 2

En ambos casos, si x e :8 y n ~ 3, se tiene
e¡.L

IIfn(x)1I ~ <1>(x)n .
2

b) Sea B un conjunto U-acotado y k e N, k ~ 1; existe una serie convergente de

números reales positivos, !~'(depende de B y de k), tal que
n=k+3

x e B y n~ k +3.

En efecto, sea ~ ~ 1 tal que

~ <1>(x)~ IIxll, x e B.
Si x e B y n ~ k + 3, por (1.18)

kD fn(x) (h1, ... , hk) =

~ .

( ~ (k) k-p) k-p k-p 1 n-p)
= sy~ L.,¡ p a (An <1>(x))An <1> -( _ )' An(x) (h1, ... , hk)·

O n p.
p=

Puede ocurrir:

i) q>(x)~ l .en cuyo caso ak-P\Anq>(x)) = O, p = O, 1•...• k, Y por tantoA.n
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ii) cp(x) < ~ ; entonces

k ~

IID"fn(x)1I ::; L (~)I Uk-p\'-nCP(X)) I ~-p IIcpllk-PIIA"II IIxl;, ::;
p=O (n - p _

k::;" e) ~ ~-p IIAnll n-p (cp(x))n-p ::; 1
~ p (n - p)! ~

~n el!
::; cp(x) -- ::; cp(x) n'

2n n! 2

En cualquier caso, si x e B y k ~ 1,
I!

IIDkfn(x)1I ::; cp(x) en' n ~ k + 3.
2

c) Para cada k;::: O

lún IIDkfk(x) - Akll = Ox-+o
XEE

i) Si k = O,

11fo (x) - Ao 11= 11u(}"oCP(x)) Ao - AO 11= IIAolI1 u(l •.ocp(x)) - 1 I
Ahora bien, como

1 Si P e {O, 1,2, ..., k }, se tiene que n - p;::: n-k;::: 3.

2 Como ~;::: 1 y n - p;::: 1 se tiene ~n-p::; ~n. Por otra parte, como n > k,
k".(~)L..,¡ _;- ::; (k + 1) k! ::; n!.

p=o
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lún a(AOcp(X» = 1
x-->O
x E E

se verifica que
lún IIfo(x) - AolI = 00

X-40
XE E

ii) Si x e E y k ~ 1,

y como

lím akoP)(AkCP(X))= O, P = 0,1,2, 000' k-1, Y
X-40
XE E

lím a(\cp(x)) = 1
X-40
XE E

se obtiene

lún IIDkfk(x) - Akll = 00
X-40
xEE

d) Sean n y k números naturales con n < k. Entonces

lím IIDkfn(x)1I = 00
X-40

XE E

En efecto, si n < k, x e E
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y como

n

:S L (;)I ak-p)(An<\l(X))I ~-P
p=Q

IIAnll IIxll
n

-
p

(n-p)!

se deduce que

lím ak-p)(A.,,<\l(x))= O, p = O, 1,2, ..., n,
x ....•o
XE E

lím IID\(x)1I = O.
x ....•o
XE E

e) Para cada k e N y cada n > k,

lím IID\(x)1I = O.
x ....•o
XE E

i) Si k = O, n > k Yx e E,
A A

IIfn(x)1I = 11a(An<\l(x)) An(x) 11:S IIxlt IIAnll ~.
n! n!

Como n ~ 1,
iím iiÍn(x)ii = O.
X....•o
XE E

ii) Si k ~ 1, n > k Yx e E
k

IID\(x)1I :S L (~)I ak-p)O"n<\l(x)) I ~-P 1I<\lllk-P(11-:)11,IIx{-P :S 4
~o np.

k
_<Ilxll ~ (k) M '}k-p II~II 1I Iln-p-1

~ P k "n -( _)' xp=o np.

y por consiguiente,

lím IIDkfn(x)1I = O.
x ....•o
XE E

4 si n > k ~ 1, n - p ~ n-k ~ 1
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f) Para cada k = O, 1,2, ... Y para cada conjunto U-acotado B, la serie funcional

! Dkfn
n=O

converge normalmente en B.

Por a) y c), existe una serie ! ~,convergente, de números positivos, tal que
n=k+3

IIDkfn(x)1I$ <jl(x)~, n ~ k + 3, x E B.

Por ser B un subconjunto acotado de E, existe M > O tal que

sup ( <jl(x)/ x E B } $ M,
luego

IID~n(x)1I $ M ~, n ~ k + 3, x E B. (1)

Teniendo en cuenta que las funciones D~n son acotadas en los acotados de E,
k+2L sup ( IID\(x)1I : x E B} < oo. (2)
n=O

(1) y (2) implican el resultado.

g) Si f es la aplicación de U en F definida por

f(x) = ! fn(x),
n=O

f es de clase C"" en U y, además, para cada conjunto U-acotado B

sup ( IIDkf(x)1I / x E B } < +00, k = O, 1,2, ... (3)

k=0,1,2, ...

En efecto, corno los compactos de U son subconjuntos U-acotados, la serie

! D\,
n=O

(4)

converge uniformemente en los subconjuntos compactos de U. Aplicando el clásico

resultado de convergencia de una sucesión de funciones de clase Coo [Mu,104] se

obtiene que f es de clase C"" en U y además,

k ~ k
D f(x) = ~ D fn(x),

n=O
X E U Y k = 1,2, ...

Corno en f) se ha demostrado la convergencia normal de la serie (4) en los conjuntos B,
donde B es un conjunto U-acotado, (3) resulta inmediato.
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h) Para cada conjunto U-acotado B y para cada número natural k,

lím Dkf(x) = Ak.
X-40
XE B

~

Sean k ~ O Y B un conjunto U-acotado. Por a) y b) existe una serie, I lin, de números
n=k+3

positivos tal que

IIDkfn(x)1I~ <1>(x)~,

Entonces si x e B, se tiene

n ~ k + 3, x e B.

k-l~I IIDkfn(x)1I
n=O

k-l~I 1ID\(x)1I
n=O

Por d)
k-l

lím I
X-40 n=O
XE E

k11D fn(x) 11= O.

Por e)

Por c)

lím 11D\(x) 11= O,
X-40
XE E

p=k+ 1,k+2.

Por último,

lím IIDkfk(x) - Akll = O.
X-40
xEE

lím <1>(x)I an = O.
X-40 n=k+3
XE E

Esto concluye la demostración.
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1.20.Notación.- Sea U un abierto convexo de un espacio de Banach E sobre IK

(IK = lR o <t) y a un punto de Fr(U). Se denotará por Ea al conjunto

{a+A(z-a)/ Ae (0,1]).

Es inmediato probar:
a) Si B es un subconjunto de E, B es U-acotado si, y sólo si, B-{a} es (U-{a})-
acotado.

~) Si B es un subconjunto de U, Ea-{a} = B~{a}.

1.21.0bservación.- El clásico teorema de Borel para funciones definidas en
intervalos de la recta, se puede obtener a partir del resultado de Carleman sobre la
existencia de funciones analíticas con desarrollo asintótico prefijado. En [Ca,31], se
prueba que si D es una bola abierta del plano complejo, dados n puntos zl' ~, ... , zn'
distintos dos a dos, de su frontera y n series de potencias numéricas

(1)p = 1,2, ..., n,
~L cp,v (z - ~)v,

v:{)
existe una función compleja f, analítica en D y admitiendo (1) como desarrollos
asintóticos. A partir de [Wa,40], se obtiene que para cada compacto K de D, cada
p = 1,2, oo., n, y cada m = O, 1,2, ...,

Las proposiciones (1.25) y (1.26) de esta memoria, generalizarán los dos
resultados anteriores en el contexto de espacios de Banach complejos, hecho que nos va
a permitir demostrar la proposición (1.15) cuando U es un abierto convexo y acotado
de E, para n puntos distintos de su frontera.

1.22.Lema.- Sea E un espacio de Banach sobre IK (IK = lR ó <t) y sean
al' az, oo., ~, elementos de E, distintos dos a dos. Existen un polinomio Q e P(E,IK) y
una costante M > O, tales que

Q(a1) = 1, Q(a) = O para j = 2, 3, oo., p,
p

IQ(z)1 ~ M rr 11z - a .11.
o 2 JJ=
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ze E.

Demostración.- Para cada j = 2, 3, ..., p, existe Xj E E' con Xj (a¡ - aj) "# O. Se
define

X2(z - a2) ... Xp(z - ~)
Q(z) = -------,

x/a¡- ~) ... Xp(a¡- ~)

Obviamente, Q(a¡) = 1, Q(aj) = O para j = 2, 3, ..., p. Además, si z E E

IX2" ... "Xp" aP
IQ(z)1 ~ ---- 11z - a.ll.

p . Jrr Ix·(a¡- a.)1J=
. 2 J JJ=

y ésto demuestra el lema

1.23.Lema.- Sean E un espacio de Banach complejo, U un abierto convexo de
E.
0.) Si a E Fr(U) y cPE E'son tales que 11 cP11 = 1 Ypara cada x E U, Re ( cp(x- a) ) > O,

entonces para cada subconjunto U-acotado B, existe 11 ~ 1 con

11 x - a 11 ~ 111 cp(x- a) 1, x E B .a

P) Sean al' ' ~, ..., ap' elementos de Fr(U); existen CPl'CP2'..., CPnE E', tales que:

11 CPj11 = 1, j = 1, 2, ..., p.

Re ( cp/x - aj) ) > O, para cada x E U, j = 1,2, ... , p.

Demostración.- 0.) El conjunto V = U - {a} es un abierto convexo de E y

O E Fr(V). Por (0.13), para cada subconjunto V-acotado H, existe 11 ~ 1 tal que para

cada x E :fi se tiene que:

11 x 11 ~ 111 cp(x) 1.

Sea B un subconjunto U-acotado; por (1.20), B-{a} es V-acotado. Además, si

x E Ba, x-a E Ba-{a} = B~{a}, luego

11 x - a 11 ~ 111 cp(x- a) 1

P) Basta considerar, paraj = 1,2, ..., p, el abierto Uj - (a) y aplicar (0.11).

1.24.Proposición.- Sean E y F espacios de Banach complejos, U un abierto

convexo y acotado de E y al' a2, ..., ~ elementos de Fr (U), distintos dos a dos. Para

cada j = 1,2, ... ,p, Y para cada n = O, 1,2, ... , sea ~ E Ls(nE,F). Si CPl' CP2'... ,

CPP' son elementos de E' que verifican las condiciones del lema 1.23, existe una

función fe %B(U,F) 5, tal que para cadaj = 1,2, ... , p, y para cada m = 0,1,2, ... ,

5 %B(U,F) denota el espacio vectorial de las funciones holomorfas y acotadas de U en F.
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se tiene

lím
z~a.

J

m )
11fez) - L <pez)Al (z - a.) 11

1=0 J
m +Sj

Ix.(z) I 11z - a.ll
J J

= O,

donde:
1) Sj designa el cardinal del conjunto {h e N/ 1 S; h S; p, <i>h(aj)= <i>h(ah)}.

p

2) <pez)= II<ph(Z - ~), z E U.
h=1

3) Xj es la función definida en U por

{
1,

X}z) = II <Ph(z- ~),
CIlh("h)¡tCllh (8j)

SI S. = P
J

si s. < p.
J

Demostración.- Supongamos en primer lugar, que el resultado es cierto para
o

abiertos contenidos en la bola B(O,l / 2), y sean U un abierto convexo y acotado de E,

a\, ~, ..., ~, puntos de Fr (U), distintos dos a dos y <PI'<P2'..., <PP'elementos de
E', que verifican el lema 1.23; para cada j = 1,2, ..., P y cada n = O, 1,2, ...,

sean ~ e L.(nE,F). Por ser U un abierto acotado, existe R > O con U e B(O,R).

El abierto convexo V = 2~ U, está contenido en la bola R(0,1/2). Para cada j = 1,

2, ..., p, sean

a.
b - J •
j - 2R '

los puntos bl, b2, ... , bp' están en Fr (V). Por otra parte, para cada j = 1,2, ..., p,

Ypara cada n = O, 1,2, ..., consideremos el elemento B~ de LscnE,F) definido por
. .

BJ = (2R)n AJ •n n'

1) Los funcionales <Pl'<P2'... , <PP'verifican las condiciones del lema para el abierto V y
los puntos bl, b2, ... , bp'

2) Para cada j = 1,2, ..., p, el cardinal del conjunto

{ h e N / 1 S; h S; p, <i>h(bj)= <i>h(bh)},
es precisamente Sj'

Como estamos suponiendo que el resultado es cierto para abiertos contenidos en la
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o
bola B(0,1/2), existe una función g e %B(V,F), tal que

m "j

lím 11g(z) - ~ q>(z)Bk (z - bj) 11 = O.

z--->b. m + Sj

ZE ~ IX·(z)111z - b.1I
J ]

Sea f la función definida en U por

fez) = 2R g( 2~ )

La función f e %B(U,F) y si z e U,

m j

11fez) - ~ q>(z)Ak(z - a) 11
=m+sj

'X.(z)1 11z - a.1I
J ]

m j Z - a. k

2RlIg(2~) - ~ q>(2~)Ak(2RJ)(2R) 11
= --------------- =p-s· m+s· m+s·

(2R) J IX.(~)I 11~_ b.1I J (2R) J
J 2R 2R ]

= 1
m+p-1

(2R)

de donde se deduce que f verifica la proposición.

o
Demostraremos ahora el resultado para abiertos U contenidos en B(0,1/2).
Por el lema 1.22, existen Ql' Q2, ... , Qp e P(E,a:) y costantes positivas

M1, ~, ... , ~, tales que:

Q¡(ah) = Qib' i, h = 1,2, 000' p, y
p

1Q¡(z)I:::;M¡rr"z-~I, zeE, i=I,2, ...,p.
h=1
h.<¡

Para cada E > O, se defme el conjunto
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Se tiene que n
E

es un abierto de E y U e n
E

• Además, si h, k E ( 1,2, ..., P },

Re Cl\(ah - ak) ~ O

ya que ah E Fr (U), deduciéndose que ah EnE'

~
Sea L Un una serie convergente de números reales estrictamente positivos.

n=O
i) Por inducción sobre n, vamos a demostrar que para cada n ~ O, existe un abierto Un
de E y una función Gn E % (Un,F), verificando:

a) U u ( al' ~, ..., ap } e Un'
~) Para cada j = 1, 2, ..., p, el desarrollo de Taylor de Gn en aj es de la forma

L~"J
A k (z - a.)

n. J
k=n

siendo

para n ~ 1.

y) sup ( 11<p(Z)Gn(z) 11/ Z E U } $ an0
O) Para cada z E U, j = 1,2, ..., p, y n ~ O

11<p(z)Gn(z) 11$ ~ 11z _aj IIn+ Sj - 1

En efecto, sea O< E
O

< 1, tal que

"h 2 ao
EO 11Ao" ~ $ p' h = 1, 2, ... , p.

En el abierto Uo = ~ ' se define la función Go como sigue:

P E
G (z) = ~ O

O L.,¡ E + en (z - a )h=l O Th ""h

Si z E U, Re <Ph(z- ah) > O Ypor tanto,

l<Ph(z- ah)1 $ lEO + <Ph(z- ah)l,
luego
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s sup

6
SUp { 11Ci>(Z) GO(Z) 11/ z e U } S

{fin (Ci>k(z - al) 11 EEO+Ci>h(~z-_l1.\
h=l t~i o Ci>h l1.

p

sI
h=l

Analicemos el desarrollo de Taylor de Go en el punto ay Se verifica que
AJ

Gia) = Ao'

y por consiguiente, en un entorno de a j' se puede escribir:

A J k
donde para cada k = 1,2, ... , Ao k E P( E,F) ..

Veamos que se verifica o). Sean z e U, j e { 1, 2, ... , p}. Puede ocurrir:
1 < Sj < p.

- Sj = 1.
- Sj = p.
Estudiaremos el caso 1 < Sj< p; los otros dos casos se razonan de forma semejante. Se
tiene:

o
6 Como U e B(O,1/2), si z e U se tiene I Ci>j(z- aj) I S 11Ci>j1111z - aj 11S 1, Y

p

IQiz) I S M/ rr 11z - aj 112S M{
s=1
~j
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luego

11Cj)(z)Go(z) 11::;

1 _E_O_Cj)_h_(Z_-_'1,_)_ 2 " h
E

O
+Cj)h(Z-'1,) 1 Mh

2
l1z-ajll 11AolI +

+ 1
eph(aj)=eph(~)

h><j

+1

rr Cj).(z- a.) 1
1 1ep.(a.)=<p.(a.)

1 1 1 J
i.th

EOCj).(z- a.)rr m(z-a)11 J J'l'¡ ¡ E + Cj).(z- a.)ep.(a.)=ep.(a.) o J J
1 1 1 J

i.tj

+ 1
eph(aj)=<Ph(~)

h><j

ao s·+ l
11z - a· 11J +P J

ao s·-I
p IIz-ajllJ ::;8

Supongamos que para n ~ O hemos determinado un abierto Un de E y una función

Gn E % (Un,F), verificando a), ~), y) yo).

Sea O < En+1 < 1, tal que
h h h h a

E lilA l - Ao l - Al l - ... - A 1"M n+2 ::; 2:!:l , h = 1,2, ... , p.n+ n+ ,n+ ,n+ n,n+ ·"h p

En el abierto Un+1 = º( ,se define la función Gn+1 como sigue:
n+l

P n

'" E ( "h '" "h ) ( )n+2Gn+l(z) = L..,¡ E + ;+~z _ '1,) An+l(z - '1,) - L..,¡ Ak,n+l(z - '1,) Qh(z)
h=1 n+1 h k=o

7 Si Cj)¡(a¡)= Cj)}aj)' entonces para cada z E U

Cj)¡(z- a¡) = Cj)¡(z)- Cj)¡(a¡) = Cj)¡(z- aj).

8 Como U e B(O,1/2), si z E U,
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Se tiene:
sup { 11<pez)Gn+J(z) 11/ z E D } ~

~ P t <p (z - a ) h
~ {sup L..,¡ I 11 <p (z - a ) I I n+J h --h 111 A -

Z E U h;J k;J k k tn+1+ <Ph(z- .,,) n+l
k"h

"h "h n+2AO 1 - •.. - A J 11Mh } ~.n+ n.n+

h_ A 11M n+2
n,n+l h ~ Un+1·

Analicemos el desarrollo de Taylor de Gn+1 en el punto aj:

Para cada he { 1,2, oo., P }, consideremos la función Lh definida en D por:

t 1 ( "h ~ "h ) ( )n+2
Lh(z) = t + ;+ (z _ .,,) An+¡Cz- ah) - L..,¡ Ak,n+l(z - .,,) Qh(z) .

n+l h k;O

La función Lh es holomorfa en un entorno de ajo Si h *" j, la función Lh admite en
z = aj, un desarrollo de Taylor del tipo

! (\(z-a)
k;n+2

Se concluye que en un entorno de aj,
o o

( "J "J "J)
Gn+1(z) = An+1 - AO,n+l- oo. - An,n+l (z - a)

Veamos que se verifica 8). Sean z E D, j E { 1,2, oo., p }. Puede ocurrir:
- 1 < Sj < p.
- Sj = l.
- Sj = p.
Estudiaremos el caso 1 < Sj< p, los otros dos casos se razonan de forma semejante. Se
tiene:

<pez)Gn+1(z) = <peZ)( L Lh(z)
C9h(aj#<l>¡, (ll¡,)
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Ahora bien:

(1) 11cp(z) L Lh(z) 11 :S
lp¡,( a);<lp¡, ( :;,)

(2) 11cp(z) L Lh(z) 11 :S
lp¡,( a)=<p¡, ( :;,)

h;<j

:S L <Xn+! 11 z- a.1I n+2+sj-!

lp¡,(aj)=lp¡,(:;') P
h;<j

L <X ! (n+!)+s·-!
:S n+ 11 11 J-P- z- aj

lp¡,( a}=<p¡, (:;,)
h;<j

45



(3) 11ep(z) L}z) 11~

I I I e 1 ep.(z-a.) I j j j 2~II ep.(z-a.) n+ J J IIA l(z-a.) - (AO 1+...+ A 1)(z-a.)1I M.n+ ~
1 1 e + ep.(z-a.) n+ J ,n+ n,n+ J Jql¡(a¡)=ql¡(a) n+l J J

¡;<j

Un+1 11z _ a.1In+l ~
p J

U (n+1)+ sJ - 1
< ----!!±!.. 11z - a.1I- p J

De (1), (2) Y (3) se obtiene:
(n+1)+ sJ - 1

11ep(Z) Gn+1(Z) 11~ Un+1 11Z - a}l

ü) Veamos que la función defInida en Upor:

f(z) = ! ep(z) Gn(z)
n=O

verifica la proposición.

En virtud de y), es claro que fe %B(U,F). Sean j E ( 1,2, ... , P } y m E N con

m ~ O. Como Go, GI, ... , Gm, Gm+1 son funciones holomorfas en aj, existe /) > O tal
o

que para cada z E B(aj,/),
,.) ~ ,,)

Go(Z) = Ao + L,¡ AO,k (z - a),
k=1

(
AJ AJ

Gm(z) = Am(z - a.) - A (z - a.) -
J O,m J

A
J ) L~ A

J
- A (z - a.) + A k(z - a.),m-I,m J m, J

k=m+1

AJ
A I k(z - a.).m+ , J

k=m+1
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Si z E U n o
B(ai5), se tiene

fez) - ! cp(z) ik(z - a) =
k=O

m+l
= ( L cp(z) Gk(z)

k=O

(4) Sea O < r < a; definimos la función Fm+l en B(aj,r) por

L~l') L~~j L~) L~Aj
F l(z) = Ao h(z-a.)+ Al h (z-a.)+ ... + A h(z-a.)+ A 1 h(z-a.)m+ . J • J m. J m+ . J

h=m+l h=m+l h=m+l h=m+l

El desarrollo de Taylor de Fm+l en aj será de la forma:
~

~ A A k
Fm+l (z) = L..J Bk(z - a), Bk E P( E,F).

k=m+l

Existen O < a < r y H > O tales que
IIFm+l(z) 11S; H si z E B(aj,a)

aplicando [Ba,37], resulta que:
m+l

H 11z - a.1I
11F (z) 11S; J , Z E B(a a)

m+l am(a - 11z - a.lI) j' ,
J

11cp(z) Fm+l(z) 11S;

11z _ a.1Im+l
S; H I X·(z) I I rr CPh(z -ll¡,) I m I~ 11 S;

J ~("h)=~(a) a (a - z - aj )

m+sj + 1
11z - a.1I

S; H IX.(z) I __ J ---
J rfll(a- 11z - a.lI)

J
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y por consiguiente
11<p(z) Fm+1(Z) 11

m+sj
I X.(z) I 11z - a.1I

J J

= O.

(5) Si z e U y h ~ m + 2, en virtud de O),

11<p(z) Gh(z) 11 ::; <X¡¡ 11z - aj 11h+sj -1 ::; <X¡¡ 11z - a}l
deduciéndose que

m+l+s· 9J,

~
11 L <p(z) Gh(z) 11

lím h=m+2
z-+aj m + Sj

Z E U IX.(Z) 111z - a.1I
J J

11z - a.1I
J

I X.(z) I
J

(!Uh) = O.
h=m+2

De (4) Yde (5) se obtiene finalmente
- . -!TÍ' .. j -_.. . -

11f(z) - L <p(z)Ah(z - a.) 11
h=O J

m+sj
IX.(z) I 11z - a.1I

J J

= O.

= o.

1.25.Proposición.- Sean E y F espacios de Banach complejos, U un abierto

convexo y acotado de E y al' a2, ... , lip elementos de Fr (U), distintos dos a dos. Para

cada j = 1,2, ..., P y para cada n = O, 1,2, ..., sea Xn e Ls(nE,F). Existe una función

fe %b(U,F) lO tal que para cada j = 1, 2, ... , p, cada m = O, 1, 2, """'Y para cada
conjunto B, U-acotado, se tiene:

m AJ
11f(z) - L Ah(z - a.) 11

h=O J
m

11Z - a.1I
J

Demostración.- Por la proposición anterior y utilizando la misma notación, si

9 Si z e U, 11z - aj 11::; 1.

10 %b(U,F) denota el espacio vectorial de las funciones f holomorfas de U en F, tales
que para cada conjunto B, U-acotado, se verifica

sup ( 11f(z) 11: z e B } < +00.
El estudio de tales funciones puede encontrarse en (Ba].
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.....-. <p¡, <P2' 0.0, <Ppson elementos de E' que verifican las condiciones del lema 1.23, existe

una función f e %B(U,F), tal que para cada j = 1,2, oo.,p, y para cada m = O, 1,2,
000' se tiene:

Se define

m "j
11fez) - L <pez) Ah(z - a.) 11

h=O J
m+ Sj

1x.(z) 1 11z - a.1I
J J

= 00

fez)
g(z) = <p(z) , z e Uo

i) Sea B un subconjunto U-acotado, existe una costante 11> O tal que

11z - ah 11 :5; 111<Ph(z - ah) 1, z e B, h = 1,2, 000' po

Por otra parte, existe p > O con

p < d (B,E-U) :5; 11z - ah 11, z e B, h = 1,2, 000' po
Así, obtenemos

sup ( 11g(z) 11/ z E B} :5; IlP
P

P
sup ( 11fez) 11/ z E U } < +000

ii) Sean j e { 1, 2, 000' p} y B un conjunto U-acotadoo Si

<Ph(ah) = ~(aj)' para cada z e U se tiene

Re ~(z - aj) = Re ~(z - ah) > 00
Aplicando el lema 1.23, existe una costante Ilh > O tal que

11z - aj 11:5; Ilh 1~(z - aj) 1 = Ilh 1~(z - ah) 1,

Si m = O, 1, 2, 000 Y z e Ba.,
J

m "J
11fez) - L<pez)A. (z - a.) 11

i=O 1 J
m+sj

1x.(z) 111z - a.1I
J J

( fez) m" j )
11<p(z) <p(z) - t:oAi (z - aj) 11

=-----------=m+sj
I x.(z) I 11z - a.1I

J J

h e { 1, 2, 000' p} y



P m j
III<ph (z - l)¡) I 11g(z) -LAi (z - a.) 11
h=l i=O J=--------------~m+sj

IX.(z) I 11z - a.1I
J J

m J
III <Ph (Z - a) I 11g(Z) - LAi (z - a) 11

<ilh (ah)=<ilh (a} i=O=---------------- ~m+sj
IIz-all

J

~ (II Jh)
<ilh(ahF%(aj)

De donde se concluye que:

m I\J

11g(z) -L A. (z - a.) 11
¡=O 1 J

m
11z - a.1I

J

m I\j
11g(z) -~ A. (z - a.) 11. L 1 J

i=O
m

11z - a.1I
J

= o.

1.26.Proposición.- Sean E y F espacios de Banach complejos, U un abierto

convexo de E y a un elemento de Fr(U)o Se supone que f es una función holomorfa de
~

U en F y L An(z - a) una serie entera de E en F (en z = a), tales que para cada
n=O

conjunto B, U-acotado, y para n = O, 1, 2, 000'
n 1\

11f(z) - L A.(z - a) 11
'=0 J

lún J- = O, (1)
n

z--+a 11z - a 11
zella

entonces, para cada conjunto B, U-acotado, y para cada n = O, 1,000, se tiene:

lún Dnr(z) = n! ~,

por la topología ~ en LsrE,F).

Demostracióno- Sin pérdida de generalidad se puede suponer a = 00 Sea B un
subconjunto U-acotado, aplicando la proposición 0.10, existen un conjunto P,
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U-acotado y un número real y> O, tales que para cada z e B, se verifica:

B(z,y IIzll) e P.
Si n e N y E > O, como se verifica (1), existe un número real o > O, tal que para cada

z e B(O,o) n P, se tiene

::; E.

n

11 f(z) - :L A}z) 11
j=o

11 z II
n

Pongamos a = -10 Ysea w e B n B(O,a). Si A es un número complejo con
+y

11..1 ::; y IIwlly x e E con IIxll::; 1, se verifica

11 w + Ax - w 11 = IA I IIxll ::; y IIwll

y

11 w + Ax 11::; IIwll+ IA I 11xII ::; IIwll+ y IIwll = IIwll (1 + y) ::; a (1 + y) = O,
por tanto,

w + Ax e B(O,o) n B(w, yllwll) e B(O,o) n P,
y en consecuencIa

(2)::; E

n

11 f(w + Ax) - :L A}w + AX) 11
j=o

n
11 w+AxIl

Por otra parte, si x e E con 11 xII::; 1, aplicando las fórmulas integrales de Cauchy
[Ba,32),

1 j!>, - - __ A

-, nfi[(w) (x) - An(x) =n.

1= 21ti J _1_ (f(w + Ax) - AnAn(x) ) dA =
n+l

IAl = rHwH A

1= 21ti J _1_ (f(w + Ax) - An(Ax) ) dA.
n+l

IAl = rUwU A

"-
El desarrollo de Taylor de ~ en z = w, viene dado por

n

~(z) = :L (:) An wn-k(z - w)k,
k=O

haciendo z = w + AX,resulta
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n

An(w + AX) = I (:)An Wn-k (Ax)k =
k=O

n-!

= I(:)An Wn-k (Ax)k + An (Ax)
k=O

y por tanto,

n-!

An (Ax) = ~(W + Ax) - I (:)An Wn-k (Ax)k =
k=O

donde

Pk(A) = Ak (:) Ak w n-kXk = Ak l>tc,

con l>tc E F. Se deduce entonces que
1 A A

-, DIlf(w) (x) - An(x) =n.
n

_1_ f _1_ (f(w + Ax) -I Ak(w + Ax) ) dA
2 . n+!

1tl IAl = 'Y UwU A k=O
A

ya que al ser AK(w + Ax) y Pk (A), k = O, 1, 2, ... , n-l, polinomios de a: en F de grado
k ~ n-l, resulta

n-! fI L! (Ak (w + Ax) + Pk(A) ) dA. = O.
k=O IAl = 'Y UwU A

Finalmente, si I A I= Y IIwll, en virtud de (2), se obtiene
n

1 ~A
11--;;¡ (f(w + Ax) - LJ Ak(w + Ax) ) 11 =

A k=O

1- --
- 11.1 n+!

n

11f(w + Ax) -I Ak (w + Ax) 11
k=O n-------n---- 11w + Ax 11 ~

IIw+AxIl

y por consiguiente

n
E(l+y)

= yn+ll1wll '
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1 '" '" 111~ DIl[(w) (x) - ~(x) 11:::; 21t

n
E (1 +y)

f+lllwll
27t'Y IIwll =

= E (1; y )n,

o
desigualdades válidas para cada w e B n B(O,a) y para cada x e E con IIxll :::;1, de
donde se obtiene

'" '"Iím DIl[(z) = n! ~
z->o
zeB

por la topología 13 en p(nE,F), lo que implica que

Iím DIl[(z) = n! Anz->o
ZEB

por la topología 13 en LscnE,F).

1.27.Proposición.- Sean E y F espacios de Banach complejos, U un abierto
convexo y acotado de E, al' ~, ..., ~, puntos distintos dos a dos de Fr(U), y para

p .
cada p = 1, 2, "" n y cada j = O, 1, 2, .." Aj e Ls(JE,F); entonces, existe

[e %bCU,F) tal que para cada subconjunto U-acotado B de E,

• . pIím Dlf(z) = A. ,
z->:'P J
zEB"p

p = 1, 2, .." n, j = O, 1, 2, ...

Demostración.- Resulta inmediata a partir de las proposiciones anteriores.

1.28.0bservación.- Tal como indicábamos en (1.20), vamos a aplicar las
proposiciones anteriores en la prueba del siguiente resultado:

1.29.Proposición.- Sean E y F espacios de Banach reales, U un abierto

convexo y acotado de E, al' ~, .." an, puntos, distintos dos a dos, de Fr(U) y

para cada p = 1,2, .." n, y para cada j = O, 1,2, .." A~ e LscnE,F). Entonces,

existe una [unción fe C""CU,F), tal que para cada subconjunto U-acotado B,
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lím Dlf(x) = AP
x->ap J

XEfl~
por la topología ~ en Ls(iE,F).

p = 1,2, ..., n, j =0,1,2, ...,

Antes de pasar a la demostración de la proposición, vearTJOSalgünas notaciones y
lemas previos:

1.30.Notación.- Sea E un espacio de Banach real; se denotará por E(I el
complexificado de E. La norma en ElI, será la definida por:

11 x + iy IIE(I= inf (L IAj 111 Zj 11 : x + iy = L Ajzj' Zj E E, AjE a: l.

Las propiedades relativas al complexificado que se utilizarán en la memoria pueden
encontrarse en [B-S.1,69] y en [Ru,7].

1.31.Lema.- Sean E un espacio de Banach real, U un abierto convexo y acotado
o

de E, w un punto frontera de U y R un número real positivo tal que U e B(O,R).
Entonces:

i) U + i B(O,R) es un abierto convexo de ElI y w E Fr (U + i B(O,R) ).

ii) Si B es un subconjunto U-acotado de E, B es (U + i B(O,R»-acotado en E(I.

Demostración.- i) Es obvio que U + i B(O,R) es abierto y convexo; además, en
virtud de la desigualdad

11 x +iy IIE(t ~ IIxllE+ lIyllE' x, y E E,
o

se tiene que U + i B(O,R) es acotado. Por último, existe una sucesión {xnln:'¡
de puntos de U que converge hacia w en E. Entonces la sucesión converge hacia

• o
wen E(I, y w E Fr (U + 1 B(O,R».

ii) Sea B un subconjunto U-acotado en E. Existe p > ° tal que
d(B, Fr (U» > p.

o o
Por tanto, si x E B se tiene que B(x,p) e U. Como x "# ° Y U e B(O,R), ha de ser
p ~ R. Veamos que

BB(I(x,P) e U + i B(O,R).

Sea a + ib E BB(I(X'P):
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11x - a - ib 11< P
lo que implica

11x - a 11< P y IIbll < p,
luego a e B(x,p) e U y be B(O,p) e B(O,R), y por tanto

o o o
a + ib e B(x,p) + i B(O,p) e U + i B(O,R).

1.32.Lema.- Sean E y F espacios de Banach reales, U y Y abiertos convexos de
A

E tales que O e Y. Si f e %(U + iY, Fa:), la función
A

f¡ = (1t¡of)lu
es analítica en U ( 1t¡ Y ~ denotan las proyecciones de Fa: en F).

A

Demostración.- Si a e U, por ser f holomorfa en U + iY, existe una bola

BEc:(a,r) e U + iY, tal que

í(z) =!
n:O

o
Z E BE (a,t)

ct

y la serie converge uniformemente hacia f en la bola BEc:(a,p), 0< p < r.
A

Para cada n = 1,2, ..., Dnf(a) e La: rE a: ,Fa:). Como
Fa: = F + iF ~ F x F

A

Y puesto que la proyección 1t¡ de Fa: en F es continua, se tiene que 1t¡oDnf(a) es

continua en Ea:x .~).xEa:' Por otra parte, la aplicación 1t¡oDnf(a) es n-lineal real de

Ea:x .~).xEa: en F. Consideremos ahora la aplicación g~, definida en E t:). x E,
como sigue:

o
Se verifica entonces que g~ e LRrE,F) y si x e BEc:(a,r) n U,

í(x) = 1t¡oí(x) + 1t2o?(x) =

=! (1t¡o D'1~a) (x _ a)n + i 1t
2
o D'1~a) (x _a)n ) =

n:O n. n.

n
g~(x - a )

n!
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o
Se deduce que para cada x e BEo;(a.r) n U

f1(x) = 1t l0f'(X) = !
n=O

"y que DDf1 (a) = 1t1oDnf(a)IEx.~.xE' n = O. 1. 2•.... No ofrece dificultad comprobar

que la última serie converge uniformemente en cada ~(a.p) e E. 0< p < r.

Demostración de la proposición 1.29.- Existe R > O tal que U e ~(O.R).
"o "

Consideremos el abierto U = U + iB(O.R) de Ea:. Se tiene que U es un abierto convexo
"y acotado. además. al' ~ •...• an son puntos de Fr(U) (1.31).

Para cada p = 1.2....• n y para cadaj = 0.1.2 ..... existe ft!l e Ls(jEa:.Fa:). tal

que

ft!lIEX ~? xE = A~ [B-S.1.70].

Como consecuencia de las proposiciones (1.25) y (1.27). existe una función
"fe %b(U.F). verificando que para cada p = 1. 2•...• n. cada j = O. 1•...• Y cada

"subconjunto H. U-acotado. se tiene

-~ pIím V'f(z) = A.x~"p J

xEA"p

por la topología P en Ls(jEa:.Fa:).En particular. si B es un subconjunto U-acotado. es
"U-acotado. luego

Iím ." --p
x ~a Dlf(z) - A

p J
xEB"p

por la topología P en Ls(jEa:.Fa:).

Por otra parte (1.32). la función f = (1t1oOlues analítica en U y para cada j = O. 1.

2•...• ~f(x) = 1t1o~f(x)IEX}?.xE' x e U. Teniendo en cuenta que se verifica:

-P. P
1t1oAIExJ) xE = A .•

J'" J

." -P ."-p
y 11 1t1oDJf(x)- 1t1oAj 11 S; 11 1t1" 11 DJf(x) - Aj "Ea;'

se obtiene el resultado.
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J. Kurzweil, en [Ku.l] demuestra un teorema de aproximación en espacios reales
de Banach separables, para los que existe un polinomio real continuo P, que verifica:

P(O) = O e inf ( IP(x) 1: IIxll= 1 } > O.

Utilizando una técnica semejante a la dada en [Na,28] para funciones definidas en

IRny en [Co.2] para funciones definidas en un espacio de Hilbert, vamos a demostrar
que el teorema de Borel se verifica en espacios de Banach, sujetos a la condición
impuesta por J. Kurzweil.

1.33.Proposición.- Sea E un espacio de Banach real para el que existe un
polinomio real P que satisface:

P(O) = O e inf ( IP(x) 1: IIxll= 1 } > O.

Si ~ E Ls(nE,F), n = O, 1,2, ..., existe una función f E C"'(E,F) tal que

Dnf(O) =~, n = 0,1,2, ...

(1)

Si el espacio de Banach E satisface (1), entonces se verifican los siguientes lemas:

1.34.Lema.- Existe un polinomio real Q, tal que
Q(O) = O Y Q(x) ~ 1 si IIxll~ 1.

Demostración.- Como P(O) = O,podemos escribir
P(x) = p¡(x) + P2(x) + ... + Pm(x), x E E

donde Pi E P(iE,F), i = 1, 2, ..., m. Se tiene que:

inf { p¡ (x)2 + ...+ Pm(x)2, IIxll= 1 ) = X > O.

El polinomio

verifica las condiciones, ya que si x E E y IIxll~ 1,

Q(x) = Q( IIxll11:11 ) =
1 ( 2 x 2 2m X 2)= -X IIxll p¡(-) + ... + IIxll Pm(-I -11) ~

11xII Ix

> .1. Q(~) ~ 1.
- X IIxll
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1.35.Lema.- Sea f e C"'(E,F) con DPf(O) = O, O S; p S; n. Para cada E > O existe
una función g e C"'(E,F), que se anula en un entorno de O, y tal que

sup { sup ( 11DPf(x) - DPg(x) 11/ p = O, 1,2, ..., n 1 1 S; E
xE"E

Demostración.- Sea a una función real, de clase C'" en lR y verificando:
i) a(x) = O si Ixl S; 1/2.
ii) a(x) = 1 si Ixl ~ 1.
iii) a(x) ~ O, X e lR.

Para cada 15 > O, se considera la función hó' definida en E como sigue:

hó(x) = a( Q( ~ ) ),

donde el polinornio Q verifica las condiciones del lema anterior. Si IIxll~ 1, aoQ(x) = 1
Ycomo Q es un polinornio continuo, sus derivadas sucesivas están acotadas en B(0,2);
en virtud de la regla de la cadena, se obtiene que

sup ( 11DP(aoQ) (x) 111 x e E 1 = M¡, < +00, p = O, 1,2, ..., n.
a) La función hó se anula en el abierto

(xEE/Q(~)<~ l.

Si IIxll ~ 15, Q( ~ ) ~ 1, luego hó(x) = 1. Se deduce entonces que para cada p = 1,

2, ... , n, y para cada x e E con IIxll~ 15,
DPhó(x) = O.

b) Para cada 15 > O se define la función gó en E, por

gó(x) = hó(x) f(x).
Se tiene

P

DPgó(x) = sYTnp( I(~)DjhS<x) DP-jf(x) ), p = O, 1, ... , n, x E E.
j=O

Llamando

M = SUD {sup {~) M·I j = O, 1, ..., p } },
OS;p~n J J

para cada x e E con IIxllS; 15, se verifica:
P . .

11DPgó(x) 11S; I G')11D\(x) 11IIDP-Jf(x) 11S;
j=o
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c) Como DPf(O) = O, P = O, 1,2, ... , n, por la fórmula de Taylor, para cada E > O,
existe re (0,1], tal que si IIxll~ r,

y por b)

P n-p n
11 D f(x) 11 ~ E IIxll ~ E r -P,

P

11 D
P

gr(x) 11 ~ M L
j=o

= P E M l-P ~ P E M,

p = O, 1,2, ..., n,

n -(p-j)
E_r__ =

~

para IIxll~r.

Así se ha demostrado que

lún sup { 11 DPgó(x) 11, IIxll~ O/ p = O, 1, 2, ... , n } = O.ó~O

d) Si P E { O, 1, 2, ..., n }

~ sup

P Psup {II D f(x) - D gó(x) 11 / x E E} =

P P= sup { 11 D f(x) - D gó(x) 11 / IIxll~ O} ~
P P

{ 11 D f(x) 11 / IIxll~ O } + sup {II D gó(x) 11 / IIxll~ O }

y puesto que ambos sumandos tienden a cero cuando Otiende a cero, existe un O> Otal
que la correspondiente función gó verifica las condiciones del lema.

Demostración de la proposición 1.33.- Para cada m = O, 1, 2, ... , se
considera la función fm,defmida en E por:

fm(x) = !~Ap(x).
P=o p.

Se tiene que fm E C""(E,F), y
l 1\

fm+l(x) - fm(x) = (m+1)! Am+l(x),

luego,
DP(fm+1- fm) (O)= O, p = O, 1,2, ..., m.

Por el lema 1.35, existe una función ~ E C""(E,F), que se anula en un entorno de Oen
E, y tal que
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P Psup (sup ( 11 D (f 1 - fm) (X) - D gm(x) 11 / p = O, 1, ..., m } }
XE~ m+

No ofrece dificultad demostrar que la serie

fo + ! (fm+1 - fm - gm)
m=O

define una función f e CX'(E,F). [Mu,104].
Además, para cada p e N, p ~ 1,

P ~ PD f(x) = ~ D (fm+1 - fm - gm) (x),
m=O

y como

se concluye que

DPf(O) =~, p ~ O.

Observaciones.- Sea E un espacio de Banach real, que verifica las hipótesis de
la proposición 1.33. Si U es un abierto convexo de E, con O e Fr (U) y k es un número
natural, la demostración del lema 1.35. se puede adaptar para obtener los siguientes
resultados:
1.36.- Sea f e C'(U,F) y tal que para cada subconjunto U-acotado B,

lím IYf(x) = O, j = O, 1, ... , k,
x->o
XE B

por la topología ~ en Ls(iE,F). Entonces, para cada conjunto U-acotado B y para cada

e> O,existen g e C'(U,F) y O> O, tales que g se anula en B(O,O) n U y

sup ( 11 D
j
g(x) - Djf(x) 11 / x E ñ} $: e, j = O, 1, ..., k.

1.37.- Sea f e Ck(U,F). Se supone que

lím IYf (x) = O, j = O, 1, ..., k,x->o
XEU

por la topología ~ en Li(E,F). Entonces, para cada e > Oexisten g e Ck(U,F) y O> O,
o

tales que g se anula en B(O,o) n U y
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j j
sup ( 11 D g(x) - D f(x) 11 / x E U} :5; E, j = O, 1, ... , k.

1.38.- Todo espacio normado real de dimensión finita verifica las condiciones de
1.33. ( pues el espacio IRn las verifica) y por tanto, en un espacio normado de
dimensión finita son ciertos los resultados 1.33, 1.35, 1.36 Y 1.37. Además, si U es
un abierto convexo de IRn, O e Fr(U) y k es un número natural, se demuestran
teorema!> análogos a 1.35 y 1.37 sustituyendo las derivadas totales por derivadas
parciales hasta orden k.

Como consecuencia de estos resultados se obtienen los siguientes teoremas de
aproximación, en un espacio de Banach, real y separable E, para el que existe un
polinomio continuo P, verificando las condiciones de 1.32. En el resto del capítulo, E
será un espacio de Banach real y separable y U un abierto convexo de E con O e Fr(U).

1.39. Proposición.- Sea f una función de C(U,F), para la que existe
lím f(x)x->o
XEU

Entonces, para cada E > O existe una función g e C"'(U ,F), verificando:
a) sup ( 11 f(x) - g(x) 11 / x E U} :5; E

XEO

~) Existe lím DP g(x), P = O, 1, 2, ...x->o
XEU

Además, si f es acotada en los conjuntos U-acotados, también lo es g.

Demostración.- Sea E > O; en virtud de (1.37), existen una función
o

GeC(U,F) y r > O, tales que G se anula en B(O,r) n U y
Esup 11 G(x) - f(x) 11 :;;"2'

XEO

Defmimos en B(0,r/2) U U, la función

{

G(x)
h(x) = O

si x E U

si x E í3(0,~)

Obviamente, la función h es continua en U U B(0,r/2). En virtud de [Ku.l], existe una
o

función g, analítica en U U B(0,r/2), tal que
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sup (II h(x) - g(x) 11/ x e U u 13(0, ~) } ~ ~ .

Es inmediato comprobar que la función g verifica el teorema.

1.40. Proposición.- Sea fe C(U,F); se supone que para cada U-acotado B,
existe

l.ún f(x)
x--+o
XEB

Entonces, para cada e > OYpara cada U-acotado B existe una función g e COO(U,F),
verificando:

ex) sup ( 11f(x) - g(x) 11, x e B } ~ e

~) Existe lím dg(x),
x--+o
XE B

j = O, 1, ...

Demosttación.- Sea B un subconjunto U-acotado y e > O.
a) Supondremos, en primer lugar, que

lím f(x) = O
x--+o
XEB

Como consecuencia de la observación 1.36, existen una función h e C(U ,F) y

una bola abierta B(O,r) tales que h se anula en B(O,r) n U, Y
- esup ( 11f(x) - h(x) 11/ x e B } ~ "2 .

La función h verifica las condiciones de la proposición anterior, y por tanto, existe
una función g e COO(U,F),verificando

e
1) sup ( 11g(x) - h(x) 11/ x e U} ~ 2"

2) Existe

Entonces:

lím D
j
g(x), j = O, 1, 2, ...x--+o

XEU

sup ( 11f(x) - g(x) 11/ x e B } ~

~ sup ( 11f(x) - h(x) 11/ x e B } + sup ( 11g(x) - h(x) 11/ x e U} ~ e

b) Si
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lún f(x) = b,
x~o
xEB

la función F(x) = f(x) - b está en las condiciones de apartado a), luego existe una
función G e C"'(U ,F) verificando que:

sup { 11F(x) - G(x) 11/ x E B } ~ E

y existe

lím IYG(x) ,
x~o
XE B

j = 0,1, ...

La función g(x) = G(x) + b resuelve la cuestión.

1.41. Proposición.- Sean U un abierto convexo de IRn, con O e Fr (U), y f
una función real de clase Ck en U verificando que para cada a e Nn con O~ lal ~ k,
existe

Para cada E > Oexiste una función g, analítica en U, tal que:
1) Existe

naE N

2) sup {IDaf(x) - Dag(x)I / x E U} ~ E.
lal~k

Demostración.-El resultado se demostrará en dos etapas.
i) Se supone, en primer lugar, que

lún Daf(x) = O, O ~ la I ~ k.x~o
XEU

Sea E > O, con~ > k. Por la observación 1.38, existe g e Ck(U) que se anula en

B(O,o) n U, verificando

a asup { ID f(x) - D g(x) l/x E U} < E
lal~k

o
Consideremos la función G, definida en n = U uB(O,o/2) por:

G(x) = g(x) si x e U.
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G(x) = o si x e B (0,0/2).

La función G es de clase Ck en n. Sea ~ la función definida en n por ~(x) = ~. En
virtud del teorema de aproximación de Whitney (Na,34], existe una función h, real y
analítica en n, tal que

a asup (I D G(x) - D h(x) I / XE n }< E, si O~ lal ~ k.

Entonces, la función h es analítica en U, existe

lún D~(x), a E Nn yx-+o
xeU

xeU.

a a a a a a11D f(x) - D h(x) 11~ 11D f(x) - D g(x) 11+ 11D g(x) - D h(x) 11=

= 11Daf(x) - Dag(x) 11+ 11DaG(x) - Dah(x) 11 ~ 2E,

ii) Supongamos ahora que
lún Daf(x) =Aa, O~ la I ~ k.x-+o
xeU

Aplicando el resultado obtenido en i) a la función

F(x) = f(x) - (Ao +I Aa x
a

+ ... + I ~! Aaxa)
lal=l lal=k

existe una función h, analítica en U, verificando que

si O~ lal ~k

n
aE N .lún D~(x),x-+o

xeU
b) sup {IID~(x)-D~(x)lI/ XEU} < E,

a) Existe

La función
~ a ~ 1 ag(x) = l(x) + Ao + LJ Aa x + ... + LJ -, Aaxa.Ial=l lal=k

es analítica en U, existe el límite en Ode todas sus derivadas y
a a }sup ( 11D f(x) - D g(x) 11/ XE U < E, si O~ lal ~ k.

64



2. TOPOLOGIAS SOBRE LOS ESPACIOS Eb(U,F} y
Ec(U,F}.

En este capítulo E y F representarán espacios de Banach reales y U denotará un

abierto convexo de E tal que O e U y O• U.

En 1.8 hemos introducido los espacios vectoriales Eb (U,F) y Ec (U,F). Las
topologías que usualmente se consideran sobre espacios vectoriales de funciones de
clase ex' [A], [Bt],[Lla] y [Me], llevan de forma natural a la definición de topologías
localmente convexas sobre los espacios Eb (U,F) y Ec (U,F). El objetivo del capítulo,
una vez definidas las topologías localmente convexas sobre los citados espacios, será el
estudio de determinadas propiedades de las mismas.

En primer lugar, y puesto que va a ser un resultado de uso constante en el
desarrollo del capítulo daremos, a modo de observación, una aplicación del clásico
teorema del valor medio para funciones diferenciabks Fréchet entre espacios de
Banach.

2.1. Observación.- Sea f e C"'(U,F) y M un subconjunto de U. Supongamos
que:

a) sup ( 11 f(x) 11 / x e M } < oo.

b) Para cada número natural n ~ 1 Ycada compacto K de Ex ~!xE,
sup {sup ( 11 nnf(x) (y) 11 / y E K } } < +00

XE f;I

c) Para cada número natural n ~ O,existe
lím nnf(x) = An.
x--+o
XE f;I

por la topología compacta abierta en LsrE,F).
Entonces:

1) Para cada x e M ,
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11f(x) - Ao 11~ sup ( 11Df(y) 11/ y E M } 11xII.

2) Para cada x E M , cada número natural n ~ 1 Ycada compacto K de Ex .~~xE,

sup 11Dnf(x) (h) - ~(h) 11~ L IIxll,
xeK

siendo

L = sup { 11Dn+1f(y) 11/ Y E M } sup { IIh111... II~II / h E K}.

Demostración.- Para cada número natural n ~ O,el conjunto
n -( D f(x) / x E M }

es acotado en ( Ls(nE,F), to) Y por consiguiente, es acotado por la topología 13 en
LscnE,F) (0.5), luego

sup{IIDnf(x)1I /xEM}<+oo, n=1,2, ...

1) Si x es un elemento de M, la aplicación ~ x' de [ 0,1] en F, definida por,

~ x(t) = f(tx), te (0,1],

~,X<O) = Ao
es obviamente continua en [0,1] y derivable en (0,1]. Aplicando el teorema del valor
medio [0,156] a la función &,x' se obtiene:

11f(x) - Ao 11= 11~./1) - go,x(O)11~

~ sup 11Df(tx) (x) 11 ~ sup { 11Df(y) 11/ y E M } 11x 11.
le(O.l)

2) Si n ~ 1, h es un elemento de Ex ~~xE Y x es un elemento de M, la aplicación
gn,x,hde [0,1] en F, definida por

~,x,h(t) = Dnr(tx) (h), te (0,1]

gn,x,h(O) = ~(h)

es continua en [0,1] y diferenciable en (0,1]. Además, para cada te (0,1]

D~X,h(t) = Dn+1f(tx) (x,h).

Aplicando el teorema del valor medio a la función ~x,h' resulta:

11Dnf(x) (h) - An(h) 11 = 11~,x,h(l) - gn,x,h(O)11~
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XE M.

n+1::; SUp 11D f(tx) (x.h) 11::;
lE (0,1]

n+1::; SUp { 11D f(tx) IV tE (0.1] } IIxll IIh11111h211... II~II ::;
n+l -::; SUp { 11D f(y) 11/ y E M} IIxll IIh11l... IIhnll

donde h = (hl' h2 •...• hn ).

Sea K un compacto de Ex .~!xE. entonces
nsup 11D f(x) (h) - ~(h) 11::; L IIxll,

hEK

siendo

L = sup { 11Dn+1f(y) 11/ y E M } sup { IIh11l... IIhnll / h E K }.

2.2.Definición de la topología ~ en Eb (U,F).- Sean f E Eb (U.F). B un
subconjunto U-acotado y n un número natural. Como existe

]írnDnf(x)
x-+o
XEn

por la topología ~ en Ls(DE,F). existe o > O, tal que

sup { 11Dnr(x) 11. x E B n B(O,o)} < +00 (1)

Por otra parte. el conjunto B - B(O.o) es un conjunto U-acotado (0.9.7). luego
n_O

sup {liD f(x)1I / x E B - B(O.o)} < +00 (2)

De (1) y (2) se sigue que

sup { 11Dnf(x) 11/ x E B} < +oo.

Resulta inmediato probar que para cada conjunto U-acotado y para cada número
natural n ~ O.la aplicación Pn,n de ~ (U,F) en [0.+00) definida por

n -
Pn,n (f) = sup { 11D f(x) 11/ x E B }

es una sernmorma.
La topología ~ en ~ (U,F) será la defmida por la familia de serninormas:

{ Pn,n / B es un subconjunto U-acotado y n ~ O}

Obviamente, el espacio vectorial topológico así obtenido es separado y en virtud de
(0.8) es también metrizable.

2.3.Definición de la topología 'to en Ec (U,F).- Sea f E Ec (U,F), K un
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conjunto compacto de U y n un número natural. Como existe
lún Dnf(x)
x~O
xeR

por la topología 'to en LscnE,F), se tiene:

i) Existe O > O tal que

sup ( 11f(x) 11I x E K í'\ ª(O,O) } < 00 (1)

_ o
como el conjunto K - B(O,o) es un compacto de U (0.9.9),

sup ( 11f(x) 11I x E K - ]3(0,0) } < + 00 (2)

De (1) y (2) se sigue que

sup (II f(x) 11I x E K} < +00

ii) Si n ~ 1 YH es un compacto de Ex ~~x E, existe O> O tal que
n-o

sup ( qH( D f(x) ) I x E K í'\ B(O,O)} =

n= sup {sup ( 11D f(x) (h) 11I h E H } } < 1 (3)
xe RnB(O,/i)

_ o
Por otra parte, el conjunto K - B(O,O) es un compacto de U y como la topología P en
LscnE,F) es más fina que la topología 'to, resulta que la aplicación

x E K - ]3(0,0) ---7 Dnf(x) E (LstE,F) , 'to )

es continua y por tanto

sup ( qH( Dnf(x» I x E K - ]3(0,0)} =

= sup {sup ( 11Dnf(x)(h) 11I hE H} } < 00 (4)
o

xe R_B(O,/i)

De (3) Y (4) se obtiene que

sup (II Dnf(x) (h) 11I x E K, h E H } } < oo.

iii) Si K es un compacto de U, la aplicación PR de Ec (U,F) en [0,00), definida por:

PR(f) = sup ( 11f(x) 11I x E K }

es una sernmorma.

iv) Si K es un compacto de U, n ~ 1YH un compacto de Ex .~~xE, la aplicación PR
,n,H

de Ec (U,F) en [0,00), definida por:
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PK.n,H(f) = sup { 11Dnf(x) (h) 11/ x E K, h E H }

es una sernmorma.
La topología 'to en Ec (u,F) será la definida por la familia de seminormas

{p / K compacto de U }u{PK IK compacto de U, n ~ 1, H compacto de Ex ~.~x E}
K' ,n,H

Es inmediato que el espacio vectorial topológico así obtenido es separado.

2.4.0bservación.- Si E es un espacio normado de dimensión finita, los
espacios Eb (U .F) Y Ec (U .F) coinciden como espacios vectoriales (1.11) Y las

topologías 'to y P coinciden en ~ (U,F).

2.S.Proposición.- Si E es un espacio de Banach de dimensión infinita, la

topología que induce 'to sobre Eb (U.F) es estrictamente menos fma que la topología P
en ~ (U.F).

Demostración.- Es obvio que el espacio Eb (U.F) es un subespacio vectorial de

Ec (U.F) y que la topología P en ~ (U.F) es más fina que la topología inducida por 'to
en Eb (U.F).

Veamos que existe una sucesión de elementos de Eb (U,F) que converge hacia O

por la topología 'to y no converge hacia Opor la topología p.
Por ser E un espacio de Banach de dimensión infinita, existe una sucesión

{<¡ln};;'=l.de elementos de E'. verificando:

a) 11<¡ln11= 1, n = 1.2, ...

P) La sucesión converge débilmente hacia Oen E'.
Puesto que la topología débil cr(E',E) en E' y la topología de la convergencia

uniforme sobre los subconjuntos compactos de E inducen la misma topología sobre los
acotados de E' [Sch.88,90]. la sucesión {<¡ln};;'=lconverge hacia O en la topología
compacta abierta de E', Por otra parte,

D<¡ln(x) = <¡ln' n = 1.2. ...• X E E

j
D <¡ln(x)= O. j > 1. n = 1.2. ...• X E E

y por tanto, {<¡ln};;'=les una sucesión de elementos de ~ (U,lR) que converge hacia O

por la topología 'to'

Sin embargo, la sucesión {<¡ln};;'=lno converge hacia cero por la topología P de
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Eb(U,IR), pues para cada subconjunto U-acotado B,

PB (q>n)= sup ( 11Dq>n(x)11: x E B } = lIq>nll= 1,
,1

n = 1,2, ...

Sea b E F con b "* O; la sucesión (fn};=1 ' de funciones de Eb (U,F), definidas
por:

fn(x) = q>n(x)b ,
resuelve la cuestión.

n = 1,2, oo., X E U

De la identidad de los conjuntos acotados en los espacios (Ls(nE,F);to) y
(LsrE,F),~ ), se obtiene la siguiente proposición:

2.6.Proposición.- El espacio Ec (U,F) coincide con el espacio vectorial de las

funciones fe Coo(U,F) tales que para cada compacto K de U y cada n = O, 1,2, oo.,
existe

por la topología ~ en Ls(fiE,F).

Demostración.- Es prácticamente inmediato demostrar que el espacio vectorial
definido anteriormente, es un subespacio del espacio vectorial Ec (U ,F).

Recíprocamente, sea f E Ec (U,F) y veamos que para cada compacto K de U y
cada número natural n,

lím Dnf(x) = Dnf(O)
x--+o
xeR

por la topología ~ en LsrE,F).

Sea {'),};=1 una sucesión de elementos de K que converge hacia Oy consideremos
el conjunto

n n
_ { D f(X¡,)- D f(O)

e - IIx
p
ll ' p = 1,2, ... }

Si H un compacto de Ex n.:-.!>xE, como f E Ec (U ,F),

P (f) = sup ( 11Dn+1f(x) (h) 11/ x E K, h E H} < +00,
R,n+1.H

luego el conjunto
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es 'to-acotado en Ls(n+IE,F) Ypor tanto,

n+! /sup { 11D f(x) 11 x e K } < +oo.

En virtud de la observación 2.1., si T es un compacto de E x .~).x E, como Xm E K,
m = 1, 2, ...,

sup { 11Dnf(xm) (h) - Dnf(O) (h) 11} ~ L IIxmll,
heT

siendo

L = sup { 11Dn+lf(y) 11/ ye K } sup { "hl" ... "hn" / h E T }.

Así hemos demostrado que el conjunto C es acotado en Ls(nE,F) por la topología

compacta abierta y por consiguiente, acotado por la topología ~. Existe entonces H > O
con:

11Dnf(xm) - Dnf(O) 11~ H "xm",

deduciéndose que
1ún DTIf(xm) = Dnf(O)m__

por la topología ~ en Ls(TIE,F),lo que implica que

lím Dnf(x) = Dnf(O)
x-+o
xeR

por la topología ~.

m = 1,2, ...,

Por la proposición anterior, en el espacio Ee (U,F) se puede introducir una nueva
topología localmente convexa, íntimamente relacionada con la topología 'tU'sobre
coo(U,F). [Lla,65].

2.7.Introducción de la topología u en Ec (U,F).- Sean fe Ee (U,F), K
un conjunto compacto de U y n un número natural. Como existe

límDnf(x)
x-+o
xeR

por la topología ~ en Ls(TIE,F),existe O> Otal que:
_ o

sup { 11Dnr(x) 11/ x e KnB (0,0) } < +00 (1)
_ o .

Por otra parte, el conjunto K- B(O,o) es un subcon]unto compacto de U, luego
_ o

sup { 11DTIf(x)11/ x e K-B (0,0) } < +00 (2)

,
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De (1) y (2) se sigue que:

sup ( 11 DIlf(x) 11 / x e K } < +00.

Para cada subconjunto compacto K de U y para cada número natural n ~ O, la
aplicación PK de Ec (U,F) en [0,00), definida por:

,n

PK,n(f) = sup ( 11 DIlf(x) 11 / x e K}

es una sernmorma.
La topología u en Ec (U,F) será la defmida por la familia de seminormas

{ PK,n / K compacto de U y n ~ O}.

El espacio vectorial topológico así obtenido es separado.

2.8.0bservación.- Si E es un espacio normado de dimensión finita, las
topologías u y 'to coinciden en Ec (U,F).

2.9.0bservación.- Si E es un espacio de Banach de dimensión infinita, la
topología u en Ec (U,F) es estrictamente más fma que la topología 'to'

Demostración.- Resulta inmediato demostrar que la topología u es más fina que la
topología 'to' Veamos que es estrictamente más fina.

Sea (<¡ln};:1 una sucesión de elementos de E', de norma 1, y tales que:

lím <¡ln(x)= O, para cada x e E.
n--+oo

En (2.4) se ha demostrado que dicha sucesión converge hacia O en Ec (U,IR) por la
topología 'to. Ahora bien, para cada compacto K de U,

PK (<Pn) = sup { 11 nn<pn (x) 11 / x e K } = "<Pn" = 1, n = 1, 2, ...
,1

lo que demuestra que la sucesión {<¡ln};:1de elementos de Ec (U,IR) no converge

hacia Opor la topología u.

Sea be F con b ~ O; la sucesión (fn};:1 , de funciones de Ec (U,F), definidas por:

fn(x) = <¡ln(x)b , n = 1,2, ..., x e U
resuelve la cuestión.

2.l0.Proposición.- Sea E un espacio de Banach de dimensión infinita. La
topología que induce u en E¡, (U,F) es estrictamente menos fina que la topología ~.

Demostración.- Es obvio que la topología ~ es más fina que la topología u en

,
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E¡, (U,F). Veamos que ~ es estrictamente más fma que u en Eb (U,F). Realizaremos la
demostración en varias etapas.
i) Los espacios (Ee (U,F),'to) y (Ee (U,F), u) tienen los mismos conjutnos acotados.

Es inmediato probar que todo conjunto acotado en (Ee (U,F), u) es acotado en

(Ee (U,F);to) . Recíprocamente, sea 'JTl. e Ee (U,F) , un conjunto acotado por la

topología 'to'

a) Para cada compacto K de U existe una constante MK > O,tal que

PR (f) = sup ( 11f(x) 11/ x e K} ~ MK, fe 'JTl..
~) Para cada compacto K de U, cada número natural n ~ 1 Y cada compacto H de

Ex .~~xE, existe MK,n,H> O, tal que

p", (f) = sup ( 11Dnr(x) (y) 11/ x e K, ye H} ~ MK,n,H'
~n,H

deduciéndose que el conjunto

[e 'JTl.,

( Dnf(x) / x e K, [e 'JTl. }, n ~ 1
es acotado en (Ls(nE,F),'to); por tanto, es acotado por la topología ~ en Ls(nE,F).
Existe ~ > O,verificando:

sup ( 11Dnr(x) 11/ x e K, [e 'JTl. } ~ LK,n'
luego

PK.(f) ~ MK,o' fe 'JTl.

PR,n(f) = sup ( 11Dn[(x) 11/ x e K} ~ LK,n' [ e 'JTl.

ii) Existe un subconjunto acotado de (Eb (U,F), 'to) que no es acotado en E¡, (U,F) por

la topología ~.

Sea (CPn};;'=luna sucesión de elementos de E', de norma 1, verificando:

lún CPn(x)= O
n--+oo

o
cualquiera que sea x e E y sean a e U y r > Otales que B(a,2r) e U.

Consideremos la función [ de E en IR, definida por:

~ 2n
[(x) = ~ ( CPn(x)) ,

n=l

y sea g la [unción de U en E definida por

2g(x) = (x - a) -r

En (1.11) se demostró que [og e Ee (U,IR). Para cada n = 1, 2, oo., consideremos la

,

73



función g" de E en lR, definida por:

~, 2j
g,,(x) = LJ. <p/x ») .

j:l

Para cada n = 1,2, ... , g" e P(E,lR). Además, la función gnog e Eb(U,lR). La

sucesión {g"l;;':l converge hacia f en Be (U,lR). Por tanto, el conjunto

'JTl. = {g,,1 n = 1,2, ... }
es un acotado en (Eb (U,lR),'to)' sin embargo, para cada n ~ 1, existe xn E B(a,r)
(1.12), tal que:

4 2n
11 g"og(lCn)11 ~ ("3) ,

lo que prueba que 'JTl. no es acotado en ~ (U,lR ),13).
Por último, se prueba sin dificultad que el conjunto {hn I n = 1, 2, ... l es

acotado en ~ (U,F),'to)' pero no es acotado en ~ (U,F),13), donde

~ 2 2j
hn (x) = L (<Pj(-r (x - a) ») b,

j:l

siendo b e F, con b * O.

Se demostrará a continuación que los espacios (Ee (U,F),'to)' (Ee (U,F), u) y

(Eb (U,F), 13) son completos. La prueba se basa en la comp1etitud del espacio

(COO(U,F), ~). La completitud del espacio (Coo(U,F), 't(;"), se puede obtener como
una consecuencia de las proposiciones 5, [Me,273] y 3.2.10 de [Lla,74]; la
demostración no la hemos encontrado en la bibliografía manejada. Por este motivo se
incluye en la memoria una prueba basada en el artículo [Me].

Observaciones.
2.11.- Sea f e Ee (U,F), K un compacto de D, n ~ 1 y H un compacto de

E x ."'!! x E. La aplicación de (K U (O l) x H en F, definida por:

(x, h) -7nnf(x) (h)

es continua.

2.12. Sean E y F espacios de Banach reales y D un abierto de E.
i) Si K es un compacto de D, denotaremos por PK la seminorma en COO(U,F),definida
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por:
PK(f) = sUP ( 11 f(x) 11 / x e K }, fe COO(U,F).

ii) Si K es un compacto de U, n ~ 1 YH un compacto de E x .~!x E, denotaremos por
PK,n,Hla semi norma defmida en COO(U,F),por:

PK,n,H(f) = sup ( 11 Dnr(x) (y) 11 / x e K, ye H }, fe COO(U,F).
La familia de seminormas

{PK/K compacto de U}U{PK,n,H/K compacto de U,n~l,H compacto de E x .~!x E} ,

defme la topología ~ en el espacio Coo(U,F).

2.13.- Para el caso particular de ser E y F espacios de Banach reales y U un

abierto de E, el espacio C~o (U,F) definido en [Me, 272] coincide con el espacio de las

funciones f de U en F, para las que existe una sucesión (f);o de funciones,

verificando:

1) fj e C( U,(L (nE,F),'tO»'
2) fO = f.
3) fj es G~teaux diferenciable y Dfj = fj+1.

De forma semejante a la observación 2.13, al espacio C~o (U,F) se le dota de una

topología localmente convexa, dada por las seminormas:

PK,n,H(f) = sup ( 11 Dnr(x) (y) 11 / x e K, y e H },

cuando K varía en los compactos de U, n ~ 1 YH es un compacto de E x .~~x E.
En la proposición 5, [Me,273], se prueba que el espacio localmente convexo

definido anteriormente es completo.

2.14.Proposición.- El espacio (COO(U,F), ~) es completo.

Demostración.- Sea (f)..heA una red de Cauchy en (coo(U,F), ~). Aplicando

[Me,273], la red converge hacia un elemento f e C~O(U,F).

Veamos que para cada j = 0, 1,2, ..., la aplicación

Djf: U ~ (LiE,F),~)

es diferenciable Fréchet en U. Realizaremos la demostración en dos etapas.
i) Para cada j = O, 1,2, "', la aplicación

Djf: U ~ (LiE,F),~)

es localmente acotada, para lo cual, basta ver que para cada compacto K de U,

,
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sup ( 11 oif(x) 11 / x e K } < +oo.

Teniendo en cuenta (0.6), es suficiente demostrar que el conjunto (Dif(x)/ xeK}

es acotado en Ls (JE,F) por la topología compacta abierta.

La aplicación de U x E x j.~x E en F, definida por

(x, Yl' ..., Yj) ~ Dif(x) (Yl' ..., Yj)

resulta ser límite uniforme en los compactos de U x E x j.~x E , de una red de
aplicaciones continuas, y por tanto, continua; luego si H es un compacto de

')E x! .. xE,

sup ( 11 Dif(x) (Yl, , Yj) 11 / x e K, (Yl' ..., Yj)e H} < +oo.
ii) Para cada j = O, 1, 2, , la aplicación

Djf: U ~ (LiE,F),~)

es diferenciable Fréchet.
o

Sean Xoe U, °> O, tales que B(xo,o) e U. Consideremos una sucesión (Xnl;=l
o

de puntos de B(Xo,o) que converge hacia xo, tal que Xn-:F- xo, n = 1,2, .... Sea
j j j+l

C = {D f(xn) - D f(xo) - D ~(Xo)(Xn- xo), n = 1,2, ... },

11Xn-xo"

C es un subconjunto de Ls(jE,F) Y demostraremos que C es acotado por la topología
compacta-abierta. Aplicando (0.6), resultará acotado por la topología fuerte.

Consideremos H un compacto de E x )). x E y los conjuntos:

K1 = {Xo} U { "P / p = 1, 2, ... }
K1*= (tx+(l-t)y-!-x;-yEK1, te [0,1])

Kc = {llc+(l-t)y / x,yeK1*, te [O,l]}

K2 = {"P - Xo / p = 1,2, ... } U {O}
K3 = {x - Xo / x e Kc }.

Obviamente, estos conjuntos son compactos en E. En particular Kc es un compacto
o

de B(xo,O)'

El conjunto H x K2 x K3 es un compacto de E xj::~x E, luego para cada E > 0,

existe Ao e A tal que si A ~ Ao, se tiene que

11 Di+2[A(X)(h, "p - Xo, x - xo) - J)i+2f(x) (h, "p - Xo, x - Xo) 11 S; E (l)

para cualesquiera h e H, x, x e Kc' P = 1, 2, ...
Como Di+2f es localmente acotada en U, sin pérdida de generalidad se puede suponer
que existe M > Otal que

11 Di+2[(x) 11 S; M, x e fi (Xo,O).

,
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=

De (1) se sigue que

11I)i+2 fA.(x) (h, xp - xa, x - xa) 11S; E + M IIh!lIl1h211 IIhjllll~ - xall IIx - xoll,
para cada h = ( h!, h2, ... , hj ) E H, x, X E Kc, p = 1,2, , Y A ~ AO'

Sea p e N y A' = ( A e A / A ~ Ao }; si h e H se tiene
j j j+!

11D f(~) (h) - D f(xo) (h) - D f(xo) (~ - xO' h) 11

Ixp-xo"2

j j j+!
,liD fA.(~) (h) - D fA.(xo) (h) - D fA.(xo) (~ - xO' h) 11

= lím -----------------
'A.eA' 11 ~ - xo"2

Aplicando el teorema del valor medio a la función

te [0,1] ~ DifA.(~+ (1 - t) xo) (h) - Di+!fA.(xo) (~+ (1 - t) xo, h)

para A ~ Ao, se obtiene que:
j j j+!

11D fA.(9 (h) - D fA.(x o) (h) - D fA.(xo) (~ - xO' h) 11 S;

j+! j+!
S; sup 11D fA.(~ + (1 - t )xo) (h , ~ - Xo ) - D fA.(xo) (h, ~ - xo) 11.

lElO,!]

Aplicando el teorema del valor medio a la función

s e [0,1] ~Di+!f).cs [ ~ + (1 - t ) xa] + (1 - s) xo) (h, ~ - xo) e F , (t e [0,1] ),
se obtiene:

~! ~!
11D fA.(txp + (1 - t )xo) (h, ~ - xo) - D fA.(xo) (h, xp - xo) 11 S;

j+2
S; sup 11D fA.(s [ ~ - (1 - t )xol + (1 - s)xO>(h, ~ - xO' txp + (1 - t )xo - xo) 11S;

sEIlf,!]

j+2
S; sup 11D f).,(s [~+ (1 - t )xol + (1 - s)xo) (h, ~ - xO' ~ - xo) 11S;

sEIlf,!]

S; M "h!" Ih2" ... IIh}1IIxp - xall2 + E.

donde h = (h!, h2, ... ,hj).

Se deduce entonces que:
j j j+!

11D f(~) (h) - D f(xo) (h) - D f(xo) (~ - xO' h) 11
---------------- =

11~ - Xo 112

,
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j j j+¡
,liD fA(Xv) (h) - D fA(xO) (h) - D fA(xO)(Xv- xo' h) 11

= hm ------------------ ~
AeA' 11 Xv - xO"2

2
E + M IIh¡1I... IIh}111xp - Xo11

~ 2 P = 1, 2, ...,
11Xv- Xo11

y como E es arbitrario, se deduce fmalmente que

j j j+¡
11D f(Xv) (h) - D f(xo) (h) - D f(xo) (Xv- xO'h) 11-----------------~

11Xv-xoll 2

~ M Ih¡llh2" ... IIhjll ~ M sup { Ih¡llh2" ... IIhjll I he H} < 00,

y por consiguiente,

lo que prueba que el conjunto C es acotado por la topología compacta-abierta en
L.(iE,F) y, por tanto, por la topología fuerte en Ls(jE,F). Existe entonces L > O, tal que

j j j+¡
11D f(xp) - D f(xO>- D f(xo) (xp - xo) 11
------------- ~ L 11Xv- Xo 11, p = 1, 2, ... ,

"xp-xo"
lo que implica la diferenciabilidad de I)lf en Xo

2.15.Proposición.- El espacio (Ec (U,F), 'to) es completo.

Demostraeión.- Sea {fAhEA una red de Cauchy en (Ec (U,F), 'to). Entonces la red
es de Cauchy en C""(U,F) por la topología te. Por la proposición anterior, la red
converge hacia una función f E C""(U,F) por a topología te. Veamos que la función f
está en el espacio considerado. Basta demostrar que para cada compacto K de U y para
cada número natural n, existe

por la topología compacta abierta en Ls("E,F).

Para cada A e A, pongamos
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lím Dn;,(x) = Ay¡,,,,e LsrE,F).
x->O
xeK

a) La red (An,,,,heA es de Cauchy en (LsrE,F), 't¡Y.

En efecto, si n = 0, para cada E > ° y cada compacto K de U, existe Ao e A tal

que si A,Il~ 1..0.se tiene
11f",(x) - f¡.L(x)11< E, xeK.

y por tanto,

lím 11f",(x) - f¡.L(x)11 = 11Ao,'" - AO,¡.L11 ::;;E.
x~O
xeK

Si n ~ 1, K es un compacto de U y H es un compacto de Ex .~).xE, para cada E > 0,

existe AoeA tal que si A,Il~ 1..0 se tiene.
11Dnf",(x) (h) - Dnf¡.L(x)(h) 11< E, X e K, h e H.

Entonces,

lím 11Dnf",(x) (h) - Dnf¡.L(x)(h) 11 = 11Ay¡,,,,(h)- Ay¡,¡.L(h)11 ::;;E,
x~O
xeK

he H.

Como la red (An,,,,heA es de Cauchy en (Ls(nE,F), 'to)' converge hacia un

elemento Ay¡e LsrE,F), por la topología 'to'
b) lím Dnf(x) = Ay¡.

x~O
xeK

Sean K un compacto de U y H un compacto de E x .~Jx E ; existe AOe A tal que

11Dnf(x) (h) - Dnf"'o(x) (h) 11::;;E (1)

para todo x e K, h e H y

para todo h e H. Como

11~"'o (h) - Ay¡(h)11::;;E (2)

lím Dnf", (x) = An,"'o
x~O o
xeK

en la topología compacta abierta en Ls(nE,F), existe O > ° tal que para cada
_ o

xeKnB(O,o) y h e H, se tiene que

11Dnf"'o(x) (h) - An,"'o(h) 11::;;E (3)

De (1), (2) Y (3) se concluye que:
11Dnf(x)(h) - Ay¡(h)11::;;3E
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_ o
para cada x e K n B(O,O) y h e H.

c) La red (fAheA converge hacia f en Ee (U,F) por la topología 'Lo.

Sea K un compacto de D y e > O;existe ~ E A tal que si A, ¡.t ~ ~,

11fA(x) - f~(x) 11< e, xeK,
luego

11fA(x) - f(x) 11$ e, para A ~ ~ y xeK.

Por otra parte, si n ~ 1 YH es un compacto de E x .~?x E, existe Al verificando que si

A, ¡.t ~ Al' se tiene

Entonces, para cada x e K, he H,

11DnfA(x)(h) - Dnf~(x) (h) 11< e,
lo que implica

p~ (fA- f) $ e,
l\.,n,H

y esto concluye la prueba.

2.16.Corolario.- El espacio (Ee (U,F), u) es completo.

Demostración.- Sea {fAheA una red de Cauchy en (Ee (U,F), u). La topología u

es más fma que la topología 'Lo en Ee (U,F) (2.8 Y 2.9), por tanto, {fAheA es una red

de Cauchy en (Ee (U,F), 'Lo) Yen virtud de la proposición anterior, converge hacia una

función fe Ee (U,F) por la topología 'Lo.

Veamos que la red {fAheA converge hacia f por la topología u. Basta demostrar que

para cada compacto K de D, cada n ~ 1 Ycada e> O, existe ~ e A tal que si A ~ AO.
p~ (fA- f) $ e.

I\.,n

Sean K un compacto de D, n ~ 1 Ye > O.Existe ~ e A tal que si A, ¡.t ~ AO. se
tiene

11nnfA(x) - Dnf~(x) 11< e, x e K.

Entonces, si hl' h2, Oo., ~ e E y IIh¡1I$ 1,

11DnfA(x) (hl' h2, Oo., hn) - Dnf~(x) (hl' h2, Oo., hn) 11< e.

Sea A' = (¡.t e A / ¡.t ~ AO }. Para cada hl' h2, Oo., hn e E con IIh¡1I$ 1,

11DnfA(x) (hl' h2, Oo., hn) - nnf(x) (hl' h2, ... , hn) 11=

,
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= lún 11onfA.(x) (hl' h2, ... , hn) - onf¡L(x) (hl' h2, ... , hn) 11~ E,
¡LEA'

de donde se concluye que

Po (fA.- f) ~ E si A. ~ An'"',n

2.17.Corolario.- El espacio (Eb (U,F), ~) es completo.

Oemostración.- Sea {fnl;;'=l una sucesión de Cauchy en (Eb (U,F), ~). La
topología ~ en Eb (U,F) es más fma que la topología inducida en Eb (U ,F) por to (2.4)

y (2.5), por tanto, {fnl;;'=l es una sucesión de Cauchy en (Ee (U,F), to)' y en virtud

de (2.17), converge hacia una función f e Ee (U,F) por dicha topología. Veamos que
fe Eb (U,F). Sea B un subconjunto U-acotado:

i) Si n = 0, existe no e N tal que para cada n, m ~ no, se tiene:

sup 11fn(x) - fm(x) 11~ l.
XEB

Por consiguiente,

11fno(x) - f(x) 11~ 1

cualquiera que sea x e B, y se deduce que
sup ( 11f(x) 11I x e B } ~ 1 + sup ( 11fno(x) 11I x e B } < +oo.

ii) Si n ~ 1, existe no e N, tal que para cualesquiera p, q ~ no, se tiene:

X e B,
luego

=lún
p-+oo

X e B, hl' h2, ••• , hn e E con IIh¡1I~ l.
Por tanto,

y se deduce que
sup ( 11onf(x) 11I x e B } ~ 1 + sup ( 11onfno(x) 11I x e B} < +00.

Por último, veamos que para cada conjunto U-acotado B y para cada número natural
n ~ O, existe

lún onf(x)
x~o
XEB
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por la topología ~ en L.(JlE,F).

Sea An,m = lím DJlfm(x).
x~o
xeB

La sucesión (All,m};;;=l es de Cauchy en (LsrE,F), ~).
Un razonamiento análogo al realizado en (2.17) prueba que

lím DJlf(x) = AJI
x~o
xeB

por la topología ~ en Ls(JlE,F) Y que la sucesión converge hacia f en Eb (U ,F) por la

topología ~.

Nuestro próximo objetivo consistirá en dar una demostración alternativa al teorema
(1.15), basada en la estructura topológica del espacio (Eb (U,F), ~).

2.18.Lema.- a) P(JlE,F) es un subespacio cerrado de (Ee (U,F), 'to).

b) Para cada n = 1, 2, ... , la topología que induce 'to en P(JlE,F) coincide con la
topología de la convergencia uniforme en los compactos de E.

Demostración.- a) Sea (P,JA.EA una red de elementos de prE,F), tal que (PA.}A.EA

converge por la topología 'to de Ee (U,F) hacia una función f. Es claro que la red

(PA.1uhEA converge uniformemente en los compactos de U. Sean a E U YO> Otales

que B(a,O) e U.
1\

i) La red (AA.}A.EA'de elementos de Ls(JlE,F), donde AA.= PA.' 'A. E A, converge

uniformemente en los compactos de ~ B(O,O)x .~).x ~ B(O,Ó).

En virtud de la fórmula de polarización [Mu,6], se tiene:

1 o 1:: •Si KI' K2, ... , ~ son compactos de n B(O,u) y xi E Ki, 1 = 1, 2, ... , n, se

verifica:
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Para una elección de la n-upla (El' Ez, ... , En)' se tiene que:
o

a + E¡K¡ + Ez~ + ... + En~ C B(a,8),

de donde se sigue que la red (A')AEA converge uniformemente en K¡ x...x ~.

ü) La red {AA}AEAconverge uniformemente en los compactos de E x .~).x E.

Basta demostrar que la red {AA}AEA es uniformemente de Cauchy en los

compactos de E x .~).x E.
Sean Kl'~' ... , ~ subconjuntos compactos de E. Existe °< to S 1 con

1 o ¡:, •to K¡ cn B(O,o) ,1= 1,2, ... , n,

luego
IOn) 1 o(toK¡) x (to~) x ,.. x (to~) C n B(O,8) x ... x n B(O,8).

Si (xl' x2' ,.,' xn) E K¡ X ••• X ~,

AA(toxl'to X2' ...,to xn) = tonAA(xl' x2' , xn),
lo que prueba la convergencia uniforme de la red en K¡ x x ~.

En virtud de i) e ü), existe un polinornio P E P~E,F), tal que Plu = f.

b) Sean n un número natural, n ~ 1 Y P E p(nE,F), Se verifican las siguientes
desigualdades:

i) Si K es un compacto de U, llamando H = K u {O}, resulta

PR(PIU) = qH(P),
ü) Si K es un compacto de U, m un número natural con 1 S m S n y G un

compacto de Ex ~~ xE, llamando H= (K u (O}) x ~:~) x (K u (O}) x G, se obtiene:

PR.m.a(Plu) =
n! -

= sup { (n _m)! 11 A( x, ..., x, hl' h2, ..., hm) 11/ XE K u {O},hl' h2, ..., hmE G} S

n'S (n _~)! sup ( 11 A(y) 11 / y E H},

siendo A = P.
üi) Sea H un compacto de E. Entonces:

qH(P) = sup ( 11 A(x, ..., x) 11 / x E H} S

S sup ( 11 A(xl' ... , ~) 11 / Xl' ... , Xn E H} =

= 1 sup ( 11 n! A(x¡, ..., xn) 11 / xl' ..., Xn E H} =n!
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= 1 sup { 11 Dnp(O) (x!, ..., x,,) 11 / x!, ..., x" e H} ~n!

~ ;! PI<,n.Hx~.~H(Plu),

donde K es un compacto cualquiera de U y A = P.

2.19.Corolario.- a) PcnE,F) es subespacio cerrado de (Eb (U ,F), ~).
b) La topología que induce ~ en PcnE,F) coincide con la topología fuerte.

Demostración.- a) Sea {Pn};;':l una sucesión de elementos de p(nE,F), tal que

{PnIU};;':lconverge porla topología ~ de Eb (U,F) hacia una función f. Puesto que la

topología ~ es más fina que la topología to en Eb (U,F), la sucesión {PnIU};:l
converge hacia f en Ec (U,F) y como consecuencia de la proposición anterior, existe un
polinomio P e peE,F), tal que Plu = f.

b) Sean n e ~, n ~ 1 YP e p(nE,F); se verifican las siguientes desigualdades entre
sermnormas:

i) Si B es un subconjunto U-acotado, se tiene

Pn(PIU) ~ 11 P 11 sup { 11 x IIn/ x e B }.
ii) Si B es un subconjunto U-acotado y m un número natural con 1 ~ m ~ n,

resulta:

(PI ) { n! 11 Axn-mll , x e B- } <Pn,m U = sup (n - m)! -

n! n-m-
~ (n _m)! 11 A 11 sup { 11 x 11 / x e B},

. d "SIen o A = P.
iii) Por último,

11 A 11 = 1 11 n! A 11n!

2.20.Proposición.- Sea L un elemento del dual algebraico del espacio Eb (U ,F)
YB un subconjunto U-acotado. Se supone que:
a) Para cada f e Eb (U,F) con Dnf(O) = O, n = O, 1,2, ..., se tiene que L(f) = O.

~) Existen un número natural p y M > O,tales que

IL(f) I ~ M sup { 11 Dif(x) 11 / x e B }, fe Eb (U,F).
O:5jSp
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Entonces. para cada elemento f de Eb (U,F) con
feO)= O. Df(O) = O, ...• DPf(O)= O.

se verifica que L(f) = O.

Demostración.- Observemos en primer lugar que L e (Eb (U.F), ~r.Sea g una
función real de clase ceo en lR. tal que
a) sop (g) e (-1,1).
~)g(x)=l si xe(-1/2,1/2).

Para cada n = O. 1, 2•...• se designa por

Un = sup (I tn gn) (t ) I / t e lR }

~n = sup ( Ign) (t ) I / t e lR }.

Consideremos un elemento <pde E', de norma 1. con <p(x)> Osi x e U.
Para cada n = 1.2 •... , se define

fn(x) = f(x) gen <p(x)), xeU.
Se tiene:
i) fn e Eb (U.F). n = 1,2 •.... En efecto. si x e U, teniendo en cuenta [A.M.R.91],

k

11 Dkfn(x) 11 ~ I e) 11 gk-j)(n <p(x)) nk-j <pk-jDif(x) 11
'=0 JJ-

luego. si H es un subconjunto U-acotado.

k

sup ( 11 Dkfn(x) 11 / x e H } ~ I (k) ~_j nk-j p_ .(f) < +oo.
j=O J H.J

Por otra parte.

k-l~I e) I gk-j)(n<p(x))I nk-j 11 oif(x) 11 +
j=OJ

+ Igen <p(x))- 1 I 11 Dkr(x) 11 + 11 Dkf(x) - Dkf(O) 11.

Como lím gk-j) (n <p(x))= O,
x-+o
xeU

y lím gen <p(x))= 1,
x-+o
xeU

resulta que

j = O. 1, 2•... , k-1
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lún 11nkfn(X) - nkf(O) 11 ~
x--.O
xeA

k-l

~ lún I e) I gk-j)(n <p(x)) I nk-j p .(f) +
x--.O.=o J R.J
xeR J-

+ lún I g(n <p(x)) - 1 I PR (f) + lún 11nkf(x) - nkf(O) 11 = O.
x--.o ,le x--.o
~R xeR

Así se ha demostrado que para cada n = 1,2, ..., Y cada k = 0, 1,2, ...,

lún nkfn(x) = nkf(O).
x--.O
xeR

ii) lún L(fn) = O.
n->oo

En efecto, por (0.9) existe IlE (0,1) que verifica:

<p(x) ~ Il IIxll, x E B
Seanj E 10,1,2, ..., p} y E> O. Como

11~f(x) 11

lún ~f(x) = O,
x--.O
xeB

existe o >° tal que si IIxll~ o y X E B, se tiene

E Ilk<--o
- J'

~2
Por otra parte, si x E B

k = 0,1,2, ...,j.

11~-kf(x) 11~ sup 11~-k+lf(tx) 11IIxll,
Q5;tSl

y aplicando sucesivamente el teorema del valor medio, resulta que

k = 0, 1,2, ..., j.,

luego si IIxll ~ o y X E B,
j

11~fn(x) 11 ~ I(~11~-kf(x) nk ~ gk)(n <p(x)) 11=
k=O
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j

= L (~)IlI)Í-kf(x) 11
k=O

nk I gk)(n <p(x)) (<p(x))k I---------~
l<p(x)~

~ 1 k 11I)Í-kf(x) 11 ~
Ilk IIxll

(1)

IIxllk = t.

~ 1 111)Í-1<f(x) 11 ~
Ilk IIxllk

t Ilk

~2J

J

~ nO Ill)Íf(x) 11 + L (~
k=!

~..f-+
2J

Se deduce entonces que:

sup ( Ill)Ífn(x) 11I x e B, IIxll ~ O } ~ t.

Si x e B y IIxll ~ O, se tiene

n <p(x) ~ n 110,

Por otra parte, existe no e N tal que si n ~ no

nllo > 1,

n = 1,2, ...

luego,

k = O, 1,2, ... , P .Dkg( n <p(x)) = O,
De (1) y (2), si n ~ no, se tiene:

Pn . (fn) ~ t, j = O, 1, ... , p,
.J

deduciéndose, por la hipótesis realizada, que:

(2)

iv) La sucesión ( f - fn};=! ' por i) , verifica que
Dk (f - fn) (O) = O, k = O, 1,2, ..., n = 1,2, ...,

luego L(f - fn) = O Y por tanto,

L(f) = L(fn)' n = 1,2, ...,
lo que implica, en virtud de ii), que L(f) = O.

2.21.Proposición.- Sea L e (Eb (U,F), ~r,tal que para cada f e Eb (U,F)
con Dnf(O) = O, n = O, 1, 2, ... , se tiene que L(f) = O. Existe entonces un elemento
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n = O, 1,2, ..., p,

{Uk}k=Odel espacio EB p(nE,F)' de forma que para cada función fe Eb (U,F), se
n=O

verifica que

~ "kL(f) = L.,¡ uk ( D f(O) ).
k=O

En P(TIE,F)se considera la topología fuerte.

Demostración.- Existen un subconjunto U-acotado B, un número natural p, con
p ~ 1 YM > O, tales que:

IL(f) I ~ M sup {IIDif(x) 11 / x e B}, fe Eb (U,F).
OSjSp

Si f e Eb (U,F), se define la función:
p

h(x) = L bnf(O; (x) , x e U.
n=O n.

h es un polinomio y

lím Dnh(x) = Dnf(O),
x-+O
xeU

luego f - h e Eb (U,F) y Dn (f - h ) (O) = O, n = O, 1,2, ..., p.
Aplicando la proposición anterior se obtiene que L(f) = L(h).
En virtud de (2.19), la resticción vn de L a P(TIE,F) es un elemento de P(TIE,F)',
n = O, 1, 2, ... , p. Si se define:

Un = O

O ~n ~p,

si n > p,

se tiene que {Un};;'=0es un elemento de EB P(TIE,F)'. Además:
n=O

) =
p p

~ 1 "n ~ "n
= L.,¡ -, vn (D f(O» = L.,¡ Un(D f(O) ).

n=O n. n=O

2.22.Prueba alternativa de la proposición (1.15).
~

Consideremos la aplicación '1' de Eb (U,F) en rr P(TIE,F),definida por:
n=O
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lAn! n

A I\n

'l'(f) = (f(O), uf(O), ..., D f(O) , ... ).

Obviamente, la aplicación 'l' es lineal y continua cuando en Eb (U,F) se considera la
topología ~ y en P("E,F) se considera la topología fuerte. Teniendo en cuenta que los
citados espacios son de Fréchet, por [Ho, 308], si se demuestra que l'l' es inyectiva y

l'l'( ffi P("E,F)) es débilmente cerrado en (Eb (U,F), ~)', resultará que 'l' es sobre y la
n=O

proposición estará terminada.

i) l'l' es inyectiva .
En efecto, si

1\ 1\ AI\
P = Ao + A¡ + A2+ ... + n

donde Aj e Ls(jE,F), j = O, 1, ... , n, y
1\ 1 1\

Q = Ao + A¡ + 2T A2+ ... +

se tiene que:

IYQ(O) = Aj,

Ycomo Qlu e Eb (U,F), se obtiene que

j = O, 1, ... , n,

~

Ahora bien, ffi P("E,F) es denso en rr P("E,F), luego también lo será 'l'( Eb (U,F) ),
n=O n=O

lo que implica que l'l' es inyectiva .

ii) l'l'( ffi P("E,F)) es débilmente cerrado en (Eb (U,F), ~)'.
n=O

Para cada k = O, 1,2, ..., consideremos la aplicación 'l'k de Eb (U,F) en P(kE,F),
definida por

I\k

'l'k(f) = D feO).

Sea L un elemento de la adherencia débil de l'l'( ffi p(nE,F)') en (Eb (U,F), ~)';
n=O

veamos que

{J¡ Ker 'l'k e Ker L.

Sea f e ñ Ker 'l'k' Para cada n = 1,2, ..., el conjunton=¡

Vp = {<p e (Eb (U,F),~)' I l<p(f)- L(f)1 < ; }

es un entorno de L por la topología débil. Existe entonces (h~};=o e ffi p(nE,F)' tal
n=O
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que

y por tanto,

1luego I L(f) I < P' p = 1, 2, ..., Y se deduce que f E Ker L.

Aplicando (2.21), existe un elemento (u,,1;;'=0de EB P('lE,F)' tal quen=O

L(f) = !un <I>nf(O)) = 1'V( (un I;;'=o)( f),
n=O

obteniéndose ii).

Si E es un espacio de Banach de dimensión infmita, el espacio (Ec (U,F), "to) no

es metrizable ( basta observar que la topología que induce (Ec (U,F), "to) sobre

L/nE,F) coincide con la topología compacta abierta (2.15), [Di,25] ). Caracterizaremos

los subconjuntos acotados en el espacio (Ec (U,F),"to) siguiendo el método dado por
Nachbin para espacios de funciones holomorfas [Ba].

2.23.Definición de los espacios E:F (U, F).
Sea [J:' = ( Fin = O, 1, 2, ... , m = 1, 2, ... I una familia de subconjuntosn,m

cerrados de U que verifican:
a) Para cada n = O, 1, 2, ... -U = m~1 Fn.m·
~) Para cada n = O, 1,2, ... , Ycada compacto K de U, existe m E Fil, m ~ 1, tal que

Re Fn,m'
Observemos que tales familias existen. Basta considerar, por ejemplo, una familia

(Bml ;;;=1 de conjuntos U-acotados y cerrados en U, verificando las propiedades i), ii)

e iii) de (0.8); entonces, si se defme

Fn,m = B m' n = O, 1,2, ..., m = 1,2, ...,
teniendo en cuenta las propiedades (0.8.3) y (0.8.8), la familia:

[J:' = (F110m I n E Fil, m ~ 1 I
verifica a) y ~).
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Se define el espacio:
E~,F) = {f E Ee (U,F) / sup ( 11Dnf(x) 11/ x E Fn.m ¡ < +00, n ~ O, m ~ 1 ¡.

Resulta inmediato probar que para cada par de números n E N, m E {l, 2, ... }, la
aplicación Pn,mde E~,F) en [0,+00), definida por:

Pn,m(f) = sup ( 11Dnf(x) 11/ x E Fn,rn¡, f E E~,F)
es una sermnorma.

La topología 't:¡- en E ~,F) será la defmida por la familia de seminormas

( Pn,m/ n E N, m = 1,2, ... 1
El espacio vectorial topológico así obtenido es separado y metrizable.

2.24.Lema.- La topología 't:¡- en E:¡-(U,F) es más fina que la topología
inducida en dicho espacio por 'to'

Demostración.- Si n = O Y K es un compacto de U, existe m E N, m ~ 1,

tal que K e Fo,rn'Entonces:

PR( f) ~ PO,rn(f)·

Si n ~ 1, K es un compacto de U y H es un compacto de E x .~).x E, existe m ~ 1 con

K e Fn.m;entonces:

Po ( f) = sup ( 11Dnr(x) (h) 11/ x E K, h E H 1 ~
1\.,Il.H

~ sup (II Dnf(x) 111 sup { Ih1" •.• "hn" / (hl' ... ,~) E H 1 ~
xeR

siendo

M = sUP { IIh11l... lIhnll/ (hl, ..., hn>E H l.

2.25.Proposición.- El espacio ( E:¡-(U,F), 't:¡-) es completo.

Demostración.- Sea (fnl;=l una sucesión de Cauchy en (E:¡-(U,F), 't:¡-). En

virtud del lema anterior, la sucesión es de Cauchy en (Be (U,F), 'to) y por (2.15),

converge hacia una función f E Ee (U,F) por la topología 'to'

i) f E E~,F).

Sean n = O, 1,2, ..., m ~ 1. Existe ko E N tal que si j, p ~ ko, se tiene:

sup ( 11Dnfp(x) - Dn~(x) 11: x E Fn,m 1 < 1.
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Entonces para cada x E Fn,m' hl' , hn E E con IIh¡1I:5:1,

11Dnf(x) (hl' , hn) - Dnf1co(x) (hl' ...• hn) 11=

= lím 11(Dnfp(x) - Dnf1co(x) ) (hl' ..., hn) 11:5: 1
p-400

y se deduce que
sup ( 11Dnf(x) 11/ x E Fn,m 1 < 1 + pn,m(f1co) < +oo.

ii) La sucesión (fnl ;=1 converge hacia f por la topología 't~.

Sean n, m E N, m ~ 1 Y E> O: existe leoE N tal que si j, p ~ leo,se tiene:

Pn,m (fp - fj) :5: E.

Entonces. para cada x E Fn,m' hl' , hn E E con IIh¡lI:5:1 Y j ~ ko
11Dnf(x) ( hl' , ~) - Dnfj(x) ( hl' ... , hn) 11=

= lím 11(Dnfp(x) - Dn~(x) ) ( hl' ...• hn) 11:5:E.
p-400

lo que prueba que

sij ~ leo.

Observaciones.- Sea d el conjunto de todas las familias de cerrados de U que
verifican ex)y ~) de (2.23).

2.26.- Si :;'1 Y :;'2 son elementos de d. diremos que la familia :;'1 es más

fina que la familia :;'2 y lo denotaremos por :;'1 ~ :;'2' si para cada n = O, l. 2, ... ,

Ycada Fn,mE :;'1 existe Gn,j E :;'2 con Fn,me Gn,j'
2.27.- Dados :;'1' :;'2' elementos de d. existe :;'3 E d tal que:;' 3 es más

fina que :;'1 y que :;'2' Basta considerar:

:;'3 = ( Fn,mn Gnj / Fn,mE :;'1' Gnj E :;'2' n ~ O. j. m ~ 1 l.

Como consecuencia de ésto, la relación definida en (2.26) sobre d es una relación de
preorden filtrante.

2.28.Proposición.- a) Si :;'1' :;'2 E d y :;'1 ~ :;'2' entonces

E~}U,F) e E~l(U,F).

b) Si :;'1' :;' 2 E d Y :;' 1 ~ :;' 2' la inyección canónica de E~ /U,F) en

E~ (U.F) es continua cuando en dichos espacios se consideran las topologías 't~ y
1 1

't~ ,respectivamente.
2
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c) Ec (U,F) = u E,y(U,F).
,yó!!1

nemostración.- a) Sea fe E,y2(U,F); para cada Fn,m e [TJ' n ~ O Y m ~ 1, por

(2.26) existe Gn,j e [T2' j ~ 1 tal que

Fn,me Gnj,
luego

sup ( 11 nnf(x) 11 / x e Fn,m} $ sup ( 11 Dnf(x) 11 / x e Gn,j} < +00,

Yse obtiene que f e E,y (U,F).
J

b) Sean n ~ O,m ~ 1 YPnm la seminorma en (E.,...(U ,F), 't.,...), definida por:
, ""J ""J

Pn,m(f) = sup ( 11 nnf(x) 11 / x e Fn,m }, fe E,y/U,F)

En virtud de (2.26), existe GnJ·e E,y (U,F) con Fn m e GnJ· luego:• 2 t t,

Pn,m(f) = sup ( 11 Dnf(x) 11 / x e Fn,m} $

$ sup ( 11 nnf(x) 11 / x e Gn,j } , fe E,y2(U,F),

lo que prueba la continuidad.

c) Es obvio que u E,y(U,F) e Ec (U,F). Recíprocamente, sea f un elemento de
,yEd

Ec (U ,F) Yconsideremos, para cada par de números n ~ O Ym ~ 1, el conjunto

Fn,m = (x e U / 11 nnf(x) 11 $ m}.

Fn,m es un subconjunto cerrado de U. Además, para cada n e N,

ü Fn,m = U.
m=!

Sean K un compacto de U y n e { O, 1,2, ...}. En virtud de (2.9) i), existe un
número natural ID ~ 1, tal que

sup ( 11 nnf(x) 11 / x e K} $ ID,

Ypor consiguiente, K e Fn m'
Llamando

[T = {Fn,m / n ~ O,m e N }

se tiene que [Te !J y la función f es un elemento de E,y(U,F).

2.29.Definición.- Representaremos por 'to la más fina de las topologías
localmente convexas en Ec (U,F) para las cuales las inyecciones canónicas de
E,y(U,F) en Ec (U,F) son continuas, cuando [T recorre el conjunto !J y en cada

espacio E,y(U,F) se considera la topología 't,y.
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observaciones.-
2.30.- La topología 'to es Hausdorff; basta observar que la topología 'to hace

continuas las inyecciones de E.T(U ,F) en Ec (U ,F), para la topología 't.T en
E.T<U,F), y por tanto, que 'to es más fIna que 'to'

2.31.- La topología 't¡¡ coincide con la topología límite inductivo de

(E.TCU,F),'t.T' i.T).Ted' donde i.T denota la inyección de E.T<U,F) en Ec (U ,F).
2.32.- La topología 't¡¡ es bornológica (es límite inductivo de topologías

bomológicas).

2.33.Proposición.- 'J1l. es un subconjunto de Ec (U,F) acotado por la topología
'to si, y sólo si, es acotado por la topología 't¡¡.

Demostración.- La topología 't¡¡es más fIna que la topología 'to' por tanto, todo

conjunto 't¡¡-acotado es acotado por la topología 'to' Veamos que todo subconjunto 'J1l.
de Ec (U,F) que sea 'to-acotado es acotado por 't¡¡.Por la proposición 2.10, i), 'J1l. es un
conjunto acotado por la topología u. Consideremos, para cada par de números naturales
n ~ OYm ~ 1, el conjunto

F = n (x e U / 11 Dnf(x) 11 :5: m }.
n.m fem

Se verifIca que:
i) Para cada n ~ OY m ~ 1, Fn,mes un subconjunto cerrado de U.

ii) Para cada n ~ O,U = Ü Fn m'
m=l •

En efecto, para cada punto x e U, existe m e N, m ~ 1! tal que
sup ( 11 Dnf(x) 11 / f e 'J1l. } < m,

por tanto, x e Fn,m'
iii) Para cada n e N y cada compacto K de U, existe m e ( 1,2, ... } tal que

Re Fn•m•

En efecto, el conjunto

( Dnf(x) / x e K, f e 'J1l. }
es acotado en (Ls(nE,F), 'to) y por tanto, acotado en norma, luego existe m ~ 1, que
verifIca:

sup ( 11 Dnf(x) 11 / x e R , f e 'J1l. } < m.

Entonces, llamando

[J' = ( F n,m / n ~ O, m ~ 1 },
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se verifica que 'Jl1. es un subconjunto de E3"(U,F) y para cada par de números
naturales n ~ O, m ~ 1 Ycada función f e 'Jl1.

Pn.m(f)~ m.

2.34.Corolario.- En Ec (U,F) se tiene:
a) 'to ~ u ~ 'ts.

~) La topología 'ts es la topología bomológica asociada a 'to'

Demostración.- a) Por las proposiciones 2.8 y 2.9, se tiene que 'to ~ u. Veamos
que u ~ 'ts' Para ello es suficiente demostrar que para cada [J'e d, la inyección
canónica de E3"(U,F) en Ec (U,F) es continua cuando en E3"(U,F) se considera la
topología 't3" Yen Ec (U,F) se considera la topología u. Ahora bien, si K es un
compacto de U y n ~ O, existe m ~ 1 tal que

luego

PR,n(f) = sup ( IIDnf(x)11 / x e K } ~ Pn.m(f), fe E~U,F),
lo que prueba la continuidad.
~) Es consecuencia de que la topología 'ts es bornológica (2.32) y tiene los mismos

conjuntos acotados en Ec (U,F) que la topología 'to (2.33).

2.35.Notaciones.- Sea O un espacio localmente convexo y separado. Por
'tco(O', O) se denota la topología en O' de la convergencia uniforme en los

subconjuntos absolutamente convexos y compactos de O. El espacio localmente
convexo así obtenido se representará por O~ . Si el espacio O es completo, la topologíao
'tco(O', O) coincide con la topología de la convergencia uniforme sobre las partes

precompactas de O [Ho, 235] y por consiguiente, con la topología 'to sobre O' ( es
decir, con la topología de la convergencia uniforme sobre los compactos de O).
Además, si O es un espacio completo, se tiene que:

0(0', O) ~ 'tco(O',O) ~ 't(0', O),

donde 't(0', O) denota la topología de Mackey sobre O', y por tanto, el dual de O~ es
O

el espacio O. [Ho, 235].
Si H es un nuevo espacio localmente convexo y separado, por 'te se denota la

topología sobre L(O~ ,H) de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos
O
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equicontinuos de O'. El espacio vectorial topológico ( L(O~ ,H), 'te) se denota por
O

OeH [Ko,268].

2.36.Proposición.- Los espaclOS (Ec (U,F),'to) y (Ec (U,IR ),'to)eF son
linealmente isomorfos.

Demostración.- Basta demostrar que (Ec (U,F), 'to) es linealmente isomorfo a

Fe( Ec (U,IR), 'to) [ la, 349].

La demostración se realizará en varias etapas.

i) Se defIne la aplicación de Fe( Ec (U,IR), 't~ en Ec (U,F), de la forma siguiente:

Para cada TE L( F~ ' (Ec (U,IR), 't~ ) Ycada x E U, la aplicación Tx de F' en IR,o
definida por:

Tx(cp) = T(cp) (x), cpE F',

es lineal. Veamos que es continua cuando en F' se considera la topología 'tco' En virtud

de la continuidad de T, existen un compacto K de F y M > O, tales que

luego

P\xl( T(cp)) :$ M sup ( I cp(y) l/y E K },

ITx(cp)I :$ M sup ( I cp(y)l/y E K },

cp E F',

cp E F'.

Se ha demostrado así que Tx es un elemento del dual topológico de F~ , Y teniendo
o

en cuenta los comentarios hechos en (2.35), Tx es un elemento de F.
Veamos que la aplicación

gT: x E U ~Tx E F,

es un elemento de Ec (U,F). Basta demostrar que para cada cpE F', cpogTE Ec (U,IR)
(1.14). Puesto que la topología 'tco(F', F) es compatible con la dualidad, para cada

cp E F',

cp(Tx) = Tx(cp) = T(cp) (x),

luego cpogT(x) = cp(Tx) = T(cp) (x), para cada x E U YcpE F', obteniéndose que:
__ _ ".,/ __ \. ,.., /TT""\.cpogT = i~CP) e r.c ~U,~).

Se defIne entonces la aplicación g de Fe( Ec (U,IR), 'to) en Ec (U,F), por:
g(T) = gT'

ii) g es lineal e inyectiva.
Es obvio que la aplicación g es lineal. Por otra parte, SI g(T) = O para algún
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TeFE( Ee (U,lR), tO)' entonces para cada <peF' y cada x e U,

T(<p)(x) = <pogT(x)= <p(0) = O,

luego T(<p) = Opara cada <peF', lo que prueba que T = O.

üi) La aplicación g es continua cuando en L( F~ ' ( Ee (U,lR), to) ) se considera lao
topología te ( topología de la convergencia uniforme en los subconjuntos equicontinuos
de F').

Sea E> O;
a) Si n = OYK es un compacto de U, el conjunto

{ Te FE( Ee (U,lR), to) 1 sup { PR(T(<p» 1 <pe B(O,E)O} < 1 }

es un entorno de Oen FE( Ee (U,lR), tO>.

Ahora bien, si

sup { 1 T(<p)(x) 11 x e K, <pe B(O,E)O} < 1,

para cada x e K se tiene que:

1 <pogT(x) I~ 1

cualquiera que sea <pe B(O,E)o.Por tanto, gT(x) es un elemento de B(O,E)OO,X e K y
se obtiene:

PR(gT) = sup { 11 gT (x) 11 1 x e K} ~ E.

b) Si n ~ 1, K es un compacto de U y H un compacto de Ex .~).xE, el conjunto

{ Te FE( Ee (U,lR), tO> 1 sup { PR,n,H(T(<P» 1 <pe B(O,E)O}< 1 }

es un entorno de Oen FE( Ee (U,lR), tO>.

Si sup { p_ (T(<p» 1 <pe B(O,E)O} < 1, se tiene que para cada x e K, h e HK,n.H
y <pe B(O,E)O,

Inn(T(<p»)(x)(h) 1 = 1 <ponngT(x) (h) I < 1.

Por tanto, DngT (x) (h) e B(O,E)OO,cualquiera que sean x e K, h e H, y se deduce que

p_ (gT) = sup { sup { 11 DDgT(x) (h) 111 h e H } } ~ E.
K,n,H XER

iv) Se obtiene la función inversa de g del siguiente modo:
Para cada f e Ee (U,F), la aplicación Le de F' en Ee (U,lR), definida por:

Le (<p) = <pof,

es lineal. Veamos que es continua cuando en F' se considera la topología te (F', F) Y
O
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en Ec (Uy) se considera la topología 'to'
a) Si K es un compacto de U,

sup { ILf (<p)(x) I} = sup I<pof(x)I :::;sup ( I<p(y)I I y E K u {O} }.
xeK xeK

b) Si K es un compacto de U, n ~ 1 YH es un compacto de E x.~).x E, puesto que la

aplicación hn de (K u (O}) x H en F, definida por:
(x, y) -7Dnf(x) (y)

es continua (2.11), el conjunto G = hn( (K u (O}) x H ) es un compacto de F y

p_ (<pof):::; sup ( I<p(y)I I y E G }
K,n,H

Entonces, la aplicación L de Ec (U,F) en FE( Ec (U,lR), 'to), definida por
L(f) = Lf es lineal.

c) Si f E Ec (U,F), goL(f) = f.

En efecto, para cada x E U Y<pE F',

<p((goL(f)) (x)) = <p((g(Lf)) (x)) = <p(gLcCX)) =

= <p((Lf)x) = LrC<p)(x) = <pof(x),

luego para cada x E U,

(goL)(f) (x) = f(x).

d) Si T E FE( Ec (U,lR), 'tO)' Log (n = T.

En efecto, si <pE F',

(Log (n) (<p) = (L(gT)) (<p)= LgT (<p) = gTO<P= T(<p).

v) La aplicación L es continua cuando en Ec (uY) se considera la topología 'to'

Si se consideran las aplicaciones de L( F~ , (Ec (U,lR), 'to)) en [0,+00):o
PK,y(T) = sup { I (T(<p))(x) I I <pE yo, X E K },

donde K es un compacto de U y Y un entorno de O en F,

PK,n,H,y(n = sup ( IDn(T(<p))(x) (y) I I <pE yo, X E K, y E H },

donde K es un compacto de U, n ~ 1, H es un compacto de E x.~).x E y Y es un
entorno de O en F, la familia de seminormas

{ PK,y I K compacto de U, Y entorno de O en F } u

u {p yl K compacto de U, n ~ 1, H compacto de Ex ~~xE, Y entorno de Üp },K,n,H,
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dota aLe F~ ' (Ec (U,lR), 't¡)) de la topología 'te'
O

Sean, entonces, Y un entorno de O en F y K un compacto de U. Existe E > O tal

que B(O,E) e Y, luego yo e B(O,E)O e BF'(O,~) l. Se verifican las siguientes

desigualdades:

a) PK.V(Lf) = sup { ILf (cp)(x) l/x e K, cpe YO} =

= sup { Icp(f(x) ) l/x e K, cpe yo } ~

b) Si n ~ 1 Y H es un compacto de Ex .~).xE,

PK,n.H.yCLf)= sup { I Dn(Lf (cp)) (x) (y) l/x e K, y e H, cpe YO} =

= sup { I Dn(cpof)(x) (y) l/x e K, y e H, cpe YO} =

= sup { I cp(Dnf(x) (y) ) l/x e K, y e H, cpe YO} ~

~ sup { 11 cp11 / cp e yo }p& (f) ~ 1. p& (f) .
••.,n.H E ••..n.H

2.37.Notaciones.- Para cada n ~ O denotaremos por pK(nE,F) el espacio de los
polinomios n-homogéneos continuos P de E en F, que verifican la siguiente condición:

para cada x e E existe un entorno Y de x en E tal que P(Y) es relativamente compacto
en F. Si n = O,PK(nE,F) coincide con F como espacio vectoTÍal. [A.2, 216].

PKcnE,F) es un subespacio vectoTÍal de PcnE,F).

2.38.Definición.- Se define el espacio E~(U,F) como el espacio vectorial de las

funciones fe Ee (U,F) tales que para cada x e U y cada número natural n ~ O,
Dnf(x) e pK(nE,F).

2.39.0bservación.- E~(U,F) es un subespacio vectoTÍal de Ee (U,F).

Denotaremos por u la topología que induce en E~(U,F) el espacio (Ee (U,F), u) yel

espacio localmente convexo así obtenido se representará por ( E~(U ,F), u).

1 BF'(O,~ ) denota la correspondiente bola cerrada en F', cuando en este espacio se
considera la topología de la norma.
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2.40.Lema.- Si f e E~(U,F). para cada n ~ Ose tiene que Dnf(O) e PKrE.F).

Demostración.- Nos basta ver que para cada n ~ 1. Dnf(O) (B(O.l) x .~).x B(O,l) )

es relativamente compacto en F. En efecto: supongamos que (yp};=¡ es una sucesión

de puntos de Dnf(O) (B(O.l) x .~).x B(O.l) ); entonces para cada p = 1, 2•...• existe

l), e B(O,l) x .~).x B(O.l) tal que Dnf(O)(hp) = Yp'

Sea K un compacto de U y {xi}i:¡ una sucesión de puntos de K que converge
hacia O. Un proceso diagonal prueba que existe una subsucesión {hp.l;¡ de la

J
sucesión (hp};=¡ tal que {nnf(x¡)(l),J};¡ converge hacia un elemento ei e F, i = 1.2,

J
... Como

por la topología de la norma en LsrE,F), resulta que la sucesión {e¡}i: ¡ es de Cauchy

en F. luego converge hacia un elemento e e F. Por último.

11 Dnf(O) (l),J - e 11 S 11 Dnf(O) (l),J - Dnf(x¡)(l),J 11 + 11 Dnf(x¡)(l),J - ei 11 + 11 e¡ - e 11
J J J J

deduciéndose que {Dnr(O)(l),J};¡ converge en F.
J

2.4l.Proposición.- Los espacios (Ec (U,lR ).u)EF y (E~(U.F).u) son

linea1mente isomorfos.

KDemostración.- Basta demostrar que FE(Ec (U,lR), u) y (Ec(U,F). u) son

linealmente isomorfos.

La demostración se hará en diversas etapas.
i) Puesto que la topología u en Ec (U,lR) es más fina que la topología 'to' se tiene

que:

L( F~ • (Ec (U.lR). u)) e L( F~ • (Ec (U.lR). 't~ ).o o
luego la restricción de la función g. definida en (2.36) i). a L( F~ • ( Ec (U.lR). u)) eso
una aplicación lineal de este último espacio en Ec (U,F). Llamaremos también g a dicha
restricción.

ü) Para cada Te L( F~ , (Ec (U.lR), u)), gT e E~(U.F).
O
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°Basta demostrar que si n ~ 1 Y x e D, DngT(x) (B(0,1)) es relativamente compacto
en F.

Sean n ~ 1 Y x e D; en virtud de la continuidad de T, existen un compacto,

convexo y equilibrado J de F y 8 > O, tales que si cpe F' y

sup { I cp(y) l/y e J} ::; 8,
se tiene que:

P¡X},n(T(cp)) = sup { 11 Dn(T(cp)) (A.x) 11/ A. e (0,1] } ::; 1.

El conjunto M = ~ J es compacto, convexo y equilibrado en F. Además, si cpe MO,

se verifica:

11 Dn(T(cp)) (x) 11 ::; 1. (1)

Veamos que si y e E, con lIyll ::; 1, DngT (x) (y) e M. En otro caso, existe cp e MO tal
que: 2

pero

luego (2) contradice (1).

iü) La aplicación g es continua cuando en L(F~o' ( Ee (U,F), u) ) se considera la

topología 'te y en E~ (U,F) se considera la topología u.

Sean E > O Y K un compacto de D;
a) Si n = O, el conjunto

V = {T e FE(Ee (U,IR), u) / sup { PK(T(CP)) / cp e B(O,E)O } < 1 }

es un entorno de O en FE(Ee (U,IR), u).

Para cada x e K y cada T e V,

I (T(cp)) (x) I = I CP(gT(x)) I ::; 1,

cualquiera que sea cp e B(O,E)O , por tanto, gT(x) e B(O,E)OO,x e K y se deduce que:

PK(gT) = sup { 11 gT<x) 11 / x e K } ::;E.

b) Si n ~ 1, el conjunto

V = {T e FE(Ee (U,IR), u) / sup { PK,n(T(cp)) / cp e B(O,E)O } < 1 }

es un entorno de O en FE(Ee (U,IR), u).

2 M=Moo.
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Para cada TE V. X E K (h1 •..•• ~) E E x.~).xE con IIhill ~ 1. i = 1.2 •...• n••
se tiene que:

IDn(T(<p))(x) ( h1• h2•...• ~) I = I<p(DngT(x) (h1• h2•...• ~) I ~ 1.

cualquiera que sea <pE B(O.E)O.
Se deduce entonces que DngT(x) ( h1• h2•...• ~) E B(O.E)OO.para cada x E K.

°h l' h2 •...• hn E B(O.l). obteniéndose que:

PK,n(gT) = sup { IDngT(x) (h1• h2•...• ~) 11 x E

a) y b) prueban la continuidad de g.

_ °
K.hi E B(O.l)} ~ E.

iv) La aplicación g es suprayectiva.
En virtud de (2.36) iv). es suficiente demostrar que si se considera la aplicación L

de Ec (U,F) en L( F~ • (Ec (U.lR). 't~). definida porL(t) = Le, para cada f E E~(U.F)o
4 E L( F~ • (Ec (U.lR). u) ).o

KSean fE Ec (U.F). K un compacto de U y n ~ O.

a) La imagen de (K u {O})x B(O.l) x .~).x B(O,1) por la aplicación H". definida por:

(x.h1• h2••.•• hn) ~ Dnr(x) (h1, h2, •..• ~) E F
es un subconjunto relativamente compacto de F.

En efecto. sea {yp};=l una sucesión de puntos de H,,«Ku{O}) x B(O.l)n) y

consideremos, para cada p E N. (Xp,hP)E (Ku{O}) x B(O.l) x .~).x B(O.l). tales que:

H,,«Xp.hP)) = yp'

Existe una subsucesión {Xn
j
};:1 de la sucesión {xp};= 1 que converge hacia un

punto xEKu{ O}.

En virtud del lema 2.40. el conjunto

{ Dnf(x) (y) 1 y E B(O.l) x ~~ x B(O.l) }

es relativamente compacto y por tanto. existe una subsucesión {~. }j':.1 de la sucesión
J¡ -

{hp.}~1' verificando que {Dnf(x) (h .)} j':.1 converge hacia un elemento e de F.
J J- "PJI -

Entonces:
11 Dnf(Xp.) (hp. ) - e 11 ~ 11 Dnf(xp' ) (hp. ) - Dnf(x) (hp. ) 11 + 11 Dnf(x) (hp. ) - e 11 ~

J1 J1 J1 J1 J¡ J1

~ 11 Dnf(Xp.) - Dnf(x) 11 + 11 Dnf(x) (hp. ) - e 11.
n n

deduciéndose a).

Existe un compacto G de F tal que H,,«Ku{O}) x B(O.l) x .~).x B(O.l)) e G,
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luego:

sup ( 11D"(4(<p)) (x) 11/ x E R} = sup ( 11<p(Dnf(x))11/ x E R} =
= sup ( I <p(Dnf(x)(y)) l/x E R, y E B(O,I) x ~~ x B(O,I)} S;

S; SUp ( I <p(y) l/y E G},

y se obtiene que Lf es continua cuando en Ec (U,F) se considera la topología u.

v) La restricción de L a E~ (U,F) es continua cuando en E~ (U,F) se considera la

topología u y en L( F~ ' (Ec (U,IR), u) ) se considera la topología 'te'
O

La topología de FE(Ec (U,IR), u) viene dada por la familia de serninormas

{ PK,V/ K compacto de U, Y entorno de Oen F }u

u {PK,n,V/ K compacto de U, n ~ 1, Y entorno de Oen F },

definidas por:

PK,V(T) = sup { I (T(<p))(x) I / <pE yo, X E R }

PK,n,v(T) = sup ( 11D"(T(<p)) (x) 11/ <pE yo, X E R }.

Sea Y un entorno de Oen F y K un compacto de U. Existe E> Otal que B(O,e)cy,

luego yo e B(O,e)Oe BF'(O,~ )0.

a) Se tiene:

PK,V(4) = sup { 14 (<p) (x) l/x E R, <pE yo} =

= sup ( I <p(f(x) ) l/x E R, <pE yo} S;

S; sup { 11<p11/ <pEyo } PK(f) S; ~ PK(f).
b) Si n ~ 1,

PK,n,v(4) = sup ( 11D"(<pof) (x) 11/ x E R, <pE yo} =
= sup ( 11<p(nnf(x)) 11/ x E R, <pE yo } S; ~ PK,n(f).

2.42.Corolario.- (E~ (U,F),u) (resp. (Ec(U,F),'to)) tiene la propiedad de

aproximación si, y sólo si, (E~ (U,IR ),u)(8)F es denso en (E~ (U ,F),u), (resp.

(Ec(U,IR),'to)(8)F) es denso en (Ec(U,F),'tol) para cada espacio de Banach F [Ja,400].
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3.DETERMINACION DE FUNCIONES Coo

CON COTAS PREFIJADAS

En este capítulo E y F serán espacios de Banach reales y U un abierto conexo de E.

Si E = F = IR, I es un intervalo cualquiera de IR y {~} ;=0 es una sucesión de
números reales estrictamente positivos, se define la clase C{~} sobre el intervalo I

como el conjunto de todas las funciones f de clase ex' en 1, que verifican la siguiente
propiedad: existen constantes k y P positivas ( que dependen de f), tales que:

It)(x) I ~ PknMn xel, n=0,1,2, ..., [R,359] y [Ma, 100].

En 1.912, Hadamard plantea el siguiente problema: determinar condiciones
necesarias y suficientes sobre la sucesión (~};=o para que toda función de clase ex'
perteneciente a C {~} sobre un intervalo 1, que se anulase, junto con sus derivadas, en
un punto Xode 1, fuese idénticamente nula. Una clase que verifique esta propiedad se
denomina casi-analítica. Carleman resolvió completamente el problema, dando una
condición necesaria y suficiente [Ca]. Posteriormente, Mandelbrojt [Ma], Bang [Bg] y

Ostrowski [O], dieron nuevas condiciones. Kopeé extendió el problema a funciones

Coo(I,F), donde F es un espacio de Banach y lo resolvió obteniendo las mismas
condiciones [Ko]. Cuando F es un espacio de Banach, cada una de las condiciones
siguientes es necesaria y suficiente para que la clase C(~} sea casi-analítica:

1) Si Pn = inf Mk
1
/k,

k~n
entonces !

n=1
~n = +00.

2) lím ~n < +00n__ Ó SI 11'mul/n -_ t cesH'n +00, en onn__

~ M;:
~(_)=+oo
~ Me
n=1 n+l

donde {M;:};=o es la sucesión regularizada por medio dellogarítrno de la sucesión
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3) l_~ ~n < +00 Ó SIn__ lím ~/n = +00, entoncesn__

~ 1
f:t ~) 11n

= +00.

4) Si T(r) = ~~p~, entonces

-toaf In T(r) dr = +OO.
1 y.2

En lo que sigue, llamaremos condición (c.a) a una de las cuatro condiciones anteriores.

En este capítulo se abordará el problema de las clases casi-analíúcas cuando E y F
son espacios de Banach reales y U es un abierto conexo de E. Asimismo, se resuelven
ciertas cuesúones relativas a las clases casi-analíúcas en el contexto indicado.

3.l.Definición.- Sea {Mn};;'=ouna sucesión de números reales estrictamente
positivos. Denotaremos por:

1.- CU,F{~} a la clase de las funciones fe COO(U,F)tales que existen constantes

k > O Y~ > O, que dependen de f, con
n nsup ( 11D f(x) 11/ x E U} ~ ~ k Mn, n = O, 1,2, ...

2.- CU,F{~}K a la clase de las funciones f E COO(U,F)verificando que para cada

compacto K de U, existen constantes k > O Y~ > O, que dependen de f y de K, tales que
sup ( 11Dnf(x) 11/ x E K} ~ ~ kn Mn, n = O, 1,2, ...

Cuando F sea el cuerpo de los números reales, se escribirá CU{Mn} y CU{Mn}K'
en lugar de CU,R{~} y CU,R{~}K' respecúvarnente.

observaciones.-
3.2.- CU,F{Mn} e CU,F{Mn}K'
3.3.- En general, CU,F{Mn} y CU,F{Mn}K son disúntos.

En efecto, la función eX está en CR {1}K' pero no pertenece a la clase CR {1 }.

3.4.- La clase CU,F{~}K se puede definir también como la clase de las funciones
o

fe COO(U,F)tales que para cada punto x E U existe una bola abierta B(x,8), contenida

en U, con f E CB(x,ó),F{Mn} .
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Resulta evidente que toda función que cumpla la condición anterior está en
CU,F{MnlK, puesto que todo compacto de U está recubierto por un número finito de
tales bolas abiertas.

Por otra parte, si f E CU,F{~}K y se supone que existe un punto Xo E U tal que
o ,

f $ CB(xo,l¡),F{~l para cada o> O con B(xo'O) e U, tendríamos para cada r > O

{
11Dnf(x) 11 }

sup My¡¡3l / IIx- xoll < o ; n = O, 1,2, ... = +00, o> O.

o
Sea entonces p > O tal que B(xo'p) e U; para cada m = 1,2, ..., existe

n(m) E N Y Xm E U con IIx- XoII< p/m y tal que

11Dn(m)f(xm)11
---- > m (1)
M mn(m)

n(m)

El conjunto K = { xm' m = 1,2, ... 1 U {xol es un compacto de U, por tanto, existen
q, m E f 1,2, ... },verificando:

11Dnf(x) 11 <---- _ m, n = O, 1,2, ...
My¡qn

lo que está en contradicción con (1).

3.5.Definición.- Sea U un abierto conexo de E. Se dice que la clase CU,F{My¡lK
(respec. Cu.FfMy¡}) es casi-analítica si para cada función fe CU,FfMy¡lK (respec.
fe CU,F{My¡l) para la que existe un punto a E U con

nf(a) = O, Df(a) = O, ..., D f(a) = O, ...

se tiene que f es idénticamente nula en U.

3.6.Lema.- Sea (Mnl;=o una sucesión de números reales estrictamente positivos
e Iun intervalo de IR. Son equivalentes:

a) CI,F{MnlK es casi-analítica.
~) La sucesión (My¡l;=o verifica la condición (c.a.).

Demostración.- a) ~ ~) Si CI.F{MnlK es casi-analítica, también lo es la clase
CI,F{My¡ly en virtud de [Ko], la sucesión fMy¡l;=o verifica la condición (c.a.).

~) ~ a) Sea f una función de CI,F{My¡lKpara la que existe un punto a E Icon
nf(a) = O, Df(a) = O, oo., D f(a) = O, ...

Para cada intervalo compacto J contenido en 1, tal que a E J, se tiene fe CJ,FfMnl y
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puesto que la sucesión (~};;'=O cumple la condición (c.a.), f es idénticamente nula en
J [Ko]. Como 1 es unión de intervalos compactos conteniendo al punto a, f es
idénticamente nula en 1 y se deduce la casi-analiticidad de la clase CI,F(Mn) K.

3.7.Teorema.- Si (Mn };;'=O es una sucesión de números reales estrictamente
positivos y U un abierto conexo de E, son equivalentes:

a) CU.F(~}K es casi-analítica.

~) CU.F(~} es casi-analítica.
y) La sucesión (~};;'=O cumple la condición (c.a.).

Demostración.- Se demostrará que a) ~ (3) ~ y) ~ a).

a) ~ ~) Puesto que CU,F(Mn} e CU,F(Mn}K' la casi-analiticidad de la clase
CU,F(~}K implica trivialmente la casi-analiticidad de CU,F(~}'

~) ~ y) Sea <pE E' con 1I<p1l= 1; <p(U)es un intervalo abierto de IR. Veamos que
la clase Ccp(U),F(Mn} es casi-analítica. En efecto, sea g una función de la clase

Ccp(U),F(~}, tal que existe un punto be <p(U),con
g(b) = O, Dg(b) = O, ... , Dng(b) = O,

La función go<pE C"'(U,F). Además, para cada n ~ O,
11Dn(go<p)(x)11= 11Dng(<p(x)o<pn11:;;;11Dng(<p(x))11

por tanto, go<pE Cu,F{~}' Sea a un punto de U con <pea)= b. Entonces:
ngolpea) = O, D(go<p)(a) = O, ..., D (go<p)(a) = O, ...

En virtud de ~), go <p es idénticamente nula en U, por consiguiente, g es
idénticamente nula en <p(U).Se deduce que la sucesión (Mn) ;;'=0 verifica la condición
(c.a.) [Ko].

y) ~ a) Sea funa función de CU,F{~}K tal que existe un punto a E U con
n

fea) = O, Df(a) = O, ... , D fea) = O, ...

Veamos que f es nula en U. Realizaremos la demostración en dos etapas.

i) Si U es un abierto convexo de un espacio de Banach E, para cada h E E, de
norma 1, el conjunto:

Uh = (A E IR la + Ah E U )

es un abierto convexo de IR y por tanto, un intervalo. Si J es un intervalo compacto de
Uh, el conjunto

{a+Ah I AE J}
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es un compacto de U.
La función fh defmida en Uhpor:

A. ~ f(a + A.h)

es de clase Cooen Uh. Además, si A.e Uh y n ~ 1,
11Dnfh(A.)11= 11Dnf(a + A.h)(h, ... , h) 11~ 11Dnf(a + A.h)11.

Entonces, fh e CUh.F{Mn}K y puesto que Dnfh(O) = O, n = 1,2, ..., en vinud de
(3.7) se tiene que la función fh es idénticamente nula en Uh. (1)
Por otra parte,

U = u {Uh / h e E, IIhll= 1 } (2)

En efecto, si x e Uy x # a,
x = a + (x - a) = a + 11x _a 11 x - a

11 x - a Ir

Como consecuencia de (1) y (2), f es la función nula en U.
o

ii) Si U es un abieno conexo de E, existe una bola abiena, B(a,r) e U. La función f

está en CB(a.r).F{~}K; en vinud de i), f es idénticamente nula en B(a,r).

Consideremos el conjunto

D = (z e U / existe B(z,o) e U y f1B(Z,O)= O }.

Des abieno en U y no vacío. Veamos que D es cerrado en U; si Zoes un punto de la

adherencia de D en U, existe B(zo'O¡) e U y un punto z de B(zo'O¡) n D. Entonces,

feCB(zo,O¡).F{Mn} y
Dnf(z) = O, n = 0,1,2, ...

Como consecuencia de i), f1B(z o ) = O Ypor tanto, Zoe D.o· ¡
Se ha demostrado así que D = U, luego f es idénticamente cero en U.

3.8.Teorema.- Sean U un abieno convexo de E y (Mn};;'=o una sucesión de
números reales estrictamente positivos verificando la condición (c.a.). Si f es una
función de Ec (U,F) con Dnf(O) = O, n = O, 1,2, ..., Y tal que para cada compacto

H de U existen constantes estrictamente positivas ~ y k (que dependen de H)
verificando

sup ( 11D"f(x) 11/ x e ii }~~kn ~,

entonces f es idénticamente nula en U.

Demostración.- Sean x e U y fx la función definida en [0,1] por
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fx(A.) = f(h), A.* °
fx(O) = feO)

la función fx es de clase C"" en (0,1] y para cada n ~ 0,
Dnfx(A.) = Dnf(h) ( x, ~).,x), A.E (0,1].

Se tiene entonces que
lím DnfxCA.)=
I..~

lím Dnf(y) ( x, ~?,x) = O,
y~

yE {x}

deduciéndose que fx E COO([O,l],F). (1)

Por otra parte, existen constantes ~(x) > ° y k(x) > 0, tales que
11 Dnf(h) 11 ~ ~(x) k(x)n Mn, n = 0,1,2, ..., A.E(0,1]

luego para cada n ~ O, A.E (0,1], se tiene

11 Dn fx(A.)11 ~ 11 Dnf(h) 11 IIxlln ~ P(x) k(x)n ~ IIxlln (2)

lo que implica que:

11 Dnfx(O) 11 ~ P(x) k(x)n ~ IIxlln, n = O, 1,2, ... (3)

De (1), (2) Y (3) se sigue que fx E C[o,II,F(Mn}. Como la sucesión (~};;'=o

verifica la condición (c.a.) y para cada n ~ ° y cada x E U
nD fx(O) = 0,

resulta que fx es idénticamente nula en [0,1]. En particular, fx(l) = f(x) = O.

observaciones.-
3.9.- Es conocido [R,361] que la clase CR {Mn} es no casi-analítica si, y sólo si,
existe una función de la clase, no idénticamente nula, de soporte compacto. Aún más, si
CR (~} es no casi-analítica, para cada abierto acotado U de lR, existe una función de

la-clase, de soporte compacto y tal que !Iv = i.
3.10.- La clase CR (Mn}K es casi-analítica si, y sólo si, la única función de soporte
compacto contenida en CR (~}K es la función nula.

Demostración.- Es obvio que si la clase CR (Mn}K es casi-analítica y f es una

función de la clase, de soporte compacto, entonces f es nula en lR. El resultado
recíproco es consecuencia de que las funciones de CR (~} de soporte compacto están
en ClR (~} KYde la observación anterior.
_3.. 11.- Por las observaciones anteriores, se tiene que la clase CR {Mn} (respec.
CIR (~}K) es no casi-analítica si, y sólo si, existe una función de la clase, anulándose

en un abierto de lR y no idénticamente nula.
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3.12.Proposición.- CE,p(Mn} (respec. CE,p(Mn}K ) es casi-analítica si, y sólo

si, para cada función f E CE,p(~} (respec. CE,P{~}K) tal que existe un abierto V de
E con flv = O,es f idénticamente nula en E.

Demostración.- Es evidente que si la clase CE,p(Mn} (respec. CE,p(Mn}K ) es
casi-analítica y f es una función de CE,P(~} (respec. CE,p(Mn}K ) tal que existe un
abierto V de E con flv = O,por la defmición de casi-analiticidad es f = Oen E.

Veamos la otra implicación; si CE.p{Mn} (respec. CE,p{Mn}K) no es casi-

analítica, tampoco lo es CR {Mn}. Existe f E CR {Mn}, de soporte compacto y no

idénticamente nula. Sea e¡>E E' con 1Ie¡>1I= 1; la función foe¡>E CE,lR(~}K' se anula
en un abierto de E y no es idénticamente nula en E. Por último, si b es un elemento de F
con b *" O, la función h, defmida de E en F, por:

h(x) = (foe¡>)(x)b,

pertenece a CE,p( Mn}, se anula en un abierto de E y no es la función nula,
obteniéndose una contradición.

3.13.Notaciones.- Sea {Mn};=o es una sucesión de números reales
estictamente positivos; sin pérdida de generalidad se puede suponer que Mo = l. Se

denotará por {~};=o la sucesión regularizada por medio dellogaritrno de la sucesión

{~};=o. La sucesión {~};=o verifica las siguientes propiedades:

(3.11.1) ~ = 1. [Ma,3]

(3.11.2) ~ s:: ~, n = O, 1,2, ... [Ma,4,17]

(3.11.3) ClR{~} = CR{~} [Bg].

(3.11.4) ~_p ~ s:: ~, n = O, 1,2, ..., 0< p < n [R,359].

3.14.0bservación.- Si U es un abierto conexo de un espacio de Banach E,

Cu,p{~} e CU,p(Mn}.
Es consecuencia de (3.11.2).

3.15.Proposición.- Si E es un espacio normado de dimensión finila, se verifit:a
que CE(Mn} (respec. CE(Mn}K ) es casi-analítica si, y sólo si, la única función de
soporte compacto contenida en la clase es la idénticamente nula.

Demostración.- Una implicación es trivial. La otra la demostraremos en dos etapas:
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i) Si E = lRP Y la clase ClRP{Mn} no fuese casi-analítica, no lo sería ClR {Mn}; por

tanto, exisúrÍa una función f E ClR {Mn} de soporte compacto contenido en (-1,1) y tal

que f es idénticamente 1 en (-1/2,1/2). Sea g la función definida en lRP por:
P

g(x) = rr f(x¡), x = (Xl' X2' ... , Xp).
i=l

La función g es de clase C"" y de soporte compacto en lRP. Veamos que g E ClRP{~}.

En virtud de la observación 3.14., basta demostrar que g E ClRP{~}. Ahora bien,

como ClR{~} = ClR{~}, f es una función de la clase ClR {~}. Para cada 1 ~ q ~ p,
sea

q

h (x) = rr f(x),
q i=l

Sean ~ > O Y k > O tales que
n)

sup {II f (x) 11/ x E lR } ~ ~ kn
~,

Para q = 2 Y j = O, 1, 2, ...

n = O, 1, 2, ...

j

nih2~) = L(~)/S)(x¡) l)(x2).
s =0

Entonces, se tiene que

j

~L (~)
s =0

Por recurrencia se prueba que si 2l E lRP Y j = O, 1,2, ...
j

11 d~(x) 11 ~ L (D 11 DJ-Shp_¡(x¡, 000' xp_I) 11 ID
s
f(Xp) I ~

s =0

Por último, como hp(x) = g(x), 2l E lRP, se tiene que
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j = O, 1, 2, ...

Como g(Q) = 1, se obtiene una contradicción.

ii) Si E es un espacio normado de dimensión p y <puna aplicación lineal y biyectiva
de E en lR P, si la clase CE{Mn} no fuese casi-analítica, no lo sería ClR P{Mn} y en

virtud de i), existiría una función g e CRP{Mn}, no trivial, de soporte compacto.

Entonces, la función go<pe CE{Mn}, tiene soporte compacto y no es idénticamente
nula.

El mismo resultado para la clase CE{~}K se obtiene teniendo en cuenta que las
funciones de soporte compacto pertenecientes a las clases CE{~} y CE{~}K son las
IDlsmas.

3.16.0bservación.- Si E es un espacio normado de dimensión finita y U es un
abierto conexo de E, la clase Cu{Mn} (respec. CU{Mn}K ) es casi-analítica si, y sólo si,
la única función de soporte compacto contenida en la clase es la idénticamente nula. La
demostración es semejante a la realizada en (3.15).

En espacios de dimensión infinita, en general, no existen funciones Coo con
soporte acotado [B-F.1 y 2], salvo la idénticamente nula. Nuestro próximo objetivo,
basándonos en el hecho de que en Co si existen tales funciones, es demostrar un
análogo del resultado anterior para el caso E = Co' Este resultado se va a obtener a
partir del ejemplo dado en [B-F.l,395]. Queda planteado entonces el problema de
determinar si el resultado sigue siendo válido para espacios de Banach de dimensión
infinita que contengan funciones de clase C"" de soporte acotado.

3.17.Proposición.- Sea Co el espacio de las sucesiones de números reales

convergentes hacia O, dotado de la norma del superior y {Mn};;'=ouna sucesión de

números reales estrictamente positivos. Entonces Cc {Mn}K es casi-analítica si, yo
sólo si, la única función de soporte acotado contenida en la clase es la idénticamente
nula.

Demostración. - Si la clase Cco {Mn} Kes casi-analítica y f es una función de
soporte acotado contenida en la clase, existe un punto de Co en el que f y sus derivadas
se anulan y por tanto, f es idénticamente nula en CO'

Recíprocamente, si la clase CCo(Mn}K no fuese casi-analítica, no lo sería la clase
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CR {M,,} y en virtud de (3.9), existiría una función f e CR {Mn} de soporte contenido

en (-1,1) e idénticamente 1 en un intervalo abierto (-0,0), con O$ f(x) $ 1, x e lR.
Sea g la función definida en Co por:

~

g(x) = 11 f(xi), X = (xl' x2' ..., ~, ...).
i=1

La función g verifica las siguientes propiedades:
o

i) Para cada vector XOe Co existen una bola abierta B(x0,r) y un número natural n, tales
o

que para cada X E B(x0,r), se tiene
n

gW = 11 f(xi), X = (XI' x2, ...,~, ...).
i=1

En efecto, existe n E N tal que para cada i > n,

xO E (-0/2,0/2).
1

Si X e B(xO,0/2) e i > n,

Ix· I $ I x? I + I x· - x? I < 20+ 20 = o.1 1 1 1

. o
Entonces, SI X e B(xO,0/2), X = (xl'~' ... , ~, ...) e i > n, f(xi) = 1 Y por tanto,

n

g(A) = 11f(x¡).
i=1

ii) Con un razonamiento semejante al realizado en la proposición 3.15, se prueba que
para cada n = 1,2, ..., la función ~ definida en Co por:

n

hnW = 11 f(x),
i=1

X = (xl' ~, ..., ~, ...),

pertenece a la clase Cc {~}.

°iü) Para cada XOE Co' la función g e q<.!o,li/2) {Mn} .

o
En efecto, por i), existe un número natural n tal que si X e B(XO,0/2),es

- - - i=l

Por tanto, gIB(~,lil2) es de clase Coa en B(xO,0/2) y aplicando ii), está en

Q(!{),li/2) {Mn} .

iv) g tiene soporte contenido en B(O,l) y g@ = 1.

Si X E CO' X = (xl' x2' ... , ~, ...), y 11 xII> 1, existe j E N tal que I xj I > 1.
Entonces f(xj) = OY
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gW = rr f(xi) = O.
i=l

Se ha demostrado que g es una función COOde soporte acotado no idénticamente

nula en Co' Por iü) y como consecuencia de (3.5), se tiene que g e CO{Mn}K'

A continuación se hace un estudio de las clases CE,F{n!}K y CE,F{n!}. Para ello
utilizaremos propiedades del complexificado de un espacio de Banach.

3.18.Notaciones.-
a) Por Goo(E,F) se denotará el espacio de las funciones f de E en F que tienen

diferencial de G~teaux de cualquier orden.

b) Si f e Goo(E,F) y x e E, para cada n ~ 0, por O:f se denotará la diferencial de

G~teaux de orden n de f en el punto x.

Las propiedades que utilizaremos sobre la diferencial de G~teaux de una función
definida entre espacios de Banach, pueden encontrarse en [B-S.I y 2].

3.19.Proposición.- La clase CE,F{nl}K es la clase de todas las funciones
analíticas en E.

Demostración.- Sea f e CE,F{n!}K;veamos que f es analítica en E. Es suficiente

demostrar que f es continua, fe Goo(E,F) y para cada par de puntos a, b e E, llamando
I = {a + t (b - a) / t e [0,1] },

existe un subconjunto absorbente A e E, verificando que para cada x e 1, la serie

~ -l.. on f

"-' n! x
n=O

converge en A [B-S.2,109].
Como f e COO(E,F),se tiene que f es un elemento continuo de Goo(E,F) y para

cada n = O, 1,2, ... , Ycada x eE,
n A

0x f = Dnf(x).
Sean a y b puntos de E y consideremos el conjunto

1= {a+t(b-a)/te [0,1]}.
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Para cada Xo e E con Xo ~ O,el conjunto

H(xo) = { y + A.xo/ O~ A ~ 1, Y el},

es un compacto de E. Existen constantes ~(xo) > O Y k(xo) > O, que dependen de
H(xo)' tales que

sup { 11Dnf(x) 11/ x e H(xo)} ~ ~(xo) k(xo)n n!, n = O, 1,2, ....

Si Y e I y A e [0,1], aplicando la fórmula de Taylor con resto integral [C,77], se tiene
que:

n

11f( Y+ A.xo) - I !, Dif(y) (AXO ' ~!..AXO) 11 ~
j=O J'

1 n

~ J. (1 - ,t ) 11Dn+1f(y + lAxo) (AXO ' n::-~),A.xo>11dt ~
o n.

1 n

~ ~(xo> (k(xo»n+1 (n + 1)! 11A.xoIIn+1 J. (1 - ,t) dt =
o n.

= ~(xo> (k(xo»)ll+111A.xo1In+1
y por consiguiente, la serie

converge en

~ f/f(y)
L.J nI '
n=O •

y e 1,

Lx = {A.xo / A e [O,InÍn { 1, 1 }) } (1)
O 2 k(xo) IIxoll

Sea A = u {Lx / x e E-{O}}; A es un subconjunto absorbente de E. De (1) se
obtiene que para cada y e 1, la serie

converge en A.
Recíprocamente, si f es analítica en E, veamos que para cada punto Xo e E existe

o
B(xo,r) tal que f e CB(xo,r),F{n! }.

Como f es analítica en E, existe un abierto fr de E<r y una función f de fr en F<r'

analítica en fr, tal que E e fr y f lE= f [B-S.2,103].

Sea Xo e E; existe BE (xo,r) e fr, tal que:
<r
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A

SUp{ 11 f(x) 11 / x E BE (xO' r) l = P < +oo.a;
Sea x E BE (xO' r/4), entonces BE (x, r/2) e BE (xO' r) y aplicando lasa; a; a;
desigualdades de Cauchy [Ba,35], se obtiene:

A 2 n
11 Dnf(x) 11 :5; (r) n! P,

Entonces,
"'" n A •••••

11 DnflE (x) 11 :5; .;- 11 DnflE(x) 11n.

x E BE (xO,r/4).a;
Se deduce, por (3.4), que fe CE,F{n!lK'

n AA 2en
:5; .;- 11 Dnf(x) 11 :5; P ( -) nI,n. r

3.20.Proposición.- CE,F{n!l es la clase de todas las funciones f de E en F para
o A o

las cuales existe un abierto E + iB(O,o) de Ea; y una función fe %(E + iB(O,O),Fa;),
A

acotada y tal que flE= f (1t1 Y1t2 denotan las proyecciones de Fa; en F).

Demostración.- Sean °> ° y [E % (E + ill(O,o),F a;) una función acotada tal que
A

f(E) e F. Sea
A o

M = sup { 11 fez) IIF / z E E + iB (0,0) l.a;
o

Para cada a E E + iB(O,o) existe 0a > 0, tal que

fez) = ! fJ:~(a) (z - a),
n=O •

o o
uniformemente en BEa;(a,Oa)' En particular, si a E E Y x E B(a,Oa)' se tiene que

o
X E BEa;(a,Oa) y:

Teniendo en cuenta que

n fJm~ n fJm~
1I1t¡( [(x) -1 I(a) (x - a) ) 11 :5; 11 [(x) -1 I(a) (x - a) 11,

m=O m. m=O m.
i = 1,2, n = 0, 1,2, ..., se tiene que las series
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! 1t¡( tt~(a) (x - a)) ,
m=O m.

i= 1,2,

o
convergen uniformemente en B(a,oa)' y por tanto,

m
" ~ (b í(a)1tlof(x) = f(x) = L,¿ 1t1 , (x - a) ),

m=O m.

uniformemente en B(a,oa)'

Se deduce que f es analítica en E y por [B.2,30], f E COO(E,F).
o o

Por otra parte, si a E E, Bf.a:(a,o) e E + iB(O,o). Las desigualdades de Cauchy

en BE (a,o/2) implican que:a:
m = O, 1,2, ....

A A A A

Para cada m = O, 1,2, ..., Dm(flE) (a) = 1tlonrnf(a), y se tiene
A rnffi AA mm AA

11 Dm(flE) (a) 11 ~ -, 11 Dm(flE) (a) 11 = -, lI1tloDmf(a) 11 ~m. m.
mm "" 2e m~ -, IInmf(a)IIE ~ (~) Mm!,
m. a: u

"luego flE E CE,F{n!}.

Sea ahora f E CE,F{n!}; existen constantes P > O Y k> Otales que:

11 Dnf(a) 11 ~ P kn n!, a E E, n = O, 1,2, ....
Para cada a E E, la serie

!~Dnf(a) (x - a, ~~ , x - a)
n=O n.

converge uniformemente hacia f en B(a,1/2k). En efecto, en virtud de la fórmula de
Taylor con resto integral, si x E E, se tiene:

11 f(x) -!~DTIf(a)(x - a, ~~ ,x - a) 11 ~
n=O n.

rl (l _t )m
~ J

o
-m-' - 11 Dm+lf(a + t(x - a) ) (x - a, ~:.l),x - a) 11 dt ~

~ Pkm+lll x - a IIm+l.
o

Ahora bien, si x E B(a,ll2k), se tiene que kll x - a 11 < 1/2, luego
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11 f(x) -!~Dnf(a) (x - a, ~~ , x - a) 11 ~ ~ ~+1' m = 1,2, ...
n=O n. 2

En las condiciones anteriores [B-S.2,103], existen un abierto iJ de Ea:, con

o 1 1 .0 1 1 1\
a~E (a + B(O, 2k 4e ) + 1 B(O, 2k 4e )) e u

y una función f e %(iJ,Fa:)' tal que flE = f. (1)

Además, si a e E y f>nf(a) denota el polinornio n-homogéneo y continuo en Ea: que
A

prolonga Dnf(a), n = O, 1, 2, ...,

A ~ 1
f(x) = L..,¡ -, f>nf(a) (x - a)

=O
n.n-

o 1 1 .0 1 1
cuando x e a + B(O, 2k 4e ) + 1B(O, 2k 4e ).
Por otra parte,

o 1 1 .0 1 1
~E (a + B(O, 2k 4e) + 1B(O, 2k 4e )) =

Sea o e IR

= a~E (E(a, 8~e ) + i E(O, 8~e)) = E + i E(O, 8~e ).

1con O<o<k.ParacadaaeE y m=O, 1,2, ...
m

f) fea) (E(O,o)) e E (O, (ok)m~).
m!

Se tiene entonces [B-S.l,72], que para cada m = O, 1,2, ..., Y a e E,
_m

D:~a) (E(O, ~ )+iE(O, ~)) CE(O,(kO)m~)+iE(O,(kO)m~).

Sea x + iy e E(a, ~e ) + i E(O, ~e ) e E(a, 8~e ) + i E(0'8~e ):

11 [(x + iy) IIF ~!11 ~ f>nf(a) (x + iy - a) IIF ~
a: n=O n. a:

y por consiguiente, [ está acotada en E + i E (O, ~ ).
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De (1) Y de (2) se deduce que existe un abierto E + i B(O, ~ ) y una [unción

Sea U un abierto convexo de E, con O e U y O. U. Supongamos que
[e Coo(U,F), tal que

i) sup ( 11 Dnf(x) 11 / x e U } ~ ~ < +00, n = O, 1,2, ...

ii) Para cada n = O, 1,2, ..., existe por la topología ~ en LsrE,F),

lím Dnf(x) = An.
x~o

Teniendo en cuenta (3.1), si la clase CU.F{~} es casi-analítica, la [unción [es la
única que pertenece a CU.F{~} y satisface ü). Nuestro próximo objetivo consistirá en,

dada una sucesión (~}:=o' donde An e L.(nE,F), n = O, 1, 2, ... , estudiar qué

condiciones debe satisfacer una sucesión (~}:=o de números esrictamente positivos,

para que exista una función [e COO(U,F)que verifique i) e ii).

El problema lo resolveremos siguiendo el método dado por San Juan en [SJ],
cuando U es un abierto convexo y acotado de un espacio de Banach separable y F = IR.

En lo que sigue se supondrá que E es un espacio de Banach separable y U un

abierto convexo de E, con O e U y O • U.

3.21.0bservación.- Sea M un espacio métrico separable y (fn};=l u n a

sucesión de funciones defmidas en M. Supongamos que la sucesión es equicontinua en
M y que

sup{ I[n(x) I/n = 1,2, ... } < +00,

cualquiera que sea x e M. Entonces existe una subsucesión {fn.lj:l de la dada que
J

converge uniformemente en los compactos de M hacia una función f [Ba,15l].

3.22.Proposición.- Sea U un abierto convexo de un espacio de Banach

separable E, tal que O e U y O. U. Si {fn};=l es una sucesión de elementos de

Eb (U,IR) acotada por la topología ~,existe una subsucesión {fn.lj:l' que converge
J
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por la topología 'to de Ec (U.IR) hacia una función f de Eb (U.IR).

Demostración.- Sea (Bn};;¡ una sucesión de conjuntos U-acotados verificando las
propiedades de la proposición (0.8). Para cada n = O. 1. 2•... , y cada p = O, 1.
2•...• designemos por:

Mn,p = sup ( 11DPf/x) 11/ x e B n,j = 1.2•... }
Consideremos la función

Fnj: (U u (O)) x E x .~).x E ~ IR
( x. h¡ •...• hn) ~ D ~/x) (hl' ...• hn)

Para cada q = 1. 2•... , esta función es continua en (B u(O)) x Ex .~).x E.
q

Demostraremos que la sucesión fFn)j:¡ es equicontinua en dicho conjunto. para lo
cual observemos que:

IDnf/x) (hl' ...• hn) - Dn~(xo) ( h¡o•...• ~o ) I ~

~ IDnf/x) (hl' ...• hn) - D"f/xo) ( hl' ...• ~) I +

+ I Dnf/x~ ( hl' ...• hn) - Dnf/x~ ( h¡o•... , hno) I ~

~ sup I Dn~ (IX + (l-t )xo) (x - xO' hl' ...• hn) I +
lE [O,¡]

+ I Dnf/x~ ( h¡ •... , hn ) - D"fj(xO) ( h~ ' ~, ...• hn ) I +

+ IDnf/x~ ( h~ • h2, •.•• hn ) - D"fj(xO) ( h~. h~ ' ...• hn ) I + ... +

n ° ° ° ° °+ ID f/xo) ( h¡ , h2 ' ... , hn_¡, ~ ) - D"~(xo) ( h¡ •... , hn ) I ~

~ Mq,n+¡ 11x - xo IIl1h¡1I... "hn" +

° ° ° °+ Mq,n ( 11h¡ - h¡ 11Ih2" ... "hn" + oo. + 11h¡ 11... 11hn.¡1I 11hn - h;; 11),

desigualdades válidas para todo x. Xo e BqU( O} Y (hl' ... , hn),(h~ •...• h~ ) e Ex.~).xE.
lo que prueba la equicontinuidad de la sucesión.

Resulta inmediato que
sup (1 F .(x, hl' ..., ~ ) 1/ j = 1,2•... } < +oo.

n,J

para cada (x. hl' oo., ~ ) e (U U (O)) x E x .~).x E.
Consideremos q = 1; aplicando el resultado al que hemos hecho referencia, existe

una subsucesión (Fo) je1o' donde lo es un subconjunto ( estrictamente creciente) de
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los números naturales, que converge uniformemente en los compactos de (Bl u (O)).

La sucesión {Fl)jeIO' es una subsucesión de (Fl)j:l y por tanto, es

equicontinuaen (El u{O)) x E y puntualmente acotada en (U u{O)) x E. Existe

entonces una subsucesión (Fl.j}jeIl, con 11e lo, que converge uniformemente en los

compactos de (E 1 u{ O)) x E.

Por inducción se prueba la existencia, para cada n e N, de una subsucesión

(Fn)jeln' con ~c ~-l' de la sucesión (Fn);l, que converge uniformemente en los

compactos de (El u(O}) x E .~).x E.
Definamos ik como el k-ésimo elemento de Iky consideremos la subsucesión de la

sucesión natural:
Jl = {io, il, 0.0, ik, oo. }.

Se prueba sin dificultad que para cada n = O, 1, 2, oo., {Fn.ikh:'oconverge

uniformemente en los compactos de (El u(O)) x E .~)ox E.

Realizando un nuevo proceso diagonal como el anterior y razonando por
inducción, se prueba la existencia, para cada m e { 1,2, oo. }, de una subsucesión

Jm = {jmo' jml' oo., jmk' ..o}

de la sucesión Jm_l, tal que para cada n = O, 1,2, o.., {Fn)jeJm converge

uniformemente en los subconjuntos compactos de (Em u(O)) x E o~).x E.

Llamemos mk al k-ésimo elemento de JkoSe tiene que para cada n = O, 1, 2, oo., y
cada p = 1,2, o.., la sucesión {Fn,mk)k=l converge uniformemente en los subconjuntos

compactos de (Ep u(O) x E o~).x E.

Veamos que la sucesión (fmk)k=I es de Cauchy en ( Ec (U,lR), 'tO)' Sean K un

compacto de D, n ~ O Y H un compacto de E x o~)ox Eo Existe p e N tal que Ku(O)

es un compacto de (E u (O)) Y por consiguiente, existe ko e N tal que para cada
p

. '>1.-- .J, 1 - "O, se llene:

Como el espacio (Ec (U,lR), 'tO>es completo, existe una función f e Ec (U,lR), tal que

la sucesión (fmk)k=1 converge hacia f por la topología 'to'

Demostremos por último que fe Eb (U,lR); para ello veamos en primer lugar que
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lím Dnf(x) = Dnf(O),
x--Xl
xellq

q = 1,2, ... (1)

por la topología ~ de Ls(llE, IR).

Sea q E { 1, 2, ... l y {'), l ;=1 una sucesión de puntos de Bq que converge hacia

O, y consideremos el conjunto

Dnf('),) _Dnf(O)
C = { 11'),11 ' P = 1,2, ... }

Como

11 (Dnf("J,) - Dnf(O)) (Yl' ... , Yn) 11 =

= ~ 11 (Dnfmk(xp) - Dnfmk(O)) (yl' ... , Yn) 11 ~

~ ~+1.q 1'),IIY1" "yn",

cualesquiera que sean Y1' ... , Yn E E, P = 1,2, , se obtiene

11 Dnf('),) - Dnf(O) 11 ~ Mn+1.q IIxpll, p = 1,2, ... ,

de donde se sigue (1).

Por último, veamos que para cada q = 1,2, ... ,
sup { 11 D"f(x) 11 / x E Bq l < +00, n = O, 1,2, ... ,

para lo cual, si x E Bq Y hl' , ~ E E

11 Dnfmk(x) (hl' ,~) 11 ~ Mn,q Ih1" ... II~II, k = 1,2, ... ,
luego

y por tanto,

sup { 11 Dnf(x) 11 / x E Bq l ~ Mn,q < +00, q = 1,2, ...

3.23.Proposición.- Sean m E N, M > O Y An E Ls(nE,IR), O ~ n ~ m.

Supongamos que {fpl;=1 es una sucesión de elementos de Cm(U), tal que:

1) 1ím f;\x) = An, O ~ n ~ m, p E N, por la topología ~ de Ls<"E,IR).
x-+o

n)
2) sup { 11 fp (x) 11 / x E U, P = 1,2, ... l ~ Mn < +00, O ~ n ~ m.

m) m)
3) 11 fp (x) - fp (xO) 11 ~ M 11 x - Xo 11, x, Xo E U.
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Entonces, existe una sub sucesión {fpJj:¡ de la dada y una función fe Cm(U),
J

verificando:
a) Para cada compacto K de U y para cada compacto H de En,

n),n) -lún sup { I fp. (x) (h) - 1 (X) (h) l/x E K, h E H) = O, O~ n ~ m.
j~~ J

/3) lún f\x) = An, O~ n ~ m, por la topología J3 de LscnE,lR).
x~o

'Y) sup { 11f)(x) 11/ x E U} ~ Mn, O ~ n ~ m.

o) 11¡n)(x) - ¡n)(xo) 11~ M 11x - Xo 11, x, Xo E U u{O}.

Demostración.- Como consecuencia de 1), 2) Y 3), se tienen las siguientes
desigualdades:

m)
11fp (x) - Am 11~ M 11x 11, p E { 1,2, oo.}, X E U. (1)

11An 11~ Mn, n = O, 1, 2, oo., m. (Il)
n) n)

11fp (x) - fp (xo) 11~ ~+¡ lIx - Xo 11,p E { 1,2, oo.}, x, xOEUu{O}, n < m (ID)

La demostración se hará en varias etapas.
i) Para cada k E N con O ~ k ~ m, la sucesión de funciones {Fk)j:¡, definidas

por:

(x, h¡,.o., hk) E (U u{O}) x E x ~~x E ~ Dkfj(x) (hl' oo.,hk)

es equicontinua en (Uu{ O}) x E x o~).x Eo

Es obvio que para cada (x, h¡,ooo,hk) E (Uu{O}) x E x .~)ox E,
sup { 11Dkf}x) (h¡,ooo,hk) / j = O, 1,2, o.. } < +000

Por otra parte, llamando ~+¡ = M, se tiene que:
Inkf}x) (h¡,.oo,hk) - Dkf} ié) (ii ¡'oo'' iik) I ~
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desigualdades válidas para todo x, X E Uu(O} y (h1•..., hk), (fil •... ' hk) E Ex .~).xE,
lo que demuestra la equicontinuidad de la sucesión.

Aplicando la observación (3.21). existe una subsucesión (Fk· };'=1 que converge
·Js

uniformemente en los subconjuntos compactos de (Uu(O}) x E x .~).x E.

ii) Con un proceso diagonal, se demuestra que existe una subsucesión (fn.l;1 de
J

la dada, tal que para cada k E N con O ~ k ~ m, la sucesión (Fk n.lJ:l converge
• J

uniformemente en los compactos de (Uu(O}) x E x .~).x E hacia una función Fk.

üi) La sucesión (fn.l;1 converge en la topología compacta-abierta de Cffi(U).Sea f
J

la función definida por

f(x) = lún fn.(x), x E U.
j__ J

Razonaremos por inducción suponiendo que fe Ck'I(U) para O~ k - 1 < m y veamos
que f E ck(U). Sea Hk la función definida de U en Ls(kE,F). por:

Hk(x) = Fk(x. - ),
donde Fk(x.-) (h1, ...• hk) = Fk(x. h1, ...• hk).

a) f es k veces derivable y nkf = Hk•

Sea Xo E U Y (~};=1 una sucesión de puntos de U-(xo} que converge hacia xo'
El conjunto

K = (~/ n = O. 1.2 •... }
es compacto en U. Se demostrará que el conjunto:

k-l k-ln f(~) - n f(xo) - Hk (xo) (~ - xo)
C = { 2 / p = 1,2,... }

11 ~-xo 11

es acotado en norma.

Sea H un compacto de E x ~-.I.Jx E:

=lún
j--

(4)

siendo h = (hl' ...• hk_1).
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Ahora bien, aplicando el teorema del valor medio a la función

x --t Dk·\.(x) (hl' ..., hk.¡) - Dkfn.(x~ (x, hl' ... , hk_¡)
J J

se tiene que:

IDk·¡fn.("J¡)(hl' ...,hk_¡)- Dk·\.(xo)(hl' ...,hk_¡)- Dkfn.(xO)("J¡- xO,hl' ...,hk.¡)1~
J J J

(5)

~ L,

cualquiera que seaj e N,j ~ 1. Portanto, de (3) y de (4) se deduce:

~ Mk+¡ IIh¡1IIIh211...lIhk.¡II,

cualquiera que sea ( hl' ... ,hk.¡) e H.

De esta forma se prueba que e es un subconjunto de Ls(k-¡E,F) 'to-acotado,
y por tanto, será acotado en norma; existe L > 0, tal que:

k·¡ k.¡ IliD f(xp) - D f(xo) - Hk(xO) (xp - xo) I
2

11x - x 11.. _Jl __ o .

de donde se deduce ya que Dk'¡f es derivable en U y nkf = Hk.

b) Dkf es continua en U.
Sean x, Xo e U y h e E x .~).x E con IIhll ~ 1 y h = (hl' ... ,hk)

IDkf(x) (h) - Dkf(xo) (h) I = 1ím Inkfn.(x) (h) - Dkfn'(xO)(h) I ~
j-400 J J

~ Mk+¡ 11x - Xo 11IIh¡1IIIh211...lIhkll

y por tanto,

11Dkf(x) - Dkf(x~ 11~ Mk+¡ 11x - Xo 11,

10 cual demuestra la continuidad de Dkf en U. Se ha demostrado, además, que la
función f cumple (5), si x, Xo e U. (1)

iv) De forma inmediata, f cumple a). Veamos que cumple 13), y) y (5).

125



/ x e U. j = O, 1,2, ...• n },

SixeU.O$;k$;m y heEx.~).xE conllhll $; 1.

IDkf(x) (h) - Ak(h) I = lím IDkfn.(x) (h) - Ak(h) I $;
j~~ J

~ Mk+1 IIxllllh111 ... lIhkll.
Por tanto.

lo que demuestra que
lím Dkf(x) = Ak•
x~o

y teniendo en cuenta (1). se verifica O).
Por último. sea x e U. O$;k < m y h e E x .~).X E con IIhll $; 1; se tiene:

IDkf(x) (h) I = lím IDkf .(x) (h) I $; Mk IIh111 ••• lIhkll.
j~ nJ

luego

3.24.Proposición.- Sean U un abierto convexo y acotado de E tal que O e U y

O. U. An e Ls<nE.IR). n = O. 1.2, ...• Y (Mn}n:'o una sucesión de números reales

estrictamente positivos. Para cada n = O. 1. 2•... , denotemos por Xln el conjunto de
funcionesf e cn(U). taks que: .... __ __ _ .

1) sup ( 11 ~f(x) / x e U} < +oo. j = O. 1,2 •... , n.

2) lím ~f(x) = A., j = O, 1,2, ..., n. por la topología 13 de LsOE.IR).x~o J

3) 11 Dnf(x) - Dnf(xo) 11 $; ~+l 11 x - Xo 11, x. Xo e U.

Designemos por ~n la aplicación de X;n en IR, defmida por:

j 2
<1 (f) _ ( 11 D f(x) 11
Un - sup 2

M_
J

y sea

<Xy¡ = inf{ ~n(f) / fe X;n }.
Entonces:

Si <Xy¡ $; 1 ( para algún n e N). existe f e X;n' tal que:

sup ( 11 ~f(x) 11 / x e U} $; Mj• j = O, 1,2, ...• n.

Demostración.- Observemos en primer lugar que. por ser el abierto U acotado. el
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conjunto I:n es no vacío. ya que la función
n~ 1 ~

f(x) = LJ "'1 A}x).
j=O J.

xeU.

satisface 1). 2) y 3).

Por otra parte. como un ~ 1. para cada p = O. 1.2 •...• existe fp e I:n• tal que

~n(9~ 1 + ~ •

luego

. 2
11 dt¡, (x) 11 ~

M2
J

x e U. j = O. 1.2 •...• n. p e Fil.

de donde se sigue que

M2

11 Dif (x) 11 ~ M? + _J ,
P J . P x e U. j = O. 1.2 •... , n. p e Fil.

Aplicando la proposición anterior a la sucesión (fp};=¡' existe una subsucesión

(fps} ;'=¡ y una función f e cn(U). que verifican u). 13). y) yo).

o
Para cada x e U. cada j. con O ~j ~ n y cada hl' ...• hj e B(O.l). se tiene:

líms _ IDifps(x) (h¡, ...• hj ) I = IDif(x) (h¡ •... , hj ) I ~

~lím J M2 + Mj
2

= M .•s___ J Ps J

luego 11 Dif(x) 11 ~ M ..
J

3.25.Proposición.- Con las mismas notaciones que en la proposición anterior.
si un ~ 1, n = O. 1.2 •... , existe f e C""(U). tal que:

a) lím nnf(x) = An, n = O. 1,2 •.... por la topología 13 de Ls<nE,lR).
x~o

b) sup ( 11 nnf(x) 11 / x e U} ~ M n' n = O. 1.2 •....

nemostración.- Por la proposición anterior. para cada n = O. 1.2, ...• existe
fn e I:n• tal que:

i) sup ( 11Difn(x) / x e U} ~ Mj• O ~ j ~ n..

Observemos que la función fn también verifica:
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ii) lún DÍfn(x) = Aj, n = 0,1,2, ..., O::;j::; n, por la topología ~ de LsOE,IR).
x~o

iii) 11 Dnfn(x) - Dnfn(xo) 11 ::; M,,+1 11 x - Xo 11, x, Xoe D.

Se tiene que la sucesión {fn};:o verifica las hipótesis de la proposición 3.23, (para

m = ° y M = MI)' luego existen una subsucesión (fk}ke¡' lo c}l:l y una función
O

fe C(U), satisfaciendo ex), ~), y) y o) de (3.23) ( m = ° y M = MI ).
La sucesión {fkhe¡ está en las condiciones de (3.23), para m = 1 Y M = M2.

O

Existen entonces una subsucesión {fk}ke¡, 11e lo e 11e {2,3, ... }, y una
1

función gl e Cl(U), que verifican ex), ~), y) y o) de (3.23).
Por recurrencia, se demuestra la existencia, para cada m = 0, 1, 2, ... , de una

subsucesión {fk}ke¡ , 1me Im_1 e 1me {m+l , m+2, ... }, y de una función
m

gm e Cm(U) (go = f), tales que satisfacen ex), ~), y) y o) de la proposición 3.23.

Llamemos ik al k-ésimo elemento de Ik_1 y consideremos la sucesión (fik}k:l'

Veamos que fe C""(U) y verifica a) y b).
i) Para cada m = 0, 1, 2, ... , fe Cm(D).

En efecto, para cada m = 0, 1,2, ..., {fik}k:m+l es una subsucesión de (fk}ke¡m'

y por tanto, converge hacia gm e cm(U) en la topología ~ (1). Por otra parte,

{fik}k:m+1es una subsucesión de {fk}ke¡O' luego converge hacia f en C(U) por 'te' En

virtud de la unicidad del límite, f = ~ en D, y por consiguiente, fe em(U). Además,

para cada m = 0,1,2, ..., (fik}k:m+l convergehaciafpor~.

ii) Para cada m= 0, 1, 2, ...,

lún Dmf (x) = An m'x~o
por la topología ~ de Ls(mE,IR).

Para cada m = 0, 1,2, ..., como consecuencia de ~) de la proposición 3.23,

lún Dmgm(x) = Am,
x~o

por la topología ~ de Ls(mE,IR). Como ~ = f en D, se deduce ii).

iii) Por el apartado y) de la proposición 3.23, para cada m = O, 1, 2, ...,
sup ( 11 nrngm(x) 11 / x e D} ::; ~.

1La topología ~ en em(U) es la defmida por las seminormas
PK,j,H(f) = sup ( I{i)(x) (h) l/x e K, h e H },

donde K varía en los compactos de D, ° ::;j ::;m y Hvaría en los compactos de E x}~.x E.
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Puesto que g m= f en U, se deduce que

sup ( 11Dmf(x) 11/ x e U} ~ Mm.

3.26.0bservación.- Si U es un abierto convexo de E, con O e U y O lj; U Y
para cada n = O, 1,2, ..., ~ e Ls(flE,F), en 1.15 se ha demostrado que el conjunto 1\
de las funciones f e Eb (U,F) tales que para cada subconjunto B, U-acotado,

lím Dnf(x) = A
nx~O

xell
por la topología /3en Ls(flE,F), es no vacío.

3.27.Proposición.- Sean E un espacio de Banach separable, U un abierto

convexo de E, con O e Ü y O lj; U, {~}n:-O Y 1\ como en la observación anterior, y

{Bn};=l una sucesión de subconjuntos U-acotados, verificando las condiciones de la

proposición (0.8). Sea {~}n:=O una sucesión de números reales estrictamente positivos

y para cada n = 1, 2, ..., consideremos la aplicación t:n de 1\ en lR, definida por:

(
11Djf(x) 112

= sup --2-- / x e B n' j = O, 1,2, ... },
M.

J

Sea

/3n = inf ( t:n(f) / fe 1\ }.

Entonces, si /3n~ 1, n = 1,2, ..., existe fe 1\, tal que

sup ( 11¡)jf(x) 11/ x e U} ~ Mj, j = O,1,2, ... (1)

Demostración.- Para cada n e N existe fn e 1\, tal que:

(
11Dj~(x) 112 1

sup 2 / x e B n' j = O, 1,2, ... } ~ 1 + n'
M.

J

Consideremos la sucesión {fn};=l de Eb (U,lR) Y veamos que está acotada en

(Eb (U,lR),/3). Sean p e N, p ~ 1 Y m ~ O; para cada q ~ p, Bp e Bq, luego

sup ( 11Dmfq(x) 11/ x e Bp} ~ sup ( 11Dmfq(x) 11/ x e Bq} ~

~J M2 + M~ ~ Mm12m q
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Por (3.22), existe una subsucesión {fnjl;l de la sucesión {fnl;;'=l que converge

hacia una función f E E¡, CU,F) por la topología 'to. Veamos que f E ~ Yverifica (1).
Para cadaj = 1,2, ..., cada m ~ OYcada compacto K de U,

lírnDmfn/x) = Amx-.o
xeR

por la topología 'to en LsC"E,F), por tanto

lírn Dmf(x) = Amx-.o
xeR

por la topología 'to en LsC"E,F). Como la topología f3 en LsC"E,F) es más fina que la

topología 'to y para cada subconjunto B, U-acotado, existe

lím Dmf(x) = Dmf(O),
x-.o
xeB

por la topología f3en LsC"E,F), se tiene que

Dmf(O) = Am,

lo que prueba que f E ~.

Por último, si x E U, existe q E N tal que x E Bq; entonces, para cada m ~ O Y

hl' ..., hm E B(O,l),

11 Dmf(x) (hl' ..., hm) 11 = lím 11 Dmfn.cx) (hl' ... , hm) 11 ~
n.--+oo J
nJ~q

J

p:2
<lím ·.'1+_=M
- 1Y1m n. m'

n.--+oo J
nJ~q

J
y se obtiene (1).
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