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INTRODUCCION

A finales del siglo pasado, M.Volterra inicia el estudio de las
funciones holomorfas y diferenciables entre espacios infinito
dimensionales. El estudio de tales funciones estd intimamente
relacionado con el concepto de polinomio entre espacios vectoriales
topolégicos de dimensién infinita, concepto al que Hilbert y Fréchet,
separada y simulténeamente, dieron forma a principios de este siglo.

La teoria de funciones diferenciables entre espacios de dimension
infinita se desarrolla ya entrado el presente siglo y actualmente se
aprecia un considerable interés por la misma. Restringiéndonos al
marco de espacios normados y con el concepto de diferencial de
Fréchet, en las dos ultimas décadas es significativo el desarrollo de la
teoria debido a las nuevas técnicas de trabajo que proporciona el
Andlisis Funcional. En este sentido es interesante hacer notar que un
elevado numero de problemas de la teoria cldsica de funciones
diferenciables, al formularse en el contexto indicado, da origen a
multiples situaciones dependiendo de las distintas topologias
localmente convexas que se consideren sobre los espacios de
aplicaciones n-lineales continuas.

En la memoria, salvo mencién expresa, se trabajard con funciones
de clase C™ en el sentido de Fréchet entre espacios de Banach reales.

Observemos que para una funcién real de clase C*™ en un abierto

convexo de R%, la existencia de limite de la funcién y todas sus
derivadas en un punto frontera del abierto a través de sectores cerrados
con vértice en el punto, es equivalente a la existencia del limite de la
funcién y todas sus derivadas a través de conjuntos estrellados,
respecto del citado punto frontera, de conjuntos compactos del abierto.

Consideremos ahora una funcién f € C=(U,F), donde U es un
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abierto convexo de un espacio de Banach real E y F es otro espacio de
Banach, y fijemos un punto frontera de U. En la memoria
generalizaremos la situacién anterior tomando compactos de U y sus
estrellados respecto del punto frontera, y estudiando la existencia de
limites de la funcién y sus derivadas a través de este tipo de conjuntos.
No existe inconveniente en formular el problema sustituyendo la clase
de los conjuntos compactos del abierto por la clase de los conjuntos U-
acotados [Ba]. Para estudiar estos limites es preciso considerar las
distintas topologias que pueden definirse en el espacio de las
aplicaciones n-lineales continuas: en particular, se analizan la

topologia de la norma en L ("E,F) y la topologia compacta abierta. Se
estudian también topologias localmente convexas, definidas sobre los
espacios formados por las funciones mencionadas anteriormente.

En el capitulo 0 se enuncian las propiedades bdsicas sobre los
espacios de aplicaciones n-lineales y de polinomios n-homogéneos
definidos entre espacios de Banach, que se utilizardn en el desarrollo de
la memoria. En un segundo apartado se estudian propiedades de
conjuntos U-acotados en abiertos convexos, propiedades que jugardn un
papel fundamental en el estudio que se va a realizar.

El capitulo 1 se inicia con la demostracién de la existencia de una

funcién de clase C*, definida en un abierto de los considerados, que no
posee limite en el origen , pero tal que ella y sus derivadas s tienen
limite cuando se la considera restringida a los estrellados de los
conjuntos U-acotados. Este hecho motiva la introduccién de los espacios
Ey (UF) y E; (UF) (1.9). La parte central del capitulo la constituye la
demostracion, mediante dos técnicas completamente diferentes, de una

variacién del cldsico teorema de Borel, para funciones C%, en el
contexto de los espacios anteriormente definidos ( proposicion 1.15).
Ambas demostraciones son constructivas, es decir, en ambos casos se
construye una funcién que verifica las propiedades requeridas. En el
primer caso se utilizan unicamente técnicas de analisis real,
basdndose la demostracién en las pruebas cldsicas del teorema de Borel

para funciones C* en R, mientras que en el segundo caso se utilizan
técnicas de andlisis complejo, obteniéndose resultados sobre desarrollos
asintéticos de una funcién holomorfa en un espacio de Banach
complejo y junto con las propiedades del complexificado de un espacio
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de Banach real, nos llevan a la demostracién del resultado. Se incluye
en el capitulo una prueba del teorema cldsico de Borel, en el marco de
espacios de Banach que verifican la condicién impuesta por Kurzweil
en [Ku.1l]. Se concluye el capitulo con la resolucién de algunos

problemas de aproximacién por funciones de clase C*.

En el capttulo 2 se definen topologias localmente convexas sobre los
espacios Ey (U,F) ( la topologia B)y E, (U,F) (las topologias 1y y u ),
relacionadas con las topologias compacta abierta y normada en
L,"E,F). Las citadas topologias dotan a estos espacios de estructura de
espacio localmente convexo y completo. El espacio (E, (U,F),p) es de
Fréchet; no ocurre lo mismo con (E,(U,F),1y), si E es de dimension
infinita, Se caracterizan los conjuntos acotados de (E.(U,F), 1, ast como
el espacio bornolégico asociado. Damos también en el capitulo una
nueva prueba de (1.15), baséndose la demostracién en las propiedades
del espacio (E (U,F),pB). Por ultimo, se obtienen representaciones como
e-productos de algunos de los espacios mencionados.

En el capitulo 3 se estudian algunas clases de funciones C” entre
espacios de Banach. En primer lugar se introducen las clases casi-
analiticas, ddéndose condiciones necesarias y suficientes para que una
clase tenga esta propiedad. Estas condiciones coinciden con las cldsicas
para funciones definidas en intervalos de la recta. Se caracterizan dos
clases particulares: Cgp(n!] y Cgp(n!]g. Terminamos el capitulo
analizando las condiciones sobre una sucesién de niumeros reales

estrictamente positivos, (M,], _,, para que exista una funcién de la

correspandiente clase Cy p{M,} (3.1), con derivadas prefijadas en el
origen. También se resuelve un problema similar para funciones del
espacio E (U,F).



0. NOTACIONES Y TERMINOLOGIA

En este capitulo, y a modo de preliminar, realizaremos un breve recordatorio de
algunas cuestiones de la teoria de aplicaciones n-lineales continuas entre espacios de
Banach y cuyo estudio detallado puede verse en [Ba], [B-S-1], [Di] y [Mu]. El capitulo
se completa con un apartado dedicado al andlisis de determinadas propiedades de
conjuntos U-acotados en abiertos convexos de un espacio de Banach, propiedades que
como veremos, jugardn un papel fundamental en el desarrollo de 1a memoria.

Representaremos por N, R y € los conjuntos de los nimeros enteros no
negativos, reales y complejos, respectivamente. Los espacios normados que
estudiaremos en este capitulo, salvo mencién expresa, estardn definidos sobre el cuerpo

K de los nimeros reales o de los niimeros complejos. Si a es un elemento de un
espacio normado y r es un nimero real positivo, la bola abierta (resp. cerrada) en este

espacio, de centro a y radio r, serd representada por ﬁ(a,r) (resp. B(a,n)).

1.- Aplicaciones n-lineales continuas entre espacios de Banach.

En este apartado E y F designarédn espacios de Banach sobre K.

0.1.Definiciones.- Sea n un nimero natural:
a) Si n> 0, se representard por L("E,F) el espacio vectorial de las aplicaciones

n-lineales y continuas de E x MxE en F, cuando en E x ™ x E se considera la

topologfa producto. Para el caso n = 0, L(°E,F) se identificard con F como espacio
vectorial.

Si xeE y A eL(EF), Ax" serd el elemento de F definido por
A(x,.'.l.),x) ,sin>0

n_
o= A ,sin=0




b) El subespacio vectorial de L("E,F), n > 0, formado por las aplicaciones n-lineales
continuas y simétricas de E x YxE en F, se denotard por L ("E,F). Para el caso
n=10)3 LS(OE,F) se identificard con F como espacio vectorial.

¢) Un polinomio n-homogéneo continuo de E en F es una aplicacién P de E en F, para

la que existe A € L("E,F) tal que
P(x) = Ax",

cualquiera que sea x € E. Se escribe entonces P = X

El espacio vectorial de los polinomios n-homogéneos continuos de E en F, se
designara por P("E,F).
d) Una aplicacién P de E en F se dice que es un polinomio continuo, si

P=Pg+P;+..+Py

donde P; € P(E,F) paraj =0, 1, ..., m. Se representaré por P(E,F) el espacio vectorial
de los polinomios continuos de E en F.

0.2.0bservaciones.-

i)Sea Ae L(E,F),n>1.La aplicacion sym (A) de Ex n) xE en F, definida por

_1
sym (A) (xl, Xy oses X,) = T zsn A(xcm, X5y xo(n))
o .

es una aplicacién n-lineal continua y simétrica. ( S, representa el grupo simétrico de
orden n).

La aplicacion
Ae L(EF) = sym (A) e L(E,F)
€s una proyeccion.
ii) La aplicacién
Ae L("EF) = Ae P(EF)
es lineal y biyectival.
iii) Seanp,ne Ncon1<p<n. Sixe Ey A € L("E,F), se designard por Ax"P la
aplicacion de Ex p) xE en F, definida por:

1 La inyectividad se prueba a partir de la férmula de polarizacién [Mu,6]:
Sean A € Ly("E,F),n> 1,y a, Xy, X3, ..., Xn elementos de E, entonces

__1 A
AlX 4y Xy, Ky) = e Y e,..8q A+ €)X, + ... +E5X))
Nl g=t1

1<i<n



n-p — A( D)
Ax " (h;, h, ..., hp) = A(x, %, x, hy, h,, ..., hy).
Se verifica que

- P
Ax"Pe L(EF)

0.3. El espacio normado L(E,F).
Sea n un nimero natural, n > 1. La aplicacién

Ae LCEF) = I All=sup { I A(x;, Xp ooor XNl / x€E, x|l <1} € [0,),

es una norma sobre L("E,F). El espacio normado asf obtenido,satisface las siguientes
propiedades:

1) Es un espacio de Banach.

ii) Lg("E,F) es un subespacio cerrado.

iii) I sym (A) Il < llAll, para cada A € L("E,F).

La topologia sobre L("E,F) ( resp. L ("E,F)) definida por la norma anterior se
denotard por B.

Para el caso n = 0, B designard la topologia del espacio normado F.

0.4. El espacio normado P("E,F).
Sea n un nimero natural, n > 1. La aplicacién

Pe P('EF) — I Pl = sup { IP(x)Il / xeE, lIxll <1} e [0,,0), (1)

es una norma. La topologia sobre P("E,F) definida por la norma anterior se
representar4 por [3.
Se verifica la siguiente desigualdad:

IAI <Al < 2—:‘ IANl, paracada A € L(EF).
A partir de la desigualdad anterior, resultan inmediatas las siguientes propiedades:
i) La aplicacién
A e (L(EP,B) — Ae (PCEF),B)
es un homeomorfismo topolégico.
ii) El espacio P("E,F) junto con la norma (1) es un espacio de Banach.

Para el caso n =0, B denotard la topologia del espacio normado F.

0.5.Topologia compacta abierta en L("E,F).

Sea n un nimero natural, n = 1. Para cada compacto H de E x ™ x E, se tiene que




la aplicacién Qg de L("E,F) en [0,%), definida por
qy(A)=sup {  Ax)Il / xeH }
es una seminorma . La topologia sobre L("E,F) definida por la familia de

seminormas

{ g4/ H es un compacto de Ex"xE }

se designard por T;.
Se verifican las siguientes propiedades:
i) El espacio localmente convexo (L("E,F), 1:0) es separado y completo. [B1, 282].

ii) La topologia T, también se puede definir por la familia de seminormas
{ @,k / KesuncompactodeE }

iii) L,("E,F) es subespacio lineal cerrado del espacio (L("E,F), 1:0) y por consiguiente,
el espacio (L ("E,F), 1,) es completo.

iv) La topologia T, es menos fina que la topologia p.

v) Si dim (E) es finita, las topologfas T, y B coinciden en L("E,F).

Para el caso n = 0, T, serd la topologia del espacio normado F.

0.6. Topologia compacta abierta en P("E,F).
Sea n un nimero natural, n 2 1. Para cada compacto K de E, se tiene que la
aplicacién gy de P("E,F) en [0,e) definida por
qg (P) =sup { IPx)Il /x € K }

es una seminorma. La topologia localmente convexa sobre P("E,F) definida por la
familia de seminormas

{ gk / K es un compacto de E }

se representard por T,

Se verifican las siguientes propiedades:
1) La aplicacion

Ae (L(EF), 1) = Ae (PCEB,T,)

es un homeomorfismo topolégico. ( La demostracién de este resultado se basa en la
férmula de polarizaci6n).
ii) El espacio (P("E.F), 1) es completo.
iii) Los espacios (P("E,F), 1) y (P("E,F), B) tienen los mismos conjuntos acotados y
por consiguiente, también tienen los mismos conjuntos acotados los espacios

(L,("E.F), 1) y (L,("E,F), B) [Di, 24].



2.- Propiedades de conjuntos U-acotados en abiertos convexos.

En esta seccién E serd un espacio normado sobre K y U un abierto convexo de E
tal que 0eU y O¢U.

0.7.Definicion.- Un subconjunto B de U se dice que es un conjunto
U-acotado, cuando B es un acotadode Ey d( B, Fr (U) ) > 0.

0.8.Proposicién.- Existe una sucesién {B,},_; de conjuntos U-acotados que
satisface las siguientes propiedades:

)B,CB ,,n=1,2.,yB,#8.
ii)lE'J1 B,=U.
iii) Para cada subconjunto B de U, U-acotado, existe un nimero natural n, tal que
BC B,
iv) Para cadan =1, 2, ..., existe o, > 0 tal que paracada x € B ,
Bx,a)<B_,,.
v) Paracadan =1, 2, ..., existe ¥, > 0 tal que para cada x € B, se tiene

B(x, v lIxl) € B, ;.
vi) B es convexo,n=1,2, ...

Demostracion.- Paracadan=1, 2, ..., sea

Bn={xe U/llxl<n,d(x,Fr(U))=1/n}

Existe ny € N tal que B"o es no vacio. Sin dificultad se comprueba que la sucesion
{Bn}:;no verifica las propiedades 1), ii) y iii) [Ba, 81].
iv) Sin 2 n, para cada x € B_ se verifica

1
e B .
B&. taen) ) < Bas

1
n(n+1)

we ﬁ(x,%)CU,

En efecto, seanx € B, y we B(x, ), entonces



Iwl <lw-xB+lxl<—1 —+n <1+n

n(n+1)

1 1 _ 1
d(w, Fr (U)) 2 d(x, Fr (U)) - d(w, x) 2 = o

v) Sin 2 n,, para cada x € B se tiene

Il
Bx, —Xl_y-B .
n%(n+1) i

Observemos, en primer lugar que x # 0, para cada x € U. Sean x € B_ y
lxIl

nz(n+1)

w e B(x, ), se verifica

lixll n 1
Tw-xlI< < =
n?(n+1) n%(n+1) n(+1)

y se ha demostrado en iv) que

1
B, ks ) S By

vi) Veamos que cada B es un conjunto convexo.

Demostracién.- Sean x,ye By «, Be [0,1] con o+ P=1. Entonces
ax + By € U, ya que U es convexo. Por otra parte:

I oax + By Il < adixll+ Bllyll <on + Bn =n.
Sea ahora ze B (ax + By, 1/n), existe h € E con lIhll < 1/n, tal que
z=0x + Py +h=0x+ By +oh + Bh=a(x + h) + B(y + h)

Como d(B,, E~U) = d (B_,Fr (U)) (por ser E un espacio normado), se tiene que
B(x,1/n) € U y B(y, 1/n) < U, deduciéndose:

(o] (o]
ze aB (x,1/n)+B B (y,I/n)CaU+BUCU,
y por tanto

B (ax + By, /n) C U.

0.9.Notacién.- Si M es un subconjunto de U, se denotard por M al conjunto
{Ax/ Ae (0,1],xe M }.
Se verifican las siguientes propiedades respecto de un subconjunto no vacio M de
U:

0.9.1.-M es un subconjunto de U, ya que U es abierto convexoy 0 € U.




0.9.2.-M=M.
0.9.3.-Si H es otro subconjunto de U con M C H, entonces M € H.

0.9.4.- Si M es un subconjunto abierto de U,entonces M es un conjunto abierto.
Demostracion.- Basta observar que

M=y AM.
A€ (0,1]

0.9.5.-Si M es un acotado de E, también lo es M.
0.9.6.-Si M es convexo, el conjunto M es convexo.

Demostracién.- Sean x,ye M y ao,p€[0,1] con o+ B =1 Existen
Aue 0,11y x;,y,€M tales que x=Ax;, y=Hy,. Entonces:

Pu ).

oA + Bl

Como oA+ Bpe (0,1] y M es convexo, ax + By € M.
0.9.7.- Si M es un subconjunto de U, U-acotado, para cada p > 0 los conjuntos

M-BOp) y M-B(@p)
son U-acotados.

Demostracién.- Obviamente, el conjunto M - 103(0,p) es un acotado de E. Por otra
parte, existen R > 0 y r > 0 tales que

lIxl<R y d(x,Fr(U))2r, xeM.
Sea pe N conp> Rlpry zeM -ﬁ(O,p). Veamos que B(z, 1/p) € U. En

efecto, existen Ae (0,1] y x € M talesque z=Ax. Sea we lo?.(z,llp); existe he E
con lIhll <1/p y tal que

w=z+h =?\.x+h=7t(x+%).

Como A 2 p/lIxll, se tiene

h Ixl _ PT R
phy < Axl L PTR _
x S TRp T

y por consiguiente
weABxncAUcU.

0.9.8.- Si M es un subconjunto de U, acotado y cerrado en E, se tiene que Mu{0] es
cerrado en E.

Demostracién.- Sea x # 0 un punto de la adherencia de MU{0}. Existe una

sucesion {xn];;l de elementos de M que converge hacia x. Para cadan = 1, 2, ...,



sean A € (0,1] € y, € Mconx =2 y . Como M es acotado, existe y> 0 tal que

Iyl <7, y € M.
Entonces
I x, | x|l
€1 = <1
Y ] Yii Il )b“
y como

Nxl . Ix .
0 < ¥ —nglm Y SL%)T.SL

existe una subsucesioén {7\.“_};1 que converge hacia A € (0,1]. Por otra parte, para cada
i
j=1.2c s
1
—— e M,
i e T
i

y la sucesién { x /A }:2, converge hacia x /A € M ( M es cerrado en E), luego
i

x:?x.% e M.

0.9.9.- Si K es un compacto de U, se tiene que KU{0} es un compacto de E. Ademds,
para cada p >0, K-vﬁ(O,p) es un compacto de U.

Demostracién.- Basta observar que KU{0} es la imagen de [0,1] x K, mediante la
aplicacién

tx) 2t X

y si p>0, K~B(0,p) es un subconjunto cerrado de KU{0}.

0.10.Proposicion.- Existe una sucesion {Ln}:;l de subconjuntos de U que
verifican las siguientes propiedades:

i) Para cadan = 1, 2, ... existe un subconjunto U-acotado B , tal que ﬁn =L..

)L <l , n=1,2,..

iii)n‘gb1 L,=U.

iv) L esconvexo,n=1,2, ..

v) Para cada subconjunto U-acotado B existen € N talque B € ES

vi) Para cadan =1, 2, ..., existe Y, > 0 tal que para cadax € L, se tiene
B(x,y, Ixll) L.

Demostracién.- Si {Bn}:=1 es una sucesion de conjuntos U-acotados que verifican
las propiedades de la proposicién 0.8, en virtud de (0.9.1) a (0.9.8), la sucesién



{B, ) oz satisface i), ii), iii), iv) y v).
Veamos que se verifica vi). En la proposicién 0.8, se ha demostrado que existe
Y, > 0, tal que para cada x € B, se tiene
B(x,y, Ixl)©B_,. (D
Basta probar que

n+1’ zZ€ Bn'

B(z, v, llzll) € B

En efecto, seaz € B_ y sea w € B(z, ¥, llzll ). Como z € B, existen A € (0,1], x € B,

tales que z = Ax. Por otra parte
1= .31 =1X . £ IIS—1 Yollzl=y, I x1;
A A A A" n

por (1), se obtiene
w

n € B(x,'ynllxll)CBM

1
lo que implica
w= 7"%6 B, =Ly
0.11.0bservacion.- Como estamos suponiendo que U es un abierto convexo
de E tal que 0eU y 04U, en virtud del teorema de Hahn-Banach, existe un elemento
¢oeEconllgll =1, y

o) Si E es real, ¢(x) >0 para cada x € U.
B) Si E es complejo, Re @(x) > 0 para cada x € U.

0.12.Proposicion.- Sea E un espacio normado real. Si ¢ € E', lloll =1 y
@(x)> 0 para cada x € U, entonces para cada subconjunto B, U-acotado, existe un
nimero real |1 > 1, tal que para cada xe B se verifica

po(x) 2 I x 11

Demostracién.- Se tiene
d(B, Fr(U)) = dB,E~U) = p >0,
ya que E es un espacio normado. Por otra parte, paracadax € E,

d(x, Ker @) = % = lp(x)l [Si,254]

Por ser B un subconjunto acotado de E, existe M > 0 tal que
lIxll £ M, xeB.



Como Ker ¢ € E~U,
o(x) = d(x,Ker ¢ ) 2d(x,E~U) 2 p, xeB
luego

xp(x)% > o(x) “—gl > lIxll, x € B. 1)

Ahora bien,
ox) < lIxll x € B. (2)

De (1) yde (2) se sigue que p =% > 1. Entonces, si y € B, existen A e

(0,1], x e B, tales que y = Ax ; por consiguiente:
Ho(y) =p oAx) =pApx) 2 A lIxll = llyll.

0.13.Proposicion.- Sea E un espacio normado complejo. Si ¢ € E, lloll =1
y Re @(x) >0 paracada x € U, entonces para cada subconjunto U-acotado B, existe
un nimero real L 2 1, tal que para cada x € B se verifica
Ixll <p I o(x) 1.

Demostracién.- Designemos por ER el espacio normado real subyacente. La
aplicacién
Y(x)=Re ¢(x), x€E,

es un elemento de (ER)". Aplicando la proposicién anterior, existe A > 1 tal que

A dI® LB
el
y por consiguiente
Ixll < A W)= A R <2 o) xe B.
X< gy YOO =gy Ree@ <qgrietl, xe
Como
lpx)I <lixll, x €E,
se obtiene
A 5
en =

0.14.Notaciones.- Sea M es un subconjunto de U, se denotard por M, al
conjunto

{x+(1-t)y /te [0,1], x,ye M }
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Se verifican las siguientes propiedades respecto de un subconjunto no vacio M de
U:

0.14.1.- M. C U.
0.14.2- Si M es convexo, M. = M.

0.14.3.- Si H es otro subconjunto de U con H C M, H. € M..
0.14.4.- Si M es compacto, M. es compacto.

Demostracion.- Basta observar que M, es la imagen del conjunto [0,1] x M x M,
mediante la aplicacién

(tx,y) —2> tx+(1-t)y

0.14.5.- Si M es un subconjunto acotado, M, también lo es.
0.14.6.- Si M es un subconjunto U-acotado, M. también lo es.

Demostracién.- En virtud de 0.14.5, M. es un conjunto acotado. Por otra parte,
existe p > 0 tal que

dM,Fr(U)) 2 p.
Sea x € M_, demostraremos que ]?3 (x,p) € U. En efecto: si x € M, existen y,ze M
y te [0,1], talesque x =ty + (1-t)z. Entonces,si w e l°3(x,p), existe h € E con

Il <p y w=x+h, luego
w=x+h=ty+(1-t)z+h=t(y+h)+(1-t)(z+h)

wetB(yp) +(t)Bzp)ctU+(-t)U cC U.
0.14.7.- (M), € M..
Demostracién.- Sean x,y € M; existen A, p € (0,1], x;,y; € M con x =Axy,
y = 1y Site [0,1],

1=
tx + (1-t )y = t}\,xl-i- (1-t )p,yl = (tl +(1-t W) ( tl+t()i—[ )u X1+ tl(_'_ (tl)-,‘:)u Yl)

y por tanto,

tx + (1-t )y € (A + (1-t )u) M © M.

0.15.Notaciones.- Sea M un subconjunto de U, se denotard por M_ al conjunto
(Ax/A>0, x eM )

Se verifican las siguientes propiedades respecto de un subconjunto no vacio M de

U:
0.15.1.- Si M es un conjunto convexo, M, también es convexo.
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Demostracién.- Sean x,y €M, y o,B€[0,1]] con a+p=1. Existen
Au>0y x;,y; €M, tales que x = Ax,, y = Ay,. Entonces

aA N Bu

ax + By = (X.?\.XI + ﬁuyl = (G)\. + BM) ((Il + Bp' x1 oA +Bu

yl)-

Como oA+ PBu>0 y Mesconvexo,ax +Py e M .
0.15.2.- Si M es un conjunto abierto de U, entonces M, es un abierto de E.
Demostracién.- Basta observar que

M= u AM

O<A<too
0.15.3.- Si dim(E) 2 2, el conjunto U, tiene un punto frontera x # 0.
Demostracion.- Se tiene que 0 € Fr (U, ). Teniendo en cuenta (0.15.1), (0.15.2) y
el teorema de Hahn-Banach, existe un hiperplano cerrado H de E con Hn U_=0.

Consideremos un punto w € H con w # 0 y un punto b € U._. El segmento que une w y
b, corta a U, y a su complementario, por tanto, cortard también a Fr (U_ ) en un punto
X, que podemos escribir como

x=tw+ (1-t)b
para un cierto t € (0,1). Si x fuese el vector cero, se tendria

b=—_ we H
t-1

lo cual es absurdo.
0.15.4.- Si M es un subconjunto U-acotado y cerrado en E, entonces M U{0} es
cerrado en E.

Demostracién.- Sea x # 0 un punto de la adherencia de M U{0}; existe una

sucesién {x_ }n-; de elementos de M; que converge hacia x. Para cadan = 1, 2, ...,

sean A,>0 e y € M,conx_=Ay . Como M es U-acotado, existen c,y>0 tales
que

o<yl <v, yeM.
Por tanto

I L I WP TALL. L
0<% =lm —— < Im 3y Im Ay < lm ——

deduciéndose que existe una subsucesién [ln_];';l que converge hacia un nimero real
i

A >0, y por consiguiente la sucesién { x /A }iZ; converge haciax /A € M, luego
i
x=AXeM,.
€ M

0.15.5.- Si dim (E)22 yM es un subconjunto U-acotado y cerrado en E, se tiene

U =M,
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Demostracién.- Si se supone U =M, por (0.15.2) y (0.15.4) se tiene que U, es
abierto en E y U U{0} es cerrado en E y por consiguiente el vector cero serd el tnico
punto frontera de U, lo que contradice (0.15.3).

0.16.Proposicion.- Si dim (E) 2 2 y M un subconjunto U-acotado y cerrado en
E , para cada un niimero real § estrictamente positivo, existe a € U tal que

lall <& y aé¢M.

Demostracién.- Razonaremos por reducccién al absurdo. Supongamos que para

cadaa e f!(O,S) n U se tiene que a € M y veamos que U, =M, , lo que contradice
(0.15.5). Es obvio que M; € U.. Por otra parte, si be U_ existen A >0, x € U con
b = Ax; consideremos p € (0,1) tal que lluxll < &. Se tiene

uxeUnM,
y por tanto, existen o € (0,1], y € M con
px =y,

de donde se deduce
b=Ax= ]t,t_a y € M.

0.17.Proposicion.- Si dim(E) 2 2 y M es un subconjunto U-acotado y cerrado
en E, para cada mimero real  estrictamente positivo, existen a € U y r > 0 tales que
i)B(a,r)Cc U.
ij)llal <d& y r<a.
iii) M nB(a,r) =0.

Demostracién.- Consideremos un nimero real y > 0, verificando
y<inf { lIxll/xe M }.
En virtud de (0.16), existe a € U tal que

lall < mfn{%,ﬁ} y ae¢ MU0).

Como MU{0} es cerrado en E (0.9.8), se obtiene que
d(a, MU{0)}) >0,
luego existe r > 0, r <min { /2, § }, de forma que

Ba,)cU y B@nnM=e.
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Veamos, por dltimo que B(a,r) N M =@. En caso contrario, existen A, pe (0,1],
x € B(a, 1), be M, con

Ax = pb.
Entonces, x = % b, y por consiguiente,
—i-llbll =llxll <lx-all+llall <r +lall <y < b,

por tanto, % <1, yseobtiene que x € B(a,r) n M,
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1. FUNCIONES DE CLASE C> CON DERIVADAS
PREFIJADAS EN EL ORIGEN

A TRAVES DE CONJUNTOS U-ACOTADOS.

En este capitulo E y F representardn, salvo mencién expresa, espacios de Banach
reales y U serd un abierto convexode Etalque 0 ¢ Uy O e U.

Las propiedades ( y notaciones) que utilizaremos de las funciones diferenciables
Fréchet en un abierto de un espacio de Banach y con valores en otro espacio de Banach,
son las cldsicas y pueden verse fundamentalmente en [D], [C], [Mu], [Ya] y [A-M-R].

Como se ha indicado en la introduccién, el objetivo de la memoria es el estudio de

propiedades de espacios de funciones f € C*(U,F), tales que para cada subconjunto
U-acotado (resp. compacto) Bde U y paracadan=0, 1, 2, ..., existe
lim D"f(x)

x—0

xeB

por la topologia B en L ("E,F) (0.3) 6 por la topologfa compacta abierta 7, en L ("E,F)
(0.5).

Observemos que si g € C™(E,F), la aplicacion
gy =1

es del tipo considerado. De hecho, paracadan =0, 1, 2, ..., existe

lim D"f (x)

X—

X€E
por la topologia B en L ("E,F) y como B = 1, también existe limite por la topologia
compacta abierta. Ahora bien, si dim(E) 2 2, existen funciones f € C*°(U,F), tales que
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12) Para cadan =0, 1, 2, ..., no existe
lim D"f (x)
x—0
xeU
en (L,("E,F), 1) y por tanto en (L ("E,F), B).
2°%) Para cada subconjunto U-acotado (resp. compacto) B de U y para cada
n=0, 1, ..., existe
lim D"f(x)
x—0

xeB
en (L ("E,F), B) y por consiguiente en (L ,("E,F), 1,).

La primera parte del capitulo la dedicaremos a la prueba de esta iltima afirmacién.

Demostraremos el resultado cuando el espacio E es de dimensién finitay F = IR, lo que
permitird obtener el resultado con toda generalidad.

1.1.- Lema.- Si dim(E) 2 2, existe una sucesion {B(aj,rj)};';l de bolas cerradas
en E, tal que:
1) Bary) < U, j=1,2, ...

i) im 2;=0 y limg=0, j=1,2,..

jre j—e
iii) B(a;, r)n B(a,,r,)=0 paraj#k.
iv) Para cada subconjunto B de E, U-acotado,existe j, € N tal que para cada j 2 j,
Bn E(aj,rj) =g.

Demostracién.-Sea {Hp};;l una sucesién de subconjuntos U-acotados y cerrados
en E, verificando i), ii) y iv) de la proposicion 0.8.

En virtud de (0.17) existe una bola cerrada B(a;,r;) € U, que se puede suponer
U-acotada , tal que

Ila,ll <1, n<l, B(@yn)nH =0
Pongamos p; =1y seap, € N, con
B(a;.rp) € sz ;
existe una bola cerrada y U-acotada B(a,,r,), que verifica:
Il ayll <172, <172, B(ayry) n sz =0.
Por recurrencia se prueba la existencia de una subsucesion {Hpj}j:1 de la sucesién

{Hp)p1 y de una sucesién {B(a;r))};2; de bolas cerradas en E, tales que
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B(a,r) C U, i=iresy
ﬁ(aj,rj) nH B = @, ji=12 ..

B(a;r) Hpj+1, j=1.2,
lall<14, y 15<1f, j=L2,..

No ofrece dificultad comprobar que la sucesion {B(aj,rj)}j=

1 verifica las

condiciones del enunciado.

1.2.Proposicién.- Sea [B(aj,rj)};-’;1 una sucesién de bolas cerradas de R"

(n 2 2) que verifica las condicciones del lema anterior. Existe una funcién f € C*(U)
que satisface:

i) Para cada compacto K de U y para cada o € N”,
lim D*f(x) = 0
x—0
xe K

ii) Paracadao € N"y paracadaj=1,2, ...

D f(a) =j.

Demostracién.- Paracadaj=1, 2, ..., sea fJ € C*°(U), tal que
-£,20, j=1,2,..
-sop f; C B(aj,rj/2), =12, .
-D%fa)=j, j=12,.., ae N".
Tales funciones existen, en virtud del teorema de Borel [Tr,390].
Sea B una bola cerrada de R™ con B € U; existe n, € N tal que
BnB(a,,r,) =@, param>ng,
luego

f (x)=0, paracadaxeB y m >n,
Este hecho prueba que la serie funcional

- - 0 -
converge en B. Ademds, si f es la funcién suma, para cada x € B, se tiene

no
fx) = z f, (x)

j=1

lo que prueba que f es de clase C>en B, y por tanto en U. Es claro que para cada
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ooe N"yparacadaj=1,2,...
D“f(aj) =j.
Veamos que f también verifica i). Sea K un compacto de U; consideremos un
compacto H de U, de interior no vacio, tal que K C A. Existe n; € N con
Hn B(a,r,)=0, param>n;.
luego
f,(x)=0, paracadaxe H y m >n,

o
Entonces, si x € H,

) = 2, 660
j=1

y por tanto, para cada o € N"

M
lim D“f(x) = lim Z D% (x) =0.
x—0 x>0 j=1 ]
xe K xeK

Observaciones.-
1.3.- La funcién f del ejemplo verifica que para cada a € N", no existe limite de la

funcién D% en 0 ( x permanece en U).
1.4.- La prueba realizada en el ejemplo es independiente de 1a norma considerada en
R"™.
1.5.- La funcién del ejemplo verifica:
i) Para cada compacto K de U y paracadap € N,
lim D°f(x) = 0
x—0
xeK
en L(P(R™),R).
ii) Paracadap e N,
sup { IIDPf(aJ.)lI [j=1,2,..}) =+oo.
En efecto, fijada una norma en R", basta tener en cuenta:
a) Para cada x € U y para cada p € N, existe una costante M, > 0, tal que

D) I <M, 2 | D%(x) |

lal=p

b) Para cada o € N", con lal = p, y para cada x € U,
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Il D*(x) Il < Il DPf(x)I.

1.6.- Sea E un espacio normado de dimensién finita, dim E = 2. Si 7{’B’(a’j,rj)];1' es
una sucesién de bolas cerradas en E que verifica las condiciones del lema 1.1, existe
una funcién fe C*°(U), que satisface:

i) Para cada compacto Kde U y paracadap € N,
lim D'f(x) = 0

x—0

xe K
por la topologia del espacio normado L (PE,R).
ii) Paracadape N,
sup { |l DPf(aj) i/ j=1,2,.. }=eo.

En efecto, si dim E = n, basta considerar una aplicacién ¢ de E en R", lineal y
biyectiva. Se define

Ixll =l gl(x) I, x € R™,

Es claro que
B(x,r) = ¢ B¢ (x),1))
Por las observaciones 1.4, 1.5, existe una funcién f € C*(@(U)) que verifica i), ii) de

la observacion anterior. La aplicacién fop € C*°(U) y satisface las condiciones
exigidas.

Pasemos ahora a estudiar el caso general. De hecho, se verifica la siguiente
proposicion:

1.7.Proposicion.- Si dim (E) 2 2, existe una funcién f € C*(U), que verifica:
1) Para cada conjunto U-acotado B de E y paracadan=0, 1, 2, ...,
sup { IDM(x)lI/ x € B } <eo.
2) Para cada subconjunto U-acotado B de E,
lim D"f(x) =0, n=0,1,2,..

x—0
xeB

cuando en Lg("E,R) se considera la topologia .
3) Para cada n € N, no existe el limite de D"f, cuando x tiende hacia 0 ( x
permaneciendo en U).

Demostracion.- En virtud del teorema de Hahn-Banach, existe un subespacio

19



lineal cerrado M, de E, tal que
codim (M) =2 y UnM=go.

Consideremos el espacio cociente E/M, provisto de la norma cociente. Designaremos
por ¢ la aplicacién canénica suprayectiva de E en E/M. Si x € E, el elemento @(x) serd
también denotado por x. El conjunto U+M es abierto convexo de E y obviamente se
verifica

0eFr(U+M) y @U+M)=o(U).
Se tiene que @(U) es abierto convexo en E/M, ya que @ es lineal y abierta. Sin
dificultad se comprueba que 0 € Fr (¢(U)).

La demostracién de la existencia de la funcién requerida, la realizaremos en varias
etapas.

a) Para cada conjunto B que sea U-acotado, se tiene que ¢(B) es @(U)-acotado ( es
decir, <P?B) es un compacto de @(U)).
Veamos, en primer lugar, que para cada conjunto B, (U+M)-acotado, se tiene que

¢(B) es un conjunto ¢(U)-acotado. Razonemos por reduccion al absurdo suponiendo
que existe un conjunto B, (U+M)-acotado y tal que

d(e(B), (E/'M)~o(U)) =0,
entonces, para cada € > 0, existen x € @(B), y € (E/M)~@(U), verificando:

Ix-yll<e
y por consiguiente, existe h € M tal que
Ix-y+hl<e.
Como x € ¢(B), existen b € By m € M con x = b + m, luego
Ib-y+h+mli<e (1)

Ahora bien, y - h - m ¢ U+M, ( en caso contrario, ¢( y - h- m) = ¢(y) =y € ¢(U)).
De (1) se obtiene que

d(B, E~(U+M)) <&,
y al ser € arbitrario,

d(B, E~(U+M)) =0.

Si B es un conjunto U-acotado, también es (U+M)-acotado, yaque U C U+M y
por tanto,
d(B, E~U) < d(B, E~(U+M))

b) Para cada compacto K de ¢(U) y para cada § > 0, existe un elemento a € U tal
que
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lal <& y o) ¢K.
Razonemos por reduccién al absurdo, suponiendo que existe un & > 0, tal que para

cadaa e Ucon llall <8, ¢(a) € K, y veamos que

K; = o),
lo que es absurdo, en virtud de (0.15.5). Es claro que K, € ¢(U),. Por otra parte, sea
z € p(U),, existen A € (0,o) yu € U con

z =2 ¢(u).
Sea &, > 0, verificando

dueU y 15, ull <3,
se tiene entonces que @(d,u) & K, luego
8, (u) =px, dondexeK y pe(0,1],

y por tanto,

z=A Q)= %9 x € K.
1

c) Para cada compacto K de ¢(U) y cada & > 0, existen a € U y r > 0, tales que
a)llall<d y r<d

B) B(¢(),r) © ¢U)
x) K nB(o(a),r)=0.

Sea y=inf { Ixll / x € K }, por el apartado anterior, existe a € U con
|la|l<1m‘n(%,8) y  o@eK.

Como

d(Ku {0},9(a)) >0,
exister >0, r <min { y/2, d }, de forma que
B@ar)ceU) y B(ar)nK=e.
Veamos que B(ar ) n K =o. En efecto, en caso contrario, existen A, € (0,1],
xeB(a,r ), b € K, tales que
Ax = ub,

entonces X =%f), luego
% Ibl=Nxh<lal+r<y<lbl,

de donde se deduce que p /A <1y x € B(ar) n K.
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d) Sea {Kp}°p°=1 una sucesién de compactos de @(U) que verifica:

-K.pcﬁp_i_l, p=l,2, ses
- UK, = o(U).

Por el apartado anterior, existen a; € U y r; > 0, tales que:

B(a,ry) € o(U)

la,ll <1, n<1l, K;nB@.mn=e.

Pongamos p; = 1 y seap, € N tal que

B(él,rl) C sz .
existen a, € U y r, > 0, que verifican:

B(a,1,) € 9(U)

I a,ll <172, 5, <172, B(a,ry) n sz =0.

Por recurrencia se prueba la existencia de una subsucesién {Kpj};l de la

sucesién [Kp}"p":l, de una sucesién [aj};;l de elementos de U y de una sucesién

{rj };1 de numeros reales positivos, que satisfacen:

a‘) B(.a_-,!r_]) c (p(U)s _] = 1, 2, sia
B) B(ar) n Kpj =0, =12, .
0 B@r) € Ky, =12 ..

8) llajll < llj, y I'j = 1/_], _] = 1, 2, oy
Sin dificultad se comprueba que la sucesion de bolas {B(éj,rj)];:l verifica las

condiciones del lema 1.1. Por la observacién 1.6, existe una funcién f € C*(p(U)) tal
que
- Para cada compacto K de ¢(U) y paracadap € N,

lim D' (k) = 0

x—0

xeK
por la topologia del espacio normado L,(P(E/M), R)).
-Paracadape N

sup { IDPf(a M7j=12, .} =ce (1)
Veamos por 1ltimo que la aplicacién fo resuelve la cuestiéon.Observemos que para

cada n=0, 1,2, ..., para cada x € U, y para cada hy, hy, ..., h, € E, se tiene:

D"(fo) (x) (hy, hy, ...h) = D™f(p(x)) (¢(hy), ¢(hy), ..., ¢(hy))

entonces:
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1) Si B es un conjunto U-acotado, por el apartado a), (p-(—iB) €s un conjunto compacto de
¢(U), luego

sup { sup { | D"(fo@) (x) (hy, hy, . h)l/ BRI <1 i=1,2,..,n}}<

xeB

< llpl” sup { I D"f@x)I/ xeB } <ligl” sup { ID"(y) Il /¥ e o(B) }

2) Si B es un conjunto U-acotado, por el apartado a), para cadan =0, 1, ... y para cada

€ > 0, existe 8 > 0 tal que si y € B(0,3) n ¢(B)), se tiene
I D) Il <e.
luego si x € B(0,8) n B, se verifica:

Ixl=lox)I<hxl<d y o¢x)e ¢B),
por tanto

Il D™(fop) (x) Il =
= sup { | D"(foq) (x) (hy, hy, ... h) 1/ WD <1,i=1,2,..n} < ell@l

3) Paracada ne N, paracada 8 >0 y paracada y> 0, por (1) existen un niimero

natural j21 con a; € B08)nU e Yi»¥2 - Yn € E/M conlly; I <1, i=1,2,
..., N, tales que
ID™ (@ ) (Y1, Y25 -0 Yo) 127
Por consiguiente, si hy,..., h, € E con Bp = Yps I hp l<1,p=1,2,..,n, entonces
I D"(fo@) (aj ) (hy, hy, ..., hy ) 1= 1D ( a PO Yo s Yo 12 7.

1.8.Corolario.- Si dim (E) 2 2, existe una funcién f € C*(U,F), que verifica:
1) Para cada conjunto U-acotado Bde Ey paracadan=0, 1, 2, ..,
sup { ID(x)lI/x € B } <oo.
2) Para cada subconjunto U-acotado B de E,
limD"f(x)=0, n=0,1,2,..

x—0

xeB

cuando en L ("E,F) se considera la topologia 3.
3) Para cada n € N, no existe el limite de D"f, cuando x tiende hacia 0 ( x
permaneciendo en U).

Demostracién.- Sean f una funcién de C™(U), que cumpla 1), 2) y 3) de la
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proposicién anterior y b un elemento de F con b # 0. La funcién f.b, definida por:
fb) x)=fx)b, xel,
verifica 1), 2) y 3).

1.9.Definiciones.- En lo que sigue denotaremos por:
a) E, (U,F) el espacio vectorial de las funciones f € C*(U,F), tales que para cada
conjunto B, U-acotado, y paracadan =0, 1, 2, ..., se tiene:
sup { IDM(x)lI/ x€ B } <eo
y existe
1im D"f(x)

x—0
xeB

por la topologia B en L ("E,F).
b) E. (U,F) serd el espacio vectorial de las funciones f € C*°(U,F), tales que para cada
compacto K de Uy paracadan =0, 1, 2, ..., existe

lim D"f(x)

x—0

xeK
por la topologia compacta- abierta en L ("E,F).

Observaciones.-
1.10.- Se verifica:

Eb (U,F) c Ec (U,F)

1.11.- Si E es de dimensi6n finita, los espacios definidos anteriormente coinciden.
1.12.- Si E es un espacio de Banach de dimensién no finita, los espacios E, (U,F) y
E. (U,F) son distintos.

Demostracién.- a) Sea {‘Pn}:=1 una sucesion de elementos de E' que converge
débilmente haciaO y talque @ I=1,n=1, 2, .... [Jo].
La serie funcional

i ((pn)Zn
n=1

define una funcién real f, de clase C*° en E. Veamos que f no estd acotada en B(0,2).

Paracadan =1, 2,..., y fijado € > 0 tal que %< 1-¢,existex, € Econlix =1y

I, (x,) > 1- £ > %

Los puntos y, =2x,,n=1,2, .., estdn en B(0,2) y paracadan =1, 2, ...
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4 2n

@y ™™ > ( 3

Por tanto,

5) = 3 @l 2 ()"
m=1

b) Seana € U yr > 0 tales que l%(a,Zr) C U; consideremos la aplicacién g de U en E,
definida por:

xe U—> (x-a)—%

Dicha aplicaci6n es bicontinua, de clase C™ en U y aplica homeomérficamente B(a,r)
en B(0,2). Se tiene que la funcién fog € E, (U,R) y
sup { Il fog(x) I/ x € B(a,r) } =eo.
Sib e F, con b #0, la funcién f.b, de U en F, definida por:
(f.b) (x) = f(x)b,
resuelve la cuestion.

1.13.Notaciones.- Si f € E_ (U,F), (resp. f € E, (U,F) ) se verifica que el
elemento de L,("E,F),
limD"f(x)  (resp.,lim D"f(x))
x—0 x—0
xeK xeB

es independiente del compacto elegido (resp. del U-acotado elegido). El citado elemento
de L("E,F) se denotard por D"f(0).

1.14.Proposicion.- Sea f una aplicacion de U en F. Las propiedades siguientes
son equivalentes:

o) f € E_ (UF) (resp. f € E, (U,F)).
B) Para cada ¢ € F, se tiene que ¢of € E_ (U,R) (resp. gof € E, (U,R) ).

Demostracion.- o) » B). Sea ¢ € F’; se tiene que ¢of € C>°(U). Por otra parte,
paracadax € Uyparacadan=0,1,2, ...,
D" (@of) (x) = goD"f (x).
i) Supongamos que f € E_ (U,F). Sean ¢ € F',£>0,n € N, K un compacto de
U y H un compacto de E; existe >0 talque six € K n 8(0,9),
sup { ID"f(x) (h,, h,, ..., h ) - D"f(0) (h;, hy, ..., h ) Il / hj €eH)}<e
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y por consiguiente, si X € Kn ﬁ(O,S) y h;,h,,..,h €H,
I D™(@of) (x) (hy, hy, ..., h ) - D™(@of) (0) (hy, hy, ..., h ) 1<
<ligl I D"(x) (hy, h,, ..., h,) - D"f(0) (h;, h,, ..., h) I <llgll €.
lo que demuestra que @of € E_(U,R).
i) Si f € E, (U,F), para cada conjunto B, U-acotado, y para cada n 2 0, se tiene

sup { I D(@of) x) I/ xe B } =
= { sup { ID"(¢of) (x) (h), hy ..., hy) | /lRNIST) )=

= sup { sup { lo( D"f(x) (h,, hy, .. Bl / IIhiII <1}}<

xeB

<lloll sup { ID"fx)Il /x € B } <o
Un razonamiento andlogo al realizado en i), prueba que

lim D%gof) (x) = @oD"f(0).
x—0

xeB
por la topologia B en L, ("E,F).

B) ? a). La funcién f € C= (U,F) [B.2,21].
iii) Supongamos que para cada ¢ € F°, @of € E. (U,R) y veamos que para cada
n=0, 1, 2, ... y para cada compacto K de U, existe
lim D"f(x)
x—0
xeK
por la topologia compacta abierta.

Sea K un compacto de U; en virtud de la completitud del espacio L ("E,F), bastard
demostrar que para cada sucesién {xp},_;, de elementos de K, que converge hacia 0, la
sucesion {D“f(xp)};;l es de Cauchy en (L,("E,F),T,). En efecto,sean=0,
L2, 1%y };;1 una sucesién de elementos de K que converge hacia 0 y H un
compacto de E. Designaremos por

K={x+(l-t)y/ x,yeK, te[0,1] };
se tiene que K, es un compacto de U. Si

L={x,,/n=1,2,...} v {0}
se define
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K*¥=L-L;
se verifica que K* es un compacto de E.
Sea ¢ € F’; como @of € E; (U,R), existe

lim D™(gyf) (x)

x—0

xR,
por la topologia T, en Ly("E,R), luego existe > 0 (que depende de n, H, ﬁc y L), tal
quesize 103(0,8) n ﬁc se tiene

| D™ (@of) (2) (x, hy, .. h) 1 < 1, (1)
xEL,hiEH,i=l,2,...,n.

Por otra parte, el conjunto iEc»- ﬁ(O,S) es un compacto de U, luego
sup {ID™1(qof) (z) (x, by, ... h )1/ z& Ke~B(0J),xeLhjeH) <+ (2
De (1) y de (2) se sigue que existe Mg,n > 0, tal que:
sup {| D™*!(@of) (z) (x, h1, ... hn) I/ z€ K¢, xeL,hyeH}<Mon
Como (K), € K. (0.14.7),
sup {I D™1(@of) (txp + (1-t )Xq) (Xp-Xq, hy, ..., hy) I/ p,qe N h; eH,te [0,1]} < Mon
Por otra parte, en virtud del teorema del valor medio, sip,q& N yh;, h,, ..., h e H,
| (D f(xp) (hy, hy, ..., hy) - D™(xq) (hy, ha, ..., hy) ) I =
= ID"(gof) (xp) (hy, hy, .., hn) - DY(@of) (xg) (hy, ha, ..., hy) | € Mg lix;, - xI.

Asi hemos demostrado que para cada ¢ € F’, el conjunto

D"f(x,) (h.,....h,) - D"f(x,) (h,,....h,
{(P( (xp) (h, Il) I(xq)(1 ))/
Xp = Xl

es un conjunto acotado de R, y por consiguiente, el conjunto

p.q€ N,xp:txq,hie H}

{ Df(x;) (h,....hy) - D'f(xg) (h,.....hy)
lix, - x4l
es un acotado de F. Luego existe una costante Y, > 0 tal que

IID“f(xp) (hy, .., h) - D“f(xq) (hy,, ) Il < ¥, ||xp - qul, hy, hy,....hy € H,
lo que implica que

/p,qe N,xpatxq,hie H}

(]
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sup { Il (D“f(xp) - D"f(xq)) (hy,...h )/ h,eH} <7y, lep - qul, p.q € N.

iv) Supongamos que para cada @€ F’, gof € E, (U,R). Paracadan =0, 1, 2, ..., para
cada subconjunto U-acotado B y para cada ¢ € F’, el conjunto
{ (D"(x) (h), hy, ... h))/ xeB,lIbli<1)
es un acotado de IR, y por tanto, el conjunto
{ D"f(x) (hj, hy, ...,h )/ xeB lhii<1)
es un acotado de F, luego
sup { ID"f(x)Il / x € B } <eo.
Para demostrar que existe
lim D"f(x)

x—0

xeB

por la topologia B en Ly("E,F), se razona como en iii), con minimas variantes, teniendo
en cuenta las propiedades (0.9.7) y (0.14.7).

En [Co-2] se demuestra que " si E es un espacio de Hilbert real, dada una sucesién
{An}:=0, donde A € L ("E,F),n =0, 1, 2, ..., existe una aplicacién f de clase C* de
EenF, tal que

Df(0) = A,, n=0,1,2,...."

Pensamos que el teorema de Borel cuando E es un espacio de Banach de
dimensién infinita estd todavia sin resolver. Nuestro préximo objetivo consistird en dar
una variante del citado teorema. En particular se verifica el siguiente resultado:

1.15.Proposicion.- Sea A, € L("E,F), n=0, 1, 2, ... Existe una funcién
feE, (U,F), tal que
D"(0) = A, n=0;1,2,..

Antes de pasar a la prueba de la proposicién, realizaremos algunas observaciones y
demostraremos algunos lemas previos.

Observaciones.-
1.16.- Como la topologia compacta abierta en L ("E,F) es menos fina que la topologia

B, en virtud de la observacién 1.10, si la proposicion 1.15 es cierta, existe una funcién
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fe E_ (U,F), tal que
D™(0) = A, n=0,172"

1.17.-Si¢ € E’yn € N, se designard por ¢" el elemento de L ("E,R) dado por:
¢"(hy, .hy) = 0(h))..0(h),  heE.

1.18.Lema.- Seanp € E', A e Ls(“E,F), o € C(R) y A un nimero real positivo.
Se considera la funcién f de E en F, definida por:

f(x) = a(A 0(x)) A(x).
Entonces f es de clase C”en Eyparacadake N con n2k2>1,
D*f(x) (h,,...h ) =

k
) kp k- -
= sym (Y, () o Proco) A ¢“’r’p). AK) ") (hy, o),
p=0 ’
hy, ..., h E.

Demostracion.- En virtud de la regla de la cadena y de la férmula de Leibnitz se

tiene que f es de clase C™ en E. La expresion para las derivadas se obtiene a partir de
los siguientes resultados:

o) Paracadan21yh,, h,, ..., h €E, aplicando la regla de la cadena, [A-M-R,91]
Da(d 6(x))] (hy, .. b)) = A" oA 9(x)) o(hy) .. (h,).
B) Paracadap>1, x,h, ..., h, € E [B-5.1,73]
D'A(X) (hy, ..., hy) = A®) (b, .., hy) sin2p

n!
(n-p)!
PA .

y D A®X) (hl, - hp) =) sin<p.

Como consecuencia de o) y B) y de la férmula de Leibnitz

D f(x) (h e} =

k
= sym () ) @Paoc) 17 0”

p=0

) AR T) (hy, b)),

1.19.0bservacion.- Si f es la funcién definidaen (1.18) y n2k 2 1,
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Kk
k k k-p) kp kP Al n-p
IDfE)N < pzo () 1P o)t A ligl e lxl

En particular, si o es una funcién de soporte compactoen R y
i)
M= su sup { la’(t) 1/ te R
o [sup { loc'(®) I/ 1]

se tiene:
: kp L KPHIAI
k kY o & P A n-p
IDfx)II < M A ol ——= Il
ZO S !
La observacion resulta inmediata a partir del lema anterior y del hecho de que:

Isym, (A)I < HIAI, A € L("EF).

Demostraciéon de la proposicion 1.15.- Sea o una funcién real de clase
C*=en R y verificando:
- sop (o) € (-2,2)
-a(t)=1, te[-1,1].
Paracadan =0, 1, 2, ..., se consideran los niimeros reales
M, = sup [sup { kxi)(t )/ te R }].
0<j<n

Sea {A_},_o una sucesi6n de nimeros reales, tal que
A, 2 méx { M,_ A lln! 22 n! ), n=0,1,2, ..

Por dltimo, sea ¢ € E” con ol =1 y ¢(x) >0 paracada x € U. Se define,
para cada n = 0,1,2, ..., la aplicacién f  de E en F, por:

£(x) = ;1,— a0(x) A (x).

En virtud de (1.18), las funciones f_e C™(E,F). Resulta inmediato que para cada
conjunto B, acotado de E y paracadan,k € N
sup { lIDkfn(x)Il /x€B } < +oo,

a) Sea B un subconjunto U-acotado; existe una serie convergente de numeros

reales positivos,i a, , que depende de B, tal que

n=3

If_ (Ol < 6(x) a,, n23 y xe B.
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En efecto, en virtud de la proposicion 0.12, existe una costante jL = 1 con

Ho(y) = liyll, y € B.
Sea x € B; para cadan € N con n 2 3, puede ocurrir:

i) o(x) 2 %— , en cuyo caso a(A, ¢(x)) =0, y por tanto, f (x) = 0.

ii) O(x) < % ; entonces

If,oll < ;1,- loe(h, O G)HIA N Bxl™ < }-11'— M, 1Al g™ (@x)" <

< M, AN p" 2— ¢(x) <

)\’ n
= < 0(x) <
2" T an 2" A’

pn H
< 0x) ¢(X) o>
n.

En ambos casos, si x € B y n > 3, se tiene

IOl < (1)(){)i
n - 2n *

b) Sea B un conjunto U-acotado y k € N, k > 1; existe una serie convergente de
nimeros reales positivos, i a, , (depende de B y de k), tal que
n=k+3
ID* ()l < ¢(x) an, xeB y n2k+3.

En efecto, sea p = 1 tal que

~

K ox) 2 lixll, X € B.
SixeByn2k+3,por(1.18)

D*f,(x) (h,, .., h) =

= symk(Z()a P 0000 Ay 0" 4,00 )y, . ).

)

Puede ocurrir:

i) o(x) 2 % , €N Cuyo caso ak'p) A0(x))=0,p=0, 1, ..., k, y por tanto

n
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k
D) (e )

. 2
i) ¢(x) < == entonces
Ay

n-p
kp AN Ixl

k
IDE, el < Z () 160000 1 Ay ” ol (n-p)!

npl

< 00 Z (M7 1A ™ 2

k-p "A “ n-p (¢(x))n'P <

IA

:F"

(x)Z( M, 2" 1A) £ xn

< 6(x)n! M, 2" A W ¢(x)zﬁn W

n-k

A

< o)

En cualquier caso, sixe By k> 1,

k c“
IDf,(x) < ¢(x) = , n2k+3.
2

c)Paracadak 20
- k _
J‘1_1’1{)1 ID £ (x)- AkII =0
x€E
1)Sik=0,

£, (x)-Ayll=1 a(?toq)(x)) Ag- A = HANI a(kOQ)(x)) -11
Ahora bien, como

TSipe {0,1,2,..,k },setieneque n-p=n-k=3.

2Comopn =21y n-p21 setiene u™P < u™, Por otra parte, como n > k,

k
Y () <+ 1)K <l
?0' r
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Tim ok 0(x) =1
xe E
se verifica que
xl_l’H)l If,(x) - A ll =0.

xe E

ii)SixeEyk2>1,

IDE (x) - Al < z () P 000 6N (k ST A (0T oA =
p=0
- K\ _k-p) kp k-p k-p 1
= 1at,000)- 114, + 2, (1) o Pa,000 % 07 4,00 b <
p=0 ’
! _ A Il k.
< 1A 1a(uo6) - 11+ ) () 16570 000) _ﬁ !
p=0 i
y como
lim PAoe)=0, p=0,1,2,.. k1, y
xeE
Ii =1
lim (k,000)
xeE
se obtiene

o mk _
lim IDf,() - Al =0.

x€E

d) Sean n y k niimeros naturales con n < k. Entonces
lim ID f,(x)ll = 0.

x -l
X—Y

xeE

En efecto,sin<k,x € E
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n n-p
D01 < 1 Y, () o P00 et gR i)

= (n-p)!
Ky | _kp) kp AN Ixl
lot | bt o R
Z () 1P 0en1 2,7 2
y como
lim P 0x)=0, p=0,1,2,..n,
x—0
xeE
se deduce que
lim ID*f,(x)ll =
x—0
xe€e E

e) Paracadak € N ycadan>k,
lim ID*E,(x)ll =

x—0
xe E

i))Sik=0,n>kyxe€E,
A

_ A x) n A
I, = 1 a(hd(x)) —2= I < Ixl” —= M,

Comon =1,
iim Hf,(x)ll =0.
x—0
xe€ E

1)Sik21,n>k yxeE

%
ID 0Nl < Z ) 1aP0000) | 2T por T Il

< @p)!

< lixl Z )M, xﬁp "A“" i

y por consiguiente,
lim ID“f,(x)ll = 0.

x—0
x€ E

3DPA (x)=0 si p>n.

4si n>k21,n-p2n-k21
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f) Paracadak =0, 1, 2, ... y para cada conjunto U-acotado B, la serie funcional
n=0

converge normalmente en B.

Por a) y c), existe una serie i a,, convergente, de nimeros positivos, tal que
n=k+3

IDX x)l <¢(x)a, n2k+3, xe B.
Por ser B un subconjunto acotado de E, existe M > 0 tal que
sup {0(x)/xe B} <M,

luego
ID*,(x)l <Ma, n>k+3, xeB. (1)
Teniendo en cuenta que las funciones D"fn son acotadas en los acotados de E,
k+2
Z sup { ||Dkfn(x)|[ i xe B} <oo, ()
n=0

(1) y (2) implican el resultado.

g) Sifes la aplicacién de U en F definida por

)= ), £,(x),
n=0

f es de clase C* en U y, ademds, para cada conjunto U-acotado B

sup { ID*f(x)Il/ x € B } <+e, k=0,1,2,.. 3)
En efecto, como los compactos de U son subconjuntos U-acotados, ia serie
Y D, k=012 ©)
n=0

converge uniformemente en los subconjuntos compactos de U. Aplicando el cldsico
resultado de convergencia de una sucesién de funciones de clase C*™ [Mu,104] se
obtiene que f es de clase C* en U y ademds,

D f(x) = 2 D(x), xeU y k=1,2,..

n=0

Como en f) se ha demostrado la convergencia normal de la serie (4) en los conjuntos B,
donde B es un conjunto U-acotado, (3) resulta inmediato.
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h) Para cada conjunto U-acotado B y para cada nimero natural k,
lim D(x) = A,.

x—0
xe B

Sean k = 0 y B un conjunto U-acotado. Por a) y b) existe una serie, Z a, , de nimeros

n=k+3
positivos tal que

IDXf (x)Il <¢(x)a,, n2k+3, xe B.
Entonces si x € B, se tiene

ID"F(x) - Al <

P

=1 oo
< D I, + ID% 0 - Al + IDE, Goll + IDE,Goll + Y ID,00ll <

n=k+3

=1
1l
(=}

k-1 oo
< 26 ID*,00ll + IDE,(0) - A + D, GOl + DY, G0Nl + 0(0) ) a.

n=k+3
Por d)
k-1
im Y I D, I = 0.
x—0 n=0
x€eE
Por e)
lfim I DE,(x)1=0, p=k+1,k+2.
x—0
xeE
Por ¢)
: k _
x1_1’%1 IID fk(x) - Akll =0,
xeE
Por ultimo,

lim ¢(x) E a, =0.
x—é% n=k+3
X €

Esto concluye la demostracion.
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1.20.Notacion.- Sea U un abierto convexo de un espacio de Banach E sobre K
(K=RoQ)y a un punto de Fr(U). Se denotard por B, al conjunto
{a+A(z-a)/ Ae (0,1]}.

Es inmediato probar:

o) Si B es un subconjunto de E, B es U-acotado si, y sélo si, B-{a} es (U-{a})-
acotado.

B) Si B es un subconjunto de U, B_-{a} = B~{a}.

1.21.0bservacion.- El clasico teorema de Borel para funciones definidas en
intervalos de la recta, se puede obtener a partir del resultado de Carleman sobre la
existencia de funciones analiticas con desarrollo asintético prefijado. En [Ca,31], se
prueba que si D es una bola abierta del plano complejo, dados n puntos z,, z,, ..
distintos dos a dos, de su frontera y n series de potencias numéricas

o5 Ty

00

Z Cp,V (Z - zp)V’ p= 1’ 2) sy I, (1)

v=0
existe una funcién compleja f, analitica en D y admitiendo (1) como desarrollos
asint6ticos. A partir de [Wa,40], se obtiene que para cada compacto K de D, cada
p=1,2,.,n ycadam=0,1,2, ..,

lim D™f(z) = m! Com
Z—PZP
ek

Las proposiciones (1.25) y (1.26) de esta memoria, generalizardn los dos
resultados anteriores en el contexto de espacios de Banach complejos, hecho que nos va
a permitir demostrar la proposicién (1.15) cuando U es un abierto convexo y acotado
de E, para n puntos distintos de su frontera.

1.22.Lema.- Sea E un espacio de Banach sobre K (K = R 6 C) y sean

ay, A, ooy Ay elementos de E, distintos dos a dos. Existen un polinomio Q € P(E,K) y
una costante M > (), tales que
Q@) =1, Q(aj) =0 para j=2,3,..,p

P
Q) < MJTH z-al.
=2
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Demostracién.- Para cada j = 2, 3, ..., p, existe X; € E’ con v & (a, - aj) #0. Se
define
X (Z - 2,) ... Xp(Z - 2p)
x,@-a) .. xp(a-ay)
Obviamente, Q(a;) =1, Q(aj) =0paraj=2,3,..,p. Ademids,size€e E

PR PR
P

1‘; (a,- a)l =
i

Q@) =

z€ E.

Q) <

lz-all
)

y ésto demuestra el lema.

1.23.Lema.- Sean E un espacio de Banach complejo, U un abierto convexo de
E.

a)Siae Fr(U)ype Esontalesquell o ll =1 yparacadax e U,Re (@(x-2a))>0,
entonces para cada subconjunto U-acotado B, existe 1> 1 con
Ix-all < plox-a)l, xe B,
B) Sean a,, , a,,..., a_, elementos de Fr(U); existen @;, @, ..., ¢, € E’, tales que:
I 9 =1, =12 ..p
Re ( (pj(x - aj) )>0,paracadaxe U, j=1,2,..p.

Demostracién.- o) El conjunto V=U- {a} esun abierto convexo de E y
0 € Fr(V). Por (0.13), para cada subconjunto V-acotado H, existe L > 1 tal que para
cada x € H se tiene que:

Ixll < plex)l

Sea B un subconjunto U-acotado; por (1.20), B-{a} es V-acotado. Ademds, si

x€B,, x-aeB-{a} = B-{a}, luego
Ix-all <plo(x-a)l

B) Basta considerar, para j = 1, 2, ..., p, el abierto Uj - {aj} y aplicar (0.11).

1.24.Proposicion.- Sean E y F espacios de Banach complejos, U un abierto
convexo y acotadode Ey ay, ay, ..., &, elementos de Fr (U), distintos dos a dos. Para
cada j=1,2,..p, yparacada n=0,1, 2, ..., sea AJTl e L("EF). Si ¢,, 9,, ...,
®,. sonelementos de E” que verifican las condiciones del lema 1.23, existe una
funcién f e ¥ 5(UJF) 3, tal que para cadaj=1,2,..,p,yparacadam=0,1.2,..,

5 ¥5(U,F) denota el espacio vectorial de las funciones holomorfas y acotadas de U en F.
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se tiene

162)- S @ A (z-a)
lim = —
Y k@ilz-al

donde:
1) s; designa el cardinal del conjunto { he N/1<h<p, (ph(aj) =@,(ay) ).

P
2) 9@ = [Jo,(z-2), zeU.
h=1

3) X; es la funcién definida en U por
1, si s.=p
v.(z) = { D
i 1 oz-2a), sis<p
o2y (2)

Demostracién.- Supongamos en primer lugar, que el resultado es cierto para

abiertos contenidos en la bola ﬁ(O,l/ 2), y sean U un abierto convexo y acotado de E,
2y, 8y, ..., &,, PUNtOS de Fr (U), distintos dos a dos y @, @5, -.., ?p elementos de
E’, que verifican el lema 1.23; para cada j=1,2,..,p y cada n=0,1,2, ..,

sean AJ,, € L ("E,F). Por ser U un abierto acotado, existe R > 0 con U C IOS(O,R).

El abierto convexo V =5_1E U, estd contenido en la bola ﬁ(O,l/Z). Para cada j =1,

2, ..., p, sean

4
b =3

los puntos b, b,, ..., b, estdn en Fr (V). Por otra parte, para cada j = 1.2,..., p,
y paracada n=0, 1, 2, ..., consideremos el elemento Bi, de Ls(“E,F) definido por
B, = 2R)" A, ;
1) Los funcionales P15 95 e Py verifican las condiciones del lema para el abierio V y
los puntos by, by, ..., bp.
2) Paracadaj=1, 2, ..., p, el cardinal del conjunto
(he N/1<h<p, q(b)=9,b,) ),

es precisamente s,

Como estamos suponiendo que el resultado es cierto para abiertos contenidos en la
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bola B(0,1/2), existe una funcién g € %5(V,F), tal que

m Al
Il g(z) - ¢(z)B, (z-b) |l
lim gﬁ : = 0.

b m + s;

ey @l Iz-bl

Sea f la funcién definida en U por
= z
f(zy=2R g( R )

La funcién f € ¥ g(UF) y size U,

I f(z) - Sb o(z) A:( (z-a)l

m+s,

Ixj(z)l Il z - ajll

2RI g(55) - qua\zR)Ak( 2RJ )2R)" I

'j = - m+s. m+sj
(2R) %(ﬁ)' Ilﬁ-bjll (2R)
b g(=2) ky_b«p( )Bk(—-b)ll
= m+p-1 m+s; ?
@R) " () 1 - b

de donde se deduce que f verifica la proposicidn.

Demostraremos ahora el resultado para abiertos U contenidos en 103(0, 112).

Por el lema 1.22, existen Q;, Q,, ..., Qp € P(E,C) y costantes positivas
M. M,, .. Mp, tales que:

Qi(ah) = aiha i, h = ls 2s L) p’ y
P
Q@I <M, [[hz-all, zeE i=12.,p
h=1

hi

Para cada € > 0, se define el conjunto
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P
Q= N (zeE /(pk(z-ak)at-a}

Se tiene que QE esun abiertode Ey U C QE. Ademds,si h,ke{1,2,...,p},
Re ¢, (3, -3) 20
ya que a; € Fr (U), deduciéndose que a; € €.

oo

Sea 2 o, una serie convergente de nimeros reales estrictamente positivos.
n=0

i) Por induccién sobre n, vamos a demostrar que para cada n 2 0, existe un abierto U
de E y una funcién G € (U, F), verificando:

a)Uu{a,a, e 8y }cu,.

B) Para cada j = 1, 2, ..., p, el desarrollo de Taylor de G en a; es de la forma

2 A @- aj)

k=n
siendo
i j j i, i i
A Py A A A A
— — - - - - >
Ao,o Ay Y Apn=A4A, AO,n I 1"-'\“_1'n paran21.

Vsup{l o) G, (2)NII/ zeU}<a,.
d)Paracadaze U,j=1,2,..,p, y n20

l9(z) Gy(z) I <oyl z-a I *5!
En efecto, sea 0 < €, < 1, tal que

Ah 2 ao
gl AJM, <, h=12_.p

En el abierto U, = ng , se define la funcién G, como sigue:

Siz € U,Re (ph(z -a;) >0 y por tanto,

lp,(z - a)l < Ie0 + @ (z - apl,
luego
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sup (I 9(z) Gy(2) Il / ze U} <°

g P g, 9,(z-2) Ah 2
- —0'h b | WA NI I U},
< sup { ; |£[l(<pk(z ah)||80+<ph(z-ah) | 1A 11Q@I" /ze U)

P
<Z LA M2 <
s E A My = & -
h=1

Analicemos el desarrollo de Taylor de G, en el punto a,. Se verifica que
N
Gy@) =4, ,

y por consiguiente, en un entorno de a i se puede escribir:

donde paracadak =1, 2, ..., A

Veamos que se verifica §). Seanz € U, j e { 1,2, ..., p}. Puede ocurrir:

-1<Sj<p
= Sj=1‘

Estudiaremos el caso 1 < $j < p; los otros dos casos se razonan de forma semejante. Se
tiene:

90 Gold) = 9@ (Y,

2 Ah
—_— (Q @) A, +
Oy, @) 07 Pulz-2) " ’

> % (Q(»ZA + % ((Q())A)
+ . S e
P (a)=0p (ap) €+ Pp(z-ap) t € +(P(Z a)

hej

6 Como U C B(0,1/2), si z € U se tiene | (pj(z )l <lgllllz-all<1,y

Q@ | < MZHIIZ aI? < M2

S#J
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luego

I o(z) Gy(z) I| <

€, ¢, (z-a) R
< 2 I[I oz-2)l Pl e SYESETTRINCAT o
= €, +O (z-ah) ] 0
£ (Ph(z'ah) h
* z I JI eoz-a)l I-——s",r @a) I M2 iz 1® WA I +
PO o)<, (a) 0t Pz 3y
h=j #h
g, P(z-2) N
+ 1 J] of- a)ll—I M2 A I <7
9(2)~9,(a) % +(p(Z a) ? 0
i#
BN R e e V’ QI,O s:+2
S N LA R
0 (30 (2)
o ] o =
DI lz-a " + 2 Hz-a17 <8
b

si-1
< ogllz-al0

Supongamos que para n 2 0 hemos determinado un abierto U_ de E y una funcién
G, € X (U_,F), verificando o), B), ¥) y ).

Sea0<eg ,, <1, talque
h h h h
A A A A 11+2 +1 _
e 1AL - Ag - Al em AL ITM) Sel ho1,2,p.

n+l 0,n+1 1,n+1
EnelabiertoU_,, = Qﬁml , s¢ define la funcion G, como sigue:

n+2

P £ N Ah n Ah
Gpi@ = 2, oty (A - D Ay e0) (Q@)

h=1

7 Si @;(a;) = ,(a;), entonces para cadaz € U
0,z - a) = ¢2) - ¢;(a) =@,z - ay.
8 ComoU € B(0,1/2), size U,
lz-all < 1
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Se tiene:
sup { 1 (z) G,,;(x)I/ze U} <

n ('p ) AR - Al +2
< sup 2 IH ¢ (z-2) | | +1 h® 0 G ahah) |1 A A, ?\D‘nﬂ cwm A M; }
k:th
: AB Al A" n+2
< Z el A - Agp —m A ITM <o
h=1

Analicemos el desarrollo de Taylor de G, , en el punto a:

"Paracadahe { 1,2, .., p }, consideremos la funcién L, definida en U por:
h

En+ A - AR n+2
L) = e+ ‘thz “a) (An+1(Z -qy) - kzza Ay nlZ- a’h)) (Qh(z)) .

La funcién L; es holomorfa en un entorno de a;. Sih #j, la funcién L; admite en
z=a;un desarrollo de Taylor del tipo

2 ék(z' 2)
k=n+2
La funcién L admite en z = a;un desarrrollo de Taylor de la forma:
N A =
L() = (A ae-a) - Ay @-a) - A ) + D, BLe-a.

k=n+2

Se concluye que en un entorno de a;,
j j

I\J N I\j 5 /\j
Go@ = (A - Ay -m A ) @-a) +k§ : A, (@2,
=n+

Veamos que se verifica 8). Seanz e U,j e { 1, 2, ..., p }. Puede ocurrir:

-1<sj<p.
-sj=1.
‘szp.

Estudiaremos el caso 1 <s i <P los otros dos casos se razonan de forma semejante. Se
tiene:

02 G, @ = 9@ ( 2 L,(2) + z L@ + L2 ).
P20y (2,) rph(aj})1=c9h(a,,)
#)



Ahora bien:

W lo@ Y, L@ <
Oy )0y (8,)

(z-a,) Al AR 2
<> | [oa o B T g2 AN A IM™ iz <
(@) (a) Pil2)=9i (2) + 0p(z-2y) ™ o :

< X | I oea! =22z =

‘Ph(a )#(ph(ah) ‘Pl(al)—‘P,(a )

o 2
= Zaygal™ Y [T g-ap |
‘Ph(aj)ﬂph(ah) ‘Pi(ai)=¢i(aj)

o n+2+s.
< Z %1 1z- a I ' <
O ()0, (ap)

o . (+1) +5;-1
< Y 2L 7-a
,,,,, ) o %(3)?*%(31.)

@ lo@ Y, L@l <

@n(2)=0y, ()
b
+1 (ph( ah) Al Al n+2 n+2
<> I1I (pl(z-a)|| n (_ah)|IIA+1 Ropur - Ap g 1M lza ™ <

i#h

0, (@)=0y(ay) Pi(2)=9i(2)
hae

o n+2+sj-1
< E n+l oz all <
P i)

hej

(n+1)+sj-1

o
< E Bl o aII

0 (3)=0,(2;)
h=j
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3) lo(z) Lj(z) I <

B P22
<II] oza)l | =2
0(a)=0;(a) €1 ,-(

i#j

i
I IA n+1(z a) (AO " R ?\mﬂ)(z—aj)ﬂ Mjn+2 <

< I TT o- a)l "+1 Ilz- aIl

Pi(a;0;(a;)
i#]

(n+])+sj- 1

(0
< =l 4o _all
P i

De (1), (2) y (3) se obtiene:

(n+])+sj-lw o
Il p(z) G ,,@ I < o Il z - ajII
i) Veamos que la funcién definida en U por:
f2) = ), 9(2) Gyl2)
n=0

verifica la proposicién.

En virtud de ), es claro que f € ¥%5(UF). Seanje { 1,2,..,p } yme N con

m 2 0. Como Gy, G, ...,G,, G on funciones holomorfas en a., existe 6 > 0 tal

m+1 S i)
queparacada z e ]%(aj,ﬁ),
G,@ = A, + Aoy @-2),
k=1

Aj Aj » Aj
G,@ = (Az-a) - Ay (z-2)) + D Az-2)

........................................................................

o0 AJ‘
Gy @ = D, Ay @-a).

k=m+1
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SizeUN }%(aj,S), se tiene

M /\j
f(z) - Z 0@ A z-a) =

m+1
= ( Z 9(2) G,(@) - Z sDAGE-3)) + Y, 9@ G, =
k=m+2
= I\'] AJ /\J A'l
=q)(z)(ZA0,h(z-aj)+Z A @ar.. +Z Am‘h(z-aj)+ZAm+l'h(z—aj)) + ch(z)Gh(z).
h=m+1 =m+1 h=m+1 h=m+1 h=m+2

(4) Sea 0 < r < §; definimos la funcién F . en ﬁ(aj,r) por

<, | = | =, |
F_.(2) = ZAO,h(z-ajHZ Ay @a)t . +2 Am'h(z-aj)+ZAm+1'h(z-aj)

h=m+1 h=m+1 h=m+1 h=m+1

El desarrollo de Taylorde F__, en Y serd de la forma:

A A k
B .@ = z B (z- aj), B, e PCEF).
k=m+1
Existen 0 <a<r y H >0 tales que
IF,,,(z) I<H size B(aj,a)

aplicando [Ba,37], resulta que:

1
Hlz- aju’“+ Ba o)
IF .l < , ze€ B(a,q),
me1(?) oo -l z- all) ]

luego en ﬁ(aj,a) A,
Il o(z) Fm+l(z) I <

Il z- aII

o (o - I|z all) -

<HIZ@| | T] o,z-2 |
Py(ay)=0y(2))

m+s, +1
Ilz-all

o™o-ll z - ajll) ’

< Hig ()| ze fs(aj,a)
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y por consiguiente
Il o(z) F @ Il

z—a; m+s;

| xj(z) I llz- ajll

(5)Size Uyh=m+2, en virtud de 3),

lo@ G,@ I <oy llz- a, 18-l g Bz- aj-ll m+l+s; 9
deduciéndose que

| 2 0@G,@ I Iz-al | &
s h=m+2
;lgla. . m+s; < z—;a | x (Z) | ( Z (1 =
zeU | xj(z) z- ajll zE€ U h=m+2

De (4) y de (S) se obtlcne ﬁnalrncnte

I 2) - ch(z) Ah(z a)u

z—)a m+sS.

zel) I xj(z) I hz- ajll

1.25.Proposicion.- Sean E y F espacios de Banach complejos, U un abierto

convexo y acotado de E y a,, ay, ..., a, elementos de Fr (U), distintos dos a dos. Para
cadaj=1,2,..,pyparacadan=0,1,2, .., sea A]n € L ("E,F). Existe una funcion

fe ¥, (UF) 10 a1 que paracadaj=1,2, ..,p,cadam=20, 1, 2, ..., y para cada
conjunto B, U-acotado, se tiene:

I £(z) - ifkjh(z-aj) I
h=0

m
i lz- ajll

Demostracion.- Por la proposicién anterior y utilizando la misma notacidn, si

9SizeU, Z-a; II<1.
10 %b(U,F) denota el espacio vectorial de las funciones f holomorfas de U en F, tales
que para cada conjunto B, U-acotado, se verifica
sup (I f(z)ll: z€ B } <+ee.
El estudio de tales funciones puede encontrarse en [Ba].
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)Y 1)) 1))

') 1)) 1)

}) 1)

3 ) ) ar) i)y Jo)

)) 1)) ))

)}

¥Y XY D) Y )Y ) D) X)) ) )

))

91> Py, -, @, son elementos de E” que verifican las condiciones del lema 1.23, existe

una funcién f € ¥5(U,F), tal que paramcrgdaj =1,2,.,p,yparacadam=20, 1, 2,

..., S€ tiene:
m Aj
Iz)- Y 0@ A (z-a)l

. h=0 " _o
z—»aj m+s. .

zeU I xj(z) I lz- ajll

Se define
f(z)

g(Z)=W, z € U.

i) Sea B un subconjunto U-acotado, existe una costante p > 0 tal que
lz-all < nig(z-a)l, zeB, h=12,.,p.
Por otra parte, existe p > 0 con
p<d(BE~U) <llz-a ll, zeB, h=12,..,p.

Asi, obtenemos

uP
P

p

sup{llg(z)ll/ ze B} <

ii) Sean je { 1,2,..,p} y B un conjunto U-acotado. Si he { 1,2, ..

Pn(ay) = @4(a)), para cada z € U se tiene
Re ¢, (z - aj) = Re @, (z-a,) > 0.
Aplicando el lema 1.23, existe una costante , > 0 tal que

Iz-al < Myl Qn(z-a) | = w1 @z -ay) |, zeﬁaj.

Sim=0,1,2,..y ze B,,
]

I £(z) - i(p(z) A: (z-a)l
i=0 _

m+s;

I xj(z) z- ajll

m Aj
||<p(z)(-g-(fz-))--zoAi(z-aj))||

I xj(z) I lz- ajll
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P m Aj
|H(ph(z -a) [0 g(z) -ZAi (z- aj) Il
_ ka1 =0
m-+sSs.

%@ I z-all

m Aj
| H ¢, (z- aj) | g(z) - ZAi (z- aj) Il
_ 9y (o )=on (3) = N

m+Ss; -

lz-all
J

m Aj
I g(z) -, A z-a)ll
> (1 1 i =0 ’
>4 m
0, (ah)=<ph(aj)uh Il z- ajll

De donde se concluye que:

I g(z) i Aji (z-a)l

1=0 —
Z—a, m =0
J Ilz-all
zZe Baj J

1.26.Proposicién.- Sean E y F espacios de Banach complejos, U un abierto

convexo de E y a un elemento de Fr(U). Se supone que f es una funcién holomorfa de

UenFy Z :\n(z - a) una serie entera de E en F (en z = a), tales que para cada
n=0

conjunto B, U-acotado, y paran =0, 1, 2, ...,

a A
I f(z)-ZAj(z-a) I
lim L =0, (1)
22 hz-all
zeB,

entonces, para cada conjunto B, U-acotado, y para cadan=0, 1, ..., se tiene:

lim D"'(z) = n! A,
Z—a
zeB,

por la topologia B en L,("E,F).

Demostracién.- Sin pérdida de generalidad se puede suponer a=0. Sea B un
subconjunto U-acotado, aplicando la proposicién 0.10, existen un conjunto P,
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U-acotado y un niimero real y > 0, tales que para cada z € B, se verifica:

B(zyllzll ) € P.
Sin e N y e > 0, como se verifica (1), existe un niimero real 8 > 0, tal que para cada
z € B(0,8) n P, se tiene

Il f(z) - Z Aj(z) I
=0

S €
n — .
Izl

Pongamos o = %Y ysea w € Bn ]%(O,a). Si A es un nimero complejo con

Al <yllwll y x € E con lIxll £ 1, se verifica

lw+Ax-wll = 1AL < yliwl

Tw+Ax < Iwll+1ATIxE < Iwll +yliwll = liwll (1+7) € o (1+7) =3,
por tanto, _
w + Ax € B(0,8) n B(w, yllwll ) € B(0,8) n P,

y €n consecuencia

I fw+3x) - ) Aw+ao !

j=0
n
Iw+2Axl

Por otra parte, si x € Econ |l x Il £ 1, aplicando las férmulas integrales de Cauchy
[Ba,32],

<E (2)

ﬁ DM(w) (x) - A (x) =

1 1 n 4
= i J l“"'l (f(w+Ax)- A An(x)) dA =
I =yliwl

R 'f %(f(w+lx)-ﬁn(lx))dl
M=Tiwl A

El desarrollo de Taylor de :\n en z = w, viene dado por

@ = 2, () Agw - wi,
k=0

haciendo z = w + Ax, resulta
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A (W+Ax) = Z (:) A, Wk x)k =
k=0

n-1
= z () Ay W™ Ak + A, ()
k=0

y por tanto,
n-1
A O) = Agw+2x) - D (5) A, wik )k =
k=0
n . n-1 R n-1
= D A - A wWHAR) - . B,
k=0 k=0 k=0
donde

P,A) = A (z) A, wrkxk = Akp,,
con b, € F. Se deduce entonces que

5 DPw) (- A0 =

1 I - (f(w+xx)-2,2\k(w+xx))dx
2 n+1 k=0

ﬂ:i |M='yl|wn ?"
ya que al ser ’Ax(w +Ax)y P (A), k=0, 1, 2, ..., n-1, polinomios de € en F de grado
k <n-1, resulta

n-1
L A w++RA))aA = 0.
k=0 A= 7y liwll

Finalmente, si | A | =y llwll, en virtud de (2), se obtiene

II%(f(w+7Lx)—2?\k(w+?\.x))ll =
A k=0

Ifw+Ax)- Y, A (w+Ax) I
k=0

1 n
= Ilw+Ax I <
I ™ Iw+Ax I
n
1 - - E(1+'Y)
S——— (1 +Y Wl = —/——,
(ylwi ™! e Y+ fwl

y por consiguiente
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1 e+
2n L g

I o7 Dfw) (0 - A0 1l 2y liwll =

1+ Y .n
Y ’y

desigualdades vdlidas para cadaw € B n ﬁ(O,a) y para cada x € E con lIxll <1, de

donde se obtiene

= &

lim D"(z) =nl A_
z—0

zeB
por la topologia § en P("E,F), lo que implica que

lim D(z) = n! A_
z—0

zeB
por la topologia B en L ("E,F).

1.27.Proposicion.- Sean E y F espacios de Banach complejos, U un abierto

convexo y acotado de E, a,, a,, ..., a_, puntos distintos dos a dos de Fr(U), y para
cada p=1,2,..,n yecadaj=0,1, 2,.. A? = Ls(jE,F); entonces, existe

f € ¥, (U,F) tal que para cada subconjunto U-acotado B de E,

im D@z = A, p=12..0 j=0,12,..
-

zeBap

Demostracion.- Resulta inmediata a partir de las proposiciones anteriores.

1.28.0bservacion.- Tal como indicdbamos en (1.20), vamos a aplicar las
proposiciones anteriores en la prueba del siguiente resultado:

1.29.Proposicion.- Sean E y F espacios de Banach reales, U un abierto
convexo y acotado de E, a,, a,, ..., a , puntos, distintos dos a dos, de Fr(U) y

para cada p=1,2,..,n, y para cada j=0,1,2, .., A? € L ("E,F). Entonces,

existe una funcién f € C*°(U,F), tal que para cada subconjunto U-acotado B,
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lim D¥f(x) = A}J , p=1,2.,n j=01,2,..,
p

X —a

X eBap

por la topologia B en Ls(jE,F).

= Y e A

Antes de pasar a

. s

lemas previos:

1.30.Notacion.- Sea E un espacio de Banach real; se denotard por E; el
complexificado de E. La norma en E, serd la definida por:

Il x + iy "E¢= inf {lejlllzjll:x+iy=z kaj, Z EE,?»J-ECE }.

Las propiedades relativas al complexificado que se utilizardn en la memoria pueden
encontrarse en [B-S.1,69] y en [Ru,7].

1.31.Lema.- Sean E un espacio de Banach real, U un abierto convexo y acotado

de E, w un punto frontera de U y R un nimero real positivo tal que U C l%(O,R).
Entonces:

DU+1 ﬁ(O,R) es un abierto convexo de EcyweFr(U+i ﬁ(O,R) ).
ii) Si B es un subconjunto U-acotado de E, B es (U +1 ]%(O,R))-acotado enEg.

Demostracion.- 1) Es obvio que U + i ﬁ(O,R) es abierto y convexo; ademds, en
virtud de la desigualdad

Ix +iy g, < lxllg + liyllg, x,y €E,
se tiene que U +i ]OB(O,R) es acotado. Por iltimo, existe una sucesién {x,},—
de puntos de U que converge hacia wen E. Entonces la sucesién converge hacia
wen Eg,y weFr(U+iB(OR)).
ii) Sea B un subconjunto U-acotado en E. Existe p > 0 tal que
d(B, Fr (U)) > p.

Por tanto, si x € B se tiene que ﬁ(x,p) CU.Comox#0y UC 103(0,R), ha de ser
p <R. Veamos que

ﬁ%(x,p) c U+iB(OR).
Seaa+ibe §E¢(x,p):
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Ix-a-ibll<p
lo que implica
Ix-all<p y bl < p,
luego ae ﬁ(x,p) CU y be ﬁ(O,p) < ﬁ(O,R), y por tanto

a+ibe Bx,p)+iBO,p) cU+iBOR).

1.32.Lema.- Sean E y F espacios de Banach reales, U y V abiertos convexos de
Etalesque 0 e V.Sife (U +iV, Fg), la funcién

fl = (TC]_Of)lU
es analitica en U ( &, y , denotan las proyecciones de Fg en F).

Demostracién.- Si a € U, por ser f holomorfa en U + iV, existe una bola

ﬁEq:(a,r) c U +iV, tal que

S D' o
?(z) = Z n!( ) (z-a)!: zZ€ BE¢(a,r)
n=0
y la serie converge uniformemente hacia fenlabola ﬁEc(a,p), O<p<r.
Paracadan=1,2, ..., D“?(a) € L¢ ("E¢ ,F¢). Como
Fg¢ = F+iF=2FxF
y puesto que la proyeccién ©t; de Fg en F es continua, se tiene que mt,0D"f(a) es
continua en Egx o, xEg. Por otra parte, la aplicacién nloDn’f(a) es n-lineal real de

E¢x 1), XE¢ en F. Consideremos ahora la aplicacién g;, definida en E xV. x E,
como sigue:

(xl, Xyy wens X,) —9 nloDWf(a) (xl, Xy wees x,) € F

Se verifica entonces que g> € Ly("E,F) ysix € 1°3E¢(a,r) nvu,
?(x) = ulo?(x) + nzo?(x) =

=2 (nloDﬁ(a) x-a)' +in DHa) x-a)') =

y S—
e n!

) a . n oo D?
=Z—g’%(!—2 +12 E2oﬁ (x-a,.IQ,X'a),

|
n=0 n=0 5
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Se deduce que para cada x € ﬁE ¢(a,r) nuU
(x-a)
f00) = mpehn) = ), Bt
n=0 ’
y que D“fl(a) = nloD“?(a)IEx_rp_xE , n=0,1,2,.... No ofrece dificultad comprobar

que la ultima serie converge uniformemente en cada ﬁ(a,p) CE, O<p<r.

Demostracion de la proposicion 1.29.- Existe R >0 tal que U C 103(O,R).
Consideremos el abierto fJ =U+ iﬁ(O,R) de Eq. Se tiene que fJ es un abierto convexo
y acotado, ademds, a,, a,, ..., a, son puntos de Fr(U) (1.31).

Paracadap=1,2,..,nyparacadaj=_0, 1,2, ..., existe KT € Ls(jE([,Fa:), tal

que
~P : P
Klgx 9 g = A; [B-S.1,70]

Como consecuencia de las proposiciones (1.25) y (1.27), existe una funcién
fe 3 (U,F), verificando que para cadap=1, 2, .., n,cadaj=0, 1, ..., y cada
subconjunto H, fJ-acotado, se tiene

im  D'fz) = A
ay j

XEH‘p

por la topologia B en L.(E,F¢).En particular, si B es un subconjunto U-acotado, es
U-acotado, luego

por la topologia B en L,(E¢,Fq).
Por otra parte (1.32), la funcién f = (nlof)IU es analiticaen U y paracada j =0, 1,

2, ..., Dif(x) = JtloDj’t:(x)IEx.j_)_xE, x € U. Teniendo en cuenta que se verifica:
~P : P
7c1"Aj lgy xE ~ Aj ’

s ~P ~ ~P
y I moDf(x) - TtloAj I < Il ll Il DM(x) - Aj IIE(I,

se obtiene el resultado.

56




J. Kurzweil, en [Ku.1] demuestra un teorema de aproximacion en espacios reales
de Banach separables, para los que existe un polinomio real continuo P, que verifica:

PO)=0 e inf{IPX)I: lIxll=1}>0.

Utilizando una técnica semejante a la dada en [Na,28] para funciones definidas en

RR"y en [Co.2] para funciones definidas en un espacio de Hilbert, vamos a demostrar
que el teorema de Borel se verifica en espacios de Banach, sujetos a la condicién
impuesta por J. Kurzweil.

1.33.Proposicion.- Sea E un espacio de Banach real para el que existe un
polinomio real P que satisface:

PO)=0 e inf{IPx)I: lxll=1}>0. (1)
SiA, e L("EF),n=0,1,2, .., existe una funcién f € C*(E,F) tal que
D(0)=A,, n=0,1,2,..

Si el espacio de Banach E satisface (1), entonces se verifican los siguientes lemas:

1.34.Lema.- Existe un polinomio real Q, tal que
Q0)=0 y Qx)=21 si Ixll>1.

Demostracién.- Como P(0) = 0, podemos escribir
P(x) =P;(x) + Py(x) + ... +P(x), x€E
donde P, € PCEF),i=1, 2, ..., m. Se tiene que:
inf { P;(x)2+ ..+ P (x)?, Ixl=1)}=%>0.
El polinomio
QW) =2 (Py(0)” + .. + Pp()”)

verifica las condiciones, yaque six € Ey lIxll > 1,

Qx) =Q(lIxl -X-) =
lixll

(i’ P (E 4+ IxI” Py (X)) >

L
X il I

1l o x
= X Q(lell) ok
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1.35.Lema.- Sea f € C>°(E,F) con DPf(0) = 0, 0 < p < n. Para cada € > 0 existe
una funcién g € C*(E,F), que se anula en un entorno de 0, y tal que

sup ( sup (I D'f(x) - D'gx) I/ p=0,1,2,...,n}} <€
XE

Demostracién.- Sea o una funcién real, de clase C*° en R y verificando:
oax)=0 silxl<1/2.
i o(x)=1 silxl>1.
i) a(x) 20, x € R.

Para cada & > 0, se considera la funci6n hg, definida en E como sigue:

hye) = a(Q(3)),
donde el polinomio Q verifica las condiciones del lema anterior. Si lxll = 1, 0oQ(x) = 1

y como Q es un polinomio continuo, sus derivadas sucesivas estdn acotadas en B(0,2);
en virtud de la regla de la cadena, se obtiene que

sup { I DP(oQ) (x) I/ x€E} =M, <+e, p=0,1,2, ..., n.
a) La funcién hg se anula en el abierto

{xe E/ Q(%)< }.

1
4
Silixll = 3, Q(%) 2 1, luego hg(x) = 1. Se deduce entonces que para cada p =1,
2, ..., n,y para cada x € E con lIxll = §,

DPhg(x) = 0.
b) Para cada > 0 se define la funci6n gz en E, por

g5(x) = hs(x) f(x).
Se tiene

p . .
D’g,(x) = sym, ( D () Dhx D7fx)), p=0,1,...n, xeE.
=0

Llamando
M =0§ggn { sup [(f) Mj/ j=0,1,..,p } }

para cada x € E con lIxll < §, se verifica:

P . .
1D°g, 0 Il < z(;(:’) I Dh(0) I ID” £ I <
j=
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p

<Y % R

=0
¢) Como DPf(0) =0,p =0, 1, 2, ..., n, por la férmula de Taylor, para cada € > 0,
existe r € (0,1], tal que si lIxll <,

IDf) Il <e Ixll < er™®, p=0,1,2, .1,
y por b)
L i)
ID'gell <M Y, el —— =
=0 r
=peMr ’ < peM, para lixll <r.
Asi se ha demostrado que

lim sup { I D'g.x) I, Ixl <8/ p=0,1,2,..,n} =0.
5—0 b

d) Sipe {0! 1,2,...,]1}
sup ( ID"f(x)-Dg(x) I/ x€ E} =

= sup { | Dpf(x) - nga(x) I/ Ixll<d} <
< sup (IDf) I/ IxN<8)+ sup (HD g0 I/ Ixll <3 )

y puesto que ambos sumandos tienden a cero cuando d tiende a cero, existe un & > 0 tal
que la correspondiente funci6n g verifica las condiciones del lema.

Demostracion de la proposicion 1.33.- Para cada m = 0, 1, 2, .., se
considera la funcién f_, definida en E por:

£ (x) = Z — A
p=0 P’
Se tiene que f_ € C™(EJF), y

1 A
100 - ) = T r A0,

luego,
DP(¢f_.,-f)0)=0, p=0,1,2,..,m

Por el lema 1.35, existe una funcién g € C*°(E,F), que se anula en un entorno de 0 en
E, y tal que
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sup [ sup (ID(,,,, - £) () - D'g,0l/p=0,1,.,m}} <

Nai,_.

No ofrece dificultad demostrar que la serie
fo+ 2 (fm+1 ~fm - 8m)
m=0

define una funcién f € C*(E,F). [Mu,104].
Ademds, paracadape N,p2>1,

D) = D D - fn - ) X0,
m=0

y como
p .
D (fm+1-fm'gm) 0 =0 sim2p, y

p+l

se concluye que
D'f0) = A, p20.

Observaciones.- Sea E un espacio de Banach real, que verifica las hipétesis de

la proposicién 1.33. Si U es un abierto convexo de E, con 0 € Fr (U) y k es un nimero
natural, la demostraciéon del lema 1.35. se puede adaptar para obtener los siguientes
resultados:

1.36.- Sea f € CX(U,F) y tal que para cada subconjunto U-acotado B,

lim Dfx)=0,  j=0,1,..k

x—0

xe B
por la topologia 3 en Ls(jE,F). Entonces, para cada conjunto U-acotado B y para cada
e> 0, existen g € Ck(U JF) y 8> 0, tales que g se anula en f’»(O,S) nUy

sup {ID'g(x)-Dfx)Il / xe B} <€, j=0,1,..k

1.37.- Sea f € CX(U,F). Se supone que
lim Df(x)=0, j=0,1,..k
x—0

xeU
por la topologia B en Ls(j(E,F). Entonces, para cada € > 0 existen g € cXU.p y 08>0,
tales que g se anula en 103(0,8) nUy



sup { |l ng(x) -Djf(x) Bl xe U} 56, i=0:1 ..k

1.38.- Todo espacio normado real de dimension finita verifica las condiciones de

1.33. ( pues el espacio R" las verifica) y por tanto, en un espacio normado de
dimensién finita son ciertos los resultados 1.33, 1.35, 1.36 y 1.37. Ademds, si U es
un abierto convexo de R", 0 € Fr(U) y k es un nimero natural, se demuestran

teoremas andlogos a 1.35 y 1.37 sustituyendo las derivadas totales por derivadas
parciales hasta orden k.

Como consecuencia de estos resultados se obtienen los siguientes teoremas de
aproximacién, en un espacio de Banach, real y separable E, para el que existe un
polinomio continuo P, verificando las condiciones de 1.32. En el resto del capitulo, E

serd un espacio de Banach real y separable y U un abierto convexo de E con 0 € Fr(U).

1.39. Proposicion.- Sea f una funcién de C(U,F), para la que existe
lim_f(x)
x—0
xeU

Entonces, para cada € >0 existe una funcién g € C™(U,F), verificando:
o) sug (Ifx)-gx)l/ xeU} £¢
X€E

: : P _
B) Existe }(1_1’_)1’10 Dgx), p=0.1,2..
xeU
Ademis, si f es acotada en los conjuntos U-acotados, también lo es g.

Demostracion.- Sea € > 0; en virtud de (1.37), existen una funcién
GeC(U,F) y r>0, tales que G se anula en 103(0,r) nU y
£
I1Gx)-fx) Il <5 -
sup ) -fx) Il =5

Definimos en ﬁ(O,r/ 2) u U, la funcién
G(x) sixeU

) =10  sixe BO.L)

Obviamente, la funcién h es continua en U U ﬁ(O,r/2). En virtud de [Ku.1], existe una

funcién g, analiticaen U U ﬁ((),r/ 2), tal que
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sup { Thx)-gx) I/ xe Uuﬁ(O,%) } < %

Es inmediato comprobar que la funcién g verifica el teorema.

1.40. Proposicion.- Sea f € C(U,F); se supone que para cada U-acotado B,
existe

lim f(x)
x—0

xeB

Entonces, para cada € > 0 y para cada U-acotado B existe una funcién g € C*°(U,F),
verificando:

o)sup { Hf(x)-gx)l, xe B} < e

B)Existt  lim Dg(x), i=0,1,..
x—0
xe B

Demostracién.- Sea B un subconjunto U-acotado y € > 0.
a) Supondremos, en primer lugar, que
lim f(x) =0

x—0

xeB

Como consecuencia de la observacién 1.36, existen una funcién h € C(U,F) y
una bola abierta B(0,1) tales que h se anulaen B(O,r) n U, y

sup (1 fx)-hx) Il / xe B} < %
La funcién h verifica las condiciones de la proposicion anterior, y por tanto, existe

una funcién g € C*°(U,F), verificando
1)sup {Hg(x)-h(x) Il / xe U}< 5

: , j "
2) Existe }(“—?0 Dgkx), j=0,1,2,..

xeU
Entonces:

sup { I f(x)-g(x) I/ xe B} <

<sup (Ifx)-hx)ll / xe B)+ sup{lgx)-h(x)Il / xeU} <e
b) Si
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lim f(x) = b,
x—0
xeB

la funcién F(x) = f(x) - b estd en las condiciones de apartado a), luego existe una
funcién G e C*°(U,F) verificando que:
sup (I F(x)-G(x)Il/ xeB)}<e
y existe
lim D'G(x), i=0,1,..

x—0

xe B

La funcién g(x) = G(x) + b resuelve la cuestion.

1.41. Proposicion.- Sean U un abierto convexo de R", con 0 € Fr (U), y f

una funcién real de clase C¥ en U verificando que para cada « € N™ con 0 < la| < k,
existe

lim D% (x)
x—0
xeU

Para cada € > 0 existe una funcién g, analitica en U, tal que:
1) Existe

n

}(fin)o Dag(x), ae N
xe U

2)  sup {IDx)-D%x)I/xe U} < &
lal<k

Demostracion.-El resultado se demostraré en dos etapas.
1) Se supone, en primer lugar, que
lim Df(x)=0, 0< lal <k
x—0
xeU

Seae >0, con% > k. Por la observacién 1.38, existe g € CX(U) que se anula en

ﬁ(O,S) n U, verificando
sup { ID%(x)-Dgx)| / xe U} < ¢
o<

Consideremos la funcién G, definidaen Q=U uU 103(0,5/2) por:
G(x) = g(x) sixe U.
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G(x)=0 six e B (0,5/2).

La funcién G es de clase C* en Q. Sea { la funcién definida en Q por {(x) = % En
virtud del teorema de aproximacién de Whitney [Na,34], existe una funcién h, real y
analitica en L, tal que

sup {ID*G(x) - D°h(x)I /xe Q } < &, si 0<lod <k.
Entonces, la funcién h es analitica en U, existe
lim D°h(x), ae N" y
x—0
xe U

I D*f(x) - D”h(x) | < I D f(x) - D e(x) Il + I D%g(x) - D*h(x) I

= I D%(x) - D%g(x) I + IDGx)-D*hx) Il < 2¢, xeU.

i) Supongamos ahora que
, o _
}(1_11:0 Df(x)=Ay, 02 lax | <k
xeU

Aplicando el resultado obtenido en i) a la funcién
a 1 o
F(x) = f(x) - (Ao"' zAa X +..+ Z = Agx®)

lal=1 lal=k
existe una funcién h, analitica en U, verificando que
a) Existe lim D’h(x), ae N".
x—0

xe U
b) sup { I D°F(x)-D*h(x) I/ xeU) < &, si 0<lad <k

La funcién
gx)=hx) + A + ZAa X+ ..+ 2 ?i-'—Aaxa

lal=1 lal=k
es analitica en U, existe el limite en 0 de todas sus derivadas y
sup { I D*(x)-D%x) I/ xeU } < €, si 0<lod <k.



2. TOPOLOGIAS SOBRE LOS ESPACIOS E,(U,F) Y
E_(U,F).

En este capitulo E y F representardn espacios de Banach reales y U denotard un
abierto convexo de E tal que 0 U y0&U.

En 1.8 hemos introducido los espacios vectoriales E; (U,F) y E. (U,F). Las
topologias que usualmente se consideran sobre espacios vectoriales de funciones de
clase C* [A], [Bt],[Lla] y [Me], llevan de forma natural a la definicién de topologias
localmente convexas sobre los espacios Ey, (U,F) y E. (U,F). El objetivo del capitulo,
una vez definidas las topologias localmente convexas sobre los citados espacios, serd el
estudio de determinadas propiedades de las mismas.

En primer lugar, y puesto que va a ser un resultado de uso constante en el
desarrollo del capitulo daremos, a modo de observacién, una aplicacién del cldsico
teorema del valor medio para funciones diferenciables Fréchet entre espacios de
Banach.

2.1. Observacion.- Sea f € C>°(U,F) y M un subconjunto de U. Supongamos
que:
a)ysup { I fx)Il / xeM } <eo.
b) Para cada niimero natural n 2 1 y cada compacto K de Ex ™) xE,
sup {sup {ID"f(x) (y) I/ ye K} } <+oo

xeM
c¢) Para cada niimero natural n 2 0, existe
z 1 e
xh_% D f(x) = A,.
xeM

por la topologia compacta abierta en L ("E,F).
Entonces:

1) Paracadaxe M ,
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() - Ayl < sup (IDf(y) I /ye M} UIxI.

2) Para cada x € M , cada niimero natural n > 1 y cada compacto K de Ex ™ xE,

sup I D"f(x) (h) - A (h) I < L lixll,
xeK

siendo
L =sup{l D"“f(y) I/ ye M} sup { IIhIII Ilhnll / heK}.

Demostracion.- Para cada niimero natural n 2 0, el conjunto
(Df(x) /xe M)
es acotado en ( Ly(™E,F), ty) y por consiguiente, es acotado por la topologia B en
L,(™E,F) (0.5), luego
sup { ID"fx)Il /xe M} <+, n=1,2,..

1) Si x es un elemento de M , la aplicacién gox- de [ 0,1] en F, definida por
gox(t) =f(x), te(0,1]
20x(0) =Ag

es obviamente continua en [0,1] y derivable en (0,1]. Aplicando el teorema del valor
medio [D,156] a la funcién g ,, se obtiene:

I£(x) - Agl =N gy (1)- g, (O <

< su(% ’ Il Df(tx) (x) I < sup {IDf(Y)Il / ye M}l xI.
te(V,

2) Sin2>1, hes un elemento de Ex ™) xE y x es un elemento de M, la aplicacién
8n.xn de [0,1] en F, definida por

g.xn(t) = D(tx) (h), te (0,1]
gn,x,h(o) = An(h)

es continua en [0,1] y diferenciable en (0,1]. Ademds, paracadat e (0,1]
Dg, ,u(t) = D™ f(tx) (xh).

Aplicando el teorema del valor medio a la funci6n g, , ;, resulta:
Il D"f(x) (h) - A,(W) Il = I B d~E ,h(O) I <



< sup NID"™f(x) (xh) I <
te (0,1]

< sup{ll D" f(tx) I/ te (0,17 ) lixl Ih, I ... bl <
< sup { 1 D™ () I /ye M} Ixl il ... Iyl
donde h = (h;, hy, ..., h_).
Sea K un compacto de Ex ™ xE, entonces
supll D"f(x) (h) - A, (h) Il < L IIxll, xe M,
hekK
siendo

L =sup{ID"f(y)l/yeM } sup {lihll..lIIh}l/ he K}

2.2.Definicion de la topologia B en E, (U,F).- Sean f € E, (U,F), B un
subconjunto U-acotado y n un niimero natural. Como existe
lim D"f(x)
x—0
xeB
por la topologia B en Ly("E,F), existe 8 > 0, tal que
sup { IDx)Il, xe BnB(0,8)}) < + (1)
Por otra parte, el conjunto B ~ ﬁ(O,S) es un conjunto U-acotado (0.9.7), luego
sup { ID"f(x)ll /x € B ~B(0,8)) < +oo @)
De (1) y (2) se sigue que
sup { IDf(x) Il / xe B} < +eo.

Resulta inmediato probar que para cada conjunto U-acotado y para cada nimero
natural n 2 0, la aplicacién Py . de E, (U,F) en [0,+) definida por

me(f) = sup { ID"f(x)Il /xe B )

€s una seminorma.

La topologia B en E, (U,F) ser4 la definida por la familia de seminormas:
{ Py . / B es un subconjunto U-acotadoyn =0 }

Obviamente, el espacio vectorial topol6gico asi obtenido es separado y en virtud de
(0.8) es también metrizable.

2.3.Definicion de la topologia 1y en E. (U,F).- Seaf e E  (UF), K un
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conjunto compacto de U y n un niimero natural . Como existe
lim D"f(x)

x—0

xeK

por la topologia T, en Ly("E,F), se tiene:
i) Existe 8 > 0 tal que

sup (1 fx) I / xe KN B0} < = (1)

como el conjunto K ~ B(0,5) es un compacto de U (0.9.9),
sup {1 f) Il / xe R~B(05) } < +oo @)
De (1) y (2) se sigue que
sup {If(x)Il / xe K} <+eo

ii)) Sin 21 y H es un compacto de Ex Mx E, existe 6 > 0 tal que

sup { qy(D"f(x)) / xe KN B(©0S) ) =

=sup {sup{IDfx)(M)I /heH)) <1 (3)
xe KnB(0,8)

Por otra parte, el conjunto K ~ B8(0,5) es un compacto de U y como la topologia  en
L,("E,F) es més fina que la topologia 1, resulta que la aplicacién

xe K~B(05) — D%x) e (L(EF),1,)
€s continua y por tanto

sup { q,(D"f(x)) / xe K~ B(0,3) ) =

=sup {sup{IDFx)(W)Il /heH}) < 4
xe K~B(0,5)

De (3) y (4) se obtiene que
sup {IDfx)(h)ll /xe K, he H}} < .
111) Si K es un compacto de U, la aplicacién Px de E_ (U,F) en [0,%0), definida por:
pK(f) =sup {lf(x)ll / xe K}
€S una seminorma.

iv) Si K es un compacto de U, n > 1 y H un compacto de Ex ) xE, la aplicacién p -
de E. (U,F) en [0,0), definida por:
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P, = sup (IDfx) M / xeK, he H)

€S una seminorma.

La topologia 7, en E_ (U,F) serd la definida por la familia de seminormas

[pR/ K compacto de U }U{ P . H/K compacto de U, n > 1, H compacto de Ex ™ x E}

Es inmediato que el espacio vectorial topolégico asi obtenido es separado.

2.4.0bservaciéon.- Si E es un espacio normado de dimensién finita, los
espacios E, (U,F) y E_ (U,F) coinciden como espacios vectoriales (1.11) y las

topologfas 1, y P coinciden en E, (U,F).

2.5.Proposicion.- Si E es un espacio de Banach de dimensi6n infinita, la
topologia que induce T, sobre E, (U,F) es estrictamente menos fina que la topologfa

en E, (UF).

Demostracién.- Es obvio que el espacio E, (U,F) es un subespacio vectorial de
E_ (U,F) y que la topologfa B en E, (U,F) es més fina que la topologia inducida por 1,
en E, (U,F).

Veamos que existe una sucesién de elementos de E, (U,F) que converge hacia 0
por la topologia T, y no converge hacia 0 por la topologia .

Por ser E un espacio de Banach de dimensién infinita, existe una sucesion
{¢, ) a1, de elementos de E’, verificando:

e =1, n=1,2, ..

PB) La sucesién converge débilmente hacia O en E”.

Puesto que la topologia débil 6(E",E) en E” y la topologia de la convergencia
uniforme sobre los subconjuntos compactos de E inducen la misma topologia sobre los

acotados de E” [Sch,88,90], la sucesién {@_},_; converge hacia 0 en la topologia
compacta abierta de E”. Por otra parte,

Do,(x) = @, n=12.. xe B

D'p,(x) = 0, ij>1, n=1,2,.., xeE

y por tanto, {®,_};—; es una sucesi6én de elementos de E, (U,R) que converge hacia 0
por la topologia 1,

Sin embargo, la sucesién {¢_},-; no converge hacia cero por la topologia B de
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E,(U,R), pues para cada subconjunto U-acotado B,
Py (@) = sup {IDg,(x) Il : x e B} = lgll =1, n=1,2,..

Sea b € F con b # 0; la sucesién {f };_; , de funciones de E, (U,F), definidas
por:

f(x) =9 (x)Db, n=1,2,..., xelU
resuelve la cuestion.

De la identidad de los conjuntos acotados en los espacios (Li("E,F),t,) y
(L,(™E,F),B ), se obtiene la siguiente proposicién:

2.6.Proposicion.- El espacio E_ (U,F) coincide con el espacio vectorial de las
funciones f e C*(U,F) tales que para cada compacto Kde Uycadan=0, 1,2, ...,
existe

lim D"f(x)
x—0

xeK
por la topologia B en L ("E,F).

Demostracién.- Es pricticamente inmediato demostrar que el espacio vectorial
definido anteriormente, es un subespacio del espacio vectorial E_ (U,F).

Reciprocamente, sea f € E_ (U,F) y veamos que para cada compacto K de U y
cada nimero natural n,

lim D"f(x) = D"f(0)

x—0

xeK
por la topologia B en L("E,F).

Sea {xp] ;°=1 una sucesién de elementos de K que converge hacia 0 y consideremos
el conjunto

D"f(x,) - D"f(0
¢ - [ PR DO
lepll
Si H un compacto de Ex“.f'.l)xE, como f € E_ (U,F),
H(f) =sup {ID*fx) ()l / xe K, heH} < +oo,

5 p=1,2,...}

pK N+l
luego el conjunto
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(D"™f(x) / xe K}

es Ty-acotado en L("*'E,F) y por tanto,

sup (ID™'fx) I/ x € R } < +eo.

En virtud de la observacién 2.1., si T es un compacto de E x R x E, como x_ € K,
mi= 152 =

sup { I D™(xy) (h) -D™(0) (h) I } < L lIxyll,
heT

siendo

L = sup {ID*™f(y)ll / yeK } sup {lIlh)ll .. IhJl / heT]}.
Asf hemos demostrado que el conjunto C es acotado en L ("E,F) por la topologia

compacta abierta y por consiguiente, acotado por la topologia B. Existe entonces H > 0
con:

I D*(x,,) - D(0) I < H lix_ll, m=1:2. ..
deduciéndose que

-

lim D"f(x,,) = D"(0)

m-—)eo

por la topologia B en L ("E,F), lo que implica que
limD"f(x) = D"f(0)

x—0

xeK
por la topologia 3.

Por la proposicién anterior, en el espacio E. (U,F) se puede introducir una nueva
topologia localmente convexa, intimamente relacionada con la topologia @ sobre
C*(U,F). [Lla,65].

2.7.Introduccién de la topologia u en E, (U,F).- Sean f € E_ (U)F), K

un conjunto compacto de U y n un nimero natural. Como existe
lim D"f(x)
x—0
xek

por la topologia B en L ("E,F), existe & > 0 tal que:

sup { I D(x) I / x € RnB(0,5) } < +oo (1)
Por otra parte, el conjunto K~ IOS(O,S) es un subconjunto compacto de U, luego

sup { 1 Dx) Il / x € K~B(0,) } <+eo )
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De (1) y (2) se sigue que:

sup { IDf(x) Il / x € K } < +oo.
Para cada subconjunto compacto K de U y para cada nimero natural n 2 0, la
aplicacién p - de E_ (U,F) en [0,), definida por:

pKn(f) =sup { ID(x)Il / xe K
€s una seminorma.
La topologia u en E_ (U,F) serd la definida por la familia de seminormas

{pKn/ K compactode Uyn =0 }.

El espacio vectorial topolégico asf obtenido es separado.

2.8.0bservacion.- Si E es un espacio normado de dimensidn finita, las
topologias u y T, coinciden en E_ (U,F).

2.9.0bservacioén.- Si E es un espacio de Banach de dimension infinita, la
topologia u en E_ (U,F) es estrictamente mds fina que la topologia 1.

Demostracién.- Resulta inmediato demostrar que la topologia u es mds fina que la
topologia T,. Veamos que es estrictamente mds fina.

Sea (@}, una sucesién de elementos de E*, de norma 1, y tales que:
lim ¢, (x) =0, para cada x € E.
n—oo

En (2.4) se ha demostrado que dicha sucesién converge hacia 0 en E; (U,RR) por la
topologia 1,. Ahora bien, para cada compacto K de U,

Pe 1((p") =sup{lIID"p, (x)II/ xeK} =gl =1, n=1,2,..

lo que demuestra que la sucesién {¢_},_, de elementos de E; (U,R) no converge

hacia 0 por la topologia u.
Sea b € F con b # 0; la sucesién {fn]:;l , de funciones de E_ (U,F), definidas por:
f(x)=¢,(xDb, =12 ., xa8l]

resuelve la cuestion.
2.10.Proposicioén.- Sea E un espacio de Banach de dimensién infinita. La
topologia que induce u en E, (U,F) es estrictamente menos fina que la topologfa f.

Demostracién.- Es obvio que la topologia B es mds fina que la topologia u en
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E, (U,F). Veamos que B es estrictamente mds fina que u en Ej (U,F). Realizaremos la
demostracién en varias etapas.

i) Los espacios (E_ (U,F),1y) y (E_ (U,F), u) tienen los mismos conjutnos acotados.
Es inmediato probar que todo conjunto acotado en (E_ (U,F), u) es acotado en

(E. (U,F),1p) . Reciprocamente, sea I C E. (U,F) , un conjunto acotado por la

topologia T,

o) Para cada compacto K de U existe una constante My > 0, tal que
pK(f)=sup{I|f(x)lI/ xe K} < M, fe .

B) Para cada compacto K de U, cada niimero natural n = 1 y cada compacto H de
Ex ™ xE, existe My 11 >0, tal que

Pp. @ =sup (IDF) I/ xeK yeH} < Mg,y fe,
deduciéndose que el conjunto
{Df(x)/ xeK, fe M }, n21

es acotado en (Ly("E,F),T,); por tanto, es acotado por la topologia B en Ly("E,F).
Existe Ly | > 0, verificando:

sup {ID"(x)Il / xeK,feM } <L,
luego

p K(f) < Mgy fem
p&n(ﬂ = sup {ID(x) I/ xeK} <Ly, fem
ii) Existe un subconjunto acotado de (E,, (U,F), 1) que no es acotado en E, (U,F) por
la topologia .
Sea {®,)}n=1 una sucesién de elementos de E’, de norma 1, verificando:
rlllm_n(Pn(K) =0

cualquiera que sea x € E y sean a € U y r >0 tales que fi(a,Zr) c U.
Consideremos la funcién f de E en R, definida por:

= 2n
0 = ), (0,x)) .
n=1
y sea g la funcién de U en E definida por

g0 =(x-a) 2

En (1.11) se demostr6 que fog € E_(U,R). Para cada n = 1, 2, ..., consideremos la
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funcién g_de E en R, definida por:

5
g, (x) = X(‘Pj(x))-]-
=1

Para cadan =1, 2, ..., g € P(E,R). Ademds, la funcién g og € E (U,R). La
sucesion { gn}:=1 converge hacia f en E; (U,R). Por tanto, el conjunto
Mm ={g/n=12..}

es un acotado en (Ep (U,R ),Ty), sin embargo, para cada n 2 1, existe x, € B(a,r)
(1.12), tal que:

Il g og(x) Il > ( % >
lo que prueba que TN, no es acotado en (E, (U,R),B).
Por qltimo, se prueba sin dificultad que el conjunto { h, / n=1,2,..}es
acotado en (E, (U,F),t,), pero no es acotado en (E, (U,F),B), donde

”
h, (x) = z(cpj(%(X-a)))Jb,
j=1

siendob € F, con b # 0.

Se demostrard a continuacién que los espacios (E_ (U,F),1y), (E. (U,F),u) y
(E, (U,F), B) son completos. La prueba se basa en la completitud del espacio

(C*(U,F), ®). La completitud del espacio (C*°(U,F), 17" ), se puede obtener como
una consecuencia de las proposiciones 5, [Me,273] y 3.2.10 de [Lla,74]; la
demostracién no la hemos encontrado en la bibliografia manejada. Por este motivo se
incluye en la memoria una prueba basada en el articulo [Me].

Observaciones.
2.11.- Seaf € E_ (U,F), K un compacto de U, n 2 1 y H un compacto de

Ex ”xE. La aplicacién de (K u {0}) x H en F, definida por:
(x, h) —>D"f(x) (h)

€s continua.

2.12. Sean E y F espacios de Banach reales y U un abierto de E.
i) Si K es un compacto de U, denotaremos por p la seminorma en C*(U,F), definida
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por:
pg() = sup { I fx)II / xeK }, f e C*(U,F).
ii) Si K es un compacto de U, n 2 1 y H un compacto de E x ™ x E, denotaremos por
Pk o 1 12 seminorma definida en C*°(U,F), por:
Pran® = sup { IDM(x) () I / xeK, yeH}, f e C*(UF).
La familia de seminormas
{px/K compacto de U}U({py , ;;/K compacto de U,n>1,H compacto de E x M xE},

define la topologia 1" en el espacio C*°(U,F).

2.13.- Para el caso particular de ser E y F espacios de Banach reales y U un
abierto de E, el espacio CZ"O (U,F) definido en [Me, 272] coincide con el espacio de las
funciones f de U en F, para las que existe una sucesi6n [fj}j';o de funciones,
verificando:

1) fJ e C(U,@L ("E.B),%)).
2)f, =1
3) f; es Gateaux diferenciable y Df;=f, .

De forma semejante a la observacién 2.13, al espacio CZ:,) (U,F) se le dota de una
topologia localmente convexa, dada por las seminormas:
Pk = sup (ID(x) (y) I/ xeK, yeH},

cuando K varia en los compactos de U, n 2 1 y H es un compacto de E x MxE.
En la proposicién 5, [Me,273], se prueba que el espacio localmente convexo
definido anteriormente es completo.

2.14.Proposicion.- El espacio (C*(U,F), 1) es completo.

Demostracion.- Sea {fj },e, una red de Cauchy en (C*=(U,F), ). Aplicando
[Me,273], 1a red converge hacia un elemento f € C?O (U,F).
Veamos que para cada j=0, 1, 2, ..., la aplicacién
D'f: U —> (EF).B)

es diferenciable Fréchet en U. Realizaremos la demostracién en dos etapas.
i) Paracadaj=0, 1, 2, ..., 1a aplicacién

Djf U '% (Lg(lEaF)’ﬁ)

es localmente acotada, para lo cual, basta ver que para cada compacto K de U,
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sup {ID(x) Il / x € K } < +oo.
Teniendo en cuenta (0.6), es suficiente demostrar que el conjunto {Dif(x)/ xeK}
es acotado en L CE,F) por la topologia compacta abierta.
La aplicacionde U x E x 3 X E enF, definida por
% Y1 w0 ¥) = DIf(x) (¥1, --r ¥))

resulta ser limite uniforme en los compactos de U x E x ) xE , de una red de
aplicaciones continuas, y por tanto, continua; luego si H es un compacto de

Ex x E,
sup { Il D{(x) (yy, -.-» yyh/ xekK, (y,...y)€H) < +4oo.
ii) Para cada j =0, 1, 2, ..., la aplicacién

Df: U —> L(EFB)
es diferenciable Fréchet.
Sean x, € U, 8 > 0, tales que fl(xo,ﬁ) C U. Consideremos una sucesion {x,}-;
de puntos de ﬁ(xo,ﬁ) que converge hacia x, tal que x, # xg,n =1, 2, .... Sea
{ D'f(x,) - D'fxg) - D' fxy) x, - x,)

lxq - %, I

, =12, .. },

C es un subconjunto de L,(E,F) y demostraremos que C es acotado por la topologia
compacta-abierta. Aplicando (0.6), resultard acotado por la topologia fuerte.

Consideremos H un compacto de E x ) xE y los conjuntos:
Ky ={xlJu{x,/ p=12..}

K = (x+(1-t)y / x,yeK,, te[0,1])
K. = {x+(1-t)y / x,ye K", te [0,1])
K, = { x,-xg / p=12,..}u {0}
Ky = {x-x / xeK_}.
Obviamente, estos conjuntos son compactos en E. En particular K es un compacto
de 103()(0,5).

El conjunto H x K, x K3 es un compacto de E x*2x E, luego para cada € > 0,

existe Ay € A tal que si A = A, se tiene que

Il D2 (x) (h, ;- X, X - Xg) - DI**(x) (h, x, - X, X-%p) Il <€ (1)
paracualesquiecrahe€ H, x,x€ K_, p=1,2,..
Como Di*2f es localmente acotada en U, sin pérdida de generalidad se puede suponer
que existe M >0 tal que

I D2fx) Il < M, xe B(xgd).
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De (1) se sigue que
Il DI*2 £, (x) (h, Xp-Xp X -%g) I < €+ Mlih Il .. Il lix, - xoll 1% - xgll,
paracada h=(hy, hy,..,h.) € H, x,x€ K, p=1,2,..., y A=A,
Seape Ny A’={AeA/ L2y };sihe Hse tiene

I D'fexg) (b) - DYxg) (8) - D) (xp - 3 W1

%, - x, 2
. D'f, (x,) (h) - D'f, (x)) () - D' £ (xp) (x, - x50 1) |
eA’ I xp - %12

Aplicando el teorema del valor medio a la funcién
te[0,1] —> Dify (tx,+ (1-t) xg) (h) - D*fy(xg) (tx, + (1-1)xg, h)
para A > A, se obtiene que:

1D, (x;) () - D'Ey (x) ) - D' 6, (x ) (x, - xp W) Il <

< sup 1D g (o, + (1-1)xg) (h, x,- %) - D' £ (x) (h, xp - xp) .
te [0,1]

Aplicando el teorema del valor medio a la funcién

s € [0,1] —)Di“lfl(s[txp+(l-t)x0]+(1-s)x0)(h,xp-x0)EF,(te [0,1]),
se obtiene:

D™ g, (tx, + (1~ t)xg) (h, %y -xg ) - D' £, (x0) (h, x, - %) I <

H2
Sses}l.u Il D fl(s[txp-(l -t)x0]+(1 -s)xo) (h,xp-xo,txp+(1 -t)xo—xo) I <

< su ]II Dj+2fl(s[txp+(1-t)x0]+(1-s)xo) (h,xp—xo,xp-xo) I <

se[0,1

<Myl Ihgl .. Wl i, - xgl® + €.
donde h = (hl, h2, ”h_l)

Se deduce entonces que:
I D’f(xp) (h) - D'f(xp) (h) - D' £xp) (xp - X W) Il
I x, - x, I2 B
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e Il Djfl(xp) (h) - Djfl(xo) (h) - Djﬂfl(xo) (xp - X 1) Il
AEA” Il Xp - xOII2

2
_ e Ml - x,

= , p=12,..,
I, -x, Il
%0

y como € es arbitrario, se deduce finalmente que
j j j+1
I D f(xp) (h)-D f(xo) (h)-D f(xo) (xp = X0 h) e

II X5 = Xg 2
<M lihyll ih,ll ... Ilhjll < M sup { IIhyll lihyll ... Ilhjll / heH} <eo,

y por consiguiente,

J i j+1
- { Il D f(xp) (h) -D f(xy) (h) -D° f(x,) (x; - X, h) I

- xg I 2 A S

lo que prueba que el conjunto C es acotado por la topologia compacta-abierta en
L (E,F) y, por tanto, por la topologia fuerte en Ls(jE,F). Existe entonces L > 0, tal que

I Dfx,) - Dftxy) - D £x,) (x, - x,) |

SLix,-x I,  p=1,2.,
I xp - X, I R0 P

lo que implica la diferenciabilidad de Dif en X0

2.15.Proposicion.- El espacio (E. (U,F), 1p) es completo.

Demostracion.- Sea {f; }; e, unared de Cauchy en (E, (U,F), 14). Entonces la red
es de Cauchy en C*°(U,F) por la topologia 1. Por la proposicién anterior, la red

converge hacia una funcién f € C*°(U,F) por a topologia 1. Veamos que la funcion f
estd en el espacio considerado. Basta demostrar que para cada compacto K de U y para
cada nimero natural n, existe

lim D"f(x)

x—0

xeK
por la topologia compacta abierta en L ("E,F).
Para cada A € A, pongamos
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limDE(x) = A,, € LEF).
o

a) Lared {A;3}aea es de Cauchy en (Ly("E,F), 7).

En efecto, si n =0, para cada € > 0 y cada compacto K de U, existe A, € A tal
que si A,u> A setiene

I f,(x) - f,(x) I < g, xeK.
y por tanto,
lim 15,00 - £,0 1 = I Ag; —Ag,ll < e.
x—0 ’ ’
xeK

Sin 21, K es un compacto de U y H es un compacto de Ex ™) xE, para cada € > 0,
existe Ag€A tal que si A,u> 1 setiene

Il D, (x) (h) - D“fp(x) (h) < g, xe K, he H.
Entonces,
lim I D™;(x) (h) -D“fu(x) M = I Ayah) - A,,.u(h) I <eg, h € H.
x—0
xeK

Como lared {Apa}rea esde Cauchy en (Ly("E,F), 1), converge hacia un
elemento A, € L,("E,F), por la topologia Ty
b) imD"f(x) = A,

x—0

xeK

Sean K un compacto de U y H un compacto de E x ™ x E ; existe Ao € A tal que
Il D™(x) (h) - D“fAO x)(h) Il <€ (1)

paratodox € K,h€ Hy

Il An_M (h)-AMI <e (2)
para todo h € H. Como
imD' (%) = Ap;

x—0
xeK

en la topologia compacta abierta en L ("E,F), existe § > 0 tal que para cada
xeKnB(0,8) y h € H, se tiene que
I D™y, (x) (h) - Ay, (h) Il<e (3)
De (1), (2) y (3) se concluye que:
Il D*f(x)(h) - A (h) II < 3e
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paracada x € K n B(0,8) y he H.
c) Lared {f; }; e, converge hacia fen E_ (U,F) por la topologia T.
Sea K un compactode Uy € > 0; existe Ay € A tal que si A, p 224,
IH(x) - £,x) I < &, xeK,
luego
Il fy(x) - fx) Il <€, para A2y, y xeK.
Por otra parte, sin > 1 y H es un compacto de E x ™) x E, existe A, verificando que si
A, 124, se tiene
Pp - f) <&

Entonces, paracadax € K h € H,
Il D™, (x) (h) - anu(x) (hll< e,
lo que implica

pK,n,H(fl - f) S Ev

y esto concluye la prueba.
2.16.Corolario.- El espacio (E; (U,F), u) es completo.

Demostracion.- Sea {fj }, e, unared de Cauchy en (E, (U,F), u). La topologia u
es mas fina que la topologia 1y en E, (U,F) (2.8 y 2.9), por tanto, {f; }5e, €S unared
de Cauchy en (E, (U,F), 1p) y en virtud de la proposicién anterior, converge hacia una

funcién f € E_ (U,F) por la topologia 1,
Veamos que la red {f, }; e, converge hacia f por la topologia u. Basta demostrar que

para cada compacto K de U,cadan>1ycada €>0,existe A\g € Atalquesi A 22,
p&n(fl -f) <&

Sean K un compactode U,n>1ye > 0. Existe \g € A tal que si A, p 224, se
tiene
I D™, (x) - D", (x) Il < &, xeR.
Entonces, si hj, h,, ..., h, € Eylhll <1,
I D*,(x) (hy, by, .. h) - DE,(x) (hy, by, - h) 1< €.
SeaA’= {pe A/ pu2A,}. Paracadah, h,,...,h €E conlhll <1,

I D", (x) (hy, hy, ..., b)) - DP(x) (hy, by, . ) Il =
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= lim I D"y(x) (hy, hy, ... h)) -D",(x) (hy, hy, ..., h) I <&,
HEA™

de donde se concluye que

PK’n(fk—f)SS si A2 A,
2.17.Corolario.- El espacio (E;, (U,F), B) es completo.

Demostracién.- Sea {f,},_; una sucesién de Cauchy en (E, (U,F), B). La
topologia B en E, (U,F) es mis fina que la topologfa inducida en E, (U,F) por 1, (2.4)
y (2.5), por tanto, {f };_, es una sucesién de Cauchy en (E_ (UF), o), ¥ €n virtud

de (2.17), converge hacia una funcién f € E; (U,F) por dicha topologia. Veamos que
f € E, (U,F). Sea B un subconjunto U-acotado:

i) Sin =0, existe ny € N tal que para cada n, m 2 n, se tiene:
sup Il f,(x) - f(x) I < 1.
xeB
Por consiguiente,
I fap(X) - f(x) <1
cualquiera que sea x € B, y se deduce que
sup (Il fx)ll /xeB}<1+sup{ll fno(x)ll / x € B} < +eo,
ii) Sin > 1, existe ny € N, tal que para cualesquiera p, q 2 ny, se tiene:
Il D (x) - D () Il <1, xe B,
luego
i Dy () (hy, by, ..., b)) - DP(X)(hy, by, ..., hy) i =
= lim | D, () (hy, by, .. hy) - DM(x) (hy, by, ... hy) I <1,

pee

x € B, h;, hy, ..., h, € Econlihll <1.
Por tanto,
I D"f(x) - D (x) Il <1, xe B,
y se deduce que
sup { IDx)II / xeB} < 1+sup{IlD“an(x)Il /x€B} < +oo,

Por ultimo, veamos que para cada conjunto U-acotado B y para cada nimero natural
n 2 0, existe

lim D"f(x)
x—0

xeB
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por la topologia B en L("E,F).

Sea A, = lm D" (x).
x—0
xeB
La sucesién {A, }m=1 es de Cauchy en (L,("E,F), B).

Un razonamiento andlogo al realizado en (2.17) prueba que

lim D'f(x) = A,
x—0

xeB
por la topologia B en L("E,F) y que la sucesién converge hacia f en E, (U,F) por la

topologia .

Nuestro préximo objetivo consistird en dar una demostracién alternativa al teorema
(1.15), basada en la estructura topolégica del espacio (E, (U,F), B).

2.18.Lema.- a) P("E,F) es un subespacio cerrado de (E, (U,F), 1,).

b) Para cada n = 1, 2, ..., la topologia que induce T, en P("E,F) coincide con la
topologia de la convergencia uniforme en los compactos de E.

Demostracién.- a) Sea {P, }; ¢ , una red de elementos de P("E,F), tal que {P,; }, ¢
converge por la topologia T, de E. (U,F) hacia una funcién f. Es claro que la red
{P;l;)5e4 converge uniformemente en los compactos de U. Seana € Uy 8 > 0 tales
que ﬁ(a,ﬁ) cU.

i) La red {A, }, 4. de elementos de L ("E,F), donde Ax =P,, A € A, converge

uniformemente en los compactos dc% B(0,5) x ™. x % B(0,5).

En virtud de la férmula de polarizacién [Mu,6], se tiene:

Ay (g Xgy oen X)) = E€)& Py (@+EX; +8X) +... +E X ),
2'n! e=t1
1

X1s Xps ey X € E.

Si Ky, K,, ..., K, son compactos de % f3(0,8) yx;€eK,i=12 .,n,se

verifica:

A+EX) +EXy+ . HEX, €a+ U, (g,K; + &K, +... +g K).
1
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Para una eleccion de la n-upla (g, &,,..., €,), se tiene que:
a+g K, +eK, +..+g K C B(a,9),
de donde se sigue que lared (A, }; ¢, converge uniformemente en K, x..x K .
ii) Lared {A, }, e, converge uniformemente en los compactos de E x 5 <F.
Basta demostrar que la red {A,}, ¢, €s uniformemente de Cauchy en los

compactos de E x ™. x E.
Sean K|, K,, ..., K subconjuntos compactos de E. Existe 0 <t; <1 con

K, S+ B09),i=1,2,..,n,
luego

(1K) X (1K) % .. x (K, © L B,8) x 2 x 1 B0.3).
Si (xg, %5 . %) €K, x.xK,
A, (toX ot Xgs wusly X ) = g™ Ag (X, Xy, ooy Xp),
lo que prueba la convergencia uniforme de lared en K, x..x K .
En virtud de i) e ii), existe un polinomio P € P("E,F), tal que Pl;; =f.

b) Sean n un nimero natural, n 2 1 y P € P("E,F). Se verifican las siguientes
desigualdades:

i) Si K es un compacto de U, llamando H = K U {0}, resulta
Pe(Ply) = qy(P).
ii) Si K es un compacto de U, m un nimero naturalcon 1<m < n y Gun

compacto de Ex ™ xE, llamando H = (K U {0}) x "™ x (K U {0}) x G, se obtiene:

PK‘m'G(Plu) =
! _
= sup { = ?;n)! I A(x,..., X, h;, h,, ..., h ) I/ xe K U (0},h,h,,...h €G] <
n!
@-my P (HA(y) I/ yeH]},
siendo A = P.

iii) Sea H un compacto de E. Entonces:
qy(P) = sup { 1 A(x, ..., x) |l /x € H} <
< sup { N Ay X1 7 X5 X, € HY) =

1
n!

= = sup (I n! A(xp, ., x )l / xp,.,x, € H} =
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B |

sup { | DPP@) Xy, ... 3D £ %pp 00X, & H) S

1

= ! pK.n.Hx.I.l.)xH (Piu),

donde K es un compacto cualquierade U y A =P

2.19.Corolario.- a) P("E,F) es subespacio cerrado de (E, (U,F), B).
b) La topologia que induce B en P("E,F) coincide con la topologia fuerte.

Demostracion.- a) Sea {Pn];":l una sucesién de elementos de P("E,F), tal que

{P_ly}n=1 converge por la topologia B de E, (U,F) hacia una funcién f. Puesto que la
topologia P es mds fina que la topologia T, en E, (U,F), la sucesion {P_ly}a;
converge hacia f en E; (U,F) y como consecuencia de la proposicién anterior, existe un
polinomio P & P("E,F), tal que Ply; =f.

b) Seann € N,n2> 1y P e P("E,F); se verifican las siguientes desigualdades entre
seminormas:

1) Si B es un subconjunto U-acotado, se tiene

pB(PIU) <UIPI sup{lIxlI"/xe B}

ii) Si B es un subconjunto U-acotado y m un mimero natural con 1<m < n,
resulta:

n!
(n - m)!

Py (Ply) = sup { IlAx"™I , x e B} <
,m

n!
~ (n-m)!

ITAN sup {(Ux "™/ xeB),

siendo A = 12
iii) Por tltimo,

_ _ 1 n ~ il
ANl = T IntAll = ;IT"DP(O)" = 77 Pg (Ply).

»N

2.20.Proposicion.- Sea L un elemento del dual algebraico del espacio E, (U,F)
y B un subconjunto U-acotado. Se supone que:

o) Para cada f € E, (U,F) con D"(0) =0, n=0, 1, 2, ..., se tiene que L(f) = 0.
B) Existen un nimero natural p y M > 0, tales que

IL€)| <M sup {IDfx)Il / xe B}, feE,(UF.
O<j<p
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Entonces, para cada elemento f de E, (U,F) con
f(0) =0, Df(0) =0, ..., DPf(0) =0,
se verifica que L(f) = 0.

Demostracién.- Observemos en primer lugar que L € (E,, (U,F), B)". Sea g una
funcién real de clase C*> en IR, tal que
a) sop (g) < (-1,1).
Bygx)=1 si xe(-1/2,1/2).
Paracadan=0, 1, 2, ..., se designa por
o, =sup {ImgW()l/ teR}
B, =sup{lgV(@)I/ t eR}.
Consideremos un elemento @ de E’, de norma 1, con @(x) >0six € U.
Para cada n = 1, 2, ..., se define

f,(x) = f(x) g(n @(x)), x e U.

Se tiene:
1) f, € E, (UJF),n= 1,2, .... En efecto, si x € U, teniendo en cuenta [A.M.R,91],
k
Il DK (x) I < 2 (;‘) Il gk(n @(x)) nki @k Dif(x) Il
=0

luego, si H es un subconjunto U-acotado,

k
sup {IDKf (x)l / xeH} < Z (k) By nki p_ (£ < +eo.
0 th

Por otra parte,
Il DX (x) - DO) Il <

k-1
< 2 (}‘) | gkd(n @(x)) | nkd I DIf(x) Il +
=0

+ lgn o)) - 11 ID(x) Il + Il D¥f(x) - D*f(0) Il.

Como lim g9 (n @(x)) =0, j=0,1,2, .., k-1
x—0

xeU

y lim g(n ¢(x)) =1,
x—0
xeU

resulta que
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lim Il DX (x) - D*f(0) Il <
x—0
xe A

k-1
: k - -j
< lin Z;(j) 1849 p(x) | 043 py () +

xeH F
+ lim lgnex))-11p. (f + lim I D¥(x) - D) Il = 0.
x—0 Ak x—0
xeH xeH

Asi se ha demostrado que paracada n=1, 2,..,ycada k=0,1,2, ...,

im DX (x) = DXf(0).
x—0

xeH

ii)lim L(f,) = 0.
n—eo

En efecto, por (0.9) existe pe (0,1) que verifica:
o(x) = p lixll, xe B
Seanje {0,1,2,..,p) y €> 0. Como

lim Dif(x) = 0,
x—0

xeB
existe >0 tal quesi lIxll <& y x € B, se tiene

. g p* .
IDfx) Il < T k=01,2,..j.
akz

Por otra parte, six € B

Il Di*f(x) I < sup Il Di*+1f(ex) I lixll,
0<i<1

y aplicando sucesivamente el teorema del valor medio, resulta que
k
; €
Il Dikf(x) I < - 3
o, 2

lixIk, k=0,1,2,..,j.

luegosillxll < 8 y xe B,

i
1D 1 < 3, () IDH(x) nk ¢k gom o) Il =
k=0
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Lo k| g9 £
. Z (1 ) Il Di%f(x) | n” lg(n (P(x)'l)( (p(x))
k=0 Ip(x)

i
= Z(i) o — || Dikf(x) I <
k=0 pk IIxII
: aOIlDJf(x)II +Z()ak = I DIX(x) Il <
k=1 lell
j k
E
<£4+ () P ik = e
) k=1 u i’ o 2
Se deduce entonces que:
sup ( IDfx)Il / xeB, Ixl <8 } <e (1)

Sixe B y lxll > §, se tiene
n ¢(x) = n ud, n=1,2, ..
Por otra parte, existe ny € N tal que sin 2 n;
npd > 1,
luego,
Dkg(n @(x)) = 0, k=0,1,2,..,p. )
De (1) y (2), si n 2 ny, se tiene:
PBJ. (f) < &, j=0,1, ..,p,
deduciéndose, por la hipétesis realizada, que:

lim L(f,) = 0.
n—eo

iv) La sucesioén { f - f,},_; , pori) , verifica que

Dk (f-f) (0) = 0, kE=0,1,2,.... n1=12 ..
luego L(f - f) = 0 y por tanto,
L(f) =L(f,), n=12,..

lo que implica, en virtud de ii), que L(f) = 0.

2.21.Proposicion.- Sea L € (E, (U,F), B)’, tal que para cada f € E; (U,F)
con D*(0) = 0, n=0, 1, 2, ..., se tiene que L(f) = 0. Existe entonces un elemento

87



{uy) 5o del espacio éo P("E,F)” de forma que para cada funcién f € E, (U,F), se
n=

verifica que

(=3

LO = D u (D0

k=0
En P("E,F) se considera la topologia fuerte.

Demostracién.- Existen un subconjunto U-acotado B, un niimero natural p, con
p=1yM>0,tales que:

IL#)| <M sup {IDf(x)l / xe B}, f € E, (U,F).
O<j<p
Sif € E, (U,F), se define la funcién:

zp“ D'£0) (x)
r n! ’

h(x) = e U.
h es un polinomio y
lim D"h(x) = D"f(0), n=0,1,2,..,p,
x—0

xeU
luego f-he E,(UF) y D*(f-h)(©0) =0, n=0,1,2,..,p.
Aplicando la proposicién anterior se obtiene que L(f) = L(h).
En virtud de (2.19), laresticcién v, de L a P("E,F) es un elemento de P("E,F)",
n=0,1,2, .., p. Sise define:

1
un-—-n'v 0<n<p,
u, =0 si n>p,

se tiene que {u,};_, €s un elemento de @ P("E,F)". Ademis:

e Z BH" f(O) D" f(O)
P P
- Z # v, (D"f(0)) = Zun(ﬁ“fm) ).
n=0 : n=0

2.22.Prueba alternativa de la proposicion (1.15).

Consideremos la aplicacién y de E, (UF) en H) P("E,F), definida por:
n=
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v() = (£0), D), ... D), ...).
Obviamente, la aplicacion y es lineal y continua cuando en Ey, (U,F) se considera la
topologia B y en P("E,F) se considera la topologia fuerte. Teniendo en cuenta que los
citados espacios son de Fréchet, por [Ho, 308], si se demuestra que "y es inyectiva y
tyr( éo P("E,F)") es débilmente cerrado en (E,, (U,F), B)", resultard que y es sobre y la
n=
proposicién estard terminada.
1) y es inyectiva .
En efecto, si

A N
P=Ag+ Aj+ A+ ..+

:a:»

donde A; € L(EF),j=0,1,..,n, y
A 1 & 1 A
Q = A0+ A1+ 2_!A2+ e + FAH
se tiene que:
DIQ(O) = A, i=0,1,..,n,

y como Ql; € Ey, (U,F), se obtiene que

& PCEF) © y(E, (UF)).

Ahora bien, 50 P(™E,F) es denso en 1—1) P("E,F), luego también lo serd y( E (U,F) ),
n= n=
lo que implica que Yy es inyectiva .
i) ty( 50 P("E,F)") es débilmente cerrado en (E, (U,F), B)".
n=

Para cada k =0, 1, 2, ..., consideremos la aplicacién y, de E, (UF)en P(*E,F),
definida por

v (O = Df0).
Sea L un elemento de la adherencia débil de ty( éo P(E,F)") en (E, (UF), B)";
n=
veamos que

an Kery, C KerL.

Seafe ﬁl Ker y,. Para cadan = 1, 2, ..., el conjunto

Vo = (9 B MUR.B/ l9®-LO < 3 )

es un entorno de L por la topologia débil. Existe entonces {hﬁ];o € éo P("E,F)” tal
n=
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que

P
hy( (hn)) €V,
y por tanto,

= 1
I;h.nown(f)-L(f)l <P

luego 1L(E) | < %, p=1,2, .., yse deduce que f € Ker L.

Aplicando (2.21), existe un elemento {u,}_, de éo P("E,F)” tal que
n=

L) = Zun(ﬁnf(o)) = "( {u, )5 ) (),

n=0
obteniéndose ii).

SiE es un espacio de Banach de dimensién infinita, el espacio (E. (U,F), t)) no
es metrizable ( basta observar que la topologia que induce (E; (U,F), 1) sobre
L ("E,F) coincide con la topologia compacta abierta (2.15), [Di,25] ). Caracterizaremos

los subconjuntos acotados en el espacio (E, (U,F),T,) siguiendo el método dado por
Nachbin para espacios de funciones holomorfas [Ba].

2.23.Definicion de los espacios E 4 (U,F).

Sea &F = { / n=0,1,2,.., m=1,2, ..} una familia de subconjuntos
cerrados de U que verifican:
a)Paracadan=0,1, 2, ...

Us U F o
B) Paracadan =0, 1, 2, ..., y cada compacto K de U, existe m € N, m 2> 1, tal que
KC F, .

Observemos que tales familias existen. Basta considerar, por ejemplo, una familia
{B,,};,.; de conjuntos U-acotados y cerrados en U, verificando las propiedades i), ii)
e iii) de (0.8); entonces, si se define

Fn=8B o n=0,1,2,.., m=1,2,..,
teniendo en cuenta las propiedades (0.8.3) y (0.8.8), la familia:
F={F,,/neN mz21)}

verifica o) y B).
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Se define el espacio:

ExUF) = {feE (UF) / sup (ID(x)Il / x€F_  } <+, n20,m21}.
Resulta inmediato probar que para cada par de nimerosn € N,me (1,2, ..}, 1a
aplicacién p, . de E o(U,F) en [0,+<), definida por:

Poum(® = sup (IDY(x)I/ xeF,}, feEUF)
€s una seminorma.
La topologia T4 en E o(U,F) serd la definida por la familia de seminormas
{pn'm/ ne N m=1,2,..}
El espacio vectorial topolégico asi obtenido es separado y metrizable.

2.24.Lema.- La topologia T4 en E4(U,F) es mds fina que la topologia
inducida en dicho espacio por 1,

Demostracién.- Si n=0 y K es un compacto de U, existe me N,m2 1,
tal que K € F,, . Entonces:

PK(f) < Pom(f)-

Sin 21, K es un compacto de U y H es un compacto de E x ™ xE, existe m>1 con

K C Fn'm; entonces:

Pp ) = sup (ID(x)(h)II / xeK, heH )} <
< sug {IDx)N'} sup { UIh,ll...0h NI/ (hy,..,h)eH} <

< Mp, (f),
siendo

M = sup { Iyl ... Ihll / (hy,...,hy) € H }.
2.25.Proposicion.- El espacio ( E4(U,F), T4) es completo.

Demostracion.- Sea {fn};;l una sucesién de Cauchy en ( E&(UF), 14). En
virtud del lema anterior, la sucesi6n es de Cauchy en (E; (U,F), 1) y por (2.15),
converge hacia una funcién f € E_ (U,F) por la topologia 1,

i) f € E&(U,F).

Seann=0,1,2,..,m21.Existe ke N tal quesi j, p>k, se tiene:

sup { D"fp(x) - D“fj(x) I: xeF ]} <1l
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Entonces para cada x € an, h;,..,h, € Econ Ilhill <1

I D(x) (hy, ..., hy) - D (x) (hy, o B) 1 =

= lim Il (D",(x) - Dy (%)) Chy, ey b)) I < 1
P
y se deduce que
sup { ID(x)l / xeF _} <1 +pm(fk0) < +oo,

ii) La sucesién {fn}:=1 converge hacia f por la topologia T 4.
Seann,me N,m2>1y €>0: existe kye N tal quesi j, p 2k, se tiene:
Pn,m(fp —fj) <€
Entonces, para cada x € Fn,m, h;,..,h €E con Ilhill <lyj2k,
I D*(x) (h, ..., h)) - D*(x) (hy, ..., h) Il =

= lim I (D,(x) - D"fj(x)) (hy,...,h) I < ¢,
pe ,
lo que prueba que

pm(f-fj)S(—:, sij 2k,

Observaciones.- Sea 4 el conjunto de todas las familias de cerrados de U que
verifican o) y B) de (2.23).

2.26.- Si &, y F, son elementos de 4, diremos que la familia &, es mds
fina que la familia &, y lo denotaremos por &, 2 & ,, siparacadan=0, 1, 2, ...,
ycadaF & & existe G, ;€ F,conF , G, ..

2.27.- Dados &, & ,, elementos de 9, existe F; € J tal que &F; es mds
fina que &F; y que &F,. Basta considerar:

F3 ={FnnG,; / FonedF,, G;€F, n20, jm21}.
Como consecuencia de ésto, la relacién definida en (2.26) sobre 4 es una relacién de

preorden filtrante.

2.28.Proposicion.- a) Si &F,;,, F, e dy F, 2 F,, entonces
Eg, (UF) < EyI(U,F)-
b)Si F,,F,e dy F,2F,, la inyeccién canénica de E3-2(U,F) en
E 9~1(U ,F) es continua cuando en dichos espacios se consideran las topologias T o

Tx, respectivamente.
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OE. (UP =y Ex(UF).

Demostracion.- a) Sea f € Eg’z(U,F).‘, para cada F, ;€ &;,n20ym2 1, por
(2.26) existe G, ; € &, j=1tal que

F

nm G

n,j’
luego

sup { ID(x) Il / x€F, ., } < sup {IDM(x)I/ x€Gp;} < +eo,
y se obtiene que f € E yI(U F).
b) Seann20,m 21y p, ,, la seminorma en (E 3—1(U JF), T 3~1), definida por:
Pom(f) = sup {IDMx) Il / xeF , }, fe Eg—I(U,F)
En virtud de (2.26), existe G,; € E 3-2(U F) con Fy o © Gy 5, luego:
Pom® = sup (IDf(x)Il / xeF,, } <
< sup {IDf(x)Il / xe Gyl fe E3'2(U,F),
lo que prueba la continuidad.
c) Es obvio que yug E&#(U,F) C E. (UF). Reciprocamente, sea f un elemento de
€
E. (U,F) y consideremos, para cada par de nimeros n 20 y m 2 1, el conjunto
Fom=1{xeU/ IDf(x)Il <m}.
Fp.m €s un subconjunto cerrado de U. Ademds, paracadan € N,
Y Fom = U
Sean K un compactode Uyn € { 0, 1, 2, ...}. En virtud de (2.9) i), existe un
numero natural m 2 1, tal que

sup { ID(x)ll / xe K} € m,

y por consiguiente, K € F ..
Llamando

F={F,n/ n20,me N }
se tiene que Fe€ gy la funcién f es un elemento de E o(U,F).

2.29.Definicion.- Representaremos por Tg la mds fina de las topologias
localmente convexas en E. (U,F) para las cuales las inyecciones candnicas de
E #(U,F) en E; (U,F) son continuas, cuando & recorre el conjunto 9y en cada
espacio E (U F) se considera la topologia T -
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Observaciones.-

2.30.- La topologia tg es Hausdorff; basta observar que la topologia 1, hace
continuas las inyecciones de E&(U,F) en E; (U,F), para la topologia T4 en
E #(U,F), y por tanto, que Tg es mds fina que T,

2.31.- La topologia T coincide con la topologia limite inductivo de
(E(U,F), 15, i5)5eg, donde ig denota la inyeccion de Eg(U,F) enE; (U,F).

2.32.- La topologia T4 es bornolégica (es limite inductivo de topologias
bornolégicas).

2.33.Proposicion.- T, es un subconjunto de E. (U,F) acotado por la topologia
T, i, y s6lo si, es acotado por la topologia T;.

Demostracion.- La topologia t5 es mds fina que la topologia T, por tanto, todo
conjunto Tg-acotado es acotado por la topologia T,,. Veamos que todo subconjunto TIL

de E, (U,F) que sea T -acotado es acotado por 5. Por la proposicién 2.10, i), T es un

conjunto acotado por la topologia u. Consideremos, para cada par de nimeros naturales
n20ym 21, el conjunto
FoFn=N (xeU/ IDMx)Il <m ).
fe M
Se verifica que:

i)Paracadan20y m2 1, F, ;, es un subconjunto cerrado de U.
ii) Paracadan=>0,U = mk:Jl |

En efecto, para cada punto x € U, existe m € N, m 2 1, tal que

sup (IDM)Nl /fe M } < m,

por tanto, x € F .
iii) Para cada ne€ N y cada compacto K de U, existe me { 1,2,...} tal que
| =1 L

En efecto, el conjunto

{Drf(x)/ xe K, fe M, )
es acotado en (Ly("E,F), 1) y por tanto, acotado en norma, luego existe m 2 1, que
verifica:
sup {IDf(x)ll / xeK,feM } <m.

Entonces, llamando

F={F,,/ n20,m21},
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se verifica que Tl es un subconjunto de Eg(U,F) y para cada par de nimeros
naturales n >0, m 2 1 y cada funcién f € TN,

Pom() £ m.

2.34.Corolario.- En E_ (U,F) se tiene:
a) Ty <u< T

B) La topologia T es la topologia bornolégica asociada a T,

Demostracién.- o) Por las proposiciones 2.8 y 2.9, se tiene que T, < u. Veamos
que u < T5. Para ello es suficiente demostrar que para cada &Fe 9, la inyeccién
canénica de Eg(U,F) en E; (U,F) es continua cuando en E4(U,F) se considera la
topologia T4 y en E; (U,F) se considera la topologia u. Ahora bien, si K es un
compacto de Uy n 20, existe m 2 1 tal que

KcFm, F e &,

luego
me( f) = sup (ID(x)Il / xe K } < p, (), fe E«(U,F),
lo que prueba la continuidad.
B) Es consecuencia de que la topologia T es bornolégica (2.32) y tiene los mismos
conjuntos acotados en E_ (U,F) que la topologia 1, (2.33).

2.35.Notaciones.- Sea G un espacio localmente convexo y separado. Por
'tcO(G’, G) se denota la topologia en G~ de la convergencia uniforme en los

subconjuntos absolutamente convexos y compactos de G. El espacio localmente
convexo asi obtenido se representara por G;O. Si el espacio G es completo, la topologia

‘tco(G ", G) coincide con la topologia de la convergencia uniforme sobre las partes

precompactas de G [Ho, 235] y por consiguiente, con la topologia T, sobre G” ( es
decir, con la topologia de la convergencia uniforme sobre los compactos de G).
Ademds, si G es un espacio completo, se tiene que:

o(G,G) < ‘rcO(G’, G) < (G, G),
donde t©(G’, G) denota la topologia de Mackey sobre G, y por tanto, el dual de G;O es
el espacio G. [Ho, 235].

Si H es un nuevo espacio localmente convexo y separado, por T, se denota la
topologia sobre L(G;O,H) de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos
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equicontinuos de G”. El espacio vectorial topolégico ( L(G;O,H), T,) se denota por

GeH [Ko,268].

2.36.Proposicion.- Los espacios (E, (UF),1,) y (E. (U,R),7,)€F son
linealmente isomorfos.

Demostracién.- Basta demostrar que ( E. (U,F), 1;) es linealmente isomorfo a
Fe(E; (U,R), 1) [ Ja, 349].

La demostracion se realizard en varias etapas.
1) Se define la aplicacién de FE(E (U,R), 1)) en E_ (U,F), dela forma siguiente:
Paracada T € L( F;O, (E; (U,R), 1) ) ycadax € U, la aplicacién T, de F" en R,
definida por:
Ty(p) = T() (x), ¢eF,
es lineal. Veamos que es continua cuando en F~ se considera la topologia t - En virtud

de la continuidad de T, existen un compacto K de F y M > 0, tales que

Pm(T(CP))SMsup{!(P(y)l/ yeK}, ¢eF,
luego
IT,(@)| < Msup{lo(y)!/ yeK}, ¢peF.

Se ha demostrado asf que T, es un elemento del dual topol6gico de F;O, y teniendo

en cuenta los comentarios hechos en (2.35), T, es un elemento de F.
Veamos que la aplicacion

gr: xelU %TXE F,
es un elemento de E; (U,F). Basta demostrar que para cada ¢ € F’, gogT € E, (U,R)
(1.14). Puesto que la topologia ‘cco(F “, F) es compatible con la dualidad, para cada
peF,
o(Ty) = Tx(e) = T(@) (x),
luego @ogT(x) = @(T,) = T(®) (x), para cada x € U y ¢ € F’, obteniéndose que:
gogr = T(9) € E.(UR).
Se define entonces la aplicacién g de FE(E, (U,R), 1y) en E; (U,F), por:
g(h) = gr-

ii) g es lineal e inyectiva.
Es obvio que la aplicacién g es lineal. Por otra parte, si g(T) = 0 para algin
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TeFe(E, (U,R), 1), entonces para cada g€ F” y cada x € U,

T(9) (x) = Pogr(x) = ¢(0) = 0,
luego T(p) = 0 para cada @€ F’, lo que prueba que T = 0.

iii) La aplicacién g es continua cuando en L( F;O, (E;. (U,R), Ty) ) se considera la

topologia T, ( topologia de la convergencia uniforme en los subconjuntos equicontinuos
de F).

Seae>0;
a) Sin =0y K es un compacto de U, el conjunto

( T e Fe(E, (UR), 7)) / sup { P(T(9)) / ¢ €BO£)?°) < 1)

es un entorno de 0 en Fe( E; (U,R), 1.
Abhora bien, si

sup [ IT@) x)I1/ xe K, 9 e B(0,g)°} < 1,
para cada x € K se tiene que:
| pogy (x) | < 1

cualquiera que sea ¢ € B(0,€)°. Por tanto, gr(x) es un elemento de B(0,€)°°, x e Ky
se obtiene:

Pplep) =sup {llgr )/ xeK} <e
b) Sin>1, K es un compacto de U y H un compacto de Ex . xE, el conjunto
{ TeFe(E,(U,R), 1y / sup { Py ’H’H(T((p)) / o€ B0g)?) < 1)
es un entorno de 0 en Fe( E; (U,R), 7).
Si sup { pK,n.H(T (@) / 9eB(0,)°) < 1,setieneque paracadaxe K, h € H
y ¢ € B(Og)°,
IDY(T(¢)) (x) (h) | = | goD"gy(x) (W) | < 1.

Por tanto, Dgy (x) (h) € B(0,£)°°, cualquiera que sean x € K, h € H, y se deduce que

P. .(gr) =sup{sup (I Dgrx)(h)l/heH}} <e
KaH xeK

iv) Se obtiene la funcién inversa de g del siguiente modo:
Para cada f € E_ (U,F), la aplicacién L; de F" en E_ (U,R), definida por:

Lt (9) = @of,
es lineal. Veamos que es continua cuando en F~ se considera la topologia 'ccO(F’, Fy
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en E; (U,F) se considera la topologia T,
a) Si K es un compacto de U,

sup { 1L (@) (%) |} = sup lgof(x)| < sup { lo(y)|/ ye Ru {0} }.
xeK xeK
b) Si K es un compacto de U, n 2 1 y H es un compacto de E xMx E, puesto que la
aplicacién hy de (K U {0}) x H en F, definida por:
(x,y) —» D™(x) (y)
es continua (2.11), el conjunto G = h,( (K w {0}) x H) es un compacto de F y

Pg o@D < sup {1o(y)1/ yeG)

Entonces, la aplicaciéon L de E; (UJF) en Fe(E, (U,R), t,), definida por
L(f) = L; es lineal.
c)Sif e E; (UJF), goLL(f) = f.

En efecto, paracadaxe Uy @ e F,

O (BLD) %)) = 9 (gL9) (X)) = (gL X)) =
= o(Lpy) = Le(@) (x) = @of (x),
luego para cada x € U,
(goL)(®) (x) = f(x).

d) SiT e Fe(E, (U,R), 1y), Log (T) =T.

En efecto, si ¢ € F,

(Log (T)) (@) = (L(gp) (@) = Lg. (@) = gro® = T(P).

v) La aplicacién L es continua cuando en E. (U,F) se considera la topologfa T,
Si se consideran las aplicaciones de 1( F;O, (E. (U,R), 7)) en [0,+o0):

Py y(D = sup {1 (T@) )/ 9e Ve, xeK },
donde K es un compactode Uy V unentomode O en F,
Py = sup ([ IDAT(@) () () |/ 9V, xe K, yeH),
donde K es un compacto de U, n 2 1, H es un compacto de E xMx E y V es un
entorno de 0 en F, la familia de seminormas

{ Px v / K compactode U, Ventornode OenF } U

u { / K compacto de U, n =1, H compacto de Ex ™ xE, V entorno de O },

pI(,n,H,V
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dotaal( F;O, (E. (U,R), Ty ) de la topologia Te-
Sean, entonces, V un entorno de 0 en F y K un compacto de U. Existe € > 0 tal

que B(0,e) € V, luego V° C B(0,e)° C BF'(O%) ! Se verifican las siguientes
desigualdades:
% Py @) = sup (ILi(@ )1/ xeK, geV°} =

=sup{lo(f(x))|/ xe K, peV°e} <
<sup (@l / g=V°}p (D <l P(D.

b) Sin> 1y H es un compacto de Ex ™. xE,
PinnyLd = 5up (DML (@) )| / xeK,yeHge Vo) =

= sup { IDY@of) (x) ()| / x€K,yeH, peV°} =

sup { | (D™(x) (y))!/ xe K,yeH, peVe} <

<sup(llol/ ¢ eVe)p, (< % Pg np'D-

2.37.Notaciones.- Para cada n > 0 denotaremos por Px("E,F) el espacio de los
polinomios n-homogéneos continuos P de E en F, que verifican la siguiente condicién:

para cada x € E existe un entorno V de x en E tal que P(V) es relativamente compacto
en F. Sin =0, Px("E,F) coincide con F como espacio vectorial. [A.2, 216].
Px("E,F) es un subespacio vectorial de P("E,F).

2.38.Definicion.- Se define el espacio EE(U ,F) como el espacio vectorial de las
funciones f € E_. (U,F) tales que para cada x € U y cada nimero natural n 2 0,
D"f(x) € Px("E,F).

2.39.0bservacion.- EE(U,F) es un subespacio vectorial de E_ (U,F).
Denotaremos por u la topologia que induce en Ef(U ,F) el espacio (E. (U,F), u) yel

. s . K
espacio localmente convexo asi obtenido se representard por ( E.(U,F), u).

1 BF'(O,%) denota la correspondiente bola cerrada en F’, cuando en este espacio se
considera la topologia de la norma.



2.40.Lema.- Sif € ECK(U,F), para cada n 2 0 se tiene que D"{(0) € Px("E,F).

Demostracién.- Nos basta ver que para cada n = 1, D"f(0) ( B(0,1) x ™ x B(0,1))
es relativamente compacto en F. En efecto: supongamos que {yp};;l es una sucesién
de puntos de D"f(0) ( B(0,1) x ™ x B(0,1) ); entonces paracadap =1, 2, ..., existe
h, € B(0,1) x ™. x B(0,1) tal que D"f(0)(h) =y,

Sea K un compacto de U y {x;};2; una sucesién de puntos de K que converge
hacia 0. Un proceso diagonal prueba que existe una subsucesién {h, }iZ; de la
i

sucesion {hp}‘;:l tal que { D“f(xi)(hpj)};;l converge hacia un elemento e; € F,i=1, 2,
... Como

lim D"f(x;) = D"f(0)

1—oo

por la topologia de la norma en L ("E,F), resulta que la sucesién {e;};Z; es de Cauchy
en F, luego converge hacia un elemento e € F. Por iiltimo,
Il D*(0) (th) -ell < I D"(0) (th) - D“f(xi)(hpj) I+ D“f(xi)(hpj) -e;ll+lle-el

deduciéndose que {D"f(0)(h,)}}Z, converge en F.
i

2.41.Proposicién.- Los espacios (E. (U,R),u)eF y (EIC((U,F),u) son
linealmente isomorfos.

Demostracién.- Basta demostrar que Fe(E, (U,R), u) y ( EE(U,F), u) son
linealmente isomorfos.

La demostracién se hard en diversas etapas.
i) Puesto que la topologia u en E (U,R) es mds fina que la topologia 1, se tiene
que:

L( F;O, (E.(U,R),u)) € L( F;O, (E. (U,R), 7y ),

luego la restriccion de la funcién g, definida en (2.36) 1), a L( F;O, (E.(UR),u)) es
una aplicacién lineal de este ultimo espacio en E; (U,F). Llamaremos también g a dicha
restriccion.

ii) Paracada T & L(F; , (E (UR),u)), gr EN(U,F).
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Basta demostrar que sin 21 y x € U, D"gp(x) (103(0,1)) es relativamente compacto
en F.

Seann 21y x € U; en virtud de la continuidad de T, existen un compacto,
convexo y equilibradoJde F y 8> 0, talesquesipeF'y
sup {lo(y)!/ yeJ} <39,
se tiene que:

P (T(@) = sup (IDYT(@) Ax) I/ A €(0,1]) < 1.

El conjunto M = = J es compacto, convexo y equilibrado en F. Ademds, si pe M°,

5

se verifica:

I D" (T(g)) (x) II < 1. (1)

Veamos que si y € E, con llyll < 1, D"gy (x) (y) € M. En otro caso, existe ¢ € M° tal
que: 2

lo(D"gr(x) () | > 1, @)
pero

e(Dgr(x) (y)) = DY(@ogy) (x) (y) = DY(T(®) ) (¥),

luego (2) contradice (1).

iii) La aplicacién £ es continua cuando en L(Fc'o, (E. (UJF), u) ) se considera la
topologia Te y en E]c( (U,F) se considera la topologia u.

Sean € > 0 y K un compacto de U;
a) Sin =0, el conjunto

V = {TeFeE, (U,R),u) / sup { pp(T(®)/ ¢ € BOg)}<1)
es un entorno de 0 en Fe(E_ (U,R), u).
ParacadaxeKycadaTe V,
I(T@) )| = logr (X)) | < 1,
cualquiera que sea ¢ € B(0,€)°, por tanto, gr(x) € B(0,€)°°, x € K y se deduce que:
Py(&r) = sup { lgrx)Il/ xeK ) <e.

b) Sin 2 1, el conjunto
V = {TeFeE,(UR),u)/ sup { PKm(T(CP)) / ¢ € B(0g)°}<1}
es un entorno de 0 en Fe(E, (U,R), u).

2 M = MP°o°-
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Paracada Te€ V, x€K_(hy,...h) e ExPxE conlhll <1,i=1,2,..,n,
se tiene que:

I D(T(@)) (x) (hy, hy, ..., b)) | = 1@(D"gp(x) (hy, hy, .., h) | < 1,
cualquiera que sea ¢ € B(0,g)°.
Se deduce entonces que D"gr(x) ( hy, hy, ..., hy) € B(0,€)°°, para cada x € K,
h;, hy, ..., by € B(0,1), obteniéndose que:
p&n(gT) = sup { I D"gp(x) (hy, hy, ..., h) | / xe K,h; 103(0,1) } <&
a) y b) prueban la continuidad de g.

iv) La aplicacién g es suprayectiva.
En virtud de (2.36) iv), es suficiente demostrar que si se considera la aplicacién L

de E. (U,F) en L( F;O, (E; (U,R), 1) ), definida por L(f) = Ly, para cada f € EE(U,F)
Lee L(F;, (E (UR), v)).

Seanf e ECK(U,F), K un compactode U yn=0.
a) La imagen de (K U {0}) x B(0,1) x ™ x B(0,1) por la aplicacién H,,, definida por:

(x,hy, hy, .y h ) =—> D™(x) (hy, hy,...,h ) eF
es un subconjunto relativamente compacto de F.

En efecto, sea {yp}';:l una sucesién de puntos de H, ((Ku{0}) x B(0,)") y
consideremos, paracadap € N, (xp,hP) € (RU{0}) x B(0,1) x ™. x B(0,1), tales que:
Hy((xph?)) = ¥,

Existe una subsucesién [)g,j}i';l de la sucesién {xp};':] que converge hacia un
punto xeKU{0}.
En virtud del lema 2.40, el conjunto

{ D"(x) (y) / y e B©O,1)x ™ x B(0,1) }

es relativamente compacto y por tanto, existe una subsucesion {hij] 12; dela sucesion
{hpj};_’__l, verificando que {D"f(x) (hpj,i)}‘l”=1 converge hacia un elemento e de F.
Entonces:
I Dofx) (hp,) - € I < ID™(xp, ) (g, ) - D) () I+ 1 D™(x) (hyy) - el <
< | D“f(xpj]) -D*(x) I + Il D"(x) (hpjl) -ell,

deduciéndose a).

Existe un compacto G de F tal que H, ((Ku{0}) x B(0,1) x ™ x B(0,1)) € G,
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luego:
sup { ID"Le(p) x)I / xe K} =sup {loDM)II/ xe K} =
=sup { | p(D(x)(y))|/ xe K, ye BO,1)x ® xB(0,1)} <
<sup {loy)!/ ye G},

y se obtiene que L es continua cuando en E_ (U,F) se considera la topologia u.

v) La restriccién de L a Eff (U,F) es continua cuando en Ef (U,F) se considera la
topologia u y en L( F;O, (Ec (U,R), u) ) se considera la topologia .
La topologia de Fe(E, (U,R), u) viene dada por la familia de seminormas
{ ey / K compactode U, VentornodeOenF } U
U | pKJLV / K compactode U, n2>1, Ventornode Oen F },
definidas por:

Py = sup { I (T@)(x)I/ 9eV°, xeK}

Py ny(D = sup (IDYT@) () I / Vo, xe K }.

Sea V un entorno de 0 en F y K un compacto de U. Existe € > 0 tal que B(0,e)CV,
liego V° € B(0,6)° € Bp(0,)°.

a) Se tiene:
Pgy L = sup (ILf(@)(x)|/ xe K, peV°} =
=sup{lo(fx))I/ xe K, peV°} <
<sup{I@ll/ geVo}p () < p (D
b)Sin2>1,

Py (L) = sup {ID"(pof) x)II / xe K, peV°]} =

= sup { I p(D"(x) I/ xR, peVve) < L p (.
2.42.Corolario.- (Ei( (U,F),u) (resp. (E(U,F),t))) tiene la propiedad de
aproximacion si, y sélo si, (EE (U,R),u)®F es denso en (Ef (U,F),u), (resp.
(E.(U,R),t,)®F ) es denso en (E_(U,F),7,)) para cada espacio de Banach F [Ja,400].
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3.DETERMINACION DE FUNCIONES C*
CON COTAS PREFIJADAS

En este capitulo E y F serdn espacios de Banach reales y U un abierto conexo de E.
SiE =F =R, Ies un intervalo cualquiera de R y {M,};, es una sucesién de
nimeros reales estrictamente positivos, se define la clase C{M_ } sobre el intervalo I

como el conjunto de todas las funciones f de clase C* en I, que verifican la siguiente
propiedad: existen constantes k y B positivas ( que dependen de f), tales que:

1f2x)1 < BK"M, xel n=0,1,2, .. [R359] y [Ma,100].

En 1.912, Hadamard plantea el siguiente problema: determinar condiciones
necesarias y suficientes sobre la sucesién {M_};-, para que toda funci6n de clase C*
perteneciente a C{M, } sobre un intervalo I, que se anulase, junto con sus derivadas, en
un punto x, de I, fuese idénticamente nula. Una clase que verifique esta propiedad se
denomina casi-analitica. Carleman resolvié completamente el problema, dando una
condicién necesaria y suficiente [Ca]. Posteriormente, Mandelbrojt [Ma], Bang [Bg] y

Ostrowski [O], dieron nuevas condiciones. Kopec extendi6 el problema a funciones

C*(LF), donde F es un espacio de Banach y lo resolvi6 obteniendo las mismas
condiciones [Ko]. Cuando F es un espacio de Banach, cada una de las condiciones
siguientes es necesaria y suficiente para que la clase C{M, } sea casi-analitica:

DSi B, = }gg Mk”k , entonces 2 Bl = +oo,
- n

n=1

1/n » 1/n

2)imM, <+ 6 i lim M, = +oo, entonces
n—oo Ti=juo
Y (ge) -
Me, T
n=1 n+1

donde {M,}5_, es la sucesi6n regularizada por medio del logaritmo de la sucesi6n
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(M, )i [Ma,17].

, 1 ‘e :
3) lim Mn"rl <+o0 O si lim M, = +co, €ntonces
N—eo n—eo

Z{ (M;I)m = oo,

In T(r) TR,

1.2

400
4 SiT() = su? % , entonces J
n2 :

En lo que sigue, llamaremos condicién (c.a) a una de las cuatro condiciones anteriores.

En este capitulo se abordard el problema de las clases casi-analiticas cuando E y F
son espacios de Banach reales y U es un abierto conexo de E. Asimismo, se resuelven
ciertas cuestiones relativas a las clases casi-analiticas en el contexto indicado.

3.1.Definicion.- Sea {M, };_, una sucesi6n de nimeros reales estrictamente
positivos. Denotaremos por:

1.- CU,F{ M, } ala clase de las funciones f € C*°(U,F) tales que existen constantes
k >0y B >0, que dependen de f, con
sup { ID"f(x)II/ xeU} <P k"M, n=0,1,2,..
2.- Cyp{M, }Jg alaclase de las funciones f € C*°(U,F) verificando que para cada
compacto K de U, existen constantes k >0 y B > 0, que dependen de f y de K, tales que
sup { ID"fx)II/ xeK} <P k"M, n=0,1,2, ..
Cuando F sea el cuerpo de los niimeros reales, se escribird Ci;{M, } y C;{M_ }«,
en lugar de CU‘R (M, }y CU'R{Mn}K, respectivamente.

Observaciones.-
3.2.- CU'F[Mn] = CU_F{Mn}K.
3.3.- En general, CU'F{Mn} y CU'F{M“]K son distintos.

En efecto, la funcién e* estd en Cg {1}, pero no pertenece a la clase Cg{1]}.
34.-Laclase Cy{M, }x se puede definir también como la clase de las funciones
f e C*°(U,F) tales que para cada punto x € U existe una bola abierta ﬁ(x,S), contenida
enU,confe Cﬁ(x,&),F{Mn}-
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Resulta evidente que toda funcién que cumpla la condicién anterior estd en
Cy r{M, }k. puesto que todo compacto de U estd recubierto por un nimero finito de
tales bolas abiertas.

Por otra parte, si f € Cyy g{M_ }x y se supone que existe un punto x, € U tal que

feg Cﬁ(xo’s)‘F{Mn} para cada 8 >0 con I°3(x0,8) C U, tendriamos para cadar >0

- { “]:4:(:‘)“ [ lx-xll<8; n=0,1,2,___} 5: shgos 50,

Sea entonces p >0 tal que ﬁ(xo,p) C U; para cada m = 1, 2,

ey EXISte
nm)e N y x,€U con lx-xgll <p/m vy tal que
10" ™tx, ) I
_.._(_’fﬂ)__ m (1)
M n(m)
n(m)

Elconjunto K = { x,, m=1,2, ... } U {xq} es un compacto de U, por tanto, existen
gme {1,2,.. }, verificando:

T
IDfON o o n=0,1,2,..
Miq

lo que estd en contradiccion con (1).

3.5.Definicion.- Sea U un abierto conexo de E. Se dice que la clase Cy g{ M, }¢
(respec. Cyp{M,}) escasi-analitica si para cada funcién fe Cygp{M,}x (respec.
f e Cyp{M,} ) para la que existe un punto a € U con
f(a) =0, Df(a)=0, .., D"f(a) =0, ...
se tiene que f es idénticamente nula en U.

3.6.Lema.- Sea {M, };_, una sucesién de nimeros reales estrictamente positivos
e I un intervalo de R. Son equivalentes:

o) Cp (M, )k es casi-analitica.

B) La sucesién {M,, )} verifica la condicién (c.a.).

Demostracién.- &) 3 B) Si C;g{M, )k es casi-analitica, también lo es la clase
Crr{M,} y en virtud de [Ko], la sucesién {M,};_, verifica la condicién (c.a.).

B) $ «) Sea f una funcién de C;g{M, )k para la que existe un punto a € I con
fa) =0, Df(a)=0, ..., D'f(a) =0, ...

Para cada intervalo compacto J contenido en I, tal que a € J, se tiene f € C; (M, } y
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puesto que la sucesién {M, };_, cumple la condicién (c.a.), f es idénticamente nula en
J [Ko]. Como I es unién de intervalos compactos conteniendo al punto a, f es
idénticamente nula en I y se deduce la casi-analiticidad de la clase Cp p{Mp } .

3.7.Teorema.- Si {M;, };-o es una sucesiéon de niimeros reales estrictamente
positivos y U un abierto conexo de E, son equivalentes:

o) Cy p{M,, J es casi-analitica.
B) Cyp{M,} es casi-analitica.
Y) La sucesién {M_ }7_ cumple la condicién (c.a.).

Demostracién.- Se demostrard que @) 3 B) 2 v) > o).

a) » B) Puesto que Cyp{M,} © Cyp{M,]x, la casi-analiticidad de la clase
Cyr{My}k implica trivialmente la casi-analiticidad de Cy g{M,}.

B) # y) Sea@ e E’"con llgll = 1; @(U) es un intervalo abierto de IR. Veamos que
la clase Cgyyy p{ My} es casi-analitica. En efecto, sea g una funcién de la clase

Cou)r{My}, tal que existe un punto b € @(U), con
g(b)=0, Dg()=0, .., D"g(b)=0, ...
La funcién gog € C*°(U,F). Ademads, para cada n 2 0,
Il D"(go@)(x) I = Il D"g(p(x))og™ I < I D"g(p(x))

por tanto, go® € Cy g{M,}. Sea a un punto de U con ¢(a) = b. Entonces:
go®(a) = 0, D(go®)(a) =0, ..., D"(go®)@ =0, ...
En virtud de B), go@ es idénticamente nula en U, por consiguiente, g es

idénticamente nula en @(U). Se deduce que la sucesién {My, };—q verifica la condicién
(c.a.) [Ko].

Y) ? o) Sea f una funcién de Cyy g{M, }x tal que existe un punto a € U con
f(a) =0, Df(a)=0, ..., D"f(a) =0, ...
Veamos que f es nula en U. Realizaremos la demostracién en dos etapas.

i) Si U es un abierto convexo de un espacio de Banach E, para cada h € E, de
norma 1, el conjunto:

U ={AeR J/a+rhe U}

es un abierto convexo de R y por tanto, un intervalo. Si J es un intervalo compacto de
Uy, el conjunto

{a+Ah/ LeT)
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es un compacto de U.
La funci6n f;, definida en Uy, por:

A —> f(a+Ah)
es de clase C*° en Uy,. Ademds,siA e Upyn21,
ID, M) I = I D"f(a + Ah) (h, ..., h) I < I D"f(a+Ah) .
Entonces, f;, € CUh,F{Mn}K y puesto que D™f;(0)=0,n=1, 2, ..., en virtud de
(3.7) se tiene que la funcién f;, es idénticamente nula en Uj,. (1)
Por otra parte,
U=uv {U,/ heE, lhl=1} (2)

Enefecto,sixe Uyx #a,

x=a+(x-a) =a+llx-all 222
Ix-all

Como consecuencia de (1) y (2), f es la funcién nula en U.
i1) Si U es un abierto conexo de E, existe una bola abierta, I°3(a,r) C U. La funcion f
estd en Cﬁ(u)_F{Mn}K; en virtud de 1), f es idénticamente nula en ﬁ(a,r).

Consideremos el conjunto

D= {ze U/ existe%(z,S)cU y ﬂ‘ia(z,5)=0 }.

D es abierto en U y no vacio. Veamos que D es cerrado en U; si z; es un punto de la
adherencia de D en U, existe ﬁ(zﬂ,ﬁl) C U y un punto z de ﬁ(zo,ﬁl) n D. Entonces,
fe Cﬁ(zo'al)’F[M"} y

D"(z) = 0, n=0,1,2,..
Como consecuencia de i), ﬂﬁ(lo'sl s 0 y portanto, z; € D.

Se ha demostrado asf que D = U, luego f es idénticamente cero en U.

3.8.Teorema.- Sean U un abierto convexo de E y {M_}7_( una sucesién de
nimeros reales estrictamente positivos verificando la condicién (c.a.). Si f es una
funcién de E, (U,F) con D'f(0)=0, n=0,1,2,.., y tal que para cada compacto

H de U existen constantes estrictamente positivas B y k (que dependen de H)
verificando

sup (IDM(x)Il /xe H} < Bk"M,,

entonces f es idénticamente nula en U.

Demostracién.- Sean x € Uy f_la funcién definida en [0,1] por
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;M)
£,(0)

f(Ax), A =0
f(0)

Il

la funcién f, es de clase C*en (0,1] y paracadan >0,
D'f,(A) = D"f(Ax) (x, ™, x), Le (0,1].
Se tiene entonces que
lim D"f,(A) = lim D"f(y) (x,™.,x) = 0,
A—0 y—0
ye {x}
deduciéndose que f, € C*([0,1],F). (D
Por otra parte, existen constantes B(x) >0 y k(x) > 0, tales que
I D"(Ax) I < B(x) k(x)"M,, n=0,12,., Aie(0,1]
luego paracadan=>0, A € (0,1], se tiene

ID £, M) I < ID"x) I lIxl™ < Be) k"M, IxI"  (2)
lo que implica que:
I D, (0) Il < Bx) k(x)" M, IxII", n=0,1,2, ... 3)
De (1), (2) y (3) se sigue que f, € C[O,l],F{Mn}‘ Como la sucesién {M, } o
verifica la condicién (c.a.) y paracadan=>0 y cadax e U
D"f,(0) = 0,

resulta que f_ es idénticamente nula en [0,1]. En particular, f (1) = f(x) = 0.

Observaciones.-

3.9.- Es conocido [R,361] que la clase Cx{M, } es no casi-analitica si, y sélo si,
existe una funcién de la clase, no idénticamente nula, de soporte compacto. Atin mds, si
Cgr (M, } es no casi-analitica, para cada abierto acotado U de IR, existe una funcién de
1a clase, de soporte compacto y tal que fij; = 1.

3.10.- La clase C {M_ } es casi-analitica si, y s6lo si, la dnica funcién de soporte
compacto contenida en Cg {M, } es la funcién nula.

Demostracién.- Es obvio que si la clase Cg {M, }x es casi-analitica y f es una
funci6n de la clase, de soporte compacto, entonces f es nula en R. El resultado
reciproco es consecuencia de que las funciones de Cg {M, } de soporte compacto estdn
en Cp {M, }k vy de la observacién anterior.

3..11.- Por las observaciones anteriores, se tiene que la clase Cx (M ] (respec.
Cgr{M, }x) es no casi-analitica si, y sélo si, existe una funcién de la clase, anuldndose
en un abierto de R y no idénticamente nula.
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3.12.Proposicion.- Cg (M} (respec. Cg (M, ) ) es casi-analitica si, y s6lo

si, para cada funcién f € CEF{MH} (respec. CE_F{MH}K ) tal que existe un abierto V de
E con fly = 0, es f idénticamente nula en E.

Demostracién.- Es evidente que si la clase CE'F{Mn} (respec. Cg p{M, } ) es
casi-analitica y f es una funcién de CE'F{MH} (respec. Cg g{M, } ) tal que existe un
abierto V de E con fly, = 0, por la definicién de casi-analiticidad es f =0 en E.

Veamos la otra implicacién; si Cg {M,} (respec. Cg g{M,}¢ ) no es casi-
analitica, tampoco lo es Cg{M,_ }. Existe f € C {M, }, de soporte compacto y no
idénticamente nula. Sea ¢ € E"con llgll = 1; la funcién fop € Cg g {M, }, se anula
en un abierto de E y no es idénticamente nula en E. Por iltimo, si b es un elemento de F
con b # 0, la funcién h, definida de E en F, por:

h(x) = (fo9) (x) b,
pertenece a CE_F{MH}, se anula en un abierto de E y no es la funcién nula,
obteniéndose una contradicion.

3.13.Notaciones.- Sea {M ]}, es una sucesién de nimeros reales
estictamente positivos; sin pérdida de generalidad se puede suponer que M, = 1. Se

denotard por {M; }5—o la sucesion regularizada por medio del logaritmo de la sucesién

{Mp }5=0- La sucesi6n {M; )5, verifica las siguientes propiedades:

Il

(3.11.1) My = 1. [Ma,3]

(3.11.2) M; < M, n=0,1,2,..[Ma417]
(3.11.3) Cg{M;} = Cg{M,}  [Bgl

(3.11.4) My M7 < My, n=0,1,2,.., 0<p<n [R,359].

3.14.0bservacion.- Si U es un abierto conexo de un espacio de Banach E,

Cur(Mp} € CypiM,).
Es consecuencia de (3.11.2).

3.15.Proposicion.- Si E es un espacio normado de dimension finita, se verifica
que C{M,} (respec. Cc{M, }x ) es casi-analitica si, y sélo si, la unica funcion de

soporte compacto contenida en la clase es la idénticamente nula.

Demostracién.- Una implicacién es trivial. La otra la demostraremos en dos etapas:
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i) SiE=RPy la clase Cgp{M,_} no fuese casi-analitica, no lo serfa C {M, }; por
tanto, existirfa una funcién f € C {M, } de soporte compacto contenido en (-1,1) y tal

que f es idénticamente 1 en (-1/2,1/2). Sea g la funcién definida en RP por:
P

gx) =[] fx), X = (g5 Ky vees Kp)s

i=1
La funcién g es de clase C* y de soporte compacto en RP. Veamos que g € Cpp{M_}.
En virtud de la observacién 3.14., basta demostrar que g € C]Rp{M:}. Ahora bien,

como CR{M,T} = Cgr{M,_}, f es una funcién de la clase C]R[M:}. Para cada 1 <q<p,
sea

q
h @ =]] f&x) X = (X} Xy, oons Xp).
=1

Sean >0 y k>0 talesque

n) n (=
sup {IIf (x)II/ xe R} < Bk M, n =015 20

Para q=2 y j=0,1,2,..
i

D) 0 )

s=0

D, (x)

Entonces, se tiene que

I S
IDh I < Z(i) |€'s)(x1)| Ifs)(xz)l <

s=0

A

i
o , |
< z(i) BK M’ Bk M, < B M (2K
s =0

Por recurrencia se pruebaquesixe€ RP y j=0,1,2,..
i

1D, < Y, () 1D™h (x0 oo x, )1 1D’ 1 <

s =0
i
i p-l j-S j—s s P -
< Zo(g)a oK MBI ME < M BT p
s =

Por ltimo, como hp(g) = g(x), x € RP, se tiene que
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IDg Il < B (k' M, =0 1,2,

Como g(0) = 1, se obtiene una contradiccion.

ii) Si E es un espacio normado de dimensién p y ¢ una aplicacién lineal y biyectiva
de E en RP, si la clase Cg({M, ]} no fuese casi-analitica, no lo seria Cgp{M,} y en
virtud de i), existiria una funcién g € Cgp{M, }, no trivial, de soporte compacto.
Entonces, la funcién go@ € C{M, }, tiene soporte compacto y no es idénticamente
nula.

El mismo resultado para la clase C;{M_ }; se obtiene teniendo en cuenta que las

funciones de soporte compacto pertenecientes a las clases Cg{M, } y C{M }« son las
mismas.

3.16.0bservacion.- Si E es un espacio normado de dimensién finita y U es un
abierto conexo de E, la clase Cy{M,,} (respec. Cyy{M, )k ) es casi-analitica si, y sélo si,
la tnica funcién de soporte compacto contenida en la clase es la idénticamente nula. La
demostracion es semejante a la realizada en (3.15).

En espacios de dimensién infinita, en general, no existen funciones C* con
soporte acotado [B-F.1 y 2], salvo la idénticamente nula. Nuestro préximo objetivo,
basdndonos en el hecho de que en C; si existen tales funciones, es demostrar un
andlogo del resultado anterior para el caso E = C;,. Este resultado se va a obtener a

partir del ejemplo dado en [B-F.1,395]. Queda planteado entonces el problema de
determinar si el resultado sigue siendo vélido para espacios de Banach de dimension

infinita que contengan funciones de clase C* de soporte acotado.

3.17.Proposicion.- Sea C; el espacio de las sucesiones de nimeros reales
convergentes hacia 0, dotado de la norma del superior y {M_ }[_, una sucesién de

nimeros reales estrictamente positivos. Entonces CCO{ M, }x es casi-analitica si, y

s6lo si, la unica funcién de soporte acotado contenida en la clase es la idénticamente
nula.

Demostracién.- Si la clase CCO{Mn}Kes casi-analitica y f es una funcién de
soporte acotado contenida en la clase, existe un punto de C, en el que f y sus derivadas
se anulan y por tanto, f es idénticamente nula en C,,.

Reciprocamente, si la clase CCO[MH}K no fuese casi-analitica, no lo seria la clase
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Cr{M,)} y en virtud de (3.9), existiria una funcién f € Cg {Mp, } de soporte contenido
en (-1,1) e idénticamente 1 en un intervalo abierto (-3,8), con 0 <f(x) < 1,x € R.

Sea g la funcién definida en C; por:

oo

e = [] ), x = &pxp o xp .
i=1
La funcién g verifica las siguientes propiedades:

i) Para cada vector x0 € C; existen una bola abierta ﬁ(;o,r) y un niimero natural n, tales
que paracadax € ﬁ(;o,r), se tiene

e = [] fo) x = (o 5p0 k.

i=1
En efecto, existe n € N tal que para cada i > n,
x) e (-8/2,8/2).
Six e B(x0,8/2) ¢ i>n,
)

0 0
S .- — = =
lel__lxil+lxl xil<2+2 S.

Entonces, si x € 103(50,8/2), X = (X, X9, vy X, ...) € i>n, f(x;) =1y por tanto,

g = ﬁ f(xy).
i=1

ii) Con un razonamiento semejante al realizado en la proposicién 3.15, se prueba que
para cadan =1, 2, ..., la funcién h_ definida en C; por:

n

hn® = H f(xi): 5 = (xls X2, sesy xn’ "-)a

i=1

ertenece a la clase C ,
p CO{ M.}
iii) Para cada x0 e C, la funcién g € Cﬁ% s Myl

. . ’ . 0
En efecto, por i), existe un nimero natural n tal que si x € B(x9,8/2),es

g(x) =_ _ﬁ f(xi)-

Por tanto, glﬁ(a{, 5/2) €S de clase C* en §(£0,8/2) y aplicando ii), estd en
Cﬁ(LO,SIZ){ M.}
iv) g tiene soporte contenido en B(0,1) y g(0) = 1.

Six e Cy, x = (X, Xp5 w0y Xy =), Y I X | > 1, existe j € N tal que | X > 1.
Entonces f(xj) =0y
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g = [ ] ) =0
=1

Se ha demostrado que g es una funcién C* de soporte acotado no idénticamente
nulaen C,. Por iii) y como consecuencia de (3.5), se tiene que g € Cy{M_ }¢.

A continuacién se hace un estudio de las clases CE'F{n! Jk ¥ Cgp(n!}). Para ello
utilizaremos propiedades del complexificado de un espacio de Banach.

3.18.Notaciones.-
a) Por G™(E,F) se denotari el espacio de las funciones f de E en F que tienen
diferencial de Gateaux de cualquier orden.

b) Sif € G*(E,F) y x € E, para cada n 2 0, por 8:f se denotard la diferencial de
Gateaux de orden n de f en el punto x.

Las propiedades que utilizaremos sobre la diferencial de Gateaux de una funcién
definida entre espacios de Banach, pueden encontrarse en [B-S.1 y 2].

3.19.Proposicion.- La clase Cg {n!}y es la clase de todas las funciones
analiticas en E.

Demostracién.- Sea f € Cg g{n!} K; Veamos que f es analitica en E. Es suficiente
demostrar que f es continua, f € G*°(E,F) y para cada par de puntos a, b € E, llamando
I={a+t(b-a)/te[0,1]},

existe un subconjunto absorbente A C E, verificando que para cada x € |, la serie

o0

] on
2 L&

e n! *
converge en A [B-S.2,109].

Como f € C*(E,F), se tiene que f es un elemento continuo de G*(E,F) y para
cadan=0,1, 2, ..., ycada x €E,

&1 £ = DMi(x).
Sean a y b puntos de E y consideremos el conjunto
I={a+t(b-a)/te[0,1]}.
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Para cada x; € E con x;# 0, el conjunto
H(x)) = {y+Axy/ 0SA<1l,yel},
es un compacto de E. Existen constantes B(x,) >0 y k(xy) > 0, que dependen de
H(x,), tales que
sup { I D*(x) I/ x € H(xy) } < B(xy) k(xy)" n!, n=0,1,2,...
Siyel y A e [0,1], aplicando la férmula de Taylor con resto integral [C,77], se tiene
que:
n

1y +axg) = 2, & DIO) Gxg . 2. gl
=0

1 n
< (1-t) Il D+1( y + tAx,) (Ax ,n.-!-‘l), Axp) Il dt
n! 0 ° ¥

<
0
1 n
n+1 +1 (-t
< B(xg) k(xp)™' (n+ 1)! I Ax, I o dt =
o !
= B(xp) kxp)™! I Ax,ln+l
y por consiguiente, la serie
Z D f,(Y) , yel,
o 0
converge en
_ . 1
on— {Axy/ A e [0, min {1, 2 K(rg) gl 1)} (1)

Sea A=U(L,/xe E~{0}}; A es un subconjunto absorbente de E. De (1) se
obtiene que para cada y € I, la serie

= D )
=0 n!

converge en A.

Reciprocamente, si f es analitica en E, veamos que para cada punto x, € E existe

B(x,1) tal que fe Cxgor(n!).

Como f es analitica en E, existe un abierto 0 de E¢ yuna funcién ? de O en Fe,
analiticaen 0, tal que Ec 0 y I = £ [B-S.2,103].
Sea x; € E; existe BEc(xo,r) = ﬁ tal que:
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sup { IIf(x) Il/xe BE(L (X 1)} = B <+oo.
Sea x € BE¢ (xq, 1/4), entonces BEc(x’ 1/2) © BEu: (xg, 1) y aplicando las
desigualdades de Cauchy [Ba,35], se obtiene:

I Doex) Il < (%)n n! B,
Entonces,

1D, o Il < 1D ol < 2 1DFe I < B(Z) n!
gl < n! g < a! I <p T 4 2o
X € BE¢(x0,r/4).

Se deduce, por (3.4), que f € Cg {n!}.

3.20.Proposicion.- Cg r{n!} es la clase de todas las funciones f de E en F para

las cuales existe un abierto E + iﬁ(O,S) de E¢ y una funcién fe H(E + i1°3(0,8),F¢ Y5
acotada y tal que fl; = f (&, y &, denotan las proyecciones de Fg en F).

Demostracién.- Sean 8 >0y fe W(E + iﬁ(O,S),F¢) una funcién acotada tal que
?(E) CF. Sea

M = sup { Il f(z) lg, / 2 E+iB03) ).

Para cada a € E +iB(0,5) existe 3, >0, tal que
- Bt

oy = D, LI gy
n=0 0

uniformemente en ﬁgm(a,ﬁa). En particular, si a€E y x e ﬁ(a,ﬁa), se tiene que

X € IOBEG(a,Ba) y:
(0 =0 = Y, b ?‘a’ (x-2) =

m=0

=an(f>m?!(a)( ))+n2(ﬁ?(a)( -

Teniendo en cuenta que

l'“i(?(x) 'Z%) x-2)) I < Il fx) -z-ﬁ—n-?'—@ (x-a)
m=0 ’ m=0 :

i=1,2, n=0,1, 2, ..., se tiene que las series
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Y ng b ?(a) x-a)), i=1,2,

m=0

. o
convergen uniformemente en B(a,d,), y por tanto,

f)m?(a)
ml

nofx) = fx) = ), m(

m=0

(x-a)),

uniformemente en ﬁ(a,& s

Se deduce que f es analitica en E y por [B.2,30], f € C*(E,F).

Por otra parte, si a € E, ﬁEcl: (a,8) C E + il°3(0,8). Las desigualdades de Cauchy
en BE¢(3,5/2) implican que:

A A 2 m
1 < — 1 =
ID¥@ g, < (5) m! M, m=0,1,2,...

Paracadam=0,1, 2, ..., bm(ﬁE) (a) = nlof)"’f(a), y se tiene

I D) @ I < E—T 1D @)1 = 2

T+ I moD™i@) Il <

< I b, < )" Mm,

luego ﬁE € Cgg{n!}.
Sea ahora f € Cg g(n!}; existen constantes B> 0 y k > 0 tales que:
iDa)) < BK*nl;, aeE n=012...

Para cada a € E, la serie

EL‘ D(a) (x -a, ™ ,x - a)
n!
n=0
converge uniformemente hacia f en B(a,1/2k). En efecto, en virtud de la férmula de

Taylor con resto integral, si x € E, se tiene:
I f(x)-i L Dof(a) (x-a, 2 ,x-a) Il <
n!
n=0

L)
-t
—— ID™f@a+1(x-2)) (x-a, m+D) x-a)lldt <

< Bkl x-alm,

Ahora bien, si x e B(a,1/2k), se tiene que kllx-all < 1/2, luego
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IIf(x)-S#D“f(a)(x-a,ff).,x-a)llsﬂzl m=1.2 ..

m+l
n=0

En las condiciones anteriores [B-S.2,103], existen un abierto 0 de E¢, con
u (a+B(, =— 2k 4c ) +iB(0, =— 2k 4e yret

y una funcién f € %(0,Fy), tal que fig = £. 1)

Ademds, si a € E y D*f(a) denota el polinomio n-homogéneo y continuo en E¢ que
prolonga D"f(a),n=0, 1, 2, ...,

fx) = Z# DPf(a) (x - a)

n=0

B0, = L

cuandoxea+B(0 : 2k i

3k )t
Por otra parte,

u (a+B(0,2k 4€)+ B(O, 2k 4e )) =

=y (ﬁ(a,Sk )+1ﬁ(0 =) = E+iB(0, - i

Sead € R con 0<8<f.ParacadaaEE y m=0,1,2,..

b nf'(a) B(0,8) € B(, (5k)™p).

Se tiene entonces [B-S.1,72], que paracadam=0,1,2, ..., y a€ E,
Dmf(a)

(Bo,2)+iB0,&)) cBo, &dmp)+i B, 63" ).

Seax+1ye1°3(a, S )+1ﬁ(o,—)cﬁ(a, o )+;ﬁ(0,8k

Il fx + iy) I, zu DPf(a) (x +iy - ) I <

oo

< D, (BUdF +BadF) = o
n=0

y por consiguiente, festdacotadaen E +i ﬁ(O, D ). (2)
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De (1) y de (2) se deduce que existe un abierto E+iﬁ((), —§—) y una funcién

fe %(E+iBO, 2 ) Fe) conflg=f.

Sea U un abierto convexo de E, con 0eU y 0¢ U. Supongamos que
f e C*=(U,F), tal que
Dsup { I DM(x) I /x € U} < M <+eo, n=012,..
i) Para cadan =0, 1, 2, ..., existe por la topologia B en L ("E,F),
im D™(x) = A .

x—0

Teniendo en cuenta (3.1), si la clase CU'F{ M, } es casi-analitica, la funcién f es la
tnica que pertenece a Cyy (M, } y satisface ii). Nuestro préximo objetivo consistird en,
dada una sucesién {An}:-—-()’ donde A e L ("E,F), n =0, 1, 2, ..., estudiar qué
condiciones debe satisfacer una sucesién { Mn]:=0 de nimeros esrictamente positivos,
para que exista una funcién f € C*°(U,F) que verifique i) e ii).

El problema lo resolveremos siguiendo el método dado por San Juan en [SJ],
cuando U es un abierto convexo y acotado de un espacio de Banach separable y F = R.

En lo que sigue se supondrd que E es un espacio de Banach separable y U un
abierto convexo de E,con0e U y 0 ¢ U.

3.21.0bservacién.- Sea M un espacio métrico separable y {f };_,una

sucesién de funciones definidas en M. Supongamos que la sucesién es equicontinua en
My que

sup{ If x) 1/ n=1,2,..} < +eo,
cualquiera que sea x € M. Entonces existe una subsucesion {f }i2; de la dada que
i

converge uniformemente en los compactos de M hacia una funcién f [Ba,151].

3.22.Proposicion.- Sea U un abierto convexo de un espacio de Banach
separable E, tal que 0 U y 0 ¢ U. Si {f )a=1 €s una sucesién de elementos de

Ey (U,R) acotada por la topologia B, existe una subsucesion {f }iZ,, que converge
i
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por la topologia T, de E; (U,RR) hacia una funcién f de E, (U,R).

Demostracién.- Sea {B, };_, una sucesién de conjuntos U-acotados verificando las
propiedades de la proposicién (0.8). Paracada n = 0,1,2,..., y cada p=0, 1,
2, ..., designemos por:

M =sup{IIDPfj(x)lI/xe En,j=1,2,...}

np
Consideremos la funcion

F,;: (UU{ODXxEx™.xE —> R
(x%hy,.0h)  —> DX (h, ... h)
Para cada q = 1, 2, ..., esta funcién es continua en (Equ[O]) x Ex ™ xE.
Demostraremos que la sucesion {F, .}, es equicontinua en dicho conjunto, para lo
cual observemos que:
ID".(x) (hy, ... h ) -D(x) ( h', b )1 <
: i ey B (%o . <
< ID"(x) (hy, ..., hy) - D(x) (hy, . b)) | +

0 0
+ 1 D"(x) (hy, .., h)) - DPE(xg) ( by by )1 <

< sup | D"fj(tx+(1-t)x0) (x-xghy, b))l +
te [0,1]
0
+ | D“fj(xo) ) TN i 1 D™(xg) ( by, hy, b )1+

OhO

0
+ 1D (xg) (h, , hy, ..., h ) - D*(xg) ( b}, b, ,

B U+

0.0 0 0 0
+ 1D™(x) (hy, by, By by ) = DxQ) (B, hy )| <

< Mgner I - xo Iyl ... bl +
+ M (Nh - 2® Wit Wbl + o+ HRO0 e u i -n2
an (Why = bYWl R + IR - by 1),

desigualdades vdlidas para todo x, Xy € B {0} y (hy, ..., b),(b], ..., hy) € ExxE,
lo que prueba la equicontinuidad de la sucesion.
Resulta inmediato que

sup {IFnJ.(x,hl,...,lln Y j=1,2,... ) < oo,

para cada (x,h,, .., h )e (Uu {0}) xEx ™ x E.
Consideremos q = 1; aplicando el resultado al que hemos hecho referencia, existe
una subsucesion {F;) j€ly donde I, es un subconjunto ( estrictamente creciente) de
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los nimeros naturales, que converge uniformemente en los compactos de (El v {0)).
La sucesién {Fl.j}jelo’ es una subsucesion de {Fl_j}}”;l y por tanto, es
equicontinua en (l?':1 w{0}) x E y puntualmente acotada en (U U{0}) x E. Existe
entonces una subsucesion {F ;} jer;» con I; € Io, que converge uniformemente en los
compactos de (B, U{0}) x E.
Por induccién se prueba la existencia, para cada n € N, de una subsucesién
{Fn) jer» con I[,€ I, de la sucesién {Fn‘j} j=1» que converge uniformemente en los

compactos de (B; U{0}) xE ™. x E.

Definamos i, como el k-ésimo elemento de I, y consideremos la subsucesion de la
sucesion natural:

Jl = { i(), il' sosy ik’ ses }.
Se prueba sin dificultad que para cada n = 0, 1, 2, .., {Fn'ik]k‘;"oconverge

uniformemente en los compactos de B; U0} xE ™ xE.

ndo un nuevo proceso diagonal como el anterior y razonando por

1
induccidn, se prueba la existencia, paracadam e { 1, 2, ... }, de una subsucesién

el
w
RO =]
o
g
I
£

T % i s =l )
de la sucesiéon J,q, tal que para cada n = 0, 1, 2, ..., {Fy;lie 5, converge
uniformemente en los subconjuntos compactos de (B, U{0}) xE ®» xE.

Llamemos m, al k-ésimo elemento de J,. Se tiene que paracadan=0,1,2, ...,y
cadap =1, 2, ..., la sucesién {l-"n’mk}‘]’("=1 converge uniformemente en los subconjuntos

compactos de (B, U{0}) x E ™ xE.

Veamos que la sucesién [fmk}f=1 es de Cauchy en (E; (U,R), 7). Sean K un

compacto de U,n >0 y H un compactode E x ™. x E. Existe p € N tal que KU{0)

es un compacto de (Epu {0}) y por consiguiente, existe ky € N tal que para cada
j» 12 kg, se tiene:

sup { I D“fmj(x) (hy, .. h) -Dfp @) (hy, s h) I/ x € K hy,..h eH}<e

Como el espacio (E_ (U,R), 1) es completo, existe una funcién f € E; (U,R), tal que
la sucesion {f'mk};‘;l converge hacia f por la topologia T,

Demostremos por tltimo que f € Ey (U,R); para ello veamos en primer lugar que
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limD"f(x) = D"(0), q=1,2, .. (1)
x—0
xEBq

por la topologia  de Ly(E,R).
Seaqe {1,2,...}y [xp};‘;l una sucesién de puntos de ﬁq que converge hacia

0, y consideremos el conjunto

D"f(x,) - D"f(0)
C= I ,p=12..}

Como
I (Df(x,) - D(0)) (¥y5 «os Y Il =
= lim I (D" (xp) - D, 0)) ¥y - Y I <
S Mpq Il lly, 0. lly
cualesquiera que sean y,, ..., ¥, € E, p=1, 2, .., se obtiene

Il D™(xp) - D"f(0) I < Mp,1q lepll, p=12,..,
de donde se sigue (1).
Por 1ltimo, veamos que paracada q=1, 2, ...,
sup { I D™M(x) I/ x € Bq} < o, n=0.1,2 .
paralocual,si x € Bq y h;,...,h €E

I D“fmk(x) (hy, ., h) Il < M, q thll.. I, k=1,2,..,
luego

I D(x) (hy, ., h) I < Mg by ... B,
y por tanto,

sup { IDM(x)lI/x e Bq] < Mn_q < 400, g=1,2,..

3.23.Proposiciéon.- Seanme N, M>0y A € L("E,R),0<n<m.

Supongamos que [fn};l es una sucesion de elementos de C™(U), tal que:
)
1) im f: (x) = A, 0<n<m, pe N, por la topologia B de L ("E,R).
x—0
)
Dsup (I [yx) I/ xe U, p=1,2,..} €M, <+o, 0<n<m.

) )
NI (x)-f, x| € Mlx-xol,  x,x5€U.
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Entonces, existe una subsucesion {fp_}j";l de la dada y una funcién f € C™(U),
i
verificando:
o) Para cada compacto K de U y para cada compacto H de E",

lim sup{lf;? (x)(h)-fn)(x)(h)ll xe K, heH}) =0, 0<n<m.

) im f")(x) = A_, 0<n<m, porlatopologia B de L ("E,R).
n p .

x—0
Y) sup { Il fn)(x)"/XEU} <M, O<ns<m
8) 1) - F(x) I € MUl x-xoll, x, %€ UL(0]).

Demostracién.- Como consecuencia de 1), 2) y 3), se tienen las siguientes
desigualdades:

)
I fx)-A_Il <MIxl, pe(1,2.]), xeU. M
TA Il <M, n=0,1,2,.. m (I

y
Iy (x)- Ty (x) I <€ M_, I x-xll, pe { 1,2, ..}, x, x,€UU{0},n<m (III)

La demostracion se hard en varias etapas.

i) Para cada k € N con 0 < k < m, la sucesién de funciones {Fk_j}}‘;l, definidas
por:

(x,hp,., b)) € WU{ODXxEx ¥ xE — DX(x) (hy, ..., by)
es equicontinua en (UU{0}) x E x K xE.
Es obvio que para cada (x, h,,..., hy) € (UU{0})xEx k) xE,
sup { I D*(x) (hy,er by) / j=0,1,2,... } < +eo.
Por otra parte, llamando M___, =M, se tiene que:
I DXE(x) (hy,e.ey By) - DECR) (R g By | <

< IDX(x) (hy,.r, hy) - DM(X) (e ) |+
+ IDMR) (hy - i oo B |+ o+ IDME(R) B goeves Bigep - BT <

< M, Ix-% Dbl Ih 0 +

+ M [Ihy-f 0 lhl bl + .+ WR g R B - Rl
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desigualdades vilidas para todo x, X € UU{0} y (h,,..., hy), (hys-.., hy) € Ex b XxE,
lo que demuestra la equicontinuidad de la sucesién.

Aplicando la observacién (3.21), existe una subsucesién {Fk'j }e=1 que converge
s

uniformemente en los subconjuntos compactos de (Uu{0}) x E x X xE.
ii) Con un proceso diagonal, se demuestra que existe una subsucesién {f; }72; de
i

la dada, tal que para cada k € N con 0 <k < m, la sucesién {F, n.}j=1 converge
i
uniformemente en los compactos de (UU{0}) x E x X) x E hacia una funcién F,.

iii) La sucesi6n {f }iZ; converge en la topologfa compacta-abierta de C™(U). Sea f
i
la funcién definida por
f(x) = im f_(x), xe U.
joee )

Razonaremos por induccién suponiendo que f e C1(U) para0<k-1<m y veamos
que f € C5(U). Sea H, la funcién definida de U en L (E,F), por:
H(x) = F(x,-),
donde F,(x,-) (hy, ..., h) = F(x, h, ..., h).
a) f es k veces derivable y Df = H,.

Sea x; € Uy (x,};-; una sucesién de puntos de U~{x,} que converge hacia x,.
El conjunto

K={(x,/n=0,12,..}
es compacto en U. Se demostrard que el conjunto:

c-

es acotado en norma.

D" "'f(x,) - D" "f(x) - H (x) (%, - X))

2
IIx.p-xoll

I p=1,2, . }

Sea H un compacto de E x ¥ x E:

ID )y, e by ) - DRI s b ) - He(x)(Xp - X By s b )|

%, - x, II2 B
ID*'f, (%) (h) - D" £, (xp) (h) - D" £, (xp) (X~ X, h) |
= lim ! ! — . @
o Ixp - x, I

siendo h = (h,, ..., h_;).
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Ahora bien, aplicando el teorema del valor medio a la funcién
x —> Dk‘lfnj(x) (hy, -y by ) - Dkfnj(xo) (%, hy, ooy By p)
se tiene que:
le'lfnj(xp)(hl, by 1) - Dk’lfnj(xo)(hl, weshy 1) - Dkfnj(xo)(xp - Xgohy, -y I <

< P | Dkfnj(txp+(1 - 1) Xg) (X, Xghy, by ) - Dkfnj(xo)(xp = by b IS
te [0,

< sup  { My ltxph(1-t) xg - xo I x - xo I lihyl hgll My 411} <
te[0,1]

cualquiera que sea j € N, j 2 1. Por tanto, de (3) y de (4) se deduce:

k-1 k-1
ID*£(xp)( by, s by ) =D f(xg)(h, ey By ) - Hy(X)(Xp - Xgo By ooy by ) |

2
llxp-xoll

<

< My, bl bl by I,
cualquiera que sea ( hy, ....h, ;) € H.

De esta forma se prueba que C es un subconjunto de Ly(*'E,F) t,-acotado,
y por tanto, serd acotado en norma; existe L > 0, tal que:

ID*xy) - D" M(xg) - Hilxg) 5 X _

- ?

2
xp-xo I

de donde se deduce ya que DI es derivable en U y DXf = H,.
b) D¥f es continua en U.
Seanx,x, € UyheEx X. xE conllhll £ 1 yh=(h,...h)
| DXf(x) (h) - D¥f(x) (h) | = Jh_r:l 1 Dkfnj(x) (h) - Dkfnj(xo) (h)! <

< My Ix - xg U lthy I Iyl liby I
y por tanto,
Il D¥f(x) - Df(x) I < Myyq Il x - %, 1,
lo cual demuestra la continuidad de D¥f en U. Se ha demostrado, ademds, que la
funcién f cumple ), si x, x, € U. (D
iv) De forma inmediata, f cumple o). Veamos que cumple B), 7) y d).
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SixeU,0sk<my heExX.xE conlhl < 1,
| DXf(x) (h) - A(h) | = lim | DXE, (x) (h) - A(h) | <
joeo J

< M, Ixll iyl . lihy L.
Por tanto,
I DXf(x) - A Il < M, lIxll,

lo que demuestra que
lim DKf(x) = A,

x—0

y teniendo en cuenta (1), se verifica ).
Por tltimo, seax € U,0<k<m y he Ex K XxE conlhll < 1; se tiene:
ID¥(x) (h) | = im DX, (x) (h) | < M, lihyll ...lIby,
j—roo ]
luego
IDMx) Il <M,, xeU, 0<k<m.

3.24.Proposicion.- Sean U un abierto convexo y acotado de E tal que 0 € U y
0¢U A eL(E,R),n=0,1,2,..,y {Mn}n:() una sucesién de nimeros reales
estrictamente positivos. Para cada n = 0, 1, 2, ..., denotemos por & el conjunto de
funciones f € C*(U), tales que: s e
1) sup{IDf(x)/ xe U} < 400, j=0,1,2, ..., n.
2) lim Dif(x) = A, j=0,1,2,..,n, porlatopologia p de L,(E,R).

x—0

3) I D™(x) - D™(xy) I < M., Ix-xoll, x,x,€U.
Designemos por §, la aplicacién de &_ en R, definida por:

j 2
4.(® = sup{w /xelU, j=0,1,2,..,n},
i

y sea

o, =inf ( § O/ fe B ).
Entonces:
Sioy, < 1(paraalginne N),existe fe &, tal que:

sup { IDif(x)II/ xe U} < M, j=0,12.,n

Demostracién.- Observemos en primer lugar que, por ser el abierto U acotado, el
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conjunto &_ es no vacio, ya que la funcién
n
fx) = 2, Jl, Ax), xeU,
j:() .
satisface 1), 2) y 3).
Por otra parte, como o, <1,paracadap=0, 1,2, .., existe fp el » tal que

2
:1n(fp)s 1+p ,

luego

i .2
||Dfp2(x)1| .

M.
i

+%’ XEU,j=0!1,2’-'-’n’ pEN’

de donde se sigue que

2
_ M.
IDIE GO <« / Mj2+$3- , xeU, j=0,1,2,...n, pe N.

Aplicando la proposicion anterior a la sucesién {fp};‘—'l’ existe una subsucesion

{fp }s=1 ¥ una funcién f € C*(U), que verifican o), B),y) y 9).
s
Para cadax € U, cada j,con0<j<nycadah,, .., hj € ﬁ(O,l), se tiene:

lim DI, (x) (hy, ... by) | = IDI) (hy, o ) | <

§—o0
5 M>
< lim M +—2L =M,
S—po0 J ps J

luego Il Dif(x) Il < M;.

3.25.Proposicion.- Con las mismas notaciones que en la proposicién anterior,
sioe, £ 1,n=0,1,2, .., existe f € C(U), tal que:
a) ll'm0 D™(x) = A, n=0,1,2, ..., porla topologia B de L,("E,R).
X—
b) sup{IDM(x)II/ xeU} £M_, n=0,1,2,...

n

Demostracién.- Por la proposicién anterior, para cada n = 0, 1, 2, ..., existe
f,e &, tal que:
i) sup (I Dif,(x)/ xe U]} < M, 0<j<n.

Observemos que la funcién f_ también verifica:
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ii) ll'rn0 DIf (x) = Aj, n=0,1,2,.., 0<j<n, porlatopologia B de L,(E,R).
X—
iii) I D (x) -DMf(xp) I € M, I x-xoll, x,x,€T.
Se tiene que la sucesién (f },_o verifica las hip6tesis de la proposicién 3.23, ( para
m=0yM=M,), luego existen una subsucesién {fk}kEIO’ I, € N y una funcién

f e C(U), satisfaciendo o), B), ¥) y 8) de (3.23) (m=0yM =M, ).
La sucesion [fk}kEIO estd en las condiciones de (3.23), param =1y M = M,.

Existen entonces una subsucesion [fk}kell’ [Cel C {2,3,..}, y una

funcién g, € C!(U), que verifican ), B), y) y 8) de (3.23).

Por recurrencia, se demuestra la existencia, para cada m =0, 1, 2, ..., de una
subsucesion {fk}kelm, L€l , e C { m+1,m+2, .. }, y de una funcién
g, € C"(U) (g, = 1), tales que satisfacen ), B), y) y 6) de la proposicién 3.23.
Llamemos i, al k-€simo elemento de I, y consideremos la sucesion {fik}f;l.
Veamos que f € C*°(U) y verifica a) y b).

i) Paracadam=0, 1, 2, ..., f e C™(U).

En efecto, paracadam =0, 1, 2, ..., [fik]fmﬂ es una subsucesion de {fk}kEIm,
y por tanto, converge hacia g € C™(U) en la topologia To (D). Por otra parte,
{fik}ﬁsmﬂ es una subsucesion de { fk}kEIo, luego converge hacia f en C(U) por 1. En
virtud de la unicidad del limite, f= g, enU,ypor consiguiente, f € C™(U). Ademds,
paracadam=0, 1,2, .., {fik};=m+1 converge hacia f por T¢..

ii) Para cadam=0, 1, 2, ...,

lim D™, (x) = A_,

x—0

por la topologia B de L ("E,R).
Para cada m =0, 1, 2, ..., como consecuencia de ) de la proposicién 3.23,

lim Dmg (x) = A_,

x—0

por la topologia B de L(™E,RR). Como g_=f en U, se deduce ii).
iii) Por el apartado ) de la proposicién 3.23, paracadam =0, 1, 2, ...,
sup {ID™g (x)II/ xe U} < M.

I La topologia ' en C™(U) es la definida por las seminormas
pk;n® = sup (IP(x) (h)I/xeK,heH},

donde K varfa en los compactos de U, 0 <j <m y H varia en los compactos de E x3) x E.
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Puesto que g =f enU, se deduce que
sup { ID™f(x)lI/ xe U} < M.

3.26.0bservacion.- Si U es un abierto convexo de E, con 0 € U yO0¢Uy
paracadan=0,1,2,..,A €L ("E,F), en 1.15 se ha demostrado que el conjunto ®,
de las funciones f € E, (U,F) tales que para cada subconjunto B, U-acotado,
lim D*f(x) = A_

x—0

xeB
por la topologia B en L ("E,F), es no vacio.

3.27.Proposicion.- Sean E un espacio de Banach separable, U un abierto
convexo de E, con 0 e U yO¢U, {An}n:0 y R como en la observacién anterior, y

{B,}7-1 una sucesién de subconjuntos U-acotados, verificando las condiciones de la

proposicion (0.8). Sea {Mn]n:() una sucesioén de nimeros reales estrictamente positivos
y para cada n = 1, 2, ..., consideremos la aplicacién G_de ® en R, definida por:

J 2

Il Df(x) Il -
B0 = sup (2L /e B, j=0,1,2,..),
M.
i
Sea
B, =inf (T (H/fe R ).
Entonces, si Bn <1,n=1,2, .., existef € R, tal que
sup { IDif(x) Il /xe U} < M, j=0,12,.. (1)

Demostracion.- Para cadan € N existe f € R, tal que:

I DEx) I
LB

sup { /xeB,, j=0,1,2,..} < 1+ =

i
Consideremos la sucesiéon {fn};l de E, (U,R) y veamos que estd acotada en

(Ep (U,R),B). Sean pe N,p>1 y m20; paracada q=2p, EPC Eq, luego
sup { ID™f (x) I/ x € Bp } < sup {ID™f(x)II/x € Bq} <

M2
< M;+-q_"‘ < M2
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Por (3.22), existe una subsucesién {fnj}}';l de la sucesién (f };_; que converge

hacia una funcién f € E, (U,F) por la topologia T,. Veamos que f € ®, y verifica (1).
Paracadaj=1, 2, ..., cadam 2 0 y cada compacto K de U,
> m

x—0

xeK
por la topologia T, en L ("E,F), por tanto
KmD™f(x) = A_

x—0

xeK
por la topologia 1, en L ("E,F). Como la topologia B en L ("E,F) es mds fina que la
topologia T,y para cada subconjunto B, U-acotado, existe
im D" f(x) = D™f(0),

x—0

xeB
por la topologia B en L ("E,F), se tiene que
D™(0) = A_,
lo que prueba que f € R,.

Por iiltimo, si x € U, existe ¢ € N tal que x € Eq; entonces, para cadam >0y
hy, .., h_ e B(0,1),

ID™f(x) (hy, . b) | = lim I D™, () (hy, oo Bp) I

n.—eo

>
Jq

5 .
< lim Mi+nﬁ=Mm,
n.—oo ]

nj.zq

J
y se obtiene (1).
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