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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

. ! . .
Dado vector aleatorio z = (z1, 22, ..., z,)" € R" diremos que z tiene una
distribucién normal n-dimensional estandar si su funcién de densidad es

xp |-053" 22
flz) = exp [—0.52'Z] _ &P [ 0 5,; ’}
(27T)n/2 (27T)n/2

Graficamente:
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DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR Il

Las curvas de nivel son:

Se verifica: E(z) =0,y Var(z) = I,, con I, matriz identidad de orden n

Escribiremos: z ~~ N, (0,, /,)
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DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR 1
z~ N,(0p,1Ip) <z~ N(0,1) Vi=1,2,...,n e independientes

El siguiente grafico representa una muestra aleatoria simple de una
distribucién z ~~» N5 (02, /) con 10000 observaciones:
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DISTRIBUCION NORMAL GENERAL I

» Siy = (y1,¥2,...,¥n) € R" diremos que y tiene distribucién normal
n-dimensional si se verifican las siguientes condiciones equivalentes:

e SiueR" conu#0,, uy tiene distribucién de probabilidad normal
(Cualquier combinacién lineal de las componentes de y es normal)

o Existe ueR" y Ae M, xm tal que y=p+Az con z~~Np, (0, Im) y m<n
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DISTRIBUCION NORMAL GENERAL I

» Siy = (y1,¥2,...,¥n) € R" diremos que y tiene distribucién normal
n-dimensional si se verifican las siguientes condiciones equivalentes:

e SiueR" conu#0,, uy tiene distribucién de probabilidad normal
(Cualquier combinacién lineal de las componentes de y es normal)

o Existe ueR" y Ae M, xm tal que y=p+Az con z~~Np, (0, Im) y m<n

» Si rg(A)=n es una distribucién normal n-dimensional no degenerada

Si rg(A)<n es una distribucién normal n-dimensional degenerada
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DISTRIBUCION NORMAL GENERAL I

» Siy = (y1,¥2,...,¥n) € R" diremos que y tiene distribucién normal
n-dimensional si se verifican las siguientes condiciones equivalentes:

e SiueR" conu#0,, uy tiene distribucién de probabilidad normal
(Cualquier combinacién lineal de las componentes de y es normal)

o Existe ueR" y Ae M, xm tal que y=p+Az con z~~Np, (0, Im) y m<n
» Si rg(A)=n es una distribucién normal n-dimensional no degenerada
Si rg(A)<n es una distribucién normal n-dimensional degenerada

» Siu=0,y A= I, entonces tenemos distribucién normal estandar
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL GENERAL I

» Siy = (y1,¥2,...,¥n) € R" diremos que y tiene distribucién normal
n-dimensional si se verifican las siguientes condiciones equivalentes:

e SiueR" conu#0,, uy tiene distribucién de probabilidad normal
(Cualquier combinacién lineal de las componentes de y es normal)

o Existe ueR" y Ae M, xm tal que y=p+Az con z~~Np, (0, Im) y m<n
» Si rg(A)=n es una distribucién normal n-dimensional no degenerada
Si rg(A)<n es una distribucién normal n-dimensional degenerada
» Siu=0,y A= I, entonces tenemos distribucién normal estandar

» Se verifica que E(y) = py Var(y) = X = AA" € M,«,,. Por ello
usaremos la notacién y ~ N, (u, X)
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL GENERAL I

» Siy = (y1,¥2,...,¥n) € R" diremos que y tiene distribucién normal
n-dimensional si se verifican las siguientes condiciones equivalentes:

e SiueR" conu#0,, uy tiene distribucién de probabilidad normal
(Cualquier combinacién lineal de las componentes de y es normal)

o Existe ueR" y Ae M, xm tal que y=p+Az con z~~Np, (0, Im) y m<n
» Si rg(A)=n es una distribucién normal n-dimensional no degenerada
Si rg(A)<n es una distribucién normal n-dimensional degenerada
» Siu=0,y A= I, entonces tenemos distribucién normal estandar

» Se verifica que E(y) = py Var(y) = X = AA" € M,«,,. Por ello
usaremos la notacién y ~ N, (u, X)

» Si rg(A)=n la distribucién es no degenerada y se verifica que:
5] #0,
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL GENERAL I

» Siy = (y1,¥2,...,¥n) € R" diremos que y tiene distribucién normal
n-dimensional si se verifican las siguientes condiciones equivalentes:

e SiueR" conu#0,, uy tiene distribucién de probabilidad normal
(Cualquier combinacién lineal de las componentes de y es normal)

o Existe ueR" y Ae M, xm tal que y=p+Az con z~~Np, (0, Im) y m<n
» Si rg(A)=n es una distribucién normal n-dimensional no degenerada
Si rg(A)<n es una distribucién normal n-dimensional degenerada
» Siu=0,y A= I, entonces tenemos distribucién normal estandar

» Se verifica que E(y) = py Var(y) = X = AA" € M,«,,. Por ello
usaremos la notacién y ~ N, (u, X)

» Si rg(A)=n la distribucién es no degenerada y se verifica que:
|X| # 0,existe ¥ 1
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL GENERAL I

» Siy = (y1,¥2,...,¥n) € R" diremos que y tiene distribucién normal
n-dimensional si se verifican las siguientes condiciones equivalentes:

e SiueR" conu#0,, uy tiene distribucién de probabilidad normal
(Cualquier combinacién lineal de las componentes de y es normal)

o Existe ueR" y Ae M, xm tal que y=p+Az con z~~Np, (0, Im) y m<n
» Si rg(A)=n es una distribucién normal n-dimensional no degenerada
Si rg(A)<n es una distribucién normal n-dimensional degenerada
» Siu=0,y A= I, entonces tenemos distribucién normal estandar

» Se verifica que E(y) = py Var(y) = X = AA" € M,«,,. Por ello
usaremos la notacién y ~ N, (u, X)

» Si rg(A)=n la distribucién es no degenerada y se verifica que:
|X| # 0,existe X1, existe una matriz ¥/ con ¥ = (21/2)/21/2
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DISTRIBUCION NORMAL GENERAL I

» Siy = (y1,¥2,...,¥n) € R" diremos que y tiene distribucién normal
n-dimensional si se verifican las siguientes condiciones equivalentes:

e SiueR" conu#0,, uy tiene distribucién de probabilidad normal
(Cualquier combinacién lineal de las componentes de y es normal)

o Existe ueR" y Ae M, xm tal que y=p+Az con z~~Np, (0, Im) y m<n

» Si rg(A)=n es una distribucién normal n-dimensional no degenerada

Si rg(A)<n es una distribucién normal n-dimensional degenerada
» Siu=0,y A= I, entonces tenemos distribucién normal estandar

» Se verifica que E(y) = py Var(y) = X = AA" € M,«,,. Por ello
usaremos la notacién y ~ N, (u, X)

» Si rg(A)=n la distribucién es no degenerada y se verifica que:
|X| # 0,existe X1, existe una matriz ¥/ con ¥ = (21/2)/21/2 y
existe ¥ 1/2 con ¥1/2 (2_1/2)/ =31
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DISTRIBUCION NORMAL GENERAL I

» Siy = (y1,¥2,...,¥n) € R" diremos que y tiene distribucién normal
n-dimensional si se verifican las siguientes condiciones equivalentes:

e SiueR" conu#0,, uy tiene distribucién de probabilidad normal
(Cualquier combinacién lineal de las componentes de y es normal)

o Existe ueR" y Ae M, xm tal que y=p+Az con z~~Np, (0, Im) y m<n

» Si rg(A)=n es una distribucién normal n-dimensional no degenerada
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» Siu=0,y A= I, entonces tenemos distribucién normal estandar

» Se verifica que E(y) = py Var(y) = X = AA" € M,«,,. Por ello
usaremos la notacién y ~ N, (u, X)

» Si rg(A)=n la distribucién es no degenerada y se verifica que:
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existe ¥ ~1/2 con ¥ 1/2 (2_1/2)/ = Y "1(raiz de Cholesky)
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DISTRIBUCION NORMAL GENERAL I

» Siy = (y1,¥2,...,¥n) € R" diremos que y tiene distribucién normal
n-dimensional si se verifican las siguientes condiciones equivalentes:

e SiueR" conu#0,, uy tiene distribucién de probabilidad normal
(Cualquier combinacién lineal de las componentes de y es normal)

o Existe ueR" y Ae M, xm tal que y=p+Az con z~~Np, (0, Im) y m<n

» Si rg(A)=n es una distribucién normal n-dimensional no degenerada

Si rg(A)<n es una distribucién normal n-dimensional degenerada
» Siu=0,y A= I, entonces tenemos distribucién normal estandar

» Se verifica que E(y) = py Var(y) = X = AA" € M,«,,. Por ello
usaremos la notacién y ~ N, (u, X)

» Si rg(A)=n la distribucién es no degenerada y se verifica que:
|X| # 0,existe X1, existe una matriz ¥/ con ¥ = (21/2)/21/2 y
existe ¥ ~1/2 con ¥ 1/2 (2_1/2)/ = Y "1(raiz de Cholesky)
Observar que en este caso A = (21/2)/
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL GENERAL

> Siy=p+ Az~ N,(p,X) con X = AA'y T € My, no nula,
entonces Ty = Tpu + TAz € R? tiene distribucién normal con
Ty~ Ne(Tp, TET)
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DISTRIBUCION NORMAL GENERAL |1

> Siy=p+ Az~ N,(p,X) con X = AA'y T € My, no nula,
entonces Ty = Tpu + TAz € R? tiene distribucién normal con
Ty~ Ne(Tp, TET)
» Si y; =componente i-ésima del vector y, y; =componente i-ésima del
vector py T= (0, .0, 10,0, ..,0), entonces y; = Ty ~» N (,u,-,al-z)
siendo U,-2 el elemento diagonal i-ésimo de la matriz >

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestion Forestal Sostenible 7



Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL GENERAL 1

> Siy=p+ Az~ N,(p,X) con X = AA'y T € My, no nula,

entonces Ty = Tpu + TAz € R? tiene distribucién normal con
Ty~ Ne(Tp, TET)

» Si y; =componente i-ésima del vector y, y; =componente i-ésima del
vector py T= (0, .0, 10,0, ..,0), entonces y; = Ty ~» N (,u,-,al-z)
siendo U,-2 el elemento diagonal i-ésimo de la matriz >

» Siy~ N, (i, X) no degenerada, entonces z = (2*1/2)/ (y—p)yla
funcién de densidad de y es:

_exp [-05(y —p) Tt (y — p)]
fly) = /2 v 11/2
(2m)™ =%
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL GENERAL 1

> Siy=p+ Az~ N,(p,X) con X = AA'y T € My, no nula,

entonces Ty = Tpu + TAz € R? tiene distribucién normal con
Ty~ Ne(Tp, TET)

» Si y; =componente i-ésima del vector y, y; =componente i-ésima del
vector py T= (0, .0, 10,0, ..,0), entonces y; = Ty ~» N (,u,-,al-z)
siendo U,-2 el elemento diagonal i-ésimo de la matriz >

» Siy~ N, (i, X) no degenerada, entonces z = (2*1/2)/ (y—p)yla
funcién de densidad de y es:

_exp [-05(y —p) Tt (y — p)]
fly) = /2 v 11/2

(2m)" = x|

> (y — ) =71 (y — p) es el cuadrado de la distancia de Mahalanobis
entre y y pu. Si ¥ = [, tenemos la distancia euclidea habitual
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL GENERAL 1

> Siy=p+ Az~ N,(p,X) con X = AA'y T € My, no nula,

entonces Ty = Tpu + TAz € R? tiene distribucién normal con
Ty~ Ne(Tp, TET)

» Si y; =componente i-ésima del vector y, y; =componente i-ésima del
vector py T= (0, .0, 10,0, ..,O), entonces y; = Ty ~» N (,u,-,al-z)
siendo U,-2 el elemento diagonal i-ésimo de la matriz >

» Siy~ N, (i, X) no degenerada, entonces z = (2*1/2)/ (y—p)yla
funcién de densidad de y es:

_exp [-05(y —p) Tt (y — p)]
fly) = /2 v 11/2

(2m)" = x|

> (y — ) =71 (y — p) es el cuadrado de la distancia de Mahalanobis
entre y y pu. Si ¥ = [, tenemos la distancia euclidea habitual

» Si el vector normal es degenerado entonces |~| = 0 y no tenemos
funcién de densidad para el vector
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DISTRIBUCION NORMAL NO DEGENERADA I

B , B . 0
Seay—(yl,yz)—u+Azconu—(10,15),A—<3/2 3ﬁ/2>y

z ~» Ny (02, /). Entonces y ~» Ny (p, %) con & = AA = < ;1 g )
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL NO DEGENERADA |
Seay = (y1,y2) = u+ Az con p = (10,15)", A= < 352 3\%/2 >

z ~» Ny (02, /). Entonces y ~» Ny (p, %) con & = AA = < 43 )

39
1 9 -3
1_
En este caso |X| =27y ¥~ 27( 3 4 >
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL NO DEGENERADA I

— r__ _ 1 o 2 0
Seay = (y1,y2) —u—i—Azcon,u—(10,15),A—(3/2 3\6/2)

z ~» Ny (02, /). Entonces y ~» Ny (p, %) con & = AA = < 43 )

39
1 9 -3
1_
En este caso |X| =27y ¥~ 27( 3 4 )

Por tanto, la funcién de densidad del vector y es

exp |—0. —p) Ty -
fty) — p| 05(31%1312 (y — )]
exp [~ (901 — 10)° +4(y2 — 15)° 6 (31 — 10) (12 — 15)]
B 27/ 27
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL NO DEGENERADA |
Seay = (y1,y2) = u+ Az con p = (10,15)", A= ( 352 3\%/2 >
z ~» Ny (02, /). Entonces y ~» Ny (p, %) con & = AA = < 43 )

39
1 9 -3
1_
En este caso |X| =27y ¥~ 27( 3 4 )

Por tanto, la funcién de densidad del vector y es

exp |—0. —p) Ty -
fty) — p| 05(31%1312 (y — )]
exp [~ (901 — 10)° +4(y2 — 15)° 6 (31 — 10) (12 — 15)]
B 27/ 27

La representacion grafica tridimensional y con curvas de nivel de esta
funcién es:
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL NO DEGENERADA

4 5 6 7 & 95 10 11 12 13 14 15
Y1
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL NO DEGENERADA

El siguiente gréfico representa una muestra aleatoria simple con 10000

observaciones para este vector aleatorio no degenerado y ~~ Ny (p, X)
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DISTRIBUCION NORMAL DEGENERADA |

2 0 1
Sea y=(y1, y2, y3)'=p+Az con ©=(10,15,13), A= 3/2 3/3/2 0
4 0 2

Yz~ N3 (03, /3)
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL DEGENERADA |
2 0 1
Sea y=(y1, y2, y3)'=p+Az con ©=(10,15,13), A= 3/2 3/3/2 0
4 0 2
Yz~ N3 (03, /3)
5 3 10
Enestecaso L =AA'=| 3 9 6 |yl|X]=0
10 6 20

Por tanto y ~» N3 (p, X) degenerada
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

DISTRIBUCION NORMAL DEGENERADA I

2 0 1
Sea y=(y1, y2, y3)'=p+Az con ©=(10,15,13), A= 3/2 3/3/2 0
4 0 2
y z~ N3 (03, i)
5 3 10
Enestecasox =AA=| 3 9 6 |y|X[=0
10 6 20

Por tanto y ~» N3 (p, X) degenerada

Observar que rg(A) = rg(X) =2 e y3 =13+ 4z + 223 = —7 + 2y;. Por
tanto y=(y1, 2, ¥3)'=(y1, y2, =7 + 2y1)'y el vector y queda definido por el

vector 2-dimensional (yl,y2)/ YA ((10’ 15)/7 < g 3 ))
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DISTRIBUCION NORMAL DEGENERADA |

2 0 1
Sea y=(y1,y2,y3) =p+Az con p=(10,15,13)', A= 3/2 3v/3/2 0
4 0 2
y z~ N3 (03, i)
5 3 10
Enestecasox =AA=| 3 9 6 |y|X[=0
10 6 20

Por tanto y ~» N3 (p, X) degenerada

Observar que rg(A) = rg(X) =2 e y3 =13+ 4z + 223 = —7 + 2y;. Por
tanto y=(y1, 2, ¥3)'=(y1, y2, =7 + 2y1)'y el vector y queda definido por el

vector 2-dimensional (yl,y2)/ YA ((10’ 15)/7 < :5% 3 ))

También podriamos usar el vector (y», y3)' pero no el vector (y1, y3)’
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DISTRIBUCION NORMAL DEGENERADA [

El siguiente grafico representa una muestra aleatoria simple con 10000
observaciones para este vector aleatorio degenerado y ~~ N3 (i, X)
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PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL I

> Siy~ Ny(p,X), Pr € My sn, Po € Mp,n y p1, P2 entonces:

<n
Ply — PlN PlzP{ PlzPé
Poy rr\\ P )\ PEP] PrXP}
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PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL I

> Siy~ Ny(p,X), Pr € Mp sn, Po € Mp,n y p1,p2 < n entonces:
Ply PlN PlzP{ PlzPé
~7 Npi+po ) / /
ng Pgu ’D2ZP1 P22P2
> Seany ~ N,(p,X) no degenerada, uy,u; € R"y Py, Py € My
matrices simétricas. Entonces:
e u}yy uby son independientes si y sélo si uj>Xu; =0
uly y y’'P1y son independientes si y sélo si P1>u; =0,

P1y y Py son independientes si y sélo si P12P, = 0,4,
y' P1y y y' P,y son independientes si y sélo si P1XP; = 0,x,
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PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL I

> Siy~ Ny(p,X), Pr € Mp sn, Po € Mp,n y p1,p2 < n entonces:
Ply PlN PlzP{ PlzPé
~7 Npi+po ) / /
ng Pgu ’D2ZP1 P22P2
> Seany ~ N,(p,X) no degenerada, uy,u; € R"y Py, Py € My
matrices simétricas. Entonces:
e u}yy uby son independientes si y sélo si uj>Xu; =0
uly y y’'P1y son independientes si y sélo si P1>u; =0,

P1y y Py son independientes si y sélo si P12P, = 0,4,
y' P1y y y' P,y son independientes si y sélo si P1XP; = 0,x,

» Siy~N, (i, X) no degenerada entonces (y — p)' 71 (y — p) ~ 2
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PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL I

> Siy~ Ny(p,X), Pr € Mp sn, Po € Mp,n y p1,p2 < n entonces:
Ply PlN PlzP{ PlzPé
~7 Npi+po ) / /
ng Pgu ’D2ZP1 P22P2
> Seany ~ N,(p,X) no degenerada, uy,u; € R"y Py, Py € My
matrices simétricas. Entonces:
e u}yy uby son independientes si y sélo si uj>Xu; =0
uly y y’'P1y son independientes si y sélo si P1>u; =0,

P1y y Py son independientes si y sélo si P12P, = 0,4,
y' P1y y y' P,y son independientes si y sélo si P1XP; = 0,x,

» Siy~N, (i, X) no degenerada entonces (y — p)' 71 (y — p) ~ 2

» Sean y~N, (p,X) no degenerada y PEM,, simétrica con rg(P)=p.
Entonces: (y—pu) P(y—u)wx% si y sélo si PY. es idempotente

(es decir (PX)(PX) = PXY)
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)
PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL

» Sean y~N, (u, X) no degenerada 'y PEM,, idempotente y
simétrica con rg (P)=p. Entonces:

/
(y—p) 7 12p (Z_m) (y — 1)~x3

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestién Forestal Sostenible
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)
PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL 1

» Sean y~N, (u, X) no degenerada 'y PEM,, idempotente y
simétrica con rg (P)=p. Entonces:

/
(v = 1) =72P (Z72) (y — )2
Si ademds P (2_1/2)/;L = 0, entonces:

/
y/zfl/2p <271/2) YWX,%
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PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL [

| 2

Sean y~+N, (i, £) no degenerada y P€M,, idempotente y
simétrica con rg (P)=p. Entonces:

/
(y—p) = '2pP (Z‘m) (y — 1)~x;
Si ademds P (2_1/2)/p = 0, entonces:
y's-12p <271/2)’yWX,2)
porque se verifica:
o WET2P(TV2) = (P (2—1/2)’@/ (P(E2) u) =0
o (y— ) TV2P (£712) (y — p) = y'T V2P (T7H2)y
_ylz—1/2p (2—1/2)"u - M/z—1/2p (2—1/2)’y + ulz—l/QP (2—1/2)"u
/
:y’Z_l/QP(Z_l/Q)/y—y’z_1/2(P(Z_1/2)/“)—(P(Z_l/z)lu) (z-1/2)Yy
_ y/z—l/ZP (2—1/2)’y
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PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL [

» Sean y~N, (p, X) no degenerada 'y Pi, Po€M,y, simétricas e
idempotentes con rg (P1)=p1, rg (P2)=p2 y P1P>=0,x,. Entonces:

<Pz> (y — p) Z12pPy (71/2) (y — ) F
pr) \(y — p) £-12P, (£-1/2) (y — p) PLP2
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PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL [

» Sean y~N, (p, X) no degenerada 'y Pi, Po€M,y, simétricas e
idempotentes con rg (P1)=p1, rg (P2)=p2 y P1P>=0,x,. Entonces:

<Pz> (y — p) Z12pPy (71/2) (y — ) F
pr) \(y — p) £-12P, (£-1/2) (y — p) PLP2

Si ademias P; (Z_l/z)/u =P, (Z_l/z)lu = 0,, entonces:

(2) (S )
— ~ Fp1,po

pr) \yE-1/2p, (£-1/2)'y
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

MODELO

LINEAL

GENERAL
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Formulacién del Modelo Lineal General (GLM) I

» y = variable respuesta aleatoria, numérica y continua
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Formulacién del Modelo Lineal General (GLM) I

» y = variable respuesta aleatoria, numérica y continua

» Xxi,X2,..., Xk = variables independientes continuas (regresores) o
categdricas (factores)
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Formulacién del Modelo Lineal General (GLM) I

» y = variable respuesta aleatoria, numérica y continua

» Xxi,X2,..., Xk = variables independientes continuas (regresores) o
categdricas (factores)

» OBJETIVO: Estimar el valor esperado de y para ciertos valores fijos
X1, X2, ..., X)x de las variables independientes
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Formulacién del Modelo Lineal General (GLM) I

» y = variable respuesta aleatoria, numérica y continua

» Xxi,X2,..., Xk = variables independientes continuas (regresores) o
categdricas (factores)

» OBJETIVO: Estimar el valor esperado de y para ciertos valores fijos
X1, X2, ..., Xx de las variables independientes

k
> Hipétesis: E(y/x1,%, ... xk) = p= o+ 3 Bjx

=1
Y/X17X27~-'>Xk ~ N(Mvaz) ’
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Formulacién del Modelo Lineal General (GLM) I

» y = variable respuesta aleatoria, numérica y continua

» Xxi,X2,..., Xk = variables independientes continuas (regresores) o
categdricas (factores)

» OBJETIVO: Estimar el valor esperado de y para ciertos valores fijos
X1, X2, ..., Xx de las variables independientes

k
» Hipétesis: E(y/x1,x0,....xk) = = fo + Y. Bjx;
j=1
VX1, X0y ooy Xi ~ N(p1, 52)
» Necesitamos estimar los parametros g, 51, ..., Bk, 02
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Formulacién del Modelo Lineal General (GLM) I

4
4

y = variable respuesta aleatoria, numérica y continua

X1, X2, ..., Xk = variables independientes continuas (regresores) o
categdricas (factores)

OBJETIVO: Estimar el valor esperado de y para ciertos valores fijos
X1, X2, ..., Xx de las variables independientes

k
Hipdtesis: E(y/x1,X2,...,xk) = = Bo + > Bjx;
j=1
Y/X1, X0, oo Xk~ N(p, 02)
Necesitamos estimar los pardmetros Sy, f1, ..., Bk, 02

Sean (y;, Xi1, X2, -.-, Xjx) con i = 1,2, ..., n observaciones
independientes de la variable respuesta y (x1, Xj2, ..., Xjx pueden ser
observados o fijados por el experimentador)

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestion Forestal Sostenible 17



Formulacién del Modelo Lineal General (GLM) I

4
4

y = variable respuesta aleatoria, numérica y continua

X1, X2, ..., Xk = variables independientes continuas (regresores) o
categdricas (factores)

OBJETIVO: Estimar el valor esperado de y para ciertos valores fijos
X1, X2, ..., Xx de las variables independientesk
Hipdtesis: E(y/x1,X2,...,xk) = = Bo + > Bjx;
j=1
VX1, X0y ooy Xi ~ N(p1, 52)
Necesitamos estimar los pardmetros Sy, f1, ..., Bk, 02
Sean (y;, Xi1, X2, -.-, Xjx) con i = 1,2, ..., n observaciones
independientes de la variable respuesta y (x1, Xj2, ..., Xjx pueden ser
observados o fijados pcir el experimentador)

Por tanto: y; = B0 + > Bixi + &
i=1

con g; ~ N(0,02) y Cov(e;,g;/) = 0 para todo i, i’
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Formulacién del Modelo Lineal General (GLM) Il

Matricialmente, si p = k + 1, tenemos

- yeR" eecR"
y = X3+ & con { X '€ Mpp, B € RP

%1 1 x11 xi2 . . Xk Bo €1
y2 1 xo1 X2 . . Xk B1 €2
siendo = ' +
Yn 1 Xp1 X2 - . Xpk Bk En
—— —_—— N——
y X Jé; €

con e~ N, (On,02ln) y por tanto y/X ~ N (XB3,0%l,)
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Formulacién del Modelo Lineal General (GLM) Il

Matricialmente, si p = k + 1, tenemos

- yeR" eecR"
y = X3+ & con { X '€ Mpp, B € RP

%1 1 x11 xi2 . . Xk Bo €1
y2 1 xo1 X2 . . Xk B1 €2
siendo = ' +
Yn 1 Xp1 X2 - . Xpk Bk En
—— —_—— N——
y X Jé; €

con e~ N, (On,02ln) y por tanto y/X ~ N (XB3,0%l,)
Siempre suponemos que n > p vy rg(X) =p
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Solucién del modelo GLM

> e=y—XB~~ N, (On, 0’2/,7) = (e Ve=(c"1)(y — XB) ~ N, (0,,1,)
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Solucién del modelo GLM

> =y — XIB ~ Nn (Om Uzln) = (071)82(071)(y - Xﬁ) ~ Nn (0n7 In)
» Por tanto, para cada o fijo, (y — X3)'(y — X3) deberia ser minimo
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Solucién del modelo GLM

> =y — XIB ~ Nn (Om Uzln) = (071)82(071)(y - Xﬁ) ~ Nn (0n7 In)
» Por tanto, para cada o fijo, (y — X3)'(y — X3) deberia ser minimo

» Si definimos S(B) = (y — X8)'(y — X3) el problema es: ﬁmin 5(8)
€R?
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Solucién del modelo GLM

> gzy - XIB ~ Nn (Om Uzln) = (071)82(071)(y - Xﬁ) ~ Nn (0n7 In)
» Por tanto, para cada o fijo, (y — X3)'(y — X3) deberia ser minimo
» Si definimos S(B) = (y — XB)'(y — X3) el problema es: min S(3)

BER?

2
n k
» En forma escalar, S(3) = > (y,- —Bo— >, Bjx,-j) , es decir,
i=1 j=1

tenemos el problema de minimos cuadrados
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Solucién del modelo GLM

> =y — )</6 ~ Nn (Om U2In) = (071)82(071)(y - Xﬁ) ~ Nn (0n7 In)
» Por tanto, para cada o fijo, (y — X3)'(y — X3) deberia ser minimo

» Si definimos S(B) = (y — X8)'(y — X3) el problema es: ﬁmin 5(8)
€R?

2
n k
» En forma escalar, S(B) = > (vi—fo— > Bjx,-j) , es decir,
i=1 j=1
tenemos el problema de minimos cuadrados

» Para la derivada primera tenemos: VS(B) = —2X'(y — X3) € R”
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Solucién del modelo GLM
> e=y — XB~ N, (04,0%) = (07 e=(c"1)(y — XB) ~ N, (04, 1,)
» Por tanto, para cada o fijo, (y — X3)'(y — X3) deberia ser minimo

» Si definimos S(B) = (y — X8)'(y — X3) el problema es: ﬁmin 5(8)
€R?

2
» En forma escalar, 5(3) = Zn: yi — Bo — _Zk:Bjx;j) , s decir,
tenemos el problema de m:';ilmos cuadradé;1
» Para la derivada primera tenemos: VS(B) = —2X'(y — X3) € R”
» Y para la derivada segunda: Hess(3) = 2X'X € My,
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Solucién del modelo GLM

> =y — )</6 ~ Nn (Om U2In) = (071)82(071)(y - Xﬁ) ~ Nn (0n7 In)
» Por tanto, para cada o fijo, (y — X3)'(y — X3) deberia ser minimo

» Si definimos S(B) = (y — X8)'(y — X3) el problema es: ﬁmin 5(8)
€R?

2
» En forma escalar, 5(3) = Zn: yi — Bo — _Zk:Bjx;j) , s decir,
tenemos el problema de m:';ilmos cuadradé;1
» Para la derivada primera tenemos: VS(B) = —2X'(y — X3) € R”
» Y para la derivada segunda: Hess(3) = 2X'X € My,

» Por tanto la solucién del problema se obtiene resolviendo el sistema
X'(y — XB3) = 0, o equivalentemente (X'X)3 = X'y
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Solucién del modelo GLM

> =y — )</6 ~ Nn (Om U2In) = (071)82(071)(y - Xﬁ) ~ Nn (0n7 In)
» Por tanto, para cada o fijo, (y — X3)'(y — X3) deberia ser minimo

» Si definimos S(B) = (y — X8)'(y — X3) el problema es: ﬁmin 5(8)
€R?

2
» En forma escalar, 5(3) = Zn: yi — Bo — _Zk:Bjx;j) , s decir,
tenemos el problema de m:';ilmos cuadradé;1
» Para la derivada primera tenemos: VS(B) = —2X'(y — X3) € R”
» Y para la derivada segunda: Hess(3) = 2X'X € My,

» Por tanto la solucién del problema se obtiene resolviendo el sistema
X'(y — XB3) = 0, o equivalentemente (X'X)3 = X'y
» Por ser rg(X) = p la matriz X’X tiene inversa y la solucién tnica es:
B=(X'X)"'X'y
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Estimadores y distribuciones de probabilidad

» El vector de pardmetros estimados por el modelo es

B=(XX)" Xy~ N, (5, P (X’X)_l)
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Estimadores y distribuciones de probabilidad
» El vector de pardmetros estimados por el modelo es
B=(XX)" Xy~ N, (5, e (X’X)_l)
» El vector de valores predichos por el modelo es
¥=XB =X (X'X) " X'y = Hy ~ N, (XB,02H)

siendo H = X (X’X)_lX’e M« la conocida matriz hat

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestién Forestal Sostenible 20



Estimadores y distribuciones de probabilidad
» El vector de pardmetros estimados por el modelo es
B=(X'X) "Xy~ N, (8,07 (X'X) )
» El vector de valores predichos por el modelo es
¥=XB =X (X'X) " X'y = Hy ~ N, (XB,02H)
siendo H = X (X’X)_lX’e M« la conocida matriz hat

» La matriz H verificaque HH=Hy (I, — H)(l,— H)=1,— H
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Estimadores y distribuciones de probabilidad
» El vector de pardmetros estimados por el modelo es
B = (XX) X'y~ Ny (8,07 (X'X) 1)
» El vector de valores predichos por el modelo es
¥=XB =X (X'X) " X'y = Hy ~ N, (XB,02H)
siendo H = X (X’X)_lX’e M« la conocida matriz hat
» La matriz H verificaque HH=Hy (I, — H)(l,— H)=1,— H

» El vector de errores del modelo es
e=y—XB= (I~ H)y~ Ny (0,5%(l, — H))
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Estimadores y distribuciones de probabilidad
» El vector de pardmetros estimados por el modelo es
B = (XX) X'y~ Ny (8,07 (X'X) 1)
» El vector de valores predichos por el modelo es
¥=XB =X (X'X) " X'y = Hy ~ N, (XB,02H)
siendo H = X (X’X)_lX’e M« la conocida matriz hat
» La matriz H verificaque HH=Hy (I, — H)(l,— H)=1,— H

» El vector de errores del modelo es
e=y—XB= (I~ H)y~ Ny (0,5%(l, — H))

> Ademss se verifica que e'e = S(3) = y/ (I, — H) y~ U2Xi_p
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Estimadores y distribuciones de probabilidad
» El vector de pardmetros estimados por el modelo es
B = (XX) X'y~ Ny (8,07 (X'X) 1)
» El vector de valores predichos por el modelo es
¥=XB =X (X'X) " X'y = Hy ~ N, (XB,02H)
siendo H = X (X’X)_lX’e M« la conocida matriz hat
» La matriz H verificaque HH=Hy (I, — H)(l,— H)=1,— H
» El vector de errores del modelo es
e=y—XB=(l,— H)y~ Ny (0,0°(l, — H))
> Ademss se verifica que e'e = S(3) = y/ (I, — H) y~ U2Xi_p

) — e "(l,— H
» Por tanto podemos estimar ¢ como: 02 = -y Un )y
n—p n—p
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Test global del modelo y calidad del ajuste

» Descomposicién de la varianza:
y'y —ny’ = (y'Hy —ny®)+y'(l,— H)y = (yy — ny?) + €e
SST L n SSR SSE
oY

i=1

siendo y =
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Test global del modelo y calidad del ajuste

» Descomposicién de la varianza:
y'y —ny’ = (y'Hy —ny®)+y'(l,— H)y = (yy — ny?) + €e

SST L n SSR SSE
siendo y = - S yi
i=1
Y m oA o o (n—p)SSR
» Test global del modelo: Hy:51=0p=...=6,=0= (p—1)SSE Fo—1,n—p
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)
Test global del modelo y calidad del ajuste

» Descomposicién de la varianza:

y'y —ny? = (y'Hy — ny*) +y'(I, — H)y = (¥ — ny?) + €’e

SST L n SSR SSE
siendoy == > y;
i=1
(n—p)SSR
Ti lobal del lo: Ho:p1=02=... =
» Test global del modelo: Hp:31=0> B 0:>(p—1)55E
R E
» Coeficiente de determinacién: R? = 55 53

55T~ s €0
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Test global del modelo y calidad del ajuste

» Descomposicién de la varianza:
y'y —ny’ = (y'Hy —ny®)+y'(l,— H)y = (yy — ny?) + €e

SST L n SSR SSE
siendo y = - Z:l Vi
» Test global del modelo: Hozﬂlzﬁgz...:ﬁk:0:>%ﬁ,lmp
» Coeficiente de determinacién: R? = ;:z—l;_ =1- % €[0,1]
» Coeficiente de determinacién ajustado: R2 =1 — :;gs_//((’;[;;
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Test global del modelo y calidad del ajuste

» Descomposicién de la varianza:
y'y —ny’ = (y'Hy —ny®)+y'(l,— H)y = (yy — ny?) + €e

SST L n SSR SSE
siendo y = - S yi
i=1
—p)SSR

» Test global del modelo: Hozﬂlzﬁgz...:ﬁk:0:>$wﬁ,lmp
R E

» Coeficiente de determinacién: R? = % =1- % €[0,1]
. E/(n—

» Coeficiente de determinacién ajustado: R2 =1 — :227_//((’; — '[3

» Error estandar de estimacién: & = /2°E = \/MSE

n—p
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Test global del modelo y calidad del ajuste

» Descomposicién de la varianza:
y'y —ny’ = (y'Hy —ny®)+y'(l,— H)y = (yy — ny?) + €e

SST L n SSR SSE
siendo y = - S yi
i=1
—p)SSR
» Test global del modelo: Hozﬁlzﬁgz...:ﬁk:0:>$wﬁ,lm
SSR SSE

» Coeficiente de determinacién: R? = T [0,1]

. E/(n—
» Coeficiente de determinacién ajustado: R2 =1 — :ng//((,r: — '[3
» Error estdndar de estimacién: o = ﬁfi =V MSE
» Coeficiente de variacién del modelo: CV = g (porcentaje)

y
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Test de hipdtesis e intervalos de confianza de parametros

» cjj=elemento diagonal j-ésimo de C = (X’X)_1 conj=1,2,...,p
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Test de hipdtesis e intervalos de confianza de parametros

» cjj=elemento diagonal j-ésimo de C = (X’X)_1 conj=1,2,...,p

» h;=elemento diagonal i-ésimo de H = XCX' con i =1,2,....n
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Test de hipdtesis e intervalos de confianza de parametros
» cjj=elemento diagonal j-ésimo de C = (X’X) teonj=1,2,....p
» h;=elemento diagonal i-ésimo de H = XCX' con i =1,2,....n

> 6_]—1 - 61—1

7\/Cj

~ tp,_p = test de hipdtesis para 3;_1 =0
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Test de hipdtesis e intervalos de confianza de parametros
» cjj=elemento diagonal j-ésimo de C = (X’X) teonj=1,2,....p
» h;=elemento diagonal i-ésimo de H = XCX' con i =1,2,....n

> Bj—i - 61—1
NG

» -1+ ty_pa/204/Cj = intervalo de confianza para ;1

~ tp,_p = test de hipdtesis para 3;_1 =0
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Test de hipdtesis e intervalos de confianza de parametros
» cjj=elemento diagonal j-ésimo de C = (X’X) teonj=1,2,....p
» h;=elemento diagonal i-ésimo de H = XCX' con i =1,2,....n
Bi-1— Bi
7\/Gj

» -1+ ty_pa/204/Cj = intervalo de confianza para ;1

~ tp,_p = test de hipdtesis para 3;_1 =0

Vi — Wi

~+ tp_p = test de hipétesis para pj = E(y/xi1, Xi2, ..., Xix) = 0
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Test de hipdtesis e intervalos de confianza de parametros
» cjj=elemento diagonal j-ésimo de C = (X’X) teonj=1,2,....p
» h;=elemento diagonal i-ésimo de H = XCX' con i =1,2,....n

Bi—1 — Bj-1
NG

» -1+ ty_pa/204/Cj = intervalo de confianza para ;1

~ tp,_p = test de hipdtesis para 3;_1 =0

Vi — Wi

» Vi £ ty_p.a/20V/ hii = intervalo de confianza para E(y/xi1, Xj2, ..., Xik)

~+ tp_p = test de hipétesis para pj = E(y/xi1, Xi2, ..., Xix) = 0
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Test de hipdtesis e intervalos de confianza de parametros
» cjj=elemento diagonal j-ésimo de C = (X’X) teonj=1,2,....p
» h;=elemento diagonal i-ésimo de H = XCX' con i =1,2,....n

Bi-1— Bi

» -1+ ty_pa/204/Cj = intervalo de confianza para ;1

~ tp,_p = test de hipdtesis para 3;_1 =0

Vi — Wi

» Vi £ ty_p.a/20V/ hii = intervalo de confianza para E(y/xi1, Xj2, ..., Xik)

~+ tp_p = test de hipétesis para pj = E(y/xi1, Xi2, ..., Xix) = 0

» Vi &ty p.a/20V/1+ hjj = intervalo de prediccién para una nueva
observacién de y/xj1, X2, ..., Xk
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Test de hipdtesis e intervalos de confianza de parametros
» cjj=elemento diagonal j-ésimo de C = (X’X) teonj=1,2,....p
» h;=elemento diagonal i-ésimo de H = XCX' con i =1,2,....n
Bi-1— Bi
7\/Gj

» -1+ ty_pa/204/Cj = intervalo de confianza para ;1

~ tp,_p = test de hipdtesis para 3;_1 =0

Vi — Wi

» Vi £ ty_p.a/20V/ hii = intervalo de confianza para E(y/xi1, Xj2, ..., Xik)

~+ tp_p = test de hipétesis para pj = E(y/xi1, Xi2, ..., Xix) = 0

» Vi &ty p.a/20V/1+ hjj = intervalo de prediccién para una nueva
observacién de y/xj1, X2, ..., Xk

e ee _ _ 5
> 5 ' = intervalo de confianza para o
anp;lfoz/2 anp;a/2
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Test F, intervalos de confianza y Ls-medias

» En general, si Hy:L5=0 con LeM, ., y rg(L)=v<p, entonces
_pU(LCL) LR

V62

F ~+F, n—p y tenemos test de hipdtesis para Hop
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Test F, intervalos de confianza y Ls-medias

» En general, si Hy:L5=0 con LeM, ., y rg(L)=v<p, entonces
_pU(LCL) LR

V62

F ~+F, n—p y tenemos test de hipdtesis para Hop

» Los test F de una tabla ANOVA son casos particulares con ciertas L
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Test F, intervalos de confianza y Ls-medias

» En general, si Hy:L5=0 con LeM, ., y rg(L)=v<p, entonces
_pU(LCL) LR

V62

F ~+F, n—p y tenemos test de hipdtesis para Hop

» Los test F de una tabla ANOVA son casos particulares con ciertas L

LB —L .
» Si LeMy,p, t:uwt,,,p y un intervalo de confianza para Lj es

) &/ LCL
LB+ ty pasadV/LCL
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Test F, intervalos de confianza y Ls-medias

» En general, si Hy:L5=0 con LeM, ., y rg(L)=v<p, entonces
_pU(LCL) LR

F ~+F, n—p y tenemos test de hipdtesis para Hop

V62
» Los test F de una tabla ANOVA son casos particulares con ciertas L
: L3~ LB : :
» Si LeMy,p, t=——~—=~~1t,—p y un intervalo de confianza para L3 es

) 6V LCL
LB + t_piaj2dV/LCL )
(Li—L2)B—(L1—L2)B
6\/(L1—L2)C(LA1—L2)’
confianza para L1—Lyf3 es (L1—Ly)5 + t,,,p;up&\/(Ll—Lz)C(Ll—Lg)’

» Si Ly, [reMyyy, t= ~+t,_p y un intervalo de
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Test F, intervalos de confianza y Ls-medias

» En general, si Hy:L5=0 con LeM, ., y rg(L)=v<p, entonces
_pU(LCL) LR

F 52 ~+F, n—p y tenemos test de hipdtesis para Hop
» Los test F de una tabla ANOVA son casos particulares con ciertas L
: L3~ LB : :
» Si LeMy,p, t=——~—=~~1t,—p y un intervalo de confianza para L3 es

) 6V LCL
LB + t_piaj2dV/LCL )
(L1—L2)B—(L1—L2)B
&\/(Ll—Lg)C(LAl—Lg)’
confianza para L1—Lyf3 es (L1—Ly)5 + t,,,p;up&\/(Ll—Lz)C(Ll—Lg)’

> Los test e intervalos de confianza para Ls-medias y sus diferencias en
un ANOVA son casos particulares con ciertas matrices L1 y Lo

» Si Ly, [reMyyy, t= ~+t,_p y un intervalo de
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Test F, intervalos de confianza y Ls-medias

» En general, si Hy:L5=0 con LeM, ., y rg(L)=v<p, entonces
_pU(LCL) LR

F 52 ~+F, n—p y tenemos test de hipdtesis para Hop
» Los test F de una tabla ANOVA son casos particulares con ciertas L
: L3~ LB : :
» Si LeMy,p, t=——~—=~~1t,—p y un intervalo de confianza para L3 es

R oV LCl!
LB =+ ty_pas20VLCL .
(L1—L2)B—(L1—L2)B
6\/(L1—L2)C(L}—L2)’
confianza para L1—Lyf3 es (L1—Ly)5 + t,,,p;up&\/(Ll—Lz)C(Ll—Lg)’
> Los test e intervalos de confianza para Ls-medias y sus diferencias en
un ANOVA son casos particulares con ciertas matrices L1 y Lo

» Si L= (1,x1,...,xk) € My, entonces LB+ tnpia/20V LCL es un
intervalo de confianza para E(y/x1, x2, ..., Xk)

» Si Ly, [reMyyy, t= ~+t,_p y un intervalo de
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Validacién del modelo GLM

» Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de

Kolmogorov con los residuales e; o mejor atin con los residuales
€

studentizados rj = ———
oV 1— hj
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Validacién del modelo GLM

» Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de

Kolmogorov con los residuales e; o mejor atin con los residuales
€

ov/1— hj
» Homegeneidad de varianzas: nubes de dispersion de (y;,ri) y (xj, 1)
parai=1,..nyj=1 ..k

studentizados r; =
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Validacién del modelo GLM

» Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de

Kolmogorov con los residuales e; o mejor atin con los residuales
€

ov/1— hj
» Homegeneidad de varianzas: nubes de dispersion de (y;,ri) y (xj, 1)
parai=1,..nyj=1 ..k

studentizados r; =

» Independencia de residuales: nube de dispersién (i, r;) y test de
Durbin-Watson
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Validacién del modelo GLM

» Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de

Kolmogorov con los residuales e; o mejor atin con los residuales
€

ov/1— hj
» Homegeneidad de varianzas: nubes de dispersion de (y;,ri) y (xj, 1)
parai=1,..nyj=1 ..k

studentizados r; =

» Independencia de residuales: nube de dispersién (i, r;) y test de
Durbin-Watson

» Posibles residuales atipicos (outliers): aquellos con |r;| > 2 (o mejor 3)
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Validacién del modelo GLM

» Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de

Kolmogorov con los residuales e; o mejor atin con los residuales
€

ov/1— hj
» Homegeneidad de varianzas: nubes de dispersion de (y;,ri) y (xj, 1)
parai=1,..nyj=1 ..k

studentizados r; =

» Independencia de residuales: nube de dispersién (i, r;) y test de
Durbin-Watson

» Posibles residuales atipicos (outliers): aquellos con |r;| > 2 (o mejor 3)

» Posibles puntos influyentes: aquellos con residual press studentizado
mayor que 2 (o mejor 3), D-Cook’s>4/n o diagonal hat h;;>2p/n
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Validacién del modelo GLM

» Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de

Kolmogorov con los residuales e; o mejor atin con los residuales
€

ov/1— hj
» Homegeneidad de varianzas: nubes de dispersion de (y;,ri) y (xj, 1)
parai=1,..nyj=1 ..k

studentizados r; =

» Independencia de residuales: nube de dispersién (i, r;) y test de
Durbin-Watson

» Posibles residuales atipicos (outliers): aquellos con |r;| > 2 (o mejor 3)

» Posibles puntos influyentes: aquellos con residual press studentizado
mayor que 2 (o mejor 3), D-Cook’s>4/n o diagonal hat h;;>2p/n

» Existencia de multicolinealidad: nimero de condicion> 1000 o
presencia de variables con VIF > 10 (o tolerancia< 0.1)
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Val

| 2

| 2

>

idacién del modelo GLM

Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de

Kolmogorov con los residuales e; o mejor atin con los residuales
€

ov/1— hj;
Homegeneidad de varianzas: nubes de dispersién de (y;, 1) y (xij, ri)
parai=1,..nyj=1 ..k

studentizados r; =

Independencia de residuales: nube de dispersién (7, r;) y test de
Durbin-Watson

Posibles residuales atipicos (outliers): aquellos con |r;| > 2 (o mejor 3)

Posibles puntos influyentes: aquellos con residual press studentizado
mayor que 2 (o mejor 3), D-Cook’s>4/n o diagonal hat h;;>2p/n
Existencia de multicolinealidad: ndmero de condicién> 1000 o
presencia de variables con VIF > 10 (o tolerancia< 0.1)

Falta de adecuacién del modelo: nube de dispersién (y;, y;)
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Software para el modelo GLM

» Si usamos el software R disponemos del paquete Im
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Software para el modelo GLM

» Si usamos el software R disponemos del paquete Im
» Si usamos el software SAS tenemos el procedimiento proc glm, 6
también proc reg si sélo hay regresores
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Software para el modelo GLM

» Si usamos el software R disponemos del paquete Im
» Si usamos el software SAS tenemos el procedimiento proc glm, 6
también proc reg si sélo hay regresores
» Sintaxis basica general de proc glm:
ods pdf file="..." ;0ds graphics on; (opcional)
PROC GLM options;
CLASS factores;
MODEL dependent=independents / options;
CONTRAST 'label’ [effect values].../options;
ESTIMATE 'name’ effect values.../options;
LSMEANS effects/options; (sélo factores incluidos en CLASS)
OUTPUT OUT=SAS data set keyword=names...;
TEST H=effects E=effect/options;
RUN;
ods graphics off;ods pdf close; (si usamos los dos primeros comandos)
QUIT;
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

MODELO

LINEAL

MIXTO

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestién Forestal Sostenible 26



Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) I

» Al igual que en el modelo GLM, suponemos que

k
E(y/x1, %2, .., xk) = = Bo+ > Bjx
j=1
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Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) I

» Al igual que en el modelo GLM, suponemos que

E(y/X17X27"' ) ILI/ BO+ Z/BJXJ

Jj=
» Las observaciones de y pueden estar acompanadas de ciertos efectos
aleatorios 7, con I =1,...,q y E(y,) = 0, ademas del error aleatorio ¢
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Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) I

» Al igual que en el modelo GLM, suponemos que

E(y/X17X27"' ) ILI/ BO+ Z/BJXJ

Jj=
» Las observaciones de y pueden estar acompanadas de ciertos efectos
aleatorios 7, con I =1,...,q y E(y,) = 0, ademas del error aleatorio ¢

» Consideramos ciertas observaciones (y;, Xi1, ..., Xik; Zi1, ---, Zig,) €On
i=1,2,...,n, donde z; son variables dummy de tipo 0-1 (presencia o
no de cada efecto aleatorio en cada observacién) o numéricas (con
coeficientes aleatorios cuya varianza queremos estimar)
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)
Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) I

» Al igual que en el modelo GLM, suponemos que

E(y/X17X27"' ) ILI/ BO+ Z/BJXJ

Jj=
» Las observaciones de y pueden estar acompanadas de ciertos efectos
aleatorios 7, con I =1,...,q y E(y,) = 0, ademas del error aleatorio ¢

» Consideramos ciertas observaciones (y;, Xi1, ..., Xik; Zi1, ---, Zig,) €On
i=1,2,...,n, donde z; son variables dummy de tipo 0-1 (presencia o
no de cada efecto aleatorio en cada observacién) o numéricas (con
coeficientes aleatorios cuya varianza queremos estimar)

k q
» Entonces tendremos y; = o + > Bjxij + > Vizi +¢€i
' I=1
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Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) I

» Al igual que en el modelo GLM, suponemos que

E(y/x1,%0, ...y Xk) = b = Bo—l—Zﬁij

Jj=
» Las observaciones de y pueden estar acompanadas de ciertos efectos
aleatorios 7, con I =1,...,q y E(y,) = 0, ademas del error aleatorio ¢

» Consideramos ciertas observaciones (y;, Xi1, ..., Xik; Zi1, ---, Zig,) €On
i=1,2,...,n, donde z; son variables dummy de tipo 0-1 (presencia o
no de cada efecto aleatorio en cada observacién) o numéricas (con
coeficientes aleatorios cuya variapza queren;os estimar)

» Entonces tendremos y; = By + Y Bixij + Y vizii + €i
' =1

» Suponemos que 7, y ¢; tienen todos distribucién normal con
E(~,) = E(¢;) =0, y ademads ~, y €; son siempre independientes
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Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) I

» Al igual que en el modelo GLM, suponemos que

E(y/X17X27"' ) ILI/ BO+ Z/BJXJ

Jj=
» Las observaciones de y pueden estar acompanadas de ciertos efectos
aleatorios 7, con I =1,...,q y E(y,) = 0, ademas del error aleatorio ¢

» Consideramos ciertas observaciones (y;, Xi1, ..., Xik; Zi1, ---, Zig,) €On
i=1,2,...,n, donde z; son variables dummy de tipo 0-1 (presencia o
no de cada efecto aleatorio en cada observacién) o numéricas (con
coeficientes aleatorios cuya varianza queremos estimar)

k q
» Entonces tendremos y; = o + > Bjxij + > Vizi +¢€i
' I=1

» Suponemos que 7, y ¢; tienen todos distribucién normal con
E(~,) = E(¢;) =0, y ademads ~, y €; son siempre independientes

» Sin embargo, no suponemos independencia y homogeneidad de
varianzas entre los valores v, ni entre los valores ¢;
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) Il

Matricialmente, si p = k + 1, tenemos:
y,e € R"
y=XB+ Zv+ € con X € Mpyp,B €RP
Z € Myyqy €RY
siendo X la matriz de diseno para las variables independientes, con

rg(X) = p, y Z la matriz de disefio para los efectos aleatorios del modelo,
con rg(Z) =gq
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Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) Il

Matricialmente, si p = k + 1, tenemos:
y,e € R"
y=XB+ Z~+¢€ con X € Mpyp,B €RP
Z € Mpxqy € RY

siendo X la matriz de diseno para las variables independientes, con
rg(X) = p, y Z la matriz de disefio para los efectos aleatorios del modelo,
con rg(Z) =gq
Ademas, las hipétesis para los vectores aleatorios < y € son:
v ~ Ng (0g, G(61))
g ~ N, (0,, R(62))
7, € independientes

siendo G(601) € Mgxq, R(02) € My, ciertas matrices de varianzas-
covarianzas dependientes de ciertos vectores de parametros de los efectos
aleatorios 61 € R y 6, € R
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Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) 1

» Con esta formulacién e hipdtesis tenemos:

(7)o (000 (520 222))
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Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) 1

» Con esta formulacién e hipdtesis tenemos:

Y 0 G(61) Ogun
e qg+n qg+n Onxq R(02)
» Si definimos el vector aleatorio €, = Zv + € € R”, podemos escribir

el modelo como y = X3 + €, con la hipétesis e, ~~ N, (0,, V (0)),

(7]
siendo O = <Ol> eERf, cont=t1+1t,y V(0)=2G(61)Z"+ R(62)
2

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestién Forestal Sostenible 29



Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) 1

» Con esta formulacién e hipdtesis tenemos:

Y 0 G(61) Ogun
e qg+n qg+n Onxq R(02)
» Si definimos el vector aleatorio €, = Zv + € € R”, podemos escribir

el modelo como y = X3 + €, con la hipétesis e, ~~ N, (0,, V (0)),

(7]
siendo O = <Ol> eERf, cont=t1+1t,y V(0)=2G(61)Z"+ R(62)
2

» Esta formulacién del modelo se denomina modelo marginal asociado
al modelo lineal mixto. Si V (8) = 021, el modelo marginal coincide
con el modelo GLM
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Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) 1

» Con esta formulacién e hipdtesis tenemos:

(7)o (000 (520 222))

» Si definimos el vector aleatorio €, = Zv + € € R”, podemos escribir
el modelo como y = X3 + €, con la hipétesis e, ~~ N, (0,, V (0)),

(7]
siendo O = <Ol> eERf, cont=t1+1t,y V(0)=2G(61)Z"+ R(62)
2

» Esta formulacién del modelo se denomina modelo marginal asociado
al modelo lineal mixto. Si V (8) = 021, el modelo marginal coincide
con el modelo GLM

» El modelo marginal es una generalizacién del modelo GLM con una
matriz de varianzas-covarianzas para los errores V (6), que no exige
independencia y homogeneidad de varianzas de los errores
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Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) \%

» Observar que, para el vector respuesta y, tenemos que
y/X,Z ~ N, (X3, V(0))(modelo marginal)
mientras que, para = fijo, se tendrd

y/ X, Z,~v ~ N, (XB+ Z~, R (02)) (modelo condicional)
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Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) \%
» Observar que, para el vector respuesta y, tenemos que
y/X,Z ~ N, (X3, V(0))(modelo marginal)
mientras que, para = fijo, se tendrd
y/ X, Z,~v ~ N, (XB+ Z~, R (02)) (modelo condicional)

» Si no hay efectos aleatorios en el modelo, entonces Z = 0 y estos dos
modelos coinciden. Pero para obtener el modelo GLM necesitamos
ademids que R (62) = 0?1,
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Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) \%
» Observar que, para el vector respuesta y, tenemos que
y/X,Z ~ N, (X3, V(0))(modelo marginal)
mientras que, para = fijo, se tendrd
y/ X, Z,~v ~ N, (XB+ Z~, R (02)) (modelo condicional)

» Si no hay efectos aleatorios en el modelo, entonces Z = 0 y estos dos
modelos coinciden. Pero para obtener el modelo GLM necesitamos
ademids que R (62) = 0?1,

» Por tanto, podemos tener modelos LMM sin efectos aleatorios
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) \%

| 2

Observar que, para el vector respuesta y, tenemos que
y/X,Z ~ N, (X3, V(0))(modelo marginal)
mientras que, para = fijo, se tendrd

y/ X, Z,~v ~ N, (XB+ Z~, R (02)) (modelo condicional)

Si no hay efectos aleatorios en el modelo, entonces Z = 0 y estos dos
modelos coinciden. Pero para obtener el modelo GLM necesitamos
ademids que R (62) = 0?1,

Por tanto, podemos tener modelos LMM sin efectos aleatorios
Existen matrices G(61)'/2, R(62)Y/? y V(B)l/2 verificando
(G(61)'/2) G(61)> = G(61). (R(62)"/2) R(62)"/2 = R(B2) y
(V(0)1/2>/ V (8)Y2 = V(8) (Cholesky root matrix)
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Formulacién del Modelo Lineal Mixto (LMM) \%

| 2

| 2

Observar que, para el vector respuesta y, tenemos que
y/X,Z ~ N, (X3, V(0))(modelo marginal)
mientras que, para = fijo, se tendrd

y/ X, Z,~v ~ N, (XB+ Z~, R (02)) (modelo condicional)

Si no hay efectos aleatorios en el modelo, entonces Z = 0 y estos dos
modelos coinciden. Pero para obtener el modelo GLM necesitamos
ademids que R (62) = 0?1,

Por tanto, podemos tener modelos LMM sin efectos aleatorios

Existen matrices G(61)'/2, R(62)Y/? y V(B)l/2 verificando

(6(61)2) G(61)/2 = G(01). (R(62)"/%)" R(62)"/* = R(02)
/!

(V(9)1/2> V (8)Y2 = V(8) (Cholesky root matrix)

También existen sus inversas G(61)~Y/2, R(62)"Y/2 y Vv (6)~Y/?
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Solucién del modelo LMM I

> Siv* = G(61) /%~y e* = R(62)/?¢ tenemos que
* -1/2
7 = G(el) 7 ~ +n (0 +na/ +n)
c* R(62)1/2€ q g+nslq

y por tanto, para cada 6 fijo, (v*) v* + (¢*)' €* deberia ser minimo
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Solucién del modelo LMM I
> Siv* = G(61) /%y y e* = R(62) /€ tenemos que
")’* G(el)—l/Z,y
e*) R(62)~1/%¢ > Natn (Ogn: lg-+n)
y por tanto, para cada 6 fijo, (v*) v* + (¢*)' €* deberia ser minimo

> S s(f) A G(81) I+ (y — XB— Z7) R(82) "L (y — XB - Z7),

para cada 6 fijo, el problema es: min S ﬁ)
BERP ~yERY Y

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestién Forestal Sostenible 31



Solucién del modelo LMM I

> Siv* = G(61) /%y y e* = R(62) /€ tenemos que
ol G(61) >
e*) R(62)~1/%¢ > Natn (Ogn: lg-+n)
y por tanto, para cada 6 fijo, (v*) v* + (¢*)' €* deberia ser minimo
> i s(f) — 7/ G(O1) I+ (y — XB — Zv) R(82) " (y — XB — Z)
para cada 6 fijo, el problema es: min 5<ﬁ>

BER? yeRY Y
» Si derivamos dos veces tenemos:

A _ ~X'R(62) 7 (y = XB — Z~)
v <7> _2( G(01) "'y = Z'R(62) ' (y — XB — Z7) )ERM
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Solucién del modelo LMM I

> Siv* = G(61) /%~y e* = R(62)/?¢ tenemos que
* -1/2
7 = G(el) 7 ~ +n (0 +na/ +n)
c* R(62)1/2€ q g+nslq

y por tanto, para cada 6 fijo, (v*) v* + (¢*)' €* deberia ser minimo
> i s(f) — 7/ G(O1) I+ (y — XB — Zv) R(82) " (y — XB — Z)

para cada 6 fijo, el problema es: min 5<ﬁ>
BeRP yeR4 %

» Si derivamos dos veces tenemos:

A _ ~X'R(62) 7 (y = XB — Z~)
v <7> _2( G(01) "'y = Z'R(62) ' (y — XB — Z7) )ERM

X'R(62)"1X X'R(62)"1Z

Hess(e):2< Z'R(62) 71X G(81) *+Z'R(62)"1Z )EM(P+">X(P+‘7)
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Solucién del modelo LMM [

8\ B\ X/R(ez)—1y>
» Por tanto, VS <7> = 0 <= Hess (0) (‘y) - 2(Z’R(02)1y
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Solucién del modelo LMM [

8\ B\ X/R(ez)—1y>
» Por tanto, VS <7> =0 <= Hess(0) (‘y) - 2(Z’R(02)1y

» Si Hess (0) tiene inversa la solucién para cada 0 fijo es:

() oo (552
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Solucién del modelo LMM [

8\ B\ X/R(az)—1y>
» Por tanto, VS <7> =0 <= Hess(0) (‘y) - 2(Z’R(02)1y

» Si Hess (0) tiene inversa la solucién para cada 0 fijo es:
Be) -1 <X/R(‘92)1Y>
. = 2 (Hess (0
(79 (Fess (6)) Z'R(62)"y
-1
» Si hacemos C (0) = <X’V(0)_1 X) la solucidn es:

() (e (o xa)
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Solucién del modelo LMM I
ﬁ) (ﬂ) (X/R(Oz)_1Y>
» Por tanto, VS = 0 <= Hess (0 =2
<7 O\) =2 Zr02)1y
» Si Hess (0) tiene inversa la solucién para cada 0 fijo es:
Be) -1 <X/R(‘92)1Y>
= 2(Hess (6
(30) =2 (i
-1
» Si hacemos C (0) = <X’V(0)_1 X) la solucién es:
(fm) ( CO)X'V(0) 'y )
o) \G(61)2'V (0)" (v — XBy)
» Ademds, el valor minimo buscado es:
BB _ ~ 0\ -1 ~
S(’Ye = (y—Xﬂe) Vv (6) (Y—Xﬁe>
=y (V(o)—l — V()1 XxC (e)x'V(a)—l) y
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Solucién del modelo LMM [l

» Con esta solucién obtenida, si L(€) es la funcién de verosimilitud y

N(@)=—2In(L(0)) se verifica: A(@)=nlIn(27) + In|V (0)| + 5(:29)
0
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Solucién del modelo LMM [l

» Con esta solucién obtenida, si L(€) es la funcién de verosimilitud y
N(@)=—2In(L(0)) se verifica: A(@)=nlIn(27) + In|V (0)| + 5('?9>
Yo

» Habitualmente, existen tres formas de estimar el vector 6:
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Solucién del modelo LMM [l

» Con esta solucién obtenida, si L(€) es la funcién de verosimilitud y

AN(@)=—2In(L(0)) se verifica: A(8)=nIn(27)+ In|V (0)] + 5(?9)
Yo

» Habitualmente, existen tres formas de estimar el vector 6:
e Minimizando S Bo

A

>: estimador insesgado cuadratico de minima

Yo
varianza (MIVQUEOQ, minimum variance quadratic unbiased estimation)

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestién Forestal Sostenible 33



Solucién del modelo LMM [l

» Con esta solucién obtenida, si L(€) es la funcién de verosimilitud y

N(@)=—2In(L(0)) se verifica: A(@)=nlIn(27) + In|V (0)| + 5('?9>
Yo
» Habitualmente, existen tres formas de estimar el vector 6:
e Minimizando S éo . estimador insesgado cuadrético de minima

Yo
varianza (MIVQUEOQ, minimum variance quadratic unbiased estimation)
e Maximizando L (@), es decir, minimizando 5(?‘9) +In|V ()
Y

6
estimador de maxima verosimilitud (ML, maximum likehood
estimation)

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestién Forestal Sostenible 33



Solucién del modelo LMM [l

» Con esta solucién obtenida, si L(€) es la funcién de verosimilitud y
N(@)=—2In(L(0)) se verifica: A(@)=nlIn(27) + In|V (0)| + 5('?9>
Yo

» Habitualmente, existen tres formas de estimar el vector 6:
Bo

A

e Minimizando S . estimador insesgado cuadrético de minima

Yo
varianza (MIVQUEOQ, minimum variance quadratic unbiased estimation)
e Maximizando L (@), es decir, minimizando 5(?‘9) +In|V ()
Yo
estimador de maxima verosimilitud (ML, maximum likehood

estimation)

A
A

e Minimizando la funcién S 59) +In|V(0)] —In|C(0)|: estimador de

0
mdxima verosimilitud restringida (REML, restricted maximum likehood
estimation)
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Solucién del modelo LMM [V

A 0,
0=1| A
» Sea <0

: . (7]
> el estimador obtenido para el vector 8 = ( 1>
2

0,
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Solucién del modelo LMM \Y]

A

HA1> el estimador obtenido para el vector 8 = (01>
92 02
» La solucién del modelo es entonces:
B=Bs=COXV(O) Y
4 =4y =G(61)Z'V(0) }(y — XB)

> Sea O =

/—\
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Solucién del modelo LMM [V

> Sea O = 6:1 el estimador obtenido para el vector 8 = 01
02 )

» La solucién del modelo es entonces:

B =By =COXV(O) 1y

4 =4y =G6(60)Z'V(®) " (y - XP)
» Si consideramos las matrices H(0) = XC(8)X'V(8) 'y
P(0) = ZG(6:1)Z'V(0)~ + R(62)V(8)TH()
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Solucién del modelo LMM [V

> Sea O = 6:1 el estimador obtenido para el vector 8 = 01
02 )

» La solucién del modelo es entonces:
B =By =COXV(O) 1y
4 =4y =G6(60)Z'V(®) " (y - XP)
» Si consideramos las matrices H(6) = 0
P(0) = ZG(6:1)Z'V(0)~ + R(62)V(8)TH()
y

» El vector de valores predichos es:
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Solucién del modelo LMM [V

> Sea O = 6:1 el estimador obtenido para el vector 8 = 01
02 )

» La solucién del modelo es entonces:
B =By =COXV(O) 1y
4 =4y =G6(60)Z'V(®) " (y - XP)
> Si consideramos las matrices H(8) = XC()X'V(6)1
P(0) = ZG(6:1)Z'V(0)~ + R(62)V(8)TH()
» El vector de valores predichos es: § = X3 + Z4 = P )y
» El vector de errores es: e:y—Xﬁ—ny: (/ - P 9 )y
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Solucién del modelo LMM [V

~ [0
» Sea 60 = <0A;
» La solucién del modelo es entonces:
BBy —cOXVOY Yy
A =495=G(61)Z'V(0) (y - Xﬁ)

~

»> Si consideramos las matrices H(6) = XC(O)X'V(6)1
P(0) = ZG(6:1)Z'V(0)~ + R(62)V(8)TH()

» El vector de valores predichos es: § = X3 + Z4 = P(@)y

» El vector de errores es: e =y — X3 — 74 = (l,, — P(@)) y

(7]
> el estimador obtenido para el vector 8 = (01>
2

~

» El vector de valores predichos marginales es: §,, = XB = H(O)y
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Solucién del modelo LMM [V

~ [0
» Sea 60 = <0A;
» La solucién del modelo es entonces:
BBy —cOXVOY Yy
A =495=G(61)Z'V(0) (y - Xﬁ)

~

»> Si consideramos las matrices H(6) = XC(O)X'V(6)1
P(8) = ZG(61)Z'V(0) ' + R(62)V(8)1H(8)

El vector de valores predichos es: § = X3 + Z4 = P(0)y
El vector de errores es: e =y — X3 — 74 = (/ - P(@))

(7]
> el estimador obtenido para el vector 8 = (01>
2

~

El vector de valores predichos marginales es: y,,, = XB = y

y
El vector de errores marginales es: e, =y — Xﬁ = (/ — H( 9 ) y

vVvyVvyy
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Solucién del modelo LMM [V

>

>

\4

vV vyvy Vvy

Sea 0 = GAI el estimador obtenido para el vector 8 = 01
0, 0,

La solucion del modelo es entonces:
B=By—cOXV®) Yy
A =495=G(61)Z'V(0) (y - Xﬁ)

~

Si consideramos las matrices H(6) = XC(O)X'V(6)1

P(8) = ZG(61)Z'V(0)* + R(62)V(8) 1 H(H)

El vector de valores predichos es: § = X3 + Z4 = P(8)y

El vector de errores es: e =y — X3 — 74 = (/ - P(@))

El vector de valores predichos marginales es: y,,, = XB = H )y

El vector de errores marginales es: e, =y — Xﬁ = (ln — H(@ ) y

Los vectores (3, ¥, e, Ym Y en tienen todos distribucién normal
porque y/X, Z ~ N, (X3, V(8))

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestién Forestal Sostenible 34



Adecuacion del modelo LMM

» No disponemos de un test global ni de coeficiente de determinacién
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Adecuacion del modelo LMM

» No disponemos de un test global ni de coeficiente de determinacién

» Mayor verosimilitud L(6) cuanto menor sea A(8) = —2In(L((0))
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Adecuacion del modelo LMM

» No disponemos de un test global ni de coeficiente de determinacién

~ A

» Mayor verosimilitud L(6) cuanto menor sea A(8) = —2In(L((0))

~

» Se usa el Criterio de Informacién de Akaike: AIC = A(6) + 2d con
d =t si usamos REML o d = p + t si usamos ML
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Adecuacion del modelo LMM

» No disponemos de un test global ni de coeficiente de determinacién

~ A

» Mayor verosimilitud L(6) cuanto menor sea A(8) = —2In(L((0))

» Se usa el Criterio de Informacién de Akaike: AIC = A(8) + 2d con
d =t si usamos REML o d = p + t si usamos ML

» También el Criterio de Informacién de Bayes: BIC = A(8) + d In(n*)

con d igual que antes y n*= sujetos efectivos (depende del modelo)
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Adecuacion del modelo LMM

» No disponemos de un test global ni de coeficiente de determinacién

~ A

» Mayor verosimilitud L(6) cuanto menor sea A(8) = —2In(L((0))

~

» Se usa el Criterio de Informacién de Akaike: AIC = A(6) + 2d con
d =t si usamos REML o d = p + t si usamos ML

» También el Criterio de Informacién de Bayes: BIC = A(@) + d In(n*)
con d igual que antes y n*= sujetos efectivos (depende del modelo)

» Mejor modelos y estructuras de varianza con menor AIC y menor BIC
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Adecuacion del modelo LMM

» No disponemos de un test global ni de coeficiente de determinacién

» Mayor verosimilitud L(6) cuanto menor sea A(8) = —2In(L((0))

~

» Se usa el Criterio de Informacién de Akaike: AIC = A(6) + 2d con
d =t si usamos REML o d = p + t si usamos ML

» También el Criterio de Informacién de Bayes: BIC = A(@) + d In(n*)
con d igual que antes y n*= sujetos efectivos (depende del modelo)

» Mejor modelos y estructuras de varianza con menor AIC y menor BIC

. X 2d
» También AIC Modificado: AICC = A(8) + ﬁd"_l

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestion Forestal Sostenible B5]



Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Adecuacion del modelo LMM

>
>
>

» También AIC Modificado: AICC = A(0) +

No disponemos de un test global ni de coeficiente de determinacién

~ A

Mayor verosimilitud L(@) cuanto menor sea A(6) = —2/n(L((0))

~

Se usa el Criterio de Informacién de Akaike: AIC = A(0) + 2d con

d =t si usamos REML o d = p + t si usamos ML

También el Criterio de Informacién de Bayes: BIC = A(8) + d In(n*)

con d igual que antes y n*= sujetos efectivos (depende del modelo)

Mejor modelos y estructuras de varianza con menor AIC y menor BIC
A 2dn

—d-1

» Si Z=0 tenemos Test de la Razén de Verosimilitud del Modelo Nulo

con V(8)=R(82)=02l,, usando el estadistico A(8) — A(6%) ~ \? ,
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Adecuacion del modelo LMM

>
>
>

» También AIC Modificado: AICC = A(0) +

No disponemos de un test global ni de coeficiente de determinacién

Mayor verosimilitud L(@) cuanto menor sea A(6) = —2/n(L((0))

~

Se usa el Criterio de Informacién de Akaike: AIC = A(0) + 2d con

d =t si usamos REML o d = p + t si usamos ML

También el Criterio de Informacién de Bayes: BIC = A(8) + d In(n*)

con d igual que antes y n*= sujetos efectivos (depende del modelo)

Mejor modelos y estructuras de varianza con menor AIC y menor BIC
A 2dn

—d-1

» Si Z=0 tenemos Test de la Razén de Verosimilitud del Modelo Nulo

con V(8)=R(82)=02l,, usando el estadistico A(8) — A(6%) ~ \? ,

Se puede utilizar el Coeficiente de Determinacién (pseudo—R?) entre
observados (y) y predichos (y) (o predichos marginales y,,)
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Test e intervalos de confianza de pardmetros y predicciones

» Intervalo de confianza para 3;_; con j=1,..., p: 51;1 + taf.a/2/Cii

siendo cj; el elemento diagonal j-ésimo de la matriz C(0) y df
calculado en cada caso segtin el modelo (intervalo aproximado)
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Test e intervalos de confianza de pardmetros y predicciones

» Intervalo de confianza para 3;_; con j=1,..., p: 51;1 + taf.a/2/Cii

A

siendo cj; el elemento diagonal j-ésimo de la matriz C(0) y df
calculado en cada caso segtin el modelo (intervalo aproximado)
» Si Hp: fBj—1 =0 es cierta, @ ~ tgr y tenemos un test para Hy
T
Jj
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Test e intervalos de confianza de pardmetros y predicciones

» Intervalo de confianza para 3;_; con j=1,..., p: 51;1 + taf.a/2/Cii

siendo cj; el elemento diagonal j-ésimo de la matriz C(0) y df
calculado en cada caso segtin el modelo (intervalo aproximado)

~

» Si Hp: fBj—1 =0 es cierta, @ ~ tgr y tenemos un test para Hy
Cjj
» Intervalo de confianza para y; con i=1,...,n: §; + tgr,q/2V/dj; siendo
d;i el elemento diagonal i-ésimo de la matriz P(Q)V(8)P'(0)
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Test e intervalos de confianza de pardmetros y predicciones

» Intervalo de confianza para 3;_; con j=1,..., p: 51;1 + taf.a/2/Cii

siendo cj; el elemento diagonal j-ésimo de la matriz C(0) y df
calculado en cada caso segtin el modelo (intervalo aproximado)

~

» Si Hp: fBj—1 =0 es cierta, @ ~ tgr y tenemos un test para Hy
Cjj

» Intervalo de confianza para y; con i=1,...,n: ¥; & tgr.q/2\/d;i siendo
d;i el elemento diagonal i-ésimo de la matriz P(Q)V(8)P'(0)

» Intervalo de confianza para (y,,); con i=1,....n: (¥m);i £ td,c;&/z\/df-,-
siendo d;; el elemento diagonal i-ésimo de la matriz XC(é)X’
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Test e intervalos de confianza de pardmetros y predicciones

» Intervalo de confianza para 3;_; con j=1,..., p: 51;1 + taf.a/2/Cii

siendo cj; el elemento diagonal j-ésimo de la matriz C(0) y df
calculado en cada caso segtin el modelo (intervalo aproximado)

~

» Si Hp: fBj—1 =0 es cierta, @ ~ tgr y tenemos un test para Hy
Cjj

» Intervalo de confianza para y; con i=1,...,n: ¥; & tgr.q/2\/d;i siendo
d;i el elemento diagonal i-ésimo de la matriz P(Q)V(8)P'(0)

» Intervalo de confianza para (y,,); con i=1,....n: (¥m);i £ td,c;&/z\/df-,-
siendo d;; el elemento diagonal i-ésimo de la matriz XC(é)X’

» Intervalo de confianza de Wald para 0, con 7=1, ..., t: 0, + Zo 2V drr
siendo d,, el elemento diagonal 7-ésimo de la inversa de la matriz de

A

informacién de Fisher (matriz hessiana de A(6))
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Test F, intervalos de confianza y Ls-medias

» En general, si Hy:L5=0 con LeM, ., y rg(L)=v<p, entonces
F=v=13'L'(LC(O)L") 1 L3~ F, 4 con df calculado en cada caso
seglin el modelo, y tenemos test de hipdtesis para Hy
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Test F, intervalos de confianza y Ls-medias

» En general, si Hy:L5=0 con LeM, ., y rg(L)=v<p, entonces
F=v=13'L'(LC(O)L") 1 L3~ F, 4 con df calculado en cada caso
seglin el modelo, y tenemos test de hipdtesis para Hy

» Los test F en la tabla ANOVA son casos particulares con ciertas L
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Test F, intervalos de confianza y Ls-medias

» En general, si Hy:L5=0 con LeM, ., y rg(L)=v<p, entonces
F=v=13'L'(LC(O)L") 1 L3~ F, 4 con df calculado en cada caso
seglin el modelo, y tenemos test de hipdtesis para Hy

» Los test F en la tabla ANOVA son casos particulares con ciertas L
» Si Le My, t=—L02L3 .ty entonces L3 + tdf.a/2 LC(O)L' es

VLC(O)L

un intervalo de confianza para Lj3
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)
Test F, intervalos de confianza y Ls-medias

» En general, si Hy:L5=0 con LeM, ., y rg(L)=v<p, entonces
F=v=13'L'(LC(O)L") 1 L3~ F, 4 con df calculado en cada caso
seglin el modelo, y tenemos test de hipdtesis para Hy

» Los test F en la tabla ANOVA son casos particulares con ciertas L

. _ LB-LB A A
» Si Le My, t—\/ﬁwtdf, y entonces L3 4 tyr.q 01/ LC(O)L es
un intervalo de confianza para Lj3

(Li—Lr)B—(Li—Lo)8
V(L—L0)C@)(Li—La)

intervalo de confianza es (L1—Ly)[ + tdf;a/z\/(Ll—L2)C(é)(L1—L2)/

» Si Ly, L2€M1Xp, t = ~tgr Yy para Llﬁ — Lgﬁ el
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)
Test F, intervalos de confianza y Ls-medias

» En general, si Hy:L5=0 con LeM, ., y rg(L)=v<p, entonces
F=v=13'L'(LC(O)L") 1 L3~ F, 4 con df calculado en cada caso
seglin el modelo, y tenemos test de hipdtesis para Hy

» Los test F en la tabla ANOVA son casos particulares con ciertas L

. LB—LB 5 i
> Si Le My, t:\/ﬁwtdf, y entonces L[5 & tyr.o 01/ LC(O)L es
un intervalo de confianza para Lj3

(Li—Lr)B—(Li—Lo)8
V(L—L0)C@)(Li—La)

intervalo de confianza es (L1—Ly)[ + td,c;a/z\/(Ll—L2)C(é)(L1—L2)’

» Los test e intervalos de confianza para Ls-medias y sus diferencias en
un ANOVA son casos particulares con ciertas matrices L1 y Lp

» Si Ly, L2€M1Xp, t = ~tgr Yy para Llﬁ — Lgﬁ el
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Test F, intervalos de confianza y Ls-medias

» En general, si Hy:L5=0 con LeM, ., y rg(L)=v<p, entonces
F=v=13'L'(LC(O)L") 1 L3~ F, 4 con df calculado en cada caso
seglin el modelo, y tenemos test de hipdtesis para Hy

» Los test F en la tabla ANOVA son casos particulares con ciertas L

. LB—LB 5 i
> Si Le My, t:\/ﬁwtdf, y entonces L[5 & tyr.o 01/ LC(O)L es
un intervalo de confianza para Lj3

(Li—Lr)B—(Li—Lo)8
V(L—L0)C@)(Li—La)

intervalo de confianza es (L1—Ly)[ + tdf;a/z\/(Ll—L2)C(é)(L1—L2)/

» Los test e intervalos de confianza para Ls-medias y sus diferencias en
un ANOVA son casos particulares con ciertas matrices L1 y Lp

» Si Ly, L2€M1Xp, t = ~tgr Yy para Llﬁ — Lgﬁ el

> SiL=(1,xi,...,x) € My, entonces L[} + tafia/2 LC(O)L' es un
intervalo de confianza para E(y/x1,x2, ..., Xk)
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Tipos de residuales en el modelo LMM
» Sean las matrices Q(8) = XC(0)X' y K(0) = 1,—2G(6:)Z'V(0)~!
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Tipos de residuales en el modelo LMM
» Sean las matrices Q(8) = XC(0)X' y K(0) = 1,—2G(6:)Z'V(0)~!

» Residuales condicionales r; = ¢;
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Tipos de residuales en el modelo LMM
» Sean las matrices Q(8) = XC(0)X' y K(0) = 1,—2G(6:)Z'V(0)~!

» Residuales condicionales r; = ¢;

e Studentizados: rftudent —

i

K(9) (V(é) - Q(é)) K'(9)

—— con dj=elemento diagonal i-ésimo de
i
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Tipos de residuales en el modelo LMM
» Sean las matrices Q(8) = XC(0)X' y K(0) = 1,—2G(6:)Z'V(0)~!
» Residuales condicionales r; = ¢;
o Studentizados: rstudent —
K(8) (v(8) - Q(6)) K'(9)

I
o Pearson: rPe™o"=

e

—— con dj=elemento diagonal i-ésimo de
i

con dj=elemento diagonal i-ésimo de R(éz)
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Tipos de residuales en el modelo LMM
» Sean las matrices Q(8) = XC(0)X' y K(0) = 1,—2G(6:)Z'V(0)~!

» Residuales condicionales r; = ¢;

e Studentizados: rftudent —

K(8) (v(8) - Q(6)) K'(9)
o Pearson: rP“""= \/;/7

» Residuales marginales (rm)i = (em)i

—— con dj=elemento diagonal i-ésimo de
i

con dj=elemento diagonal i-ésimo de R(éz)
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Tipos de residuales en el modelo LMM
» Sean las matrices Q(8) = XC(0)X' y K(0) = 1,—2G(6:)Z'V(0)~!

» Residuales condicionales r; = ¢;

e Studentizados: rftudent —

K(8) (v(8) - Q(6)) K'(9)
o Pearson: r? earso":\/ﬁ

» Residuales marginales (rm)i = (em)i

—— con dj=elemento diagonal i-ésimo de
i

con dj=elemento diagonal i-ésimo de R(éz)

. I'm)i . .o
o Studentizados: (r,i,“’de”t)-:M con dj=elemento diagonal i-ésimo de

V(6) - ()
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Tipos de residuales en el modelo LMM
» Sean las matrices Q(8) = XC(0)X' y K(0) = 1,—2G(6:)Z'V(0)~!

» Residuales condicionales r; = ¢;

o Studentizados: r,-st”de"t - con d;;=elemento diagonal i-ésimo de
K(8) (v(8) - Q(6)) K'(9)
pearson_ Fi

o Pearson: r con d;=elemento diagonal i-ésimo de R(6>)

/ Vi
» Residuales marginales (rm)i = (em)i
° StucAjentizadAos: (r,if“de”t),-_(\r/"% con dj=elemento diagonal i-ésimo de
V(6) — Q(0)
(rm)i

o Pearson: (rPe°");=-—= con d;=elemento diagonal i-ésimo de V/(0)

\/dT.
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Tipos de residuales en el modelo LMM
» Sean las matrices Q(8) = XC(0)X' y K(0) = 1,—2G(6:)Z'V(0)~!

» Residuales condicionales r; = ¢;

student __ fi

e Studentizados: r; con d;;=elemento diagonal i-ésimo de

K(8) (v(8) - Q(6)) K'(9)
o Pearson: P "=
o Vdii
» Residuales marginales (rm)i = (em)i

(rm)i

° StucAjentizadAos: (r,if“de”t),-:ﬁ con dj=elemento diagonal i-ésimo de
v(0) - Q(9)

Im)i . o A
o Pearson: (rpearsen);— ':1)' con dj=elemento diagonal i-ésimo de V/(0)
p

o Escalados: (ry(c))i- Son las componentes del vector

eme) = V(6) 12, = V(§)1/2 (/n - H(é)) y

con dj=elemento diagonal i-ésimo de R(éz)

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestién Forestal Sostenible 38



Validacion del modelo LMM

» Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de

Kolmogorov con los residuales condicionales studentizados rftudent

(también con los marginales (rstudent))
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Validacion del modelo LMM

» Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de

Kolmogorov con los residuales condicionales studentizados rftudent

(también con los marginales (rstudent))
» Homegeneidad de varianzas: nubes de dispersién de (y;, rifudent) y

student

(xij, 1} Jparai=1,..,nyj=1, ...k
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Validacion del modelo LMM

» Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de

Kolmogorov con los residuales condicionales studentizados rftudent

(también con los marginales (rstudent))

» Homegeneidad de varianzas: nubes de dispersién de (y;, rifudent) y

(xij, rFfdenty para i =1,...,ny j=1,..,k
» Independencia de residuales: coeficiente de autocorrelacion de

residuales escalados (r,(c)); y nube de dispersién (i, (r(c))i)
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Validacion del modelo LMM

» Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de
Kolmogorov con los residuales condicionales studentizados rftudent

(también con los marginales (rstudent))

» Homegeneidad de varianzas: nubes de dispersién de (y;, rifudent) y

(xij, rFfdenty para i =1,...,ny j=1,..,k

» Independencia de residuales: coeficiente de autocorrelacion de
residuales escalados (r,(c)); y nube de dispersién (i, (r(c))i)

» Posibles puntos influyentes: aquellos con D de Cook’s > 4/n, diagonal
hat h;; > 2p/n o residual studentizado mayor que 2 (o mejor 3)
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Validacion del modelo LMM

» Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de
Kolmogorov con los residuales condicionales studentizados rftudent
(también con los marginales (rstudent))

» Homegeneidad de varianzas: nubes de dispersién de (y;, rifudent) y
(xij, rFfdenty para i =1,...,ny j=1,..,k

» Independencia de residuales: coeficiente de autocorrelacion de
residuales escalados (r,(c)); y nube de dispersién (i, (r(c))i)

» Posibles puntos influyentes: aquellos con D de Cook’s > 4/n, diagonal

hat h;; > 2p/n o residual studentizado mayor que 2 (o mejor 3)

» Existencia de multicolinealidad: analizarlo previamente utilizando un
modelo GLM
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Validacion del modelo LMM

» Normalidad de residuales: plot de probabilidad normal y test de

Kolmogorov con los residuales condicionales studentizados rftudent

(también con los marginales (rstudent))

» Homegeneidad de varianzas: nubes de dispersién de (y;, rifudent) y

student

(xij, 17 Jparai=1,..,nyj=1,..k

» Independencia de residuales: coeficiente de autocorrelacion de
residuales escalados (r,(c)); y nube de dispersién (i, (r(c))i)

» Posibles puntos influyentes: aquellos con D de Cook’s > 4/n, diagonal
hat h;; > 2p/n o residual studentizado mayor que 2 (o mejor 3)

» Existencia de multicolinealidad: analizarlo previamente utilizando un
modelo GLM

» Falta de adecuacién del modelo: nube de dispersién (y;, yi) y su recta
de regresién para evaluar pseudo—R?
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Software para el modelo LMM I

» Si usamos el software R disponemos del paquete Ime4
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Software para el modelo LMM I

» Si usamos el software R disponemos del paquete Ime4
» Si usamos el software SAS tenemos el procedimiento proc mixed
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Software para el modelo LMM I

» Si usamos el software R disponemos del paquete Ime4
» Si usamos el software SAS tenemos el procedimiento proc mixed
» Sintaxis basica general de proc mixed:
ods pdf file="...";0ds graphics on; (opcional)
PROC MIXED method=REML,ML,MIVQUEO options;
CLASS factores;
MODEL dependent=fixed effects / options;
RANDOM random-effects / type=vc group=variable options;
REPEATED effects / subject=var type=cs group=var options;
PARMS value list/options;
CONTRAST 'label" [effect values].../options;
ESTIMATE 'name’ effect values.../options;
LSMEANS effects/options;
RUN;
ods graphics off;ods pdf close; (si usamos los dos primeros comandos)
QUIT;
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Software para el modelo LMM [l

Observaciones importantes si usamos PROC MIXED de SAS:
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Software para el modelo LMM [l

Observaciones importantes si usamos PROC MIXED de SAS:

» Los efectos aleatorios no deben incluirse en el comando MODEL

Palencia, 21-23 de mayo de 2017 Curso Modelos Mixtos en Gestion Forestal Sostenible 41



Software para el modelo LMM [l

Observaciones importantes si usamos PROC MIXED de SAS:
» Los efectos aleatorios no deben incluirse en el comando MODEL

» Puede no haber factores de medidas repetidas en REPEATED o no
haber efectos aleatorios en RANDOM
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Software para el modelo LMM [l

Observaciones importantes si usamos PROC MIXED de SAS:
» Los efectos aleatorios no deben incluirse en el comando MODEL

» Puede no haber factores de medidas repetidas en REPEATED o no
haber efectos aleatorios en RANDOM

» Sdlo puede haber uno o dos factores de medidas repetidas
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Software para el modelo LMM [l

Observaciones importantes si usamos PROC MIXED de SAS:
» Los efectos aleatorios no deben incluirse en el comando MODEL

» Puede no haber factores de medidas repetidas en REPEATED o no
haber efectos aleatorios en RANDOM

» Sdlo puede haber uno o dos factores de medidas repetidas

» Si hay factores de medidas repetidas, OJO CON EL ORDEN DE LOS
DATOS EN EL FICHERO
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Software para el modelo LMM [l

Observaciones importantes si usamos PROC MIXED de SAS:
» Los efectos aleatorios no deben incluirse en el comando MODEL

» Puede no haber factores de medidas repetidas en REPEATED o no
haber efectos aleatorios en RANDOM

» Sdlo puede haber uno o dos factores de medidas repetidas

» Si hay factores de medidas repetidas, OJO CON EL ORDEN DE LOS
DATOS EN EL FICHERO

» No hay comando OUTPUT OUT, se deben usar las opciones OUTP o
OUTPM dentro del comando MODEL despues de /, habitualmente
con la opcién RESIDUALS
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Software para el modelo LMM [l

Observaciones importantes si usamos PROC MIXED de SAS:
» Los efectos aleatorios no deben incluirse en el comando MODEL

» Puede no haber factores de medidas repetidas en REPEATED o no
haber efectos aleatorios en RANDOM

» Sdlo puede haber uno o dos factores de medidas repetidas

» Si hay factores de medidas repetidas, OJO CON EL ORDEN DE LOS
DATOS EN EL FICHERO

» No hay comando OUTPUT OUT, se deben usar las opciones OUTP o
OUTPM dentro del comando MODEL despues de /, habitualmente
con la opcién RESIDUALS

» En el comando LSMEANS, sélo factores incluidos en CLASS
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS I

Variance Components (VC) (Componentes de Varianza)

Estructura por defecto para RANDOM y REPEATED

Si tenemos t; factores aleatorios y ny, .., ny son los niveles de cada factor,
/
con ny + ..+ ny, = g, entonces 61 = (07,03,..,0%) € Ry

2
01 In1 0n1Xn2 . Onlxntl
0, o3l 0
_ 2XNn1 212 . naxn
G(61) = E € Mgxq
2
0”t1 XNy Oﬂtl XNy . Utl l”fl

Cada factor tiene una varianza distinta

Los factores aleatorios y los niveles dentro de cada factor son
independientes
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS

Compound Simmetry (CS) (Simetria Compuesta)
La mds usada en REPEATED. Si hay s sujetos con r medidas repetidas de

cada sujeto (n = rs), la matriz de varianzas-covarianzas en cada sujeto es:

0’2—|—O'1 o1 o1
2
o1 o+ 01 o1 2
Ry (02) = =0l + 01l € My
o1 o1 U2+Ul
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS

Compound Simmetry (CS) (Simetria Compuesta)
La mds usada en REPEATED. Si hay s sujetos con r medidas repetidas de

cada sujeto (n = rs), la matriz de varianzas-covarianzas en cada sujeto es:

o2 + 01 o1 . o1
2
o1 o +o1 . o1 2
Ry (02) = =0l + 01l € My
o1 o1 . o*+oy

La matriz R (62) se define entonces como:

Rl (02) Orxr . Orxr
Orxr Ry (6
R(ez) - ! ( 2) 0 - Rl (92) X /s € Mnxn
Orxr Orxr . Rl (02)

Palencia, 21-23 de mayo de 2017

Curso Modelos Mixtos en Gestion Forestal Sostenible 43



Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS

Compound Simmetry (CS) (Simetria Compuesta)
La mds usada en REPEATED. Si hay s sujetos con r medidas repetidas de

cada sujeto (n = rs), la matriz de varianzas-covarianzas en cada sujeto es:

o2 + 01 o1 o1
2
o1 o+ 01 o1 2
Ry (02) = =0l + 01l € My
o1 o1 . o*+oy

La matriz R (62) se define entonces como:

Rl (02) Orxr . Orxr
Orxr Ry (6
R(ez) - ! ( 2) 0 - Rl (92) X /s € Mnxn
Orxr Orxr . Rl (02)

Si 01 = 0 coincide con VC, y si Z = 0 tenemos V(0) = 21, (modelo
GLM). Por ello la opcién VC es el valor por defecto en REPEATED
Palencia, 21-23 de mayo de 2017
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS 1

Heterogeneous Compound Simmetry (CSH)
(Simetria Compuesta Heterogénea)

Similar a la anterior con distintas varianzas y usando el coeficiente de
correlacién p en vez de la covarianza o3

El nimero de pardmetros es r + 1

2
07 0'20'21P . 0r01p
02010 o . Or0O2p
Rl (02) — 2 S err
2
gr01p Or0O20 . (o
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS 1

Heterogeneous Compound Simmetry (CSH)
(Simetria Compuesta Heterogénea)

Similar a la anterior con distintas varianzas y usando el coeficiente de
correlacién p en vez de la covarianza o3

El nimero de pardmetros es r + 1

2
07 0'20'21P . 0r01p
02010 o . Or0O2p
Rl (02) — 2 S err
2
gr01p Or0O20 . (o

Igual que antes, la matriz R (62) se define como:

R(Oz) = Rl (02) X /5 S Mnx,,
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS

vV
Unstructured (UN) (No estructurada)

Es la estructura mds general, con varianzas y covarianzas cualesquiera. Si
. p ‘ t(t+1)
hay t niveles en el factor el nimero de pardmetros es

———. Por ejemplo
para t = 4 es: 5
01 021 031 041
2
021 03 032 042
R1 (02) = 2

031 032 03 043
2
041 042 043 0}
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS

vV
Unstructured (UN) (No estructurada)

Es la estructura mds general, con varianzas y covarianzas cualesquiera. Si
. p ‘ t(t+1)
hay t niveles en el factor el nimero de parametros es

———. Por ejemplo
para t = 4 es: 5
01 021 031 041
2
021 03 032 042
R1 (02) = 2

031 032 03 043
2
041 Oa2 043 O

Unstructured Correlations (UNR)

Igual que la anterior utilizando correlaciones en vez de covarianzas

0’% 0102021 0103pP31 0104pP41
Ri(8y) = | 7102P2 o3 020303 0204p82
0103pP31 0203032 03 0304043

0104P41 0204P42 0304043 042;
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS V
Banded Main Diagonal UN(1)

Varianzas distintas para cada nivel e independencia entre niveles
Tiene r parametros. Si r = 4 la expresién seria:

o2 0 0 0

0 o2 0 0

Ri(62) = 0 O2 U% 0
0 0 0 o2
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS V

Banded Main Diagonal UN(1)
Varianzas distintas para cada nivel e independencia entre niveles
Tiene r parametros. Si r = 4 la expresién seria:

o2 0 0 0
0 o2 0 0
Ri(62) = 0 O2 U% 0
0 0 0 o2

Banded Unstructured UN(2) o Unstructured Correlation UNR(2)
Tienen 2r — 1 pardmetros. Por ejemplo, para UNR(2) y r = 4 seria:

2
o1 7102021 0 0
R (0 o 0102021 (25 0203032 0
1(62) = 2
0 0203032 o3 0304043
2
0 0 0304043 Oy
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS V
Banded Main Diagonal UN(1)

Varianzas distintas para cada nivel e independencia entre niveles
Tiene r parametros. Si r = 4 la expresién seria:

o2 0 0

0
0 o2 0 0
Ri(62) = 0 O2 U% 0
0 0 0 o2

Banded Unstructured UN(2) o Unstructured Correlation UNR(2)
Tienen 2r — 1 pardmetros. Por ejemplo, para UNR(2) y r = 4 seria:

2
o1 7102021 0 0
R (0 o 0102021 (25 0203032 0
1(62) = 2
0 0203032 o3 0304043
2
0 0 0304043 Oy

En general, UN(s) o UNR(s) con s < ry %(2r — s+ 1) parametros
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Principales estructuras de varianza con SAS

Vi
Autoregressive AR(1) (Autoregresiva)

Sélo dos parametros. Con la misma notacién que en simetria compuesta,
R(02) = R1(02) @ Is € My, con 62 = (02,,0)/ yparar==4

1 p p P
1 p P

R (8) =02 | ©
1( ) p2 P 1 )
P op 1
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Principales estructuras de varianza con SAS

Vi
Autoregressive AR(1) (Autoregresiva)

Sélo dos parametros. Con la misma notacién que en simetria compuesta,
R(02) = R1(02) @ Is € My, con 62 = (02,,0)/ yparar==4

1 p p P
1 p P

R (8) =02 | ©
1( ) p2 P 1 )
P op 1

Heterogeneous Autoregressive ARH(1)

Igual con distintas varianzas y r + 1 pardmetros

2

2 3
01 01020 0103P° 0104p
2 2
R (0, — 0201p %) 02030 0204p
1(62) = 2 P
(7301/)3 0302/)2 03 0’30240
04010~ 0402p 04030 Oy
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Principales estructuras de varianza con SAS VIl

Toeplitz (TOEP)

Con la misma notacién y r parametros

o2 o1 o0n 03
2
o1 0% o1 09
R1(62) = 2
oy 01 0° 01

o3 O0p 01 O
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Principales estructuras de varianza con SAS VIl

Toeplitz (TOEP)

Con la misma notacién y r parametros

o2 o1 o0n 03
2
o1 0% o1 09
R1(62) = 2
oy 01 0° 01

Heterogeneus Toeplitz (TOEPH)

Con la misma notacién y 2r — 1 pardmetros

2

of 01 02 03
2
o1 05 01 02
R1(62) = 2
oy 01 05 01

o3 0 01 af
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS VIl

Banded Toeplitz TOEP(s)

Con la misma notacién y s pardmetros. Parar =4y s =3

o2 o1 o2 O
2
R, (8;) = TOEP(3)=| 7t 7 91 92

o» 01 0% o1

0 o9 o1 0?2
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Principales estructuras de varianza con SAS VIl

Banded Toeplitz TOEP(s)

Con la misma notacién y s pardmetros. Parar =4y s =3

o2 o1 o2 O

2
Ry (62) = TOEP(3) = | 7+ 7 91 2

oy o1 O0° 01
0 o9 o1 0?2

Heterogeneous Banded Toeplitz TOEPHY(s)
Igual con varianzas distintas y s + r — 1 parametros. Para r =4y s=3
0? o1 o2 O
2
Ry (62) = TOEPH(3) = | 7t 72 73 72

o2 01 03 01
0 o2 o1 af
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS VIII
Direct Product

Si hay dos factores de medidas repetidas, el primero con ry niveles y el
segundo con ry niveles, podemos combinar estructuras con el producto

directo de matrices. SAS contempla estas tres que ilustraremos para el
casorn =2y nrn =23
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS VIII

Direct Product

Si hay dos factores de medidas repetidas, el primero con ry niveles y el
segundo con ry niveles, podemos combinar estructuras con el producto

directo de matrices. SAS contempla estas tres que ilustraremos para el
casorn =2y nrn=3:

UNGAR(1). Con nlnt1) + 1 pardmetros:
o ofp oip® |on  oup onp?
1 pp2 U§P2 Ug Uiﬂ 02102 021 021p
(01 0221)® p1p|= a1p o1p 071 , Uglp 021/) 0312
021 03 p2p 1 021 o210 021p 05 U%P U%P
o21p 021 021p | O21Pp  Oj a5p
onp® onp on | o3p* osp 03

Para n =2y rn = 3 tendriamos 4 pardmetros
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS IX

I’1+1)

UN@CS. Con n( 5 + 1 parametros:

l1—0 1—0c
a% O'% (1—02) 0%(1—02 091 021(1—02) 021(1—02)
0%(1—02) O’% 0% (1—02) 021(1—02) 0921 021(1—02)
Uf(l—oz) 05(1—02) 0% 091 (1—02) 021(1—02) 091
091 021(1702) 021(1702) O'% 05(1702) 05(1702)
021(1—(72) 021 021(1—02) 021p (f% 0%(1—02) )
021(1—02) 021(1—02) 091 05(1—02) 05(1—02) og

con la condicién 0 < g2 < 1

Para n =2y rn, = 3 tendriamos 4 pardmetros
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)

Principales estructuras de varianza con SAS

r1(r1 + 1) n r2(r2 =+ 1)

UNGQ@UN. Con 5 parametros:
2
2 w1 W21 W3l
P @ w2 w; w32
021 O) 2
W31 W32 W3
2,2 2 2 2
g1W1 g1W21 01W31 021wy 021W21 021W31
2 2, 2 2 2
g1w21 a1Ws5 01W32 021W21  021W5 021W32
2 2 2,2 2
B Oiw3l  Ojw3  OjW3 021W31  021W32  021W3
- 2 2.2 2 2
021W7  021W21  021W31 | O5W] O5W21  O5W31
2 2,2 2
021W21  021W5 021W32 | 021W21  O5W5 05W32
2 2 2 2,2
021W31 021W32 021W3 O05,W31 O05,W32 OoW3

Para n =2y rn = 3 tendriamos 9 pardmetros
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i Cuando debemos usar LMM y no GLM?

» Regresiones o Analisis de Varianza donde hayamos detectado
heterogeneidad de varianzas o falta de independencia de residuales
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i Cuando debemos usar LMM y no GLM?

» Regresiones o Analisis de Varianza donde hayamos detectado
heterogeneidad de varianzas o falta de independencia de residuales

» Regresiones con datos correlados donde existe correlacién temporal o
espacial en los datos observados

» Disefios con estructura de split-plot o split-split-plot porque tienen
mas de una varianza que estimar

> Regresiones o Analisis de Varianza con medidas repetidas (varianza
inter-sujetos, varianza intra-sujetos y posible falta de independencia
entre observaciones de un mismo sujeto)
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i Cuando debemos usar LMM y no GLM?

» Regresiones o Analisis de Varianza donde hayamos detectado
heterogeneidad de varianzas o falta de independencia de residuales

» Regresiones con datos correlados donde existe correlacién temporal o
espacial en los datos observados

» Disefios con estructura de split-plot o split-split-plot porque tienen
mas de una varianza que estimar

> Regresiones o Analisis de Varianza con medidas repetidas (varianza
inter-sujetos, varianza intra-sujetos y posible falta de independencia
entre observaciones de un mismo sujeto)

» En general, podemos usar siempre LMM. Si hacemos Z =0y
R = &?1, tenemos GLM. Con SAS bastaria usar PROC MIXED sin los
comandos RANDOM y REPEATED
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Modelo Lineal General (GLM) vs Modelo Lineal Mixto (LMM)
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