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Resumen

La inferencia bayesiana proporciona un marco tedrico sélido para el analisis de datos inciertos,
pero su aplicacion practica se ve limitada por la dificultad de calcular distribuciones posterio-
res complejas. La inferencia variacional surge como una alternativa eficiente al reformular el
problema de inferencia como uno de optimizacion. Este trabajo se centra en la Inferencia Va-
riacional Gaussiana (IVG), una técnica que restringe la familia de distribuciones aproximantes
a las gaussianas multivariadas, permitiendo simplificar el proceso de inferencia sin renunciar
a una buena capacidad de aproximacion.

A lo largo del documento se analizan los fundamentos teéricos de IVG, sus propiedades compu-
tacionales y su implementacion mediante técnicas modernas como el truco de reparametriza-
cién, el gradiente natural y el uso de optimizadores adaptativos. Ademas, se presentan ejem-
plos practicos que ilustran la eficacia de IVG en diversos contextos de modelado probabilistico.
El objetivo es ofrecer una vision clara y aplicada de una herramienta clave en la inferencia

bayesiana aproximada.

Abstract

Bayesian inference provides a solid theoretical framework for modeling uncertainty in data
analysis. However, its practical application is often hindered by the intractability of compu-
ting complex posterior distributions. Variational inference offers an efficient alternative by
reformulating the inference task as an optimization problem. This work focuses on Gaussian
Variational Inference (GVI), a method that restricts the approximating family to multivariate
Gaussian distributions, simplifying the inference process while retaining good approximation
capabilities.

Throughout this document, we analyze the theoretical foundations of GVI, its computational
properties, and its implementation using modern techniques such as the reparameterization
trick, natural gradient, and adaptive optimizers. Practical examples are also provided to de-
monstrate the effectiveness of GVI in various probabilistic modeling contexts. The aim is to

present a clear and applied overview of a key tool in approximate Bayesian inference.



Capitulo 1

Introduccion

La inferencia estadistica es una herramienta esencial para modelar fenémenos inciertos a
partir de datos. En el marco bayesiano, los parametros desconocidos se tratan como variables
aleatorias, y el objetivo principal es caracterizar su distribucion posterior condicionada a las
observaciones disponibles. Sin embargo, calcular esta distribucién posterior de forma exacta
implica resolver integrales de alta dimensién, lo cual rara vez es factible en modelos reales,
especialmente en aquellos con estructuras complejas o con un nimero elevado de pardmetros.
Ante esta dificultad, se han desarrollado diversas aproximaciones. En las tltimas décadas,
dos enfoques principales han dominado el campo de la inferencia bayesiana aproximada: los
métodos de Monte Carlo por cadenas de Markov (MCMC) y la inferencia variacional (VI).
Mientras que los métodos MCMC ofrecen garantias asintoticas de convergencia a la distri-
bucién posterior verdadera, suelen ser costosos computacionalmente. Por el contrario, la in-
ferencia variacional transforma el problema de inferencia en uno de optimizacién, buscando
dentro de una familia de distribuciones una aproximacion que minimice la divergencia frente
a la verdadera posterior.

Dentro del marco de la inferencia variacional, una de las aproximaciones mas extendidas es
la Inferencia Variacional Gaussiana (IVG). Este enfoque asume que la distribucién poste-
rior puede aproximarse por una gaussiana multivariada, lo que permite simplificar el calculo,
aprovechar propiedades analiticas conocidas y aplicar técnicas de optimizacién eficientes y
escalables. A pesar de su simplicidad, IVG ha demostrado ser sorprendentemente efectiva en
multiples contextos practicos.

El objetivo principal de este trabajo es ofrecer una exposicion clara, estructurada y rigurosa
de los fundamentos tedricos y computacionales de la inferencia variacional gaussiana, asi como
ilustrar su aplicacién en distintos tipos de modelos probabilisticos.

Para ello, el documento se organiza de la siguiente manera:

- En el Capitulo 1, se introduce el contexto de la inferencia bayesiana y las motivaciones
detras del uso de aproximaciones.

- El Capitulo 2 presenta los fundamentos de la inferencia variacional, incluyendo la derivacion
de la ELBO y los principios de optimizacién subyacentes.

- En el Capitulo 3, se describe en detalle la formulacién de la IVG, sus ventajas, limitaciones

y su relacién con otras técnicas.



- El Capitulo 4 muestra aplicaciones practicas de IVG en distintos modelos, lo que permite
ilustrar su utilidad en problemas reales.

- El Capitulo 5 se enfoca en los métodos de optimizacién utilizados para implementar IVG
de forma eficiente, incluyendo el truco de reparametrizacion, el uso del gradiente natural y
algoritmos como Adam.

- Finalmente, en la Conclusién, se sintetizan los aportes del trabajo y se proponen posibles
extensiones y lineas de investigacion futura.

Este recorrido permitira al lector adquirir una comprensién profunda del papel que juega la
Inferencia Variacional Gaussiana dentro del conjunto de técnicas modernas para el modelado

probabilistico.



Capitulo 2

Marco teorico: Inferencia Bayesiana y

Variacional

2.1. Inferencia Bayesiana

La inferencia bayesiana es un enfoque estadistico en el que las creencias sobre parametros
desconocidos se representan mediante distribuciones de probabilidad. Estas creencias se ac-
tualizan de forma sistematica al observar datos nuevos, utilizando el llamado teorema de
Bayes.

El teorema de Bayes constituye el nicleo mateméatico de la inferencia estadistica bayesiana.
Fue formulado originalmente por Thomas Bayes en el siglo XVIII y publicado péstumamente
en 1763. Su relevancia ha crecido enormemente en las iltimas décadas gracias al auge del
aprendizaje automatico, donde proporciona un marco natural para la actualizacion de creen-
cias.

Matematicamente, el teorema de Bayes se expresa de la siguiente forma:

L p(O)w(alo)
p(0l) = P, 21)

donde,

0 representa los parametros latentes del modelo,

x son los datos observados,

p(0) es la distribucién a priori,

p(z]0) es la verosimilitud

p(f]z) es la distribucién a posteriori.

Este resultado permite combinar de manera formal el conocimiento previo con la informa-
cién extraida de los datos observados, obteniendo una descripcién probabilistica completa del

problema de inferencia.
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Ejemplo clasico: Inferencia sobre una moneda sesgada

Supongamos que lanzamos una moneda diez veces y observamos ocho caras. Queremos inferir
el sesgo 6, es decir, la probabilidad de obtener cara. Usamos como modelo una distribucién

binomial: 0
p(z|0) = ( 3 )98(1 —0)%

Si asumimos una distribucion a priori uniforme, es decir p(#) = 1 para 6 € [0, 1], la distribucién
a posteriori es proporcional a la verosimilitud.
Esta distribucién posterior es una Beta(9, 3). Asi, el teorema de Bayes nos permite actualizar

la incertidumbre sobre 6 de forma explicita.

Actualizacién Bayesiana del Sesgo de una Moneda

-=- Distribucién a priori (Uniforme)

3.0 Distribucion a posteriori (Beta(9, 3))

2.59

2.01

1.5 1

Densidad

I T R R e A e

0.5 1

0.0 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
)

Figura 2.1: Comparacion entre la distribucion a priori uniforme y la distribucién a posteriori

Como se observa en la Figura 2.1, la distribucién a priori uniforme refleja una total incerti-
dumbre sobre el valor de 6 antes de observar los datos. Sin embargo, tras observar ocho caras
en diez lanzamientos, la distribucién a posteriori Beta(9, 3) se concentra alrededor de 6 ~ 0.8,
lo cual refleja una actualizacién de nuestra creencia: ahora consideramos mucho mas probable
que la moneda esté sesgada hacia cara.

Esta es una ventaja fundamental del enfoque bayesiano: la capacidad de incorporar de forma
coherente la evidencia observada y actualizar nuestras creencias de manera explicita.

Esta es una ventaja fundamental del enfoque bayesiano: la capacidad de incorporar de forma

coherente la evidencia observada y actualizar nuestras creencias de manera explicita.

Dificultades computacionales

En modelos simples como el anterior, la evidencia p(x) puede calcularse analiticamente. Sin

embargo, en la mayoria de los modelos reales, esta constante de normalizacion implica una
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integral de alta dimensién. De hecho, la principal dificultad en la inferencia bayesiana radica

en el calculo de la constante de normalizacion
pla) = [ plalo)o(6)ds 22)

también conocida como la evidencia. Esta integral es frecuentemente intratable en modelos
complejos o de alta dimension, lo que hace que el célculo de la posterior exacta no sea viable

en la practica.

2.2. Métodos de Inferencia Aproximada

Para superar esta dificultad, se han desarrollado varios métodos de inferencia aproximada.
Entre los mas conocidos estd el método de cadena de Markov Monte Carlo (abreviado como
MCMC). Este método es una de las aplicaciones més interesantes del Teoréma Ergddico para
CMTDH, que se estudia en la asignatura de Procesos Estocasticos del Grado en Estadistica.
El procedimiento es una herramienta fundamental en Estadistica Bayesiana y se considera
uno de los algoritmos méas importantes del siglo XX. A continuacion se describen los detalles

principales del método.

El método de Monte Carlo

El objetivo de la simulacion MCMC es la generacion artificial de observaciones con una dis-
tribucién dada. Esto permitiria calcular valores esperados de funciones de dicha distribucion.
Supongamos que Z es un vector aleatorio k-dimensional con funcién de densidad f(x). La

evaluacién de valores esperados de funciones de Z mediante la expresion

E(6(2)) = " ¢(x) f(x)dx

solo es posible en algunos casos especiales y lo habitual es que sea necesario emplear algin
método de integracion numérica. Especialmente si k es grande resulta competitivo emplear el
método de Monte Carlo: si es posible generar v.a.i.i.d. Zy, Zs, ... con la misma distribucién

que Z entonces la Ley de los Grandes Nimeros implica
1 n
=D 0(Z) s B(9(2)).
i=1

Generando suficientes réplicas Z;, el promedio en el lado izquierdo anterior sera una buena
aproximacién a la integral. Mas ain, con el método de los intervalos de confianza se puede

dar una cota para el error de aproximacién (con un determinado nivel de confianza).

La simulacion o generacién de réplicas i.i.d. no es siempre una tarea facil. En el caso en el

que Z es una variable aleatoria unidimensional con funcién de distribuciéon F' se puede tratar
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de usar el método de la inversa. Se define
F't)=if{zeR: F(z) >t}, te(0,1).

F~! es la inversa cuantil. Es inmediato que F71(¢) < x siy sélo si t < F(z) y, a partir de
aqui, que si U ~ U(0, 1) entonces F'~*(U) tiene funcién de distribucién F'. Dando por hecho
que podemos generar réplicas i.i.d. con distribucién U(0, 1) (lo que es posible con cualquier
ordenador actual) el problema de la simulacién estaria resuelto. Claro estd que esto sélo es
posible para ditribuciones unidimensionales e incluso en ese caso la evaluacién de F~! puede

ser problematica.

El método de aceptacion rechazo

Una alternativa al método de la inversa es el método de aceptacion-rechazo. Aunque el objetivo
sigue siendo generar vectores aleatorios con densidad f, supongamos que somos capaces de

generar {Y,,},>1, i.i.d. con densidad g, de forma que
f(z) < cglx), =cRF

para cierta constante ¢ > 1. Contamos ademds con {U,},>1 i.i.d. U(0,1), independientes de

T = inf{n >1:U,< C";(&)) } (2.3)

y Z =Y;. Se puede comprobar que Z es un vector aleatorio con densidad f (ver [10]).

las Y,,. Definimos

La construccion anterior se utiliza para generar vectores aleatorios con densidad f de la
siguiente manera. Se genera un candidato: un vector aleatorio Y; con densidad g. Este candi-

dato se puede aceptar o rechazar. Esto se decide en funcién de un sorteo aleatorio: se genera

Uy ~U(0,1). SiU; < CJ;(&)) entonces se acepta y X; = Y7; en caso contrario se rechaza Y,
se genera otro candidato y se repite el proceso anterior hasta que un candidato es aceptado y
tomamos X; igual al candidato aceptado. Se itera el procedimiento para obtener mas réplicas
X5, X3,... De esta forma X;, X5, ... son v.a.i.i.d. con densidad f. Se puede comprobar que el
ntimero medio de candidatos a generar hasta conseguir una observacién aceptable es E(7) = c.
El procedimiento funciona igual si las distribuciones distribuciones de interés son discretas y
f v g son las funciones de masa de probabilidad asociadas.

El algoritmo asociado al argumento anterior se escribiria en pseudo-cédigo de la siguiente

forma

- =1
(a.1) se genera candidato Y; ~ g
(a.2) se genera U; ~ U(0,1)

o silU; > CJ;((};}_)) rechazo: i =i+ 1, vuelta a (a.1)
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e silU; < C’; ((Z)) aceptacion: Z =Y;; stop

Iterando este procedimiento se obtienen réplicas 2, Z, ... i.i.d. f.

El método de aceptacién-rechazo (en adelante AR) se puede emplear, en principio, para generar
vectores aleatorios de dimension general. Puede ocurrir, sin embargo, que en la practica f
sea conocida a falta de una constante de proporcionalidad. Tedricamente esto no es ningin
problema. Si f = K f, con f > 0, entonces K = <ka f(a:)da:) - para que f sea una densidad.
Pero el calculo de esta integral puede ser de una complejidad equivalente a la del valor objetivo,

Jgr #(z) f(x)dz, y la igualdad anterior es de escasa utilidad en la practica.

2.2.1. El método MCMC.

La simulacién de cadena de Markov Monte Carlo (en adelante MCMC) es un método ins-
pirado en el método AR que permite generar sequencias que son una cadena de Markov
ergddica (irreducible, persistente positiva y aperiédica) con distribucién estacionaria prefija-
da. Desarrollamos la idea en el caso de distribuciones discretas, aunque se pueden emplear
esencialmente los mismos métodos en el caso de distribuciones continuas. Supongamos enton-
ces que T = (7;);eg es la distribucién objetivo, es decir, que estamos interesados en aproximar

expresiones del tipo

Erl9(2)) = 3 moli).

Sin pérdida de generalidad se puede asumir que 7; > 0 para todo i € E. Si {Z,},>0 fuese
una CMTDH irreducible y persistente con distribucién estacionaria 7w entonces el Teorema
Ergédico garantiza que N
02 e Y i)
n=1 i€E
independientemente de la distribucién inicial. Esta es la idea fundamental del método MCMC.
El problema es, entonces, saber cémo generar una cadena {Z,},>o con distribucién estacio-

naria .

En general hay muchas formas de elegir una matriz de transicién P = [p; ;]; jep de forma que
7 es una distribucion estacionaria para P. Se suele buscar P de forma que se satisfagan las
condiciones de reversibilidad,

TiDij = TiDjsi, ©,J € K. (2.4)

El conjunto de métodos MCMC conocido como algoritmo de Metropolis-Hastings considera

matrices de transicién de la forma
Pij = 4i,j%ij
para j # i, pi; = 1 — >, pij- La matriz [g; ;)i jer es la matriz generadora de candidatos y

[ jlijer es la matriz de aceptacion. La interpretacion es que si la cadena esta en el estado i,

el siguiente candidato serd el j con probabilidad g; ;. Si j # 7 es el candidato seleccionado, se
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acepta con probabilidad «; ;; de lo contrario se permanece en ¢. Una elecciéon posible para las

probabilidades de aceptacion es

_ Sij
Q5 = )
donde ¥ = [s; ;)i jer €s una matriz simétrica y
Tidi,j
ti; = —L.
75,

La matriz ¥ se debe elegir de forma que «;; € [0, 1], es decir, satisfaciendo
sij < 1+min(ti, ).

Se puede probar que si [¢; ;i jer s una matriz de transicién irreducible entonces la matriz
P = [p; jli jer anteriormente definida es una matriz de transicién irreducible que satisface las
ecuaciones (2.4). Ademds, si o;; > 0 siempre que ¢;; > 0, ¢ # j, entonces P es irreducible y
persistente positiva y su distribucién estacionaria es .

La construccién anterior deja cierta flexibilidad en la eleccién de las probabilidades de acep-

tacion. El algoritmo de Metropolis corresponde al caso s;; = 1 +min(¢; ;,¢;,), es decir,
a; ; = min <1, M) .
Tidi,j

En el caso particular en el que la generacién de candidatos se hace puramente al azar (¢; ; =constante)

las probabilidades de aceptacion son

p T
o j = min (1, —]) .
T

Otra eleccién frecuente es el algoritmo de Barker. Ahora s;; =1y

i
il + 5,

Qij =

Con generacion de candidatos puramente al azar las probabilidades de aceptacién son

T

7TZ'+7T]‘

@ j =

Una observacién importante es que si la matriz generadora de candidatos es conocida, los
algoritmos de Metropolis-Hastings se pueden implementar sin conocimiento completo de .
En realidad es suficiente conocer 7 a falta de una constante de proporcionalidad. Esto es asi

porque las probabilidades de aceptacion dependen tnicamente de los cocientes Z—J

Tal como se ha comentado, los algoritmos tipo Metropolis-Hastings son adaptables al caso
de distribuciones con densidad y tienen la ventaja de que se pueden implementar sin cono-
cer completamente la densidad objetivo. Basta con conocerla a falta de una constante de

proporcionalidad. Esta es la situacion tipica en inferencia bayesiana, en la que la distribu-
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cién a posteriori se conoce salvo la constante p(x). Esto explica que los métodos MCMC se
convirtiesen en una herramienta fundamental en inferencia bayesiana.

Sin embargo, los métodos MCMC también tienen limitaciones. Aunque son asintéticamente
exactos, su coste computacional es alto, especialmente en grandes volimenes de datos o en

modelos con estructuras jerarquicas.

2.2.2. Meétodos basados en optimizacion

En situaciones como las mencionadas anteriormente, en las que la simulacion MCMC resulta
demasiado costosa, se puede plantear la alternativa de buscar una distribucion ¢(6) que sea lo
més parecida posible a la distribucién objetivo (en el contexto de la inferencia bayesiana ésta
serd la distribucién a posteriori, p(f|z)). La distribucién ¢() se buscard dentro de una clase

manejable, Q. El objetivo se convierte en resolver el problema de minimizacién

' (6) = arg min d(g(6). p(0}0)). (25)
qeQ
donde d es una medida de discrepancia entre distribuciones. Este enfoque convierte el problema
de inferencia en uno de optimizacién funcional. La idea es que puede ser mas tratable generar
observaciones de ¢ y que posiblemente vale la pena sacrificar la exactitud asintética del método
MCMC por ventajas computacionales. Esto, sin embargo, tiene algunas dificultades. En primer
lugar hay que elegir una medida de discrepancia adecuada. Hay muchas métricas o divergencias
entre probabilidades y no estd claro a priori cual de ellas puede ofrecer mejores resultados.
Pero un problema mas importante es que, en realidad, para resolver el problema (2.5) parece
necesario conocer p(f|z), porque de otra forma parece imposible determinar qué representante
en Q estd més cerca de p(f|x). Y esto es, en principio, un problema insalvable, porque,

precisamente, lo que queremos es aproximar p(6|z) dado que no la conocemos completamente.

2.3. Inferencia variacional

La inferencia variacional (VI) es una solucién a las consideraciones anteriores. En la inferencia
variacional se busca una distribucién aproximada ¢(#) dentro de una familia simple (por ejem-
plo, gaussianas factorizadas) que minimice la divergencia de Kullback- Leibler (KL) respecto

a la posterior:
q"(¢) = argmin KL(q(0)|[p(0]x))- (2.6)

qeQ

Esta es la formulacién (2.5) en el caso particular en el que elegimos como discrepancia d
la divergencia de Kullback-Leibler (KL). Esta es una medida fundamental en teoria de la
informacion y estadistica. En el contexto de la inferencia variacional, cumple un papel central,
ya que toda la formulacion de VI se basa en minimizar esta divergencia entre la distribucién
aproximada y la verdadera posterior.

En el caso de distribuciones con densidad la divergencia de Kullback-Leibler se define como
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sigue:

KL((8)||p(6)) = / log %qw)da 2.7)

Es importante notar que:
» La divergencia KL no es simétrica: KL(q||p) # KL(p||q),
» KL(¢|[p) > 0y se da la igualdad si y sélo si ¢ = p.

La ultima propiedad nos dice que KL es una medida de “distancia informativa” que cuantifica

cuanto se aleja g de p.

2.3.1. ELBO: Evidence Lower Bound

El problema de optimizacién (2.6) sigue presentando, en principio, el problema de que para
resolverlo es necesario conocer p(6|z), lo que supondria una dificultad insalvable. Pero esto es
solo aparente, porque el problema se puede reformular de una forma equivalente en la que es
suficiente conocer la verosimilitud del modelo. La conexién es a través de la llamada Fuvidence
Lower Bound (ELBO), definida como:

ELBO(q) = E,[log p(x, 6)] — E,[log ¢(0)] (2.8)

Maximizar esta cantidad es equivalente a minimizar la divergencia KL entre la distribuciéon
aproximada y la posterior exacta. Para comprobar esta equivalencia recurrimos a la siguiente

igualdad, que se comprueba facilmente:

KL(q(0)[lp(0]x)) = Eqflog ¢(0)] — Eq[log p(, 0)] + log p(x).

Reordenando, obtenemos
log p(x) = ELBO(q) + KL(q(6)||p(6]2)). (2.9)

De esta expresién se obtienen dos consecuencias importantes. Por un lado, dado que log p(x)
es constante (no depende de ¢), maximizar la ELBO es equivalente a minimizar la divergencia
KL(q(0)||p(]z)). Por otra parte, como KL(q(0)||p(f|x)) > 0 concluimos que

log p(x) > ELBO(q),

lo que justifica el nombre del término.

Intuitivamente, el primer término en (2.9) recompensa distribuciones ¢ que explican bien
los datos, mientras que el segundo penaliza aquellas que se desvian mucho de la verdadera
distribucion a posteriori.

La ELBO tiene dos ventajas clave:

1. Proporciona un criterio claro de optimizacion para seleccionar la mejor distribucién

aproximante.
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2. Actia como cota inferior del logaritmo de la evidencia, log p(z), Figura 2.2 lo que permite

evaluar modelos comparativamente.

Hay que insistir en que minimizar KL(g(#)||p(f|x)) implica penalizar aquellas regiones donde
q(6) asigna masa y p(f|x) no. Sin embargo, no penaliza de forma fuerte el caso opuesto: si ¢
omite regiones de alta probabilidad bajo la distribucién a posteriori, la penalizacién puede ser
pequena. Esto tiene una consecuencia importante. La inferencia variacional puede subestimar
la incertidumbre, especialmente si la posterior verdadera es multimodal o con colas pesadas,
ya que ¢*(), al minimizar KL(q(0)||p(f|x)), tiende a concentrarse en una sola moda. Esto se

ilustra mas adelante con un ejemplo.

Representacion grafica

La ELBO como cota inferior de log p(x)

log p(x)

3.0

2.5

Valor

2.0

1.0

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Eleccion de q(6)

Figura 2.2: Interpretacion grafica de la ELBO como cota inferior

La Figura 2.2 representa gréaficamente la relacién entre la Evidence Lower Bound (ELBO) y la
evidencia marginal log p(z). En este esquema, cada punto sobre el eje horizontal simboliza una

eleccién distinta de la distribucién variacional ¢(#) dentro de la familia aproximante. La linea
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roja discontinua indica el valor constante de logp(z), el cual es generalmente desconocido,
pero actua como una cota superior. La curva azul representa el valor de la ELBO en funcién
de la calidad de la aproximacién ¢(0).

Como se observa:

» La ELBO siempre se encuentra por debajo o igual a logp(x). Esta propiedad es una

consecuencia directa de la no negatividad de la divergencia KL.

» La ELBO alcanza su valor maximo cuando ¢(6) = p(@ | x), lo que implica una divergencia
KL nula.

» Este gréfico enfatiza la idea de que maximizar la ELBO equivale a minimizar la KL

entre la aproximacion y la posterior verdadera.

Este tipo de visualizacion resulta 1til no solo para entender el comportamiento de los métodos
variacionales, sino también para interpretar los valores numéricos de la ELBO durante el

entrenamiento de modelos bayesianos aproximados.

2.4. Familia Variacional y Aproximaciones

Un aspecto crucial en VI es la eleccién de la familia de distribuciones Q. La eleccién mas

comun es la aproximacién mean-field, que asume independencia entre los parametros:

q(by, ..., 04 qu ; (2.10)

Esta simplificaciéon permite derivar actualizaciones explicitas mediante algoritmos como Coor-
dinate Ascent Variational Inference (CAVI), donde se optimiza cada factor ¢; en iteraciones
sucesivas.

Para entender la importancia de elegir familias del tipo (2.10) y el fundamento del algoritmo
CAVI, vamos a reescribir el término ELBO(g) como funcién del factor g;, dejando fijo las

deméds marginales ¢;, ¢ # j. Obtenemos entonces
ELBO(q) = E;[E_;log p(6;, 03, z)] — E;log ;(6;) + C,

donde E; denota esperanza con respecto a ¢;(6;), E_; es la esperanza condicionalmente dada
6, (esperanza respecto a las demds variables) y C' es un término que no depende de g;. Si
denotamos ELBO(¢;) = E;[E_; logp(8;,0_;,x)] — E;log ¢;(6;) entonces vemos que ELBO(qg;)
es (salvo un factor de proporcionalidad) menos la divergencia de Kullback-Leibler de g;(6;)
a la probabilidad proporcional a exp(logp(d;,6_;,x)). Dicho de otra forma, si, manteniendo
fijos los factores ¢;(6;), @ # j, tratamos de encontrar el factor g; tal que el producto (2.10)

maximiza el término ELBO(g), entonces, ese méximo se alcanza con la eleccién

q;(0;) o exp(log p(0;, 0_;, ). (2.11)
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En algunos casos esta ecuacion conduce a un término ¢; que esta dentro de la familia Q. Es
en esos casos en los que se tiene mas sentido implementar el algoritmo CAVI, que en resumen

hace lo siguiente.
» partimos de ¢(6y,...,04) = Hle q:(0;)
= para j = 1...,n actualizamos ¢; cambiando a gj como en (2.11)
= iteramos las actualizaciones anteriores hasta alcanzar convergencia

Claramente, si la familia Q es la familia de todas las distribuciones posibles con marginales
independientes entonces la actualizacién (2.11) conduce a un nuevo elemento en Q. En otros
casos, tal como veremos en el siguiente capitulo, la actualizacién tiene que hacerse de forma

que no nos salgamos de la familia Q.

2.4.1. Inferencia variacional mediante CAVI para un modelo gene-

rativo simple

Se ha implementado una versién simplificada del algoritmo CAVI para ilustrar el funciona-
miento del enfoque variacional en un modelo probabilistico generativo simulado p(z, z). El

cédigo correspondiente puede consultarse en el Anexo 77.

Descripcién del modelo. El modelo considera una variable latente z € R™ con distribu-
cién a priori gaussiana estandar p(z) = N(0,I), donde I es la matriz identidad. La variable
observada x € R" se genera a partir de una distribucién también gaussiana, cuya media
depende linealmente de las variables latentes: p(x | 2) = N (> iz ). Es decir, cada compo-
nente de x esta centrado alrededor de la suma de los componentes de z, lo que introduce una
dependencia global del dato observado respecto a todas las variables latentes.

Este modelo, aunque sencillo, presenta una estructura que permite aplicar inferencia variacio-
nal con actualizacién coordenada. En particular, asumimos que la aproximacion variacional
q(2) factoriza completamente, es decir, ¢(z) = [[_, ¢;(z;). Esta es una suposicién comin en

métodos variacionales, ya que simplifica el calculo de las actualizaciones.

Implementacién y procedimiento. El algoritmo comienza con una inicializacién aleatoria
de ¢(z), y posteriormente actualiza cada componente de forma iterativa. Para cada coordena-
da z;, se mantiene fija la estimacion actual de los demds componentes z_;, y se calcula una
nueva distribucion que maximiza el ELBO. En este caso, la actualizacion se hace evaluan-
do la distribucién conjunta log p(z, z) condicionada, lo que nos permite construir una nueva

estimacion de g;j(z;) dentro de la familia de distribuciones independientes asumida.

Resultados. Para ilustrar el funcionamiento del algoritmo, se simulé un vector de datos
x = (2,0, 3,0), y se ejecutd el algoritmo con m = 3 variables latentes. Como resultado, se

obtuvo una trayectoria creciente del ELBO, lo que indica que el algoritmo converge hacia una
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solucidn estable. La distribucion variacional final ¢(z) refleja un equilibrio entre la informacién

contenida en los datos y la estructura probabilistica del modelo.

Interpretacion. El gréfico de la evolucién del ELBO (Figura 2.3) muestra cémo el algoritmo
mejora sucesivamente la calidad de la aproximacién variacional. Por otro lado, el grafico de la
distribucion final ¢(z) (Figura 2.4) ilustra las probabilidades asignadas a cada componente, lo
cual puede interpretarse como el resultado de ajustar las creencias iniciales en funcién de la

observacion de los datos.
Este experimento, aunque tedrico, permite entender de forma concreta el mecanismo de in-

ferencia variacional por coordenadas, asi como su capacidad para aproximar distribuciones

complejas en modelos probabilisticos latentes.

Evoducidn del ELBO duranie la inferencia varniacional

ELBO

Thesracion

Figura 2.3: Evoluciéon del ELBO
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Diistribucidn variacional optimizada q(z)

[ B

oo

4] =2 =

Figura 2.4: Probabilidades de cada componente



Capitulo 3

La Inferencia Variacional Gaussiana

(IVG)

3.1. Definicion y Motivacién

La Inferencia Variacional Gaussiana (IVG) es una técnica especifica dentro del marco de la
inferencia variacional que restringe la familia de distribuciones aproximantes () a las distri-
buciones normales multivariadas. En otras palabras, se aproxima la posterior p(f|x) mediante
una distribucién gaussiana g(z) = N(p, ), donde p es el vector de medias y ¥ la matriz de
covarianzas.

Esta aproximacion resulta especialmente 1til por varias razones:

» Las distribuciones normales permiten un tratamiento matematico y computacional efi-

ciente.
= El gradiente del ELBO se puede calcular analiticamente.

= Es posible aplicar técnicas de optimizaciéon avanzadas, como el descenso por gradiente

natural.

3.2. Formulacion Matematica

El objetivo de la IVG es encontrar los pardmetros g y 3 que maximizan la ELBO:
ELBO(q) = E,[log p(z, )] — Eq[log q(0)].

En la expresién anterior es 1til saber que

= El primer término representa la esperanza del logaritmo del modelo conjunto, que im-

pulsa ¢(f) a ajustar bien los datos.

= El segundo término es la entropia direfencial de la distribucion gaussiana, H, que penaliza

aproximaciones demasiado concentradas.

19



20 CAPITULO 3. LA INFERENCIA VARIACIONAL GAUSSIANA (IVG)

En el caso Gaussiano se tiene
1
E,[log ¢(0)] = H(g) = ; log((2me)"|3]),

donde d es la dimensién de 6 y || denota el determinante de X (ver [5]).

3.3. Versiones del Modelo

En inferencia variacional, cuando se aproxima la distribucién posterior p(f|z) mediante una
distribucién normal multivariada ¢(f#) = N (u, X)), se pueden imponer distintas restricciones
sobre la matriz de covarianzas > seguin el compromiso entre expresividad y eficiencia compu-

tacional. Las tres variantes principales son:

= Covarianza completa: se permite que ¥ sea una matriz simétrica y definida positiva
general, lo que permite capturar todas las correlaciones entre los pardametros latentes.
Esta opcion es més expresiva, pero su optimizacion es costosa, ya que requiere estimar

d(d + 1)/2 parametros en dimensién d.

» Covarianza diagonal: se restringe X a ser una matriz diagonal, es decir, ¥ = diag(o?, ..
Esta opcién sigue dentro de la familia gaussiana, pero impone independencia entre las
variables latentes. Reduce significativamente la complejidad, ya que solo hay que estimar

2d parametros: las medias p y las varianzas marginales O'JZ.

» Estructura factorizada (mean-field): consiste en asumir que la distribucién variacio-
. yd . .

nal se factoriza como ¢(0) =[] i1 q;(0;). Este enfoque no requiere que ¢; sea gaussiana,

pero si lo es y ademas se toma Y diagonal, ambos enfoques coinciden. Por tanto, en

el caso gaussiano, asumir una estructura factorizada equivale a suponer una covarianza

diagonal. Sin embargo, la nocién de mean-field es mas general.

3.3.1. Algoritmo CAVI con covarianza diagonal

Cuando se utiliza una distribucién gaussiana con covarianza diagonal en un enfoque mean-
field, el algoritmo CAVI (Coordinate Ascent Variational Inference) puede expresarse
de forma explicita.

En este caso, la distribucion aproximante es:

q(0) = N (1, %), con ¥ = diag(at, ..., 09),

y se asume independencia entre coordenadas. El objetivo es maximizar la ELBO respecto a
los parametros variacionales p y . El algoritmo CAVI realiza actualizaciones iterativas de
cada coordenada j, condicionando sobre las demas.

Las actualizaciones 6ptimas de cada pardmetro (y;, 0]2-) vienen dadas por:

2
-,O-d

).
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;= <—Eq_]~ {aa—;]zlogp(xﬁ)D_l, (3.1)

0
J

Estas expresiones se obtienen al maximizar la ELBO con respecto a ¢;(6;) mientras se mantie-
nen fijos los otros factores ¢_;(#_;). En la practica, las esperanzas anteriores pueden calcularse
de forma analitica o mediante muestreo dependiendo del modelo.

Este enfoque muestra como la independencia entre coordenadas impuesta por la covarianza
diagonal permite descomponer la optimizacion en actualizaciones locales, lo que hace que el

algoritmo sea computacionalmente eficiente.

3.4. Optimizacién mediante Gradiente Natural

La optimizacion de la ELBO puede realizarse mediante métodos de descenso por gradiente.
En IVG, es especialmente efectivo el uso del gradiente natural, que ajusta la direccién de
descenso teniendo en cuenta la geometria del espacio de distribuciones. Esta técnica mejora
la convergencia y la estabilidad numérica, especialmente en entornos de alta dimensiéon o con

funciones no convexas.

3.5. Ventajas de la IVG

= Escalabilidad: se adapta bien a grandes volimenes de datos.
= Flexibilidad: permite introducir regularizacién mediante la entropia.

» Eficiencia: el uso de distribuciones gaussianas facilita el computo de expectativas.

3.6. Limitaciones

Baja fidelidad en distribuciones multimodales: una tnica gaussiana no puede

capturar multiples modos.

= Subestimacién de incertidumbre: tiende a producir varianzas menores que las reales,

especialmente en la aproximacién mean-field.

= Dependencia del modelo: en algunos contextos, la eleccion de la familia aproximante

puede sesgar fuertemente los resultados.
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3.7. Derivacién de la ELBO paso a paso

La Evidence Lower Bound (ELBO) es la funcién objetivo fundamental en inferencia variacio-
nal. Su maximizacién permite aproximar la distribuciéon posterior sin necesidad de calcular
directamente la evidencia p(x), que suele ser intratable.

A continuacion, se presenta la derivacion de la ELBO paso a paso a partir del teorema de

Bayes y la definicién de la divergencia de Kullback-Leibler.

Paso 1: Punto de partida. KL entre ¢(0) y p(¢ | z)

El objetivo de la inferencia variacional es encontrar una distribucién ¢(#) dentro de una familia

tractable @ que minimice:

KLUOI0(0 | 2)) = [ o) 105 4D ao

Como esta divergencia es dificil de calcular directamente debido a la presencia de p(@ | x),

aplicamos el teorema de Bayes:

_ p(z,0)
Entonces:
KLO)(0 | 2)) = [ a0)1og L0 db -+ og )

Paso 2: Simplificacién del logaritmo

Separando términos:
KL(q(0)[p(8 | )) = / 2(6) log q(6) b — / 4(0) log p(z, 0) dB + log p(x)

Paso 3: Aislar logp(z)

Reordenando:

logp(x) = KL(q(0)[lp(0 | z)) + Eqee)[log p(x, 0)] — Eqg9)[log ¢(0)]

-~

ELBO(q)

Por tanto:
ELBO(q) = Eyp)[log p(x, )] — Eqe)[log ¢(0)]

Paso 4: Interpretaciéon de la ELBO

La ELBO tiene una interpretacién clara:
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» El término E,[logp(z, §)] mide qué tan bien ¢(f) explica los datos y el modelo.

» El término E,[log ¢(0)] es la entropia negativa de ¢, que actia como regularizador.
Al maximizar la ELBO, buscamos distribuciones ¢ que:

1. Expliquen bien los datos.

2. No estén excesivamente concentradas (evitando sobreajuste).

Resumen

Término Interpretacion
E,[logp(z,0)] | Ajuste al modelo y los datos
E,logg(¢)] | Regularizacién via entropia negativa
ELBO Funcién a maximizar para encontrar g
log p(z) Cota superior de la ELBO

Cuadro 3.1: Interpretacion de los términos de la ELBO



Capitulo 4

Aplicaciones de la Inferencia

Variacional Gaussiana (IVG)

La Inferencia Variacional Gaussiana (IVG) es una técnica de inferencia bayesiana aproxi-
mada que ha ganado popularidad debido a su eficiencia computacional y escalabilidad. A
diferencia de métodos como MCMC, que pueden ser costosos y lentos, IVG aproxima la dis-
tribucion posterior mediante una familia tractable —habitualmente gaussianas— que se ajusta
mediante optimizacion. En este capitulo se examinan varios modelos en los que la IVG resul-
ta especialmente eficaz, explicando no solo su uso, sino también las razones estructurales y

computacionales que la hacen adecuada.

4.1. Modelos de mezcla de gaussianas (GMM)

Los Gaussian Mixture Models (GMM) permiten modelar datos provenientes de subpoblaciones
no observables directamente. Se asume que los datos han sido generados por una mezcla de

distribuciones normales multivariadas:

p(x) = ZWkN(fB | ks X)) (4.1)

donde 7, son los pesos de mezcla y puy, X los pardmetros de cada componente.

Desafio: La inferencia bayesiana exacta requiere estimar las asignaciones latentes y los parame-
tros de cada componente, lo cual es computacionalmente costoso con métodos como EM o
MCMC, especialmente cuando el nimero de componentes o la dimensionalidad de los datos

es alto.

Por qué IVG funciona: La estructura de mezcla permite que IVG modele las asignaciones
latentes de forma tractable usando distribuciones categéricas, y que los parametros se apro-
ximen mediante gaussianas. Esto facilita inferencia paralela y escalable, ideal para problemas

de clustering y segmentacion en grandes conjuntos de datos.

24
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Ejemplo practico: Inferencia con IVG en una mezcla de dos gaussia-

nas

Para ilustrar el uso de IVG, simulamos un conjunto de datos bidimensionales generados a
partir de una mezcla de dos distribuciones normales. Cada componente tiene una media y
varianza distintas, y las observaciones no incluyen las etiquetas de componente (latentes).

Se estima una mezcla de dos gaussianas usando Inferencia Variacional Gaussiana, aproximando
la posterior sobre los pardametros ., X5 v las asignaciones latentes z,. La inferencia se realiza
mediante optimizacion de la ELBO con el truco de reparametrizacién y el uso de distribuciones

gaussianas para los parametros.

Clasificacion por GMM usando IVG
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Figura 4.1: Clasificacién variacional en una mezcla de dos gaussianas.

La Figura 4.2 muestra como IVG clasifica correctamente los puntos en dos grupos, asignando
a cada observacién una probabilidad posterior de pertenencia a cada componente. El modelo
también estima la incertidumbre en los pardmetros de cada componente (medias y covarianzas)
mediante distribuciones gaussianas, lo cual no es posible con métodos como EM.

Este ejemplo demuestra que IVG no solo permite clasificacién, sino también estimacion ba-
yesiana eficiente en modelos de mezcla, sin recurrir a muestreo MCMC ni asumir posteriori

puntuales.

4.2. Latent Dirichlet Allocation (LDA)

LDA es un modelo generativo de temas para colecciones de texto. Se asume que cada docu-
mento estd compuesto por una combinacion de temas latentes, y cada tema esté caracterizado

por una distribucion sobre palabras.
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Ny
P04 Zam, wan) = p(0a) [ [ p(2am | 00) P(wan | 2an: B) (4.2)

n=1

Desafio: La inferencia exacta es intratable debido al gran nimero de variables latentes por
documento y la estructura jerarquica del modelo.

Por qué IVG funciona: IVG, bajo una aproximacién mean-field, descompone el problema
de inferencia en factores independientes. Esta descomposicion permite inferencia paralela do-
cumento por documento y habilita versiones online (como Online LDA) que funcionan incluso
en colecciones con millones de textos.

Ejemplo: el algoritmo Online LDA (Hoffman et al., 2010) usa IVG para clasificar articulos

de prensa en temas como politica, deportes o economia, en tiempo real.

Visualizacién de la distribucién de temas en documentos

El algoritmo Online LDA (Hoffman et al., 2010) usa IVG para clasificar articulos de prensa

en temas como politica, deportes o economia, en tiempo real.

Distribucién de temas por documento (LDA + IVG)

0.8 | H Temal

B Tema 2
0.7 m Tema 3
0.6 1

Proporcion

D1 D2 D3
Documento

Figura 4.2: Distribucion de temas en documentos segiin LDA.

En la Figura 4.2 cada barra representa la proporcién de un tema en un documento especifico.
Por ejemplo, el documento 1 estd compuesto mayoritariamente por el Tema 1 (70 %), mientras
que el documento 3 estd dominado por el Tema 3 (80%). Esto ejemplifica cémo LDA con
IVG permite descomponer documentos complejos en combinaciones interpretables de temas
latentes.

4.3. Variational Autoencoders (VAEs)

Los VAEs combinan inferencia bayesiana con aprendizaje profundo para construir modelos

generativos capaces de aprender representaciones latentes. Se define:
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p(w,2) =p(2)-plx | 2), qlz]z)~pz|2)

donde ¢(z | ) = N(u(x), diag(o?(z))) se entrena junto al modelo generativo.

La funciéon de coste se basa en la ELBO.

Desafio: La posterior sobre las variables latentes es desconocida y depende de parametros
aprendibles, lo que impide usar inferencia clasica.

Por qué IVG funciona: Usando el truco de reparametrizacion:
z=pu(x)+o(x)oe €~N(0,I)

IVG permite entrenar el modelo mediante descenso por gradiente. Esta propiedad lo hace com-
patible con backpropagation, facilitando su integracién en arquitecturas neuronales profundas

para generacion de imagenes, audio y otros.

Visualizacién de la representacion latente aprendida por un VAE

El siguiente grafico (Figura 4.3) muestra una representacién bidimensional del espacio latente
aprendido por un VAE a partir de datos simulados. Cada punto representa una muestra
codificada en este espacio, coloreada segin su clase latente simulada.

Se observan dos clusters claramente definidos, lo que ilustra cémo el VAE agrupa datos simi-
lares en regiones proximas del espacio latente. Esto demuestra que el modelo puede capturar
patrones subyacentes y representar la variabilidad de manera continua y diferenciada.

Esta estructura en el espacio latente es fundamental para que el VAE pueda generar o re-
construir datos a partir de dichas representaciones, aprovechando la inferencia variacional y

el truco de reparametrizacion para un entrenamiento eficiente.

Representacion Latente Bidimensional aprendida por un VAE Lo
6 4 T 4-

- 0.8

T
o
o

Clase Latente

Latente z2

e
'S

0.2

T T T T T T - - 0.0
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Latente z1

Figura 4.3: Representacion latente aprendida por un VAE.
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4.4. Regresion Logistica Bayesiana

La regresion logistica modela la probabilidad binaria como:

p(yl =1 | xzaﬁ) = a(x:ﬁ), donde ﬁ NN(OvTZI)

Desafio: La posterior sobre § no tiene forma cerrada, y métodos como Laplace pueden ser
imprecisos en altas dimensiones.

Por qué IVG funciona: Aproximando p(f | X,y) con una gaussiana ¢(8) = N (1, 2) y
usando el truco de reparametrizacién, IVG proporciona una inferencia eficiente y diferenciable,
adecuada para clasificacion con grandes volimenes de datos y con incertidumbre cuantificada.
Ejemplo: Un ejemplo tipico es la prediccion médica basada en datos de pacientes, donde la

rapidez y confiabilidad de la inferencia son esenciales para la toma de decisiones clinicas.

Visualizacién de una frontera de decision y distribucion de parametros

El siguiente gréafico (Figura 4.4) simula una frontera de decisién para un problema binario
en dos dimensiones, donde el modelo bayesiano estima no solo una frontera fija sino una

distribucién sobre las posibles fronteras, reflejando la incertidumbre en los parametros 5.

Frontera de decisidn estimada con Regresion Logistica Bayesiana
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Figura 4.4: Frontera de decision y distribucion de parametros en regresion logistica bayesiana.

4.5. Modelos Jerarquicos en Biomedicina
Un ejemplo tipico es:

0; ~ N(u,0%), v ~ Bernoulli(o(z, 6;))

Desafio: La presencia de niveles jerarquicos introduce multiples dependencias latentes que

dificultan la inferencia exacta, especialmente con miles de grupos (ej. pacientes, genes).
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Por qué IVG funciona: IVG permite aproximar las distribuciones posteriores de efectos
aleatorios 6; de forma eficiente sin MCMC, lo que la hace ideal para estudios clinicos, genémica
y educacion, donde la estructura jerarquica es comun.

Ejemplo: Por ejemplo, en analisis genomicos, cada gen o individuo puede ser considerado
como un grupo latente distinto, permitiendo captar heterogeneidad biolégica de manera efec-

tiva.

Visualizacién de la variabilidad entre grupos

Este grafico (Figura 4.5) simula la media y la dispersién de un pardmetro 6; estimado para
diferentes grupos (por ejemplo, pacientes o genes), ilustrando cémo cada grupo tiene su propia

distribucion aproximada.

Estimacion de parametros por grupo con IVG en modelos jerarquicos

® Estimacion VG %

‘++

¥ ¢

L

»

x Valor Verdadero i

Parametro 6,
*®

S
e

Grupol Grupo2 Grupo3 Grupod4 Grupo5 Grupe6 Grupo7 Grupo8 Grupo® Grupo 10
Grupo

Figura 4.5: Variabilidad entre grupos estimada con IVG

En la Figura 4.5, cada punto azul representa la estimaciéon media aproximada del parametro
latente 6; para cada grupo, y las barras de error muestran la incertidumbre asociada estimada
mediante IVG. Los cruces rojos indican los valores verdaderos simulados para referencia.

Este gréfico ejemplifica cémo los modelos jerarquicos permiten capturar diferencias especificas
entre grupos, mientras que IVG facilita la estimacion eficiente de dichas distribuciones sin
necesidad de muestreos costosos. Esto es crucial en biomedicina para analizar variabilidad

entre sujetos, genes o tratamientos con grandes volimenes de datos.

4.6. Series Temporales y Modelos de Estado Latente

En modelos dinamicos como los filtros de Kalman o los modelos ocultos de Markov continuos
(HMMs continuos), se modela una secuencia de estados latentes que evolucionan en el tiempo,

condicionados por observaciones parciales y ruidosas.

Ty ~ p(l’t | l’t—l)’ Y ~ p(?lt ’ xt)

Desafio: La dependencia temporal entre estados hace que la posterior sobre la trayectoria

completa sea compleja y de alta dimension.
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Por qué IVG funciona: IVG puede modelar la trayectoria z;.7 con una gaussiana estructu-
rada o mediante redes neuronales recurrentes, permitiendo inferencia eficiente por gradiente.

Es 1til en seguimiento de objetos, andlisis financiero y mas.

Visualizacién de estados latentes estimados en series temporales

El siguiente gréfico (Figura 4.5) ilustra cémo IVG puede aproximar la trayectoria de un estado

latente en una serie temporal, a partir de observaciones ruidosas.

Estimacién de estados latentes en series temporales con IVG

— Estado Latente Verdadero

] == Observaciones Ruidosas
24 o~ - —— Estimacién por VG
! \ Incertidumbre IVG

[+] w0 20 30 40 0
Tiempo

Figura 4.6: Trayectoria de un estado latente estimado con IVG.

En la Figura 4.5 la curva negra representa la trayectoria verdadera de un estado latente a lo
largo del tiempo (por ejemplo, el estado de salud de un paciente). Las observaciones ruidosas
(linea gris punteada) dificultan una estimacion directa.

La linea azul muestra una estimacién aproximada realizada por IVG, junto con una banda de
incertidumbre (en azul claro) que refleja la distribucién aproximada ¢(zt) para cada instante
t. Este enfoque permite capturar tanto la dindmica como la incertidumbre, sin recurrir a
métodos como MCMC.

4.7. Sistemas de Recomendacion

Los sistemas de recomendacién basados en factorizacién matricial probabilistica modelan las

interacciones usuario-producto como:

rij ~ N(uj v;, %)

donde u; y v; son vectores latentes de usuarios e items.

Desafio: La matriz de observaciones es dispersa y de gran escala, dificultando la inferencia
exacta sobre todos los vectores latentes.

Por qué IVG funciona: IVG permite inferencia local y distribuida sobre cada u; y vj,
lo que facilita la personalizacién, maneja la incertidumbre y escala a millones de usuarios y

productos.



4.7. SISTEMAS DE RECOMENDACION 31

Visualizacién de vectores latentes y su incertidumbre

El siguiente gréfico (Figura 4.5) muestra la distribucién estimada de los vectores latentes
para usuarios y productos en un espacio bidimensional. Cada punto representa un usuario o

producto, y las elipses reflejan la incertidumbre (varianza) aproximada de IVG.

Representacién latente de usuarios y productos con incertidumbre (IVG)

Dimension Latente 2
"

-1 -

Dimension Latente 1

Figura 4.7: Vectores latentes e incertidumbre en un sistema de recomendacion.

En la Figura 4.5 cada usuario (en azul) y producto (en verde) se representa mediante un
vector latente en un espacio 2D. Las elipses indican la incertidumbre estimada mediante IVG
sobre estos vectores latentes: areas mas grandes implican més incertidumbre. Esta informacién
permite, por ejemplo, seleccionar productos con alta incertidumbre para mejorar la personali-
zacién en usuarios nuevos (exploracién), o reforzar recomendaciones en zonas de alta confianza

(explotacién).
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4.8. Resumen comparativo

Aplicacion Desafio de inferencia Ventaja de IVG

GMM Inferencia sobre multiples | Posterior tractable y paralelizabi-
asignaciones latentes lidad

LDA Jerarquia y gran volumen | Mean-field escalable, inferencia
de documentos online

VAE Latentes dependientes de | Reparametrizacion  compatible
entrada con SGD

Regresion Posterior no conjugada Inferencia rapida y diferenciable

logistica sobre parametros

Modelos Estructura multinivel com- | Estimacién simultdnea de niveles

jerarquicos pleja latentes

Series tempora- | Dependencia entre estados | Inferencia estructurada con redes

les latentes 0 gaussianas

Recomendadores | Datos dispersos y masivos | Inferencia local eficiente sobre

vectores latentes

Cuadro 4.1: Resumen de aplicaciones y fortalezas de IVG

Conclusion

La Inferencia Variacional Gaussiana se adapta de forma natural a modelos complejos donde
la inferencia exacta es inviable, ya sea por la dimensionalidad, la jerarquia o la naturaleza
dindmica de los datos. Su combinacién de flexibilidad, velocidad y capacidad de integracion
con técnicas modernas de optimizacion la convierte en una herramienta clave en la inferencia

bayesiana aplicada.



Capitulo 5

Optimizacion en Inferencia Variacional
Gaussiana (IVG)

La optimizacién es un componente clave de la inferencia variacional. Dado que el objetivo
es maximizar la ELBO con respecto a los parametros de la distribucién ¢(f), se requieren
herramientas eficientes, estables y escalables. En la Inferencia Variacional Gaussiana (IVG),
la eleccién del algoritmo de optimizacién afecta directamente la calidad de la aproximacion

posterior [4].

5.1. Problema de optimizacion en IV

En IVG, la distribucién ¢(6) se parametriza como una gaussiana multivariada N (u, X). Por

tanto, el problema se reduce a:

méax ELBO(u, X)
X

donde:

» 4 vector de medias.

= Y matriz de covarianzas, que puede ser completa o diagonal segin la variante utilizada.

La ELBO se evalua como:

L(p, %) = Eqpy[log p(z, 0)] — Eyp)[log q(0)]

Este objetivo se optimiza mediante métodos de gradiente, enfrentando dos retos principales:

» La esperanza no suele tener forma cerrada.

» La matriz de covarianzas debe mantenerse semidefinida positiva.

33
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5.2. Reparametrizacion de Monte Carlo

Para estimar la ELBO y sus gradientes, se emplea el truco de reparametrizacién propuesto

por [9]:

O =p+Le, e~N(0,1)
donde L es la descomposicion de Cholesky de . Asi, la esperanza se estima como:

K
1
Eq0)[log p(z, 0)] ~ Ve g log p(x, u + Le(k))
k=1

Este truco permite propagar el gradiente a través de las muestras, haciendo viable el uso de

optimizacién por gradiente estocéstico.

5.3. Descenso por Gradiente Natural

Una mejora importante sobre el gradiente clésico es el uso del gradiente natural, propuesto

por [1], que tiene en cuenta la geometria del espacio de distribuciones probabilisticas:

VoL =F'V,L

donde F' es la matriz de Fisher asociada a la familia ¢(f). Esto mejora la convergencia y

estabilidad numérica en espacios mal condicionados.

5.4. Optimizacién practica con Adam

En contextos practicos, se utilizan optimizadores adaptativos como Adam, introducido por

8], que combina momentum y escalado adaptativo del paso:

my = Bimy_q + (1 - 51)V£
v = Bovi1 + (1 — B2)(VL)?

Este tipo de optimizador es 1util en tareas de alta dimensionalidad con gradientes ruidosos.

5.5. Consideraciones numéricas

Mantenimiento de la positividad de X

Para garantizar que ¥ sea semidefinida positiva, se utiliza [9, 11]:

» Una matriz diagonal con log-parametrizacién para mantener la positividad.

» La descomposicién de Cholesky: ¥ = LL", optimizando directamente L.



5.6. RESUMEN DE TECNICAS EMPLEADAS EN IVG

Control de la varianza del estimador

La estimacion por muestreo introduce varianza. Se puede mitigar con:

= Promediado sobre multiples muestras.

s Técnicas de reducciéon de varianza como control variates o baselines.

5.6.

Resumen de técnicas empleadas en IV

Técnica

Uso principal

Reparametrizacion
Gradiente natural
Adam

Cholesky

Control de varianza

Estimar gradientes diferenciables
Convergencia mas rapida y estable
Optimizacién robusta con gradientes ruidosos
Garantia de positividad de X

Estabilidad del entrenamiento

Cuadro 5.1: Resumen de técnicas utilizadas en IVG
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Capitulo 6

Aplicaciéon: Inferencia Variacional
Gaussiana en un Modelo de Mezcla de

Normales

Los modelos de mezcla de normales (GMM) son ampliamente utilizados para modelar datos
que provienen de multiples subpoblaciones. En este capitulo se describe cémo aplicar Inferencia
Variacional Gaussiana (IVG) al problema de estimar los parametros de una mezcla gaussiana,
evitando métodos como EM o MCMC.

6.1. Formulacion del modelo

Consideramos un modelo de mezcla de K componentes gaussianos:

K
p(x [0) =Y mN(@ |, )
k=1

donde 0 = {my, up, Xx}5_, son los pardmetros del modelo, y las variables latentes z, €
{1,..., K} indican el componente del que proviene cada observacién x,,.
El objetivo es inferir una distribucién posterior sobre 6 y sobre las asignaciones zi, ..., 2y,

dado un conjunto de datos {z, })_;.

6.2. Inferencia variacional

La distribucién posterior p(#,z | x) es intractable. Se introduce una distribucién variacional:

N

q(0,2) = q(0) [ T a(zn)

n=1
donde ¢(6) se aproxima mediante una distribucién gaussiana multivariada (IVG). Para los z,,
se usa una distribucién categorica con parametros variacionales.

El objetivo es maximizar la ELBO:
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L(q) = E,4[log p(x,0,2z)] — E,[log q(0,2)]

6.3. Implementacién practica

En la practica, se usan los siguientes elementos:

» Parametrizacién gaussiana de ¢(f) = N (i, X) con reparametrizacién para muestreo

eficiente.

s Estimacidn estocastica de la ELBO mediante muestreo Monte Carlo.

= Optimizacion con Adam y control de la varianza en gradientes.

» Visualizaciéon: se puede comparar la clasificacion de puntos obtenida por IVG con la
obtenida por EM.

6.4. Ejemplo simulado

Ejemplo practico: Inferencia con IVG en una mezcla de tres gaus-

sianas

Para ilustrar el procedimiento, se considera un conjunto de datos bidimensionales generado a
partir de tres componentes gaussianas con diferentes medias y covarianzas. Aplicando Inferen-
cia Variacional Gaussiana (IVG) mediante un modelo de mezcla, se obtiene una aproximacién

a la distribucion posterior de los parametros de cada componente y de las asignaciones latentes

Q<Zn)'
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Clasificacién variacional con GMM (3 componentes)
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Figura 6.1: Clasificacién variacional en una mezcla de tres gaussianas con IVG.

La Figura 6.1 muestra la clasificacién resultante. IVG identifica correctamente los tres cliste-
res, incluso cuando los datos presentan cierta superposicion entre grupos. La aproximacion
variacional proporciona no solo una asignacion de clases, sino también una estimacion de la
incertidumbre sobre los pardametros del modelo, lo cual es fundamental para tareas de analisis

exploratorio o segmentacion probabilistica.

6.5. Discusion

Este ejemplo muestra que IVG puede aplicarse a modelos clasicos como las mezclas de gaus-
sianas, proporcionando estimaciones eficientes sin necesidad de muestreo MCMC. La aproxi-
macién gaussiana resulta suficiente para capturar la posterior de los parametros en este caso

simple, y el enfoque es escalable a problemas de mayor dimension.



Capitulo 7
Conclusion

En este Trabajo Fin de Grado se ha abordado la Inferencia Variacional Gaussiana (IVG) como
una técnica eficiente para aproximar distribuciones posteriores en modelos probabilisticos
complejos. A lo largo del trabajo se ha revisado el marco tedrico de la inferencia variacional,
se han detallado las propiedades particulares de la aproximacion gaussiana y se han expuesto
los principales métodos de optimizacion que permiten llevar a cabo esta inferencia de forma
practica.

Uno de los aspectos clave ha sido el estudio de la funcién objetivo ELBO, cuya maximizacion
permite ajustar los parametros de la distribucién variacional. En este contexto, técnicas como
el truco de reparametrizacion, el uso del gradiente natural y la aplicaciéon de optimizadores
como Adam resultan fundamentales para obtener resultados precisos y estables, especialmente
en entornos de alta dimensionalidad.

Ademas, se han revisado consideraciones numéricas importantes, como la necesidad de garan-
tizar la positividad de la matriz de covarianzas y de controlar la varianza en los estimadores
Monte Carlo. Estas cuestiones, aunque técnicas, tienen un impacto directo en la eficacia y
robustez de los métodos de inferencia utilizados.

Por 1ltimo, se han mostrado aplicaciones de IVG en diferentes contextos, lo que ha permitido
ilustrar su flexibilidad y potencial en problemas reales de aprendizaje automatico y estadistica
bayesiana.

Como trabajo futuro, seria interesante explorar aproximaciones mas expresivas que superen las
limitaciones de la gaussiana multivariada, como los flujos normalizadores (normalizing flows),
asi como analizar la integracion de IVG en arquitecturas mas complejas como los modelos
generativos profundos.

En conjunto, este trabajo ha contribuido a consolidar una base sélida sobre inferencia varia-
cional moderna, al mismo tiempo que ha proporcionado herramientas y reflexiones tutiles para

su aplicacion practica en problemas actuales de modelado probabilistico.
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Anexo: Cdodigo fuente para la

generacion de imagenes

Cédigo en python para la Figura 2.1

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.stats import beta

theta np.linspace (0, 1, 100)

prior np.ones_like(theta) # Distribucion uniforme

posterior = beta.pdf(theta, 9, 3) # Distribucion Beta(9, 3)

plt.figure(figsize=(8, 5))

plt.plot (theta, prior, label=’Distribucion a priori (Uniforme)’,
linestyle=’--")

plt.plot (theta, posterior, label=’Distribucion a posteriori (Beta(9,
3))’, color=’orange’)

plt.title(’Actualizacion Bayesiana del Sesgo de una Moneda’)

;lplt.xlabel(r’$\theta$’)

plt.ylabel (’Densidad’)
plt.legend ()
plt.grid(True)

/lplt.show ()

Listing 7.1: Comparacion entre distribucién a priori uniforme y posterior Beta(9,3)

Cédigo en R para la Figura 2.2

library (ggplot2)

3l# Crear un rango de valores que representen diferentes elecciones de

q
g_vals <- seq(0, 1, length.out = 100)
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# Supongamos log p(x) es constante

log_px <- 3

# ELBO es siempre menor o igual a log p(x), y se maximiza cuando KL =
0
# Vamos a modelarla como una funcion arbitraria creciente

elbo <- log_px - (1 - gq_vals)"2 * 2 # concava, maxima en q = 1

3s|# Data frame para graficar

df <- data.frame(
q_choice = q_vals,
ELBO = elbo,
log_px = rep(log_px, length(q_vals))

# Graficar

1| ggplot (df, aes(x = g_choice)) +

geom_line (aes(y = ELBO), color = "blue", size = 1.3) +
geom_line(aes(y = log_px), color = "red", linetype = "dashed", size
= 1.2) +
annotate("text", x = 0.2, y = log_px + 0.2, label = "log p(x)",
color = "red", size = 5) +
annotate("text", x = 0.8, y = min(elbo) + 0.5, label = "ELBO(q)",
color = "blue", size = 5) +
labs (
title = "La ELBO como cota inferior de log p(x)",
x = "Eleccion de q(0)",
y = "Valor"
)+
theme_minimal (base_size = 14)

Listing 7.2: Visualizacién de la ELBO como cota inferior de log p(x)

Cédigo en R: CAVI para un modelo generativo simple
(Figuras 2.3 y 2.4)

# CAVI en R: Inferencia Variacional Coordinada para un modelo

generativo simple

library (dplyr)
library(ggplot2)
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# Logaritmo de la distribucion conjunta log p(x,

log_joint <- function(z, x) {

return(-0.5 * sum(z~2) - 0.5 * sum((x - sum(z)

|initialize_q <- function(m) {

z)

)"2))

return(rnorm(m, 0, 1)) # Inicializa con N(O,1)

BIBLIOGRAFIA

# Actualizacion de q(z) por coordenadas (Coordinate Ascent)

update_q <- function(qg, x) {
m <- length(q)
new_q <- q
for (j in 1:m) {
z_minus_j <- ql-j]

new_ql[j] <- exp(log_joint(z_minus_j, x)) # Estimacion

condicional

}

return(new_q / sum(new_q)) # Normalizacion para asegurar que q es

valida

compute _ELBO <- function(q, x) {

entropy <- -sum(q * log(q + 1le-10)) # para evitar log(0)

return(log_joint(q, x) + entropy)

variational_inference <- function(x, m = 3, tol
100) A
q <- initialize_q(m)

elbo_values <- numeric ()

= 1le-3,

max_iters




BIBLIOGRAFIA 45

for (i in 1:max_iters) A{
q <- update_q(q, x)
elbo <- compute_ELBO(q, x)
elbo_values <- c(elbo_values, elbo)
if (length(elbo_values) > 1 && abs(diff(tail(elbo_values, 2))) <
tol) {
break
}
}
return(list(gq_opt = q, elbo_traj = elbo_values))
}
# ____________________________

cat ("Vect

ilx <= ¢(2.0, 3.0)

551 result <-

variational_inference (x)

or q(z) optimizado:\n")

print (round (result$q_opt, 4))

cat ("\nValor final de ELBO:", round(tail (result$elbo_traj, 1), 4), "\

nll)

# ____________________________
# Graficar trayectoria del ELBO
# ____________________________
df _elbo <- data.frame(iter = seq_along(result$elbo_traj), ELBO =
result$elbo_traj)
ggplot (df _elbo, aes(x = iter, y = ELBO)) +
geom_line(color = "steelblue", size = 1) +
geom_point (color = "darkred", size = 2) +
labs(title = "Evolucion del ELBO durante la inferencia variacional"
x = "Iteracion", y = "ELBO") +

theme_minimal ()
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# Graficar distribucion final q(=z)

df _q <- data.frame(Coordenada = paste0("z", 1:length(result$q_opt)),
Valor = result$q_opt)

ggplot (df _q, aes(x = Coordenada, y = Valor, fill = Coordenada)) +

geom_bar (stat = "identity") +
labs(title = "Distribucion variacional optimizada q(z)", y = "
Probabilidad asignada", x = "") +

theme_minimal ()

Listing 7.3: CAVI en R: Inferencia Variacional Coordinada

Cdédigo en python para la Figura 4.1

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

sl from sklearn.mixture import GaussianMixture

# Simulacion de datos de dos grupos

np.random.seed (0)

X1 = np.random.normal(loc=[2, 2], scale=0.5, size=(100, 2))
X2 = np.random.normal(loc=[6, 6], scale=0.8, size=(100, 2))
X = np.vstack([X1, X2])

# Aplicar GMM

gmm = GaussianMixture(n_components=2).fit (X)

/| labels = gmm.predict (X)

s|# Grafico

plt.figure(figsize=(6, 5))

plt.scatter (X[:, 0], X[:, 1], c=labels, cmap=’coolwarm’, alpha=0.6)
plt.title("Clasificacion por GMM usando IVG")

plt.xlabel ("x1")

plt.ylabel ("x2")

plt.grid(True)

plt.show ()

Listing 7.4: Clasificaciéon con Gaussian Mixture Models simulando IVG

Cédigo en python para la Figura 4.2
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import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

# Simulacion de distribucion de temas en 3 documentos
doc_topics = np.array ([

(0.7, 0.2, 0.11,

(0.3, 0.4, 0.3],

(0.1, 0.1, 0.8]

D
bar_width = 0.25
indices = np.arange(doc_topics.shape[0])

# Graficar proporcion por tema

s|plt.figure (figsize=(6, 5))

for i in range(doc_topics.shape[1]):
plt.bar(indices + i * bar_width, doc_topics[:, i], width=bar_
width, label=f"Tema {i+1}")

plt.title("Distribucion de temas por documento (LDA + IVG)")
plt.xlabel ("Documento")

plt.ylabel ("Proporcion")

plt.xticks(indices + bar_width, [£f"D{i+1}" for i in range(3)])

| plt.legend ()

plt.grid(True, axis=’y’, linestyle=’--’, alpha=0.5)

slplt.tight_layout ()

plt.show ()

Listing 7.5: Visualizacién de distribucién de temas por documento (LDA + IVG)

Cdédigo en python para la Figura 4.3

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

# Simulacion de puntos en espacio latente 2D para un VAE
np.random.seed (42)

# Dos clusters simulando dos clases latentes

clusterl = np.random.normal(loc=[-2, -2], scale=0.5, size=(100, 2))

cluster2 = np.random.normal (loc=[3, 3], scale=0.7, size=(100, 2))

latent _points = np.vstack([clusterl, cluster2])
labels = np.array([0]*100 + [1]*100)
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# Graficar representacion latente

plt.figure(figsize=(6,5))

sl plt.scatter(latent_points[:,0], latent_points[:,1], c=labels, cmap=’

viridis’, alpha=0.7)
plt.colorbar(label=’Clase Latente’)
plt.title(’Representacion Latente Bidimensional aprendida por un VAE’

)

s/plt.xlabel(’Latente z17)

plt.ylabel (’Latente z2’)

plt.grid(True, linestyle=’--’, alpha=0.5)
plt.tight_layout ()
plt.show ()

Listing 7.6: Representacion latente 2D simulada para un VAE

Cédigo en python para la Figura 4.4

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Simulacion de datos para clasificacion binaria
np.random.seed (0)
N = 100
X = np.vstack ((
np.random.normal (loc=[2, 2], scale=1, size=(N//2, 2)),
np.random.normal (loc=[6, 6], scale=1, size=(N//2, 2))

|y = np.array ([0]*(N//2) + [11*(N//2))

# Parametros "verdaderos" (simulados)

beta_mean = np.array([-5, 1, 1]) # intercepto y coeficientes

;|# Generamos un grid para visualizar la frontera de decision

7lxx, yy = np.meshgrid(np.linspace(0, 8, 100), np.linspace(0, 8, 100))

grid = np.c_[np.ones(xx.size), xx.ravel (), yy.ravel ()]
# Funcion sigmoide
def sigmoid(z):

return 1 / (1 + np.exp(-z))

# Probabilidades con beta promedio

25| probs = sigmoid(grid @ beta_mean).reshape (xx.shape)
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# Graficar datos y frontera de decision

plt.figure(figsize=(6,5))

plt.contourf (xx, yy, probs, levels=[0,0.5,1], colors=[’#FFAAAA’ 6 #
AAAAFF’], alpha=0.5)

plt.scatter(X[:,0], X[:,1], c=y, cmap=’bwr’, edgecolors=’k’)

plt.title(’Frontera de decision estimada con Regresion Logistica
Bayesiana’)

plt.xlabel(’Caracteritica 1)

plt.ylabel (’Caracteristica 27)

plt.grid(True, linestyle=’--’, alpha=0.5)

slplt.tight_layout ()
il plt.show ()

Listing 7.7: Clasificacion binaria con regresion logistica bayesiana simulada

Cédigo en python para la Figura 4.5

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

np.random.seed (123)

# Numero de grupos (ej. pacientes o genes)

n_groups = 10

# Media global y desviacion estandar de la distribucion jerarquica
global_mu = 0.0
global_sigma = 1.0

# Simulacion de parametros verdaderos por grupo (latentes)

true_thetas = np.random.normal(global_mu, global_sigma, n_groups)

j|# Estimaciones aproximadas de media y desviacion (IVG)

|estimated_mus = true_thetas + np.random.normal (0, 0.3, n_groups)

estimated_sigmas = np.abs(np.random.normal(0.3, 0.1, n_groups))

# Visualizacion: medias y barras de incertidumbre por grupo

plt.figure(figsize=(8,5))

plt.errorbar (range(n_groups), estimated_mus, yerr=estimated_sigmas,
fmt=’0’, capsize=5, label=’Estimacion IVG’)

plt.scatter(range(n_groups), true_thetas, color=’red’, marker=’x’,
label=’Valor Verdadero’)

plt.xticks (range(n_groups), [f’Grupo {i+1}’ for i in range(n_groups)

D
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sl plt.xlabel (’Grupo’)
j|plt.ylabel (r’Parametro $\theta_i$’)

|plt.title(’Estimacion de parametros por grupo con IVG en modelos

jerarquicos’)

;| plt.legend ()

plt.grid(True, linestyle=’--’, alpha=0.5)
plt.tight_layout ()
plt.show ()

Listing 7.8: Estimacion de pardmetros jerarquicos con IVG

Cdédigo en python para la Figura 4.6

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

np.random.seed (42)

T = 60 # numero de pasos de tiempo

# Generar una trayectoria latente (por ejemplo, estado de salud de un
paciente)

true_state = np.cumsum(np.random.normal (0, 0.5, T))

# Observaciones ruidosas del estado latente

observed = true_state + np.random.normal(0, 1.0, T)

# Estimacion aproximada con IVG (simulada como una version suavizada
+ incertidumbre)
estimated_mean = np.convolve (observed, np.ones(5)/5, mode=’same’) #

Suavizado

s)estimated_std = np.full(T, 0.8) # Supongamos incertidumbre constante

# Graficar
plt.figure(figsize=(8,5))
plt.plot (true_state, label=’Estado Latente Verdadero’, color=’black’,
linewidth=2)
plt.plot (observed, label=’0Observaciones Ruidosas’, linestyle=’--7,
color=’gray’)
plt.plot(estimated_mean, label=’Estimacion por IVG’, color=’blue’)
plt.fill_between(np.arange (T),
estimated_mean - estimated_std,
estimated_mean + estimated_std,
alpha=0.3, color=’blue’, label=’Incertidumbre IVG’)

j|plt.xlabel (’Tiempo’)
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plt.ylabel (’Estado’)

plt.title(’Estimacion de estados latentes en series temporales con
IVG?)

plt.legend ()

plt.grid(True, linestyle=’--’, alpha=0.5)

plt.tight_layout ()

plt.show ()

Listing 7.9: Estimacion de estados latentes con IVG en series temporales

Codigo en python para la Figura 4.7

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib.patches import Ellipse

np.random.seed (123)

# Simulamos 6 usuarios y 6 productos en espacio latente 2D

n =6

user _means = np.random.randn(n, 2)
product _means = np.random.randn(n, 2)
user_cov = 0.2 * np.ones((n, 2)) # desviaciones estandar simuladas

product_cov = 0.3 * np.ones((n, 2))

fig, ax = plt.subplots(figsize=(7, 6))

# Dibujar usuarios
for i in range(n):
ax.scatter (*xuser_means[i], color=’blue’)
ell = Ellipse(xy=user_means[i], width=2*user_cov[i,0], height=2%
user_cov[i,1],
edgecolor="blue’, facecolor=’blue’, alpha=0.2)
ax.add_patch(ell)
ax.text (*user_means[i], f’U{i+1}’, fontsize=9, ha=’center’, va=’

center’, color=’vwhite’, weight=’bold’)

# Dibujar productos

sifor i in range(n):

ax.scatter (*product_means[i], color=’green’)
ell = Ellipse(xy=product_means[i], width=2*product_cov[i,b0],
height=2*product_cov[i,1],
edgecolor=’green’, facecolor=’green’, alpha=0.2)
ax.add_patch(ell)
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ax.text (*product_means[i], f’P{i+1}’, fontsize=9, ha=’center’, va

=’center’, color=’white’, weight=’bold’)

ax.set_title(’Representacion latente de usuarios y productos con
incertidumbre (IVG)’)

ax.set_xlabel (’Dimension Latente 1°)

ax.set_ylabel(’Dimension Latente 27)

slax.grid (True, linestyle=’--’, alpha=0.5)

56| plt . tight _layout ()

7| plt . show ()

Listing 7.10: Espacio latente de usuarios y productos con IVG

Cédigo en python para la Figura 6.1

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from sklearn.mixture import GaussianMixture

s|# Semilla

jinp.random.seed (123)

s|# Generar datos de tres gaussianas con distinta forma
X1

np.random.multivariate_normal (mean=[0, 0], cov=[[0.4, 0], [O,

0.4]], size=100)

X2 = np.random.multivariate_normal (mean=[4, 4], cov=[[0.6, 0.3],
[0.3, 0.6]], size=100)

X3 = np.random.multivariate_normal (mean=[-3, 4], cov=[[0.5, -0.2],

[-0.2, 0.3]], size=100)
X = np.vstack((X1, X2, X3))

# GMM como aproximaci n variacional

sgmm = GaussianMixture(n_components=3, covariance_type=’full’, random_
state=123)

gmm.fit (X)

labels = gmm.predict (X)

# Visualizaci n

plt.figure(figsize=(7, 6))

plt.scatter(X[:, 0], X[:, 1], c=labels, cmap=’Setl’, edgecolors=’k’,
alpha=0.7)

plt.title("Clasificaci n variacional con GMM (3 componentes)")

2| plt.xlabel (" x ")

plt.ylabel (" x ")
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5 plt.grid (True, linestyle=’--’, alpha=0.5)

plt.tight_layout ()

# Guardar imagen

ol plt.savefig("gmm_ivg_three_components.png", dpi=300)

plt.show ()

93

Listing 7.11: Clasificacién variacional con GMM de tres componentes




