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RESUMEN

RESUMEN

La clasificacion de individuos en grupos previareedefinidos en funciéon de sus

caracteristicas es algo muy comun en diferentegptiisas cientificas. Este TFG aborda
los principales métodos de clasificacion estadistion especial atencion en el analisis
discriminante y los enfoques basados en la regreSié describen detalladamente los
fundamentos tedricos de cada técnica, asi commplementacion practica mediante

funciones del lenguaje de programacion R.

Con el objetivo de ilustrar su aplicacion y compasa desempefio, se desarrolla un
ejemplo aplicado de clasificacion de digitos mantes empleando tanto las variables
originales como versiones reducidas mediante tasniade reduccion de
dimensionalidad. Dichas técnicas incluyen el amsalde componentes principales
(ACP) y una propuesta propia fundamentada en taatsta de los datos. Este estudio
comparativo permite evaluar la eficacia de losirtigs métodos y analizar el efecto de
la reduccion de variables sobre el rendimientadgdsificacion.



ABSTRACT

ABSTRACT

The classification of individuals into predefinesbgps based on their characteristics is
a common practice across various scientific disogsl. This TFG explores the main
statistical classification methods, with particufacus on discriminant analysis and
regression-based methods. The theoretical fountatd each technique are described
in detail, as well as their practical implementatiasing functions from the R
programming language.

To illustrate their application and compare thearfprmance, an applied example
involving the classification of handwritten digits developed, using both the original
variables and reduced versions obtained througlemsmonality reduction techniques.
These techniques include principal component aigay®CA) and a custom proposal
based on the data structure. This comparative sardiples the evaluation of the
effectiveness of the different methods and the ymmalof the impact of variable
reduction on classification performance.



INTRODUCCION

1. INTRODUCCION

El problema de la clasificacion consiste en asigmdividuos a grupos ya existentes a
partir de una serie de variables medidas en digidigiduos. Dentro de los métodos
utilizados por la inteligencia artificial y el amdizaje automatico los métodos de
clasificacion son considerados como métodos dendjaae supervisado. En la
actualidad se aplica en muchos ambitos como lafoishatica, medicina (diagnostico
médico, medicina personalizada, epidemiologia, dsalpublica), psicologia,
neurociencia, economia (estratificacion del riesigmustria etc.

La variable que indica el grupo al que perteneda ¢adividuo se denomina variable
respuesta y, evidentemente, es una variable catagtuyos niveles se corresponden
con los grupos existentes. Las variables utilizauaa llevar a cabo esta asignacion se
conocen como variables explicativas, variablesiptigds o predictores. Planteado en
estos términos, un clasificador no es mas que piiaeion que asigna a cada vector de
posibles valores de los predictores un nivel dealdable respuesta. El objetivo inicial
es encontrar el clasificador que mejor clasifiggto es, que minimice la tasa de error.

La tasa de error de un clasificador viene daddgtrecuencia relativa del conjunto de
los individuos mal clasificados, esto es, por lababilidad de clasificar mal un
individuo cualquiera de la poblacion. Es evidenie gomo sélo se cuenta con los datos
de la variable respuesta y los predictores en umestra, el clasificador 6ptimo sélo
podra ser estimado a partir de la muestra.

En la practica, la tasa de error también deberésteanada a partir de la muestra. Si se
usa la misma muestra que se empleo para estimatasificador (conjunto de
entrenamiento), se obtiene la tasa de error deer@rtriento, que tiende a ser una
subestimacion del error real. Por eso, se suekrv@dina parte de la muestra para
evaluar el rendimiento del clasificador (conjun® mrueba), asi se obtiene la tasa de
error de prueba que proporciona una estimacion redlsta del comportamiento del
modelo. Normalmente, se asigna una mayor propom&ita muestra al conjunto de
entrenamiento, ya que contar con mas informaciorjonmela estimacién del
clasificador.

Es posible demostrar que la tasa de error se naaigon el clasificador de Bayes, que
asigna a cada individuo el grupo mas probable (oagor frecuencia relativa) dados
sus valores de los predictores. Si Y es la variahtegorica que indica el grupo al que
pertenece el individuo, X es el vector formado lpsrpredictores, ¥, los valores que
toman los predictores en un individuo concretoglasificador de Bayes asignara al
vectorx, el grupo k donde:

PY=k|X=x)
alcance el maximo. En resumen, el clasificador algeB (C) se puede definir como:

C(xy) = argmax P(Y = k|X = x;)
kef{1,...K}



INTRODUCCION

En el problema de dos grupos (variable respuestarib), el clasificador de Bayes
asignara un individuo a la clase 2 si

P(Y=2|X=xy)>05
y a la clase 1 en caso contrario.

Dado un individuo cuyos predictores tomen valoreswctorx, la probabilidad de
clasificar mal al individuo vendra dada por:

1-— kerg}?.).,(K}P(Y =k|X =xp)
y por tanto la tasa de error del clasificador dgeBees:

1—E( max P(Y=k|X)>
kef{1,...K}

Dentro de los métodos de clasificacion existen gtamdes grupos: los basados en el
analisis discriminante y los basados en la regnesié

Los primeros se trataran en el capitulo 2. Estdsdeé suponen que los predictores son
variables aleatorias continuas y se basan en ebcourento de las funciones de
densidadf, (x) = fi,(x|Y = k) del vector de predictores, condicionadas por due e
individuo pertenezca al grupo(KY = k}) y por las probabilidades a priori de que un
individuo elegido al azar pertenezca al grup((nk( =P(Y = k)), puesto que el
teorema de Bayes establece que:

T fie (%)
Ilr<=1 1, f1(X0)
La estimacion de las probabilidades de pertenemcia grupo(m,) es sencilla a partir

de las frecuencias relativas en la muestra. Difesermodelos tedricos para las
densidadeg;, llevaran a diferentes estimaciones del clasificagoBayes.

P(Y =k|X=2x,) =

En los métodos basados en la regresion (capituke 3jtilizan modelos de regresion
cuyos regresores son los predictores para estamgsrbbabilidades de clasificaciéon en
un grupo concreto. Dentro de estos métodos se eimaua regresion logistica, utilizada
para clasificar individuos en el caso del probleteaos grupos.

Para ilustrar la aplicacion de estos métodos $iearfi un ejemplo de clasificacion de
digitos en el capitulo 4. Los datos han sido obtede la pagina web del libro [9].

10



ANALISIS DISCRIMINANTE

2. ANALISIS DISCRIMINANTE

El analisis discriminante consiste principalmemtelae construccion de un clasificador
mediante la identificacion de combinaciones lingale los predictores que dan lugar a
variables linealmente independientes, las cualesmizan la separacion entre grupos
[1] [9]. Esta técnica solo puede aplicarse cuando las \esiabxplicativas son
continuas. Si no lo son, deberan ser transformadasdificadas previamente para
cumplir con estos requisitos. Comenzaremos ana@agl caso binario por ser
conceptualmente mas sencillo y representar una Isaéida para comprender
situaciones mas complejas.

2.1. Andlisis discriminante para variable respuestdinaria

En este caso particular, la variable respuestaguiesea clasificar presenta Unicamente
dos categorias. En este escenario, es posibleagditto el andlisis discriminante lineal
(LDA) como el analisis discriminante cuadratico (@D También veremos cémo
podemos usar métodos de suavizado.

2.1.1. Analisis discriminante lineal

En el andlisis discriminante lineal (LDA), al igusle en el resto de métodos, pueden
presentarse dos situaciones distintas, una endasglo contamos con una variable
explicativa y otra en la que contamos con més @ Bn ambos casos, se denotaré por
p el nimero total de variables explicativas considas en el modelo.

Comenzaremos con el primero de los casos en gbgliePara obtener el clasificador
mediante este método se asume que las funciondsrdédadf, (x) corresponden a
distribuciones normales de medlia y varianza comUmw?(la suposicion de varianza
comun hara que el clasificador tenga forma de ye&sto permite calculaP(Y =

k| X = x,) mediante la aplicacion directa de la férmula dge3ay por tanto obtener
un clasificador LDA que estime el clasificador deyBs. Una vez hecho esto
clasificaremos la observacion en la clase paradbR(Y = k | X = x,) sea mayor.

Sustituyendo la funcion de densidad de la normdadarmula deP(Y = k | X = x;),
y posteriormente aplicando el logaritmo, se obtiémesiguiente expresion para la
funcion discriminante:
2
6p(x) =x- % -ZliTkZ + log(my) , k=1,2

2



ANALISIS DISCRIMINANTE

Esta funcion discriminante es lineal respecto &bidb a la suposicion clave de que la
varianza es comun para todas las clases. En efecfancion de densidad normal

- k - - Ve ’ -
incluye un término cuadréticé%, pero al asumir varianza comun, el término
k

cuadratico es igual en las dos clases. Cuandomsparan las funciones discriminantes
para decidir la clase a la que pertenece una dogén/ estos términos cuadraticos se
cancelan, ya que no afectan a la diferencia efii® ®or eso, la function discriminante
final no contiene terminos cuadraticos, lo queutgl a una frontera de decision lineal.

En este caso el clasificador LDA asigna una obs#&uaa la clase 1 fix(u; — uy) >

1

i —us — 202 log (n—) y a la clase 2 en caso contrario. La fronteraetisibn LDA es
2
el punto para el cud, (x) = §,(x), que es:

2

Mty 4 <7T1)
X = — * log | —
2 H1— U2 Uy

Para ilustrar con un ejemplo la manera en la queakila el clasificador poblacional
consideraremos una poblacion compuesta por indigighertenecientes a dos clases, 1
y 2. Supondremos que las observaciones de cada sitasen distribuciones normales
fi(x) y fo(x) con mediag;, = 3y u, = 4, varianza comln? = 2 y probabilidades de
pertenencia a cada clasg= 0.4 y m, = 0.6.

Con estos datos la frontera de decision serta2.689 la cual podemos representar
junto con la poblacion:

—— Clase1
— (Clase 2
—— Paoblacidn

0.z20
|

Densidad

0.05
|

o —
-
[
L —
i p—
(&3]

o —
- —

Figura 2.1.1.1: Frontera de decision del clasificgzbblacional LDA para el ejemplo
propuesto de andlisis discriminante lineal convar&able explicativa

12



ANALISIS DISCRIMINANTE

En este ejemplo ideal podemos calcular la tasarme poblacional del clasificador
LDA sumando las probabilidades de cometer un @drolasificar un individuo de cada
clase:

- Error al clasificar un individuo de la clase 1 copateneciente a la clase 2:

2.689 — 3) 0.587
NG .

- Error al clasificar un individuo de la clase 2 copasteneciente a la clase 1:

2.689 — 4
P(X<2689Y=2)=0 (—) ~ 0.176
V2

Comom; = 0.4 ym, = 0.6, la tasa de error poblacional total es:

P(X >2689Y =1) =1 —cp(

te = 0.4 %0587 + 0.6 * 0.176 = 0.341

En la practica no conoceremos todos los parameok poblacion y por tanto no
podremos calcular el clasificador poblacional ted@hos que conformar con calcular
una estimacion de este a través de tomar una rauksta poblacion. Para calcular este
clasificador muestral lo que haremos serd sustéstimaciones paray, u; y o2,
realizadas en la muestra, en la ecuacion:
Wi Mj _
6r(x) =x- prinbyr ey log(my) , k=1,2

2
y asignar una observacion a la clase para la stelsea mayor.

Se utilizan las siguientes estimaciones:

K

1 1
{ilyi=k} k=1 {i|y;=k}

Donde n es el numero total de observaciones deuestma yn, es el nimero de
observaciones de la muestra pertenecientes askakcksima. La estimacion dg, es el
promedio de todas las observaciones de la muesttangcientes a la clageésima y

62 es un promedio ponderado de las varianzas mlesstta cada una de las 2 clases.
Acerca de las probabilidades de pertenencia, LOnasr;, usando la proporcion de
observaciones de la muestra que pertenecen sskkeisima:

~ Ny

T, = 7
Para ilustrar con un ejemplo la manera en la queakmila el clasificador muestral lo
que haremos sera tomar una muestra de 800 indwidieita poblacion. En esta muestra
los primeros 600 individuos formaran el conjuntoetirenamiento y los 200 restantes
el conjunto de test.

Para calcular el clasificador muestral en primgaty se calculan las estimaciones de
Ty, Ux Y 02 que usando las formulas que vimos antes paraegsteplo serian las
siguientesji; ~ 2.807, i, ~ 3.960, 6% ~ 1.862, ft; = 0.395 y 7, = 0.605

13
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Una vez tenemos calculadas las estimaciones amteriabtenemos la frontera de
decision LDA como hicimos antes:

2

fy + 6 (
X = - — * log

5!
2 i — T

T,

) ~ 2.695

La frontera de decision LDA la podemos represejuato con las observaciones y
ademds afadir el clasificador poblacional para evarfos visualmente:

e Clase
® (lased

LDA muestral
—— LDA poblacional

Figura 2.1.1.2: Fronteras de decision del clasificanuestral y poblacional LDA junto
con las observaciones del conjunto de entrenamémitejemplo propuesto de analisis
discriminante lineal con una variable explicativa

Con todo esto podemos calcular la tasa de erroerdeenamiento y de prueba
muestrales que proporcionaran diferentes estimaside la tasa de error poblacional.
La tasa de error de entrenamiento para este ejesafbn

_ 196
600
Como podemos ver es mas pequefia que la tasa de paiptacional calculada

anteriormente, seguramente debido al tamafo deiéstna. Como ya explicamos esta
subestimando el error.

t, ~ 0.327

Para obtener una estimacion de la tasa de errdagiobal mas creible obtenemos la
tasa de error de prueba usando el conjunto de test:

t, = 73 = 0.365
P200

14



ANALISIS DISCRIMINANTE

Aprovechando que hemos podido calcular el clagibcgoblacional vamos a comparar
su funcionamiento con el del clasificador muestestimacion del poblacional). Para
ello calculamos la tasa de error del clasificadavl@cional en el conjunto de test de la
muestra:

t 72 0.36

P200
Como podemos ver este ultimo ofrece una estimatiés cercana de la tasa de error
poblacional, como es légico.

A continuacion extenderemos el método al caso dkipt@$ predictores en el que
p>1.Para calcular el clasificador asumiremos Xjue (Xl,Xz, ...,Xp) se obtiene de una
distribucion normal multivariante con un vectorrdedias para cada clase y una matriz
de covarianzas comun. La distribucion normal mattante asume que cada predictor
individual sigue una distribucion normal unidimensil, con cierta correlacion entre
cada par de variables explicativas. La forma equ@ denotaremos que una variable
aleatoria p-dimensional X tiene una distribuciémnmal multivariante ser& ~N(u,X).

El vector de medias de X d35X) = u (vector con p componentes) y la matriz de
covarianza® X p de X esCov(X) = X. Con todo esto se obtiene la siguiente funcién
discriminante:

1
(Sk(X) = xTZ_lyk - E,U.;Tc‘z_lﬂk + IOgT[k ,k = 1,2

Como en el caso anterior, la frontera de decisidA les el punto para el cué](x) =
§,(x). Como antes debido a que se asume una matrizvdeammza comun para todas
las clases, el término cuadraticd= 'y, se cancela al comparar las funciones
discriminantes, simplificando la frontera a unanfarlineal. Se puede demostrar que la
ecuacion de la frontera de decision es:

_ 1 _ _
X"y — ) = E(H{Z Yy - 29> 1.“2) — (logm; — log ;)
A partir de esta frontera de decisién, un nuevaviddo se clasifica en la clase 1 si:
_ 1 _ _
T2 o — ) > 5 (W7 — p3E7 i) — (logmy — logmy)

y en la clase 2 en caso contrario.

En este contexto, también es posible calcularsia de error poblacional del clasificador
LDA. Para ello, se proyecto el vector x sobre uin@cdion discriminante que maximiza
la separacion entre clases. Esta direccion es&ndieada por el vector ortogonal al
hiperplano de decision.

0 =271 —u)

SeaZ = wTX la proyeccion escalar de X sobre la direccionriiisnante. Dado que
X|Y =i~N(u;,X), entonces|Y =i ~ N(m;, ¢?), dondem; = o y; y ¢? = 0" w.

15



ANALISIS DISCRIMINANTE

Comow = X7 1(u; — u,), se tiene que:
0% = (1 — 1) "2 (g — 1)
es decir, el cuadrado de las distancias de Mahaiseatre las medias.
Asi, las distribuciones proyectadas son:
Z|Y =1~ N(my, ¢?), Z|Y = 2 ~ N(my, ¢*)
2

Conml _mz == (p .

El punto de corte Optimo sobre el eje proyectado es

_ myt+my, 1 (nl)
Uy

Zy = + —log

Con esto una observacion se clasifica en la clasieZl< z, y en la clase 2 en caso
contrario. Por tanto las probabilidades de erratldsificacion son:

- Error al clasificar un individuo de la clase 1 coohase 2:
Zop — My
P(Z>zlY =1) = 1—¢<T>
- Error al clasificar un individuo de la clase 2 coohase 1:
Zop —M;
P(Z < z,|Y = 2) = cp(—(p )

La tasa de error poblacional total se calcula como:
te :T[l*P(Z>Z0|Y: 1)+T[2*P(Z<Z()|Y:2)

En el caso concreto en el giie= (x4, x,)7, la ecuacion de la frontera de decision se
puede expresar en forma explicita como una recta:

X101 +x3a, = b
donde:
a, = [2_1(#1 - #2)]1,512 = [2_1@11 - ﬂz)]z
y por tanto
xTz_l(Hl — Uz) = X104 + X204,

el término independiente viene dado por:

1 _ _
b= E(#{Z Yy —u3s 1#2) — (logm; —log )
Con todo esto la ecuacién de la frontera de detsmforma de recta es:

a, b
Xy =——Xx; +—
az a

En este caso bidimensional, un nuevo punto sdicksin la clase 1 si se encuentra por
encima de larecta y en la clase 2 en caso camtrari
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Para ilustrar con un ejemplo la manera en la queakila el clasificador poblacional
consideraremos una poblacion compuesta por indigighertenecientes a dos clases, 1
y 2. Supondremos que las observaciones de cada sitasen distribuciones normales
multivariantesf; (x) y f,(x) con vectores de medias = (3,2) y u, = (4,5), matriz

0.5

1
m; = 0.4 y m, = 0.6. Para generar este tipo de distribuciones se it@csdspaquete

mvtnormde R [2].

de covarianzas comunt = [015 ] y probabilidades de pertenencia a cada clase

Para construir la frontera de decision aplicamas feamulas que obtuvimos antes
obteniendo los siguientes resultados=~ 0.667, a, ~ —3.333 y b = —8.928

Con ellos vemos que la frontera de decision eglaentex, =~ 0.2x; + 2.678

En este ejemplo debido al signo negativoade al despejar, en la ecuacion de la
frontera, la direccion de la desigualdad se ingieespecto a la forma general, es decir,
un nuevo punto se clasifica en la clase 1 si saesi@a por debajo de la recta y en la
clase 2 en caso contrario.

Una vez calculada la frontera podemos calculaada tle error poblacional a partir de
los siguientes resultadost; = —4.665, m, = —13.997, ¢ = 3.055 y z, = —9.464.
Con ellos tenemos los siguientes errores de aasifin:

P(Z > zy|Y = 1) = 0.058, P(Z < z,|Y = 2) ~ 0.069
Comom; = 0.4 ym, = 0.6, la tasa de error poblacional total es:
te =0.4+0.058+ 0.6 x0.069 =~ 0.064

Como en el caso en el que p=1 en la practica @mads que calcular una estimacion de
este clasificador poblacional. Para ello se realegtimaciones en la muestramg u;

y X y se sustituyen en la ecuacion de la frontera etesibn. Las férmulas de las
estimaciones der;, y u; son las mismas que en el caso de p=1 y la formeléa
estimacion d& es la siguiente:

K
1

n—K (= ) e — )" k=1,2
k=1 {ily;=k}

S =

Para ilustrar con un ejemplo la manera en la queakrila el clasificador muestral lo
que haremos seré tomar una muestra de 800 inds/dieita poblacion. En esta muestra
los primeros 600 individuos formaran el conjuntoetidrenamiento y los 200 restantes
el conjunto de test.

En este muestra tenemogi; = (2.88,1.89) i, = (4.01,5.01) , £, =3, = X =

0968 0.494] . _ -
[0.494 1o11) T = 0395y, = 0.605.

Una vez tenemos calculadas las estimaciones amteriabtenemos la frontera de
decision LDA como hicimos antes:

a, b
X =——X; +—
a a
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Se sustituyen las estimaciones calculadas corotasufas de antes en las formulas del
clasificador LDA y se obtienen los siguientes resids:a; = 0.539, a, = —3.354,
b = —9.281.

Con ellos vemos que la frontera de decision eglaentex, =~ 0.161x; + 2.767

Una vez tenemos la frontera de decision LDA la puoke representar junto con las
observaciones y ademéas afiadir el clasificador pwmlal para compararlos
visualmente. También meto en el gréfico las dimwes discriminantes muestral y

poblacional = 271 (u, — 1y)):

X2

X1

Figura 2.1.1.3: Fronteras de decision del clagificd DA muestral y poblacional, junto

con las direcciones discriminantes correspondigntas observaciones del conjunto de

entrenamiento, para el ejemplo propuesto de asdliscriminante lineal con mailtiples
variables explicativas

Con todo esto podemos calcular la tasa de erroerdesnamiento y de prueba
muestrales que proporcionaran diferentes estimeside la tasa de error poblacional.
La tasa de error de entrenamiento para este ejesagkn

t, = 33 0.055
¢ 600

Como podemos ver es mas pequefia que la tasa de paiptacional calculada
anteriormente, seguramente por el tamafo de latraugSomo ya explicamos esta
subestimando el error.

18
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Para obtener una estimacion de la tasa de errdagiobal mas creible obtenemos la
tasa de error de prueba usando el conjunto de test:

3

= ——=0.065
P 200
Aprovechando que hemos podido calcular el claslicgpoblacional vamos a comparar
su funcionamiento con el del clasificador muestestimacion del poblacional). Para
ello calculamos la tasa de error del clasificadavl@cional en el conjunto de test de la
muestra:

t

t, = 13 = 0.065
P200

Como podemos ver este ultimo ofrece la misma esitmade la tasa de error
poblacional. Esto es debido a que se trata deiomdagion.

2.1.2. Andlisis discriminante cuadratico

En esta seccion trataremos directamente el casbagre p>1. El analisis discriminante
cuadratico (QDA, por sus siglas en inglés), al igue LDA, surge al suponer que las
observaciones de cada clase se derivan de un#ulighn gaussiana pero con la
diferencia de asumir que cada clase tiene su proptaz de covarianza, esto hara que
ahora el clasificador tenga forma de curva al aatéérminos cuadraticos. Para realizar
predicciones usa estimaciones de los parametrad worema de Bayes al igual que
LDA. Asi una observacién de la clas&sima tiene la form&~N (u, Z;), dondex, es

la matriz de covarianza de la clas€sima. Bajo esta suposicion, el clasificador de
Bayes asigna una observaci®¥ri= x, a la clase para la cual:

1 1
o (x) = _E(x — ) E e — ) — 5108|Zk| + logmy , k=12
es maxima. Por tanto la frontera de decision QDAelepunto para el cual;(x) =
§,(x), es decir:

1 S 1
_E(x_ﬂl) (e — ) _Elog|z1| + logm,

= - % (= )23 — pip) — %108|22| + logm,
simplificando y reorganizando:
(= p)TE2 (=) — (x =) 2 (e — ) = C
dondeC = log|X,| — log|Z;| + 2logm, — 2logm;.

Como cada término del tipec — )72z 1 (x — ux) es una forma cuadratica en x y al
restar dos formas cuadraticas el resultado sigeredsi una expresion cuadratica, se
puede demostrar que la ecuacion de la fronteradsidn es del tipo:

xTAx +bTx+c=0
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donde:
A=37t—-351
b=-2(27" — 23" 1p)
c=pi 2wy —p3Ey tuy — C
Por tanto, la manera de clasificar una nueva obsgm seria la siguiente:

- SixTAx + bTx + c < 0, se clasifica en la clase 1.
- SixTAx + bTx + ¢ > 0, se clasifica en la clase 2.

Para ilustrar con un ejemplo la manera en la queakeila el clasificador poblacional
consideraremos una poblacion compuesta por indigigertenecientes a dos clases, 1
y 2. Supondremos que las observaciones de cadasitasen distribuciones normales

multivariantesf; (x) y f,(x) con vectores de medias = (3,2) y u, = (4,5), matrices
2 1

1 2] y probabilidades de pertenencia a cada

de covarianza¥; = [015 Ois] yX, = [
claser; = 0.4ym, = 0.6.

Para construir la frontera de decision aplicamas feamulas que obtuvimos antes

0007 0333 b7~ [-3333,2.667] y

obteniendo los siguientes resultaddss —0333  0.667

c =~ —6.867
Con ellos vemos que la frontera de decision eglaente:
0.667x% + 0.667x2 — 0.667x,x, — 3.333x; + 2.667x, — 6.867 ~ 0

A pesar de que estamos en un ejemplo ideal eneet@uocemos la poblacion completa
junto con todos los parametros involucrados, pata easificador QDA no existe una
expresion analitica cerrada para su tasa de avtdagional como existia en LDA. Esto
es debido a que la frontera de decision del ctaslfir QDA es de naturaleza cuadratica
y no se puede proyectar sobre una Unica direcdram. tanto, en este apartado
estimaremos dicha tasa mediante un enfoque deaimnlMonte Carlo, generando una
muestra suficientemente grande (100000 individwsartir de las distribuciones
originales de ambas clases. Realizada la simulaigemos que la tasa de error
poblacional estimada es la siguiente:

t, ~ 0.098

Como en LDA en la préactica tendriamos que calculaa estimacién de este
clasificador poblacional. Para ello se realizamestiones en la muestra dg, u;, y Xy

y se sustituyen en la ecuacion de la frontera daside. Las formulas de las
estimaciones de, y y, son las mismas que en el andlisis discriminamealiy la
férmula de la estimacion d& es la siguiente:

1

=1l

2k=

(x; — ) (o — )™ k=12
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Para ilustrar con un ejemplo la manera en la queak®rila el clasificador muestral lo
que haremos seré tomar una muestra de 800 inds/dieita poblacion. En esta muestra
los primeros 600 individuos formaran el conjuntoetidrenamiento y los 200 restantes
el conjunto de test.

| I $ 0.941 0.515
En este ejemplo tenemog; ~ (2.88,1.89) i, =~ (4.02,5.01) X; =~ 051t 0.975]
$ 1.972 096271 . _ .
2y ¥ [()962 2.068 , 1, = 0.395 y I, = 0.605.

Una vez tenemos calculadas las estimaciones am®rigbtenemos la frontera de
decision QDA como hicimos antes y se obtienenifpsientes resultados al sustituir las
estimaciones  calculadas en las  férmulas  del ctasifir  QDA:

10840 —0.486] 7 __ o
A% _0.486 0.818]’b ~ [-3.414,2.928] y c = —7.516

Con ellos vemos que la frontera de decision eglaente:
0.840x% + 0.818x2 — 0.972x,x, — 3.414x; + 2.928x, — 7.516 = 0

Una vez tenemos la frontera de decision la podemspsesentar junto con las
observaciones y ademas afadir el clasificador pmblal para compararlos
visualmente:

X2

Clase 1

Clase 2

QDA muestral
QD4 poblacional

I
g8 10

x1

Figura 2.1.2.1: Frontera de decision del clasificaduestral y poblacional QDA junto
con las observaciones del conjunto de entrenampartoel ejemplo propuesto de
analisis discriminante cuadratico
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Con todo esto podemos calcular la tasa de erroerdeenamiento y de prueba
muestrales que proporcionaran diferentes estimeside la tasa de error poblacional.
La tasa de error de entrenamiento para este ejesaflm

t, = >8 0.097
¢ 600

Como podemos ver es mas pequefia que la tasa de paiptacional calculada
anteriormente, seguramente por el tamafio de latrau€domo ya explicamos esta
subestimando el error.

Para obtener una estimacién de la tasa de errdagiobal mas creible obtenemos la
tasa de error de prueba usando el conjunto de test:

t, = 23 _ 0.115

P 200
Aprovechando que hemos podido calcular el clagsibcgoblacional vamos a comparar
su funcionamiento con el del clasificador muestestimacion del poblacional). Para
ello calculamos la tasa de error del clasificadavl@cional en el conjunto de test de la
muestra:

t 2z 0.11

P200
Como podemos ver este Ultimo ofrece una estimatias cercana de la tasa de error
poblacional, como es légico.

La explicaciéon de por qué afiadir esta mayor coriaaléjal método LDA radica en la
compensacion entre sesgo y varianza del clasificagotendidos como el error
sistematico y la sensibilidad al conjunto de eramiento, respectivamente, en la
funcion de decision estimada. Cuando payariables explicativas, estimar una matriz

. . . +1 , . . .
de covarianza requiere estlrrféi—) parametros, mientras que estimar una matriz de

. . . +1 2
covarianzas para cada clase requiere estimar ahdek p(pT) parametros, lo que es

una gran diferencia. Ademas, al asumir que Haslases comparten una matriz de
covarianzas comun, el modelo LDA se vuelve lineakelo que implica que hakip
coeficientes lineales por estimar. Esto hace qua EBa un clasificador mucho menos
flexible que QDA y con una varianza menor, lo quede mejorar el desempeiio de la
prediccién. Lo que hace a QDA interesante es eoagb de que la suposicion de
covarianza comun entre clases sea incorrecta, gaLA puede sufrir un sesgo
elevado en la clasificacion. Por tanto, LDA suekr snejor que QDA si hay
relativamente pocas observaciones de entrenamyepiar lo tanto, reducir la varianza
del clasificador es crucial. Por el contrario, seomienda QDA si el conjunto de
entrenamiento es muy grande, de modo que la varidet clasificador no sea un
problema importante, o si la suposicién de unaimde covarianza comun para Ks
clases es claramente inaceptable.
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2.1.3. Analisis discriminante no paramétrico

Comenzaremos con el caso en el que p=1. Como gbskeavado en el enfoque clasico
del analisis discriminante, este método se basauremn formulacion paramétrica
especifica parg, dentro del teorema de Bayes. En el caso del andliscriminante
lineal (LDA), se asume que cada clase sigue unaldision normal con varianzas
comunes. Por el contrario, el analisis discrimiaantadratico (QDA) permite que cada
clase tenga su varianza. Sin embargo, una limiagi@portante de estas reglas de
clasificacién es que, si las suposiciones paracastmo se cumplen en la préctica, el
rendimiento del clasificador puede verse seriameoteprometido, llegando incluso a
ser completamente ineficaz.

Por ello surge la idea de utilizar un analisis misimante no paramétrico en el que
sustituiremos una forma no paramétricafgden el teorema de Bayes [4]. Esta forma es

la siguiente:
A 1 X — X;
=15 ) k()
{ilyi=k}

Dondex € R es el punto que queremos clasificare R son las observaciones del
conjunto de entrenamiente, es el nimero de observaciones de cada dg39,es la
funcién nucleo yi es el parametro de suavizado comun.

La funcion ndcleo es una funcion simétrica y peaitjue se utiliza para asignar peso a
las observaciones cercanas al estimar la densidad de probabilidad. Cuanto ceé&sa
estex; dex, mayor sera el peso de esa observacion.

Una parte fundamental en este tipo de estimacida eleccion del parametioya que
controla el grado de suavidad en la estimaciorasl@iénsidades. Normalmente se suele
utilizar un h comun para las dos clases para esédagos artificiales entre las clases al
suavizar las densidades estimadas en diferentesagspara hacer una comparacion
directa de las dos densidades al estimarlas conidma suavidad y para reducir el
namero de hiperparametros facilitando el ajustenaedielo y reduciendo el riesgo de
sobreajuste.

En términos generales, un valor pequefio de h eenalwna estimacion muy ajustada a
los datos, con menor suavidad y mayor varianzguépuede provocar sobreajuste. Por
el contrario, un valor grande de h produce unanesfion suave y general, con menor
varianza pero mayor sesgo, lo que puede dificudardeteccion de estructuras
importantes en los datos. Existen distintos métpdoa seleccionar su valor, entre ellos
la validacién cruzada.

Desde otro punto de vista, el parametro h pue@eprdtarse como un factor de escala
del nacleo utilizado en la estimacion. Ajustar liiggle a estirar o comprimir el ndcleo
alrededor de cada observacion, afectando directanaela region del espacio sobre la
que cada dato ejerce influencia. De este modoareb® en h no altera la forma del
nucleo, sino su alcance efectivo, modificandoasulvidad del modelo.
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Esta idea resulta especialmente util al trabajarmoodelos basados en kernels, como
las maquinas de vectores soporte (SVM), donde &pacece de forma explicita pero se
representa mediante parametros equivalentes quanaotescalando internamente el
nucleo. Esta equivalencia sera particularmente/aate en el caso del moddisvm
como se detallara en la seccion 2.3.

La siguiente tabla muestra algunas de las funciodeko univariantes que se pueden
utilizar:

Kernel Forma Soporte

Epanechnikov 5(1 W) u€(-1,1)
4

Biweight 1_5(1 w2y u € (-11)
16

Triweight 3_5(1 )3 u€(-11)
32

Gaussiano (zﬂ)_l/w—uz/z u€R
Uniforme 1 ue(-11)
2

Tabla 2.1.3.1: Tabla de algunas funciones nucl@égtantes existentes
Como ya sabemos tenemos:
ﬂkfk (%0)
i mfi(xe)’

La frontera de decision no paramétrica entre |lasallases se define entonces como el
conjunto de puntos € R que satisfaced; (x) = §,(x), que es:

Z—i Z K(x;xi)zz_z Z K(x;xl-)

{ilyi=1} {ilyi=2}

(Sk(X) = = 1,2

Como podemos ver no podemos obtener la frontedeecision de forma explicita como
en los anteriores casos. En el clasificador Bagesi paramétrico con estimacion de
densidad mediante nucleos, la frontera se definmaleera implicita como el conjunto
de puntos donde ambas densidades estimadas, pdeslgrar las probabilidades a
priori, son iguales. Esta frontera generalmentesta cerrada y puede estar compuesta
por varios puntos.

Para poder calcular la frontera tendremos que awaiguiente ecuacion en una malla

de valores de x:
= ) k() ) k()

Hily=1) % {ily=2)

Estos seran los puntos que definen las frontetas ambas clases.

Para el caso de multiples predictores en el que laslférmulas son las mismas que
antes con la Unica diferencias de que ahora ede/@btener uno o varios puntos como
frontera de decision se obtienen regiones curvassquadaptan a la estructura real de
los datos.
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Es aqui donde entra el conocido problema de la riiopalidad que sufren estas
estimaciones no paramétricas al aumentar el nudegredictores. Conforme crece p
la estimacion con nucleos pierde precision y eficalebido a la escasez de puntos
cercanos en espacios de alta dimension. Por allopmtextos multivariantes es habitual
aplicar técnicas complementarias como la reducd#nlimensionalidad, por ejemplo

con PCA (Analisis de componentes principales).

2.2 Analisis discriminante para variable respuestacon mas de dos
grupos

En este caso, la variable respuesta que se deasidical presenta mas de dos
categorias, lo que implica un problema de clagifioca multiclase. Para abordarlo, es
posible aplicar tanto el andlisis discriminanteedih (LDA) como el andlisis
discriminante cuadratico (QDA), en funcién de lagpsestos que se consideren
adecuados. Ademas, se explorara el uso de méetedssagtizado como una estrategia
complementaria para mejorar la precision del dzsior en este contexto mas
complejo.

Para ilustrar con un ejemplo el funcionamiento steemétodos de clasificacion en esta
situacion consideraremos una poblacion compuestang@ividuos pertenecientes a tres
clases, 1, 2 y 3. Supondremos que las observacittneada clase siguen distribuciones
normales multivarianteg; (x) , fo(x) y f3(x) con vectores de mediag = (1,2) ,
1 05 21

|z =]

U, = (5,6) y us =(9,2) , matrices de covarianzag = [0 51 1 2] y

3 = 00'255 06255] y probabilidades de pertenencia a cada algse 0.4, 7, = 0.3 y
T3 = 0.3

Como en la practica no dispondremos de la poblagitos parametros involucrados
tomaremos una muestra de 800 individuos de la pidinlalos primeros 600 individuos
los usaremos para construir los clasificadoresjgoom de entrenamiento) y los 200
restantes para evaluarlos y compararlos (conjuntest).

Con el objetivo de comparar estos métodos de @ndaliscriminante con los de
regresion logistica, se utilizaran estos mismossdabmo ejemplo para la regresiéon
logistica multinomial.

Los calculos de las fronteras de decision y laastake error de prueba se realizaran
usando funciones de R que seran explicadas coltedartda seccién 2.3.

2.2.1. Analisis discriminante lineal

Tal como se analizé previamente en el caso binati@nalisis discriminante lineal
(LDA) puede abordarse considerando dos escenami@sido se dispone de una uUnica
variable explicativa y cuando se cuenta con vamasbles explicativas. Esta distincion
se mantiene también en el contexto multiclase,ees,dcuando la variable respuesta
posee mas de dos categorias.

25



ANALISIS DISCRIMINANTE

Dado que gran parte del enfoque es analogo al asd binario, nos centraremos
Unicamente en sefalar y explicar las diferenciaveclque surgen en este nuevo
contexto.

Comenzaremos con el primero de los casos en epglieEn este caso se hacen las
mismas suposiciones que en el caso de tener degocas y al final se obtiene la
siguiente expresion para la funcién discriminante:

2

Lk i
Sp(x) = x - J—"-ﬁ+ log(my) ,k=1,..,K

A la hora de clasificar una nueva observacigrel clasificador LDA asigna dicha
observacioén a la clase k cuya funcién discriminapte) sea maxima.

Aunque la clasificacion se realiza comparando tddasfuncionesd, (x) al mismo
tiempo, las fronteras de decision entre claseg sbienen comparando las funciones
discriminantes por pares. La frontera de decisioa lentre dos clases k y | es el punto
para el cuab, (x) = 6;(x), que es:

2

Mgt o (T[k>
X = — *log | —
2 e — m

Existen(}) fronteras, una para cada par de clases.

Ahora trataremos el caso de multiples predictonesl@ue p>1. En este caso se hacen
las mismas suposiciones que en el caso de tenaatiEgorias y al final se obtiene que
el clasificador LDA clasifica una observacion ertlase para la cual:

1
8 (x) = xT=  yy — E,u,fZ_luk +logmy ,k=1,..,K

Es mayor. Para las clases k y |, la frontera désaecLDA es el punto para el cual
O, (x) = 8;(x), que en términos explicitos es:

donde
ax = [Z_l(ﬂk - ;ul)]k’al = [Z_l(ﬂk - .Ul)]l
y el término independiente viene dado por:
1 _ _
bia = 5 (e e — {27 ) — (log e — log m;)

Existen(’;) fronteras, una para cada par de clases.
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Las fronteras de decisidbn obtenidas para el comjalet entrenamiento del ejemplo
propuesto serian:

10

® Clase
® Clase 2
Clase 3

X2

X1

Figura 2.2.1.1: Fronteras de decision LDA paraoejunto de entrenamiento del
ejemplo propuesto para analisis discriminante @rable respuesta con mas de dos
categorias

Clasificando las distintas observaciones mediaatéuhcion discriminante podemos
calcular la tasa de error de prueba y obtenemsigu@kente resultado:

2
t, ==——==0.01
P 200

2.2.2. Analisis discriminante cuadratico

Aqui solo tratamos el caso en el que p>1 como loisiantes. Al igual que en el andlisis
discriminante lineal no hay mucha variacion aktemna variable respuesta con mas de
dos categorias. En esta situacion, el clasificIdA asigna una observaciéh= x,a

la clase para la cual:

1 1
o (x) = _E(x — ) Z (= ) —5108|Zk| + logmy , k=1,...K
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Es maxima. Para las clases k y I, la frontera aésae QDA es el punto para el cual
6, (x) = 8;(x), expresando cada lado de la ecuacion como unafouadratica esta
frontera se puede escribir como:

xTApx + bLx 4+ ¢ =0
donde:
A =Zt =2t
b = —2(Z e — 27 )
Chi = Mk Zk e — K 27— Gy
Cy; = log|Z;| — log|Zk| + 2logm; — 2log my
Existen(}) fronteras, una para cada par de clases.

Estas fronteras de decisidbn no son necesariamé&naspni lineales, sino que pueden
tener formas curvas complejas y cerradas o abjdaasial le otorga a QDA una alta
capacidad de adaptacion a estructuras no linealebse datos. No obstante, esta
flexibilidad requiere una mayor cantidad de datasapestimar correctamente todas las
matrices de covarianza individual&s, lo que puede resultar en sobreajuste si el
namero de muestras por clases es bajo en relacivfaaimension p.Las fronteras de
decision obtenidas para el conjunto de entrenamugltejemplo propuesto serian:

10

. ® Clase
. ® Clase 2
- . ¥ Clase 3

X2

x1

Figura 2.2.2.1: Fronteras de decision QDA paraejunto de entrenamiento del
ejemplo propuesto para analisis discriminante @rable respuesta con mas de dos
categorias
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Clasificando las distintas observaciones mediaatéuhcion discriminante podemos
calcular la tasa de error de prueba y obtenemsigu@ikente resultado:

t = 0.005

P~ 200

Como podemos ver funciona mejor que el LDA. Estedauser debido a la existencia
de matrices de covarianza distintas.

2.2.3. Analisis discriminante no paramétrico

Aqui trataremos un caso general en el que p>0ddebique los casos p=1y p>1 son
practicamente similares. Este tipo de analisis tamvaria a la hora de afadir que la
variable respuesta cuente con mas de dos categorias

La regla de clasificacion se sigue basando enceéitea de Bayes, seleccionando la
clase k que maximiza la probabilidad a posteriori:

”kfk(xo)

g0
{(=1 7, f1(xo)

Para las clases k y |, la frontera de decision a@rpétrica es el punto para el cual
6 (x) = 8;(x), es decir:

x:Z_: Z K(x;xi)—z—i Z K(x;lXi)
{ilyi=k} {ilyi=1}

O (x) =

Esto conduce é’z() fronteras, una para cada par de clases que, cotas, ao puede

expresarse de forma cerrada, pero que puede esalaaruna malla de valores de x
para estimar las regiones de decision.
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Las fronteras de decision obtenidas para el comjalet entrenamiento del ejemplo
propuesto serian:

10

. ® Clase
. ® Clase 2
- . ¥ Clase 3

X2

x1

Figura 2.2.3.1: Fronteras de decision no paranaétpara el conjunto de entrenamiento
del ejemplo propuesto para analisis discriminantevariable respuesta con mas de dos
categorias

Clasificando las distintas observaciones mediaatéuhcion discriminante podemos
calcular la tasa de error de prueba y obtenemsigu@kente resultado:

t = 0.005

P~ 200

Como podemos ver funciona igual que el QDA.

2.3 Funciones en R para el analisis discriminante

Las tres principales funciones en R [8] para raalitbdos los tipos de analisis
discriminante que hemos visto son:

- lda: Funcion del paquet®ASS[10], atil para realizar analisis discriminante
lineal con variable respuesta con dos 0 mas cdtegprcon una 0 mas variables
explicativas. Asume normalidad multivariante endkses y homogeneidad de
varianzas para estimar el clasificador.

30



ANALISIS DISCRIMINANTE

- qgda Funcion del paquetMASS[10], util para realizar analisis discriminante
cuadratico con variable respuesta con dos o ma&gads y con una 0 mas
variables explicativas. Asume normalidad multivatgaen las clases y varianzas
distintas para estimar el clasificador.

- ksvm Funcién del paquet&kernlab [5] [6], util para realizar analisis
discriminante no paramétrico con variable respuestados 0 mas categorias y
con una 0 mas variables explicativas.

Estas tres funciones son las que se han usadeagauar los clasificadores del analisis
discriminante lineal Ifla), cuadratico dda y no paramétricokEvn) en la seccion
anterior.

Las tres funciones requieren de la introducciénmie férmula en la que se le indique la
variable respuesta y los predictores, esta forseliadica asi:

variable respuesta ~ predictorl + predictor2 + ...

Por defecto las funciones toman esas variableemerno global .GlobalEny pero
podemos indicarles el conjunto de datos de donagequos que las cojan con el
argumentalata

Ademas de estos dos argumentos comudasy qda disponen de otro argumento
interesante que gwior que sirve para indicar las probabilidades pregi@&pertenencia
de las observaciones a cada una de las clasesodelanSu funcionamiento es simple,
si no especificaprior R calcula automaticamente las proporcion de clasdes datos
de entrenamiento y si lo especificas le estasmticel modelo que quieres asumir esas
probabilidades a priori independientemente de tpgncion real de las clases en los
datos. Esto puede ser util para controlar sesgdesedatos, incorporar conocimiento
externo o mejorar la clasificacion.

Al igual que las funciones anteriorksvmtambién tiene argumentos propios siendo el
mas important&erne| este argumento sirve para especificar la funoidecieo que se
utilizara para crear el clasificador. Por defecsa @l nucleo rbfdot (gaussiano) pero
tiene muchos mas disponibles como: polydot (nupl@noémico), vanilladot (ndcleo
lineal), tanhdot (nucleo tangente hiperbdlico) ldapdot (nucleo laplaciano), besseldot
(nucleo de Bessel), anovadot (nucleo ANOVA RBF)lingglot (ndcleo spline) y
stringdot (ndcleo de cadena).

Como se menciond en la seccion correspondiente naliss discriminante no
paramétrico, el parametto desempefia un papel importante en este tipo delosode
Sin embargo, en la funcidksvm no existe un argumento explicito llamado h que
permita indicarlo directamente. En su lugar, debkzarse el argumentdpar, que
consiste en una lista de parametros especificasaa®s al nucleo seleccionado que
permiten controlar determinadas particularidadesstie.

Cada tipo de ndcleo admite sus propios paramejraggunos de ellos cumplen una
funcion equivalente a la del pardmetroPor ejemplo, en el caso del nucleo rbfdot
(gaussiano), el paramets@maes el que cumple esta funcion.
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La relacion matemética entre ambos parametrossgugeente:

:—@h: B —
7= one 20

Por lo que para introducir un valor especificohdsolo habria que poner sigma
correspondiente a ese valortde

Si no se especifica manualmente un valor para esi@netros de suavizado dentro de
kpar, el paquetekernlab los estima autométicamente mediante métodos ltieass
basados en las distancias entre las observacioglegodjunto de entrenamiento,
buscando proporcionar un compromiso razonable sotreajuste y subajuste.

Para calcular el clasificador con los distintosadés visto en las secciones anteriores,
apligué cada una de las funciones correspondiahtasjunto de entrenamiento.

En el caso del analisis discriminante lineal y catdo, no especifiqué las
probabilidades a priori mediante el parametrior, ya que nos interesaba que estas se
estimasen directamente a partir del conjunto deeamiento.

Para el andlisis no paramétrico, utilicé un nuchfdot (gaussiano), a pesar de que los
datos podrian parecer linealmente separablesdEstsion se fundamenta en que, como
se observé anteriormente, el clasificador cuadraifoecia un mejor rendimiento que el
lineal. En cuanto al parametro de suavizado, questncaso se especificaria con sigma,
no lo especifiqué explicitamente, permitiendo guprepio entorno de R lo estimase
autométicamente.

Cabe destacar que estas funciones no proporciox@iciamente las fronteras de
decision, pero si devuelven la informacibn necesgrara poder representarlas
graficamente.

Para calcular la tasa de error de prueba utilicaatbdo genéricpredict del paquete
stats[8] (paquete base de R), que permite obtener @rieties a partir de un modelo
previamente ajustado. Este método genérico peralesistema S3, lo que implica que
su comportamiento depende de la clase de objeto sguée proporciona como
argumento. En nuestro caso, al aplicarlo sobrelgstos de las claséda, gday ksvm
predict ejecuta internamente las funciones especifipedict.ldg predict.qda y
predict.ksvmrespectivamente.

El métodopredict tiene como argumentos principaldgect que representa el modelo
previamente entrenado, newdata que correspondiente al conjunto de observaciones
sobre el que se desea realizar la prediccion. Mafo a los distintos modelos junto
con los datos del conjunto de entrenamiento, todas funciones mencionadas
devuelven el vector de clases predicl¥asass parapredict.lday predict.qdd. Ademas

de ese vector las funciongsredict.lda y predict.qda devuelven la matriz de
probabilidades posteriores por cla$pdsterio) y, en el caso dpredict.lda los valores

de las funciones discriminantes lineal®s) (

Quedandonos con las predicciones, la tasa dedsrprueba se calculé comparando las
clases reales con las predichas.
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3. METODOS BASADOS EN LA REGRESION

En esta seccion se estudiaran diversos métododdsaen la regresion, entre los cuales
destaca la regresion logistica. Esta técnica sdeangara modelar la probabilidad de
pertenencia de un individuo a una clase determjreidado especialmente Gtil cuando
la variable respuesta Y es binaria, es decir, cuaotb existen dos categorias posibles.

El modelo de regresion logistica se basa en ur@drcon forma de S (o S invertida),
que es monotona creciente y acotada entre 0 y .19U]objetivo es estimar las
probabilidades de que un individuo con valatgsen los predictores pertenezca a una
de las dos clases. Esta probabilidad se modelaamteda siguiente funcion:

PY =1|X =xy) =n(xy) = ——
(= 11X = xp) = 7(x0) = ———
Donde 8 es el vector de parametros del modelo. Para thacila estimacion y la
interpretacion del modelo, se suele utiliza la gfammacion logit como funcién de
enlace, lo que permite expresar la relacion conaofuncion lineal:

1 (xo)
In{ —— | = x{
(1 — n(x0)> of
Esta transformacién, conocida como funcion logif)werte la probabilidad en la razén

de odds (o razon de probabilidades), facilitandimtierpretacion de los coeficientes del
modelo como cambios log-lineales en dicha razon.

Cabe destacar que la regresion logistica es unpasicular de los modelos lineales
generalizados (GLM), un marco estadistico que edéda regresion lineal tradicional
para variables respuesta con distribuciones dstirst la normal. En concreto, la
regresion logistica corresponde a un GLM con distion binomial y funcién de

enlace logit.

Ademas, este método de clasificacion puede exts@dersituaciones en las que Y
puede tomar mas de dos valores, lo que da lugaregytesion logistica multinomial. No
obstante, como anteriormente, comenzaremos andtizelncaso mas simple, en el que
Y es binaria.

Finalmente, también se analizaran otros métodoscldsificacion basados en la
regresion, como los arboles de clasificacion y redes neuronales, que permiten
abordar tanto problemas lineales como no lineadsmina flexible y potente.
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3.1. Regresion logistica para variable respuestararia

En este caso, la variable respuesta que se demsfical presenta Unicamente dos
categorias, lo que configura un problema de ctagiion binaria. En este contexto, es
posible considerar el uso tanto de la regresiG@alicomo de la regresion logistica, ya
sea en su version simple (con una sola variabldéicatipa) o multiple (con varias
variables explicativas), dependiendo de la congae€ji del modelo y de las
caracteristicas de los datos disponibles.

Para explicar estos método en el caso de un Umerticpor usaremos el conjunto de
datosDefaultdel paquete ISRL [3] el cual tiene como variabkpreestaie fault, que
denotaremos por Y, y que indica si un cliente lcarndo en impago [1] [7] [9]:

v = {O = no default
1= default

Como variable explicativa tenembalance que denotaremos por X, que indica el saldo
promedio de la tarjeta de crédito del cliente.

Para ilustrar con un ejemplo el funcionamiento stesemétodos de clasificacion en la
situacion de mas de un predictor y compararlos ebnanalisis discriminante
consideraremos la misma poblacién que la usadagbaraalisis discriminante lineal en
la cual teniamos individuos pertenecientes a dases| 1 y 2. Esos individuos de cada
clase seguian distribuciones normales multivarsaritéx) y f,(x) con vectores de

mediasy,; = (3,2) y u, = (4,5), matriz de covarianzas comurt = [015 OiS] y
probabilidades de pertenencia a cada olgse 0.4 y m, = 0.6.

Usaremos la misma muestra de 800 individuos deoldapion que la usada en el
analisis discriminante lineal con el mismo conjutoprueba y entrenamiento.

Los calculos de las fronteras de decision y laastaile error de prueba se realizaran
usando funciones de R que seran explicadas coltedartda secciéon 3.3.

3.1.1. Regresion lineal

Para el conjunto de datdefaultintroducido anteriormente podriamos intentar ajust
un modelo de regresién lineal para pred&car partir de X, interpretando(x,) > 0.5
como prediccion de impagomn(x,) < 0.5 como ausencia de impago.

Estas probabilidades pueden utilizarse para tomeisidnes en funcion de un umbral.
Por defecto, suele fijarse en 0.5, de modo qua(sj) > 0.5, se predice impago. No
obstante, este umbral puede ajustarse segun eixtomt el coste asociado a los errores
de clasificacion. Por ejemplo, si una entidad faiara quiere adoptar un criterio mas
conservador, podria bajar el umbral a 0,1 paractiatenas casos potenciales de
impago, aunque ello implique un mayor nimero deofapositivos.
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Al tener la variable respuesta solo dos categosegodria demostrar, que incluso si
invertimos la codificacion anterior, la regresidoimehl produciria las mismas
predicciones finales.

En este contexto, los coeficientes estimgtiogel modelo lineal:

mt(xo) = Bo + P1Xo

se interpretan como una estimacion de la probaidilide impago para un cliente con
saldox,. Sin embargo, usando regresion lineal, algunatasiestimaciones podrian
estar fuera del intervalf®, 1] lo que dificulta interpretarlas como probabilidadEste
comportamiento se puede observar en el siguieafegr

1.0

0.8
|

Probabilidad de ¥ =1
0.4

0.z
]

0 500 1000 1500 2000 2500

Figura 3.1.1.1: Grafico de la funcion de probalaitidie la regresion lineal

A pesar de esta limitacion, las predicciones puedfejar cierto orden, lo que permite
usarlas como una aproximacion a la probabilidadobkiante, la regresion lineal no es
un método adecuado para este tipo de problemagugano modela directamente la
relacion no lineal entre las variables explicatiyal® probabilidad de respuesta. Por
ello, es preferible utilizar un método especificatee disefiado para variables
cualitativas, como es la regresion logistica.

Aunque conceptualmente no es una clasificacionpusale considerar una frontera
donde, como hemos propuesto, la prediccion sea Fafa el caso de tener dos
predictores esta frontera se calcularia de laesnge@imanera:

B 05—f
5T TR

x2=
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Para ilustrar esta limitacién, he ajustado un mwmdel regresion lineal para el ejemplo
propuesto con mas de una variable explicativa wlitenido la frontera de decision
x, = 0.161x; — 1.422, que podemos representar junto con los datos:

. :'l..... ..é.. .-i .
£, o i" e
o — :..m . . .. .
.-; Qr-'&_gfx o
. :. .c-.'n *
o . L "r' :1" so -
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Figura 3.1.1.2: Frontera de decision de la regnelén@al para el conjunto de
entrenamiento de los datos del ejemplo propuestord@s de una variable explicativa

También podemos calcular la tasa de error de pryelmbtenemos el siguiente
resultado:

t, = 76 _ 0.38

P200
Esta coincide con la proporcion de individuos pestéentes a la clase 1 de la muestra
de prueba ya que clasifica todos los individuos @a@hase 2. Por tanto, hemos podido
comprobar que la regresion lineal no sirve para st de modelos.

3.1.2. Regresion logistica simple

En lugar de ajustar un modelo de regresion lineelaavariable binaria, lo cual conlleva
los problemas discutidos anteriormente (como laeratddn de valores fuera del
intervalo [0,1]), la regresion logistica [1] [7] ][®roporciona una alternativa mas
adecuada al modelar directamente la probabilidadiicmnal de impago,t(x,), a
través de una transformacién que garantiza qupréicciones siempre se mantengan
en el rango [0,1].
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Como ya vimos en la introduccioén, la regresiondtiga se basa en la funcién logistica,
que relaciona los predictores con el logaritmoadeatén de probabilidades (logit). Esta
formulacion permite una interpretacidon probabitisti coherente, y evita los
inconvenientes de la regresion lineal cuando $ajmacon variables categoricas.

Una vez estimado el modelo, las predicciones seerat como probabilidades de
pertenencia a la clage= 1. Como antes usaremos el umbral 0.5, es deCiy,) > 0.5
como prediccién de impagom(x,) < 0.5 como ausencia de impago.

A diferencia de la regresion lineal, en la que p@asametros se estiman mediante
minimos cuadrados, la regresion logistica emplaaé&bdo de maxima verosimilitud,
el cual ofrece mejores propiedades estadisticasmextos de clasificacion binaria.

La funcion de verosimilitud correspondiente, que rsaximiza para obtener los
estimadores de los parametros, es:

n

Lo ) = | |y (1 = mCep)' ™

i=1
donde m(x;) es la probabilidad de que el individuo i incurra &mpago. Las
estimacioneg, y 3; se eligen de forma que esta funcién se maximice.

El siguiente grafico ilustra el ajuste del model® mkgresion logistica a los datos
Default
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Figura 3.1.2.1: Grafico de la funcién de probalkitidie la regresion logistica
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Aqui podemos ver como las probabilidades son rddesaal mantenerse siempre
dentro del intervalo [0,1].

3.1.3. Regresion logistica multiple

En la mayoria de situaciones reales, contamos énda una variable explicativa. Por
tanto, resulta necesario extender el modelo deeséqnr logistica simple al caso con
multiples predictores. Esta extension se conoceoaagresion logistica multiple [1] [7]

[9]:
1
1 4+ e~ (Bot+BTxo)

P(Y = 11X = x) = m(x) =

T .. . .
dondep = (ﬁl, ...,ﬁp) es el vector de coeficientes asociados a cadacpoegi. Esta
expresion generaliza la funcion logistica introdacanteriormente al caso de multiples
variables explicativas.

Como antes, también es habitual expresar el maagteltérminos del logaritmo de la
razén de probabilidades (logit):

o) =P

Al igual que antes se usa el método de maxima weilded para estimag,, S, ..., Bp.

La regla de clasificacion también es la misma quele&aso anterior clasificandose una
observacion,eRP como clase 1 si(x,) >t y como clase 0 en caso contrario donde t
es un umbral de decision que se puede ajustar segiesee.

En el caso de tener dos predictores la fronterdedeésion con prediccion 0.5 seria la
siguiente:

xy =iy P
R B
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Para ilustrar lo explicado con un ejemplo, ajustenoodelo de regresion logistica
multiple al conjunto de entrenamiento del ejemploppesto y obtuve la frontera de
decisionx, =~ 0.174x; + 2.726 que podemos representar junto con los datos:
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Figura 3.1.3.1: Frontera de decision de la regnelsigistica multiple para el conjunto
de entrenamiento de los datos del ejemplo propwestanas de una variable
explicativa

También podemos calcular la tasa de error de pryelmbtenemos el siguiente
resultado:

13
P 200

Como podemos ver la frontera de decision es muiasianla de LDA vy la tasa de error
idéntica. Por tanto, podriamos decir que funciadatcamente igual que el LDA.

t = 0.065

3.2. Regresion logistica para variable respuestamanas de dos grupos

En este caso, la variable respuesta que se deasidical presenta mas de dos
categorias, lo que implica un problema de clagiitga multiclase. Para abordarlo,
como veremos a continuacion, solo es posible @wgaesion logistica multinomial [1]

[7119].

39



METODOS BASADOS EN LA REGRESION

Para ilustrar con un ejemplo el funcionamiento steemétodos de clasificacion en esta
situacion y compararlos con el analisis discrimigaiconsideraremos la misma
poblacién que la usada para el analisis discrintaan variable respuesta con mas de
dos categorias. Ademéas usaremos la misma mues8@Odiedividuos de la poblacion
con el mismo conjunto de prueba y entrenamients. datos estan detallados en la
seccion 2.2.

Los calculos de las fronteras de decision y laastaike error de prueba se realizaran
usando funciones de R que seran explicadas coltedartda seccién 3.3.

3.2.1. Regresion lineal

Supongamos que queremos predecir el nivel de diaglde los clientes de una empresa
a partir de ciertas caracteristicas, como su eldadrecuencia de compra u otros

factores. En este caso, la variable respuesta Yeptmmar tres posibles niveles: bajo,

medio y alto. Una posible codificacion seria:

1 sielnivel de fidelidad es bajo
Y =1{2 sielnivelde fidelidad es medio
3 si el nivel de fidelidad es alto

A continuacion, podriamos intentar ajustar un modi# regresion lineal mediante
minimos cuadrados, utilizando como variables eafilias un conjunto de predictores

X = (X, X,) .

Lamentablemente, esta codificaciéon implica un orderlos resultados, colocando el
nivel medio entre el bajo y el alto (lo cual ereesiso es razonable, pero en otro podria
no serlo como por ejemplo en el caso de tener §nditicos de enfermedad de un
paciente), e insistiendo en que la diferencia eeltneivel bajo y el nivel medio es la
misma que entre el nivel medio y el alto. Si coaesadhos que estos valores siguen el
orden natural, bajo, medio y alto y consideramas lguiferencia entre bajo y medio y
medio y alto es la misma entonces esta codificatj@) 3 seria razonable.

En la practica no suele ser asi y si cambiamosra#node la codificacion como
resultado tendriamos una relacion totalmente diferentre las tres condiciones. Por
tanto no existe una manera razonable de converdirvariable de respuesta cualitativa
con mas de dos niveles en una respuesta cuarditatecuada para la regresion lineal.

3.2.2. Regresion logistica multinomial

En la situacion descrita anteriormente, donde t@abke respuesta Y representa el nivel
de fidelidad de un cliente con categorias bajo, ingdalto, resulta mas apropiado
utilizar un modelo de regresidn logistica multinamiEste método generaliza la
regresion logistica al caso en que la variableuesa tiene mas de dos categorias
(K > 2), permitiendo modelar problemas de clasificacionlticlase de forma
adecuada.
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Para construir este modelo, lo primero que se bacgeleccionar una de las K clases
como clase de referencia. Esta eleccion se repéira evitar la sobreparametrizacion
del modelo y facilitar la interpretacion de los ficentes. Sin pérdida de generalidad,
se suele tomar como clase base la Ultima categsrideciry = K.

Dado un individuo con valores de predictorgs= (xl,...,xp)T, las probabilidades
condicionales de que pertenezca a una dasél, ..., K — 1} estan dadas por:

eﬁko"'ﬁ}zxo

P(Y = k|X = x¢) = mp(x0) =

= parak=1,..,K—-1
1+ Zf{z—ll eBlotBi xo

La probabilidad de que el individuo pertenezca@dae de referencia= K se calcula
como:

1
1+ Z{<=_11 eﬁlo+31TX0

P(Y = K|X = xo) = mg(x) =

También se puede expresar el modelo en términt@zsdeg-odds entre cada clase k y la
clase de referencia:

| <P(Y = k|X = x,)

_ T
og P(Y = K|X = x0)> = Bro + Br Xo

Este enfoque permite modelar directamente las eszde probabilidades logaritmicas
entre cada clase y la clase base como combinadiarates de los predictores.

La eleccién de la clase de referencia no afects gpiedicciones del modelo, ni a las
probabilidades logaritmicas entre pares de clgses, si influye en la interpretacién de
los coeficientes estimados, ya que estos estamidiesdi respecto a dicha clase.

Como antes, los coeficientes del modelo se estimadiante el método de maxima
verosimilitud. Para un conjunto de entrenamientondebservacionegx;, y;), con
y; € {1, ...,K}, la funcién de verosimilitud es:

LEBD = ﬁ ﬁ 1, () "=k

i=1 k=1

donder, (x;) es la probabilidad de que la observacion i periema la clase K ¥;y,—y;
es la funcion indicadora que vale lysik, y O en caso contrario.

Una alternativa es la codificaci@oftmax comun en aprendizaje automatico. En este
enfoque, no se elige una clase de referencia, gssma un conjunto completo de
coeficientes para las K clases:

T
eﬁk0+ﬁkx0

me(X0) = ——————
Z{{zl eﬁzo"‘ﬂz X0
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Por lo tanto, estamos estimando coeficientes paid tlases. No es dificil ver que, la
razon de probabilidades logaritmicas entre dogslasalesquiera k y k’ es:

| (P(Y = k|X = x,)

P(Y = K|X = x0)> = (Bro = Brio) + (B — Br)"xo

Esta formulacion también maximiza una log-verostodl similar, pero ahora con un
parametro libre para cada clase. Aunque la paraaeithn es distinta, las predicciones
del modelo y las decisiones de clasificacion sigesiendo equivalentes a las del modelo
con clase de referencia.

La regla de clasificacion en este caso es un pibecedte a las anteriores ya que ahora
al tener la variable respuesta mas de dos catsgteieemos que se clasifica una
observacionx,eR? como clase k sty (xy) = maxeq,. ;7 (Xo), €S decir, se le asigna
la clase con mayor probabilidad estimada.

Con respecto a las fronteras de decision, comdpasa el andlisis discriminante, se
obtiene una frontera de decisibn para cada par lages Cuando tenemos dos
predictores la frontera de decision con predicdd entre las clases k y | seria la
siguiente:

Bia — Bu Bro = Buo

Biz—Br ' PBrz—Bu

x2=—
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Para ilustrar lo explicado con un ejemplo, ajustenoodelo de regresion logistica
multinomial al conjunto de entrenamiento del ejesnplopuesto y obtuve la siguiente
frontera de decision:

10

® Clase
® Clase 2
¢ Clase3

X2

X1

Figura 3.2.2.1: Frontera de decision de la regnelsigistica multinomial para el
conjunto de entrenamiento de los datos del ejepmapuesto con variable respuesta
con mas de dos categorias

También podemos calcular la tasa de error de pryelmbtenemos el siguiente
resultado:

t = 0.005

» = 200
Como podemos ver funciona igual que el QDA y epammeétrico y ligeramente mejor
que el LDA.

3.3. Funciones en R para la regresion logistica

Las tres principales funciones en R [8] para raalipdos los tipos de regresion que
hemos visto son:

- Im (No es una funcion para hacer regresion logistieuncion del paquete stats
[8] (paquete base del R), Gtil para ajustar moddmsegresion lineal. En este
caso se emplea con una variable respuesta biaargue no es el enfoque mas
adecuado para este tipo de datos como ya vimosnyuna 0 mas variables
explicativas.
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- glm: Funcion del paquete stats [8] (paquete baseRileqjue permite ajustar
modelos lineales generalizados. Por tanto, combasexplicado en la parte
tedrica, esta funcion resulta util para ajustar ehogl de regresion logistica con
variable respuesta binaria y con una o mas vasaiplicativas, siempre que se
especifigue adecuadamente la familia y la funcéemlace.

- multinom: Funcion del paquete nnet [10], util papastar modelos de regresion
logistica multinomial (variable respuesta con dasas categorias y con una o
mas variables explicativas).

Estas funciones han sido utilizadas para calcakaclasificadores correspondientes a la
regresion lineal Ifn), regresion logistica multiple gim) y regresion logistica
multinomial (nultinon) en la seccion anterior.

Al igual que en el caso del andlisis discriminamas, funcionedm, glm y multinom
requieren como argumento principal una férmula &ngqlie se indica la variable
respuesta y los predictores, con la notacion habitu

variable respuesta ~ predictorl + predictor2 +...

Las variables mencionadas en la formula son tomamasdefecto, del entorno global
(.GlobalEny, aunque se puede indicar explicitamente el céojule datos a usar
mediante el argumentiata

Ademas de los argumentos comunes, la fungldndispone del argumentamily, que
se utiliza para especificar la familia de distriomes del modelo. Por defect, usa la
familia gaussian (gaussiana), lo que equivaleuataj un modelo de regresion lineal
mediante la funciédm. Sin embargo, como dijimos, también admite otaasilias,
estas son: binomial, Gamma, inverse.gaussian, @uisguasi, quasibinomial y
quasipoisson. Para regresion logistica se debeciBspe family = binomial Esta
configuracion aplica por defecto la funcion de ealdogit, que corresponde a la
formulacion tedrica vista anteriormente. Si se deswdificar la funcion de enlace,
puede especificarse mediante el argumdimtk dentro debinomial por ejemplo:
binomial(link = “logit”). Ademas del enlace logit, existen otras funcione®mlace
disponibles, entre las que destacanobit” (usa la funcién inversa de la normal
estandar),“cloglog” (complemenary log-log) ycauchit” (basada en la funcién de
distribucion Cauchy), entre otras.

En el caso de la funciomultinom no se especifica explicitamente la familia ni la
funcién de enlace, ya que esta disefiada exclusiemgara modelos logisticos
multinomiales. Internamente utiliza una generalizacdel enfoque deglm para
variables con mas de dos categorias.

Para calcular el clasificador con los distintosadés visto en las secciones anteriores,
apligué cada una de las funciones correspondiahtasjunto de entrenamiento.

Estas funciones, al igual que las vistas en elissatliscriminante, no devuelven
explicitamente las fronteras de decision, pero repgrcionan los coeficientes del
modelo y permiten obtener predicciones, lo que @&iente para representarlas
graficamente.
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Para calcular el error de prueba se utilizo el ah@tgenéricqredict del paquete base
stats[8], que es el que ya vimos en el analisis discramte lineal. Ahora, al aplicarlo
sobre los objetos de las clades glm y ksvm multinom ejecuta internamente las
funciones especificggedict.Im predict.gimy predict. multinomrespectivamente.

Al aplicar el métodgredicta los distintos modelos junto con los datos daejwto de
entrenamiento, se obtienen distintos resultadoguheon predict.Imdevuelve valores
que se interpretan como probabilidades de pertemenia clase 2. No obstante, estos
valores pueden encontrarse fuera del intervalo),(Opbr lo que carecen de
interpretacion probabilistica valida. En el casopdedict.glm es necesario afadir el
argumento type="response” para que devuelva las probabilidades estimadas de
pertenencia a la clase 2. Por su parte, la fungéedict. multinom devuelve
directamente las clases predichas de cada obs@nvaci

Para determinar las clases predichas a partir sleptababilidades generadas por
predict.Imy predict.gim se aplicé la regla de clasificacion explicadaeaatmente:
asignar la clase 2 a las observaciones cuya piatabde pertenencia a esta categoria
es mayor que 0.5, y la clase 1 en caso contrario.

Quedandonos con las predicciones, el error de preelralculé comparando las clases
verdaderas con las predichas.

3.4. Otros métodos de clasificacion basados en kgresion

Ademas del analisis discriminante y la regresiogisiica, existen otros métodos
ampliamente utilizados para clasificar individuosggupos previamente definidos. En
esta seccion, se explorardn algunas de estas dgécmiternativas, centrandonos
especificamente en los arboles de clasificaciomasyredes neuronales, debido a su
eficacia y versatilidad en diversos contextos dsificacion.

3.4.1. Arboles de clasificacion

Los arboles de decision son métodos de clasifinagjge se fundamentan en la
estratificacion del espacio clasificador en un ooty de regiones simples y no
solapadas [1]. Para clasificar una nueva obsemasi® considera la region a la que
pertenece dentro del espacio estratificado y, ecidn de ello, se asigna un valor de
respuesta basado en la media (en regresion) o ta nfen clasificacion) de las

observaciones de entrenamiento contenidas en dégfidn. Estos métodos reciben el
nombre de arboles de decision porque el conjunteglas de particion utilizadas para
dividir el espacio clasificador puede representalsemanera natural mediante una
estructura jerarquica en forma de arbol.

Estos métodos se pueden aplicar para problemasgycesion y clasificacion (arboles de
regresion y arboles de clasificacion), con la Umidarencia de que en los primeros se
utilizan para predecir una respuesta cuantitativanylos segundos una respuesta
cualitativa. En esta seccion nos centraremos eselgendos, en los que predecimos que
cada observacion pertenece a la clase que ocurremayor frecuencia entre las
observaciones de entrenamiento en la region adgeguenece.
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Para construir un &rbol de clasificacion utilizaneslivision binaria recursiva usando
como criterio para realizar las divisiones binatéatasa de error de clasificacion que se
define como la fraccion de observaciones de enm@mdo en esa region que no
pertenecen a la clase mas comun:

E=1- m’?X(ﬁmk)

Aqui, P representa la proporcién de observaciones denambiento en la regiom
que pertenecen a la clage Como la tasa de error de clasificacion resultaseo
suficientemente sensible para el crecimiento dablaen la practica se prefieren otras
dos medidas.

El indice de Gini:

K
6= el = )
k=1
Es una medida de la varianza total entre las Keslagste indice se considera una
medida de la pureza del nodo: Un valor pequefiocandjue un nodo contiene
predominantemente observaciones de una sola clase.

La entropia:

K

D=- Dmi 108 Pk
k=1

Como podemos ver la entropia tomara un valor pexsefel nodom es puro. De

hecho, se ha comprobado que el indice de Gini gnteopia con bastante similares
numéricamente.

Para la construccion del arbol se suele utilizareggmente uno de estos dos métodos
aungue si el objetivo es la precision de predicdérarbol podado final, la tasa de error
de clasificacion es preferible.

3.4.2. Redes neuronales

Las redes neuronales constituyen la base fundahusmitdenominaddeep Learning
Este tipo de modelos toma como entrada un vectovad@bles explicativa =
(Xl,Xz, ...,Xp) y construye una funcion no lineA(X) con el objetivo de predecir la
respuesta Y [1]. En funcién de su arquitectura, tath neuronal puede clasificarse
como monocapa o multicapa, segin cuente con uma @¢apa oculta o con multiples
capas ocultas, respectivamente. Cuantas mas eapgs mayor serd su capacidad para
capturar relaciones complejas entre las variables.
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Las redes neuronales de una sola capa oculta sefleagque cuentan Gnicamente con
una Unica capa intermedia entre la capa de enyradade salida. Para una mejor
comprension, la siguiente figura ilustra una redraeal simple de tipdeed-forward
diseflada para modelar una respuesta cuantitatijaarir de p =4 variables
explicativas:

It Hidden Output
Layer Layer Laver

Ay

P I(X)— ¥

Figura 3.4.2.1: Red neuronal simple de fiped-forwarddisefiada para modelar una
respuesta cuantitativa a partirgle= 4 variables explicativas

Las cuatro caracteristicag, ..., X, forman las unidades en la capa de entrada que se
conectan con cada una de las unidades de la cafia Kccomo podemos ver con las
flechas. El modelo de red neuronal tiene la forma:

K

fX) =P+ Brhi (X)
k=1

K p
=B + E ,Bkg<Wko + E . ijXj>
k=1 j=1

Se calcula en dos pasos. Primero, se calculak stivacionesA, .k =1, ...,K, en la
capa oculta como funciones de las caracteristeanttada, ..., X,

14
Ak = hk(X) =g <Wk0 + Z . 1Wk]X]>
]:

Dondeg(z) es una funcion de activacion no lineal especificdd antemano. Est&s
activaciones de la capa oculta se transmiten l@ed¢m capa de salida, dando como
resultado:

K
OO = o+ ) B
k=1

que es un modelo de regresion lineal enklas 5 activaciones. Todos los parametros
Bos - Br Y Wi, ..., WgpneCESItan ser estimados por los datos.

47



METODOS BASADOS EN LA REGRESION

La funcion de activacién que se usa actualmenta BsLU (rectified linear unit),
gue toma la forma:

_ _ (0 siz<0
9(2) = @), = {z en otro caso

La no linealidad en la funcién de activacigt) es esencial, ya que sin ella, el modelo
f(X) colapsaria en un modelo lineal simple Ep...,X,. Tener una funcion de
activacion no lineal permite ademas que el modajdure no linealidades complejas y
efectos de interaccion.

Ajustar una red neuronal requiere estimar los patd@n desconocidos. Para una
respuesta cuantitativa, tipicamente se utilizeétaiga de error cuadratico, de modo que
los parametros se eligen para minimizar:

i(%‘ - f(xi))z

Las redes neuronales modernas suelen incorporatiplasil capas ocultas y, con
frecuencia, un gran niumero de unidades por capasdtle varias capas, incluso si cada
una tiene un tamafio moderado, permite represeataniohes complejas y facilita
significativamente el proceso de aprendizaje paw@mrar una solucion eficaz. La
siguiente figura muestra una red neuronal multicgpiaada para modelar una variable
respuesta cualitativa con 10 categorias, a papr\driables explicativas:

Input

layer

Hidden
layer L,

Xy
o Hidden
layer Lo
Otput
layer

- falX)— Yo

s
s

X KR - Y,

X Wi

Figura 3.4.2.2: Red neuronal multicapa utilizadeapaodelar una variable respuesta
cualitativa con 10 categorias, a partirpdeariables explicativas
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El calculo de las K activaciones en la primera capdta se realiza como antes:

AP =hP X0

K1
— 1) (1)
—g (WY W)

Parak = 1, ..., K;. La segunda capa oculta trata las activacimri]ésde la primera capa
oculta como entradas y calcula nuevas activaciones:

AP = h®(X)

K1
2 2 1
oW+ wiPal)
k=1
Paral =1, ...,K,. Los superindices adicionales de las activacignies pesos sirven
para indicar a que capa pertenecen (1 o 2). Lacidotd/; en la anterior figura
representa toda la matriz de pesos que alimentdedescapa de entrada hasta la

primera capa oculté,. Cada element(zl,((l) alimenta a la segunda capa ocultaa
través de la matriz de pesids.

Finalmente, llegamos a la capa de salida, dondendbnemos diez respuestas en lugar
de una. El primer paso es calcular diez model@&ales diferentes de manera similar a
como lo haciamos en el caso simple:

* @
Zm = Pmo + Zl_lﬁmlhl X)

K3
= ﬁmo + l_lﬁmlAEZ)

Param = 0,1, ...,9. La matriz de pesaB almacena los pesos que alimentan la capa de
salida. Si estas fueran todas respuestas cuargfiatseparadas, simplemente
estableceriamog,,(X) = Z,,, y terminariamos. Sin embargo, queremos que ngestra
estimaciones representen probabilidades de £lagse = P(Y = m|X).

Entonces usamos la funcion de activacion espsefahax

Zm
fon () = Pr(Y = m|X) = o——
1=0€“!
Para m=0,1,..,9. Esto asegura que las 10 respuestas se compod& C
probabilidades (No negativas y cuya suma es iguah@. El modelo calculara una
probabilidad para cada una de las 10 clases paduggo el clasificador asigne la
respuesta a la clase con la probabilidad mas alta.
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Para entrenar esta red, dado que la respuestal@satowa, buscamos la estimacion de
los coeficientes que minimicen la log-verosimilittmdiltinomial negativa:

_ Zn: 29: Vim 108(fin (x:))

i=1 m=0

También conocida como entropia cruzada. En estautéary;, =1 si la clase
verdadera de la observacion y es my;g =0, en caso contrarigf,,(x;) es la
probabilidad de pertenencia de la observaciéraicase m.
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4. EJEMPLO DE CLASIFICACION DE DIGITOS
MANUSCRITOS

Con el objetivo de evaluar y comparar el rendingedé los distintos métodos de

clasificacion presentados en los apartados angstise plantea un ejemplo mas amplio
y realista: la clasificacion de digitos manuscriteara ello, se utilizara el conjunto de
datos conocido como ZIP code data [9], que inclugearchivo de entrenamiento

(.train) y un archivo de prueba (.test). Ambos aah han sido convertidos a formato

.txt, conteniendo 7291 observaciones en el conjdetentrenamiento y 2007 en el de
prueba.

Cada observacion representa un digito manuscriteseala de grises, codificado
mediante 257 variables: la primera correspondelaleno representado (la clase), y las
256 restantes describen el nivel de gris de cada gue compone la imagen, en una
matriz de 16x16 pixeles. La escala de grises ept@&sentada por valores entre -1y 1
siendo el -1 el color blanco y el 1 el negro. Ataa de hacer la representacion gréafica
es necesario invertir los colores ya que plot@rimteta los valores numéricos al revés
(en concreto, a través del paquete imager y suidmnplot.cimg), siguiendo la
convencion comun en imagenes en escala de grisgslgren los que O es negroy 1
blanco. En resumen siempre considera el nimero mmexgoo y el mayor blanco.
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La representacion gréafica de una de estas obsenexces la siguiente:

Etiqueta real: 8

10
|

12

14

Figura 4.1: Dgito manuscrito en escala de grises

El objetivo principal de este ejemplo es compasaeficacia de distintos métodos de
clasificacion aplicados a este problema. Se progoniles enfoques:

- Entrenamiento de modelos de clasificacion utilizaetl conjunto completo de
variables originales.

- Entrenamiento tras realizar un analisis de compeseprincipales (PCA) para
reducir la dimensionalidad de los datos.

- Entrenamiento utilizando una versién simplificadea dos datos, cuya
construccion se explicara mas adelante.

4.1. Clasificacion utilizando el conjunto completo de variables
originales

Una vez presentado el conjunto de datos, se proae@mtrenamiento de distintos
modelos de clasificacién con el objetivo de pred&xiclase a la que pertenece cada
digito manuscrito. Para ello, se construird un rfmdédilizando cada uno de los tres
enfoques principales estudiados previamente: elissaiscriminante, el analisis
discriminante no paramétrico y la regresion logéstiEsta comparacion permitira
evaluar el desemperfio relativo de cada técnica @malslema real de alta dimension.
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4.1.1.Analisis discriminante

Como se explicOo anteriormente, existen dos vamarnpeincipales del andlisis

discriminante: el analisis discriminante lineal @Dy el cuadratico (QDA). Para este
ejemplo, se opta por utilizar LDA, dado que, congonsenciond previamente, este
meétodo suele ofrecer mejores resultados que QDAdmae dispone de un numero
relativamente reducido de observaciones de entrienton como es el caso. En tales
situaciones, reducir la varianza del modelo es domghtal, y la suposicion de una
matriz de covarianzas comun entre las clases aasidbnable.

Para realizar el analisis se entrena un modelo ublizando el conjunto de datos de
entrenamiento ya transformado y posteriormente \&#U& el modelo aplicandolo
primero al propio conjunto de datos de entrenaraignposteriormente al conjunto de
datos de test. Esto ultimo se hace para ver ebgtadobreajuste del modelo a los datos
con los que se construye.

En el conjunto de datos de entrenamiento el resulbdtenido es un error de 0.0620, lo
que implica una precision de clasificacion del 9363

En el conjunto de datos de prueba el resultadonmuiees un error de 0.1146, lo que
implica una precision de clasificacion del 88.54%,desempefio bastante satisfactorio
considerando la naturaleza y complejidad del prohleComo podemos ver este
método sobreajusta pero no mucho.

4.1.2.Analisis discriminante no paramétrico

Como se coment6 anteriormente, cuando no se curtgdesuposiciones paramétricas
del analisis discriminante tradicional, el rendimi@ del clasificador puede verse
gravemente afectado. Por este motivo, surge lasiamke de utilizar enfoques no
paramétricos, que no requieren asumir una disidbuespecifica para las variables.

En este ejemplo, se implementard un modelo discantée no paramétrico utilizando
un kernel radial (gaussiano), dado que esta omgama de las mas comunes y eficaces
para abordar problemas de clasificacion no line@aho es el caso del reconocimiento
de digitos manuscritos.

Para realizar el analisis se entrena un modeloanangétrico utilizando el conjunto de
datos de entrenamiento ya transformado y posteeioien se evalia el modelo
aplicandolo primero al propio conjunto de datoseda#enamiento y posteriormente al
conjunto de datos de test. Esto Ultimo se hace yareel grado de sobreajuste del
modelo a los datos con los que se construye.

En el conjunto de datos de entrenamiento el rekulbdtenido es un error de 0.0089, lo
gue implica una precision de clasificacion del 2961

El resultado obtenido es un error de prueba deB8,d6 que implica una precision de
clasificacion del 94.12%, un desempefio bastantermgeg el del analisis discriminante
lineal. Como podemos ver este método sobreajustaneemucho.
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4.1.3.Regresion logistica

Como se menciond anteriormente, la regresion logistiasica resulta especialmente
adecuada cuando la variable respuesta es bindriaerBbargo, en este caso nos
enfrentamos a un problema de clasificacion con caézgorias distintas, por lo que este
enfoque no es aplicable directamente. Ante este@dn, es necesario recurrir a la
regresion logistica multinomial, que extiende eldelo logistico estandar para abordar
problemas con mas de dos clases.

Para realizar el andlisis se entrena un modelo edeesion logistica multinomial
utilizando el conjunto de datos de entrenamientdrgiasformado y posteriormente se
evalla el modelo aplicandolo primero al propio cotp de datos de entrenamiento y
posteriormente al conjunto de datos de test. H&itmalse hace para ver el grado de
sobreajuste del modelo a los datos con los querssraye.

En el conjunto de datos de entrenamiento el rekulbdtenido es un error de 0.0001, lo
gue implica una precision de clasificacion del 9969

En el conjunto de datos de prueba el resultadonmuiees un error de 0.1066, lo que
implica una precisién de clasificacion del 89.34# desempefio ligeramente mejor que
el del andlisis discriminante lineal pero mejor geledel andlisis discriminante no
paramétrico. Como podemos ver este método sobtaajuscho los datos.

4.2. Clasificacion reduciendo la dimensionalidad déos datos usando
PCA

Es razonable suponer que no todos los pixelesapferman un digito manuscrito son
igualmente relevantes para su clasificacion. P&, edurge la idea de reducir la
dimensionalidad de los datos, conservando Unicareniellas variables que expliquen
un porcentaje significativo de la varianza totdl.ni#etodo mas comidnmente utilizado
para este proposito es el Analisis de Componentexipales (PCA), que sera el
enfoque adoptado en este trabajo.

El objetivo principal de este ejercicio es evalgaita reduccion de dimensionalidad
mediante PCA compensa el esfuerzo computacionad,g&into en términos de tiempo
de entrenamiento como en la precision de clasifboagbtenida. En concreto, se medira
el tiempo de ejecucion necesario para clasificadigitos de prueba utilizando los tres
métodos estudiados (analisis discriminante, asalisd paramétrico y regresion

logistica), primero con el conjunto completo deodat luego tras aplicar PCA. Ademas
del tiempo, se compararan también los errores tterezmiento y de prueba obtenidos
en ambos casos. Nos quedaremos con las componeinteipales que expliquen un

95% de la varianza total.
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Los tiempos de ejecucién son los siguientes:

Modelo Tiempo de ejecucion
LDA 5.79 segundos
LDA con PCA 5.91 segundos
No parameétrico 63.19 segundos
No paramétrico con PCA 70.08 segundos
Regresion multinomial 32.05 segundos
Regresion multinomial con PCA 19.29 segundos

Tabla 4.2.1: Tabla de los tiempos de ejecucion jpardistintos clasificadores para la
version normal y reducida con PCA

Los errores de prueba son los siguientes:

Modelo Errores de entrenamientq Errores de prueba

LDA 0.0620 0.1146

LDA con PCA 0.0738 0.1166

No parameétrico 0.0089 0.0588

No paramétrico con PCA 0.0058 0.0747
Regresion multinomial 0.0001 0.1066
Regresion multinomial con 0.0144 0.0942

PCA

Tabla 4.2.2: Tabla de los errores de entrenamigptoeba para los distintos
clasificadores para la version normal y reducidalGA

A partir de los resultados obtenidos, se obsenalguaplicacion de PCA no resulta
eficiente en el caso del analisis discriminantegya se produce un ligero incremento
tanto en el tiempo de ejecucion como en el erropeba. En cuanto al error de
entrenamiento vemos que sigue sin sobrestimaraimsd

En el caso de la regresion logistica multinomial,réduccion de dimensionalidad
mediante PCA si ofrece beneficios claros, ya queageecia una disminucion
significativa en el tiempo de ejecucion y una mejlmve en el error de clasificacion.
Ademas vemos como ahora no sobreajusta tanto fos.da

En conclusion, la reduccién de dimensionalidacaeés de PCA resulta especialmente
atil en la regresiéon multinomial, mientras que plicacién en los modelos basados en
analisis discriminante (paramétrico y no parameé}ritvo solo no aporta mejoras, sino
gue puede perjudicar ligeramente el rendimientoraelelo.

4.3. Clasificacion reduciendo la dimensionalidad déos datos usando
una técnica propia

Como hemos podido comprobar en el analisis anteriar reduccion de la
dimensionalidad mediante PCA resulté especialmefitaz en el caso de la regresion
logistica multinomial. Por ello, a continuacion, glntea una reduccién aun mas
drastica de la dimensionalidad con el objetivo delwar si esta mejora puede
mantenerse e incluso ampliarse, y observar tangdieomportamiento de los otros dos
métodos bajo esta nueva transformacion.
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EJEMPLO DE CLASIFICACION DE DIGITOS MANUSCRITOS

Para llevar a cabo esta reduccion extrema, se goaou primer paso de binarizacion de
los pixeles, transformando la imagen de escala dgesy a blanco y negro.
Especificamente, se asigné el valor 0 (blanco)sapiaeles con intensidad menor o
igual a 0, y el valor 1 (negro) a los superiorediého umbral. Esto simplifica la
representacion grafica de los digitos y reducelhetaente la complejidad del conjunto
de datos:

Etiqueta real: 8

10

12

14

16

Figura 4.3.1: Digito manuscrito en escala binaria

A partir de esta nueva representacion, se propedacir el nimero de variables
explicativas de 256 a solo 32. La idea fue captpedrones estructurales relevantes
mediante una medida simple pero representativaielero de secuencias de ceros
presentes en cada fila y columna de la matriz 16yxi& conforma cada digito. Por
ejemplo, en la siguiente fila 0 columna el nUmezsdcuencias de 1's seria 2:

001110,0,011,1,1,0,0,0

Con estas treinta y dos nuevas variables, se pooeerkpetir el experimento anterior
aplicando los tres métodos de clasificacion.
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Los tiempos de ejecucién son los siguientes:

Modelo Tiempo de ejecucion
LDA 5.79 segundos
LDA con reduccién 14.95 segundos
No parameétrico 63.19 segundos
No paramétrico con reduccion 30.86 segundos
Regresion multinomial 32.05 segundos
Regresion multinomial con reduccion 19.55 segundos

Tabla 4.3.1: Tabla de los tiempos de ejecucion jpardistintos clasificadores para la
version normal y reducida

Los errores de prueba son los siguientes:

Modelo Errores de entrenamientq Errores de prueba

LDA 0.0620 0.1146

LDA con reduccion 0.1701 0.2242

No parameétrico 0.0089 0.0588

No parameétrico con 0.0904 0.1684
reduccion

Regresion multinomial 0.0001 0.1066
Regresion multinomial con 0.1452 0.1968
reduccion

Tabla 4.3.2: Tabla de los errores de entrenamigptoeba para los distintos
clasificadores para la versiéon normal y reducida

A partir de los resultados obtenidos vemos queletas del analisis discriminante
lineal tanto el tiempo de ejecucion como el ermpdieba aumentan con respecto a los
obtenidos en PCA por lo que este método no repata nada eficaz (En cuanto al
sobreajuste se mantiene mas o menos igual). Easel @el analisis discriminante no
paramétrico tenemos un resultado bastante sorpreEngdes que el tiempo de reduccion
disminuye considerablemente aunque a costa de merda bastante grande del error
de prueba (Sobreajusta méas los datos que con jeintorde datos original). En el caso
de la regresion logistica, que era el caso quenosainteresaba, ha resultado contrario a
lo que esperabamos porque tenemos un aumento tigetiempo de ejecuciéon junto
con un aumento notable en el error de prueba, especto al obtenido usando PCA (El
sobreajuste a los datos disminuye).

En general, si bien no alcanzan el rendimienton@ptiobtenido con el conjunto
completo de variables o con PCA, los resultadasesigiendo aceptables, y los tiempos
de ejecucion no se ven incrementados de forma ieacesminuyendo en el caso del
analisis discriminante no paramétrico. En resurf@regresion logistica multinomial se
beneficia significativamente de la reduccion deatisionalidad con PCA, mientras que
el andlisis discriminante lineal y el no paramétrimuestran un empeoramiento
moderado pero manejable bajo simplificaciones masemas de los datos.
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APENDICE

A. Cddigo fuente

El codigo fuente y el conjunto de datos utilizado e ejemplo de clasificacion de
digitos manuscritos estan disponibles publicameamteel siguiente repositorio de
GitHub: https://github.com/Juandpy10/archivos.tfg

A.1. Andlisis discriminante

En esta seccion se adjunta el codigo R empleada lparealizacion de todos los
calculos y gréficos del capitulo de analisis dimanante.

#Librerias
library(MASS)
library(mvtnorm)
library(kernlab)
library(imager)

#Ejemplo Analisis discriminante Lineal con variable respuesta
binaria
#y clasificador LDA poblacional para p=1

# Pardmetros
mul <- 3
mu2 <- 4

sigma2 <- 2
sigma <- sqrt(sigma2)

pil <- 0.4
pi2 <- 0.6

# Rango de valores x

X <- seq(@, 7, length.out = 500)

# Funciones de densidad
f1 <- pil * dnorm(x, mean = mul, sd
f2 <- pi2 * dnorm(x, mean = mu2, sd

sigma)
sigma)

# Poblacion total
f_total <- f1 + f2

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plotl.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,
bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =



APENDICE

"default")
#Representacion grdfica de lLa poblacion

plot(x, f_total, type = "1", col = "black", lwd = 2,ylab =
"Densidad", xlab = "X")

lines(x, f1, col "blue", 1lwd = 2)

lines(x, f2, col "red", lwd = 2)

legend("topright", legend = c("Clase 1", "Clase 2",
"Poblacioén"), col = c("blue", "red", "black"), lwd = 2)

#Calculo y representacion de La frontera de decision

hp <- (mul + mu2)/2 - (sigma2 / (mul - mu2)) * log(pil /
pi2);hp;

## [1] 2.68907

abline(v=hp)

# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()

#Ejemplo Analisis discriminante Llineal con variable respuesta
binaria
#y clasificador LDA muestral para p=1

#Semilla para reproducibilidad
set.seed(129)

# Tomar una muestra aleatoria simple de 860 individuos
n_total <- 800

clases <- sample(c(1l, 2), size = n_total, replace = TRUE, prob

c(0.4, 0.6))

valores <- numeric(n_total)

valores[clases == 1] <- rnorm(sum(clases == 1), mean = mul, sd
sigma)
valores[clases == 2] <- rnorm(sum(clases == 2), mean = mu2, sd
sigma)

# Crear data.frame
muestra <- data.frame(x = valores, clase = factor(clases))

# Tomar 600 para entrenamiento y 200 para test
muestratrain <- muestra[l1l:600, ]
muestratest <- muestra[601:800, ]

#Calculo las estimaciones de pi, mu y sigma
# Numero total de individuos en La muestra
ntrain <- nrow(muestratrain)

K <- 2 # Numero de clases
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# Estimadores de pi (proporciones muestrales)

pil hat <- length(muestratrain$x[muestratrain$clase ==
1])/ntrain

pi2_hat <- length(muestratrain$x[muestratrain$clase ==
2])/ntrain

# Estimadores de mu (medias muestrales por clase)
mul_hat <- mean(muestratrain$x[muestratrain$clase == 1])
mu2_hat <- mean(muestratrain$x[muestratrain$clase == 2])

#Estimador varianza comun

# Calculo de la suma de cuadrados dentro de cada clase

ssl <- sum((muestratrain$x[muestratrain$clase == 1] -
mul_hat)”2)
ss2 <- sum((muestratrain$x[muestratrain$clase == 2] -

mu2_hat)”2)

# Varianza comun
sigma_hat_sq <- (ssl + ss2) / (ntrain - K)

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plot2.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,
bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =

"default")

#Representacion gradfica de Lla muestra

plot(muestratrain$x, muestratrain$clase,col =
ifelse(muestratrain$clase == 1, "blue", "red"),pch = 19,
Xlab = lIXll,ylab = Illl, yaxt = llnll)

#Frontera poblacional
abline(v=hp, col="black",lw=2)

# Calculo y representacion de la frontera de decision

hm <- (mul_hat + mu2_hat)/2 - (sigma_hat_sq / (mul_hat -
mu2_hat)) * log(pil_hat / pi2_hat)

abline(v=hm, col="green",lw=2)

# Agregar Lla Lleyenda

legend(5.1, 1.7,legend = c("Clase 1", "Clase 2", "LDA muestral",
"LDA poblacional"), col = c("blue", "red", "green", "black"),pch
= ¢(19,19,NA,NA), lw=c(NA,NA,2,2))

# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()
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#Error clasificador muestral
#Tasa de error de entrenamiento
te <- 0
for (i in 1:ntrain) {
xi <- muestratrain$x[i]
clase_real <- muestratrain$clase[i]

# Clasificacion
clase_predicha <- ifelse(xi >= hm, 2, 1)

if (clase_predicha != clase_real) {
te <- te + 1

}
}

tentrenamiento <- te / ntrain;tentrenamiento;

#Tasa de error de prueba
ntest <- nrow(muestratest)
tp <- 0
for (i in 1:ntest) {
Xi <- muestratest$x[i]
clase_real <- muestratest$clase[i]

# Clasificacion
clase_predicha <- ifelse(xi >= hm, 2, 1)

if (clase_predicha != clase_real) {
tp <- tp + 1
}

}
tprueba <- tp / ntest;tprueba;

#Error clasificador poblacional

#Tasa de error de prueba
tp <- ©
for (i in 1:ntest) {
xi <- muestratest$x[i]
clase_real <- muestratest$clase[i]

# Clasificacion
clase_predicha <- ifelse(xi >= hp, 2, 1)

if (clase_predicha != clase_real) {
tp <- tp + 1
}

}
tprueba <- tp / ntest;tprueba;

#Ejemplo Analisis discriminante Lineal con variable respuesta

binaria
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#y clasificador LDA poblacional p>1

# Pardmetros
mul <- c(3,2)
mu2 <- c(4,5)
Mc <- matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2)

pil <- 0.4
pi2 <- 0.6

#Calculo de La frontera de decision

ap <- solve(Mc) %*% (mul - mu2)

alp <- ap[1]

a2p <- ap[2]

bp <- (1/2)*((t(mul)%*%solve(Mc)%*%t(t(mul))) -
(t(mu2)%*%solve(Mc)%*%t(t(mu2))))

bp <- bp - (log(pil)-log(pi2))

# Definir Lla pendiente y Lla ordenada en el origen
op <- as.numeric(bp/a2p) # Ordenada en el origen
mp <- as.numeric(-(alp/a2p)) # Pendiente

#Ejemplo Analisis discriminante Lineal con variable respuesta
binaria
#y clasificador LDA muestral p>1

#Semilla para reproducibilidad
set.seed(129)

# Tomar una muestra aleatoria simple de 866 1individuos

n_total <- 800

clases <- sample(c(l, 2), size = n_total, replace = TRUE, prob =
c(0.4, 0.6))

valores <- matrix(NA, nrow = n_total, ncol = 2)
valores[clases == 1, ] <- mvrnorm(sum(clases
valores[clases == 2, ] <- mvrnorm(sum(clases

1), mul, Mc)
2), mu2, Mc)

# Crear data.frame
muestra <- data.frame(x1l = valores[,1], x2 = valores[,2], clase
= factor(clases))

# Tomar 600 para entrenamiento y 200 para test
muestratrain <- muestra[1:600, ]
muestratest <- muestra[601:800, ]

#Calculo lLas estimaciones de pi mu y matriz de covarianzas comun

# Numero total de observaciones y numero de clases
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ntrain <- nrow(muestratrain)
K <- length(unique(muestratrain$clase))

# Separar datos por clase

X1 <- as.matrix(subset(muestratrain, clase == 1)[, c("x1",
"x2")1)

X2 <- as.matrix(subset(muestratrain, clase == 2)[, c("x1",
"x2")1)

# Estimadores de proporciones muestrales

pil hat <- sum(muestratrain$clase == 1) / ntrain

pi2_hat <- sum(muestratrain$clase == 2) / ntrain

# Estimadores de medias

mul_hat <- colMeans(subset(muestratrain, clase == 1)[, c("x1",
"XZ")])
mu2_hat <- colMeans(subset(muestratrain, clase == 2)[, c("x1",
"XZ")])

#Estimador de la matriz de covarianzas comun

# Inicializar Lla suma
S_sum <- matrix(@, nrow = 2, ncol = 2)

# Sumar Llas matrices (x 1 - mu R)(x 1 - mu R)"T para clase 1
for (i in 1:nrow(X1)) {

diff <- X1[i, ] - mul_hat

S_sum <- S_sum + diff %*% t(diff)
}

# Repetir para clase 2
for (i in 1:nrow(X2)) {

diff <- X2[i, ] - mu2_hat

S sum <- S_sum + diff %*% t(diff)
}

# Dividir por (n - K)
Mc_hat <- S_sum / (ntrain - K)

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plot3.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,
bg = "white", res = NA, type = "cairo-png", antialias =

"subpixel")

#Representacion grdfica de Lla muestra

plot(muestratrain$xl, muestratrain$x2,col =

ifelse(muestratrain$clase == 1, "blue", "red"),pch = 19,
xlab = "X1",ylab = "X2")
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# Agregar Lla Lleyenda

legend("bottomright",legend = c("Clase 1", "Clase 2","LDA
muestral","LDA poblacional"”, "Direcciodn discriminante muestral",
"Direccioén discriminante poblacional"”), col = c("blue", "red",
"green", "black", "green","black"),pch = c(19,19,NA,NA,NA,NA),
lw=c(NA,NA,2,2,2,2),1ty = c¢(1,1,1,1,2,2), cex = ©.6)

#Calculo y representacion de La frontera de decision muestral
am <- solve(Mc_hat) %*% (mul_hat - mu2_hat)

alm <- am[1]

a2m <- am[2]

bm <- (1/2)*((t(mul_hat)%*%solve(Mc_hat)%*%t(t(mul_hat))) -
(t(mu2_hat)%*%solve(Mc_hat)%*%t(t(mu2_hat))))

bm <- bm - (log(pil_hat)-log(pi2_hat))

# Definir Lla pendiente y Lla ordenada en el origen

om <- as.numeric(bm/a2m) # Ordenada en el origen

mm <- as.numeric(-(alm/a2m)) # Pendiente

# Crear valores de x para graficar
X <- seq(@, 7, by = 0.1)

#Calculo Los valores de y poblacionales
yp <- mp * x + op

#Graficar La recta poblacional
lines(x,yp, col="black", lw = 2)

# Calcular Llos valores de y muestrales
ym <- mm * X + om

# Graficar la recta muestral
lines(x, ym, col="green", lw = 2)

# Calcular y representacion de la direccion discriminante omega
poblacional
omega <- solve(Mc) %*% (mul - mu2)

# Normalizar el vector para graficarlo como direccion
omega_unit <- omega / sqrt(sum(omega”2))

# Punto medio entre las medias muestrales
midpoint <- (mul + mu2) / 2

# Escalar el vector
scale_factor <- 5

# Punto final de la Llinea

endpointl <- midpoint + scale_factor * omega_unit
endpoint2 <- midpoint - scale_factor * omega_unit
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# Linea de direccion omega
segments(endpointl[1], endpointl[2], endpoint2[1], endpoint2[2],
col = "black", lwd = 2, lty = 2)

# Calcular y representacion de la direccion discriminante omega
muestral
omega <- solve(Mc_hat) %*% (mul_hat - mu2_hat)

# Normalizar el vector para graficarlo como direccion
omega_unit <- omega / sqrt(sum(omega”2))

# Punto medio entre las medias muestrales
midpoint <- (mul_hat + mu2_hat) / 2

# Escalar el vector
scale_factor <- 5

# Punto final de la Llinea
endpointl <- midpoint + scale_factor * omega_unit
endpoint2 <- midpoint - scale_factor * omega_unit

# Linea de direccion omega
segments(endpointl[1], endpointl[2], endpoint2[1], endpoint2[2],
col = "green", lwd = 2, 1lty = 2)

# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()

#Error clasificador muestral

# Tasa de error de entrenamiento
ntrain <- nrow(muestratrain)
te <- 0

for (i in 1:ntrain) {
x1 i <- muestratrain$x1[i]
x2_i <- muestratrain$x2[i]
clase _real <- muestratrain$clase[i]

# Clasificacion
decision_value <- alm * x1_i + a2m * x2_1i
clase_predicha <- ifelse(decision_value >= bm, 1, 2)

if (clase_predicha != clase_real) {
te <- te + 1

}
}
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tentrenamiento <- te / ntrain; tentrenamiento;

#Tasa de error de prueba
tp <- 0
ntest <- nrow(muestratest)

for (i in 1:ntest) {
x1 i <- muestratest$x1[i]
x2_1i <- muestratest$x2[i]
clase_real <- muestratest$clase[i]

# Clasificacion
decision_value <- alm * x1 i + a2m * x2 i
clase _predicha <- ifelse(decision_value >= bm, 1, 2)

if (clase_predicha != clase_real) {
tp <- tp + 1
}
}

tprueba <- tp / ntest;tprueba;

#Error calsificador poblacional

#Tasa de error de prueba
tp <- ©
ntest <- nrow(muestratest)

for (i in 1:ntest) {
x1 i <- muestratest$xi[i]
X2 1 <- muestratest$x2[i]
clase_real <- muestratest$clase[i]

# Clasificacion
decision_value <- alp * x1_i + a2p * x2_1i
clase predicha <- ifelse(decision_value >= bp, 1, 2)

if (clase_predicha != clase_real) {
tp <- tp + 1
}
}

tprueba <- tp / ntest;tprueba;

#Ejemplo Analisis discriminante cuadratico con variable
respuesta binaria
#y clasificador QDA poblacional

# Pardmetros
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mul <- c(3,2)

mu2 <- c(4,5)

Mcl <- matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2)
Mc2 <- matrix(c(2, 1, 1, 2), nrow = 2)

pil <- 0.4
pi2 <- 0.6

#Calculo de La frontera de decision
# Inversas y determinantes

inv_Mcl <- solve(Mcl)

inv_Mc2 <- solve(Mc2)

log _det_Mcl <- log(det(Mcl))

log det Mc2 <- log(det(Mc2))

# Constante C
Cp <- log _det Mc2 - log det Mcl + 2*log(pi2) - 2*log(pil)

# A, b, c

Ap <- inv_Mcl - inv_Mc2

bp <- -2 * (inv_Mcl %*% mul - inv_Mc2 %*% mu2)
clp <- t(mul) %*% inv_Mcl %*% mul

c2p <- t(mu2) %*% inv_Mc2 %*% mu2

cp <- clp - c2p - Cp

#Simulacion Monte Carlo para estimar tasa de error poblacional
en QDA

# Tamano de la simulacion Monte Carlo
N <- 100000

# Simulacion de los datos
X1 <- mvernorm(n = N / 2, mu
X2 <- mvrnorm(n N/ 2, mu

mul, Sigma
mu2, Sigma

Mcl)
Mc2)

X <- rbind(X1, X2)
clases_verdaderas <- c(rep(1, N / 2), rep(2, N / 2))

# Funcion de clasificacion QDA
gqda_clasifica <- function(x, mul, mu2, Mcl, Mc2, pil, pi2) {
inv_Mcl <- solve(Mcl)
inv_Mc2 <- solve(Mc2)
det Mcl <- det(Mcl)
det_Mc2 <- det(Mc2)

dl <- -0.5 * t(x - mul) %*% inv_Mcl %*% (x - mul) -
0.5 * log(det_Mcl) + log(pil)
d2 <- -0.5 * t(x - mu2) %*% inv_Mc2 %*% (x - mu2) -
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0.5 * log(det_Mc2) + log(pi2)

if (di1 > d2) return(l) else return(2)

}
# Clasificacion y cdlculo de tasa de error
te <- 0

for (i in 1:N) {

x_ i <- X[1i, ]

clase_predicha <- qda_clasifica(x_i, mul, mu2, Mcl, Mc2, pil,
pi2)

if (clase_predicha != clases_verdaderas[i]) {

te <- te + 1

}

}

# Tasa de error estimada
te <- te / N; te;

#Ejemplo Analisis discriminante cuadratico con variable
respuesta binaria
#y clasificador QDA muestral

#Semilla para reproducibilidad
set.seed(129)

# Tomar una muestra aleatoria simple de 866 1individuos

n_total <- 800

clases <- sample(c(1l, 2), size = n_total, replace = TRUE, prob =
c(0.4, 0.6))

valores <- matrix(NA, nrow = n_total, ncol = 2)
valores[clases == 1, ] <- mvrnorm(sum(clases == 1), mul, Mcl)
valores[clases == 2, ] <- mvrnorm(sum(clases == 2), mu2, Mc2)

# Crear data.frame
muestra <- data.frame(xl = valores[,1], x2 = valores[,2], clase
= factor(clases))

# Tomar 600 para entrenamiento y 200 para test
muestratrain <- muestra[1:600, ]
muestratest <- muestra[601:800, ]

#Calculo lLas estimaciones de pi mu y matrices de covarianzas

# Numero total de observaciones y numero de clases
ntrain <- nrow(muestratrain)
K <- length(unique(muestratrain$clase))

# Separar datos por clase
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X1 <- as.matrix(subset(muestratrain, clase == 1)[, c("x1",
"x2")1)

X2 <- as.matrix(subset(muestratrain, clase == 2)[, c("x1",
"x2")1)

# Estimadores de proporciones muestrales

pil hat <- sum(muestratrain$clase == 1) / ntrain

pi2_hat <- sum(muestratrain$clase == 2) / ntrain

# Estimadores de medias

mul_hat <- colMeans(subset(muestratrain, clase == 1)[, c("x1",
IIXZH)])
mu2_hat <- colMeans(subset(muestratrain, clase == 2)[, c("x1",
IIXZH)])

#Estimadores de las matrices de covarianzas

# Centrar los datos restando La media correspondiente
X1 _centrado <- sweep(X1l, 2, mul_hat)
X2_centrado <- sweep(X2, 2, mu2_hat)

# Calcular las matrices de covarianza para cada clase
Mcl_hat <- (t(X1_centrado) %*% X1_centrado) / (nrow(X1) - 1)
Mc2_hat <- (t(X2_centrado) %*% X2_centrado) / (nrow(X2) - 1)

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plot4.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,
bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =

"default")

#Representacion gradfica de Lla muestra

plot(muestratrain$xl, muestratrain$x2,col =
ifelse(muestratrain$clase == 1, "blue", "red"),pch = 19,

xlab = "X1",ylab = "X2")
# Agregar la leyenda
legend("bottomright",legend = c("Clase 1", "Clase 2", "QDA
muestral"”, "QDA poblacional"), col = c("blue", "red", "green",
"black"),pch = c(19,19,NA,NA),lw=c(NA,NA,2,2), cex=0.8)

#Calculo y representacion de La frontera de decision muestral

# Inversas y determinantes

inv_Mcl _hat <- solve(Mcl_hat)
inv_Mc2 hat <- solve(Mc2_hat)

log det _Mcl hat <- log(det(Mcl_hat))
log det Mc2 hat <- log(det(Mc2_hat))

# Constante C
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Cm <- log_det_Mc2_hat - log_det Mcl_hat + 2*log(pi2_hat) -
2*log(pil_hat)

# A, b, c

Am <- inv_Mcl1_hat - inv_Mc2_hat

bm <- -2 * (inv_Mc1l_hat %*% mul_hat - inv_Mc2_hat %*% mu2_hat)
clm <- t(mul_hat) %*% inv_Mcl_hat %*% mul_hat

c2m <- t(mu2_hat) %*% inv_Mc2_hat %*% mu2_hat

cm <- clm - c2m - Cm

# Funcion cuadrdtica
f _quadratic <- function(x1, x2, A, b, c) {
A[1,1]*x172 + A[2,2]*x272 + (A[1,2] + A[2,1])*x1*x2 +
b[1]*x1 + b[2]*x2 + c
}

# Crear malla muestral

x1_seq <- seq(min(muestratrain$xl) - 1, max(muestratrain$xl) +
1, length = 300)

x2_seq <- seq(min(muestratrain$x2) - 1, max(muestratrain$x2) +
1, length = 300)

zm <- outer(xl_seq, x2_seq,Vectorize(function(x1l, x2)
f_quadratic(x1, x2, Am, bm, cm)))

# Crear malla poblacional
zp <- outer(xl_seq, x2_seq, Vectorize(function(xl, x2)
f_quadratic(xl, x2, Ap, bp, cp)))

#Representar lLa frontera muestral
contour(xl_seq, x2_seq, zm, add= TRUE, levels
FALSE, col = "green", lw=2)

0, drawlabels

#Representar La frontera poblacional
contour(x1l_seq, x2_seq, zp, add= TRUE, levels
FALSE, col= "black", lw=2)

0, drawlabels

# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()

#Error clasificador muestral

# Tasa de error de entrenamiento
ntrain <- nrow(muestratrain)
te <- 0

for (i in 1:ntrain) {
Xx_1i <- c(muestratrain$x1[i], muestratrain$x2[i])
clase_real <- muestratrain$clase[i]

clase predicha <- qda_clasifica(x_i, mul_hat, mu2_hat,
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Mcl hat, Mc2_hat, pil_hat, pi2_hat)

if (clase_predicha != clase_real) {
te <- te + 1

}
}

tentrenamiento <- te / ntrain; tentrenamiento;

#Tasa de error de prueba
tp <- ©
ntest <- nrow(muestratest)

for (i in 1:ntest) {
X_1 <- c(muestratest$x1[i], muestratest$x2[i])
clase real <- muestratest$clase[i]

clase predicha <- qda_clasifica(x_i, mul_hat, mu2_hat,
Mcl _hat, Mc2_hat, pil_hat, pi2_hat)

if (clase_predicha != clase_real) {
tp <- tp + 1
}
}

tprueba <- tp / ntest;tprueba;

#Error clasificador poblacional

#Tasa de error de prueba
tp <- ©
ntest <- nrow(muestratest)

for (i in 1l:ntest) {
x_1 <- c(muestratest$x1[i], muestratest$x2[i])
clase _real <- muestratest$clase[i]

clase_predicha <- qda_clasifica(x_i, mul, mu2, Mcl, Mc2, pil,
pi2)

if (clase_predicha != clase_real) {
tp <- tp + 1
}
}

tprueba <- tp / ntest;tprueba;

#Ejemplos funciones de R para analisis discriminante

# Generar datos de ejemplo
set.seed(42)
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n <- 100

# Vectores de medias

mul <- c(1, 2)

mu2 <- c(5, 6)

mu3 <- c(9, 2)

# Matrices de covarianzas

Mcl <- matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2)
Mc2 <- matrix(c(2, 1, 1, 2), nrow = 2)

Mc3 <- matrix(c(0.5,0.25,0.25,0.5), nrow = 2)

# Datos de ejemplo

# Tomar una muestra aleatoria simple de 860 individuos
n_total <- 800

clases <- sample(c(l, 2, 3), size = n_total, replace = TRUE,
prob = c(0.4, 0.3, 0.3))

N
~

valores <- matrix(NA, nrow = n_total, ncol =
valores[clases == 1, ] <- mvrnorm(sum(clases
valores[clases == 2, ] <- mvrnorm(sum(clases
valores[clases == 3, ] <- mvrnorm(sum(clases

1), mul, Mcl)
2), mu2, Mc2)
3), mu3, Mc3)

# Crear data.frame

muestra <- data.frame(xl = valores[,1], x2 = valores[,2], clase

= factor(clases))

# Tomar 600 para entrenamiento y 200 para test
muestratrain <- muestra[1:600, ]

muestratest <- muestra[601:800, ]

#Ajuste de Los modelos

# Ajustar el modelo LDA

modelo lda <- lda(clase ~ x1 + x2, data = muestratrain)
# Ajustar el modelo QDA
modelo_qgda <- qda(clase ~ x1 + x2, data = muestratrain)

# Ajustar modelo no parametrico
modelo NP <- ksvm(clase ~ x1 + x2, data
"rbfdot™")

muestratrain, kernel

#Representacion grafica de las fronteras de decision

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plot5.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,
bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =

"default")
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#Modelo Llda
# Grdfico con las fronteras de decision
# Colores para las clases
colores <- c("blue", "red", "green")
plot(muestratrain$xl, muestratrain$x2, col =
colores[muestratrain$clase], pch = 19,

xlab = "X1", ylab = "X2")

# Crear una malla de puntos (rejilla)

x1 _range <- seq(min(muestratrain$xl) - 1, max(muestratrain$xl) +
1, length = 200)

x2_range <- seq(min(muestratrain$x2) - 1, max(muestratrain$x2) +
1, length = 200)

grid <- expand.grid(xl = x1_range, x2 = X2_range)

# Predecir Lla clase para cada punto de la rejilla
pred <- predict(modelo_lda, newdata = grid)$class

# Convertir las predicciones en matriz para graficar con contour
z <- matrix(as.numeric(pred), nrow = length(x1l_range), byrow =
FALSE)

# Dibujar fronteras con contour (niveles entre clases)
contour(xl_range, x2_range, z, levels = c(1.5, 2.5), add = TRUE,
drawlabels = FALSE, 1lwd = 2, col = "black")

legend("topright", legend = c("Clase 1", "Clase 2", "Clase 3"),
col = c("blue","red","green"), pch = 19)

# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()

#Modelo qgda

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plot6.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,
bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =

"default")

# Grdfico con las fronteras de decision
# Colores para las clases
colores <- c("blue", "red", "green")
plot(muestratrain$xl, muestratrain$x2, col =
colores[muestratrain$clase], pch = 19,

xlab = "X1", ylab = "X2")
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# Generar una cuadricula para el espacio de las variables
grid <- expand.grid(

x1 = seq(min(muestratrain$xl), max(muestratrain$xl),
length.out = 100),

x2 = seq(min(muestratrain$x2), max(muestratrain$x2),
length.out = 100)

)

# Predicciones para lLa cuadricula
pred grid <- predict(modelo _gda, grid)

# Transformar las clases predichas a valores numéricos
z <- as.numeric(pred_grid$class)

# Crear una matriz de las clases para la cuadricula
z_matrix <- matrix(z, nrow = 100, byrow = FALSE)

# Dibujar las fronteras de decision para todas las clases
contour(

X = unique(grid$x1l), y

z = z_matrix,

levels = c¢(1.5, 2.5), # Niveles donde cambian las clases
(entre A-B y B-C)

add = TRUE, drawlabels
)

legend("topright", legend = c("Clase 1", "Clase 2", "Clase 3"),
col = c("blue","red","green"), pch = 19)

unique(grid$x2),

FALSE, col = "black"

# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()

#Modelo no parametrico

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plot7.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,
bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =

"default")

# Grdfico con las fronteras de decision
# Colores para las clases
colores <- c("blue", "red", "green")
plot(muestratrain$xl, muestratrain$x2, col =
colores[muestratrain$clase], pch = 19,

xlab = "X1", ylab = "X2")

# Crear grid
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x1_seq <- seq(min(muestratrain$xl) - 1, max(muestratrain$xl) +
1, length.out = 300)

x2_seq <- seq(min(muestratrain$x2) - 1, max(muestratrain$x2) +
1, length.out = 300)

grid <- expand.grid(xl = x1_seq, x2 = x2_seq)

# Predecir
grid$pred <- predict(modelo NP, newdata = grid)
grid$pred num <- as.numeric(grid$pred)

# Convertir a matriz correctamente (ojo: byrow = FALSE)
z_matrix <- matrix(grid$pred_num, nrow = length(x1l_seq), byrow =
FALSE)

# Agregar fronteras
contour(xl_seq, x2_seq, z_matrix, levels = c(1.5, 2.5), add =
TRUE, col = "black", lwd = 2)

legend("topright", legend = c("Clase 1", "Clase 2", "Clase 3"),
col = c("blue","red","green"), pch = 19)

# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()

#Tasas de error de prueba

#Modelo Llda

predicciones_lda <- predict(modelo_lda, muestratest)$class
t _prueba <- sum(muestratest$clase !=
predicciones_lda)/length(muestratest$clase)

t_prueba;

#Modelo gda

predicciones qda <- predict(modelo qgda, muestratest)$class
t_prueba <- sum(muestratest$clase !=
predicciones_qda)/length(muestratest$clase)

t_prueba;

#Modelo no parametrico

predicciones NP <- predict(modelo NP, muestratest)
t _prueba <- sum(muestratest$clase !=

predicciones NP)/length(muestratest$clase)
t_prueba;

A.2. Métodos basados en la regresion

En esta seccion se adjunta el codigo R empleadolgaealizacion de todos los
calculos y gréficos del capitulo de métodos basadda regresion.
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#Librerias
library(MASS)
library(mvtnorm)
library(kernlab)
library(ISLR)
library(nnet)
library(imager)

#Regresion Llineal

data(Default)

# Transformar usando ifelse

default <- ifelse(Default[,1] == "Yes", 1, 0)

# Agregar al DataFrame si es necesario

Defaultb <- data.frame(default, Default[,2],
Default[,3],Default[,4])

colnames(Defaultb) <- c("default", "student", "balance",
"income"

# Ajustar La regresion Lineal
modelo lineal <- 1lm(default ~ balance, data = Defaultb)

# Crear una secuencia de valores para X
x_seq <- seq(min(Defaultb$balance), max(Defaultb$balance),
length.out = 100)

# Calcular Llas probabilidades predichas usando el modelo Lineal
predicciones <- predict(modelo_lineal, newdata =
data.frame(balance = x_seq))

# Graficar Los puntos originales y la Linea de regresion

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plot8.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,
bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =

"default")

plot(Defaultb$balance, Defaultb$default,col="orange", pch = 16,
xlab = "X",
ylab = "Probabilidad de Y = 1")
abline(h=1, 1lty=2)
abline(h=0, 1lty=2)

lines(x_seq, predicciones, col = "blue", lwd = 2)
# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()

#Regresion Logistica simple
# Ajustar Lla regresion logistica
modelo_logistico <- glm(default ~ balance, data = Defaultb,
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family = binomial)

# Crear una secuencia de valores para X
x_seq <- seq(min(Defaultb$balance), max(Defaultb$balance),
length.out = 100)

# Calcular Llas probabilidades predichas
predicciones <- predict(modelo logistico, newdata =
data.frame(balance = x_seq), type = "response")

# Graficar Los puntos originales y la curva de prediccion

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plot9.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,
bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =

"default")

plot(Defaultb$balance, Defaultb$default,col="orange", pch = 16,
xlab = "X",
ylab = "Probabilidad de Y = 1")
abline(h=1, 1lty=2)
abline(h=0, 1lty=2)

lines(x_seq, predicciones, col = "blue", lwd = 2)
# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()

#Ejemplos funciones de R para regresion logistica

#Datos regresion lineal y regresion logistica simple multiple
set.seed(129)

# Vectores de medias

mul <- c(3, 2)

mu2 <- c(4, 5)

# Matriz de covarianza comun
Mc <- matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2)

# Tomar una muestra aleatoria simple de 866 1individuos

n_total <- 800

clases <- sample(c(l, 2), size = n_total, replace = TRUE, prob =
c(0.4, 0.6))

valores <- matrix(NA, nrow = n_total, ncol = 2)
valores[clases == 1, ] <- mvrnorm(sum(clases
valores[clases == 2, ] <- mvrnorm(sum(clases

1), mul, Mc)
2), mu2, Mc)

# Crear data.frame
muestra <- data.frame(x1l = valores[,1], x2 = valores[,2], clase
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= factor(clases))

# Tomar 600 para entrenamiento y 200 para test
muestratrainl <- muestra[1:600, ]
muestratestl <- muestra[601:800, ]

#Datos regresion logistica multinomial

# Generar datos de ejemplo

set.seed(42)

n <- 100

# Vectores de medias

mul <- c(1, 2)

mu2 <- c(5, 6)

mu3 <- c(9, 2)

# Matrices de covarianzas

Mcl <- matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), nrow = 2)
Mc2 <- matrix(c(2, 1, 1, 2), nrow = 2)

Mc3 <- matrix(c(0.5,0.25,0.25,0.5), nrow = 2)

# Datos de ejemplo

# Tomar una muestra aleatoria simple de 860 individuos
n_total <- 800

clases <- sample(c(l, 2, 3), size = n_total, replace = TRUE,
prob = c(0.4, 0.3, 0.3))

valores <- matrix(NA, nrow = n_total, ncol =
valores[clases == 1, ] <- mvrnorm(sum(clases
valores[clases == 2, ] <- mvrnorm(sum(clases
valores[clases == 3, ] <- mvrnorm(sum(clases

N
~

1), mul, Mcl)
2), mu2, Mc2)
3), mu3, Mc3)

# Crear data.frame

muestra <- data.frame(xl = valores[,1], x2 = valores[,2], clase

= factor(clases))

# Tomar 600 para entrenamiento y 200 para test
muestratrain2 <- muestra[1:600, ]
muestratest2 <- muestra[601:800, ]

#Ajuste de Los modelos
#Ajuste del modelo de regresion Lineal
modelo _lineal <- 1lm(clase ~ x1 + x2, data = muestratrainl)

#Ajuste del modelo de regresion logistica multiple
modelo logistico <- glm(clase ~ x1 + x2, data = muestratraini,
family = binomial)

#Ajuste del modelo de regresion lLogistica multinomial
modelo _logisticoM <- multinom(clase ~ x1 + x2, data =
muestratrain2)
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#Representacion grafica de la frontera de decision Lineal

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plot1@.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,

bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =
"default")
#Datos1
plot(muestratrainl$xl, muestratrainl$x2,col =
ifelse(muestratrainl$clase == 1, "blue", "red"),pch = 19,

xlab = "X1",ylab = "X2")

# Extraer Llos coeficientes de la regresion Lineal
coef_lineal <- coef(modelo_lineal)

# Crear una malla de puntos para predecir La frontera de
decision

x1 grid <- seq(min(muestratrainl$xl), max(muestratrainl$xl),
length.out = 100)

x2_grid <- seq(min(muestratrainl$x2), max(muestratrainl$x2),
length.out = 100)

# Predecir probabilidades con el modelo Lineal para La malla de
puntos

grid <- expand.grid(xl = x1_grid, x2 = x2_grid)

prob_lineal <- predict(modelo_lineal, newdata = grid, type =
"response")

# Anadir la frontera de decision de lLa regresion Lineal
contour(xl_grid, x2_grid, matrix(prob_lineal, nrow = 1090),
levels = 0.5, add = TRUE, col = "black", 1lwd = 2)

# Agregar la leyenda
legend(6.4,4,1egend = c("Clase 1", "Clase 2"), col = c("blue",
"red"),pch = 19)

# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()

#Representacion grafica de la frontera de decision logistica

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plotll.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,
bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =

"default")

#Modelo de regresion logistica multiple

plot(muestratrainl$xl, muestratrainl$x2,col =
ifelse(muestratrainl$clase == 1, "blue", "red"),pch = 19,
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xlab = "X1",ylab = "X2")

# Extraer los coeficientes de la regresion logistica
coef logistico <- coef(modelo logistico)

# Crear una malla de puntos para predecir La frontera de
decision

x1 grid <- seq(min(muestratrainl$xl), max(muestratrainl$xl),
length.out = 100)

x2_grid <- seq(min(muestratrainl$x2), max(muestratrainl$x2),
length.out = 100)

# Predecir probabilidades con el modelo logistico para La malla
de puntos

grid <- expand.grid(xl = x1_grid, x2 = x2_grid)

prob_logistico <- predict(modelo_logistico, newdata = grid, type
= "response")

# Anadir la frontera de decision de la regresion logistica
contour(x1l_grid, x2_grid, matrix(prob_logistico, nrow = 100),
levels = 0.5, add = TRUE, col = "black", lwd = 2)

# Agregar Lla Lleyenda
legend("bottomright",legend = c("Clase 1", "Clase 2"), col =
c("blue", "red"),pch = 19)

# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()

#Ecuaciuon de las fronteras de decision lineal y logistica
# Regresion Lineal

pendiente_lineal <- -coef_lineal["x1"] / coef_lineal["x2"]
intercepto_lineal <- (0.5 - coef_lineal["(Intercept)"]) /

coef_lineal["x2"]

# Regresion logistica

pendiente_logistico <- -coef_logistico["x1"] /

coef logistico["x2"]

intercepto_logistico <- -coef_logistico["(Intercept)"] /
coef logistico["x2"]

#Modelo de regresion logistica multinomial

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plotl2.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,
bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =

"default")
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#Modelo de regresion logistica multinomial
# Colores para las clases
colores <- c("blue", "red", "green")
plot(muestratrain2$xl, muestratrain2$x2, col =
colores[muestratrain2$clase], pch = 19,

xlab = "X1", ylab = "X2")

# Graficar Llas fronteras de decision

x1 seq <- seq(min(muestratrain2$xl), max(muestratrain2$x1l),
length = 100)

x2_seq <- seq(min(muestratrain2$x2), max(muestratrain2$x2),
length = 100)

grid <- expand.grid(xl = x1_seq, x2 = x2_seq)

pred_grid <- predict(modelo_logisticoM, newdata = grid, type =
"class")

# Anadir las lineas de frontera
contour(xl_seq, x2_seq, matrix(as.numeric(pred_grid),
length(x1_seq), length(x2_seq)),

add = TRUE, levels = 1:3, drawlabels = FALSE, 1ty =1,
col = "black")
legend("topright", legend = c("Clase 1", "Clase 2", "Clase 3"),
col = c("blue","red","green"), pch = 19)

# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()

#Predicciones

#Modelo de regresion Llineal, esta no tendria sentido
probabilidades mayores que 1

predicciones_lineal <- predict(modelo_lineal, muestratestl)

# Clasificacion: prob > 0.5 = clase 2, si no = clase 1
predicciones lineal clase <- ifelse(predicciones _lineal > 0.5,
2, 1)

t_prueba <- sum(muestratestl$clase !=
round(predicciones_lineal clase))/length(muestratestl$clase)
t_prueba;

#Modelo de regresion logistica multiple

predicciones_logistico <- predict(modelo_logistico,
muestratestl, type = "response")

# Clasificacion: prob > 0.5 = clase 2, si no = clase 1
predicciones_logistico_clase <- ifelse(predicciones_logistico >
0.5, 2, 1)

t_prueba <- sum(muestratestil$clase !=

predicciones_logistico _clase)/length(muestratestl$clase)
t_prueba;
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#Modelo de regresion logistica multinomial
predicciones_logisticoM <- predict(modelo_logisticoM,
muestratest2)

t _prueba <- sum(muestratest2$clase !=
predicciones_logisticoM)/length(muestratest2$clase)
t_prueba;

A.3. Ejemplo de clasificacion de digitos manuscrito

En esta seccidn se adjunta el codigo R empleadol@agealizacion de todos los
calculos y gréficos del capitulo de clasificaci@digitos manuscritos.

#Librerias
library(MASS)
library(kernlab)
library(nnet)
library(imager)

#Representacion de un numero del conjunto de datos de prueba

# Funcion para cargar imagenes
cargar_datos <- function(ruta) {
data <- read.table(ruta, sep = "", strip.white = TRUE)
etiquetas <- data[, 1]
pixeles <- as.matrix(data[, 2:257])
data.frame(label = etiquetas, pixeles)

}

# Rutas a tus archivos
train_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.train.train"
test_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.test.test"

# Cargar conjuntos

train <- cargar_datos(train_path)

test <- cargar_datos(test_path)

# Seleccionar una observacion de test (por ejemplo, la 121)
fila <- 121

vector <- as.numeric(test[fila, -1])

vector <- vector*(-1)#Invertir colores para lLa representacion
etiqueta_real <- test[fila, 1]

# Mostrar imagen

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plotl13.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,
bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =

"default")

img <- as.cimg(vector)
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plot(img, main = paste("Etiqueta real:", etiqueta_real))

# Cerrar el dispositivo grdfico
dev.off()

#Precision de lLos distintos metodos de clasificacion

#LDA
#Entrenar el modelo lda
lda_model <- lda(label ~ ., data = train)

#Probar el modelo en el conjunto de entrenamiento
lda_pred <- predict(lda_model, train[, -1])%class
1 - mean(lda_pred == train$label); # Precision

#Probar el modelo en el conjunto de test
lda_pred <- predict(lda_model, test[, -1])%class
1 - mean(lda_pred == test$label); # Precision

#RLM
#Entrenar el modelo RLM

log model <- multinom(label ~ ., data = train, MaxNWts = 10000,

trace = FALSE)

#Probar el modelo en el conjunto de entrenamiento
log pred <- predict(log model, train[, -1])
1 - mean(log_pred == train$label); # Precision

#Probar el modelo en el conjunto de test
log pred <- predict(log model, test[, -1])
1 - mean(log _pred == test$label); # Precision

#KSVM
# Funcion para cargar lLos datos especial para KSVM
cargar_datos <- function(ruta) {
data <- read.table(ruta, sep = "", strip.white = TRUE)
etiquetas <- data[, 1]
pixeles <- as.matrix(data[, 2:257])
data.frame(label = as.factor(etiquetas), pixeles)

}

# Rutas a tus archivos
train_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.train.train"
test_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.test.test"

# Cargar conjuntos

train <- cargar_datos(train_path)

test <- cargar_datos(test path)

# Entrenar modelo SVM con kernel radial

svm_model <- ksvm(label ~ ., data = train, kernel = "rbfdot", C

= 1)#kernel radial (gaussiano)
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#opcion comun para problemas de clasificacion no Lineal como
digitos escritos a mano

# Probar el modelo en el conjunto de entrenamiento
svm_pred <- predict(svm_model, train[, -1])

# Calcular precision

1 - mean(svm_pred == train$label);

# Probar el modelo en el conjunto de test
svm_pred <- predict(svm_model, test[, -1])
# Calcular precision

1 - mean(svm_pred == test$label);

#Medicion de tiempos con datos completos

#LDA
# Medir tiempo total de carga, entrenamiento y prediccion
tiempo <- system.time({
# Funcion para cargar Llos datos
cargar_datos <- function(ruta) {
data <- read.table(ruta, sep = "", strip.white = TRUE)
etiquetas <- data[, 1]
pixeles <- as.matrix(data[, 2:257])
data.frame(label = etiquetas, pixeles)

}

# Rutas a tus archivos
train_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.train.train"
test_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.test.test"

# Cargar conjuntos
train <- cargar_datos(train_path)
test <- cargar_datos(test _path)

#Entrenar el modelo Llda
lda_model <- lda(label ~ ., data = train)

#Probar el modelo en el conjunto de entrenamiento
lda_pred <- predict(lda_model, train[, -1])%class
1 - mean(lda_pred == train$label); # Precision

#Probar el modelo en el conjunto de test
lda_pred <- predict(lda_model, test[, -1])%class
1 - mean(lda_pred == test$label); # Precision

1)

# Mostrar tiempo
print(tiempo);

#KSVM
# Medir tiempo total de carga, entrenamiento y prediccion
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tiempo <- system.time({
# Funcion para cargar Llos datos
cargar_datos <- function(ruta) {
data <- read.table(ruta, sep = "", strip.white = TRUE)
etiquetas <- data[, 1]
pixeles <- as.matrix(data[, 2:257])
data.frame(label = as.factor(etiquetas), pixeles)

}

# Rutas Llocales a tus archivos
train_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.train.train"
test_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.test.test"

# Cargar conjuntos de datos
train <- cargar_datos(train_path)
test <- cargar_datos(test _path)

# Entrenar modelo SVM con kernel radial

svm_model <- ksvm(label ~ ., data = train, kernel = "rbfdot"
C = 1)#kernel radial (gaussiano)

#opcion comun para problemas de clasificacion no Lineal como
digitos escritos a mano

# Probar el modelo en el conjunto de entrenamiento
svm_pred <- predict(svm_model, train[, -1])

# Calcular precision

1 - mean(svm_pred == train$label);

# Probar el modelo en el conjunto de test
svm_pred <- predict(svm_model, test[, -1])
# Calcular precision

1 - mean(svm_pred == test$label);

1)

# Mostrar tiempo
print(tiempo);

#RLM
# Medir tiempo total de carga, entrenamiento y prediccion
tiempo <- system.time({
# Funcion para cargar Llos datos
cargar_datos <- function(ruta) {
data <- read.table(ruta, sep = "", strip.white = TRUE)
etiquetas <- data[, 1]
pixeles <- as.matrix(data[, 2:257])
data.frame(label = etiquetas, pixeles)

}

# Rutas a tus archivos
train_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.train.train"

J
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test_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.test.test"

# Cargar conjuntos
train <- cargar_datos(train_path)
test <- cargar_datos(test _path)

#Entrenar el modelo RLM
log model <- multinom(label ~ ., data = train, MaxNWts =
10000, trace = FALSE)

#Probar el modelo en el conjunto de entrenamiento
log pred <- predict(log _model, train[, -1])
1 - mean(log_pred == train$label); # Precision

#Probar el modelo en el conjunto de test
log pred <- predict(log model, test[, -1])
1 - mean(log _pred == test$label); # Precision

})

# Mostrar tiempo
print(tiempo);

#Clasificacion de digitos manuscritos usando PCA

#LDA
# Medir tiempo total de carga, entrenamiento y prediccion
tiempo <- system.time({
# Funcion para cargar Llos datos
cargar_datos <- function(ruta) {
data <- read.table(ruta, sep = "", strip.white = TRUE)
etiquetas <- data[, 1]
pixeles <- as.matrix(data[, 2:257])
data.frame(label = etiquetas, pixeles)

}

# Rutas a los archivos
train_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.train.train"
test_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.test.test"

# Cargar Llos datos
train <- cargar_datos(train_path)
test <- cargar_datos(test _path)

# Separar etiquetas y caracteristicas
etiquetas_train <- train$label
etiquetas _test <- test$label

x_train <- train[, -1]

x_test <- test[, -1]

# Aplicar PCA sobre Los datos de entrenamiento
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pca <- prcomp(x_train, center = TRUE, scale. = TRUE)

# Determinar cudntos componentes explican el 95% de lLa
varianza

varianza_explicada <- summary(pca)$importance[3, ]

num_componentes <- which(cumsum(pca$sdev”2 / sum(pca$sdev”2))
>= 0.95)[1]

# Transformar datos
x_train_pca <- as.data.frame(pca$x[, 1l:num_componentes])
X_train_pca$label <- etiquetas_train

# Transformar test con Los mismos componentes

x_test_pca <- as.data.frame(predict(pca, newdata = x_test)[,
1:num_componentes])

x_test _pca$label <- etiquetas_test

# Entrenar modelo LDA con datos reducidos
lda_model <- lda(label ~ ., data = x_train_pca)

# Predecir y calcular precision en el conjunto de
entrenamiento

lda_pred <- predict(lda_model, x_train_pca[, -
ncol(x_train_pca)])$class

print(1 - mean(lda_pred == etiquetas_train));

# Predecir y calcular precision en el conjunto de test
lda_pred <- predict(lda_model, x_ test pca[, -
ncol(x_test_pca)])$class
print(1 - mean(lda_pred == etiquetas_test));
})

# Mostrar tiempo
print(tiempo);

#KSVM
# Medir tiempo total de carga, entrenamiento y prediccion
tiempo <- system.time({
# Funcion para cargar Llos datos
cargar_datos <- function(ruta) {
data <- read.table(ruta, sep = "", strip.white = TRUE)
etiquetas <- data[, 1]
pixeles <- as.matrix(data[, 2:257])
data.frame(label = as.factor(etiquetas), pixeles)

}

# Rutas a Llos archivos
train_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.train.train"
test_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.test.test"

# Cargar Llos datos
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train <- cargar_datos(train_path)
test <- cargar_datos(test_path)

# Separar etiquetas y caracteristicas
etiquetas_train <- train$label
etiquetas _test <- test$label

x_train <- train[, -1]

x_test <- test[, -1]

# Aplicar PCA sobre lLos datos de entrenamiento
pca <- prcomp(x_train, center = TRUE, scale. = TRUE)

# Determinar cudntos componentes explican el 95% de Lla
varianza
varianza_explicada <- summary(pca)$importance[3, ]

num_componentes <- which(cumsum(pca$sdev”*2 / sum(pca$sdev”2))

>= 0.95)[1]

# Transformar datos

x_train_pca <- as.data.frame(pca$x[, 1:num_componentes])

x_train_pca$label <- etiquetas_train

# Transformar test con Los mismos componentes

x_test_pca <- as.data.frame(predict(pca, newdata = x_test)[,

1:num_componentes])
x_test _pca$label <- etiquetas_test

# Entrenar modelo SVM con kernel radial

svm_model <- ksvm(label ~ ., data = x_train_pca, kernel
"rbfdot", C = 1)#kernel radial (gaussiano)

#opcion comun para problemas de clasificacion no Lineal
digitos escritos a mano

# Predecir y calcular precision en el conjunto de
entrenamiento

svm_pred <- predict(svm_model, x_train_pca[, -
ncol(x_train_pca)])

print(1 - mean(svm_pred == etiquetas_train));

# Predecir y calcular precision en el conjunto de test

svm_pred <- predict(svm_model, x_test_pca[, -
ncol(x_test _pca)])

print(1 - mean(svm_pred == etiquetas_test));

1)

# Mostrar tiempo
print(tiempo);

#RLM
# Medir tiempo total de carga, entrenamiento y prediccion
tiempo <- system.time({

como
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# Funcion para cargar Llos datos
cargar_datos <- function(ruta) {
data <- read.table(ruta, sep = "", strip.white = TRUE)
etiquetas <- data[, 1]
pixeles <- as.matrix(data[, 2:257])
data.frame(label = etiquetas, pixeles)

}

# Rutas a Llos archivos
train_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.train.train"
test_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.test.test"

# Cargar los datos
train <- cargar_datos(train_path)
test <- cargar_datos(test_path)

# Separar etiquetas y caracteristicas
etiquetas_train <- train$label
etiquetas_test <- test$label

x_train <- train[, -1]

x_test «<- test[, -1]

# Aplicar PCA sobre lLos datos de entrenamiento
pca <- prcomp(x_train, center = TRUE, scale. = TRUE)

# Determinar cudntos componentes explican el 95% de lLa
varianza

varianza_explicada <- summary(pca)$importance[3, ]

num_componentes <- which(cumsum(pca$sdev”*2 / sum(pca$sdev”2))
>= 0.95)[1]

# Transformar datos
x_train_pca <- as.data.frame(pca$x[, 1l:num_componentes])
Xx_train_pca$label <- etiquetas_train

# Transformar test con Los mismos componentes

x_test_pca <- as.data.frame(predict(pca, newdata = x_test)[,
1:num_componentes])

x_test_pca$label <- etiquetas_test

# Entrenar modelo RLM con datos reducidos
log model <- multinom(label ~ ., data = x_train_pca, MaxNWts =
10000, trace = FALSE)

# Predecir y calcular precision en el conjunto de
entrenamiento

log pred <- predict(log model, x_train_pca[, -
ncol(x_train_pca)])

print(1 - mean(log _pred == etiquetas_train));
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# Predecir y calcular precision en el conjunto de prueba
log pred <- predict(log model, x_ test pca[, -
ncol(x_test pca)])
print(1 - mean(log_pred == etiquetas_test));
})

# Mostrar tiempo
print(tiempo);

#Clasificacion de digitos manuscritos usando una tecnica propia

#Representacion grafica de los digitos binarizados
#Cargamos Los datos sin simplificar, solo con el paso a blanco y
negro
# Funcion para cargar y binamizar pixeles
cargar_datos <- function(ruta) {
data <- read.table(ruta, sep = "", strip.white = TRUE)
etiquetas <- data[, 1]
pixeles <- as.matrix(data[, 2:257])

# Binarizar: <0 -> 0, >0 -> 1
binarios <- ifelse(pixeles <= 0, 0, 1)

data.frame(label = etiquetas, binarios)

}

# Rutas a tus archivos
train_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.train.train"
test_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.test.test"

# Cargar conjuntos
train <- cargar_datos(train_path)
test <- cargar_datos(test _path)

#Representacion grafica

# Seleccionar una observacion de test (por ejemplo, la 121)
fila <- 121

vector <- as.numeric(test[fila, -1])

#Invertir pixeles para representacion

vector <- vector*(-1)

etiqueta_real <- test[fila, 1]

# Mostrar imagen

# Abrir el dispositivo grdfico PNG

png(filename = "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/Plots/Plotl4.png",
width = 480, height = 480, units = "px", pointsize = 12,

bg = "white", res = NA, family = "", restoreConsole = TRUE,
type = "cairo-png", antialias = "default", symbolfamily =
"default")

img <- as.cimg(vector)
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plot(img, main = paste("Etiqueta real:", etiqueta_real))

# Cerrar el dispositivo grdfico

dev.

#LDA

off()

# Medir tiempo total de carga, entrenamiento y prediccion
tiempo <- system.time({

# Funcion para cargar y simplificar Llos datos
simplificar_datos <- function(ruta) {

# Cargar Llos datos

data <- read.table(ruta, sep = "", strip.white = TRUE)
etiquetas <- data[, 1]

pixeles <- as.matrix(data[, 2:257])

# Binarizar: <0 -> 0, >0 -> 1
binarios <- ifelse(pixeles <= 0, 0, 1)

# Funcion para contar secuencias de 1's en una fila o

columna

contar_secuencias <- function(v) {
rle_vec <- rle(v == 1)
sum(rle_vec$values)

}

# Para cada imagen, contar secuencias de unos por fila y

columna

extraer_caracteristicas <- function(imagen) {
matriz <- matrix(imagen, nrow = 16, byrow = TRUE)
filas <- apply(matriz, 1, contar_secuencias)
columnas <- apply(matriz, 2, contar_secuencias)
c(filas, columnas)

}

# Aplicar a todas las filas
caracteristicas <- t(apply(binarios, 1,

extraer_caracteristicas))

}

# Crear data frame final

df final <- data.frame(label = etiquetas, caracteristicas)
names (df_final)[-1] <- paste@("seq ", 1:32)
return(df_final)

# Rutas a tus archivos

train_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.train.train'

test_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.test.test"

# Procesar los datos
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train <- simplificar_datos(train_path)
test <- simplificar_datos(test_path)

# Entrenar modelo LDA con los datos simplificados
lda_model <- lda(label ~ ., data = train)

# Predecir sobre el conjunto de entrenamiento
lda_pred <- predict(lda_model, train[, -1])%$class

# Evaluar precision
print(1 - mean(lda_pred == train$label));

# Predecir sobre el conjunto de test
lda_pred <- predict(lda_model, test[, -1])%class

# Evaluar precision
print(1 - mean(lda_pred == test$label));
})

# Mostrar tiempo
print(tiempo);

#KSVM
# Medir tiempo total de carga, entrenamiento y prediccion
tiempo <- system.time({

# Funcion para cargar y simplificar Los datos
simplificar_datos <- function(ruta) {
# Cargar los datos
data <- read.table(ruta, sep = "", strip.white = TRUE)
etiquetas <- data[, 1]
pixeles <- as.matrix(data[, 2:257])

# Binarizar: <0 -> 0, >0 -> 1
binarios <- ifelse(pixeles <= 0, 0, 1)

# Funcion para contar secuencias de 1's en una fila o
columna
contar_secuencias <- function(v) {
rle vec <- rle(v == 1)
sum(rle_vec$values)

}

# Para cada imagen, contar secuencias de unos por fila y
columna
extraer_caracteristicas <- function(imagen) {
matriz <- matrix(imagen, nrow = 16, byrow = TRUE)
filas <- apply(matriz, 1, contar_secuencias)
columnas <- apply(matriz, 2, contar_secuencias)
c(filas, columnas)
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}

# Aplicar a todas las filas
caracteristicas <- t(apply(binarios, 1,

extraer_caracteristicas))

# Crear data frame final
df_final <- data.frame(label = as.factor(etiquetas),

caracteristicas)

C

names (df_final)[-1] <- paste@("seq ", 1:32)
return(df_final)
}

# Rutas a tus archivos
train_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.train.train"
test_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.test.test"

# Procesar los datos
train <- simplificar_datos(train_path)
test <- simplificar_datos(test_path)

# Entrenar modelo SVM con kernel radial

svm_model <- ksvm(label ~ ., data = train, kernel = "rbfdot"
= 1)#kernel radial (gaussiano)

#opcion comun para problemas de clasificacion no Lineal como

digitos escritos a mano

1)

#

# Predecir sobre conjunto de entrenamiento
svm_pred <- predict(svm_model, train[, -1])
# Evaluar precision

print(1 - mean(svm_pred == train$label));

# Predecir sobre conjunto de test

svm_pred <- predict(svm_model, test[, -1])
# Evaluar precision

print(1 - mean(svm_pred == test$label));

Mostrar tiempo

print(tiempo);

#RLM

#

Medir tiempo total de carga, entrenamiento y prediccion

tiempo <- system.time({

# Funcion para cargar y simplificar Los datos
simplificar_datos <- function(ruta) {
# Cargar los datos
data <- read.table(ruta, sep = "", strip.white = TRUE)
etiquetas <- data[, 1]
pixeles <- as.matrix(data[, 2:257])

J
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# Binarizar: <0 -> 0, >0 -> 1
binarios <- ifelse(pixeles <= 0, 0, 1)

# Funcion para contar secuencias de 1's en una fila o
columna
contar_secuencias <- function(v) {
rle vec <- rle(v == 1)
sum(rle_vec$values)

}

# Para cada imagen, contar secuencias de unos por fila y
columna
extraer_caracteristicas <- function(imagen) {
matriz <- matrix(imagen, nrow = 16, byrow = TRUE)
filas <- apply(matriz, 1, contar_secuencias)
columnas <- apply(matriz, 2, contar_secuencias)
c(filas, columnas)

}

# Aplicar a todas las filas
caracteristicas <- t(apply(binarios, 1,
extraer_caracteristicas))

# Crear data frame final
df final <- data.frame(label = etiquetas, caracteristicas)
names (df_final)[-1] <- paste@("seq_ ", 1:32)
return(df_final)

}

# Rutas a tus archivos
train_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.train.train"
test_path <- "C:/Users/Usuario/Desktop/TFG/zip.test.test"

# Procesar Los datos
train <- simplificar_datos(train_path)
test <- simplificar_datos(test_path)

# Entrenar modelo RLM con los datos simplificados
log model <- multinom(label ~ ., data = train, MaxNWts =
10000, trace = FALSE)

# Predecir sobre el conjunto de entrenamiento
log pred <- predict(log _model, train[, -1])

# Evaluar precision
print(1 - mean(log _pred == train$label));

# Predecir sobre el conjunto de test
log pred <- predict(log model, test[, -1])
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# Evaluar precision
print(1 - mean(log _pred == test$label));
})

# Mostrar tiempo
print(tiempo);
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