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Resumen

En los métodos de aprendizaje supervisado se suele asumir que la distribucion de los datos
de entrenamiento y test son iguales lo que permite simplificar el desarrollo de los modelos. Sin
embargo, en muchas ocasiones esto no es cierto, lo que puede llevar a malos resultados. Por
este motivo, se han desarrollado metodologias que permiten adaptarse a estos cambios en las
distribuciones.

En concreto, este trabajo se centra en el covariate shift donde las distribuciones marginales de
las instancias son distintas pero las condicionales respecto de las etiquetas permanecen cons-
tantes. Para adaptarse al covariate shift se utiliza un peso, al que se denomina importancia, que
se aplica a las muestras de entrenamiento para intentar corregir la diferencia entre las distribu-
ciones. De forma que, el valor del peso dependera, Unicamente, de coOmo de probable es que
una muestra de entrenamiento pueda aparecer dentro del conjunto de test. El problema es que
para calcularlo de manera exacta es necesario conocer las distribuciones de los datos, lo que en
la practica, no es posible.

Por este motivo, existen diferentes métodos que permiten estimar la importancia. En este
trabajo se profundiza en algunos de los métodos del estado del arte para hacer esta estimacién
como son KDE, obtencion de los pesos usando regresion logistica, KMM, KLIEP, LSIF o uLSIF.
Ademas, también se han implementado todos en Python y con ellos se han realizado multitud
de experimentos usando datos sintéticos.






Abstract

In supervised learning methods, it is usually assumed that the distribution of the training and
test data is the same, which simplifies the development of models. However, in many cases this
is not true, which can lead to bad results. For this reason, methodologies have been developed
to adapt to these changes in the distributions.

Specifically, this work focuses on covariate shift, where the marginal distributions of the ins-
tances are different but the conditional distributions regarding the labels remain constant. To
adapt to covariate shift, a weight, known as importance, is applied to the training samples to try
to correct the difference between the distributions. The value of the weight will depend only on
how likely it is that a training sample could appear in the test set. The problem is that, to calculate
it exactly, it is necessary to know the data distributions, which in practice is not possible.

For this reason, there are different methods to estimate importance. In this work, some state-
of-the-art methods to make this estimation, such as KDE, obtaining weights using logistic re-
gression, KMM, KLIEP, LSIF, and uLSIF are discussed in detail. In addition, all of them have been
implemented in Python, and several experiments have been carried out using synthetic data.
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1. Introduccion

El aprendizaje automatico, también conocido como machine learning, es una rama de la inte-
ligencia artificial que se centra en desarrollar técnicas que permitan a los ordenadores aprender
a partir de unos datos [1].

Dentro de este ambito, existen diversos métodos de aprendizaje con el objetivo de extraer
informacion acerca de los datos pero con diferentes enfoques. Los paradigmas de aprendizaje
se pueden clasificar en [2][1]:

= Aprendizaje supervisado: Tiene el objetivo de encontrar una funcidon que permita asociar
los valores de entrada con sus salidas correspondientes. Para ello, es necesario disponer
de un conjunto de datos de entrenamiento etiquetado, es decir, en donde se tienen las
entradas con sus respectivas salidas. En funcién del tipo de la salida se tienen problemas
de clasificacién (cuando la salida es discreta) o de regresion (si la salida es continua).

= Aprendizaje no supervisado: Tiene el objetivo de extraer informacidn acerca de los da-
tos para encontrar posibles patrones ocultos. Los métodos de aprendizaje no supervisado
utilizan un conjunto de datos no etiquetados.

= Aprendizaje semisupervisado: Tiene el objetivo de intentar mejorar los resultados com-
binando técnicas de aprendizaje supervisado y no supervisado. Como se emplean técnicas
de ambos paradigmas, es necesario disponer de un conjunto de datos etiquetados y de un
conjunto de datos no etiquetados.

= Aprendizaje por refuerzo: Tiene el objetivo de aprender las acciones que debe realizar
un modelo, suponiendo que puede interactuar con el medio en el que se encuentra, ante
distintas situaciones. Por tanto, se pretende encontrar la funcién que permita tomar estas
decisiones para maximizar una recompensa. De esta forma, en el aprendizaje por refuerzo
no es necesario disponer de un conjunto de datos etiquetados ya que el modelo aprende
a partir de la experiencia obtenida al interactuar con su entorno [3].

Este trabajo se centra solamente en el primero de ellos, el aprendizaje supervisado, y mas
concretamente en un problema de clasificacion supervisada. Por tanto, se utiliza un conjunto
de datos etiquetados donde las salidas son discretas y se corresponden con la clase a la que
pertenece cada una de las instancias del conjunto.
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1.1. Aprendizaje supervisado

En el ambito del machine learning y por tanto, también en el aprendizaje supervisado, cuando
se desarrollan modelos se asume que los datos que se utilizan como conjunto de entrenamiento
siguen la misma distribucidon que los de prueba. El problema es que, en las aplicaciones reales,
esto no suele ser cierto por lo que se crea la necesidad de desarrollar técnicas de aprendizaje
que tengan en cuenta estos cambios en las distribuciones y permitan adaptarse a ellos.

A modo de ejemplo se presenta un caso en el que esta suposicién no se cumple. Supongamos
que se quiere desarrollar un modelo para predecir si una persona es mayor de edad o no, es decir
se tienen las clases: 1.Edad <18 y 2.Edad > 18. Si para hacer el entrenamiento se utilizan datos
de una poblacién general pero después se comprueba su funcionamiento en una poblacién ma-
yoritariamente infantil, como las personas que estan en un colegio, la distribucion de las edades
es claramente diferente ya que en un colegio hay una mayor proporcion de nifios y una menor
proporcion de adultos que en la poblacién general. Esta situacion se ilustra en la Figura 1.1 en la
que el circulo azul representa la poblacion general y el rombo amarillo representa la poblacion
infantil.

Entrenamiento

e

L

Y¥WYYY
Y¥Y

Figura 1.1: Ejemplo de conjuntos con distribuciones distintas (idea extraida de [4]).

Es razonable pensar que si no existe conexion alguna entre los datos de entrenamiento y los
de test, no sera posible aprender nada acerca de las muestras de test utilizando las de entrena-
miento. Por este motivo, es necesario asumir alguna relacién entre la distribucidon subyacente de
los datos de entrenamiento y los de test.

Entre las distintas suposiciones que se pueden analizar, este trabajo se centra en una conoci-
da como desplazamiento de covarianzas o covariate shift. El covariate shift se centra en la situa-
cién en la que las distribuciones marginales sobre las instancias son distintas en los conjuntos
de entrenamiento y test, es decir, Py (instancias) # Pi.(instancias), pero las distribuciones
condicionales sobre las etiquetas o clases son constantes, es decir, Py (clases|instancias) =
Pi.(clases|instancias). La idea clave es escoger las muestras de entrenamiento mas signifi-
cativas considerando la importancia de cada una de ellas en la prediccidon de las muestras de
test.
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Antes de profundizar, es necesario definir la notacién utilizada y también algunos conceptos
basicos propios del aprendizaje automatico, que se emplean a lo largo del trabajo y que son
fundamentales para entender correctamente el contexto en el que se encuentra este problema.

En cuanto a la notacidn, se utilizan letras en negrita para denotar vectores v, donde v de-
nota al i-ésimo elemento, y matrices M, donde M, ; representa el elemento de la fila i columna
j. Ademaés, el superindice 7 se utiliza para indicar la trasposicion de estos elementos. Por otra
parte, las variables aleatorias se indican con letrds mayusculas (X, Y, ...) y sus realizaciones con
la letra minUscula correspondiente (x, y, . . .). Las esperanzas matematicas se denotan como [E(X)
o EX. Las normas se representan como || - ||norma, donde el subindice indica la norma correspon-
diente. El soporte de una distribucidon P se expresa como supp(P). Por ultimo, para referirse a
estimaciones o aproximaciones de un pardmetro 8 se emplea 6.

En el aprendizaje supervisado se construyen modelos que obtienen clasificadores, a los que
se denota como f, a partir de los datos para hacer predicciones. Para conseguirlo, se necesita
utilizar un conjunto de datos de entrenamiento para que el modelo pueda obtener el clasificador
y otro de prueba o test para evaluar los resultados:

= Conjunto de muestras de entrenamiento: (Xt i, Vir i)7ir1

+ Las instancias (Xt i) son una muestra independiente e igualmente distribuida con
distribucién de probabilidad P (x).

* Las clases (Yt i) siguen una distribucién condicionada yir i ~ f (y|x = Xt i)-
= Conjunto de muestras de prueba o test: (X i, Ve, i)f;ﬁ

+ Las instancias (Xt i) son una muestra independiente e igualmente distribuida con
distribucién de probabilidad P (x).

* Las clases (yte, i) siguen una distribucion condicionada yie i ~ f (V|X = Xte, i)-

Con estos conjuntos, el objetivo de un problema de clasificacién supervisada es crear un mo-
delo que, con los datos de entrenamiento, obtenga una funcién que permita predecir correcta-
mente las clases del conjunto de prueba a partir de sus instancias. Para evaluar el resultado de
los modelos se utiliza el error de generalizacion (explicado mas adelante en la Seccién 1.1.2) y
dependiendo de la funcion utilizada para hacer las predicciones existen distintos modelos.

1.1.1. Modelos para el aprendizaje de funciones

En el aprendizaje supervisado, se busca una funcién (f) que permita estimar el valor real de
las clases (y) dadas sus instancias (x) [2]. Es decir, se quiere obtener una funcién que:

y =~ f(x;0) (1.1)
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De esta forma, se utilizan los datos de entrenamiento para aprender el valor de los parame-
tros del modelo (9 =(64,0,,. ..,Hb)T €O C [R{b) gue permitan relacionar las instancias con sus
clases.

Se pueden plantear distintos modelos segun la forma de la funcion utilizada. A continuacion,
se explica el modelo de mayor relevancia para este trabajo.

Este es el modelo lineal en los parametros, denominado de esta forma al utilizar una funcién
(f(x;@)) que es lineal en el parametro 8. Para unas funciones fijas y linealmente independientes
de las instancias ({pi(x)}f’:1) Se expresa como:

b
f(x:8) = > 6ipi(x) (12)
i=1

donde p(x) son las funciones base que se utilizan para construir el modelo. Habitualmente, es-
tas funciones son lineales (p(x) = x), polindmicas (p(x) = xP, p € Z) o funciones de tipo nucleo

(p(x) = K(x,x")).

Cuando esta funcién base es lineal, el modelo se conoce como modelo lineal en las entradas
porque, ademas de ser lineal para el parametro (@), es lineal para las entradas (x). Este modelo,
suponiendo que las entradas son x = (x1, X2, . .. ,x,,)T, se expresaria como:

f(x;8) =80+ > 0ix; (1.3)
i=1

Es importante mencionar que estos modelos en casos multidimensionales, en donde las ins-
tancias (x) tienen varias dimensiones, se suelen construir combinando modelos unidimensiona-
les de forma aditiva o multiplicativa.

1.1.2. Error de generalizacion

Para evaluar el funcionamiento de un modelo se minimiza el error esperado que se produce
sobre las muestras de prueba o test, conocido como error de generalizacion [2]. La expresién
matematica de dicho error es la siguiente:

Gen = IE(xte,yte) [€ (Xte, Ytes [ (Xte; 9))] (1.4)

El objetivo del proceso de aprendizaje es encontrar las reglas de clasificacién que minimizan
la esperanza de la funcién de pérdida, es decir, el error de generalizacién. A continuacién se
describe lo que es una funcién de pérdida junto con algunas de las mas utilizadas.
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1.1.3. Funciones de pérdida

Las funciones de pérdida son las que, dada una instancia (x) cuantifican la diferencia que
existe entre las etiquetas reales (y) y las predichas por el modelo (f (x; 8)). Es decir, con ellas se
mide el error que comete un modelo.

Existen numerosas funciones de pérdida en funcién del problema que se esté tratando. A
continuacion se definen las mas comunes.

1.1.3.1. Error cuadratico medio

La funcién de pérdida del error cuadratico medio, también conocida como Mean Squared Error
(MSE), es una de las mas utilizadas en problemas de regresion [5][6]. Esta funcién eleva al cua-
drado la diferencia que existe entre las salidas reales y las predichas. Su expresién es:

buse (X, y, ) = (f (x;8) — y)* (1.5)

1.1.3.2. Error absoluto medio

La funcion de pérdida del error absoluto medio, también conocida como Mean Absolute Error
(MAE), es también una de las mas utilizadas en problemas de regresion [6]. Esta funcidn calcula
el valor absoluto de la diferencia entre las salidas reales y las predichas de forma que se expresa
como:

vae (X, ¥, f) =1f (x;0) — y] (1.6)

1.1.3.3. Funcién de pérdida 0/1

La funcién de pérdida 0/1, también conocida como Zero-One Loss, es una de las mas utilizadas
en problemas de clasificacién [2]. Esta funcion asigna un valor 1 si hay un error al clasificar una
instancia y 0 si no lo hay. Se expresa como:

0 sif(x,0)=y,
Lo (X, ¥, f) = (1.7)
1 en otro caso
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1.1.3.4. Entropia cruzada

La funcion de pérdida de la entropia cruzada, también conocida como Cross Entropy Loss (CE),
es también una de las mas utilizadas en problemas de clasificacion [6]. Esta funcion, de manera
general, para un problema con N clases se expresa como:

N
tce (%, y,f) == ) (yilog (fi (x,8))) (1.8)
i=1

De forma que, si el problema es de clasificacion binaria, es decir, la etiqueta solo puede tomar
dos valores (y € {0,1}), la expresién es:

bce (X, y,f) == [ylog (f (x;8)) + (1 - y)log (1 - f (x;0))] (1.9)

Es importante mencionar que esta funcién de pérdida también se conoce como log loss o
pérdida logaritmica, al utilizar el logaritmo de las probabilidades predichas por el modelo [7].



2. El problema del covariate shift

Dentro del paradigma del aprendizaje supervisado, una suposicidon muy comun es que los
datos de entrenamiento y los de test pertenecen a la misma distribucion. Normalmente, se utiliza
esta suposicién porque permite simplificar el desarrollo de los modelos al evaluar el rendimiento
en unas condiciones bastante mas favorables al permitir estimar las esperanzas en el conjunto
de test con muestras del conjunto de entrenamiento.

El problema es que esta suposicion en la practica no suele ser cierta. Esto hace que los mo-
delos no sean capaces de generalizar bien en otros escenarios. Por este motivo, dentro de este
paradigma existen otras suposiciones como son las siguientes:

= Covariate Shift: Se centra en la situacion en la que las distribuciones marginales en los
conjuntos de entrenamiento y test son distintas (P (x) # Pt (X)) pero en donde las dis-
tribuciones condicionales permanecen constantes (P (y|x) = Pt (y|x)). Es decir, que la
distribucién de las instancias cambia pero la relacion entre las instancias y sus clases es
constante [2] [8].

= Label Shift: Se refiere al escenario donde las distribuciones marginales de las clases cam-
bia entre los conjuntos de entrenamiento y test (P (y) # Pwe(y)) pero las distribuciones
condicionales de las instancias dada la clase permanecen constantes (P (x|y) = Pie(X|y))

(81 [9].

= Concept Drift: Hace referencia a la situacién en donde la distribucion de las instancias
permanece constante pero la relacion entre las instancias y las clases cambia a lo largo
del tiempo. Es decir, si lamamos t; y t; a dos instantes de tiempo diferentes, entonces
Pt (Clases|Instancias) # P, (Clases|Instancias) [10].

A lo largo de este trabajo se profundiza en la primera de ellas, en la suposicion del covariate
shift.

2.1. Adaptacion al covariate shift

El objetivo de cualquier modelo es encontrar el valor del parametro (8) que minimiza el error
de generalizacién (Ecuacién (1.4)). Es decir, se busca resolver el siguiente problema:

e = argemin [E(xte,yte) [‘B (xte: J/te, f (Xte; e))] (21)
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Como el error de generalizacion no es conocido, habitualmente para resolver este problema
se utiliza un método de estimacién conocido como minimizacién del riesgo empirico. El riesgo
empirico es una aproximacion del error de generalizacién donde se aproxima la esperanza del
conjunto de test utilizando el conjunto de datos de entrenamiento [11]:

Ner

Rems (f) = 22 ) €%, ) @22)
ri=1

De forma que si en el problema (Ecuacién (2.1)) se sustituye el error de generalizacién por el
riesgo empirico se podria obtener un valor estimado como:

—~

0 = argmin Remp (f) (2.3)
[

El problema es que, bajo la situacion del covariate shift donde P;, # P, €l estimador que

n—oo

ya que se esta minimizando el error de generalizacién en la distribucién de entrenamiento en

produce no es consistente, es decir, no converge al verdadero valor del parametro (0 £ 9)

lugar de la de test cuando no coinciden. Por este motivo, es necesario modificar el método para
afrontar este problema [2].

2.1.1. Minimizacién del riesgo empirico

El método habitual para resolver el problema de optimizacién (Ecuacion (2.1)) es la minimiza-
cion del riesgo empirico, también conocida como Empirical Risk Minimization (ERM).

En la situacién que se suele utilizar en donde las distribuciones de entrenamiento y test son
iguales (P« (x, y) = Pte(X, y)), es decir, cuando no nos encontramos en covariate shift, el ERM se
define como [2]:

ERM = rr}in Gen

= min [EPte(XIEsytE) [‘g (Xte, yter f)]
f (2.4)

© Asumiendo que: P = Pye
- rnfin IEPU(Xtr:J/tr) [8 (Xtr, }/tr’ f)]
Se puede obtener una aproximacion para este valor si se utilizan las muestras etiquetadas que

estan disponibles durante el entrenamiento. De esta forma, se puede sustituir en la Ecuacion (2.4)
las esperanzas por medias muestrales llegando a lo siguiente:

- i 1 Ntr
ERM = rr}m [n—tr ; 4 (Xtr’i,ytr,i,f)] (2.5)
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Por otra parte, como la funcién f es de la forma f (x; 8), es decir, reglas de clasificacion para-
métricas, también se puede obtener el valor estimado del parametro (9) gue minimiza el riesgo
empirico. La expresidn que permite calcularlo es la siguiente:

Ocry = argmin
0

1 Ntr
e ; € (X iy Yeois f (Xer s 9))] (2.6)

El problema es que estos estimadores (ERM y GERM) solo son consistentes silas distribuciones
de entrenamiento y test coinciden ya que, de no ser asi, el Ultimo paso realizado en la Ecuacion
(2.4) no se verificaria que Pty = Pge.

Por este motivo, existen técnicas que permiten ajustar el ERM para que se tengan en cuenta
las diferencias entre las distribuciones de los conjuntos.

2.1.2. Minimizacion del riesgo empirico ponderado por importancia

La minimizacion del riesgo empirico ponderado por importancia, también conocida como Im-
portance Weighted Empirical Risk Minimization (IWERM), es una variante de ERM (Seccién 2.1.1) que
tiene en cuenta las diferencias entre las distribuciones de los datos de entrenamiento y los de
test.

Para hacerlo este método minimiza el error de generalizacién, al igual que ERM, pero se supo-
ne que las distribuciones marginales de ambos conjuntos son diferentes (P (X) # Pte(X)) pero
las condicionales son iguales (P (y|x) = Pt (y|X)). De esta forma, el riesgo empirico ponderado
por importancia, bajo la suposicién del covariate shift, se define como [12]:

IWERM = rr}in Gen

= rr}jn [EPte(Xte;}/tG) ['g (Xte; Yte: f)]

Ptr (Xtr, Yir)
Ptr (X, ytr)
O Asumiendo que: supp(Pre(Xte)) € supp(Per(Xir))

7Pte (Xtr, )/tr) ]
———— € (Xtr, Ytr,
| Per (Xtr, Yir) (X Ve f)

EPte (Xtr) Pte (}/trlxtr) ]

€ (Xtr, Yir
_Ptr (Xtr) Ptr (ytrlxtr) ( Ve f)
O Bajo covariate shift: Pre (y|X) = Per(y|X)

, EPte(Xtr) ]
=minkE —— 0 (X¢r, Virs
i Per (Xer, Yer) _ Ptr (Xtr) ( trs Ytr f)

4 (Xte’ Ytes f)]

= n}ln [EPre(Xte;Yte)

. (2.7)
= n}ln [Eprr (Xtr. Ytr)

= rr}-ln lEPtr(xtryJ/tr)




2. El problema del covariate shift

Es posible obtener una estimacion del IWERM utilizando las muestras. Para ello, se sustituyen
las esperanzas por las medias muestrales de forma que se puede obtener una aproximacion del
IWERM (m) con la siguiente expresion:

1T &P :
1N P g e o ) (2.8)

IWERM = min
fo N = Per(Xtr 1)

En el problema de optimizacién (2.8) aparece el término conocido como importancia que se
Pte(x)

expresa como w(x) = Puto Y aue sera de especial interés en este trabajo.

Por otra parte, al igual que ocurria en el ERM, en lugar de obtener este valor se puede calcu-

lar un valor estimado para el parametro (0) gue minimiza el riesgo empirico ponderado. Para
hacerlo, se considera la siguiente expresion:

Ntr

1 Pte(xtr i)
Polxe £ Koo Yoo f (X0 2.9
Ner ; Per (Xt i) (Xt Voo f (X7 )) (2.9)

eIWERM = argmin
/]

Es importante mencionar que, aunque IWERM permite generar una estimacién bajo la supo-
sicion del covariate shift, los estimadores que se producen (Ecuaciones (2.8) y (2.9)) pueden ser
inestables. Esto se debe a que el peso de la importancia puede ser muy grande si el valor de la
probabilidad de la muestra de test es mucho mayor que el de la muestra de entrenamiento, o
muy pequefio si ocurre justo lo contrario. El problema se produce cuando la importancia es muy
grande, ya que puede hacer que el resultado solo dependa de unas pocas muestras.

Por este motivo, existen algunas variantes del IWERM, que se analizaran a continuacién, pa-
ra mejorar la estabilidad de los estimadores, aplanando el peso de la importancia al elevar el
término a un exponente o afladiendo un término de regularizacién.

EI IWERM adaptativo (minimizacion del riesgo empirico ponderado por importancia adaptati-
vo) es la variante donde se aplana el peso de la importancia. Para hacerlo, se utiliza un parametro
(y), conocido como parametro de aplanamiento, que toma valores entre 0 y 1. Si se aflade este
parametro, resaltando en color azul las diferencias, los estimadores de IWERM (Ecuaciones (2.8)
y (2.9)) se definen como:

my:rr}in

[ 125 (Pro(xe i) )
(M) € (X iy Yeris )
-

| Ner 4= Per (Xt 1)
1 < (Pte(xtr,i)
Pur (Xt 1)

(2.10)

N y
6, = argmin | — ) & (Xt i Yiris [ (X1, 8))
0 »ntr =
Se puede observar que los estimadores del IWERM adaptativo (Ecuacion (2.10)) son equivalen-
tes a los del estimador ERM (Ecuaciones (2.5) y (2.6)) cuando y = 0y a los del estimador IWERM

(Ecuaciones (2.8) y (2.9)) cuando y = 1.
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2. El problema del covariate shift

El IWERM con regularizaciéon (minimizacion del riesgo empirico ponderado por importancia
con regularizacion) es la otra variante en donde se afiade un término de regularizacion al esti-
mador. Este término (R(@)) intenta evitar que el estimador sea inestable y tiene un parametro
de regularizacién (A > 0). Si se aflade este término, resaltando en color azul las diferencias, los
estimadores de IWERM (Ecuaciones (2.8) y (2.9)) se definen como:

Ntr

1 Pte(Xtr, 1)

mA =min|—
fo N i3 Per(Xer i)

€ (Xeris Yo f) + AR(6)

- ) (2.11)
’6 _ . 1 . Pte(Xtr,i)
h =argmin [— » ———=
0 _”tr Pir(Xtr, i)

& (Xt i Yiris [ (X1 0)) + AR(e)}

i=1

Elecciones habituales para el término de regularizacién son la norma L2 (Ecuacién (2.12)) o la
norma L1 (Ecuacion (2.13)):

b

R(8) = Z 6, (2.12)
i=1
b

R(8) = )16/l (2.13)
i=1

siendo b el numero de parametros del modelo (Seccién 1.1.1).
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3. Métodos de estimacion de importancia

Laidea principal sobre la que se basan los distintos métodos de estimacién es asignar un peso,
al que llamamos importancia, en cada una de las muestras de entrenamiento. El valor del peso
para cada muestra dependera, Unicamente, de como de probable es que dicha instancia pueda
aparecer dentro del conjunto de test.

De esta forma, se define la importancia como el cociente entre la probabilidad de que una
muestra aparezca en el conjunto de test y la probabilidad de que aparezca en el conjunto de
entrenamiento. Por tanto, la importancia, se puede expresar matematicamente como:

Pie (X
W(X) — te( tr) (31)
Per (Xtr)
El principal problema es que, en la practica, no es posible conocer los pesos de forma exacta, ya
que la distribucién de las muestras de test (P (X¢r)) es desconocida, y por tanto, sera necesario
estimarlos. Este es el objetivo de este capitulo en el que se detallan los distintos métodos que

permiten obtener estimaciones de la importancia w(x).

Es importante mencionar que existen dos caminos distintos para obtener la estimacion de la
importancia. Porun lado, se puede estimar la funcién de densidad del conjunto de entrenamiento
y test (Ptrx y Ptex) y hacer el cociente entre ellas o, por otro lado, se puede estimar directamente

el valor de la importancia (w(x)).

En este capitulo, se van a explorar los siguientes métodos del estado del arte que permiten
hacer esta estimacion [2]:

Kernel Density Estimation (KDE)

Kernel Mean Matching (KMM)

Regresidn logistica

Procedimiento de Kullback-Leibler

Ajuste de importancia por minimos cuadrados
Para explicar el funcionamiento de estos métodos, se supone que se dispone de n;, muestras

de entrenamiento, (X¢r,1, Y1), (Xer2 ¥2)+ --+0 (Xtring» Yni ) ~ Per(X) y también de ny instancias de

test (Xeer), (Xte2), -1 (Xtene) ~ Pre(X).
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3. Métodos de estimacion de importancia

3.1. Kernel Density Estimation (KDE)

La estimacién de densidad por kernel, también conocida como Kernel Density Estimation (KDE),
es una técnica no paramétrica para estimar funciones de densidad a partir de unas muestras
({x,'},’-’:1) [2]. Esta técnica, sin necesidad de asumir una forma especifica para la distribucion de
probabilidad, proporciona una aproximacion (p(x)) para dicha distribucion:

p(x) = Z Ko (X, X;) (3.2)

De esta forma, se puede obtener una estimacion para la importancia (w(x)). Para ello, se utili-
za la estimacion de las funciones de densidad (Ecuacién (3.2)) con las muestras de entrenamiento
({xt; 117 ) y las de test ({x¢e,i}4) y se calcula el cociente entre ambas. Por tanto, la estimacion
de la importancia utilizando KDE se expresa como:

W(X) — ,tite(x)
ptr(X)
Per (x) el estimador (3.2) utilizando {x i}/,

(3.3)

Pte(x) el estimador (3.2) utilizando {Xe, i}

Para poder hacer la estimacion de estas funciones de densidad (Ecuacion (3.3)) es necesario
seleccionar un kernel (K;). En el caso de KDE, el mas utilizado suele ser el kernel gaussiano,
definido en la Ecuacion (3.4) [2].

W12
Ks(x,x") = exp (—%) (3.4)

Ademads, también es necesario elegir la amplitud del kernel (o), un pardmetro que controla el
grado de suavizado de la estimacion de la densidad. Para hacerlo existen varias heuristicas como
la regla de Scott [13, pags. 143-144], la regla de Silverman [14, pags. 47-48], otra que se basa en
el método de K vecinos mas préoximos (KNN) utilizando K=50 [15] o validacién cruzada.

Es importante destacar que este método sufre de un problema conocido como la maldicién
de la dimensionalidad o curse of dimensionality. Este problema se produce porque, a medida que
aumenta la dimensién del espacio de caracteristicas, la cantidad de datos necesarios para estimar
adecuadamente las funciones de densidad (ﬁtr(x) y,b}e(x)) crece exponencialmente [16]. Por
tanto, este método no es adecuado en problemas de alta dimension.

Al estimar los términos de la importancia (Ecuacion (3.3)), se comete un error tanto en el nu-
merador como en el denominador que, al dividirlos, se puede amplificar. Por este este motivo,
los siguientes métodos buscan hacer la estimacidon de la importancia directamente que, al no
estimar las funciones de densidad, también evita la maldicién de la dimensionalidad.
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3. Métodos de estimacion de importancia

3.2. Obtencion de pesos por regresion logistica

Una aproximacién para estimar directamente la importancia consiste en utilizar un clasifi-
cador probabilistico. Para ello, es necesario utilizar una variable clasificadora () que permita
diferenciar las muestras de entrenamiento y las de test [2]. Esta variable toma el valor -1 para las
muestras de entrenamiento y 1 para las de test, de manera que se define como:

—1 siesunamuestra de Py (x)
n= ) (3.5)
+1 siesuna muestra de P (x)

Por tanto, es posible definir las densidades de las muestras del conjunto de entrenamiento y
test en funcion del valor de esta variable () como:

Pie(x) = p(xIn = -=1)
Pre(x) = p(xIn =1)

(3.6)

De esta forma, se puede expresar la importancia (w(x)) en funcién del valor de la variable
clasificadora. Para consequirlo, solo es necesario utilizar el teorema de Bayes en la Ecuacion (3.6)
llegando entonces a la siguiente expresion:

_Pe(x) pn=1x)p(n=-1)  pln=-1) pn="1x)

"= B0 T = —1b0p@ =1~ p(n=1) p(n - 1)

(3.7)

Una vez se dispone de la expresion de la importancia en funcion de la variable clasificadora
(n) (Ecuacién (3.7)) es necesario explicar como se calculan sus distintos elementos. El cociente
de las probabilidades de la variable clasificadora (), que aparece en color azul, se estima como
el ratio entre el nimero de muestras de entrenamiento y de test, es decir:

pin=-1) _ ne

~ 3.8
p(n =1 Ne 5:8)

Las probabilidades condicionadas (p(n|x)) del cociente que aparece en color rojo, se pueden
aproximar discriminando las muestras de entrenamiento y test empleando un clasificador de
regresion logistica donde la variable clasificadora (n) es la que juega el papel de la variable de
clase. Para hacerlo se utiliza un modelo llamado logistic regression, aunque es de clasificacion y
no de regresion, que es un ERM (Seccién 2.1.1) con la entropia cruzada (Seccion 1.1.3.4) como
funcién de pérdida.
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3. Métodos de estimacion de importancia

Con este clasificador se expresa la probabilidad condicionada como:

1
1+ exp (—17 b, (iPi(X))

siendo p las funciones base, b el nUmero de estas funciones y { el valor que minimiza la log-

p(nlx) = (3.9)

verosimilitud regularizada negativa. Es posible obtener una estimacién para este valor (Z) utili-
zando los datos de entrenamiento y test, y afiadiendo un término de regularizacién A7 { de la
siguiente forma:

A

¢ =argmin
4

Ner b

Z log (1 + exp (Z {ipj (Xt i)))
i=1 j=1
+i log (1 + exp (—

i=1

b (3.10)
> Gy (xe, o)) - AZTZ]

j=1

donde la funcién a minimizar es convexa lo que hace posible el obtener la solucién utilizando

métodos de optimizacion como, por ejemplo, el descenso del gradiente.

Si se utilizan todas estas aproximaciones (Ecuaciones 3.8 a 3.10) en la expresion de la impor-
tancia (Ecuacién (3.7)) se obtiene una estimacién de la misma. Esta estimacién también se conoce
como el modelo log-lineal y se expresa de la siguiente forma:

b
7(x) = 1 exp (Z C;pi(X)) 3.11)
€ i=1

Este método no sufre de la maldicion de la dimensionalidad, al no ser necesario hacer una es-
timacion de las funciones de densidad. Sin embargo, el funcionamiento depende enormemente
de la capacidad del clasificador logistico para diferenciar entre las muestras de entrenamiento
y test. Ademas, la eleccién de las funciones base {p,~(x)}f’:1 es crucial para el rendimiento del
modelo. Estas limitaciones han llevado al desarrollo de otros métodos que utilizan un problema
de optimizacion para estimar la importancia. Estos métodos evitan las complicaciones asociadas
con el clasificador aunque tienen la posible dificultad de resolver el problema para encontrar la
solucion 6ptima.

3.3. Kernel Mean Matching (KMM)

Otra aproximacion que permite estimar directamente la importancia es el emparejamiento de
medias en el nucleo, también conocido como Kernel Mean Matching (KMM). Este busca obtener
la estimacién (w(x)) de forma que se minimice la distancia entre las esperanzas de las muestras
de entrenamiento y test en un espacio de Hilbert con nucleo reproductor (RKHS) [2].
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3. Métodos de estimacion de importancia

Este método permite obtener una estimacion de la importancia utilizando un kernel que in-
duzca un espacio RKHS para resolver el siguiente problema de optimizacion:

m')(r)] ” Ex. [Ko (Xte, )] — Ex,, [W (Xtr) Ko (Xtr, )]”-12_(
sujeto a:
Ex, (W (X¢r)] =1

w(x) >0

(3.12)

donde || - |lg7 representa la norma en el RKHS gaussiano.

En la practica, dado que solo se dispone de las muestras, se reemplazan las esperanzas por
medias empiricas en el problema de optimizacion anterior (Ecuacién (3.12)) [2]. De esta forma, el
problema de minimizacion es el siguiente:

2
1 e 1 Ntr
min|| — » Ky (Xte,i»*) — — W (Xt i) Ko (Xt i, -
w(x) nte; o (Xte,is ) ntr;[ (Xtr i) Ko (Xtr i )]L
sujeto a: .
mow (Xei) :
Ntr
w(x) >0

El problema de optimizacién anterior (Ecuacion (3.13)) siempre se reduce a un problema cua-
dratico que se puede resolver de una forma mas eficiente. Por tanto, el problema de minimizacion
que se resuelve para obtener la estimacién de la importancia por KMM es el siguiente:

[[w, 1] K[w, 1]"]

min
Wi NteNtr
sujeto a:
Ner (3.14)
Wj - ntr S ntrg

i=1
0<w;<B Vi=1,...,n¢

donde w tiene longitud n¢, 1 es un vector de unos de longitud n¢. y K es la matriz kernel dada
por K(i,j) = K (xi,X;). De esta forma, la matriz K es una matriz por bloques que contiene las
distancias entre las muestras utilizando un kernel K; y, por tanto, se puede expresar como:
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3. Métodos de estimacion de importancia

Ko (Xtr,1,Xtr,1) e Ko (Xtr,hXtr,nt,) i Ko (Xtr,1’Xte,1) e Ko (Xtr,hXte,nte)

g = | fo Kernps Xeen) - Ko Kerps Xur) Ko Kern Xeen) o2 Ko Kurns Xrene) | 5 1)

Ko (Xte,1;Xtr,1) e Ko (Xte,hXtr,nt,) | Ko (Xte,1;Xte,1) e Ko (Xte,hXte,nte)

Ko (Xte,nte:xtrﬂ) et Ko (Xte,nte,Xtr,nt,) 3 Ko (Xte,nre;XteJ) e Ko (Xte,nte, Xte,nre)

En este problema (Ecuacién (3.14)), la primera restriccion permite controlar la desviacién me-
dia de laimportancia respecto del valor 1. Esto limita la capacidad del modelo para ajustarse a los
datos intentando evitar que se produzca sobreajuste. Por otro lado, la segunda restriccién limita
el valor maximo de la importancia para evitar que se produzcan valores extremos que puedan
afectar negativamente al rendimiento del modelo.

Este método no sufre de la maldicion de la dimensionalidad, al no hacer una estimacién de
las funciones de densidad, por lo que es de esperar que funcione correctamente en problemas
de alta dimension. Sin embargo, KMM necesita resolver un problema de optimizacion que, en
algunas situaciones, puede ser excesivamente costoso. Ademas, la eleccién del kernel y del valor
de los parametros (o, € y B) pueden afectar significativamente al resultado obtenido. Por este
motivo, se han desarrollado otras alternativas para estimar directamente la importancia pero
intentando evitar estos problemas. Para ello, se modifica el problema de optimizacion a resolver.
Por ejemplo si, en lugar de minimizar las distancias en un espacio RKHS, se utiliza la divergencia
de Kullback-Leibler se tiene el procedimiento que se explica a continuacién.

3.4. Procedimiento de Kullback-Leibler (KLIEP)

El procedimiento de Kullback-Leibler, también conocido como Kullback-Leibler Importance Es-
timation Procedure (KLIEP), es un método que busca estimar la importancia w(x) de forma que
se minimice la divergencia de Kullback-Leibler (KL) entre las distribuciones de entrenamiento y
test. Por tanto, este método no requiere de hacer la estimacién de las funciones de densidad de
ambas distribuciones evitando asi el problema de la maldicion de la dimensionalidad [2].

La divergencia de Kullback-Leibler es una medida utilizada para medir la diferencia que existe
entre dos distribuciones de probabilidad P y Q [17]. Se puede expresar matematicamente como

(Ecuacién (3.16)):
3 P(x)
Dk (P || Q) —XZG);(P(X) log W) (3.16)

Esta distribucion (Ecuacion (3.16)) es siempre positiva y solo toma el valor 0 cuando ambas
distribuciones son idénticas. Ademas, no es simétrica, es decir, Dk, (P||Q) # Dk, (Q||P).
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3. Métodos de estimacion de importancia

El algoritmo de KLIEP busca obtener la importancia utilizando una combinacién lineal de los
parametros (Seccién 1.1.1) de la siguiente forma (Ecuacion (3.17)):

b
wW(x)= > aipi(x) (3.17)
i=1

siendo b el nimero de parametros (a = (a1, ay, .. Lap))y {p,-(x)}f’=1 las funciones base.

El objetivo es obtener una estimacion de la importancia w(x) que minimice la divergencia de
Kullback-Leibler entre la distribucién real del conjunto de test (P (X)) y la distribucion estimada
(,E;(X) = W(x)Ptr(x)), es decir se quiere resolver el siguiente problema:

min [ Dk (Pre(x) || W(X)Pyr (%)) ] (3.18)

El procedimiento consiste entonces en determinar los parametros, o que permiten obtener la
importancia estimada (Ecuacion (3.17)), de forma que la divergencia de Kullback-Leibler (Ecuacion
(3.18)) sea minima. Por tanto, el problema de optimizacién que se quiere resolver consiste en
calcular el minimo de Dg; (Pt (x) || W(Xx)Py(x)), lo que se puede expresar como

min [Die (Pre(x) | #(0Pe: ()] =

min [[Exte [Iog ( Pre (Xte) )

w(x) w (Xte) Ptr(xte)
min |E lo te(Xte))
w(x) [ e l = (Ptr(xte)

Como el primer término de la Ecuacion (3.19) es constante, el problema queda reducido a

] (3.19)
<. [Iog (7 (x)|

calcular el minimo del segundo (m), es decir:

min [—Ex, [log (W (xw))]] =

w(x)

max [Ex.. [log (W (xte))]]

w(x)

(3.20)

El problema de optimizacion de KLIEP a resolver, si se reemplaza la esperanza en la Ecuacién
(3.20) por la media empirica y la importancia estimada (w) con la Ecuacion (3.17), es el siguiente:

max [i log (Z P (Xee, J)]

{ai}?,

sujeto a:
(3.21)

Ntr

b
Z Z a;p; (X i) = Ny

i=1 j=1
>0parai=1,2,...,b
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3. Métodos de estimacion de importancia

El principal problema de este método es que su funcionamiento depende de la eleccion de las
funciones base ({p,-(x)}f’:1). Para resolverlo, el método habitual consiste en seleccionar distintas
funciones base y elegir aquella que maximice el valor de la Ecuacién (3.21). El modelo candidato
suele ser un kernel gaussiano (Ecuacion (3.4)) centrado en las muestras de test de forma que la
estimacién de la importancia (Ecuacion (3.17)) se obtendria como [18]:

Nte

W(x) = ) ik (X, Xte, 1) (3.22)
i=1

3.5. Ajuste de importancia por minimos cuadrados (LSIF)

El ajuste de importancia por minimos cuadrados, también conocido como Least-Squares Im-
portance Fitting (LSIF) es un procedimiento muy similar a KLIEP (Seccidon 3.4) pero que utiliza la
pérdida cuadratica (Seccion 1.1.3.1) para medir las diferencias entre las funciones de densidad en
lugar de la divergencia de Kullback-Leibler [19]. En este método se busca modelar la importancia
utilizando combinaciones lineales en los parametros (Seccion 1.1.1):

b
wW(x) = opi(x) (3.23)
i=1

de forma que el valor de los parametros (a) minimice el siguiente error cuadratico:

. 71 7 ~ Pte(xtr) ’ _
min| 35 (71000 - Gtz -
-1 [~ 2
_[Extr r) — r =
rwn(lxr)] i2 E(W e )) H (3.24)
1 [ 1 —~
g‘('xr)] E[Extr »(W (Xtr))z] + E[EX” [(W (Xtr))zl — Ex, [W (Xtr) W (Xtr)]] =
) :1 [ 1 —~
min | 3B (W (Xtr))z] + 5B [(w (x1))” | = Bxe [W (Xte) |

Enla Ecuacion (3.24) se busca minimizar las diferencias entre la importancia estimada (W(X)) y
Pte(x)
Per(x)
aparece en color rojo) es constante, lo podemos ignorar, ya que no afecta en la minimizacion. De

la importancia real (W(X) = ) utilizando el error cuadratico. Como el sequndo término (que

esta forma, la expresion que se quiere minimizar es:

(3.25)

mle; [% Xt [(W (Xtr))z] — Ex [W (Xte)]
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3. Métodos de estimacion de importancia

El problema de optimizacidn a resolver, si se reemplazan las esperanzas en la Ecuacion (3.25)
por las medias empiricas y las importancias estimadas (W) por su combinacién lineal (Ecuacion
(3.23)), es el siguiente:

N¢r Nte

s
min X - — X
W(|X) 2ntr§(w( trl) ZW( te, i)

rrgxin %ﬁ j Z o;p; (Xtr, i) Z akpk (X, |)) - i (Z opj (Xte, |))

(3.26)

En el procedimiento de ajuste de importancia por minimos cuadrados se busca obtener los
parametros (a) que minimizan la Ecuacién (3.26). Cabe destacar que en esta misma expresién
también es posible afiadir un término de regularizacion (/\1]20() siendo A el parametro de requ-
larizacién (A > 0). Habitualmente, este procedimiento, incluyendo el término de regularizacion,
se expresa de una forma mas sencilla como:

1
min EaTHa —ha +Al}a

aeR
sujeto a: (3.27)
o >0
en donde ﬁy h vienen dadas por:
Ntr
Hjx = e ij (Xt i) Pk (Xtr, i)
= (3.28)

Nte

hi = Zp, (Xte, 1)

Al igual que ocurria con KLIEP, el funcionamiento de este procedimiento depende de la selec-
cién de las funciones base (p).

Existe una variante de LSIF conocida como ajuste de importancia por minimos cuadrados sin
restricciones (ULSIF) que intenta obtener la importancia w(x) eliminando las restricciones de no
negatividad en los pardmetros (a) [19]. Se va a denotar a los pardmetros de esta variante como
B enlugar de o con el objetivo de diferenciarlos de manera sencilla. En este caso el problema de
optimizacién es muy similar a la de LSIF, eliminando la restriccién sobre los parametros () en la
Ecuacién (3.27). Es importante tener en cuenta que, al eliminar esta restriccion también es nece-
sario modificar el término de regularizacién (A1} a) sustituyéndolo por uno cuadratico (* /287 B)
para evitar que los parametros se compensen. De esta forma, el procedimiento de ajuste de im-
portancia por minimos cuadrados sin restricciones (uLSIF) busca los parametros que minimizan:

min %Brﬁﬁ —h'B+ %,BTB (3.29)

BeR
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3. Métodos de estimacion de importancia

3.6. Comparacion de los métodos de estimacion

Por ultimo, con el objetivo de expresar de forma clara y resumida los métodos explicados en

este capitulo, se crea la Tabla 3.1 con las principales ventajas e inconvenientes de cada uno de

ellos.
Comparacioén de los métodos de estimacién de la importancia
Ventajas
» Facil de implementar
KDE Inconvenientes

» Estimacion de las marginales
m Sufre la maldicién de la dimensionalidad

Regresion logistica

Ventajas

» Estimacion directa de la importancia

= No sufre la maldicién de la dimensionalidad
Inconvenientes

» Depende del clasificador logistico

m Eleccién de las funciones base

KMM

Ventajas

» Estimacion directa de la importancia

= No sufre la maldicién de la dimensionalidad

Inconvenientes

= Resolver problema de optimizacion
(minimizar distancias en un RKHS)

m Eleccion del kernel y parametros

KLIEP

Ventajas

m Estimacion directa de la importancia

= No sufre la maldicion de la dimensionalidad

Inconvenientes

= Resolver problema de optimizacion
(minimizar divergencia de Kullback-Leibler)

» Eleccion de las funciones base

LSIF y uLSIF

Ventajas

» Estimacion directa de la importancia

= No sufre la maldicién de la dimensionalidad

Inconvenientes

m Resolver problema de optimizacion
(minimizar el error cuadratico)

= Eleccién de las funciones base

Tabla 3.1: Ventajas e inconvenientes de los métodos de estimacién de la importancia
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion
de importancia

En el Capitulo 3 se han visto los diferentes métodos que permiten estimar la importancia y
este capitulo se centra en evaluar el funcionamiento de cada uno de ellos.

Los codigos necesarios para replicar los experimentos desarollados a lo largo de este capitulo,
salvo aquellos utilizados para las representaciones graficas de los resultados, se incluyen en el
apéndice A. Estos cddigos han sido implementados en Python.

4.1. Generacion de los datos

El problema que se va a plantear es de clasificacién binaria en donde la clase (Y) seralavariable
respuesta que depende de dos covariables (X(”,X(Z)) y esta definida por la Ecuacién (4.1).

0 sixWx@ <o
Y = (4.1)
1 sixWx@ >

En primer lugar, se generan los datos que se utilizaran como ejemplo. Estos datos se dividen
en dos conjuntos, entrenamiento y test. Para aplicar la suposicion del covariate shift los datos de
entrenamiento y test han de tener distribuciones marginales sobre las instancias diferentes.

Asi, en el conjunto de entrenamiento (Xt(:},xt(f},ytrJ) ) (xt(:)zxt(rz)2 ytr,z) e (x,(,jr),x,(,fr),y,,tr),
las covariables explicativas, X" y X siguen una N (0, 3) y U(-1, 1) respectivamente, mientras
que en el conjunto de test , las distribuciones de las co-

variables X" y X@ sonuna N (5, 1) yU(-1, 1). Los datos generados se muestran en la Figura 4.1.

Distribuciones de X{! y X2’ Datos generados
XP ~ N(0,3) G20

X

(a) Distribuciones de X(1), (b) Datos generados para clasificacion.

Figura 4.1: Datos generados para evaluar los métodos de estimacién de la importancia.
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion de importancia

En los experimentos que se realizan en este capitulo se busca un clasificador que separe co-
rrectamente las clases en los datos del conjunto de test. Como el problema es de clasificacion
binaria, para un clasificador de la forma 87 p(x), es posible asociar su valor a cada una de las
clases del siguiente modo:

87p(x) <0 => Clase 0
4.2)
67p(x) > 0 = Clase 1

En este caso, se consideran como funciones p(x) = (1,x(1),x(2)) y 8 = [8o, 61, 0,]. Es decir, se
utiliza un término independiente y las dos covariables explicativas. Esta situacion lleva a que el
clasificador que separa las clases sea una linea recta como se ve en la Ecuacion (4.3):

0=6"p(x)
0 =00+ 60XV +6,x? (4.3)
6o 6
x@ = 29 _ Z1yM
6, 6,

Ademas, otro motivo para utilizar una linea recta como frontera entre las clases es que, aunque
los datos de entrenamiento no son linealmente separables, los de test si que lo son. Por otra
parte, con funciones sencillas, como las lineales, los modelos tienden a generalizar mejor.

4.2. Necesidad de la importancia

Se comienza comprobando el motivo por el que es necesario utilizar la importancia en una
situacion donde la distribucién de entrenamiento y test son distintas. Para hacerlo se utiliza pri-
mero un clasificador que no busca corregir el covariate shift, es decir, un clasificador que propor-
ciona el mismo peso a todas las muestras del conjunto de entrenamiento y al que se denomina
de ahora en adelante como “clasificador sin importancia”. Dada la simetria de las distribuciones
de este conjunto (Xt(:) ~ N(0,3) th(rz) ~U(-1, 1)), los datos deberian estar distribuidos de una
forma similar entre los cuatro cuadrantes. Esto, afiadido a la forma de las clases en este proble-
ma, hace que se esperen malos resultados dado que la regién donde X(") < 0 no es de utilidad
para aprender sobre el conjunto de test.

A continuacioén, se crea un clasificador con la importancia real de las muestras de entrena-
miento (Ecuacién (3.1)). En la practica, este valor es desconocido pero aqui se puede calcular
al conocer las distribuciones con las que se generan los datos. De esta forma, se pueden utilizar
ambos clasificadores para obtener la recta que separa las clases en el conjunto de test. En la Figu-
ra 4.2a se representa la linea de separacién obtenida con el clasificador sin importancia mientras
que en la Figura 4.2b aparece el resultado del que emplea la importancia real. En ambas figuras,
se colorean en rojo los puntos del conjunto de test que se clasifican incorrectamente, es decir,
que la clase real no coincide con la predicha por el clasificador correspondiente.
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion de importancia

Clasificacién sin importancia Clasificacién con importancia

Clase 0 Clase 0
Clase 1 Clase 1
Datos de test Datos de test
® Errores en test @ Errores en test
—— Frontera de decision —— Frontera de decision

XM X

(a) Representacion de la recta de clasificacién sin im- (b) Representacién de la recta de clasificacion obte-
portancia. nida al utilizar la importancia.

Figura 4.2: Resultados del clasificador sin importancia y del que usa la importancia real.

Se observa que, en este caso, el clasificador sin importancia (Figura 4.2a) hace que todos los
datos del conjunto de test pertenezcan a la misma clase, la clase 1, ya que se encuentran en el
mismo lado (a la derecha) de la linea de separacion entre clases. El motivo de este mal resultado
es porque se esta creando la clasificacidon para el conjunto de entrenamiento y la de test, en este
caso, es distinta. En cualquier situacion, asignar todos los datos a una sola clase es un muy mal
resultado lo que coincide con lo esperado.

Por otro lado, se puede ver, en los resultados obtenidos al aplicar la importancia (Figura 4.2b),
que el funcionamiento es mucho mejor puesto que se crea una divisién de clases que comete
muchos menos errores. Si se representan los pesos aplicados a las muestras de entrenamiento
en ambos casos (Figura 4.3) se puede ver claramente la diferencia y el motivo por el que los
resultados son tan distintos.

Pesos.
Pesos.

Pesos de la clasificacion sin im Pesos de la clasificacion con importancia

|linca -
as
2 o : i : 9 T i

(a) Pesos de las muestras de entrenamiento con el (b) Pesos de las muestras de entrenamiento con el
clasificador sin importancia. clasificador con importancia.

Figura 4.3: Comparacion de los pesos utilizados con ambos clasificadores.
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion de importancia

A continuacioén, con la idea de mostrar mas claramente el efecto de los pesos de la Figura 4.3b
se representan las muestras de entrenamiento coloreadas en funcion de su peso en la Figura 4.4.
En ella se puede observar que las muestras que se encuentran en la region donde estan las de

test son las que tienen los pesos mas altos.

Pesos de las muestras de entrenamiento con la importancia real
Clase 0
Clase 1
4 Datos de entrenamiento A
A A A
Datos de test s a N AN
a S R
A A A A A, ., L
A‘ A A A A, a 0.58 ros
A 4 as
“a . . . A A 4 054
A A
A & 4 A a
a
A A A4 A A4 0.90
4 A
A A A
A o 0.92
A A . A . e 0.6
A 4 “ PR »
A A A A
—_ A A A A
s A . A ., o 0.81 3
= A 4 1.00 2
‘ A 4 b 4 s A
A A A
A S ‘ . »
a A 2 A :
A A A A
a
R ‘. s
a A A 4
A a a
a M s, * L o
A A -
A, ‘: b . i &) 02
A A A “ N Lo A 4
A A A s . 064
0.0

XD

Figura 4.4: Importancia real aplicada en las muestras de entrenamiento.

Con este ejemplo se ve la mejora de los resultados que se produce al aplicar la importancia
cuando nos encontramos en una situacién donde las distribuciones varian. De ahi la busqueda
de métodos que se adapten a estos cambios. El problema es que, en una situacién real, no se
conocen las distribuciones y por eso existen los métodos de estimacion de la importancia.

4.3. Métodos de estimacion de la importancia

Una vez se ha comprobado el efecto que se produce al aplicar laimportancia sobre unos datos
donde las distribuciones de entrenamiento y test no coinciden se quiere evaluar el funcionamien-

to de los métodos que permiten estimarla.

Para hacerlo, se consideran los métodos de estimacion explicados en el Capitulo 3. Con cada
uno de ellos se crea un clasificador a partir de las estimaciones. Con el objetivo de visualizar los
resultados obtenidos se realiza una representacion (Figura 4.5), para cada uno de ellos, de la
recta que separa las clases. El clasificador se ha obtenido utilizando los pesos estimados con el
meétodo correspondiente. Obviamente, al ser estimaciones de la importancia es de esperar que
todos los resultados sean similares al obtenido utilizando la importancia real (Figura 4.2b). Por
tanto, también se espera que el error de clasificacion en el conjunto de test sea pequefio.
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion de importancia

Clasificacién con importancia estimada por KDE

Clasificaciéon con importancia estimada por KMM

Clase 0
Clase 1
Datos de test
@ Errores en test
—— Frontera de decision KDE

Clase 0
Clase 1
Datos de test
@ Errores en test
—— Frontera de decision KMM

™

(a) Método de KDE.

Clasificacién con importancia estimada por regresidn logistica

X

(b) Método de KMM.

Clasificacién con importancia estimada por KLIEP

Clase 0
Clase 1
Datos de test
@ Errores en test
—— Frontera de decision RLog

Clase 0
Clase 1
Datos de test
@ Errores en test
—— Frontera de decisién KLIEP

X

(c) Método de regresion logistica.

Clasificaciéon con importancia estimada por LSIF

X

(d) Procedimiento de KLIEP.

Clasificacién con importancia estimada por uLSIF

Clase 0
Clase 1
Datos de test
@ Errores en test
—— Frontera de decision LSIF

X

(e) Método de LSIF.

Clase 0
Clase 1
Datos de test
@ Errores en test
—— Frontera de decisién uLSIF

XM

(f) Método de uLSIF.

Figura 4.5: Rectas de clasificacién obtenidas con los métodos de estimacion de la importancia.

Con estas representaciones se puede comprobar que todos los métodos proporcionan bue-
nos resultados tal como se esperaba. También se puede observar que la recta utilizada como
separacion varia ligeramente en funcion del método. Por este motivo, se pretende hacer una
comparacién mas exhaustiva de los resultados. Para hacerlo, se comienza por una representa-
cién grafica conjunta en donde se representan todas las rectas obtenidas (Figura 4.5) en un solo
grafico (Figura 4.6).
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion de importancia

Comparacion de las distintas fronteras de decision

Clase 0
Clase 1
Datos de test
Importancia real
—— KDE
—— KMM
—— Regresién logistica
—— KLIEP
LSIF
—— uLSIF

X@

X1

Figura 4.6: Representacion conjunta de las rectas de clasificacion obtenidas por los diferentes
meétodos de estimacion de la importancia.

Se puede comprobar que todos los métodos hacen una division muy similar. Con esta repre-
sentacion es bastante dificil hacer una valoracion de cual es el método que se comporta mejor
con unos datos generados de esta forma. Ademas, para hacerlo seria mas adecuado utilizar mas
de un conjunto de datos para conocer el comportamiento de una forma mas general, es decir,
hacer multiples repeticiones.

4.4. Comparacion de los métodos de estimacion de la impor-
tancia

Con el objetivo de conseguir una comparacion mas precisa y adecuada de los métodos de es-
timacién de la importancia y comprobar si existen diferencias entre ellos se propone un nuevo
experimento. Este consiste en crear 100 conjuntos de datos con las distribuciones de entrena-
miento y test explicadas previamente en la Seccidon 4.1. Para cada conjunto de datos se crea un
clasificador con los métodos de estimacion de la importancia y también con la importancia real
para asi comprobar si existe una diferencia significativa entre ellos. Ademas, también se afiade
un clasificador sin importancia para evaluar las diferencias que se producen al no utilizar la im-
portancia. Como medida de comparacion entre todos estos clasificadores se utiliza el error de
clasificacion, explicado previamente en la Seccién 1.1.3.3.
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion de importancia

Siserealiza este experimentoy se representan los errores de los clasificadores con los distintos
conjuntos de datos se obtiene lo siguiente (Figura 4.7):

Errores de clasificacién de los distintos métodos

[ Train
L Test

0.8

|
1

Error de clasificaciéon
o
— [
—

°
=
o
|
|
|
[

o
0.2

8 o
° ° 8 o o °
8 |_—|_—_l T 8 o
0.0 - I I I é
KDE KM

Sin importancia Importancia real M RLog KLIEP LSIF ULSIF
Métodos

Figura 4.7: Errores de clasificacion de los métodos en los conjuntos de entrenamiento y test.

En la Figura 4.7 se representa en color gris () los errores sobre el conjunto de entrenamiento
y en azul (®) los errores en el conjunto de test. Se puede ver claramente que todos los métodos
tienen malos resultados sobre los conjuntos de entrenamiento con errores de clasificacion de
aproximadamente el 0.45. Aunque no se ha mencionado previamente, esto es algo razonable
porque, como el interés se centra aproximar distribuciones de test en lugar de entrenamiento,
los clasificadores obtenidos pueden no generalizar bien en esas regiones.

Por otro lado, en los conjuntos de test, se aprecia que los métodos que utilizan la importancia
tienen resultados bastante mejores. Ademas, el clasificador sin importancia, el que aparece mas
a laizquierda en la Figura 4.7, es verdaderamente inestable puesto que, con conjuntos de datos
generados de la misma forma, sus errores varian enormemente, tomando valores cercanos al 0
y en otros conjuntos cercanos a 1.

Como el clasificador sin importancia toma valores en un rango muy diferente y con el objetivo
de apreciar mejor las diferencias que existen en los métodos que utilizan la importancia se crea
una nueva representacion (Figura 4.8) en la que se elimina el clasificador sin importancia y tam-
bién los resultados sobre el conjunto de entrenamiento al no ser de interés. Cabe destacar que
el rango del error de clasificacién (eje Y) se reduce respecto al utilizado en la Figura 4.7.
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion de importancia

Errores de clasificacién de los distintos métodos en el conjunto de test

Error de clasificacion

Importancia real KDE KMM RLog KLIEP LSIF ULSIF
Métodos

Figura 4.8: Errores de clasificacion sobre el conjunto de test de los diferentes métodos de esti-
macién de la importancia.

Se observa como todos los métodos de estimacién tienen resultados parecidos a la importan-
cia real. Sin embargo, hay que destacar el resultado de LSIF (Seccién 3.5) ya que parece tener
incluso mejores resultados que la importancia real sobre estos conjuntos de datos.

Por otra parte, también se puede ver que KMM parece ser el método que proporciona una
estimacién mas inestable en este caso al cometer errores cercanos a 0.5 en algunos conjuntos.
Este valor es muy elevado, el motivo puede ser que en esos casos no ha sido posible encontrar
la solucion 6ptima para el problema de optimizacién (Ecuacion (3.14)) haciendo que el resultado
sea el mismo que produciria un clasificador sin importancia.

4.5. Efecto de aplanar los pesos

Una vez se han comparado los métodos de estimacion se quiere evaluar el efecto que tiene
aplanar sus pesos, es decir, w'. Para hacerlo, se propone un nuevo experimento en el que se
utilizan los mismos datos de las Secciones 4.2 y 4.3 pero con los siguientes valores de y:

» y=0,75 = y=05 m y=0,25

En la Figura 4.9 se representan los pesos de los distintos métodos en funcién del valor de y.
Ademas, también hay que recordar que se conoce el resultado cuando y = 1, los pesos aplicados
en la Seccién 4.3 y cuando y = 0 que es el caso donde no se utiliza la importancia.
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Figura 4.9: Efecto de aplanar el peso de la importancia en los métodos de estimacion.
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion de importancia

Una vez se observa la diferencia en los pesos en funcion del valor de y se quiere comprobar si
este efecto tiene un impacto en los resultados obtenidos con los clasificadores. Para ello, se crea
un clasificador con cada uno de ellos y se evalua el error de clasificacién sobre un conjunto de
test. Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 4.1.

y KDE | KMM | Regresion logistica | KLIEP | LSIF | uLSIF

1 | 0.03 | 0.05 0.05 0.05 | 0.03 | 0.03
0.75 | 0.03 | 0.05 0.05 0.03 | 0.03 | 0.03
0.5 | 0.02 | 0.03 0.03 0.04 | 0.02 | 0.03
0.25 | 0.02 | 0.02 0.02 0.02 | 0.02 | 0.02

Tabla 4.1: Errores de clasificacién sobre el conjunto de test para distintos valores de y.

EnlaTabla 4.1 se observa que el mejor resultado en todos los casos se obtiene conuny = 0,25.
Esto puede parecer sorprendente ya que proporciona pesos a muestras de entrenamiento ale-
jadas de las de test. Esto se puede explicar por la alta variabilidad de los pesos para valores de
y mayores. Por ejemplo, con y = 0,75 los pesos en el caso de la regresion logistica (Figura 4.9¢)
varian entre 0 y 40, y para y = 1 la variacion es de 0 a 160 (resultados de la Seccion 4.3). Esta
alta variabilidad puede hacer que el modelo sea mas sensible a las muestras con pesos extre-
madamente altos produciendo un sobreajuste lo que reduce la capacidad de generalizacién. Sin
embargo, en este caso, como las muestras con pesos mas elevados son las de mayor utilidad
para predecir el conjunto de test, aunque el sobreajuste sea menor la diferencia en resultados
es pequenfa.

Para ilustrar la diferencia que se produce en los resultados en esta situacion se representan
las rectas de clasificacién obtenidas para y = 0,25, el mejor resultado, y para y = 1 (Figura 4.6)
en la Figura 4.10.

Comparacidn de las distintas fronteras de decisién Comparacidn de las distintas fronteras de decisién

Clase 0
Clase 1
Datos de test

Clase 0
Clase 1
Datos de test
Importancia real KDE
~—— KDE —— KMM
— KMM Regresién logfstica
—— Regresién logistica —— KLIEP
KLIEP )| LSIF
LSIF ~—— uLSIF
uLSIF

XM X

(a) Representacion de la recta de clasificacién obte- (b) Representacién de la recta de clasificacion obte-
nidacony =1. nida con y = 0,25.

Figura 4.10: Representacion conjunta de las rectas de clasificacion obtenidas por los diferentes
métodos de estimacion de la importancia.
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion de importancia

En la Figura 4.10 se comprueba que todos los métodos producen unas rectas de separacion
mas horizontales al utilizar y = 0,25 lo que explica la mejora en resultados ya que, en este proble-
ma, las clases en el conjunto de test se pueden separar perfectamente con una recta horizontal.

4.6. Modificacion de la distribucion de una de las covariables

Una vez se han comparado los distintos métodos bajo una situaciéon en donde tenemos cova-
riate shift se quiere comprobar que ocurre si se utilizan estos métodos en una situacion donde
las distribuciones de entrenamiento y test si que son iguales.

Para ello, se propone un nuevo experimento en donde se modifica ligeramente la distribucién

de la variable Xt(:) hasta llegar a hacer que las distribuciones de entrenamiento y test coincidan.

@ _
tr

uc-1,1 th(ez) ~U(-1,1).Conestaidea, se propone evaluar el resultado de los distintos métodos

Por otro lado, se decide no modificar las distribuciones relacionadas con X(?, es decir, que X

(sin importancia, con importancia y métodos de estimacién) generando 10 conjuntos de datos
con las siguientes distribuciones para la variable X(:

(@) Misma situacién que la utilizada previamente en la Seccién 4.1
(M . 2). M .
X~ N(0;3); Xgp ~ N(51)

(b) Modificaciéon 1
(1) . . ) .
X' ~ N(1,25;2,5); Xee' ™~ N(5;1)

(c) Modificaciéon 2
XV~ N(2,52); X2~ N(5;1)

(d) Modificacién 3
1 1
X~ N(375:1,5) X~ N(5;1)

(e) Distribuciones coinciden completamente

(1) e xM :
X~ NG XS~ N5 )

Con el objetivo de expresar de una forma mas clara las distribuciones que se quieren utilizar
y sus diferencias con la utilizada sobre el conjunto de test se representan todas las situaciones
propuestas en la Figura 4.11.
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion de importancia

Distribuciones de X{! y X2 Distribuciones de X! y X{2!
e X - N25.25)
yd \
@ x'" ~ N(0;3); o) X"~ N(1,25;2,5);
tr ’ ’ . tr b r 3 I
Distribuciones de X{! y X Distribuciones de X! y X{2!
XM~ N(2.5,2) X ~ N(3.75,1.5)
@ X"V ~ N(@25;2); ) x\" ~ N(3,75;1,5);
tr $ I ’ tr b r b I

Distribuciones de X{! y X2

— X ~N(5.1)

/’ \

@ x." ~N(51);

Figura 4.11: Distintas distribuciones utilizadas para comprobar el funcionamiento de los méto-
dos.

Conociendo las distribuciones utilizadas y la distribucion de las clases, es de esperar que el
efecto de usar la importancia sea muy pequefio a partir de la situacion (c). El motivo es que, aun-
que las distribuciones son distintas, la mayoria de puntos que se utilizaran para entrenar en ellas
tendran la caracteristica de que X" > 0. Esto hace que, aunque las distribuciones de entrena-
miento y test sean diferentes, la distribucidn de clases en ellas sea la misma. Por tanto, a partir
esta situacion el error que cometen los métodos deberia ser bajo excepto en algunas situacio-
nes atipicas. Por otro lado, el resultado de la situacién (a) debe ser similar a la Figura 4.7. Una vez
explicado lo que se espera que ocurra tedricamente, se procede a hacer este experimento y se
representan los errores obtenidos sobre los conjuntos de test en la Figura 4.12
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion de importancia
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Figura 4.12:

N(1.25;2.5)

N(2.5;2.0)
Distribucion de XV

N(3.75;1.5)

Errores de clasificacion al variar la distribucion de X

ponnnngi

Método

Sin importancia
Importancia real
KDE

KMM

RLog

KLIEP

LSIF

ULSIF

o]
o] [e}e) [e] [e]
M
.

N(5.0;1.0)

(1)
tr

En la Figura 4.12 se puede ver que ocurre lo esperado, a partir de la situacion (c), donde

Xt(:) ~ N(2,5;2), los resultados de los métodos son casi idénticos. Por otro lado, al fijarse uni-

camente en los métodos donde se utiliza la importancia se observa que, a partir de la situacion

(b) en la que X

(1)

tr

~ N(1,25; 2,5), cometen un error menor al 0.05 en la mayoria de los casos in-

cluso llegando a 0 en algunos. Para poder apreciar mejor las diferencias que existen entre ellos

se ha decidido crear, a partir de la Figura 4.12, una representacion de las situaciones (c), (d) y

(e) en la que se reduce el rango del eje Y para asi poder observar mejor las diferenciar entre los

meétodos (Figura 4.13).
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Importancia real

KDE -

KMM
RLog
KLIEP

Figura 4.13: Errores de clasificacion al variar la distribucion de Xt(:).

LSIF

ULSIF
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4. Ejemplos de los métodos de estimacion de importancia

En la Figura 4.13 se puede ver que los métodos que utilizan la importancia tienen resultados
muy similares a aquel que no la utiliza. Esto es algo esperable ya que, aunque las distribuciones
son distintas, la diferencia entre ellas no es lo suficientemente grande como para que existan
diferencias signficativas. De todas formas, se puede observar que, aunque los resultados son
parecidos, el Unico caso en el que la importancia real () coincide exactamente con el método
que no utiliza laimportancia (M) es en la situacién (e) que es en la que las distribuciones coinciden
completamente.
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5. Conclusiones

En este trabajo se ha analizado lo que ocurre cuando las distribuciones marginales de los
datos de entrenamiento y test no coinciden pero las distribuciones condicionales si lo hacen, lo
que se conoce como covariate shift. En esta situacion, se ha explicado que es necesario utilizar
unos pesos para las muestras del conjunto de entrenamiento para corregir esta diferencia entre
las distribuciones. Estos pesos se denominan como importancia, pero, en la practica, no son
conocidos y es por ello por lo que existen distintos métodos para estimarla.

Estos métodos de estimacién siguen dos enfoques distintos, por un lado, algunos estiman las
funciones de densidad de las distribuciones para posteriormente calcular la importancia, como
es el caso de KDE, y otros intentan obtener la estimacién directamente, mediante un clasificador,
como es el caso de la regresion logistica o, resolviendo un problema de optimizacion, como es el
caso de KMM, KLIEP, LSIF y uLSIF.

Se ha experimentado para comprobar el efecto de estos métodos en la practica. Para ello,
se ha generado un conjunto de datos para asi conocer las distribuciones que permiten calcular
la importancia real y comprobar los resultados de los distintos métodos. En esta situacion, se
ha comprobado que, aunque algunos son algo inestables, los distintos métodos son capaces
de obtener buenas estimaciones. Ademas, también se ha podido comprobar que utilizar una
clasificacion sin emplear la importancia no es capaz de generalizar bien en los datos del conjunto
de test lo que permite apreciar la diferencia que se produce al utilizar la importancia.

Por otro lado, también se ha evaluado el efecto de aplicar la importancia de las muestras de
entrenamiento en una situacion donde las distribuciones marginales de entrenamiento y test
coinciden. En este caso, en el que no seria necesario utilizar la importancia, se ha podido obser-
var que los resultados obtenidos son muy similares a los que se tienen sin utilizarla. Esto es un
resultado de especial interés ya que, en la practica, puede ser dificil conocer si estas distribucio-
nes coinciden o no. De esta forma, al saber que utilizar laimportancia no tiene un efecto negativo
en los resultados, su uso en un ambito real no se ve perjudicado.

Por ultimo, se ha comprobado el efecto que tiene aplanar el peso de las muestras de entrena-
miento lo que hace que la varianza de las estimaciones se reduzca. En este caso, se ha podido ver
que los resultados son mejores que al no aplanar la importancia. Esto se debe a que la varianza
de las estimaciones originales llega a ser muy alta lo que provoca un sobreajuste en los clasifica-
dores al centrarse demasiado en algunas de las muestras de entrenamiento. Esta situacidon hace
que la capacidad de generalizacién se vea afectaday, por tanto, explica que los resultados sobre
el conjunto de test sean ligeramente peores.
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5. Conclusiones

5.1. Lineas de trabajo futuras

En este trabajo se ha comprobado lo que ocurre cuando las distribuciones marginales de en-
trenamiento y test no coinciden y también cuando si lo hacen. Sin embargo, una posible linea
de investigacion futura podria centrarse en el estudio de lo que sucede cuando los soportes de
las distribuciones marginales no coinciden. El motivo es que, en este caso, la importancia real de
las muestras de entrenamiento seria 0, ya que P (X¢) = 0, lo que resultaria en un clasificador
completamente aleatorio. Esto se debe a que si todas las muestras de entrenamiento tienen un
peso de 0, el clasificador no puede aprender nada de ninguna de ellas y, por tanto, la prediccién
sobre el conjunto de test sera completamente aleatoria.

Ademas, también seria interesante comprobar lo que ocurre cuando la importancia de alguna
muestra es mucho mas grande que el resto. Normalmente esta situacion se produce cuando se
tiene una muestra de entrenamiento con una probabilidad muy baja de ocurrencia (P (Xx¢) = 0)
pero la probabilidad de ocurrencia en el conjunto de test es alta (Pt (X¢) > 0). El problema es
que, en este caso, el clasificador se centrara en exceso en esta muestra produciendo sobreajuste
lo no es adecuado y, por tanto, se espera que se tengan malos resultados.

Otra posible linea de investigacion seria aplicar estos métodos de estimacién en problemas
reales. En este caso, se ha decidido no realizar esta tarea puesto que, en una situacién real, no
se conoce la importancia real de las muestras y, por tanto, seria imposible comprobar que tan
buenas son las estimaciones conseguidas. Ademas, también es de esperar que los resultados no
sean tan claros como lo pueden ser en los experimentos realizados debido a que, en un problema
real, donde las distribuciones pueden ser mucho mas complejas se puede dar la situacidon de que,
aunque con unas buenas estimaciones para la importancia, los resultados de la clasificaciéon no
sean buenos por otros factores.
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A. Codigos

En este capitulo aparecen los c6digos que se han desarrollado para utilizar los distintos méto-
dos de estimacién de la importancia del Capitulo 4. Es importante mencionar que solo se incluye
el codigo que permite generar los datos y el que permite obtener las estimaciones de la impor-
tancia (los valores que aparecen son los utilizados para el experimento de las Secciones 4.2 y
4.3)

1 from adapt.instance_based -import KLIEP, ULSIF

2 dmport cvxpy as cp

3 from matplotlib.patches import Patch, Rectangle
4 dmport matplotlib.pyplot as plt

5 dmport numpy as np

6 import pandas as pd

7 from scipy.optimize import minimize

g from scipy.stats import norm, gaussian_kde

9 from sklearn.linear_model import LogisticRegression
10 from sklearn.metrics.pairwise import rbf_kernel
11 from sklearn.neighbors import NearestNeighbors

Cddigo A.1: Paquetes necesarios

A.1. Generacion de datos

1 # Funciodn para generar las distribuciones U(-1, 1)

2 def function(x):

3 return np.random.uniform(-1, 1, size=len(x))

4

5 # Funcion para generar las variables X1, X2 y las etiquetas de clase

s def generate_data(media_train, desviacion_train, n_elem_train,

7 media_test, desviacion_test, n_elem_test):

8 # Datos de entrenamiento y test de la variable X1

9 X1_train = np.random.normal(media_train, desviacion_train, n_elem_train)
10 X1_test = np.random.normal(media_test, desviacion_test, n_elem_test)

11

12 # Datos de entrenamiento y test de la variable X2

13 X2_train = function(X1l_train)

14 X2_test = function(X1_test)

15

16 # Creamos las etiquetas de nuestras clases

17 clases_train = (X1_train * X2_train > 0).astype(int)

18 clases_test = (X1_test * X2_test > 0).astype(int)

19

20 return X1_train, X2_train, X1_test, X2_test, clases_train, clases_test

Cdédigo A.2: Cadigo que permite generar los datos de entrenamiento y test y sus clases.
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A. Cédigos

A.2. Clasificador sin importancia

1 clasificador_sinimportancia = LogisticRegression()
2 # Ajustamos el modelo utilizando los datos de entrenamiento (x,y) y las etiquetas de clase
3 clasificador_sinimportancia.fit(np.column_stack((X1l_train, X2_train)), clases_train)

Codigo A.3: Cédigo para ajustar un clasificador sin importancia (sin pesos para las muestras de
entrenamiento).

Para todos los métodos se puede utilizar el clasificador para hacer predicciones de unos pun-
tos. Por ejemplo para obtener la prediccion de la clase de unos puntos X1, X2 se utiliza:

“nombre_clasificador.predict(np.column_stack((X1, X2)))“.

A.3. Importancia real

1 # Calculamos los pesos como Ptest(xtrain) / Ptrain(xtrain)

2 p_test = norm.pdf(X1_train, loc=media_test, scale=desviacion_test)

3 p_train = norm.pdf(X1_train, loc=media_train, scale=desviacion_train)
4 weights = p_test / p_train

6 # Ajustamos el modelo utilizando los datos de entrenamiento (x,y), las etiquetas de clase y
los pesos

7 clasificador_importancia = LogisticRegression()

g clasificador_importancia.fit(np.column_stack((X1l_train, X2_train)), clases_train,
sample_weight=weights)

Cédigo A.4: Codigo para ajustar un clasificador utilizando la importancia real.
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A. Cédigos

A.4. Métodos de estimacion de la importancia

A.4.1. Kernel Density Estimation (KDE)

# 1. Calculamos hat_P_train

kde_train = gaussian_kde(X1_train, bw_method= ) # bw_method="scott"/"silverman"/
constante

hat_P_train = kde_train.evaluate(X1_train)

# 2. Calculamos el hat_P_test
kde_test = gaussian_kde(X1_test, bw_method= ) # bw_method="scott"/"silverman'"/constante
hat_P_test = kde_test.evaluate(X1l_train)

# 3. Estimamos la importancia
hat_w_kde = hat_P_test/hat_P_train

# Ajustamos un clasificador con los pesos calculados (hat_w_kde)

clasificador_kde = LogisticRegression()

clasificador_kde.fit(np.column_stack((X1l_train, X2_train)), clases_train, sample_weight=
hat_w_kde)

Cddigo A.5: Codigo para ajustar un clasificador utilizando KDE
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A. Cédigos

A.4.2. Kernel Mean Matching (KMM)

24
25
26
27
28
29
30
31

32
33
34
35

36
37
38
39
40
a1

42
43
44

45

47
48
49
50
51
52

def KMM(X1_train, X1_test):
n_train = X1_train.shape[0]
n_test = X1_test.shape[0]
X = np.concatenate((X1_train, X1_test), axis=0)
epsilon = 1 - 1 / (np.sqrt(n_train))
B = 1000
if X.shape[0] < 50:
neighbour_ind = X.shape[0] - 2
else:
neighbour_ind = 50

nbrs = NearestNeighbors(n_neighbors=(neighbour_ind + 1), algorithm= ). fit(X)
distances, indices = nbrs.kneighbors(X)

# Calculamos la distancia media a los vecinos mas proximos

sigma = np.average(distances[:, neighbour_ind])

K = rbf_kernel(X, X, 1 / (2 * sigma ** 2))

# Variables del problema de optimizacion
weights = cp.Variable((n_train, 1))
alpha_ = np.ones((n_test, 1))

# Funcion Objetivo
objective = cp.Minimize(cp.quad_form(cp.vstack([weights/n_train, -alpha_/n_test]), cp.
psd_wrap(K)))
# Restricciones
constraints = [
weights >= np.zeros((n_train, 1)),
weights <= B * np.ones((n_train, 1)),
cp.sum(weights) / n_train - 1 <= epsilon,

problem = cp.Problem(objective,constraints)
try:
problem.solve(solver = cp.GUROBI)
except cp.error.SolverError:
try:
problem.solve(solver = cp.MOSEK)
except cp.error.SolverError:
try:
problem.solve(solver = cp.ECOS, feastol = le-6, reltol = 1le-3, abstol = 1le-6)
except cp.error.SolverError:
raise ValueError( )

weights = weights.value
return weights

# Se utiliza la funcidén para calcular los pesos
hat_w_kmm = KMM(X1_train.reshape(-1, 1), X1_test.reshape(-1, 1))
hat_w_kmm = hat_w_kmm.squeeze()

# Ajustamos un clasificador con los pesos calculados (hat_w_kmm)

clasificador_kmm = LogisticRegression()

clasificador_kmm.fit(np.column_stack((X1l_train, X2_train)), clases_train, sample_weight=
hat_w_kmm)

Cdédigo A.6: Codigo para ajustar un clasificador utilizando KMM
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A. Cédigos

A.4.3. Obtencion de pesos por regresion logistica

1 # Creamos la variable clasificadora (eta)
2 eta_train = -np.ones(n_elem_train)
3 eta_test = np.ones(n_elem_test)

5 # Juntamos los datos de entrenamiento y test
6 X = np.concatenate((X1_train, X1_test))
7 eta = np.concatenate((eta_train, eta_test))

9 # Creamos un clasificador de regresiéon logistica
10 clasificador_logistico = LogisticRegression()
11 clasificador_logistico.fit(X.reshape(-1, 1), eta)

13 # Calculamos las probabilidades condicionadas p(y|x) (p(eta|x))
14 p_etatrain_x = clasificador_logistico.predict_proba(X.reshape(-1, 1))[:, 0]
15 p_etatest_x = clasificador_logistico.predict_proba(X.reshape(-1, 1))[:, 1]

17 # Calculamos la importancia

18 hat_w_rlog = (len(X1l_train) / len(X1l_test)) * (p_etatest_x / p_etatrain_x)

19 hat_w_rlog = hat_w_rlog[eta == -1] # Solo nos quedamos con los pesos de los datos de
entrenamiento

20

21 # Ajustamos un clasificador con los pesos calculados (hat_w_rlog)

22 clasificador_rlog = LogisticRegression()

23 clasificador_rlog.fit(np.column_stack((X1_train, X2_train)), clases_train, sample_weight=
hat_w_rlog)

Cdodigo A.7: Codigo para ajustar un clasificador utilizando pesos estimados por regresion logisti-
ca.

A.4.4. Procedimiento de Kullback-Leibler (KLIEP)

1 kliep = KLIEP(kernel= , sigmas=np.arange(0.1, 10.1, 0.1), max_centers=20, cv=10, max_iter
=2000, verbose=0)
2 hat_w_kliep = kliep.fit_weights(X1l_train.reshape(-1, 1), X1_test.reshape(-1, 1))

4 # Ajustamos un clasificador con los pesos calculados (hat_w_kliep)

5 clasificador_kliep = LogisticRegression()

6 clasificador_kliep.fit(np.column_stack((X1_train, X2_train)), clases_train, sample_weight=
hat_w_kliep)

Cdédigo A.8: Codigo para ajustar un clasificador utilizando KLIEP.
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A. Cédigos

A.4.5. Ajuste de importancia por minimos cuadrados (LSIF)

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

31

32
33
34
35
36
37
38
39
40
a1
42
43
44
45

47
48
49
50
51

cp.settings.EIGVAL_TOL = le-4

def gaussian_kernel_matrix (X, centros, sigma):
X_norm = np.sum(X*xx2, axis=1, keepdims=True)
centers_norm = np.sum(centros**2, axis=1)
dist_sq = X_norm + centers_norm - 2 * X.dot(centros.T)
return np.exp(-dist_sq / (2 * sigmaxx2))

def LSIF(X1_train, X1_test, h_kernel=1.0, lambda_pen=0.001):
n_train = X1_train.shape[0]
n_test = X1_test.shape[0]

# Utilizamos como funciones base el kernel gaussiano centrado en las muestras de test
centers = X1_test

rho_train = gaussian_kernel_matrix(X1_train, centers, h_kernel)

rho_test = gaussian_kernel_matrix(X1l_test, centers, h_kernel)

# Creamos las matrices H y h
H = (rho_train.T @ rho_train) / n_train
h

= np.sum(rho_test, axis=0) / n_test

# Aseguramos que el tamafo de los elementos es correcto

assert rho_train.shape == (n_train, n_test),
assert rho_test.shape == (n_test, n_test),
assert H.shape == (n_test, n_test),

assert h.shape == (n_test,),

# Definimos el vector de parametros

alpha = cp.Variable(n_test)

# Se formula la funcidn objetivo con una penalizacién lineal (Ecuacion 3.34)

objective = cp.Minimize(0.5 * cp.quad_form(alpha, H) - h.T @ alpha + lambda_pen * cp.sum(
alpha))

# Sujeto a que los parametros (alpha) >= 0

constraints = [alpha >= 0]

# Resolvemos el problema de minimizacion
problem = cp.Problem(objective, constraints)
problem.solve()

# Obtenemos la solucidén y calculamos los pesos como: w = alpha * rho
weights = rho_train @ alpha.value

weights = np.maximum(weights, 0)

assert weights.shape == (n_train,),

return weights

# Se utiliza la funcidén para calcular los pesos
hat_w_LSIF = LSIF(X1_train.reshape(-1, 1), X1_test.reshape(-1, 1), h_kernel=1.0, lambda_pen=0)

# Ajustamos un clasificador con los pesos calculados (hat_w_LSIF)

clasificador_1lsif = LogisticRegression()

clasificador_lsif.fit(np.column_stack((X1l_train, X2_train)), clases_train, sample_weight=
hat_w_LSIF)

Codigo A.9: Codigo para ajustar un clasificador utilizando LSIF.
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A. Cédigos

A.4.6. Ajuste de importancia por minimos cuadrados sin restricciones (uL-
SIF)

ulsif = ULSIF(Xt=X1_test, kernel= , lambdas=np.arange(0.1, 10.1, 0.1), verbose=0)
hat_w_ulsif = ulsif.fit_weights(Xl_train.reshape(-1, 1), X1l_test.reshape(-1, 1))

# Ajustamos un clasificador con los pesos calculados (hat_w_ulsif)
clasificador_ulsif = LogisticRegression()

clasificador_ulsif.fit(np.column_stack((X1l_train, X2_train)), clases_train, sample_weight=
hat_w_ulsif)

o v A W N =

Cédigo A.10: Codigo para ajustar un clasificador utilizando uLSIF.
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