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CAPITULO 30

RESTOS CON GRAFOS: UN PRETEXTO PARA LA
ENSENANZA DE LA ARITMETICA MODULAR EN
EDUCACION SECUNDARIA
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1. INTRODUCCION Y MARCO CONCEPTUAL

Actualmente la tecnologia tiene un papel fundamental en la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas. La existencia, potencia y versatili-
dad de la misma hacen necesario replantear la tipologia de las matema-
ticas que debe aprender el alumnado y cudl es la mejor forma de hacerlo
(NCTM, 2000, p.25). En este documento se hace referencia a las habi-
lidades en el pensamiento computacional por parte de los estudiantes.
De acuerdo con el marco Pisa 2021 (OECD, 2018) estas habilidades
incluyen el reconocimiento y descomposicion de patrones, el disefio y
uso de la abstraccion, la determinacion de cuales serian las herramien-
tas informaticas (si las hay) que podrian emplearse para analizar o re-
solver un problema y la definicion de algoritmos como parte de una
solucion detallada. Puesto que la tecnologia ocupara un papel cada vez
mas relevante en la vida de los estudiantes, el recorrido a largo plazo
de la competencia matematica también debe contemplar la relacion si-
nérgica y reciproca de los pensamientos matematico y computacional.
Este ultimo entendido como un proceso que implica la formulacion de
problemas y el disefio de sus soluciones en una forma que pueda ser
ejecutada por un ordenador, un ser humano o una combinaciéon de am-
bos (Wing, 2011). El pensamiento computacional se considera uno de
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los tres grandes principios metodoldgicos para el desarrollo e imple-
mentacion del curriculo de matematicas en Espaiia (CEMat, 2021) ya
que se ha convertido en una habilidad fundamental posicionandose en
el mismo nivel que la lectura, la escritura y la aritmética (Guzdial,
2008).

Las matematicas discretas tienen aplicaciones en todos los campos de
la informadtica, y se utilizan ampliamente en telecomunicaciones y pro-
cesamiento de informacion. La matematica discreta y el pensamiento
computacional guardan una estrecha relacion. En particular, la aritmeé-
tica modular forma parte de algunos enfoques constructivos concretos
del pensamiento computacional (Flores, 2011). Desde la introduccion
de la matematica discreta en el libro titulado: “Curriculum and Evalua-
tion Standars for School Matematics” (NCTM, 1989), diversos autores
han sefalado la necesidad de incluirla en el curriculo (DeBellis y Ro-
senstein, 2004; Hart y Martin, 2018; Rosenstein, 2020). Por medio de
las experiencias con la matematica discreta, los profesores pueden en-
sefiar mejor a los estudiantes a “pensar criticamente, resolver problemas
y tomar decisiones usando estrategias y razonamientos matematicos”
(DeBellis y Rosenstein, 2004, p.49). Estos autores consideran ademas
que, es un vehiculo que ofrece a los profesores una forma diferente de
pensar sobre los temas matematicos tradicionales. También presenta
“una nueva estrategia para involucrar al alumnado en el estudio de las
matematicas” (p. 49), y que le ofrece herramientas e informacion valio-
sas que le permite un nuevo comienzo en las matematicas, brindando
una oportunidad de revitalizar las matematicas escolares. Segiin Goldin
(2017) los estudiantes que han sido “apagados-desanimados” por las
matematicas escolares tradicionales, y los maestros que desde hace mu-
cho tiempo han hecho una rutina de su instruccion, pueden encontrar en
el dominio de las matematicas discretas oportunidades para el descu-
brimiento matematico y la resolucion de problemas interesantes.

La resolucion de problemas ha sido estudiada, en el &mbito de la edu-
cacion matematica, por su gran impacto en el aprendizaje y en la cons-
truccion del conocimiento matematico (English y Gainsburg 2016;
Lesh y Zawojewski, 2007; Liljedahl y Santos-Trigo 2019; P6lya, 1954;
Schoenfeld, 1985). En las ultimas dos décadas ha cobrado mayor
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relevancia la ensenanza de habilidades de pensamiento y la resolucion
de problemas en la escuela. Esto ha sido originado, en parte, por los
resultados de estudios que han sefialado vinculo entre las habilidades
de pensamiento genérico del alumnado y el rendimiento del aprendizaje
(Prins et al., 2006; Van Der Stel, y Veenman, 2014).

Es esencial que los profesores utilicen entornos de aprendizaje que ten-
gan como objetivo involucrar a los estudiantes y usuarios de las mate-
maticas en experiencias de resolucion de problemas (Santos-Trigo,
2020). Schoenfeld (1985) implement6 un programa en torno a la reso-
lucion de problemas, centrado en analizar el desarrollo del pensamiento
matematico de los estudiantes, documentando aspectos relacionados
con el uso de estrategias heuristicas, la naturaleza del pensamiento ma-
tematico, las creencias de los estudiantes y la importancia de las estra-
tegias metacognitivas.

Una cuestion central en su programa fue la caracterizacion de lo que
significa pensar matematicamente. Las actividades en las aulas de ma-
tematicas pueden y deben reflejar el desarrollo del conocimiento mate-
matico que queremos que los estudiantes adquieran. Segun Schoenfeld
(1985), “aprender a pensar matematicamente, implica mucho mas que
saber varias cosas “al dedillo”. Incluye ser flexible e ingenioso [...],
usar el conocimiento de manera eficiente, y, entender y aceptar las re-
glas tacitas del juego” (p.xii). Es fundamental, por tanto, relacionar el
proceso de desarrollar la disciplina con el aprendizaje o construccion
del conocimiento, esto es, que el alumnado adquiera distintas herra-
mientas y se involucre en actividades que reflejen el quehacer matema-
tico. También es importante crear un ambiente que posibilite la cons-
truccion de significados (“sense-making’). El mismo autor senala:

Pensar matematicamente significa (a) desarrollar un punto de vista ma-
tematico -valorar los procesos de matematizacion y abstraccion y tener
la predileccion para aplicarlos- (b) desarrollar una competencia con las
herramientas propias de las matematicas y ponerlas a disposicion para
comprender la estructura: construccion de significados matematicos.

(Schoenfeld, 1994, p.60).
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Las actividades en el aula deben contribuir en la propia comprension o
desarrollo de las ideas matematicas del alumnado, acentuando no sélo
el proceso constructivo sino ademas la necesidad de tomar conciencia
de esa construccion, siendo capaz de modificarla a partir de la reflexion
en cada una de las fases del proceso. El aula resulta ser la principal
fuente de experiencias de resolucion de problemas para los estudiantes,
la experiencia basica desde la cual abstraen su sentido de lo que se trata
la matematica.

Otro aspecto relevante relacionado con los principios de la resolucion
de problemas tiene que ver con la manera en que los estudiantes con-
ceptualizan las matematicas. Schoenfeld (2016) destaca que un aspecto
significativo en la caracterizacion de la naturaleza de las matematicas
es pensarlas en términos generales, como la “ciencia de los patrones”.
Las matematicas revelan patrones ocultos que nos ayudan a comprender
el mundo que nos rodea [...] "hacer" matematicas es mucho mas que
calculos o deducciones; implica la observacion de patrones, la prueba
de conjeturas y la estimacion de resultados (National Research Council,
1989, p.31). Se debe poner el foco més sobre el proceso que sobre el
contenido matematico puesto que, se ha de describir lo que son las ma-
tematicas, asi como lo que se espera que el alumnado aprenda al estu-
diarlas. De acuerdo con la caracterizacion de las matematicas a partir
de patrones que hace Devlin (1994), se pretende que, en un contexto de
resolucion de problemas, los estudiantes reconozcan las propiedades de
conjuntos numéricos: que busquen, representen y describan relaciones
entre dichos conjuntos de tal forma que los lleve a la identificacion de
patrones, conjeturas o relaciones.

Las primeras operaciones aritméticas suelen introducirse en edades tan
tempranas que en muchas ocasiones el momento de fundamentar estos
algoritmos jamas llega. Una pregunta del tipo “por qué se divide de
izquierda a derecha y no al contrario” puede poner en dificultades a mas
de un estudiante.

Este trabajo parte de una actividad orientada a que los alumnos de se-
cundaria sean capaces de examinar los supuestos matematicos existen-
tes detras de sus explicaciones al abordar un problema desde distintos
puntos de vista, y en particular, desde la aritmética modular. En
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concreto, se presenta una propuesta construida alrededor del algoritmo
para el célculo del resto de una division, mediante el empleo de un
grafo. La idea se basa en el uso de propiedades aritméticas basicas que
permiten desarrollar un algoritmo y, usando un grafo, se logra dar di-
namismo e, incluso, convertirlo en un elemento ludico con una presen-
tacion similar a la de un juego del estilo de Serpientes y escaleras. Esta
es una herramienta interesante para la estimulacion de la exploracion
personal del conocimiento y los procesos de matematizacion asociados
(Martin-Morales, Mufioz-Escolano y Oller-Marcén, 2009). En princi-
pio el proceso, visto como caja negra y con pasos que no emplean divi-
siones ni multiplicaciones, causa asombro e intriga acerca de la razon
por la cual funciona. Ademas de aportar los elementos que permiten la
comprension interna del algoritmo, la discusion también enriquecera
las posibilidades que permite el proceso del reparto para la deduccion
de propiedades de la aritmética modular.

2. OBJETIVOS

El objetivo principal de este trabajo es:

Presentar el disefio de una propuesta de ensefianza de la aritmética
modular, teniendo en cuenta como agentes motivadores, el calculo
de restos con grafos y la visualizacion.

Los objetivos secundarios:

— Revelar de manera aplicada el significado de construccion de
conocimiento matematico.

— Aplicar propiedades de la aritmética modular como alternativa
a la division, para solucionar problemas en contextos cotidia-
nos que se repiten modularmente.

— Aportar elementos de comprension que permitan a los estu-
diantes conectar ideas matematicas previas con la matematica
discreta.

— Utilizar la aritmética modular para solucionar problemas de
divisibilidad.
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3. METODOLOGIA

La metodologia utilizada es la propia del marco de resolucion de pro-
blemas de Schoenfeld (1985, 1994) cuyas etapas se basan en las plan-
teadas por Polya (1954). Se pretende que el alumnado “viaje a territorio
desconocido” poniendo el énfasis en la construccidon de significados
mediante su participacioén en discusiones matematicas bajo el enfoque
de resolucion de problemas de Schoenfeld. Este mismo entiende este
proceso como no lineal, que supone caminos que van en zig-zag y mar-
chas con distintas direcciones (hacia adelante o hacia atras). El modelo
se plantea en cuatro etapas: analisis, exploracion, ejecucion, comproba-
cion (Véase Blanco, 1996). En concordancia con la perspectiva de la
resolucion de problemas de Schoenfeld se ha disefiado una herramienta
metacognitiva (Figura 1) que se estructurd en torno a cuatro tipos de
preguntas auto-dirigidas fundamentadas en los estudios de Polya (1954)
y Schoenfeld (2016). Las estrategias consideradas en las distintas pre-
guntas se acufaron de la lista de Mevarech y Kramarski (2014).

_648_



FIGURA 1. Herramienta metacognitiva.

#5abes como organizar L informacitn para resolver el problema?
{0ub pasos deberias de tomar? ;Has utilizado toda a informacién relevante?
D06 ipas de estrategias son 0ecuadas para resolver o problema y por qui?
10ué haces exactaments? jPuades descridirio con precision?
¢Estas atascado? ;Donde te equivocaste?
¢Por qué? ;La solucion tiene santido?

JEntiondes o significado de
135 palabras en este
problema?
¢Cudl s la pregunta?

Ludles con los datos?

iLon qué operaciones tienes mas dificultad? ;Se puede resabver el
problema de otra manera? ;Se puede resolver de una manera mas “degante”
© mis corta? ;Loma? ;Por qué? ;Coma te ayuda? ;Qué hards con el resultado
una vez que bo tengas? ;Qué has aprendido al resolver este probiema?
Si se le da ciro problema como este, ;tendrds conlianza para resclverio?
(Lémo puedes uliizar ko que he aprendido ahora para resolver

Fuente: elaboracion propia

Un aspecto que se tiene en cuenta en el disefio de la propuesta es el de
la visualizacion. Su alcance en este sentido no es el de destacar la im-
portancia de la visualizacion, sino el de transmitir aspectos estratégicos
e intuitivos, que, por otra parte, son probablemente mucho mas dificiles
de hacer explicitos y asimilables para los estudiantes, precisamente por
encontrarse muchas veces situados en los sustratos menos conscientes
de la propia actividad del experto [...] (Guzméan, 1996, p.35). Se han
planteado las actividades para ser implementadas en el contexto de edu-
cacion secundaria, pudiéndose adaptar mas adelante en los distintos ni-
veles.
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3.1. FASES DE REALIZACION

La propuesta disefiada serd llevada a cabo en seis fases
(Fy, Fy, F3, Fy, F5, Fg) que se describen en la Tabla 1. Posteriormente,
se detallan aspectos clave en el desarrollo de cada fase y, de manera
implicita el objetivo en cada una de ellas. En estas fases, de acuerdo
con lo descrito en la introduccion, se pretende promover en el alum-
nado, el trabajo en los procesos de matematizacion y abstraccion vy,
a la vez motivarlo para que se involucre en actividades que reflejen
el quehacer matematico.

TABLA 1. Descripcion de las fases de la propuesta

Fases
F Problema

Descripcion de la fase
Planteamiento de una situacién modular inicial.
Se presenta una imagen del grafo, y se explica su uso para
el calculo de restos.
Se presenta una imagen de un “reloj” (rueda modular) y a
partir de una pregunta deben establecerse relaciones entre

F, Motivacion

F 3 Descubriendo pa-
trones y relaciones ju-
gando

los numeros y los colores

Sumas y restas. Relacion con los restos.

Experimenta- - —
P cion Producto de dos nimeros. Relacion con
s los restos.
dirigida

Potenciacion. Relacion con los restos.

F 4, Comunicando

Hallar restos de numeros con distintas descomposiciones.

ideas Identificacion de distintos patrones al operar con restos.
F5 Deducciones infor-  Respuestas a preguntas planteadas, conjeturas y propuesta
males de nuevas cuestiones.

F ¢ Generalizacion

Utilizando propiedades de la aritmética elemental se genera-
lizan algunas propiedades modulares.

Fuente: elaboracion propia

En la primera fase se trabajard con los conocimientos previos del
alumnado y a partir de la segunda fase, como se ha sefialado en el
marco conceptual, se ponen a disposicion las herramientas propias
de las matematicas para la construccion de significados matemati-
cos. Se transitara por cuatro etapas del método de Schoenfeld (1994)
de manera transversal en las seis fases, ya que las actividades en si
mismas plantean cuestiones a resolver.
1. Fase 1: Se plantea un problema situado en un contexto modular.
El alumnado utilizaré sus propias estrategias para solucionar el
problema.
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2. Fase 2: Mediante el grafo de restos se aborda el mismo pro-
blema. El grafo actuard mas como elemento motivador, como
excusa para invitar al alumnado a trabajar la aritmética modular
a partir de preguntas tales como ;Por qué funciona? ;Coémo se
construye?

3. Fase 3: A partir de la visualizacion se descubriran propiedades
de la aritmética modular. De acuerdo con el tiempo y el grado
del curso en el cual se plantee la propuesta, se pueden incluir
distintas propiedades ademas de las basicas de la multiplicacion
y la suma.

4. Fase 4: Al comunicar ideas se pretende conectar con conoci-
mientos previos como por ejemplo la propiedad asociativa de la
suma o la expansion decimal de un numero, entre otras.

5. Fase 5: Teniendo en cuenta las conexiones y los resultados que
van emergiendo, el alumnado podra hacer deducciones infor-
males.

6. Fase 6: A partir de las deducciones informales, en algunos ca-
sos se podran realizar generalizaciones.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

En este apartado se presentan algunas de las actividades disenadas para
la secuencia didactica. Se han elaborado varias para que el alumnado
tenga la posibilidad de encontrar patrones y conjeturar sobre las propie-
dades de la aritmética modular. También se describe el escenario de
realizacion de las tareas.

4.1. ALGUNOS PROBLEMAS EN CONTEXTOS MODULARES

Inicialmente se expondran algunos problemas significativos, de la mul-
titud de problemas que pueden dar juego a la hora de trabajar contextos
modulares para que el alumnado lo resuelva con sus propias heuristicas.

Problema 1: Los autobuses del ejército cuentan con 36 asientos para
los soldados (son todos iguales). Si 1126 soldados estan siendo
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transportados en autobts a su lugar de entrenamiento, y se optimiza el
uso de los transportes, es decir, no se trae otro autobus hasta que se
llena el anterior, jhay algun autobus que lleve asientos vacios? Si lo
hay, ¢cuantos asientos vacios lleva? Adaptado de: Rodriguez et al.
(2009).

Problema 2: Un astronauta hizo un viaje de 239 horas. Si despeg6 a
las 00:00 horas, ja qué hora aterrizo? La respuesta ha de darse en el
formato de 24 horas.

Problema 3: Las estaciones se suceden en el tiempo siguiendo siempre
la misma secuencia IPVOIPVO... (invierno, primavera, verano, otofio,
invierno, primavera, ...) Un abuelo reta a su nieto contandole que, a
partir del dia 21 de diciembre de cierto afio, en el que comenzo el in-
vierno, han pasado 58 estaciones y media, aproximadamente. ;En qué
estacion se encuentran?

Problema 4: Si hoy es miércoles ;qué dia sera dentro de 284 dias?
Problema 5: ;8193 — 1 es divisible por 7?

El quinto es un problema en contexto modular pero no cotidiano. Con
la aritmética modular, a diferencia de los criterios de divisibilidad, no
solo se verifica la divisibilidad de un niimero entre otro sino el resto
que queda, una informacion que ningun criterio de divisibilidad arroja.

Al incrementar los distintos valores dados en los cuatro primeros pro-
blemas, la division resultaria ser mas compleja, y, en el quinto, calcular
la potencia y luego dividir supondria bastante coste operativo. Como
pretexto para solucionar estos problemas sin la necesidad de dividir, se
introduce la aritmética modular a partir de un método alternativo, mu-
cho mas rapido y con menor coste matematico, que el algoritmo de la
division.

La idea clave que se quiere transmitir al alumnado es que hallar restos
tiene que ver con agrupar. A lo largo de todo el desarrollo de la secuen-
cia se ha de reforzar este concepto.

Se puede empezar la actividad en clase con un caso practico como el
siguiente: suponiendo que se tiene toda la Plaza Mayor llena de gente y
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que se quiere saber su resto modulo 7 (Figura 2a), y por ello se plantean
algunas alternativas para encontrarlo. Una de ellas seria, contar el ni-
mero de personas presentes, y hallar el resto al hacer la division entre
7. Pero esto es muy costoso, inclusive matematicamente porque habria
que hacer una division. El algoritmo en este caso no es eficiente. Otra
opcion es dividir en varios grupos, sin importar el tamafio de los mis-
mos (Figura 2b) y se indica a varias personas (una por grupo) que cal-
culen en resto modulo 7 en su grupo (Figura 2c). No hace falta saber
cuantos grupos hay, ni de cuantas personas componen cada uno, s6lo
los restos (Figura 2d), y tampoco tienen por qué estar asociados a la
unidad que se cuenta. Por ultimo se suman todos los restos (en este caso
particular, 1+4+3+2+4+5+2+1+6+6y, el resultado de la suma se
vuelve a repartir).

FIGURA 2. Calculo de restos mediante agrupaciones

t“ i
t i, bbbty
l s J‘t‘u nnu
i’y M’m“!’ ntn HR i

by i’a
e w, ;:it’ i
Hﬁ

i
i m'&"it
iyt d

Fuente: elaboracion propia

Se plantean problemas en distintos contextos modulares, algunos de
ellos cotidianos como: los meses del afio, las horas del dia, los dias de
la semana, las estaciones del afio que se solucionaran primero con gra-
fos y luego se hacen las conexiones con la aritmética modular o aritmé-
tica del reloj (Burton, 2010).

Teniendo en mente el concepto esencial que se quiere trabajar en la
segunda fase, y para ampliar la perspectiva del alumnado sobre la forma
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de solucionar problemas en contextos modulares, se hara uso del grafo
para calcular los restos al dividir por cualquier nimero. Se calculan con
los mismos valores propuestos en la fase 1, inclusive con numeros de
varios digitos para que el alumnado vea la bondad de trabajar con esta
novedosa herramienta. A continuacion, ademas de contextualizar el uso
del grafo, se hace una breve explicacion sobre su funcionamiento.

4.2. DESCRIPCION DEL CALCULO DE RESTOS CON GRAFOS

Hay situaciones en las que un problema se resuelve encontrando, no el
cociente, sino el resto, de una division, por ejemplo, si hoy es miércoles
(qué dia sera dentro de 283 dias? También ocurre que, en ocasiones,
no es necesario conocer el resultado de una division, sino Unicamente
si ésta es exacta o no, como es el caso en el que se quiere determinar si
un nimero es, o no, primo. Por ultimo, se puede tener la situacion en la
que se necesita saber si el resultado de una division es exacto, antes de
invertir tiempo realizando la division de forma completa. Esto ocurre,
por ejemplo, cuando se simplifica un nimero fraccionario, ya que solo
se deben hacer divisiones con resultado exacto. En general, para cono-
cer el resto de una division se utiliza el algoritmo de la division y éste
aparece al final del proceso. Pero (es posible conocer el valor del resto
de una division sin necesidad de hacer la division mediante el algo-
ritmo? La respuesta a esta pregunta se vera a continuacion al em-
pleando un grafo (Figura 3), que es una adaptacion de Wilson (2010).
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FIGURA 3. Grafo médulo 7

Nota: Adaptado de Wilson (2010)

Este grafo, en particular, permite conocer cual es el resto que se obtiene

al dividir un nimero entre 7. En este caso, tiene 7 vértices, etiquetados
del 0 a 6. El algoritmo inicia siempre en el vértice 0 y consta de cam-
bios de posicion, que dependen de cada uno de los digitos que compo-
nen al nimero, segun dos reglas: los desplazamientos sobre la circun-
ferencia se realizan siempre en el sentido de las manecillas del reloj y
los “saltos” siguiendo las aristas discontinuas. La tltima posicion al-
canzada corresponde al valor del resto buscado.

Dado un nimero natural mayor que 0, describiremos el procedimiento
que debe ser ejecutado con el grafo para hallar el resto, en otras pala-
bras, vamos a puntualizar el algoritmo:

— Iniciando en 0, nos movemos en sentido de las agujas del reloj
tantas posiciones como indique el digito que ocupa la posicion
de la unidad de mayor orden en nuestro niimero.

— Si atin no hemos agotado los digitos de nuestro numero, nos
desplazamos de la posicion actual a la que indique la arista
discontinua que parte de donde nos encontramos. En el caso
de haber agotado los digitos vamos al paso 5.
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— A partir de esta nueva posicion nos desplazamos nuevamente
en sentido de las agujas del reloj, tantas posiciones como in-
dique el digito que ocupe la posicion a la derecha del ultimo
que fue usado.

— En esta nueva posicion seguimos el mismo procedimiento in-
dicado a partir del paso 2.

— El digito correspondiente a la tltima posicion ocupada es el
resto buscado.

Se presenta también el algoritmo de manera esquematica, como un dia-
grama de flujo (Figura 4).

FIGURA 4. Diagrama de flujo para ejecutar el algoritmo de restos con grafos

v

Sea it = digito que ocupa
la primera posicién de la
izquierda en el nimero

v

Vaya a la posicion 0

Desplacese n

posiciones en sentido
horario.

;Ha asignado
a N todos los digitos
del nimero?

Su posicion actual
SI=> corresponde al
residuo buscado

)

Desplacese a la
posicién que indica la
flecha que sale de su

posicion actual.

vV

Sea 11 = digito que esta
ala derecha de la
——| posicién que ocupa el
ultimo digito que se
asigno a .

Fuente: Elaboracion propia
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Ilustraremos el algoritmo con ejemplo concreto al calcular el resto de
dividir 948 entre 7. Iniciando en 0 se hace un desplazamiento de 9
(948) posiciones en sentido de las agujas del reloj, de tal forma que se
llega al 2. Como no se han agotado los digitos de 948 se “salta” desde
el 2 al 6 (esto lo indica la arista discontinua naranja). A partir de 6 se
hace un desplazamiento de 4 (948) posiciones en el sentido horario,
hasta llegar al 3. Como aun queda un digito, se “salta” de nuevo, segin
la arista naranja hasta el 2. Finalmente se hace un desplazamiento de 8
(948) posiciones en sentido de las agujas del reloj de tal forma que se
llega al 3. Como se han agotado los digitos, {3 es el resto buscado!

Llegados a este punto, el alumnado podra realizar el proceso varias ve-
ces con numeros al azar para verificar que han entendido el proceso y
que ¢éste en realidad funciona.

Una vez hecho esto, surgen diversas preguntas:

— (Por qué funciona el algoritmo?
— (Cbémo se construye el grafo?
— (Estas ideas pueden generalizarse a divisores diferentes al 7?

Es claro que estas preguntas son equivalentes, en el sentido de que si
tenemos la respuesta a alguna de ellas necesariamente habremos hecho
avances en la solucion de las otras dos. La intencion es que a medida
que se vaya avanzando en las fases de realizacion de la propuesta, los
interrogantes van encontrando respuestas.

El algoritmo ha sido programado en Geogebra y depositado online para
libre acceso en el enlace: https://www.geogebra.org/m/gdnzdadp. Di-
cho link se le proporcionara al alumnado para que pueda calcular restos
sin invertir tiempo en la construccion del grafo. El grafo tiene dos tipos
de aristas, unas van con las manecillas del reloj y las otras (las discon-
tinuas) sefialan como “saltar” en la base del sistema de numeracion, en
este caso, la base diez. En la aplicacion que se ha disefiado, la ausencia
de arista discontinua que salga de alguna posicion indica que el nimero
correspondiente se transforma en si mismo. Esto solo se ha indicado de
manera explicita para el 0. Los grafos se pueden construir médulos
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cualquier nimero y no es de recorrido unico. Los vértices se correspon-
den con los restos posibles. En el caso de tener el divisor 7, los restos
son, 0,1,2,3,4,5,6.

La siguiente fase pasa por dar respuestas a algunos de los interrogantes
surgidos en la anterior. En ella se comienzan a introducir conceptos
propios de la aritmética modular mostrando su similitud con el reloj
analdgico, teniendo en cuenta como referencia los problemas propues-
tos en la fase 1. De esta forma se hace latente la conexion entre la arit-
mética modular y la resolucion de ese tipo de problemas.

4.3. SITUACIONES COTIDIANAS Y ARITMETICA DEL RELOJ (DE LA RUEDA)

La aritmética del reloj, de la rueda o modular trabaja con un “relo;”
cuyas horas coinciden con los posibles restos de dividir un nimero
entre otro. Para solucionar el Problema 2, basta imaginar un reloj de
24 horas como el reloj astrondmico de Praga (Figura 5).

FIGURA 5. Reloj astronémico de San Marcos Praga

Nota: Adaptado de Klipartz [Fotografia],
Klipartz (https://www klipartz.com/es/sticker-png-0izqq)
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Para solucionar el problema 3, basta imaginar un reloj con cuatro posi-
bles horas, que concuerdan con el numero de estaciones del afo.

Para solucionar los problemas 4 y 5, se puede suponer el reloj analdgico
de 7 horas que se corresponden con los siete dias de la semana o “ser
divisible por 7 (Figura 6).

FIGURA 6. Reloj (rueda) de restos médulo 7. Analogia con los dias de la semana

Fuente: Elaboracién propia

La secuencia pretende pasar del grafo al reloj (rueda) y, a partir de la
visualizacion concretar propiedades de la aritmética modular que pue-
den dar respuesta a todos los interrogantes (y otros) planteados ante-
riormente. Desde la fase 3 se trabajan de manera transversal y ciclica
las otras fases ya que a partir de cada una de las imagenes propuestas
iran surgiendo nuevos interrogantes.
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4.4. “VIENDO” LA ARITMETICA MODULAR

Como se ha mencionado antes, la visualizacion juega un papel impor-
tante. Se establecera inicialmente una analogia entre el reloj y la “rueda
modular” y, en consecuencia, la relacion con los restos (Figura 7). Las
respuestas a todas estas cuestiones serviran de apoyo en la descripcion
y determinacion de las propiedades de la suma y la multiplicacion
(Figuras 8 y 9). En los ejemplos que se muestran, se supone que todos
los restos son obtenidos al dividir entre 7.

FIGURA 6. Reloj (rueda) de restos modulo 7.

Nota: Adaptado de Modular Arithmetic Visually Explained [Video],
Star (https://bit.ly/3kxnP1E)

El alumnado ha de indagar la conexion existente entre los niimeros y
los colores (sectores). ¢ Por qué los numeros van aumentando de forma
circular? ;Cual es el significado de los colores? ;Por qué los numeros
0,1, 2,3,4,5y 6 tienen colores distintos? Los estudiantes pueden lan-
zar otros interrogantes cuya discusion alentard aun mas a descubrir las
propiedades que se pretenden establecer.
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FIGURA 8. Suma médulo 7. El resto de FIGURA 9. Producto médulo 7. El resto
la suma de dos numeros es igua[ al del producto de dos numeros es igual al
resto de la de la suma de los restos. resto del producto de los restos.

Nota: Adaptado de Modular Arithmetic Nota: Adaptado de Modular Arithmetic Vi-
Visually Explained [Video], sually Explained [Video],

Star (https://bit.ly/3kxnP1E) Star (https://bit.ly/3kxnP1E)

Y avanzando en el tema, se trabajan las propiedades de las potencias
(Figuras 10y 11).
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FIGURA 10. Los restos de las potencias  FIGURA 11. 8" — 1, con n natural, es di-
de nimeros en un mismo sector siem-  Visible por 7.

pre “aterrizan” en un mismo sector.

Nota: Adaptado de Modular Arithmetic Nota: Adaptado de Modular Arithmetic
Visually Explained [Videol, Visually Explained [Video],
Star (https://bity/3kxnP1E) Star (hitps:/ibitly/SkxnP1E)

Dado que han determinado las propiedades basicas de la aritmética mo-
dular, ya se pueden aplicar para hallar restos. Por ejemplo, calcular el
resto de 946 entre 7 es igual que encontrar el resto de la forma candnica
900+40+6. Se puede observar que es el mismo resto de dividir 246 entre
7, dado que 946=700+246. Como 246=20-10+4-10+6, aplicando de
forma reiterada las propiedades de la suma y el producto se observa que
su resto es el mismo que el de 6-:10+4-10+6=10-10+6. Este a su vez es
igual al resto de 3-10+6=30+6 y repitiendo de nuevo el proceso, se ob-
tiene el mismo resto que el de 2+6, siendo 1.

Se les inicia con un numero cuyos digitos sean mayores o iguales que
7 para que se vea la bondad de hallar restos. En este caso se forman
grupos de 10 en 10 o de 100 en 100. Por ejemplo el resto de dividir
8798 entre 7 es el mismo resto de dividir 1021 entre 7. Esto no significa
que no se pueda repartir también en veintenas, docenas, quincenas, etc.

Para responder desde la aritmética modular a los interrogantes que mo-
tivaron su estudio: ;Por qué funciona el algoritmo? o ;Coémo se cons-
truye el grafo? Para ello, basta con que el alumnado recorra de 10 en 10
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en el sentido horario el reloj modular y que consiga los restos que que-
dan al hacer cada avance (véase Tabla 2).

TABLA 2. Construccién del grafo para hallar restos modulo 7

Pasos: Movimientos por grupos de 10 en Decenas Resto | Aristas
10. Discontinuas
En el 0 se mueve 0. Se mantiene en 0. 0 0 0=0
Mover 10y se llega al 3. 1-10 3 1=3
Mover otros 10. Es lo mismo que 3+ 10y 2-10 6 2=6
se llega al 6.

Mover otros 10. Es lo mismo que 6+3 y se 3-10 2 32
llega al 2

Mover otros 10. Es lo mismo que 2+3 y se 4-10 5 455
llega al 5

Mover otros 10. Es lo mismo que 3+3 y se 5-10 1 521
llega al 1

Mover otros 10 es lo mismo que 1+3 y se 6-10 4 6=>4
llega al 4

Mover otros 10. Es lo mismo que 4+3 y 7-10 0 =0
llega al 0.

Mover otros 10 y se llega al 3. Se repiten 8-10 3 8=3
los valores.

Fuente: elaboracién propia

Cabe resaltar que los valores de los vértices coinciden con los posibles
restos al dividir por 7. Se observa que a partir de la séptima decena se
repiten los mismos y con ellos construimos nuestro grafo.

De acuerdo con el nivel y el tiempo que se pueda destinar para trabajar
el tema, se pueden ampliar los contenidos a trabajar con criterios de
divisibilidad o propiedades de los nimeros primos. Por ejemplo, con
aritmética modular se puede deducir de manera sencilla que el resto de
dividir un niimero abcd de cuatro cifras entre 7, es el resto de dividir
6a+2b+3c+d entre 7.

Este trabajo presenta una secuencia-guia para la introduccion de conte-
nidos propios de la aritmética modular en educacion secundaria. Su en-
foque permite la adaptacion de diferentes niveles de conocimientos re-
lacionados con la aritmética tradicional, ya que, se puede abordar el
tema al margen de un conocimiento del algoritmo de la division, y, si
se tiene un conocimiento profuso del mismo, se puede llegar a estable-
cer una conexion interesante entre dicho algoritmo y el que se presenta
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en esta propuesta. Se han mostrado actividades que se han disefiado
para llevar a cabo esta propuesta. Estas mismas ofrecen ventajas de im-
plementacion, tanto en sesiones practicas de aula, con las actividades
de visualizacion y en sesiones de practicas en el aula de informatica con
la aplicacion de Geogebra que se ha disefiado.

La perspectiva no s6lo permite al alumnado dar unos primeros pasos en
la matematica discreta sino tomar otro punto de vista de conocimientos
aparentemente “acabados”. Por ejemplo, al relacionar los grafos en dis-
tintos modulos con los criterios usuales de divisibilidad. La implemen-
tacion de esta propuesta es abrir las puertas a lo que DeBellis y Rosens-
tein (2008) entienden, es el camino a seguir en las experiencias con la
Matematica Discreta, los profesores pueden ayudar mejor a los estu-
diantes a “pensar criticamente, resolver problemas y tomar decisiones
usando estrategias y razonamientos matematicos”.

Hemos generado un entorno de aprendizaje que, de acuerdo con lo que
apunta (Santos-Trigo, 2020) tiene como objetivo involucrar al alum-
nado en experiencias de resolucion de problemas. No s6lo son proble-
mas propuestos explicitamente, sino también otros que van surgiendo a
medida que se avanza en el desarrollo de la secuencia didéctica. En las
distintas fases de la propuesta se refleja el desarrollo de la vision mate-
matica y de competencias con herramientas propias de las matematicas
para comprender una estructura aritmética, que en palabras de Schoen-
feld (1994) significa permitir la construccion de significados (“sense-
making”).

5. CONCLUSIONES

La secuencia didactica permite el abordaje de problemas de restos me-
diante un método alternativo, significativamente mas rapido y menos
costoso matematicamente, que el algoritmo de la division. A través de
la aritmética modular el alumnado puede ampliar las heuristicas en la
resolucion de problemas en contextos modulares. Se ha presentado una
propuesta para abordar el concepto de resto de tal forma que los estu-
diantes puedan deducir algunas de sus propiedades. La transmision de
las inquietudes y necesidades de construccion de los conceptos a los
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estudiantes, hace que el proceso sea enriquecedor. El avance en la im-
plementacion permite visualizar distintas formas de calcular restos y
también practicar con distintas herramientas. Se ha mostrado una adap-
tacion del método de restos con grafos de David Wilson, para interpre-
tar conceptos propios del curriculo de manera visual. Gracias a las im-
plementaciones que se han disefiado, la competencia aprender a apren-
der se trabaja de manera profusa con los estudiantes.
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