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Voces y escenarios de docentes investigadores

Resumen

Nos enfrentamos al desafio de construir una sociedad de reciprocidades, confianza
social y compromiso civico y, por tanto, mds alld del sentido formal y técnico que
requiere investigar en educacion. A través de este libro los autores buscan dar voz
a los caminos trasegados y a las experiencias vividas de los docentes que, a lo largo
y ancho de sus territorios y espacios de aula, le han apostado a la generacién de co-
nocimiento desde diversas perspectivas, a la promocion de la reflexion sistematica
permanente en torno a la dialéctica de ensefiar y aprender.

Voces y escenarios de docentes investigadores materializa las historias escolares y
hazafnas pedagdgicas en investigaciones desde la educaciéon matemadtica; las ciencias
naturales yla educaciéon ambiental. Desde una perspectiva reflexiva, los autores pre-
sentan elementos conceptuales y metodoldgicos sobre el rigor cientifico, la justicia
social, los caminos recorridos y el compromiso social adquirido desde la educacion
que se asumio luego del paso de la pandemia.

Palabras clave: educacién en ciencias naturales, educacion matemética, educacion
ambiental, investigacion educativa.

Voices and scenarios of teacher researchers

Abstract

We face the challenge of building a society of reciprocity, social trust, and civic
commitment, and, therefore, beyond the formal and technical sense that educational
research requires. Through this book, the authors seek to give voice to the paths
followed and lived experiences of teachers who, throughout their territories and
classroom spaces, have bet on the generation of knowledge from different perspec-
tives and on the promotion of permanent systematic reflection on the dialectic of
teaching and learning.

Voices and scenarios of teacher researchers brings to life school stories and ped-
agogical feats in research from mathematics education, natural sciences, and envi-
ronmental education. From a reflective perspective, the authors present conceptual
and methodological elements on scientific rigor, social justice, the roads traveled,
and the social commitment acquired from education assumed after the passing of
the pandemic.

Keywords: natural sciences education, mathematics education, environmental edu-
cation, educational research.
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Capitulo 1

Jugar con relojes: otra forma
de aprender a pensar la divisibilidad

Astrid Cuida Gémez
Oscar Gémez Rojas

Presentacion

En el ambito de la educacién matematica, la resolucion
de problemas ha sido estudiada por su gran impacto en el
aprendizaje y en la construccion del conocimiento matema-
tico (English y Gainsburg, 2016; Lesh y Zawojewski, 2007;
Liljedahl y Santos-Trigo, 2019; Pdlya, 1954; Schoenfeld,
1985). En las tltimas décadas, se ha puesto un mayor énfasis
en la ensefianza de habilidades de pensamiento y en la re-
solucién de problemas en la escuela. Esto ha sido motivado,
en parte, por los resultados de investigaciones que sefialan
el vinculo entre las habilidades de pensamiento genérico
de los estudiantes y el rendimiento del aprendizaje (Prins
et al., 2006; Van Der Stel y Veenman, 2014).

Desde la introduccion de las matematicas discretas en
Curriculum and evaluation standars for school matematics
(National Council of Teachers of Mathematics [NCTM],
1989), diversos autores han sefialado la necesidad de in-
cluir las matematicas discretas en el curriculo (DeBellis
y Rosenstein, 2004). A través de las experiencias en ma-
tematicas discretas, los profesores pueden ayudar mejor a

« Para citar este capitulo: https://doi.org/10.12804/urosario9789585005044.01
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los estudiantes a “pensar criticamente, resolver problemas
y tomar decisiones usando estrategias y razonamientos
matematicos” (p. 49). En vista de que se trata de una rama
activa de las matematicas contemporaneas, con amplias
aplicaciones en la informatica, en los negocios y en la in-
dustria, su importancia ha aumentado significativamente.
Dado que sus temas se encuentran en otras areas de las
matematicas, “deberia constituir una parte integral del
curriculo” (NCTM, 2000, p. 31).

El objetivo de este capitulo es compartir una experien-
cia con estudiantes de noveno grado de educacién basica
secundaria, construida y desarrollada para que el profesor
invite a los estudiantes a examinar los supuestos mate-
maticos existentes detras de sus explicaciones cuando
aborda un problema desde distintos puntos de vista, en
particular desde la aritmética modular. Se pretende que
los estudiantes “viajen a territorio desconocido” y que al
hacerlo, pongan énfasis en la construccion de significados
mediante su participacion en discusiones matematicas bajo
el enfoque de resolucion de problemas (Schoenfeld, 1994).

Este trabajo muestra una experiencia in situ, la cual,
pese a la estructuracion impuesta al escribir, conserva un
poco del sabor andrquico propio de las experiencias rea-
les. Esto no constituye una apologia al desgobierno como
método de trabajo en el aula; lo que se quiere resaltar es la
saludable tensidn entre un control absoluto (proveniente
del rigor con que se manejan las ideas y conceptos mate-
maticos) y la actuacion naturalmente erratica de los estu-
diantes en la construccién de su propio conocimiento, en
un marco de resolucién de problemas. En otras palabras,
una vez puestos los mejores elementos conceptuales y de
procedimiento sobre la mesa, se debe permitir el grado



]UGAR CON RELOJES: OTRA FORMA DE APRENDER A PENSAR LA DIVISIBILIDAD ‘ 9

de libertad idéneo para que el proceso de construccion de
conocimiento fluya de forma natural y no se fuerce para
llegar a los objetivos de forma prematura; con esta manera
de proceder se aseguran los objetivos principales y también
se abre espacio a la obtencién de logros no previstos en el
plan inicial.

Fundamentacion tedrica

Actualmente, se reconoce que el proceso de resolucion de
problemas es esencial en el desarrollo del conocimiento
matematico. Es fundamental que los profesores utilicen
entornos de aprendizaje cuyo objetivo sea involucrar a los
estudiantes y usuarios de las matematicas en experiencias
de resolucion de problemas (Gamarra Astuhuaman y Pujay
Cristébal, 2021; Santos-Trigo, 2020). El programa que im-
plemento Schoenfeld (1985) en torno a la resolucién de pro-
blemas se centrd en analizar el desarrollo de formas de
pensamiento matematico en los estudiantes mediante la
documentacién de aspectos relacionados con el uso de es-
trategias heuristicas, la naturaleza del pensamiento mate-
matico, las creencias de los estudiantes y la importancia de
las estrategias metacognitivas.

Un tema clave en su programa fue caracterizar el sig-
nificado de pensar matemdticamente. Las actividades en
nuestras aulas pueden y deben reflejar el desarrollo del
conocimiento matematico que queremos que los estudian-
tes adquieran. Segun Schoenfeld (1985), “aprender a pensar
matematicamente implica mucho mas que saber varias
cosas al dedillo. Incluye ser flexible e ingenioso [...], usar el
conocimiento de manera eficiente, y entender y aceptar
las reglas tacitas del juego” (p. xii). Es fundamental, por
tanto, relacionar el proceso de desarrollar la disciplina con
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el aprendizaje o construccién del conocimiento, y ademas
crear un ambiente que posibilite la construccidn de signi-
ticados (sense-making). El mismo autor sefiala:

pensar matematicamente significa (a) desarrollar un
punto de vista matematico —valorar los procesos de
matematizacion y abstraccion y tener la predileccion
para aplicarlos—, (b) desarrollar una competencia
con las herramientas propias de las matematicas y
ponerlas a disposicion para comprender la estruc-
tura: construccion de significados matematicos.

(Schoenfeld, 1994, p. 60)

Las actividades en el aula deben incidir en la compren-
siéon matematica de los estudiantes, al subrayar no solo el
proceso constructivo, sino también la necesidad de ser
consciente de esa construccion, de modo que puedan mo-
dificarla con la reflexion en cada una de las etapas del pro-
ceso. Las aulas son la principal fuente de experiencias de
resolucion de problemas para los estudiantes. Son la ex-
periencia basica con la que abstraen su sentido de aquello
de lo que tratan las matematicas.

Otra parte importante relacionada con los principios
de la resolucion de problemas tiene que ver con la forma en
que se conceptualizan las matematicas. Schoenfeld (2016)
reconoce que un aspecto significativo en la caracteriza-
cién de las matematicas es pensarlas, en términos gene-
rales, como la ciencia de los patrones. “Las matematicas
revelan patrones ocultos que nos ayudan a comprender el
mundo que nos rodea [...] ‘hacer’ matematicas es mucho
mas que calculos o deducciones; implica la observacion
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de patrones, la prueba de conjeturas y la estimaciéon de
resultados” (National Research Council, 1989, p. 31). El
enfoque ha de centrarse en el proceso mas que en el con-
tenido matematico, ya que se ha de describir tanto lo que
son las matematicas como lo que se espera que los alumnos
aprenden al estudiarlas. De acuerdo con la caracterizacion
de las matematicas a partir de patrones que hace Devlin
(1994), se pretende que, en un contexto de resoluciéon de
problemas, los estudiantes reconozcan propiedades de con-
juntos numéricos. Que busquen, representen y describan
relaciones entre dichos conjuntos, de forma que esto los
lleve a identificar patrones, conjeturas o relaciones.

En esta experiencia, se plantea la resolucion de proble-
mas como una herramienta para pensar matematicamente,
en la que una comunidad de aprendizaje (los estudiantes
y el profesor) participa en discusiones, plantea cuestiones,
resuelve problemas, formula conjeturas y escucha los ar-
gumentos de otros. Esta postura es coherente con las ca-
racteristicas fundamentales del pensamiento matematico
en torno a la resolucién de problemas.

En las actividades de aprendizaje llevadas a cabo,
nuestra intencién ha sido favorecer los valores asociados al
conocimiento matematico y su enseflanza —racionalidad,
objetivismo, rigor, progreso, apertura, espiritu critico y es-
piritu ludico—, puesto que dichos valores desempefian un
papel significativo en las valoraciones que hacen los estu-
diantes acerca de las matematicas y su aprendizaje (Bishop,
1991). La idea es promover dentro del aula esta “cultura
de pensar matematicamente”, alentando la construcciéon de
significados y el uso de conocimientos y estrategias propias
del marco de resolucién de problemas.
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Disefio y desarrollo de la experiencia

Las actividades que se exponen a continuacion representan
el tipo de problemas que se discutieron en sesiones de re-
solucion de problemas con un grupo de quince estudiantes
de noveno grado, durante un bimestre de dos horas sema-
nales. Se muestra, por una parte, un episodio en el que se
abordd un criterio de divisibilidad por 7, y por otra parte,
una secuencia de actividades para el desarrollo del tema
de restos mediante la aritmética modular. La dinamica de
las sesiones incluyd trabajo individual, en parejas, pre-
sentacion de las actividades a todo el grupo y discusiones
plenarias coordinadas por el profesor. La agenda tematica
evoluciond a partir de la negociaciéon de problemas plan-
teada por el profesor y las matematicas empleadas por los
estudiantes para trabajarlos. El alumnado participante
habia trabajado en cursos anteriores los criterios de divi-
sibilidad por 2, 3,5y 9.

El problema inicial, el criterio de divisibilidad por 7,
surgid de una discusion en el aula alrededor de la divisi-
bilidad. El profesor, al preguntar a los estudiantes por qué
funcionaba el criterio, vio una oportunidad de trabajar
los conocimientos previos del alumnado y de generar un
entorno en el que pudieran aprender a pensar matemati-
camente. Dado que el criterio no aporta el dato del resto,
a menos que sea o, el profesor considerd propicio el mo-
mento para introducir una forma de hallar restos de una
manera muy visual y estructurada en su secuenciacion, al
trasladar la agenda a un terreno nuevo pero relacionado:
la aritmética modular.

El objetivo principal de la experiencia es hacer matema-
ticas con los estudiantes en un contexto de resolucién de
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problemas, y abordar, desde otras perspectivas, contenidos
mas amplios sin que se requieran conocimientos especifi-
cos adicionales a los propios del curriculo. Se caracterizan
varios episodios adaptados de Santos-Trigo (2008), en los
cuales, por una parte, se identifican y exploran diversas
relaciones matematicas, y por otra, se reconocen momen-
tos ligados a la dialéctica de los procesos desarrollados
por los estudiantes.

Primer episodio: comprension del problema
En la simplificacion de fracciones, en la descomposicion
en factores primos y en otros casos, resulta muy util saber
cuando un numero es divisible por otro, sin necesidad de
hacer la divisién. Por ejemplo, para saber si un numero
entero es divisible por 7, se toma el nimero resultante de
suprimir la cifra de las unidades, y se le resta el doble de la
cifra suprimida. Si el resultado es o o multiplo de 7, el
nimero original también es multiplo de 7. Si el resultado
es distinto, el numero no es divisible por 7. Por ejemplo,
para saber si 469 es multiplo de 7, hacemos 46 — 9 - 2 = 28,
y como 28 es multiplo de 7, entonces 469 también lo es.
En general, los estudiantes entendieron el problema
después de hacer comprobaciones con varios numeros, y
mencionaron que si los numeros eran grandes, habia que
repetir el procedimiento hasta llegar a un nimero pequerio.
En el proceso de resolucion, la estrategia heuristica de
partida considerada por los estudiantes para determinar
por qué este criterio de divisibilidad por 7 funciona, fue
suponer el problema resuelto (Polya, 1954).
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Segundo episodio: busqueda de argumentos
matematicos, primer intento

En principio, algunos estudiantes exploraron varios casos
en busca de regularidades, mientras que otros trabajaban
con la expansion polindmica del nimero en base 10. No
tuvieron en cuenta un hecho primordial: proponer una
expresion matematica para el algoritmo. ;Qué procesos
matematicos convierten 469 en 467 Concluyeron el pro-
cedimiento: primero, restar la ultima cifra y luego dividir
por 10. Entonces se les hizo una sugerencia: considerar un
numero x cuya ultima cifra es u. Lograron asi condensar
los primeros pasos del algoritmo en la expresion:

X —u ou = x — 21u
T u=—0> (1.2).

En este momento, una estudiante plante6 la siguiente
“prueba’:

X =7m (1.2),
entonces,

x — 21u 7m — 21f 7(m — 3u)

10 10 10 (13).

Como el término de la izquierda es un entero, también
lo es el de la derecha. Por otra parte, ya que 7 y 10 no tienen
factores comunes, la simplificacién de la fraccion de la
derecha deja intacto al 7 y convierte al 10 en 1. En conse-
cuencia, este término es un entero multiplo de 7.

En ocasiones no se presta atencion a ciertos valores
particulares que pueden aparecer en los calculos. Por esta
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razon, llegados a este punto, se pidié a los estudiantes
que explicasen cual era el paso clave en la demostracion.
Después de un largo debate, concluyeron que la apariciéon
del 21 en la igualdad (ecuacién 1.1), que es multiplo de 7,
permite la factorizaciéon posterior. La claridad sobre este
punto es fundamental para el trabajo futuro. Al considerar
la tarea de la estudiante que propuso la “prueba”, vemos
que parti6 de la suposicion de que x es multiplo de 7, en
tanto que lo que se pretende es determinar si lo es o no.
Esto es un sintoma de la dificultad para clarificar el sentido
correcto de una argumentacion. Sin embargo, el trabajo
no se habia perdido del todo: se demostré que cuando el
numero original es multiplo de 7, el nimero final también
lo es. Esto significa que, si este no es el caso, la razén es que
necesariamente se inicié con un nimero que no es multiplo
de 7. Se ha justificado el algoritmo para cuando la conclu-
sion es falsa, esto es, cuando el numero no es maltiplo de
7. El método, aunque no se hizo con este proposito, existe
en matematicas y se llama demostracion por reduccion al
absurdo (Pdlya, 1954).

Tercer episodio: busqueda de argumentos
matematicos, otro intento, una solucién

Se pidié entonces al grupo construir, y argumentar, el
enunciado correcto que reflejara la situaciéon planteada.
Se realizaron varios debates sobre diversas propuestas y
se llegd al siguiente consenso:

Sea x un numero entero positivo cuya ultima cifra es u,
.x — 21u ... o
si——5—es divisible entre 7, entonces x es divisible entre 7.

Se argumento de la siguiente forma:
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Sabemos que

x — 21u 7
10 m (1'4))

de donde, despejado x, se tiene

x =7om + 21u = 7(10m + 3u) (1.5),

y asi llegamos al resultado buscado.

La demostracion, ademads, pone de manifiesto infor-
macion subyacente al algoritmo. El resultado, cuando es
positivo, nos informa que el numero es divisible por 7, pero
no dice cual es el otro factor. Sin embargo, este aparece en
la ecuacidn 1.5. Por ejemplo: si el nimero es 749, hacemos
74 — 18 = 56. Entonces, no solo sabemos que 7 divide a
749, sino que, por ecuacion 1.4, m = 8, y por ecuacion 1.5,
749 = 7107.

Cuarto episodio: las generalizaciones
Una estudiante afirmé que, sin hacer adaptacion alguna, el
algoritmo funcionaba para verificar la divisibilidad por 3
(dado que, en este caso, se verifica si el numero resultante
es multiplo de 3). ;Por qué? A continuacion, otro estudiante
sefial6 y explico con argumentos consistentes que, si en el
algoritmo se resta una vez la ultima cifra, funciona con 11.
Finalmente, se propuso hacer una generalizacién de la
expresion (ecuacion 1.1), en la que se reemplazé la cons-
tante 2 por una variable n € N para ampliar la perspectiva.
Si n =1, se tiene un criterio de divisibilidad por 11. Para
n =2, uno para 7y 3. Ademas, para n = 3 y n = 4, sendos
criterios para 31y 41. Con n = 5, obtenemos 51, que no es
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primo, pero si multiplo de 3 y 17. En consecuencia, tenemos
criterios para 3y 17.

Quinto episodio: jsorpresa inesperada!

Los estudiantes habian ido mas alla del objetivo propues-
to. Uno de ellos afirmé que el criterio podia adaptarse “ja
cualquier nimero primo con excepcién del 2 y del 5!”. Se
plante6 como un reto para el grupo analizar su afirmacion.
De nuevo, a partir de un intercambio de ideas, se concertd
que la expresion 10m + 1 (con n =1,2,3 ...), genera numeros
terminados en 1, que, o bien son primos, como 31y 41, 0
bien son compuestos, como 21 y 51. En el segundo caso,
obtenemos criterios de divisibilidad para primos como 3,
7y 17. El aporte del estudiante siguié de la observacion de
que todo nimero primo, con excepcion de 2 y 5, tiene un
multiplo terminado en 1. ;La razén? Los primos distintos
de2ysterminanent, 3,709,y cada uno de estos nimeros
tiene un multiplo terminado en 1.

Ultimo episodio: otros métodos y extensiones

(entran en escena los relojes)

Las fases seguidas en el desarrollo de este tema se presentan
en la tabla 1.1.

TasLa 1.1. Fases del episodio relacionado con la aritmética modular

FASEs DESCRIPCION DE LAS FASES

Motivacion Planteamiento de una situacion inicial.

Se presenta una imagen de un “reloj” (rueda modular) y a
partir de una pregunta deben establecerse relaciones entre
los nimeros y los colores.

Comenzar con
una pregunta

Contintia
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Fasks DESCRIPCION DE LAS FASES
. Sumas y restas. Relacion con los restos.
Descubrir
patronesy Experimentacion | Producto de dos nimeros. Relacion
relaciones dirigida con los restos.
jugando o >
Potenciacién. Relacién con los restos.
Hallar restos de numeros con distintas descomposiciones.

Comunicar Generalizacion.
ideas

Identificacidon de distintos patrones al operar con restos.

Deducciones Respuestas a preguntas planteadas, conjeturas y propuesta
informales de nuevas cuestiones.

Fuente: Elaboracién propia.

Motivacién: El profesor planted a los estudiantes la
siguiente situacion (cuadro 1.1).

Cuapro 1.1. Situacidn planteada por el profesor

Imaginen que un profesor pide a su clase de noveno que
solucione la siguiente ecuacion:

10x+2=5
Un estudiante dice al profesor: “Claramente, la solucién
de la ecuacidén es 1”.

Fuente: Elaboracion propia.

Algunos estudiantes dijeron: “jNo, esta mal!”. El pro-
fesor comentd: “Tendria que corregir, ;verdad?”. Todos
¢
los alumnos asintieron y alguno dijo: “jClaro!”. Luego, el
rofesor les propuso: “;Como sabemos que 10 + 2 no es 5?
¢

;Qué pasaria si dijéramos ‘si’ a esa idea?... No lo sé, averi-

giiémoslo. Si x = 1, entonces
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10+2=5
12=5
11 =4
8§=1
7=0,

y... jno puede ser porque o y 7 estan separados en la recta
numérica!” (figura 1.1).

Figura 1.1. Recta numérica

Fuente: Elaboracién propia.

El profesor comenté: “;Y si no es una recta numérica?,
sy si es una circunferencia numérica? jComo si tuviéramos
un reloj como este...!” (figuras 1.2 y 1.3).

0
6 1
5 2
4 3
Figura 1.2. Circunferencia Figura 1.3. Reloj numérico
numérica del médulo 7 del médulo 7
Fuente: Elaboracién propia. Fuente: Elaboracién propia.

Los estudiantes se quedaron un poco desconcertados.
El profesor continué: “Si, si nos movemos 7 ‘pasos’, siempre
terminaremos en donde comenzamos. De hecho, todos los
nameros enteros de la recta estdn ‘amontonados’ en esos
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7 puntos”. Los matematicos han estudiado ampliamente
este sistema de aritmética para nimeros enteros, que se
conoce como aritmética modular o aritmética de los re-
lojes (Burton, 2005). Esta area de las matematicas tiene
unas aplicaciones importantes en criptografia y en teoria
de cédigos.

Comenzar con una pregunta

El alumnado hizo el ejercicio de “ubicar” distintos niume-
ros sobre el reloj y not6 que quedaban superpuestos. Para
evitar esto, se reemplazo el reloj por una configuracion de
sectores circulares, en cada uno de los cuales aparecian se-
parados los numeros que antes se superponian (figura1.4).
La intencion era que ellos mismos relacionaran el com-
portamiento de los nimeros sobre el reloj (recta circular)
con el nuevo formato de “rueda modular”, y que dedujeran
algunas de las propiedades a partir de la visualizacion.

Hay una pregunta implicita en esta imagen, oculta a
primera vista. Aqui estan los numeros del 1 al 34, ;qué
sucede con los colores?

Conforme transcurria el tiempo, los estudiantes plan-
teaban mads interrogantes y compartian distintas opinio-
nes. “Los nimeros del centro son las horas de reloj, y los
otros son los que caen en esa hora, como hicimos antes”.
Formularon preguntas: “sPor qué los numeros de cada
seccion tienen distintos colores?, spor qué 1, 2,3 4,5y 6
tienen otros colores?, ;por qué los numeros aumentan en
forma circular?, ;por qué son 7 radios/secciones?”. Cuando
comenzaron a lanzar conjeturasy a arriesgarse a preguntar
si eran correctas, el profesor expresé: “No lo sé, averigiié-
moslo”. Un estudiante afirmé: “Los nimeros del centro
son los restos de dividir los otros por 77, y el profesor le
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Figura 1.4. Reloj de restos del médulo 7

Nota: De forma intuitiva, parece existir una conexion entre los nimeros y los colores.
« Quizas es posible extender a mas nimeros.
« ;Cual es el significado de los colores?
Los estudiantes son quienes responden las preguntas.

Fuente: Adaptado de Zach Star (2019).

pididé que explicara su afirmacion. El debate permitié de-
terminar qué es lo correcto, sin que el profesor diera una
respuesta explicita. Otro estudiante dijo: “8 entre 7, 1, y
resto 1; 15 entre 7, 2 y resto 1. Calculé todos y el resto es 1.
;Qué mas explicacion?”.

Descubrir patrones jugando: ;como se suma,

como se resta, como se multiplica?

Conforme avanzaba la sesion, cada estudiante elaboré su
propio reloj, y comenzd a jugar con las operaciones para
ver regularidades. En adelante, hasta que se diga otra cosa,
hablaremos de los restos al dividir por 7. Los estudiantes
verificaron que tanto la suma como el producto “aterriza-
ban” en el mismo sector de la respectiva suma o producto
de los restos. Empezaron a probar con nimeros que ellos
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mismos se inventaban y a sacar sus propias deducciones.
Ya familiarizados con la idea de que, para dos numeros
cualquiera, estar en el “mismo sector” significa “tener
igual resto”, se les menciond que, si dos nimeros enteros
a y b tienen igual resto al ser divididos por n € N\{o}, se
escribe a = b (mod n), y se lee a congruente con b, médulo
n. Jugando un poco mas, los estudiantes pudieron verificar
algunas propiedades de la suma, el producto y la potencia-
cién de los enteros del moédulo #?, con distintos valores de

n. Se sefialan a continuacion algunas de ellas, para n =7
(figuras 1.5 y 1.6).

Figura 1.5. Suma de restos del médulo 7 Figura 1.6. Producto del médulo 7
Nota: El resto de la suma de dos nimeros Nota: El resto del producto de dos nimeros
es igual al resto de la suma de los restos: es igual al resto del producto de los restos:
23 +10 =33 23, - 10 5 = 230 ¢
Para hallar el resto de 33, basta sumar los restos Para hallar el resto de 230, basta multiplicar los
de 23 y 10. Asi se halla su resto: restos de 23 y 10. Asi se halla su resto:
2+3=5. 2:3=6
Fuente: Adaptado de Zach Star (2019). Fuente: Adaptado de Zach Star (2019).

1 Para facilitar la lectura, los restos de cada numero, al ser divididos por 7, se
sittan debajo del respectivo dividendo.
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Comunicar ideas
Los estudiantes calcularon restos de sumas y productos:

45134 =45 -2 67 (1.6)
El resto de 45 - 134 es el resto de dividir 3 -2 - 4 = 24
entre 7, que es 3. El profesor insisti6 en que, para hallar el
resto de dividir por 7 la suma o producto de dos niumeros,
basta trabajar con el resto de cada uno de los numeros.
Explico con un ejemplo, y luego generalizé la propiedad
para cualquier numero, con el algoritmo de la division:

45-134=(7-6+3)(7-19+1) =7-6(7-19)
+7:-6+7-19-3+3-1

= 45 s 134 o (1.7)

Todos los términos con 7 como factor tienen resto o,
con lo cual basta quedarse con el producto de los restos
3-1=3. Algunos estudiantes se percataron de que, teniendo
el resto, podian hallar el cociente. Al hablar de potencias,
uno de ellos expresd: “Es lo mismo que el producto, ya que
las potencias son multiplicaciones”. Al pedirle una expli-
cacion, el estudiante puso el siguiente ejemplo:

54 =5-:5 -5-5 (1.8)

y sefalo: “El resto de 5+ es el resto del nimero que resul-
ta de multiplicar el resto de 25 por si mismo. Es decir, el
resto de 4 - 4 = 16 dividido por 7, que es 2. Y asi con todas
las potencias”.
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Los estudiantes descompusieron de diversas formas y
utilizaron propiedades de las potencias. Ademads de ha-
llar restos de diversas potencias, conjeturaron acerca de
regularidades observadas, que en el terreno formal son
teoremas (por ejemplo, el pequeno teorema de Fermat?).
Al calcular restos de potencias de 5, obtuvieron los posibles
restos de dividir entre 7. Se ampli6 el tema de las potencias,
y también de los divisores. Algunas de las deducciones se
resefian en las siguientes figuras (1.7 a 1.10):

16°=256

Figura 1.7. Restos de potencias Figura 1.8. Pequeiio teorema de Fermat
Nota: Los restos de las potencias de Nota: Cualquier nimero entero no nulo elevado ala 6,
numeros en un mismo sector siempre al ser dividido entre 7, tiene resto 1.
“aterrizan” en un mismo sector. Fuente: Adaptado de Zach Star (2019).

Fuente: Adaptado de Zach Star (2019).

2 Sipesunndmero primo, entonces, para cada nimero natural a, cona > o, ap-1
=1 mod p, siempre y cuando a no sea divisible por p.
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Figura 1.10. Propiedad de numeros

Figura 1.9. Multiplos de 7 congruentes con 1 (mod p)
Nota: 8" - 1, con # natural, es divisible por 7. Nota: Cualquier potencia de numeros cuyo resto al
Fuente: Adaptado de Zach Star (2019). dividir entre 7 sea 1, tiene resto 1.

Fuente: Adaptado de Zach Star (2019).

Por ultimo, el profesor pidi6 a los estudiantes justifi-
car por qué el resto de dividir un nimero abcd (de cuatro
cifras) entre 7, es el resto de dividir 6a + 2b + 3¢ + d por
7. Encontraron no solo una forma de hallar el resto y el
cociente sin necesidad de hacer la division, sino también
un criterio de divisibilidad por 7, con aritmética modular.

Reflexiones

La herramienta metacognitiva se estructur6 en torno a
cuatro tipos de preguntas metacognitivas autodirigidas,
fundamentadas en los estudios de Pélya (1954) y Schoenfeld
(2016). Las estrategias consideradas en las preguntas de
estrategia se acuflaron de la lista de estrategias cognitivas
y metacognitivas que aparecen en Mevarech y Kramarski
(2014) (figura 1.12).
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Preguntas de estrateg;.

sSabes como organizar la informacién para
resolver el problema? ;Qué pasos deberfas tomar?
sHas utilizado toda la informacion relevante? ;Qué tipos de
estrategias son adecuadas para resolver el problema y por
qué? ;Qué haces exactamente? ;Puedes describirlo
con presi Estds atascado? ;Donde te
equivocaste? ;Por q a solucion

sTienes toda la
informacién necesaria
para resolver el
problema? ;Qué tipo de

sDe qué se trata el
problema? ;Entiendes el
significado de las palabras Jugar con relojes:
en este problema? ;Cudl otra forma de
es la pregunta? ;Dénde aprender a informacién necesitas?

encontraste dificultades? pensar la sHas resuelto este tipo
sPor qué? ;Cudles son los divisibilidad de problemas antes? ;Te
datos? ;Cudles son las resulta familiar el

incognitas? problema?

s
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;Con qué opera es tienes mas
ad? ;Se puede r er el problema
Se puede resolver de una ma

con el resultado una vez que lo tengas?
s aprendido al resolver este problema? Si se te da otro

problema como es
3Coémo puedes u
para resolver otros problemas?

Py, T
8untas de retrospe™

Figura 1.11. Herramienta metacognitiva

Fuente: Elaboraciéon propia.

Desde hace casi dos décadas se ha seialado como obje-
tivo principal de la educacién matematica formar ciudada-
nos que entiendan y sean capaces de usar matematicas en la
vida diaria y el trabajo. Es decir, que tengan aptitudes para
identificar y comprender el papel que desempefian las mate-
maticas en el mundo, alcanzar razonamientos bien funda-
dos y utilizar y participar en las matematicas en funcién de
las necesidades de su vida como ciudadanos constructivos,

m‘mﬁa.‘d

u
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comprometidos y reflexivos (Organisation for Economic
Co-operation and Development [0ECD], 2004).

Sialgo ha de procurar el sistema educativo, y de manera
particular sus docentes, es hacer posible, a través de sus
propuestas de enseflanza, la generalizacion de los aprendi-
zajes adquiridos en el aula y su transferencia a situaciones
de la vida diaria y al trabajo futuro.

En febrero de 2017, Helena Herrero, presidenta y conse-
jera delegada de Hewlett-Packard para Espafia y Portugal,
afirmé: “El 65 % de los alumnos actuales de primaria van a
estudiar carreras para puestos de trabajo que no existiran”
(Ferndndez Enguita, 2017). Esta frase habla por si sola de las
implicaciones que esta realidad tiene sobre la educacion. Es
claro que si no sabemos cudles conocimientos especificos
tendran mayor demanda y aplicaciones, lo sensato es ense-
far a aprender. Esta nueva dinamica resalta la importancia
de los desarrollos dirigidos a optimizar la propia actividad
de aprendizaje, asi como a afinar las herramientas de re-
flexion sobre el propio conocimiento. Todo esto tiene el
proposito de obtener los mejores resultados en la gestion
particular del proceso de educacidn, en el sentido mas
adecuado de la palabra. Aunque las nuevas profesiones
de las que habla Herrero son desconocidas, podemos sin
esfuerzo predecir una actividad que se desarrollard en
todas ellas: la resolucion de problemas. Entonces, ademas
de resaltar los tres elementos citados (el futuro, los analisis
metacognitivos y la ubicua necesidad de resolver proble-
mas), defendemos las dos propuestas de trabajo en el aula
que de manera tacita contienen esta experiencia (a fin de
estimular la exploracion personal del conocimiento): invi-
tar a extender los alcances de este conocimiento (primera
experiencia) o presentarlo desde diversos puntos de vista
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y con diversas herramientas, tanto conceptuales como me-
todoldgicas (segunda experiencia). La introspeccién en la
autogestion del conocimiento requiere, sine qua non, que
esta autogestion ya se esté dando.

En definitiva, se trata de vincular la ensefianza con la
vida, en este caso, a partir de la comprension-interpreta-
cién de la realidad en clave matematica, para contribuir a
su transformacién con un fundamento critico-matematico.

Caja de herramientas

1. Matemadticas experimentales. Si me lo dices, lo olvido;
si me lo enseias, lo recuerdo; pero si me involucras, lo
entiendo. Consultar:

« Organizacién de las Naciones Unidas para la
Educacion, la Ciencia y la Cultura (Unesco) y Centre
Sciences y Adecum. (s.f.). Matemadticas experimen-
tales. https://www.experiencingmaths.org/es/

2. Matematicas discretas y geometria: el teorema de Pick.
Es un resultado geométrico cuando menos curioso, si no
sorprendente. Permite calcular de forma muy sencilla
el area de un poligono bajo ciertas condiciones. Se debe
al matematico austriaco Georg Alexander Pick, que lo
demostroé en 1899. Para saber en qué consiste y conocer
una experiencia con futuros profesores, consultar:

» Jiménez-Gestal, C. y Blanco Nieto, L. J. (2017). El
teorema de Pick como pretexto para la ensefan-
za de la geometria con estudiantes para maestro.
Ntuimeros, 94, 7-21. https://funes.uniandes.edu.co/
wp-content/uploads/tainacan-items/32454/1243287/
Jimenez2o17Teorema.pdf


https://www.experiencingmaths.org/es/
https://funes.uniandes.edu.co/wp-content/uploads/tainacan-items/32454/1243287/Jimenez2017Teorema.pdf
https://funes.uniandes.edu.co/wp-content/uploads/tainacan-items/32454/1243287/Jimenez2017Teorema.pdf
https://funes.uniandes.edu.co/wp-content/uploads/tainacan-items/32454/1243287/Jimenez2017Teorema.pdf

3.
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Software GeoGebra. En el Proyecto Gauss se puede
encontrar una gran cantidad de applets de GeoGebra,
tanto de educacién primaria como de secundaria y
bachillerato, que cubren todos los contenidos minimos
de las matematicas. Este proyecto “aporta ala comuni-
dad escolar una forma diferente y creativa de ensefiar
y aprender matematicas” mediante el disefio de “items
didacticos” que resultan dutiles, claros y aplicables al
aula con facilidad. Consultar:
 Instituto Nacional de Tecnologias Educativas y de
Formacién de Profesorado (INTEF). (s.f.). Proyecto
Gauss. http://recursostic.educacion.es/gauss/web/

Smartick. Ademas de tener un método en linea para
el aprendizaje de las matematicas, este es uno de esos
sitios en los que muy a menudo pueden encontrarse
curiosidades matematicas, como un método para
calcular restos con grafos en los que solo basta saltar y
avanzar. Los grafos para calcular restos de dividir un
numero entre otro se pueden hallar en el recurso que
hemos elaborado en Geogebra. Consultar:
« Sanz, H. (2020, 2 de marzo). El porqué de los criterios
de divisibilidad. Smartick. https://bit.ly/2QEBXYk
« Gomez Rojas, O. y Cuida Gomez, A. (2020, 12 de
marzo). Generacién del grafo para el cdlculo de
residuos [Applet en linea]. https://www.geogebra.
org/m/g69wbycv

La geometria en tablas de multiplicar modulares.
Mediante la geometria se pueden observar curiosida-
des de las tablas de multiplicar. ;Por qué es simétrica
la imagen? ;Qué ocurre si se cambia el nimero de


http://recursostic.educacion.es/gauss/web/
https://bit.ly/2QEBXYk
https://www.geogebra.org/m/g69wb9cv
https://www.geogebra.org/m/g69wb9cv
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puntos? ;Y si cambiamos la tabla? La applet diseniada

en GeoGebra fue inspirada por el video Tablas de mul-

tiplicar, Mandelbrot y el corazon de las matematicas,

que aparece en la misma pagina. Consultar:

o Phelps, S. (2015, 6 de noviembre). Modular times
table. GeoGebra. https://www.geogebra.org/m/
dqKkQEvy

Biblioteca Nacional de Manipuladores Virtuales de la
Universidad de Utah. Es un proyecto educativo cuyo
objetivo es desarrollar una biblioteca de manipuladores
virtuales interactivos (principalmente applets en Java)
de libre acceso, y que permite a los profesores enrique-
cer sus clases de matematicas. Consultar:

« Utah State University. (s.f.). National Library of

Virtual Manipulatives. http://nlvm.usu.edu/

Repositorio de materiales ofrecido por el Instituto

Freudenthal. Contiene una coleccion de recursos edu-

cativos muy interesantes para matematicas y aritmética

en la escuela. Consultar:

o Freudenthal Instituut. (s.f.). Leermiddelen.
Universiteit Utrecht. https://bit.ly/3bewgxZ

La teoria de grafos a través del cine. La pelicula Mente

indomable (1997), inspirada en la historia de George

Dantzig y dirigida por Gus Van Sant, vista desde una

perspectiva educativa. Consultar:

« Elindomable Will Hunting. (s.f.). Cine y TV como
fuente de informacion para mejorar las competencias
matemdticas del alumnado de secundaria. https://
bit.ly/3gFrDda


https://www.geogebra.org/m/dqKkQEv7
https://www.geogebra.org/m/dqKkQEv7
http://nlvm.usu.edu/
https://bit.ly/3bew9xZ
https://bit.ly/3gFrDda
https://bit.ly/3gFrDda

9.

10.
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Proyecto Descartes. Tiene como principal finalidad
promover nuevas formas de ensefianza y aprendizaje
de las matemadticas, integrando las tecnologias de la
informacion y las comunicaciones (T1c) en el aula como
herramienta didactica. En esta web de la Red Educativa
Digital Descartes se incluyen numerosas unidades
didacticas desarrolladas por profesores y profesoras,
que han querido compartirlas con toda la comunidad
educativa. Consultar:
 Instituto Nacional de Tecnologias Educativas y de
Formacién de Profesorado (INTEF) y Ministerio de
Educaciéon y Formacion Profesional. (s.f). Unidades
diddcticas. Proyecto Descartes. https://proyectodes-
cartes.org/uudd/index_nivel.htm

Libro jSalvese quien pueda!: el futuro del trabajo en la
era de la automatizacion, de Andrés Oppenheimer, 2018.
La escritura de este libro fue motivada por un estudio
de la Universidad de Oxford que pronostica que 47 % de
los empleos actuales son de tal naturaleza que pueden
ser asumidos, durante los préximos 15 o 20 afios, por
robots y computadores con inteligencia artificial. La
enseflanza no esta exenta. Al contrario:

A diferencia de los maestros humanos, que tienden a
exasperarse después de varios intentos infructuosos
de explicarles algo a sus alumnos, un maestro roboti-
co puede explicar las cosas de cientos de maneras. Si
el estudiante no entiende una, puede pasar a la otra
y asi sucesivamente. (p. XX)


https://proyectodescartes.org/uudd/index_nivel.htm
https://proyectodescartes.org/uudd/index_nivel.htm
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Esta situacion, obviamente, plantea un reto a quie-
nes nos dedicamos a la enseflanza: debemos dotar
nuestros métodos de trabajo de tal dosis de creati-
vidad que ni nosotros ni nuestros alumnos corra-
mos el riesgo de ser desplazados en los trabajos por
robots inteligentes. Consultar:

o Oppenheimer, A. (2018). ;jSdlvese quien puedal: el
futuro del trabajo en la era de la automatizacion.
Vintage Espaiiol.

Libro Amor y matematicas, de Edward Frenkel, 2015.
Libro cuyo inicio dice: “;Qué sucederia si en clase de
arte te ensafaran a pintar una verja? ;O que jamas te
mostraran una pintura ni te hablaran de la existencia
de Van Gogh o Picasso?” (p. 2). Contiene un lucido
analisis de las matematicas como fenémeno sociologico
en las sociedades modernas, asi como el hecho de que
el supuesto paraiso de la ciencia no esta exento de ser
contaminado por prejuicios de tipo politico y racial.
Consultar:

o Frenkel, E. (2015). Amor y matematicas. Ariel

12. Libro Pruebas y refutaciones. La logica del descubri-

miento matematico, de Imre Lakatos, 1994. Este libro
tiene una fascinante presentacion en la que, mediante
una clase ficticia (en la cual se da una construccion
dialéctica de conocimiento por parte de un grupo de
estudiantes y su profesor), se muestran discusiones
filoséficas y controversias que realmente ocurrieron
en la historia de las matematicas. Consultar:
o Lakatos, 1. (1994). Pruebas y refutaciones. La logica del
descubrimiento matemadtico. Alianza Universidad.
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Software Excel. Gracias a su ubicuidad y versatilidad,
permite hacer con rapidez verificaciones de conjeturas
o determinacién de patrones. Un ejemplo: el cddigo
=SI(ES.PAR(A1);A1/2;3%A1+1, escrito en la casilla A2
(si se introduce un nimero en la casilla A1y mediante
arrastre), permite hacer rapidas verificaciones de la
conjetura de Collatz. Sobre esta conjetura, consultar:
o El mas simple de todos los problemas matematicos
sin solucidn. (2016, 3 de julio). BBCc Mundo. https://
www.bbc.com/mundo/noticias-36651490

Software PSelnt. Es un magnifico lenguaje para ini-
ciarse en la programacion. Desarrollado en Argentina,
emplea palabras reservadas en castellano. También
genera el diagrama de flujo del codigo fuente. Y hace
el proceso inverso! En consecuencia, es posible correr
un algoritmo que se haya codificado mediante un dia-
grama de flujo. Ademas, exporta el cddigo nativo C,
C++, a Java, JavaScript, MATLAB, etc.
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