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Resumen

En este trabajo se explican algunas propiedades de ondas viajeras que son soluciones de ecua-
ciones en derivadas parciales (EDP) de tipo reaccién-difusion. El cardcter de onda viajera
convierte la EDP de la que es solucién en una ecuacién diferencial ordinaria (EDO), por lo
que su existencia y dindmica pueden estudiarse a partir de la teoria cualitativa. El trabajo se
centra en el caso de ecuaciones escalares, tratando la extension de los resultados para algunos
sistemas de reaccion-difusion. Se ilustrara la importancia de este tipo de soluciones con algunos
modelos que aparecen en dinamica de poblaciones.

Palabras clave: Ecuaciones de reaccion-difusién, ondas viajeras, teoria cualitativa, dinamica
de poblaciones

Abstract

The purpose of this work is the analysis of traveling wave solutuons of partial differential
equations (PDEs) of reaction-diffusion type. The special form of these solutions transforms the
PDE into an ordinary differential equation (ODE), which can be studied from the qualitative
theory of ODEs. The contents will be focused on the scalar case, with the extension of some
results to some reaction-diffusion systems. The relevance of these traveling wave solutions will
be illustrated with the description of some models in population dynamics.

Key words: Reaction-diffusion equations, traveling waves, qualitative theory, population dy-
namics
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Ondas viajeras en modelos de reaccion-difusion

En este trabajo estudiaremos algunas propiedades de ondas viajeras, siendo estas solucién de
ecuaciones en derivadas parciales (EDPs) de tipo parabdlico y de reaccién-difusion, de la forma
general

0
a—? — AAu+ F(u), (1.1.1)
donde u = (uy,...,u,)t € R™,m > 1, A € R™™ es simétrica y definida positiva, A es el

operador laplaciano, con

Au = (Auy,. .., Au,,)T,

vy F(u) = (Fi(u), ..., Fu(u))T es un término fuente, en general no lineal en u. El sistema puede
plantearse en un dominio @ C R", n > 1, que puede ser 2 = R" (problema de valor inicial o
pvi, para un dato inicial ug(z) = u(z,0) conocido) o bien 2 acotado (en cuyo caso, ademds de
ug, necesitamos condiciones de contorno en la frontera 0S2 de €), para especificar un problema
de valores iniciales y de contorno).

Sistemas de tipo son llamados de reaccién-difusiéon (RD). Por ejemplo, si u estd midiendo
distribuciones de temperatura o densidades de poblacion, el primer sumando del lado derecho
representa un término difusivo (de transferencia de calor o movimiento aleatorio de individuos)
mientras que el segundo actia como término de reaccién (describiendo una cierta tasa de
produccion- externa o no- de calor, o bien, en el caso de poblaciones, su tasa de reproduccién).
Problemas asociados a como modelo surgen en muchas areas de fisica, quimica, biologia,
medicina, ete, [27].

Sistemas (RD) de tipo suelen caracterizarse por la existencia de equilibrios (de relevancia
en el contexto del modelo bajo estudio) en forma de ceros de los términos de reaccion. Es
entonces de esperar que aquellos estados iniciales entre dos equilibrios generen soluciones que
representen transiciones de uno a otro, al modo, por ejemplo, del modelo logistico, representado
en la figura (1.1

11



CAPITULO 1. INTRODUCCION
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Figura 1.1: Trayectorias del modelo logistico v’ = u(K — u).

Estas soluciones suelen llamarse ondas de reaccién-difusion, y pueden ser de varios tipos, de los
que destacamos dos.

1.1.1. Ondas estacionarias

Son soluciones u = u(z,t) de (1.1.1) de la forma
uw(z,t) = w(xy — ct, '), (1.1.2)

donde z; representa una direccién en R™ (por sencillez se elige la del primer vector de la base
canénica), ¥’ = (z3,...,x,), ¢ es una constante (representando la velocidad de la onda) y w es
cierta funcién de n variables. En el caso n = 1, (1.1.2)) se convierte en

u(z,t) = w(x — ct). (1.1.3)

La onda estacionaria (|1.1.3)) se llama entonces onda plana unidimensional, [27]. Si u satisface
(1.1.1]), entonces la funcién w(§),& = x — ct, es solucién de

Aw" (&) + cw'(§) + F(w) =0, (1.1.4)
que puede escribirse como un sistema de EDOs de primer orden

w =p, Ap =—-cp— F(w), (1.1.5)
y las ondas planas pueden estudiarse como trayectorias de un sistema de EDOs. Una clasificacion

de ondas planas a partir de sus relevancia en las aplicaciones puede ser la siguiente:

12



CAPITULO 1. INTRODUCCION

» Frentes de ondas: son soluciones w de ([1.1.5]) con

lim w(f) =wy, wi#w_. (1.1.6)

£—+oo

Si las funciones w y w’ estan acotadas y los limites en (|1.1.6]) existen, puede comprobarse
que, [27]
lim w'(§) = lim w"(§) =0,

E—+oo E—+o0
de modo que, tomando limites en (1.1.4)), se tiene que
Fwy)=F(w_)=0.
Asi, w4 pueden verse como equilibrios de la EDO

w' = F(w), (1.1.7)

y los frentes de onda conectan ambos puntos (cf. figura o figura [1.2)). Por ello es
importante, para conocer su dindmica, tener informacion sobre la estabilidad de w4 como
equilibrios de (|1.1.7)).

F A

W, / W
£ —= I
\_____f,_/

Figura 1.2: Frente de ondas no mondétono.

= Pulsos: son soluciones w de (|1.1.5)) con

{Eg:noow(g) =Wy, Wi =W-.

Se trata entonces de ondas conectando un mismo estado, véase la figura (1.3, Ejemplos
clasicos aparecen en modelos como las ecuaciones de FitzHugh-Nagumo (FHN), [24].

13



CAPITULO 1. INTRODUCCION
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Figura 1.3: Ondas viajeras pulso.

1.1.2. Ondas peridédicas

Algunos modelos matematicos basados en ecuaciones RD contienen también otros tipos de
ondas viajeras, [27, 25, 26]. En particular, son de interés las ondas periddicas, definidas como

soluciones u(z,t) de (|1.1.1)) de la forma
u(z,t) = w(x, — ct, 2’ t),

donde w(x, t) es periédica en t. En el caso unidimensional, esto significa que w(&, t) es periédica
ent, & =ux—ct.

1.2. Estructura del TFG

El presente trabajo se centrara en las ondas estacionarias para el caso unidimensional. Los
problemas a tratar para su estudio, desde el punto de vista matematico, pueden agruparse en
tres aspectos:

s Resultados de existencia de ondas.
s Estabilidad de las ondas.
= Andlisis de la velocidad de propagacién.

La mayor parte de los resultados corresponderan al caso escalar y utilizaremos la teoria de
sistemas dinamicos, a partir del sistema ([1.1.5)), para el andlisis. Otras técnicas son posibles,
[27], pero quedan fuera de los objetivos y el propésito del trabajo.

La estructura es la siguiente. El punto de vista que adoptaremos, basado en la teoria cualitativa
para , justifica la revision de algunos conceptos sobre sistemas dindmicos para EDOs en
el capitulo [2] con especial mencién para la linealizacion y los teoremas de Grobman-Hartman y
de la variedad estable. El capitulo|3|analiza las ondas viajeras para ecuaciones escalares de RD.
A partir de resultados generales sobre la dindmica en sistemas de EDOs planos, discutiremos la
existencia de frentes de onda en ecuaciones con términos fuente de signo constante y términos
fuente con cambio de signo. El ejemplo que ilustra estos resultados serd el modelo de Fisher,
[0, 11]. En el capitulo extenderemos los resultados del capitulo anterior a sistemas mondotonos,
aplicandolos a varios modelos en dindamica de poblaciones.
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Capitulo 2

Revision de sistemas diferenciales y
teoria cualitativa

En este capitulo haremos una revision de algunos aspectos de la teoria de ecuaciones diferen-
ciales y de sistemas dindmicos, necesarios para el analisis en los capitulos 3|y |4} La revisién no
serd exhaustiva; para los detalles pueden consultarse referencias como [21], [13, 14, 12].

2.1. Caracter de bien puesto de un sistema de EDOs

Consideremos un sistema autonomo de EDOs
i(t) = f(z(t)), teR, (2.1.1)

con f: D — R" continua en un abierto D C R™,n > 1. Una funciéon x : I — D es una solucién
de (2.1.1)) en el intervalo real I si 2(t) es diferenciable en I y verifica (2.1.1)) para todo t € I.

Un primer punto a discutir en este capitulo es el caracter de bien puesto del problema de valor
inicial
i(t) = flz@t), tel,
I(to) = X, to S I, To € D. (212)
Esto significa discutir tres propiedades:
» Existencia y unicidad de solucién de (2.1.2)).

= Dependencia continua de la condicién inicial.

Estas propiedades son importantes si con queremos modelizar algin fenémeno fisico. La
primera refleja la observacién de que a partir de un dato de entrada (la condicién inicial) el
fenémeno fisico ofrece una y sélo una respuesta. La segunda indicara que dicha respuesta es una
funcion continua del dato de entrada: si cambiamos un poco éste, la respuesta correspondiente
no se alejara mucho de la asociada al dato de entrada sin perturbar.

Definicién 2.1.1. Se dice que f : D — R™, con D C R"™ abierto, es localmente Lipschitz en D
si para cada xo € D existe una bola abierta B(xy,d) C D centrada en xy y de radio §, y una
constante Ko = Ko(xo) tales que

1f (@) = FW)Il < Kollz —yll, 2,y € B(xo,9), (2.1.3)

15



CAPITULO 2. REVISION DE SISTEMAS DIFERENCIALES Y TEORIA CUALITATIVA

con || - || denotando la norma euclidea en R™.

Lema 2.1.1. Sea f : D — R", con D C R" abierto, de clase C* en D. Entonces, f es
localmente Lipschitz en D.

Demostracion. Véase [21]. O

2.1.1. Existencia y unicidad

La discusién de la primera propiedad asociada al caracter de bien puesto utilizara el método de
Picard o aproximaciones sucesivas. Suponiendo que f € C'(D), el método se basa en reescribir

(2.1.2) en forma integral, de manera que z(t) es solucién de (2.1.2)) si y sélo si z(t) es una

funcién continua verificando
z(t) = xo + /tf(q;(s))ds. (2.1.4)
to
El método consiste en formular la iteraciéon de punto fijo
zo(t) =

o,
Ty (t) = x0+/tf(xk(5))ds, E=0,1,..., (2.1.5)

de manera que la sucesién de iterantes {xy(t)} converge a una solucién de (2.1.4)) y, por tanto,
de (2.1.2), en algin intervalo I C R, centrado en t.

Teorema 2.1.2. Sea D C R™ abierto, vy € D, f € C'(D). Entonces, existe a > 0 tal que el
problema de valor inicial (pvi) dado por admite una unica solucion x(t) definida para
todo t € [to — a,to + al.

Demostracion. Como f € C'(D), por el lema 2.1.1] existen B(xo,0) C Dy Ko > 0 verificando
(2.1.3). Asimismo, f es continua y acotada en By = B(xg,0/2), por lo que existe

M = méx [|f(z)|]

x€ By

Consideramos ahora las aproximaciones x(t) definidas en (2.1.5)). Como

.Z'l(t) =29 + (t — to)f(ilfo),

entonces, definiendo ¢ en un intervalo I, = [ty — a,tg+ a], con 0 < a < ﬁ, se tiene que x1 es
continua en I, y satisface

)
@1 (t) — 20| < 5 €L

Supongamos ahora que x;, esta definida y es continua en I, verificando

5
o) = ol | < 5, tE L. (2.1.6)

Entonces f(x(t)) estd definida y es continua en I,; por tanto, de (2.1.5)), se tiene que xg11(%)
estd definida y es continua para todo t € I,. Ademés

lowaal) = anll < [ 1Fn(s)lids < M- t0) < 5,

16



CAPITULO 2. REVISION DE SISTEMAS DIFERENCIALES Y TEORIA CUALITATIVA

para todo t € [ Por induccion sobre k, se tiene que xx(t), definida en (2.1.5)), es continua en

1, y satisface para todo k > 0, por lo que x4(t) € By, t € I,.
Esto implica, por (2.1.3) y para todo t € I,

z2(t) — 21 (D] < /t\|f(501(5))—f(330)||d8
< KO/ ||x1(s)—x0||ds§Kog|t—t0|SKoag.

Supongamos ahora que para k > 2 es

)
; _ < =19
rggnmk(t) B (8] < (Koa) 1

Entonces, si t € [I,, por ) v usando la hipdtesis de induccion , se tiene que

|k (8) =@ <[ (1S (2k(5)) = flwr-a(s))llds

< Ko | ||zk(s) — 2r_1(s)]|ds < (Koa)*

Por induccién sobre k, se tiene entonces que ([2.1.7) se cunple para todo k = 2,3.. ..
deramos dos indices m > k, (2.1.7)) implica que podemos escribir, para todo t € 1,

—_
—

m— m—

)
2 (t) — 2 (@)]] < 241 (1) — 25 (D] < D (Koa)’ 5
j=k j=k
- 0 ) (K()CL)
< I_ =0
= Z<K°a> 2" 21— Koa
=k
Si tomamos
0 <a < min{— o 1 —1,
2M' K,

(2.1.7)

Si consi-

se tiene entonces que {zg(t)}r es una sucesién de Cauchy de funciones continuas en /,. Esto
implica (véase, por ejemplo, [23]) que la sucesién converge uniformemente a una funcién x(t)
continua en t 6 I,. Como el limite es uniforme, z(t) y f(x(t)) son continuas, tomando limite

k — oo en se cumple entonces que

t) = xg —|—/t f(z(s))ds, tel,.

(2.1.8)

Por el teorema fundamental del Céalculo Integral, el lado derecho de (2.1.8]) es por tanto dife-

renciable verificando

() = f(z(t), tel,,
con x(tg) = xg y, por , 81k — 00, es z(t) € B(x,9),t € I,.

Para comprobar la unicidad de solucién, sean x(t), y(t) dos soluciones de (2.1.2)) en I,. Entonces,

la funcion continua

[lz(2) —y(®)]],
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CAPITULO 2. REVISION DE SISTEMAS DIFERENCIALES Y TEORIA CUALITATIVA

alcanza su maximo en algin punto ¢,, € I,. Entonces
lle = yllo = méx|lz(t) —y(O) = l|lz(tn) — y(ta)
= 1 [t~ Fdsl < Ko [ 11265) = o)lds < Koalle ~ ol
0 0
y como Kypa < 1, se tiene necesariamente que ||z —y||« = 0y, por tanto, z(t) = y(t),t € I,. O

Ejemplo 2.1. Podemos ilustrar el teorema anterior para el caso de un sistema lineal, es decir,
2.1.1) con f(z) = Az, A € R™". Dado zy € R", no es complicado ver por induccion sobre k
que

k i
xp(t) = Z MA%O.

De manera que la solucion del sistema con z(ty) = o es

Intervalo maximal de existencia

El teorema[2.1.2)tiene un cardcter local; la existencia y unicidad de solucién se da en un intervalo
I, que depende de un entorno del dato inicial y de las propiedades de f. Esta solucién local
se puede prolongar a una solucién maximal, es decir, aquélla definida en un intervalo maximal
(o, w), mas alld del cual la solucién no puede prolongarse.

Antes de dar el resultado correspondiente, precisamos un poco més esta idea.

Ejemplo 2.2. Para u # 0, la EDO

T = ,uac?’,

tiene, para un dato inicial x(0) # 0 la solucion

|2(0)]

cuyo intervalo maximal de definicion se puede deducir facilmente de la expresion explicita:

x(t) =

_1
(gt +o0) 1 <0

(o, w) =
@ >0

1
o0, 2uzx(0)?

Definicién 2.1.2. Sea z(t) solucion de en un intervalo t € I,,. Se dice que y(t) es una
prolongacion de x(t) si y(t) es solucion de en un intervalo I, con I, C I, y, ademds,
y(t) = z(t),t € I,.

Asi, la solucién z(t), definida en el intervalo I, y obtenida por el método de aproximaciones
sucesivas, se puede prolongar a un intervalo mas amplio como sigue: ponemos t; = tg+ a,r, =
x(t1). Entonces, el pvi



CAPITULO 2. REVISION DE SISTEMAS DIFERENCIALES Y TEORIA CUALITATIVA

tiene, por el teorema [2.1.2] solucién unica z4(t) en un intervalo [t; — a1,t; + a1],a; > 0. Por
unicidad, se tiene que z1(t) = z(t) si t € [a,ty + a], siendo a = max{ty — a,t; — a1 }. Por tanto

[z tel,
y(t) = {Il(t> t € [to+a,to+a+ ai,

es una prolongacién de la solucién z(t) por la derecha. (Consideraciones andlogas se pueden
hacer por la izquierda.)

. Hasta dénde es posible continuar este proceso?

Definicién 2.1.3. Se dice que z(t) es una solucion mazimal del puvi si no admite
ninguna prolongacion.

Es claro que el intervalo de definicién de una solucién maximal (o intervalo maximal) ha de ser
abierto; en otro caso, se razonaria como antes para obtener una prolongacién a partir de uno
de los extremos. Por otro lado, se tiene (cf. [21]):

Teorema 2.1.3. Sea D C R" abierto, f € CY(D). Entonces, para cada xo € D, el pui
admite una unica solucion mazimal x(t) = x(t,ty, xo), definida en un intervalo (o, w) =
(Oé(to,%o),td(to,xo)).

La demostracion del teorema [2.1.3] no proporciona sin embargo estimaciones del intervalo ma-
ximal de existencia (o, w). Alguna informacién adicional sobre el sistema de EDOs puede dar,
a su vez, alguna informacion sobre dicho intervalo, a partir del siguiente resultado, [21]:

Teorema 2.1.4. Sea D C R" abierto, f € C*(D), (a,w) el intervalo maximal de existencia
de la solucion x(t) de . Supongamos que w < 0o. Entonces, dado un compacto K C D,
eziste t € (o, w) tal que z(t) ¢ K.

Corolario 2.1.5. En las condiciones del teorema|2.1.4:
n 57 existe

= i o(0)

entonces T € D.
= Supongamos que existe un compacto K C D tal que
{yeR": 3t e (q,w)/y==(t)} C K.
Entonces w = 0.

Teorema 2.1.6. Sea D C R™ abierto, f € CY(D), xy € D. Supongamos que tiene una
solucion z(t, to, xo), definida en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces, existen 0, K > 0 tales que
para todo y € B(xg,0) el pui

o' = f(x), x(to) =y
tiene solucion unica x(t,y), definida en [a,b] verificando
[o(t,y) — 2 (t,zo)|| < oe"110,
con

lim x(t,y) = z(t, zo),

Y—rxo

uniformemente para todo t € [a,b].
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2.1.2. Dependencia de las condiciones iniciales

El estudio de la segunda propiedad asociada al cardcter de bien puesto de (2.1.2)) estd basado
en el resultado siguiente:

Teorema 2.1.7. Sea D C R™ abierto, con xy € D, f € CY(D). Entonces, existen a,d > 0 tales
que, para todo y € B(xy,0) el pui

o' = f(x), a(t) =y, (2.1.9)
tiene solucidn inica x(t,y) con x € C*(I, x B(xo,9)), z(-,y) € C*(I,) para todo y € B(xg,d).

Demostracion. La demostracién de la existencia de una tnica solucién z : I, — R"™ de
con x € C?*(I,) para cada y € B(wg,0) hace de nuevo uso del método de aproximaciones
sucesivas y de que f € C1(D). La comprobacién de que (-, y) es diferenciable con continuidad
en B(zg,d) requiere, ademas, utilizar el lema de Gronwall sobre la funcién

g(t) = [|lz(t,y) — 2(t,y + h) + (¢, y)hl],
donde h > 0 es tal que y,y + h € B(xg,6), ®(t,y) es la matriz fundamental solucién del pvi

' = f(x(t,y)®, P(to,y) =1,

con I la matrix identidad n x n y f’(z) la matriz jacobiana en z. Véase, e. g. [21] [16] para los
detalles. O

2.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio

En muchos modelos suele haber comportamientos estacionarios y que tienen un significado
especial en su interpretacion y dinamica. Si el fenémeno a estudio viene descrito por un sistema
de EDOs como , tales estados estacionarios se identifican con soluciones constantes o
puntos de equilibrio Z, verificando entonces que f(z) = 0. La importancia de tales estados en
el modelo suele proceder del comportamiento del resto de las soluciones con respecto a ellos.
Por ejemplo, si aquéllas que comienzan proximas al equilibrio permanecen proximas en todo
instante posterior, el estado estacionario ofrece un cardcter estable, de interés para interpretar
el fenémeno representado por (2.1.1]).

Definicién 2.2.1. Sea = un punto de equilibrio de . Se dice que T es estable si_dado
€ > 0 existe 6 > 0 tal que para todo xy € B(Z,d) la solucion x(t,ty, xg) = x(t) de
satisface

llz(t) —Z|| <€ t>t.

En otro caso, se dice que x es inestable. Se dice que T es asintoticamente estable si es estable
y 0 se puede elegir de modo que
lim z(t) = 7.
t—o0

El concepto de estabilidad queda ilustrado en las figuras 2.1 y [2.2] para los casos escalar y de
un sistema plano, respectivamente.
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Figura 2.1: Tlustracién de la estabilidad en el caso escalar: (a) equilibrio estable; (b) equilibrio
asintoticamente estable; (c) equilibrio inestable.

12

5 X
x(1y)

Figura 2.2: Tlustracion de la estabilidad en un sistema plano: (a) equilibrio estable; (b) equilibrio
asintéticamente estable; (c) equilibrio inestable.

@a\

(a) (b)
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2.2.1. Estabilidad para sistemas lineales

Estudiamos primero como caracterizar el concepto de estabilidad en sistemas ([2.1.1)) lineales
' = Az, (2.2.1)

con f(r) = Az, A € R™" no singular, de modo que el origen ¥ = 0 es el unico equilibrio. (Si
A es singular, todos los elementos del nicleo de A son equilibrios. Al analizar la estabilidad
de uno z de ellos, hay que estimar la diferencia ||z(¢,z0) — Z|| cuando ||zy — Z|| es pequeno.
Pero, por linealidad, z(t) = x(t) — T es solucién de con z(0) = zg — 7, con lo que las
propiedades de estabilidad de un equilibrio Z # 0 son las mismas que las del origen.)

Teorema 2.2.1. 7 = 0 es un equilibrio estable de si y solo si todas las soluciones del
sistema estan acotadas para t > 0.

Demostracion. Supongamos que todas las soluciones del sistema ([2.2.1]) estdn acotadas. Sea

zo = (2%,...,29)T € R"; entonces, si ey, ..., e, son los vectores de la base canénica de R", del

rrn

ejemplo existen M,..., M, tales que

ezl = llafether + -+ ade e,
< e er] 2] 4 - + [leen[|22)
< Myl 4 -+ Mylad] < M]Ja]l (2.2.2)

para t > 0y donde M = max{M,..., M,}. Por tanto, dado ¢ > 0, si ||zo|| < ¢/M, (2.2.2)
implica que la solucién de (2.2.1]) con z(0) = x satisface ||e*A2|| < € para todo ¢ > 0, por lo
que el origen es estable.

Supongamos ahora que el origen es estable y sea € > 0. Entonces existe 6 > 0 tal que si
l|zo|| < 9, la solucién x(t,zg) de (2.2.1) con x(0) = xq verifica ||z(t,x)|| < €, > 0. Sea z(t)
una solucién no nula de (2.2.1)) y sea

Entonces, z(t) es solucién de (2.2.1) con ||z(0)|| = 0. Por hipétesis, se tiene que entonces
[|2()|]| <€t >0y, por tanto, z(t) estd acotada para todo t > 0. O

A partir de este resultado, podemos obtener la caracterizacién de la estabilidad en funcion del
tipo de espectro de la matriz A.

Corolario 2.2.2. El origen es un equilibrio estable de sty solo si ReX < 0 para todo
autovalor \ de A y si ReA = 0, entonces coinciden las multiplicidades geométrica y algebraica

de M.

El origen es un equilibrio asintdticamente estable de (2.2.1|) si y sélo si Reh < 0 para todo
autovalor A de A.

2.2.2. Estabilidad de sistemas no lineales. Linealizacion

Por definicién, la estabilidad de un equilibrio = de un sistema no lineal ([2.1.1]) requiere analizar
el comportamiento de las soluciones inicialmente préoximas a z. Esto encaja con la idea de
aproximar (2.1.1]) localmente por otro més sencillo que permita estudiar la estabilidad de z.
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Definicién 2.2.2. Se dice que un equilibrio T de es hiperbolico si ninguno de los auto-
valores de la matriz jacobiana en T, f'(X), tiene parte real nula. El sistema lineal

¥ =Ax, A= [f'(7), (2.2.3)

se llama linealizacion de en .

Si £ = 0 es un equilibrio de , por el teorema de Taylor, f’(0)x es una primera apro-
ximacién a f(x) cerca de ¥ = 0, de modo que, en principio, parece razonable esperar que el
comportamiento de cerca de * = 0 pueda aproximarse por el de su linealizacién en
2 = 0. Veremos que esto es asi cuando = = 0 es hiperbdlico. Para x # 0y x cerca de T, entonces
f(z) puede aproximarse por f'(Z)(z — ), y (2.1.1) se aproxima localmente por

y' = f'(@)y, (2.2.4)

a través del cambio de variable y = x — Z, de manera que el comportamiento de (2.1.1)) cerca
de = puede explicarse a partir del de (2.2.4)) cerca de y = 0, cuando x es hiperbdlico.

Definicién 2.2.3. Denotemos por o(A) al espectro de la matriz A € R"*". Se dice que un
equilibrio x de es:

» Un sumidero (o atractor) si ReA < 0VA € o(f'(Z)).

» Una fuente si ReA > 0V € o(f'(2)).

» Un punto de silla si T es hiperbdlico y existen Ay, A2 € o(f'(Z)) con ReA; < 0 < Rels.

(Esta clasificacién puede analizarse con mas detalle en el caso de sistemas planos, véase la
seccion [2.5])

En las siguientes secciones describiremos dos resultados importantes para esudiar el comporta-
miento de la soluciones de un sistema (2.1.1)) cerca de un equilibrio.

2.3. Teorema de la variedad estable

Consideremos un sistema (2.2.1)) con equilibrio hiperbdlico Z (que asumimos cero para simplifi-
car el siguiente razonamiento), y sea B = P! AP una forma canénica real de A con los bloque

elementales en el orden
B,
| (ReA < 0)
B = B, ,
(ReA > 0)

correspondientes a los autovalores con parte real negativa (Bs) y luego los correspondientes a
los autovalores con parte real positiva (B,) de tamanos ng y n, = n — ng, respectivamente. El
cambio x = Py lleva (2.2.1)) al sistema candnico

y' = Buy.

Sean B B
E* =span{ey,..., e, }, E“=span{e, 1,...,€n},
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con e; = (0,..., 19, ... ,0)T. Al deshacer el cambio de variables z = Py, las soluciones z(t) de
(2.2.1]) correspondientes a condiciones iniciales en el subespacio

E*={zxeR":x=Py,yec E},

satisfacen ||z(t)|| — 0,¢ — +oo. E*® se llama subespacio estable de y estd generado por
los vectores v; = Pej,j = 1,...,n,, que son autovectores generalizados asociados a los autova-
lores de A con parte real negativa. Andlogamente, las soluciones z(t) de ([2.2.1]) correspondientes
a condiciones iniciales en el subespacio

E*={z eR":z = Py,yc E'Y},

satisfacen ||x(t)|| — +o0,t — +oo. E* se llama subespacio inestable de (2.2.1)) y esté generado
por los vectores v; = Pe;,7 = 1,...,n,, que son autovectores generalizados asociados a los
autovalores de A con parte real positiva.

Se puede comprobar que el comportamiento de un sistema hiperbélico sobre el subespacio esta-
ble E? es el de un atractor y sobre el subespacio inestable E" el de una fuente. Las trayectorias
correspondientes a puntos que no estan ni en E® ni en E* de alejan del origen tanto para
t — oo como para t — —oo. El origen serd un atractor si E* = (), una fuente si £* = () y un
punto de silla si E%, E* # ().

El objetivo del teorema de la variedad estable consiste en mostrar que cerca de un equilibrio
hiperbdlico z, el sistema tiene variedades estables, S y U, tangentes en z a los subespa-
cios E*, E*, de la linealizacién en r dada por , con las mismas dimensiones, positiva y
negativamente invariantes por las soluciones en ([2.2.3)) resp. y con

lim z(t,x0) =2, zo€ S, lim z(t,zg) =7, x¢€U.
t—o00 t——o0

Definicién 2.3.1. Sea X un espacio métrico, U y V' dos subespacios de X . Un homeomorfismo
de U en V es una aplicacion continua vy biyectiva h : U — V con h™' : V. — U continua. Se
dice entonces que U y V' son topologicamente equivalentes.

Definicién 2.3.2. Una variedad diferenciable n-dimensional M es un espacio métrico conexo,
con un recubrimiento por abiertos {Uy}a, tal que

1. Para todo «, existe un homeomorfismo

ho : Uy =V ={zeR":||z|]| <1}.

2. SiUyNUg # 0, entonces
h:haohgihgajaﬂ[]g) %ha(UaﬂU/g),
es diferenciable con deth/(z) # 0 para todo x € hg (U, N Ug).

Teorema 2.3.1. (Variedad estable.) Sea D C R™ abierto, T € D, f € C*(D) con f(Z) =0y
1(Z) con k autovalores de parte real negativa, n—k autovalores de parte real positiva. Entonces:

1. Existe una variedad diferenciable k-dimensional S, tangente al subespacio estable E° de

eny = 0, positivamente invariante por las soluciones de y tal que st xg € 9,
la solucion x(t,xq) de satisface

lim z(t, o) = 7.
t—00
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2. Existe una variedad diferenciable n — k-dimensional U, tangente al subespacio inestable

E* de en y = 0, negativamente invariante por las soluciones de y tal que
si xg € U, la solucion x(t, xq) de satisface

lim z(t,x0) = .
t——o00

Demostracion. Véanse, por ejemplo, [21], 12]. ]

Las variedades estable e inestable del teorema tienen un caracter local; pueden definirse
de forma global incorporando las trayectorias que parten de y € S para t < 0 y las que parten
de y € U para t > 0, véase [21] para los detalles.

Corolario 2.3.2. Bajo las condiciones del teorema|2.5.1), sean S y U son las variedades estable
e inestable de en T y supongamos que existen «, B > 0 tales que

Re)j < —a <0 < 8 < ReAy,
paraj=1,...k;m=k+1,... n. Entonces, dado € > 0 existe § > 0 tal que si xy € B(T,0)NS
l|z(t,20)|| < ee™®, >0,

y sizg € B(x,0)NU
|2 (t, 20)|| < ee®, t<O0.
2.4. Teorema de Hartman-Grobman

El segundo resultado sobre teoria cualitativa local de EDOs que mencionamos establece que
cerca de un equilibrio hiperbdlico z, el sistema no lineal tiene la misma estructura
cualitativa que el linealizado cerca del origen. La demostracién puede leerse en, por
ejemplo, [21].

Definicién 2.4.1. Se dice que los sistemas (2.1.1) y (2.2.5) son topoldgicamente equivalentes
cerca de los equilibrios * e y = 0 si existen abiertos U conx € U y V con 0 € V, asi como un
homeomorfismo h : U — V que:

1. lleva trayectorias de que pasan por U en trayectorias de que pasan por V' ;

2. preserva la orientacion en el sentido de que st una trayectoria en U va de x1 a x4, entonces
su imagen en V' va de h(xy) en h(xs).

Teorema 2.4.1. (Teorema de Hartman-Grobman.) Sea D C R™ abierto, T € D, f € CY(D)
con f(z) =0 y tal que T es hiperbolico. Entonces, existe un homeomorfismo h : U — V de un
abierto U con x € U en un abierto V con 0 € V tal que para cada xo € U existe un intervalo
I C R con ty € I verificando que si x(t,ty, zo) es solucion de , se tiene:

h(z(t, to, z0)) = e(t_tO)Ah(aco),

es decir, h aplica trayectorias de cerca de T en trayectorias de cerca del origen y

preservando la parametrizacion (en particular, la orientacion y el comportamiento asintético).
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2.5. Estabilidad de los puntos de equilibrio

2.5.1. Caracterizacion de la estabilidad en el caso hiperbdlico

De los teoremas y y a partir de la definicion [2.2.3] se sigue que cualquier equilibrio
atractor de (2.1.1) es asintéticamente estable, mientras que los equilibrios fuente y punto de

silla son inestables. En particular, todo equilibrio hiperbélico es o bien asintéticamente estable
o bien inestable. El corolario proporciona informacion adicional sobre el comportamiento
de las soluciones cerca de un atractor.

Teorema 2.5.1. Si = es un equilibrio atractor de y Reld < —a < 0 para todo autovalor
A de f'(T), entonces, dado € > 0, existe § > 0 tal que si zg € B(T,0), la solucion x(t,ty, zq) de

satisface

x(t, tg, o) —x|| S ee 7Y > 1g.
tt Tl < eemt—to) 4>

Puesto que los equilibrios hiperbdlicos son o bien asintéticamente estables o bien inestables, la
tnica posibilidad de tener un equilibrio estable no asintéticamente estable se da cuando f'(7)
tiene al cero como autovalor o dos autovalores imaginarios puros conjugados; mas especifica-
mente, cf. [I4] 9] [16]:

Teorema 2.5.2. Si T es un equilibrio estable de (2.1.1)), entonces ningin autovalor de f'(T)
tiene parte real positiva.

Por tanto, la existencia de equilibrios estables no asintoticamente estables nos lleva necesaria-
mente al caso no hiperbdlico. El estudio general de la estabilidad entonces requiere de otros
procedimientos, como la teoria de Liapunov. Como no es un tema necesario para los contenidos
de este trabajo, remitimos al lector interesado a referencias clasicas como [12], 13].

2.5.2. Puntos de equilibrio de sistemas planos

En el caso de sistemas planos, es posible completar el resultado del teorema de Hartman-
Grobman con informacién adicional sobre como se acercan o alejan las trayectorias con respecto
a los equilibrios. Este tipo de informaciones suele tener importancia en las aplicaciones y en
esta seccion revisaremos las mds relevantes para nuestro estudio en el capitulo [3| Los detalles
pueden consultarse, por ejemplo, en |21} 9] 18] 20].

En lo que se refiere a la conservacion del caracter de un equilibrio al pasar de la aproximacién
lineal al sistema no lineal (2.1.1)), ya sabemos que, como consecuencia de los teoremas
y 2.4} todo equilibrio hiperbdlico mantiene su cardcter. En el caso de equilibrios no
hiperbdlicos elementales, la conservacion del caracter depende de la parte no lineal de f, si bien
las alternativas son limitadas.

En lo que sigue suponemos que un equilibrio = de (2.1.1)) con n = 2 es elemental, de modo que
f'(z) es no singular, y que, tras la correspondiente traslacién al origen de T el sistema ([2.1.1)
queda en la forma

' =Ar+ R(z), A=f(0), R=(Ry,Ry)", (2.5.1)
con R de clase C! en un abierto que contiene al origen,

_ OR
N &’zj

R; .
0)=0,4,7=1,2, lim (@) _gi=1.2
20 ||z|

R;(0)
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Las posibles configuraciones del diagrama de fases del linealizado
x' = Az, (2.5.2)

depende del espectro de A, identificable a partir de la correspondiente estructura de la base
candnica. Las configuraciones estdn esquematizadas en la figura [2.3

A=0

Centros

Espirales estables g Espirales inestabjés
A<0,tr(A)<0 A<0,tr(A)>0

Nodos imprppios ;
estables mgg?asbllmp
Nodos inestables

Nodos estables A>0,tr(A)>0

A>0,tr(A)<0

det(A)

det(A)<0
Puntos de silla

tr(A)
Figura 2.3: Estabilidad en el plano traza-determinante con A = (trA)? — 4det A.

En lo que sigue comentaremos algunos detalles de la conservacién de la configuracién al pasar
del sistema lineal al no lineal cerca del origen.

Focos

Supongamos que A tiene dos autovalores complejos conjugados a=+bi, con a # 0. Las trayectorias
de (2.5.2)) son espirales logaritmicas, descritas en forma polar

r(t) = roe™, 0(t) = 0y — bt,

y el origen es un foco, estable si a < 0 (r(t) — 0 si t — o00) e inestable si a > 0 (r(t) — 0
si t — —o0). El valor b representa la velocidad angular con la que se recorre la espiral (en el
sentido horario si b > 0 y antihorario si b < 0; asumimos a partir de ahora que b > 0). El cambio
de variable x = Py que lleva al sistema canénico y' = By, B = P71 AP, transforma el

sistema (12.5.1]) en

y =By +Q(y), Qy) =P 'R(Py), (2.5.3)
con
i 2i9) _ 0,i=1,2.
y=0 |[lyl|
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Pasando a polares, se obtiene el sistema equivalente

/

Y= artp(r.)
0 = —b+ ~w(r,0), (2.5.4)
T

en un entorno reducido del origen (r # 0) con

r—0 r r—0 r

Entonces, existe 6 > 0 tal que sir < ¢

b
0] < L ) <
2 2
Sia<0yr <4, se tiene entonces que
b b
r’Sar—gr:gT, 0" < —b+§:—§- (2:5.5)

sea (r(t),0(t)) una solucién de (2.5.4) con r(0) < §. Entonces, de (2.5.5)), r es estrictamente

decreciente con
r(t) < 7"(0)(2“/2

de donde r(t) — 0sit — oo. Andlogamente, de (|2 se tiene que parat > 0, § es estrictamente
decreciente con 6(t) < —2t 4 6(0), de donde 6(¢ ) — —oo si t — oo. Por tanto, la trayectoria
(r(t),0(t)) que comienza cerca del origen se acerca a él en forma espiral y sentido horario
(suponiendo que b > 0).

Si a > 0, el mismo razonamiento lleva a que, en lugar de (2.5.5)), se tiene

, a a , b b
r > ar 27’ 2r, < + 7 5’
de donde r(t) > r(0)e®/?,¢t > 0, mientras r(¢) < §, lo que implica que toda trayectoria no nula

tal que r(0) < § sale del mrculo de radio 0. Por otro lado, integrando entre 0 y ¢ < 0 se tiene
que 7(t) < r(0)e™? t <0, lo que implica que r(t) — 0, — —oco. A su vez

o(t) > —gt +6(0),¢ <0,

de donde 0(t) — oo si t — —o0, y la trayectoria se aleja del origen en sentido horario.

El comportamiento de la trayectoria justifica entonces la siguiente definicion: se dice que T = 0
es un foco o punto espiral estable (resp. inestable) de si existe § > 0 tal que toda
trayectoria x(t) = (x1(t),z2(t)) con ||z(0)|| < 0 estd definida para todo ¢ > 0 (resp. t < 0) y
verifica

a(t)

|z =0, [6(t)] = |arctg—=—5] — oo,

$1<t>

si t — oo (resp. t — —00). El razonamiento anterior nos lleva al siguiente resultado:

Teorema 2.5.3. Si el origen es un foco para , también lo es para , conservdandose
el tipo de estabilidad.
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Nodos

Si A tiene dos autovalores reales del mismo signo, su forma canénica es de uno de estos tres

tipos:
(A O A0 Al
s-(3 D.00.000). 256

En el primer caso, el origen es un nodo para la aproximacion lineal : las trayectorias
z(t) = (c1eM?, coe??) entran en el origen (cuando ¢ — oo si es un nodo estable y cuando
t — —oo si es inestable) por cada lado, tangentes al autoespacio del autovalor de menor valor
absoluto, excepto las dos que lo hacen por cada lado del autoespacio asociado al otro autovalor.
Se puede demostrar que la configuracion se mantiene para el sistema no lineal , [9, 21];

(a) (b)
Figura 2.4: (a) Nodo (estable) en el sistema (2.5.2)); (b) Nodo (estable) en el sistema (2.5.1]).

véase figura [2.4]

Teorema 2.5.4. Si Ay < \; < 0, todas las trayectorias de que comienzan cerca del
origen entran en €l cuando t — oo en una de las cuatro direcciones determinadas por los
autoespacios de N1 y Ao. Hay una sola trayectoria que entra en el origen en cada una de las
dos direcciones determinadas por el autoespacio asociado a Ao, mientras que hay infinitas que
lo hacen tangentes a cada una de las dos direcciones determinadas por el autoespacio de A\,
como autovalor de menor valor absoluto.

Si 0 < Ao < Ay, hay una sola trayectoria que entra en origen, cuando t — —oo, tangente a
cada una de las direcciones determinadas por el autoespacio asociado a A1, e infinitas que lo
hacen tangentes a cada una de las dos direcciones determinadas por el autoespacio asociado a
Ao, como autovalor de menor valor absoluto.

En el caso de una forma canoénica B del segundo tipo en , el origen es un nodo estrella
para la aproximacién lineal : para cada m € R := R U {£o0}, hay dos trayectorias (una
por cada lado) que entran en el origen con pendiente m (cuando ¢t — oo si A < 0 y cuando
t — —oo si A > 0). En general, es necesario imponer algo més de regularidad a (2.5.1) para
asegurar la conservacién de esta configuracién (figura [2.5(a)).
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57‘ 5 —
> 0 >0
\ | —_——
_5\ 5 —_
-5 0 5 -5 0 5
X X

(a) (b)

Figura 2.5: (a) Nodo estrella (estable) en el sistema ((2.5.1)); (b) Nodo impropio (estable) en el
sistema ([2.5.1]).

Teorema 2.5.5. Supongamos que en la matriz A tiene un autovalor doble de multipli-
cidad geométrica dos. Si las funciones R; son de clase C? en un entorno del origen, entonces
las trayectorias del sistema que comienzan cerca del origen entran en él, cuando t — oo
si A <0y cuando t — —o0 si A > 0, con pendiente m € R; para cada uno de los dos dngulos
0* tales que tgd* = m hay exactamente una trayectoria que entra con dngulo 6*.

Si la forma canonica es del tercer tipo en (2.5.6)), la configuracién del diagrama de fase cerca del
origen se mantiene al pasar de ([2.5.2)) a (2.5.1)) bajo las condiciones de regularidad del teorema
2551

Teorema 2.5.6. Supongamos que en la matriz A tiene un autovalor doble de multipli-
cidad geométrica uno. Si las funciones R; son de clase C? en un entorno del origen, entonces
las trayectorias del sistema que comienzan cerca del origen entran en él, cuando t — 0o
si A < 0 y cuando t = —oo si A > 0, tangentes a una de las dos direcciones determinadas por
el autoespacio asociada al autovalor, habiendo infinitas para cada una de dichas direcciones (cf.

figura [Z(b)).
Definicién 2.5.1. Se dice que el origen es un nodo estable (resp. inestable) como equilibrio de
2.5.1)) si existe § > 0 tal que toda trayectoria x(t) = (x1(t),z2(t)) # 0 con ||z(0)|| < 9, estd

definida para todo t > 0 (resp. t < 0), verifica que ||x(t)|| = 0 cuando t — oo (resp. t — —00)
y entra en el origen con pendiente bien definida.

Puntos de silla

Si A tiene dos autovalores reales de signos opuestos (digamos Ay < 0 < A;), el origen es un
punto de silla para la aproximacion lineal : hay dos trayectorias (semirrectas v;,i = 1, 2)
que se aproximan al origen cuando ¢ — oo y otras dos 7;, 7 = 3,4, que lo haen cuando ¢ — —o0;
todas las demds (excepto el origen) se alejan de él cuando ¢ — +oo. Por otro lado:

» E% =~ U{0}U~, es el subespacio estable de (2.5.2)) y coincide con el autoespacio asociado
al autovalor Ay < 0.

30



CAPITULO 2. REVISION DE SISTEMAS DIFERENCIALES Y TEORIA CUALITATIVA

» E" = ~43U{0}U~4 es el subespacio estable de (2.5.2)) y coincide con el autoespacio asociado
al autovalor A; > 0.

Esta configuracién, cerca del origen, se mantiene para (2.5.1)):

Teorema 2.5.7. Supongamos que en la matriz A tiene dos autovalores reales de signos
opuestos (A2 < 0 < A\1). Entonces, ademds del origen, existe § > 0 tal que las trayectorias que
se inician en B(0,6) se comportan como sigue (cf. figura[2.6):

(i) Existe una curva S que pasa por el origen tal que la semitrayectoria positiva (o solucion
parat > 0) a partir de cualquier punto de SNB(0,0) (variedad estable local) estd contenida
en SN B(0,9) y tiende al origen cuando t — oo, mientras que la semitrayectoria negativa
(0 solucion para t < 0) sale de B(0,9) para t decreciente.

(ii) Existe una curva U que pasa por el origen tal que la semitrayectoria negativa a partir de
cualquier punto de U N B(0,0) (variedad inestable local) estd contenida en U N B(0,0) y
tiende al origen cuando t — —o0, mientras que la semitrayectoria positiva sale de B(0, )
para t creciente.

(i1i) La trayectoria de cualquiera de los puntos de B(0,0) que no estd en S'UUsale de B(0,0)
tanto para t creciente como para t decreciente.

(iv) S tiene por tangente en el origen la recta E* y U la recta E".

N A /

0 5 -5 0 5
X

(a) (b)
Figura 2.6: (a) Punto de silla en el sistema ([2.5.2); (b) Punto de silla en el sistema ([2.5.1)).

Si adoptamos como definicién de punto de silla la dada por las propiedades (i)-(iii) del teorema
2.5.7, entonces se tiene que si ¥ = 0 es punto de silla para la aproximacién lineal ,
entonces T es punto de silla para . Ademas, localmente, hay dos trayectorias que entran
en el origen cuando t — oo con la pendiente del autoespacio asociado al autovalor negativo y
otras do que lo hacen cuando ¢ — —oo con la pendiente del autoespacio asociado al autovalor
positivo, cf. figura [2.6]
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Centros

Si los autovalores de A son imaginarios (£ib,b > 0), el origen no es hiperbdlico y es un centro
como equilibrio de (2.5.2)); las trayectorias son, aparte del origen, curvas cerradas (elipses) que lo
rodean y que corresonde a soluciones periédicas. El sistema candnico (2.5.3|) asociado a (2.5.1))
es

Yy =bya+ Q1(y), Yy = —byr + Q2(y),

con su equivalente en polares

/

= p(r,0),
1
o = —b—i—;w(r, 0).

La ecuacién para 6 es la misma que en el caso de un foco, de modo que puede encontrarse un
entorno del origen en el que todas las trayectorias giran indefinidamente alrededor del origen
para t creciente y/o t decreciente (y ninguna entra en el origen, caso de hacerlo, con pendiente
definida). Pero la ecuacién para r no proporciona informacién general sobre el comportamiento
asintético de r(t). Es necesario conocer algo més sobre los términos R; en (2.5.1)).

Definicién 2.5.2. Dado el sistema plano (2.1.1)), se dice que un punto de equilibrio T es un
punto de rotacion o centro-foco si en todo entrono de T ewiste una drbita cerrada que rodea a
T.

El comportamiento cerca de un equilibrio z de (2.1.1)) para el que el origen es un centro como
equilibrio de la aproximacion lineal (2.2.3) viene dado por el siguiente resultado, cf. [14]:

Teorema 2.5.8. Si el origen es un centro para la aproximacion lineal en un equilibrio
T de (2.1.1), entonces T es un centro, un foco o un punto de rotacion. En este iltimo caso,
existe un entorno de T tal que toda trayectoria que comienza en €l es, o bien una drbita cerrada
que rodea a x, o bien una espiral que se aprorima, para t — Fo00, a una orbita cerrada que

rodea a T, cf. figura 2.7

i
/ MRE

I}

Figura 2.7: Estructura de un punto de rotacién, [16].
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Capitulo 3

Ondas viajeras en ecuaciones escalares
de reaccion-difusion

En este capitulo se estudiard la formacién de ondas viajeras solucion de ecuaciones de reaccion-
difusién, analizando los elementos mencionados en la introduccion: resultados de existencia y
estabilidad, propiedades de la velocidad de propagaciéon y algunas aplicaciones.

Nos centraremos aqui en el caso de ecuaciones escalares. El estudio de la existencia de frentes
de onda utiliza el método basado en la teoria cualitativa de EDO y explicada en el capitulo
[2l Se analizard la existencia en sistemas planos generales, para luego aplicar los resultados a
dos casos de ecuaciones RD. Este punto de vista permite también incluir aspectos relativos
a la estabilidad de las ondas viajeras e informacién sobre la velocidad de propagacion. Todos
estos resultados se ilustraran con el modelo de Fisher, relativo a la propagacién de genes en
una poblacién, [10, [11].

3.1. Resultados generales sobre frentes de onda en sis-
temas planos

3.1.1. Trayectorias que conectan dos equilibrios

Consideremos un sistema de EDOs en el plano, ahora escrito en la forma

x’:f(x,y), y'zg(:v,y), (311)

donde f,g € C*(R?). Sea D C R? un dominio simplemente conexo que contiene dos equilibrios
de (3.1.1) (x1,y1) ¥ (22, y2) (cf. Introduccién), siendo el primero un punto de silla y el segundo
un nodo estable. Buscamos establecer condiciones bajo las cuales la variedad inestable del punto
de silla entre en el nodo cuando ¢t — oco. Una posible forma de asegurar esta conexion entre los
equilibrios estd ilustrada en la figura [3.1] [15].
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Figura 3.1: Trayectoria que conecta dos equilibrios de (3.1.1)).

Las condiciones que se imponen son las siguientes. Para simplificar suponemos que los equilibrios
estdn en el eje X con (x1,41) = (a,0), (w2, y2) = (5,0), @ < 8. En estas condiciones, definimos
dos curvas ¢, 6 con las propiedades:

p:R=R ot) = (z,y) = (pr(t), p2(1)),
a<pi(t)<p, pt) >0,
tEI—n Qpl(t) = a, tlim 901<t) = 57

A po(t) = @o >0, 1 gs(t) =0, (3.1.2)
: : . a(t)

a0+ a0 0, oo < lim 20 <0,

|61 + [62(8)] = 0, [¢] = oo,

r=as0<y< g, (3.1.3)

:y=0sia<z<pf. (3.1.4)

De este modo, el dominio D de la figura estd acotado por la curva ¢ verificando (3.1.2), el

segmento del eje X entre oy (3 y, posiblemente, un segmento del eje Y, entre 0 y @9, cf. figuras

B-2y[3.3

Figura 3.2: Trayectoria simplificada segin (3.1.2)-(3.1.4]) que conecta dos equilibrios de (3.1.1]),

con @y = 0.
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Figura 3.3: Trayectoria simplificada segin (3.1.2)-(3.1.4)) que conecta dos equilibrios de (3.1.1]),
con @y # 0.

La hipédtesis

f(:C,O)zg(l’,O):O, r=q,f,
(z,9) € [, B] x R\{(a,0), (8,0)} < [f(z,y)| + g(z,y)| # 0, (3.1.5)

establece que [, 5] X R no contiene mas equilibrios de (3.1.1]). Por otro lado, linealizando (3.1.1))
en (a,0) tenemos, para F' = (f, g)

: _ (e, 0) fy(@,0)
F'(a,0) = (gx(Oé,O) gy(a,0)> . (3.1.6)

Luego si
fx<a’0)gy(a70) - fy(avo)gm(a70) < 07 (317)

entonces, segun lo explicado en el capitulo 2, («,0) es un punto de silla como equilibrio de

(3.1.1)). Los autovalores de ({3.1.6]) son

Ao(0,0) = 3 (ful0,0) + gy(0,0) £ /A(@,0))
A, 0) = (fala,0) 4 gy(ev, 0))* —4 (fo(a,0)gy(a, 0) = fy(a,0)ga(e,0)),  (3.1.8)

con Ay > 0 > A_. Los subespacios estable e inestable son

B = BAA) = {(w0) v m (91(0.0) ~ (. 0) — VA[@.0) ).
E' = B = {(w0) 0= g (00,0 - £0,0) + VA D)),
y, por tanto, las condiciones
fy(@,0) >0, g,(a,0) >0, (3.1.9)

implican que
gy(,0) — fo(a,0) = v/A(,0) <0, gy(c,0) — fu(a,0) + /A, 0) > 0,
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y la direccién inestable satisface dy/dz > 0 cerca de (a,0), mientras que la estable verifica
dy/dx < 0.

Utilizando de nuevo la linealizacién, esta vez en el otro equilibrio (5,0), y los resultados del
capitulos [2] se tiene que

f2(B,0) +94(8,0) <0, (3.1.10)
0 < (fal@,0)g,(, 0) = fy(er,0)gu (e, 0)) < (fu(a,0) + g,(e, 0)),

garantizan que A_(5,0) < A, (5,0) < 0, cf. (3.1.8) y, por tanto, que (/3,0) es un nodo estable.
Un analisis similar de los autoespacios nos lleva a que si

fe(8,0) > g4(8,0),  £,(8,0) >0, g.(5,0) <0, (3.1.11)

entonces la direccién principal (asociada a Ay (5,0)) y la lateral (asociada a A_(3,0)) satisfacen
dy/dx < 0, con |dy/dz| mayor para la lateral.

La ultima hipdtesis impone que el campo F' apunte hacia el interior de D en los puntos de su
frontera. Utilizando la figura [3.2 esto puede expresarse como

fle@)ga(t) — gle(t))¢1(t) >0, t €R, (3.1.12)
flayy) 20, 0<y <, (3.1.13)
g(x,0) >0, a<z<}f, (3.1.14)

indicando, en cada caso, que el coseno del angulo entre el campo de vectores y el vector normal
de la curva correspondiente apuntando hacia el interior es positivo.

Teorema 3.1.1. Bajo las hipotesis A?.J.Q)—(ié’.].u ), el conjunto cerrado D contiene la parte
de la variedad inestable que sale del punto de silla (o, 0) con z,y > 0. Esta trayectoria, cuando
t — 00, tiende hacia el nodo estable (5,0), conectando asi los dos equilibrios.

La demostracién puede dividirse en varias partes, véase [L5].

Lema 3.1.2. En las condiciones del teorema si una trayectoria (x(t),y(t)) estd en D en
t =0, entonces permanece en D para todo t finito.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, sea ty < oo el menor ¢ para el que (zg,y9) =
(z(to),y(to)) ¢ D. Entonces, o bien (xg,yo) es uno de los equilibrios o es otro punto de la
frontera de D. Por la hipdtesis del teorema |3.1.1) no puede darse el primer caso. Supongamos
entonces que (zg,yo) estd en la frontera de D y no es uno de los dos equilibrios, de manera
que de podemos asumir que f(zg,y0) # 0 (si fuese g(zo,v0) # 0, el razonamiento es
similar). Por las condiciones (3.1.12))-(3.1.14)), la trayectoria se mueve tangente a la frontera.
Como f(xg,yo) # 0, si tomamos = como coordenada local para ¢ = (z,¢(z)) y la trayectoria
de la forma (z,y(z)), se tiene

f(@,0(2)¢'(z) = g(x, o(x)), (3.1.15)
y, por ser solucion
fla,y(@)y (x) = g(z, y(x)). (3.1.16)
Al ser f € C', entonces f(x,y) # 0 para (x,y) en un entorno de (zg, 3). Definimos
_ 9(z,y)
E(z,y) = @)

36



CAPI/TUI:O 3. ONDAS VIAJERAS EN ECUACIONES ESCALARES DE
REACCION-DIFUSION

en dicho entorno, de manera que F es lipschitziana en (xg, yo). Sea K la constante de Lipschitz
asociada y w(z) = ¢(x) — y(x). Entonces, de (3.1.15)), (3.1.16]) y la lipschitzianidad de E, se
tiene

w'(z) > Bz, ¢(z)) — E(z,y(x)) 2 —K|w(z)|.

Como ty es minimal, entonces w(z) > 0 si < xg, con w(z) = 0. Pero entonces, si < xg
w'(z) 2 —Kw(z),

con w'(zg) > —Kw(zg) = 0. Entonces w(x) < w(xg) = 0 para x < z( cerca de g, llegando a
contradiccion. O

Lema 3.1.3. En las condiciones del teorema[3.1.1], si una trayectoria estd en la frontera de D
en un instante t = ty, entonces continia en D para todo t.

Demostracion. Es trivial si la trayectoria es uno de los equilibrios; en otro caso, se puede usar
un argumento similar al utilizado en la demostracién del lema O

Lema 3.1.4. En las condiciones del teorema la trayectoria asociada a la variedad ines-
table del punto de silla (o, 0) estd contenida en D.

Demostracion. Utilizando los lemas v [3.1.3} es suficiente con demostrar que la trayectoria
de la variedad inestable () estd en D para t < to y algun ¢, finito.

Si @o > 0, utilizando (3.1.12)-(3.1.14)), el razonamiento es claro a partir de los lemas y
3.1.3] véase la figura Supongamos entonces que P, = 0 y que la curva 7 correspondiente de
la variedad inestable llega a un punto P ¢ D. Tomamos P ¢ D cerca de P y entre las curvas ¢
y 7 vy seguimos la trayectoria 7 que pasa por P hasta t — —oo. Para P suficientemente cerca
de P, la trayectoria esta arbitrariamente cerca de la variedad inestable y pasard por puntos de
D en su recorrido hasta ¢ — —oo, llegando a una contradiccién con el lema (3.1.2] O]

Completando el teorema [3.1.1] se tiene:

Teorema 3.1.5. El conjunto D contiene a la direccion principal asociada al nodo estable (3,0)
correspondiente a x,y > 0, mientras que la direccion lateral no tiene puntos comunes con D.

Demostracion. Sila direccién principal no estuviese totalmente contenida en D, las trayectorias
que comienzan en D y que entran en ((3,0) cuando ¢t — oo tangentes a la direccién principal
dejarfan D en algin momento, contradiciendo el argumento del lema [3.1.2]

Por otro lado, si la variedad lateral pasa por un punto P € D, podemos encontrar trayectorias
que empiezan en D, cerca de Py que entran en (8,0) por la direccién principal. Alguna de
ellas debe salir de D, de nuevo en contradiccién con el lema [3.1.2] O]

3.1.2. Frentes de onda en sistemas planos

Escribimos ahora el sistema (3.1.1]) en la forma

o' = f(z,y,0), ¥ =g(zy0), (3.1.17)

dependiente de un pardametro c real y con f, g de clase C! en las tres variables. Nuestro obje-
tivo en esta seccion es estudiar las trayectorias del teorema en funcién del parametro c.

37



CAPI/TUI:O 3. ONDAS VIAJERAS EN ECUACIONES ESCALARES DE
REACCION-DIFUSION

Asumimos que se verifican las condiciones (3.1.5)-(3.1.9) para todo ¢ (de modo que («,0) es
siempre un punto de silla) y la existencia de un valor ¢* tal que (3.1.10)), (3.1.11]) se satisfacen
para ¢ > ¢* (en cuyo caso, (3,0) es un nodo estable). Como veremos mas adelante, ésta es una
situacion tipica en la busqueda de frentes de onda en ecuaciones de reaccion-difusion.

Definicién 3.1.1. Una solucion z(t) = (z(t),y(t)) de , para c fijo, con
(1) € [0, 8] x [0,00), tER

lim =(t) = (a,0), lm =(t) = (5,0),

t——00 t—o0

se llama frente de onda de velocidad c.

De las hipotesis anteriores, estamos suponiendo que no existen frentes con velocidades menores
que c¢*. El siguiente resultado establece condiciones sobre (3.1.17]) que proporcionan informacién
sobre el conjunto de posibles velocidades de los frentes de onda.

Teorema 3.1.6. Supongamos que si co > ¢; > ¢ y (z,y) € [a, f] x [0,00) se verifica que

g(xa Y, Cl)f('ra Y, C2) > f(.’l', Y, Cl)g<x? Y, CQ)? (3118)
y que se satisface (3.1.14]) para ¢ > c¢*. Entonces, el conjunto de velocidades para los frentes de

onda es o bien vacio o bien una semirrecta (¢, 00) para cierto co > c*.

Demostracion. Supongamos que existe una velocidad ¢; con frente asociado z(t, ¢1) = (z1(t), y1(t))
y sea ¢ > ¢y, con z(t, ¢) solucién de ([3.1.17)). Entonces, por (3.1.18])

F(2(t,cr), )i (t) =2 g(2(t, 1), )z (D),
y, por tanto, tomando ¢(t) = z(t, ¢1) en la construccién del teorema (con @y = 0), se tiene

que z(t,c) es un frente de onda con velocidad c. ]

Observacion 3.1.7. Observemos que la condicion es una cierta propiedad de mono-
tonia del sistema con respecto al pardmetro c. Se puede interpretar en términos de trayectorias:
si z(t,e1) y z(t, c2) son las soluciones de para ¢ = ¢; Yy co respectivamente, entonces
implica que para todo t

2 (t, c2) y'(t, c1)
>
<<y/(t,C2>> ’ <—.’L',(t,Cl) > - 07
(donde (-,-) denota el producto escalar euclideo en R?) de manera que el vector tangente a

2(t,co) y el normal a z(t,¢;) forman un angulo agudo para todo t. Como consecuencia:

Corolario 3.1.8. Sean c1, ¢y dos velocidades asociadas a frentes de onda de 2(t, 1),
2(t,ca), con cg > ¢1 > ¢*. Entonces, la trayectoria de z(t,c1) estd contenida en la adherencia
del dominio formado por z(t,c3) y el intervalo [, f].

El infimo ¢ del conjunto de velocidades, mencionado en el teorema es un minimo (y, por
tanto, el intervalo es cerrado por la izquierda) bajo la hipdtesis adicional siguiente:

Teorema 3.1.9. Bajo las condiciones del teorema |5.1.6, st suponemos ademas que para todo
c > c* existe gy =7y(c) > 0 tal que

g<x7y7c)<07 :Ce(a7/3)7

entonces existe un frente con velocidad cy.
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Demostracion. Supongamos que no existe un frente de onda de con velocidad c¢y. Sea
¢ > ¢o una velocidad asociada al frente z(t,c), con ¢ — ¢ suficientemente pequeno como se
especifica mas adelante, y D el dominio acotado por ¢(t) = z(t,c) y el intervalo [«, 5]. Por
(3.1.18) (cf. observacion con ¢y = ¢, 1 = Cp, el campo de vectores para ¢y apunta hacia el
exterior del dominio. Utilizando los argumentos de la demostracion del teorema |3.1.1] se puede
comprobar que la correspondiente parte de la variedad inestable del equilibrio (a, 0) de
para ¢ = ¢y no entra en D en su recorrido [a, 8] X [0,00), mientras que la hipétesis adicional
impide que la curva se vaya a infinito. Como z(¢,¢p) no es un frente, la curva debe entonces
llegar a * = @ 0 * = 3 en tiempo finito. En ambos casos, la curva inestable para ¢ > ¢j, con
¢ — ¢p suficientemente pequeno, tiene el mismo comportamiento, lo que contradice la hipotesis
de que z(t,¢) es un frente de onda con velocidad c. ]

Asi, bajo las condiciones del teorema|3.1.9] la velocidad ¢y queda alternativamente caracterizada
como el menor de los valores del parametro ¢ para los que existe la curva ¢ verificando (3.1.2])
y (3.1.12).

El siguiente resultado completa la informacion sobre los frentes de onda en sistemas planos
generales. La demostracion puede consultarse en [15].

Teorema 3.1.10. En las condiciones del teorema se tiene:
(i) El frente asociado a ¢y es la curva de la variedad lateral del nodo (3,0) con x,y > 0.

(ii) Para ¢ > co, el frente de con velocidad ¢ llega a (B3,0) tangente a la direccion
principal, excepto en el caso de que para todo ¢ € [co,c| todos los frentes compartan la
misma trayectoria.

3.2. Frentes de onda en ecuaciones de reaccién-difusion

Pasamos a aplicar algunos de los resultados de la seccion [3.1] para el estudio de los frentes de
onda en ecuaciones de reaccién-difusion del tipo

Up = Uz + F(u), (3.2.1)

con F de clase C'. A partir de lo mencionado en la introduccién, un frente de ondas para ((3.2.1])
serd aqui una solucién u(z,t) = w(x — ct), c € R verificando

w” + cw' + F(w) =0, (3.2.2)
con
lim w() =wy, wy<w_, (3.2.3)
E—+o0

donde w_ > w(&) >wy, £ €Ry
F(wy) = Flw_) = 0.

En lo que sigue discutiremos la existencia de los frentes para dos tipos de términos fuente F'.
Por sencillez asumiremos que w_ = 1,w, =0y F:[0,1] — R.
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3.2.1. Término fuente con signo constante (monoestable)
Suponemos que F' satisface las condiciones
F(1)=F(0) =0, F(w)>0,we (0,1), F(0)>0,F(1)<0. (3.2.4)

Para adaptarnos a la notacién de la seccién .1 hacemos el cambio w — 1 — w (asi, en (3.2.3)
es ahora w(—o0) = 0, w(c0) = 1) y escribimos (3.2.2)) en forma de sistema de primer orden

/

r =Y,
y = —cy+ F(1—a) (3.2.5)
El sistema (3.2.5]) tiene entonces la forma (3.1.17)) con
f(]},y,C) =Y, g(xvyac) - —Cy—i—F(l—I), (326)

asi como dos equilibrios tenemos

(0470) - (070)7 (570) - (170>‘

Si analizamos la linealizacién de ([3.2.5)), tenemos que el jacobiano del sistema en un punto (z, y)

es J(z,y) = (_F’((l) — ) —10> ‘

Para el primer equilibrio (z,y) = (0,0), los autovalores de J(0,0) son

2+(0,0) = % (—c + /2 4F’(1)> .

Utilizando (3.2.4)), se tiene que (a,0) = (0,0) es un punto de silla. En el caso del segundo
equilibrio, los autovalores de J(1,0) son

Ae(1,0) = % (—c + /2~ 4F’(0)> .

Utilizando (3.2.4) y tomando ¢* = 2,/F'(0), se tiene que (3,0) = (1,0) es un nodo estable

cuando ¢ > c*.

De nuevo por (3.2.4)), la funcién g en (3.2.6) satisface (3.1.14)); asimismo, tomando @y = 0 en
(3.1.2)) se cumple (3.1.13)) trivialmente. Por otro lado, si ¢; > ¢; > ¢*

g(z,y,c1) f(x,y,¢0) = f2,y,c1)9(w,y,¢2) = (—cry+ F(1—2))y —y(—coy + F(1 —x))
= (c2— )y’ >0,

y se cumple la condicién (3.1.18]). Por tltimo, usando (3.2.4) y (3.2.6)), si ¢ > ¢*, se verifica la
hipétesis adicional del teorema [3.1.9] eligiendo

1
SN S
¥ =7(c) o nax (),

y, por tanto, existe un valor minimo de la velocidad (denotado por ¢y en los teoremas y
3.1.9). Para determinar su valor, utilizamos su caracterizacion, mencionada después del teorema
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3.1.9) y la forma de g dada por (3.2.6). En este caso, podemos escribir la curva ¢ en (3.1.2),
(3.1.12

12)) en la forma y = ((z),( : [0,1] — [0,00), con ¢ de clase C' y verificando

C(z) > 0 z€(0,1),¢(1) =0,
((1)=y =—cy+ F(0) = —cy <0. (3.2.7)

La condicion ([3.1.12)) se escribe entonces, para x € (0, 1)

fx ¢(2)¢(x) — gz, C(x)) =
((@)¢'(z) + ((2) = F(1—z) > 0,
es decir
¢>—('(x)+ F%(;)x), (0,1)
por tanto
o> gup {0+ S b
con ( verificando . Entonces
co = inf sup {—C’(m) + M} : (3.2.8)
¢ o<z<1 ((x)

donde el inferior se toma en el conjunto de funciones ¢ : [0,1] — [0,00), con ¢ de clase C! y

verificando . Tomando, en particular, ((z) = k(1 — z),x > 0, entonces, de (3.2.8))
F(1 -
co < sup {—C’(:L‘) + M} = G(k),

0<az<1 K(l —x)
con
G(k) =K+ £,L: sup M
K O<u<l U
Luego

" =2F'(0) <¢y < m>1(r)1 G(k) = G(ko) = 2V, (3.2.9)

siendo ko = VL.

Por otro lado, utilizando el teorema el frente con velocidad ¢ > ¢ entra en el nodo (1,0)
tangente a la direccién principal, por lo que su velocidad viene dada por el autovalor A, (1,0),
mientras que si ¢ = ¢g, es la curva correspondiente de la variedad lateral, por lo que llega a
(1,0) con velocidad dada por A_(1,0); entonces

—c+ /2 —4F"(0)) c¢> ¢
—c— /2 —4F'(0)) c=c

dy

Y 3.2.10
- (3.2.10)

N— D=

3.2.2. Término fuente con cambio de signo (biestable)

Supongamos ahora que la funcién F' en (3.2.1)) tiene un cambio de signo, de manera que existe
p € (0,1) tal que

F(0)=F(p)=F(1)=0, (3.2.11)
F(z)<0,0<z<p, Flz)>0u<z<l, (3.2.12)
F'(0) <0, F'(p)>0, F'(1)<0. (3.2.13)
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Un frente de ondas u = w(z — ct), c € R es de nuevo solucién de (3.2.2)) o el sistema
o=y,
y = —cy— F(x). (3.2.14)

En este caso, hay tres equilibrios: (0,0), (1, 0) y (1,0). Usando linealizacién y (3.2.13), se tiene
que (0,0) y (1,0) son puntos de silla, mientras que (p,0) es un nodo estable si ¢ > ¢* =
24/ F'(1). Entonces, para datos iniciales en (i, 1) x [0, 00) tenemos una situacion similar a la
de bajo las condiciones (3.2.4)). Hay entonces un intervalo [cg, 00), ¢g > ¢* de velocidades

correspondientes a frentes de onda (en este caso decrecientes) con

lim w(¢) =1, lim w(§) =p, (3.2.15)

{——o0 £—o0

que corresponden a trayectorias conectando el punto de silla (1,0) y el nodo (u,0). Por otro
lado, la teoria expuesta en la seccién se puede adaptar para conectar los equilibrios (u,0) y
(0,0), como sigue: los autovalores de la linealizacién de (3.2.14)) en (u,0) son

Ae(p,0) = % <—c:|: 2 — 4F’(/J)) :

Por , sic<c¢=—-2y/F'(u) <0, entonces Ay > A_ > 0y (,0) es un nodo inestable.
(Para ¢ € (¢,c¢*), (i,0) es un foco inestable si ¢ < 0, estable si ¢ > 0 y un centro si ¢ = 0.)
Entonces, hay un intervalo (—oo, ¢, ¢o > 0,—¢y < ¢, de velocidades para frentes decrecientes
viajando hacia la izquierda con

lim w(é) =p, lmw() =0, (3.2.16)

{——o0 £—o0

conectando el nodo inestable con el punto de silla (0,0) (a través de la correspondiente curva
de su variedad estable). Finalmente, también se puede encontrar una velocidad entre ¢ y ¢
para la cual existe un frente de onda conectando una curva de la variedad inestable de (1,0)
con una de la estable de (0,0), Resumimos estos argumentos en el siguiente resultado, cuya
demostracién puede consultarse en [15].

Teorema 3.2.1. Bajo las condiciones (3.2.11))-(3.2.15), el conjunto de velocidades de frentes
de onda decrecientes solucion de es de la forma (—o0, ¢yl, [co,00) y un valor aislado ¢,
con

—00 < —Cy < =24/ F'(1) <1 <24/ F' (1) < ¢y < 0. (3.2.17)

Para ¢ > co,c = ¢y yc < —cg < 0, el correspondiente frente satisface las condiciones de
contorno en +oo dadas por (3.2.15), (3.2.5) y (3.2.16]), respectivamente.

3.3. Estabilidad de los frentes de onda

Al no ser soluciones constantes, la estabilidad de las ondas viajeras tiene caracteristicas es-

pecificas, [25] 27]. Notemos primero que si w(§) es solucién de (3.2.2)), (3.2.3) y h € R, entonces
w(& + h) es también solucion. (Esta propiedad se conoce como invariancia por traslaciones.)
Desde el punto de vista de la estructura del espectro del operador linealizado de ({3.2.2))

Lu=v"+cu + F'(w(§))u,
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esto implica la existencia del autovalor cero en el espectro, con autofuncién u(€) = w’(€). Ello
requiere entonces cambiar la idea de estabilidad hacia un concepto de tipo orbital, buscando
mas el comportamiento estable de la 6rbita de w por el grupo de traslaciones

On = {w(€+h): heR},

en el sentido siguiente, [3]: consideramos (3.2.1)) en las coordenadas ¢, = x — ct, esto es,
moviéndose con la onda
Uy = Uge + cue + F(u), (3.3.1)

y para la que w(&) es una solucién estacionaria. Tomando condiciones iniciales de la forma

u(€,0) = w(&) + (&), (3.3.2)

con €(§) pequeno, entonces:

» Si la correspondiente solucién u(&,t) converge a w(§) cuando t — oo, se dice que la onda
w es asintoticamente estable.

» Si la convergencia se da hacia la onda trasladada w(§ 4+ h), para algin h € R, se habla
de estabilidad asintética con desplazamiento (u orbital).

En el caso biestable, el principal resultado en este sentido es el siguiente, [25]:

Teorema 3.3.1. Supongamos que F'(wy) < 0. Entonces, existen ey, M, A > 0 tales que toda
funcion continua a trozos €(§) con

sgple(ﬁ)l < €,

la solucion u(,t) de , satisface

sup [u(€, 1) —w(€ +h)| < Me™, ¢ — oo,
13

para algin h € R.

En el caso monoestable, como las ondas existen para un intervalo continuo de valores de la
velocidad, la eleccion de la condicion inicial determina, en su caso, hacia qué onda converge la
solucidn, véase [25] y referencias en él.

3.4. Un ejemplo: el modelo de Fisher

[lustramos los resultados de la seccion formulados para el estudio de la propagacién de genes
en una poblacion.

3.4.1. Modelo original de Fisher

El modelo original de Fisher, [10] [11], considera una poblacién distribuida en un cierto habitat
y que ocupa una densidad uniforme. Si en algtin punto del habitat ocurre una mutacién, el gen
mutante, en condiciones favorables, se propaga en el medio sustituyendo a sus formas previas
(lamadas alelos). Este proceso suele primero completarse cerca de donde se generé la mutacion,
para luego avanzar en el resto de la poblacion, en lo que se puede modelizar como una onda
(creciente o decreciente) de la frecuencia del gen en cada punto del medio.

Las hipdtesis méas simples impuestas por Fisher en sus primeros modelos son las siguientes:
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= El gen mutante sélo admite una forma previa, a la que va sustituyendo.
= Un hébitat unidimensional y homogéneo.

» Un factor de intensidad de seleccién en favor del gen mutante independiente del hébitat
y de la concentracion del mismo.

Sea c¢(z,t) la frecuencia del gen mutante en la posicién x del medio y en el instante t. La
evolucion de ¢ suele medirse, en su formulaciéon més sencilla, a partir de ecuaciones de reaccion-
difusién del tipo, [22]

c(x,t) = ace(z,t) + Q(c), (3.4.1)

donde a > 0 es una constante que mide la difusién o motilidad del gen entre la poblacién y
(Q(c) es una tasa local de crecimiento de la densidad del gen mutante por reproduccién. De las
hipdtesis anteriores, una primera eleccién de () viene dada por

Qe) = Cle = ar)(ea —0),

con C' > 0 y donde las constantes ¢; < ¢ son los valores de densidad para dos estados de
equlibrio uniformes, con la concentracion del gen mutante propagandose por el medio por
reproduccién entre c; y co. Usando la variable adimensional

CcC—C

u = ,
Co — C1

y sustituyendo en (3.4.1]) se obtiene la ecuacién de Fisher original, [10]
ur(z,t) = aug,(z, t) + mu(z, t)(1 —u(z,t)), zeR, t>0, (3.4.2)

donde m > 0 es la frecuencia de seleccion en favor del gen mutante para una densidad 0 < v < 1

y que esta definida como
4A

ca—c1

m =

siendo A la tasa maxima de crecimiento reproductivo de la concentracion de gen mutante en el
intervalo original (¢, ¢2) (medida experimentalmente).

El cambio t — t/a,x — x/a lleva (3.4.2)) a
Up = Uyy + amu(l — u),

que es de la forma (3.2.1) con F'(u) = amu(1 —u). La teorfa expuesta en la seccién [3.2] muestra,
formalizando los argumentos de Fisher, la existencia de un frente de ondas u(z,t) = w(x — ct)
con
0<w(z,t)<1l, lim w() =1 Jlmw() =0,
E——o00 £—o0

con £ =1x —ct,c > ¢ = 2¢/am, véase la figura .

Es posible obtener expresiones explicitas para los frentes de onda para velocidades concretas.
Por ejemplo, Ablowitz y Zeppetella, [I], haciendo el cambio de variable ¢t — mt, z — \/Zm/ a)x,

que lleva (3.4.2) a

Up = Ugy + u(l — u),
construyen una familia uniparamétrica de frentes

1

TGRS, )

w(§) =
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Figura 3.4: Frente de onda para el modelo de Fisher, [11].

con w(—o0) = 1,w(00) = 0 y velocidad ¢ = 5/v/6 > 2. La técnica de construccién estd basada
en un desarrollo en exponenciales
oo

u = Z amne(mAJr(O,O)—l-n)\,(O,O))f

m,n=0m+n>1

con A1(0,0) los autovalores del linealizado en el equilibrio (0,0). Observemos de que
puede haber més de un frente asociado a la misma velocidad (recordemos que la unicidad ya se
perdia por la simetria traslacional). Ademads, para r > 0, las soluciones explotan para
& = &* real y finito, dado por

)

1
& =+61n-,
,

y son regulares si r < 0. Para otras velocidades, es necesario utilizar procedimientos numéricos
para obtener aproximaciones a las formas de los frentes, [6].

El modelo de Fisher fue generalizado por Kolmogorov, Petrovsky y Piscounoff, [17, 2], partiendo

del modelo con Q(c) verificando
. Q0) = Q1) =0,
" Qc) >0si0<e<,
= Q'(0) >0,Q(c) <Q'(0),0 < c< 1.

y demostrando que si la condicién inicial satisface 0 < ¢(z,0) < 1,¢(z,0) = 1,2 < x1,¢(z,0) =
0,z > o, para ciertos xs > x1, entonces existe un frente de ondas solucién u(x,t) = w(x — ct)
que conecta los equlibrios (1,0) y (0,0) con velocidades ¢ > ¢* = 24/aF"(1).

El modelo de Fisher admite también extensiones para el estudio de la propagacién de diferentes
versiones de un mismo gen, no necesariamente relacionadas por mutacion. Es el caso de los
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Figura 3.5: Frente de onda ([3.4.3)) para diferentes valores de r < 0, [1J.

organismos llamados heterocigotos, que reciben por herencia dos alelos diferentes del mismo
gen. Para estudiar la evolucion de éste se puede considerar un término de reaccién cibico de

manera que (3.2.1)) tiene la forma
U = Uy +u(l —u)(l =7 —(2—0 —7T)u), (3.4.4)

donde o y 7 representan el factor de intensidad o frecuencia de seleccion de las dos formas del
gen. Para (3.4.4) pueden estudiarse dos casos:

3.4.2. Caso dominante-recesivo (monoestable)

Suponiendo ¢ > 1 > 7 (de manera que una forma del gen es dominante y la otra recesiva)

entonces ([3.4.4)) puede reescribirse en la forma

Ut = Ugy + F(u), F(u) =u(l—u)(l+rvu), (3.4.5)
donde )
0‘ p—
= -1 4.
v=1—"-1 (3.4.6)

de manera que —1 < v < oo. Notemos que F satisface (3.2.4)) y estudiemos entonces algunas
propiedades descritas en la seccién [3.2| referidas a la velocidad minimal de los frentes de onda.

De ([3.2.9) se tiene

2
F
F'(0) = 1< COZ) < L = sup ) _ sup (1 —u)(1+ vu)
O<u<l U 0<u<l
1 -1<v<1
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Entonces ¢y(v) = 2 si |v| < 1. Se puede comprobar que el llamado pulso de Huxley (véase la

ﬁgura
w(E) = (1+eVE) v, (3.4.8)

es un frente de ondas de (3.4.5)), (3.4.6) con velocidad ¢y = (v+2)/v2v. Para v =2 es cgy = 2,
por lo que ¢y(2) < 2. Por otro lado, como F' es una funcién creciente en v para 0 < u < 1y

usando (3.2.8)), se tiene que ¢y(v) es también creciente en v. Por tanto, si 1 < v <2
2=co(l) <co(v) <cp(2) <2
luego cp(v) = 2 para 1 < v < 2. Asimismo, usando (3.4.8), si z = w
y=1a =— 1//265\/”_/2(1 + ef\/”_/z)_2

\[ Ve—1-5

Entonces, utilizando 3.2.107 necesariamente es ¢y = cy. En resumen:
Teorema 3.4.1. La velocidad minimal co(v) para (3.4.5), es

luego, si & — oo

2 —1<y<2
v+42 VZZ

0.8

0.2

0
-50 0 50

Figura 3.6: Pulso de Huxley (3.4.8) para diferentes valores de v.
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3.4.3. Caso codominante (biestable)

Suponiendo o, 7 > 1 (correspondiente al llamado caso codominante de ambos alelos), se puede
definir

T—1
o+T1—2
que satisface 0 <y < 1y, a través del cambio ¢ — ut, z — /pz, escribir (3.4.4) como

M:

Up = Ugy + u(l — u)(u — p), (3.4.9)

que es de la forma con un término de reaccién biestable F(u) = u(l — u)(u — p).
Estudiamos entonces las ondas viajeras u = w(§), £ = x — ct, solucién de (3.4.9)) a partir de los
resultados correspondientes de la seccién [3.2 Observemos primero que si w es un frente con
velocidad ¢, entonces

w” 4+ cw' + F(w) = 0. (3.4.10)

Tomando v(§) = w(—¢§), se tiene que

V(&) = cv'(€) + F(v(§)) = (=€) + cw' (=€) + F(w(=¢)) =0,

luego v es un frente con velocidad —c¢ (cambiando ademds crecimiento por decrecimiento y
viceversa). De esta manera, podemos suponer que ¢ > 0. También, por sencillez y sin perder
generalidad, podemos asumir ¢ > 7, de manera que 0 < p < 1/2 (el caso 1/2 < p < 1 se
estudia de forma andloga).

El término F satisface las condiciones (3.2.11))-(3.2.13)), de manera que la linealizacién determina
que los equilibrios (0,0) y (1,0) son puntos de silla, mientras que (p,0) es un nodo estable para

¢ >c"=2¢F'(p) =2v/p(l — p).

Existe entonces un intervalo [cg, 00) con ¢g > ¢* y velocidades ¢ para las cuales el correspondiente
frente de ondas decrece y conecta los equilibrios (1,0) y (u,0):

lim w(é) =1, lim w(§) = p.

E——o0 £—o0

Con argumentos similares a los del caso monoestable, [15], puede comprobarse que

[+ pw/V2 0<p<1/3
CO(“)_{ g 1/3§MM§1/2'

El estudio de la seccién B.2nos lleva también a la existencia de un frente decreciente conectando

(1,0) y (0,0)
lim w(§) =p, lm w() =0,
——o0 {—o0
con velocidades ¢ < —¢g, ¢g > 0. Por la simetria de (3.4.10]) con respecto a las velocidades, esto
implica la existencia de frentes de onda crecientes conectando (0,0) y (u,0), es decir

lim w(¢) =0, limw() =g,

E——o0 £—o0

con velocidades ¢ > ¢,. En este caso, puede comprobarse, [15], que ¢g = ¢*. Finalmente, la
funcién
w() = (1+¢)7,

48



CAPI/TUI:O 3. ONDAS VIAJERAS EN ECUACIONES ESCALARES DE
REACCION-DIFUSION

es un frente de ondas con velocidad ¢; = v/2(1/2 — p) y verificando

lim w() =1, limw(&) =0,

E——o00 £—o0

es decir, conectando (1,0) y (0,0).

En este caso, los frentes son tnicos (salvo traslaciones en espacio). Para otros valores de la
velocidad, se pueden usar procedimientos numéricos, [7], para obtener aproximaciones a los
perfiles.
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Capitulo 4

Ondas viajeras en sistemas de
reaccion-difusion

4.1. Sistemas monotonos

Discutimos en este capitulo la extensién de los resultados sobre ondas viajeras en ecuaciones
escalares de reaccion-difusion a sistemas RD

ou; 0%y
aii :a—;—i—ﬂ(ul,...,un), i=1,...nn>1 (4.1.1)
Puede hacerse un estudio sobre las ondas viajeras u(z,t) = w(§),£ = x — ct, solucién de (4.1.1]),

es decir

—cw, = w! + F(w), i=1,...,n, (4.1.2)

para algunos tipos de términos de reaccién, [27], si bien es en general necesario utilizar otros
procedimientos, mas alla de la teoria local de sistemas dinamicos, presentada en el capitulo
y utilizada en el capitulo |3 Una extensién de los resultados alli obtenidos para el caso escalar
es conocida para los llamados sistemas monétonos, aquéllos de la forma (4.1.1)) para los que

8uj

>0, i,j=1,....n,i%# ], (4.1.3)

para todo u = (uy,...,u,) o que, por algiin cambio de variable, pueden reducirse a ellos. Tales
sistemas aparecen en bastantes aplicaciones en areas como la cinética quimica o la dinamica
de poblaciones, como veremos en secciones posteriores. La extension se da en el sentido del
teorema siguiente, cuya comprobacion puede consultarse en [27].

Teorema 4.1.1. Supongamos que el término de reaccién F = (Fy, ..., F,)T del sistema
satisface la condicion y que existen dos equilibrios wy (es decir F(wy) = 0) o vectores
constantes con wy < w_, donde la desigualdad se entiende componente a componente. Se
verifica:

1. (Caso biestable.) Supongamos que el espectro de las matrices F'(w4) estd en el semiplano
1zquierdo y que existe wy con

wwy < wy < w- y F(wy) =0.

» F'(wp) tiene un autovalor con parte real positiva.
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Entonces, existe una onda viajera w(§),§ = x — ct, solucion de que conecta w_
con wy. La onda es unica salvo traslaciones en espacio y es estable. Su velocidad admite

una representacion similar a .

2. (Caso monoestable.) Supongamos que no hay ceros wy de F' entre wy y w_ (componente a
componente), que todos los autovalores de una de las matrices F'(wy) o de F'(w_) tienen
parte real negativa, mientras que la otra admite un autovalor positivo. Entonces, existen
ondas viajeras solucion de y monotonas, conectando w_ con wy, para un rango
continuo de velocidades con un valor minimal cq, calculable a partir de una formulacion

de tipo .

[ustramos la emergencia de ondas viajeras en sistemas de reaccién-difusién mondtonos (o
reducibles a monétonos por cambio de variable) con un par de ejemplos relacionados con la
dindmica de poblaciones.

4.2. Un modelo de competicion entre especies

En un entorno natural, las poblaciones de diferentes especies no evolucionan de manera aislada,
sino que interaccionan entre ellas de diferente forma. Cuando la dindmica de las especies viene
formulada matematicamente a partir de un sistema de reaccion-difusién, dicha interaccién suele
medirse con los términos de reaccion, frente a la propagacion de las especies representada por
la componente de difusién.

En este contexto, tiene interés la busqueda de dinamicas que permitan controlar las poblaciones
sin riesgo para el entorno, evolucionando asintéticamente de un estado de equilibrio a otro en
funcion del interés para el ecosistema y utilizando ciertos pardmetros de control. Ello justifica
la formulacién de modelos con sistemas RD que admitan ondas viajeras solucién como forma
de propagacion de las especies entre valores poblacionales estacionarios.

Ejemplos clésicos de interaccion son los modelos depredador-presa o la competicion entre es-
pecies, véase por ejemplo [19, B]. En el segundo caso, las especies deben compartir algunos
recursos para la supervivencia y ello puede afectar a su tasa de reproduccion. La situacién mas
simple viene dada por un sistema con dos especies que, matematicamente, se formula como
dos ecuaciones RD con los términos de interaccién compartiendo el mismo signo, dado que
la competicion afecta a ambas poblaciones, si bien las respuestas pueden ser de diferente in-
tensidad segun las condiciones del modelo. (Que los términos compartan el mismo signo nos
lleva a sistemas mondtonos o que, por cambio de variables, puedan reducirse a mondtonos.)
Consideremos entonces, como ilustracion, el siguiente sistema para una distribucion wuy, us de
dos poblaciones en un medio homogéneo y unidimensional

ou 0%u

a_tl = D 8:1:'21 + arur (1 = bryuy — biauy), (4.2.1)

ou 0?u

a—; = D2%22 + CLQUQ(l — b21U1 — bQQUg), (422)
donde los parametros b;; > 0,%,7 = 1,2, cuantifican la intensidad de la competencia entre

individuos de la misma especie (si i = j) y de especies distintas (si ¢ # j). Por otro lado,
D; > 0,i = 1,2, representan las tasas (constantes) de difusién o motilidad de las especies,
mientras que a; > 0,7 = 1,2, incorporan una tasa de crecimiento natural de tipo malthusiano,
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corregido por el cardcter logistico de los términos de reaccién, [19]
Fl(U) = a1u1(1 — bllul — blZUQ), FQ(U) = CLQUQ(l — b21u1 — bgg’dg).
Asumimos que

bll # b217 b12 7£ b227 (423)

para que la intensidad de dicho efecto sea diferente para cada poblacién. Observemos que el
modelo requiere que las poblaciones vengan representadas por valores en el primer cuadrante
del plano (uq,us). Entonces

OF, (u)
(7u2

OFy(u)
8u1

si uy,ug > 0. Los términos de reaccién comparten el mismo signo y el sistema (4.2.1)), (4.2.2))
puede reducirse a un sistema monodtono a través de un cambio de variable, véase por ejemplo
[27].

La discusién de los estados de equilibrio en (4.2.1)), (4.2.2) puede hacerse a partir del sistema
de tipo Lotka-Volterra

= —a1bouy <0, = —agbyugs < 0,

a1x(1 — byyx — biay),
= agy(l — byx — 522?/)-

Se tiene entonces lo siguiente, cf. [5] para los detalles:

= Hay siempre tres estados de equilibrio, correspondientes a la extincion de ambas especies
o de una de ellas (llegando la otra a su méximo de poblacién que puede soportar el

ecosistema):
1 1

(ul,uZ) = (O’ O)a (_ 0)7 (07 b_22

b )-

= Puede haber un cuarto estado estacionario (2, ¥so), cuando las dos rectas
bnl’ + b12y = 1, b21£C —+ b22y = 1, (424)

se cortan (en un solo punto, por (4.2.3))). Representa un estado donde las poblaciones
tienden a coexistir, evolucionando asintéticamente a valores constantes. El analisis de la
linealizacién lleva a que (2o, Yso) puede ser:

1

, E) son ambos inestables;

(i) un nodo estable: en ese caso, (%, 0)y (0

(ii) un punto de silla: en ese caso, (ﬁ, 0) v (0, é) son ambos estables.

= Si las dos rectas (4.2.4) no se cortan y, por tanto, (T, ¥s) N0 existe, sélo uno de los

estados (7—,0) 6 (0, =), es estable, mientras que el otro es inestable (la asignacién en
b11 b22

cada caso depende esencialmente de los valores de los pardmetros b;;,.7 = 1,2).
» El estado de extincién de ambas especies (0, 0) es siempre inestable.

A continuacién, las figuras extraidas de [B], ilustran las cuatro posibles dindmicas con
respecto a los equilibrios. Las flechas (1, —) indican el movimiento de las trayectorias en el eje
vertical y horizontal respectivamente.
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Figura 4.1: Competicién entre especies: coexistencia (el punto de corte (T, ¥Yso) €8 un nodo
estable), [5].

«—
cr+dy=/t  ax+by=A

Figura 4.2: Competicion entre especies: supervivencia dependiente del estado inicial de las
poblaciones uy, us (el equilibrio (Zo, ¥so) €s un un punto de silla), [5].
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c.r,+‘%:/u ar+by=A

Figura 4.3: Competicién entre especies: supervivencia de la especie u; y extincién de us, [5].

’ - - x
Y ;E+dy:1

ax+by

Figura 4.4: Competicién entre especies: supervivencia de la especie us y extincion de uy, [5].
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El sistema (4.2.1), (4.2.2]) contiene varios tipos de ondas viajeras solucién, y su emergencia
depende de las condiciones iniciales. Vamos a ilustrar esta variedad con dos situaciones, véase
[25], 26] para los detalles.

4.2.1. Invasién de una especie

Supongamos que una de las especies invade el espacio habitado por la otra. Las correspondientes
densidades de poblacién han de ser de la forma:

ur(z,0) = 1/by1, wus(x,0) = Y(z), (4.2.5)
con ¢ (x) cierta funcién de soporte compacto.

Asi, en el caso de que (74, Yso) €xista y sea estable, las condiciones iniciales evolucionan
hacia dos frentes de onda mondtonos, conectando los estados (1/b11,0) (inestable) ¥ (Zoo, Yoo ),
propagandose desde el lugar en el que se introduce la segunda especie, de manera que, como
resultado de la invasion, ambas especies coexisten, cf. figura [4.5

0.8f

0.6

Population Density

0.4F

0.2

0 50 100 150 200 250
Space

Figura 4.5: Competicién entre especies: ondas viajeras solucién de (4.2.1)-(4.2.5)), con la pobla-

cién u, en linea discontinua y uy en linea continua, [25].

Si (Too, Yoo) MO existe, el resultado de la introduccién de la especie invasora us depende de
la estabilidad de los estados (i,O) y (0, é) Si el primero es estable, la especie invasora
se extinguird sin poder consumar la invasiéon. Si el segundo es estable, se puede obtener un
frente de ondas conectando (%,O) y (0, é), por lo que la invasién tendrd como resultado
(asint6ticamente) la extincién de la especie invadida.

Si, finalmente, (2, Yso) €xiste pero no es estable, la evolucién de (4.2.5) depende de las pro-
piedades de 1 (z), pero sin posibilidad de coexistencia en general, al ser (%, 0)y (0, é) ambos

estables. La invasion podra llevarse a cabo sélo bajo ciertas condiciones. Si tiene éxito, llevara

26



CAPITULO 4. ONDAS VIAJERAS EN SISTEMAS DE REACCION-DIFUSION

a la aniquilacién de la primera especie (a través de un frente conectando (Zo, Yoo) con (0, é)),
si no, la especie invasora tenderd hacia la extincién (propagandose en un frente conectando

(0, 9oc) con (51, 0)).

4.2.2. Control biolégico de la invasién

Una situacion relacionada con la anterior puede plantearse cuando interesa un control bioldgico
de la especie a partir de la introduccion de un competidor fuerte. Supongamos que u; es una

plaga en expansién que necesita controlarse. Consideramos las condiciones iniciales para (4.2.1)),
(4.2.2)

u1<5U, 0) = 90($)7 UQ(ﬂf, O) = ¢(£If), (4'2'6)
con ¢(x),1(x) funciones de soporte compacto, siendo el de ¢ mayor que el de . Se entiende
que el competidor uy es lo suficientemente fuerte cuando es capaz de llevar a la exclusion de
la otra espeme es decir, cuando (0, —) es estable y (— 0) inestable. En el caso del sistema
- , esto se da cuando b12 > bog, by1 > byy. En la figura se muestra coémo la
evolu(:lon de a dlStI‘lbUClOn inicial (primera fila) lleva a la formacién de un frente de onda para
ug siguiendo el pulso de la especie u; (segunda fila). Si la velocidad ¢ de uy es mayor que la

velocidad ¢y de wuy, entonces uy alcanza a u; y, ademaés, éste tiende a desaparecer (tercera y
cuarta filas de la figura [4.6]).
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1 — — &) 7
. \
08k \\/ I| _
0.6 | i
0.4F | < i
- | ————
0.2+ PR . | i
0 L L pmm hd 1 IL L
0 50 100 150 200 250

Space

Figura 4. 6 Competlclon entre especies: ondas viajeras solucién de (4.2.1] - ) v condiciones
iniciales (£.2.6), con la poblacién u; en linea discontinua y us en hnea contmua [25].
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4.3. Dinamica celular

La dindamica de poblaciones de células puede estudiarse matematicamente a partir de ecuaciones
de reaccién-difusion; sus formas mas sencillas son de tipo Fisher

U = Uz + F(u), F(u)=au(l—u)—bu,

donde F'(u) describe la tasa de reproduccién celular, proporcional a la densidad de poblacién u
y a los recursos disponibles 1 —u y con el ultimo término incorporando un factor de mortalidad
de la poblacion. Versiones mas sofisticadas requieren la imposicién de leyes adicionales, como
ecuaciones de Navier-Stokes, ley de Darcy, etc.

En comparacion con la dindmica de poblaciones clasica, las poblaciones celulares pueden tener
caracteristicas especificas de relevancia. En esta seccion discutiremos dos casos que ilustren esta
propiedad.

4.3.1. Desarrollo de la leucemia

La produccion de glébulos en la médula désea es un proceso complejo, con varias etapas y
regulado por diferentes factores, lo que permite formularlo matematicamente de diversas formas.
Desde el punto de vista de la dinamica de poblaciones celulares, es obvio el interés en estudiar
la formacién y desarrollo inicial de células cancerigenas, [4]. En la etapa de divisién celular,
pueden generarse mutaciones de rapida autoregeneracién y cuyo proceso de diferenciacion (es
decir, la transformacién en células especializadas para tareas funcionales y estructurales) es
menor que el de las células normales. Como consecuencia, estas células defectuosas comienzan
a expandirse a gran velocidad, sustituyendo a otras sanas e iniciando el proceso cancerigeno de
la leucemia. Un modelo sencillo para dos tipos de células, las normales (P) y las defectuosas

(@), puede ser

oP o0?P
E = DlW—FH—FkP(PO—P—Q)—CLP, (431)
0Q 0%Q
T Dzw +EknQ(FPo — P — Q) — anQ. (4.3.2)

En , , H mide el influjo de células (a partir del grupo de células madre), k y a son
parametros que caracterizan los procesos de proliferacién y destruccién de células normales,
con k,,,a,, los correspondientes a las mutaciones, y Fy es un valor fijo de células normales. A
partir de su significado biolégico, es natural asumir que todos estos parametros son positivos,
asi como las variables P, () > 0.

Los puntos estacionarios de (4.3.1)), (4.3.2]) vienen dados por las ecuaciones
H+EkP(=b—P-Q)=0, k,Q0bn—P—Q)=0, (4.3.3)

con
b:—Po+a/k‘,bm:P0—am/k:m. (434)
De la primera ecuacion en (4.3.3)), se tiene

H
Q=-b—P+ 2. (4.3.5)
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y de la segunda
@=0, obien Q=0b,— P (4.3.6)

Haciendo ) = 0 en (4.3.5) la ecuacion resultante para P tiene la solucién positiva

y el equilibrio (P, Q) = (P*,0) siempre existe. Por otro lado, la combinacién de (4.3.5)) con la
segunda ecuacién de (4.3.6) da lugar a

H

P =—-b+-—, P = by,
lo que lleva a la solucién
H
PP=——>0 Y =b, — P. 4.3.7

Se dan por tanto dos casos:

» Si by, (b+ by,) > H/E, entonces QF, = b, — P > 0y hay dos equilibrios
(P, Q) = (P*v 0)7 (P:w an>

» Si by(b+ by) < H/k, entonces Qf = by, — P < 0y s6lo es posible un equilibrio
(P, Q) = (P*,0).

De la descripcién del modelo, es claro que la leucemia puede desarrollarse sélo en el primer

caso. La condicién b, (b + b,,) > H/k puede escribirse, usando (4.3.4)), en la forma

(M - @) (p—1)> 2L = Rom (438)

a?’ ak,,

El parametro 1/ se llama fortaleza de la mutacion: si la mutacién cancerigena decrece su tasa
de muerte celular y diferenciacion, aumentando la de proliferacién, entonces u < 1y, por tanto,
1/ > 1, desarrollandose entonces con mayor fuerza.

En el caso de que se cumpla (4.3.8)), la linealizacion de , en cada equilibrio muestra
que (P, Q) es estable y (P*,0) inestable. Como el sistema puede reducirse, mediante un
cambio de variable, a un sistema monétono (de manera similar a , ), la teoria de la
seccién [4.1] permite asegurar la existencia de un frente de ondas solucién conectando (P*,0) con
(P, Q). Su propagacién corresponde a la expansion de las células cancerigenas y al desarrollo

de la enfermedad.

4.3.2. Arterioesclerosis

La arterioesclerosis es una inflamacién de las paredes de las arterias que puede dar origen a
diversas enfermedades cardiovasculares. Uno de los factores de riesgo para la arterioesclerosis
es una alta concentracién de lipoproteinas de de baja densidad (LDL) o colesterol ‘malo’.
El proceso comienza cuando las proteinas LDL penetran en el interior de las paredes de las
arterias. Su oxidacion es considerada por el sistema inmunitario como una sustancia peligrosa
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y éste reacciona, transformando las LDL en oxidacién en células de tipo lipidico que amplifican
la reaccién inflamatoria. Al mismo tiempo, esta autoamplificaciéon es compensada por una
respuesta antiinflamatoria, que puede formar parte de la enfermedad, al generar capas fibrosas
sobre las células adiposas, aislandolas del flujo sanguineo y modificando la estructura vascular.
La interaccion entre el flujo y estas capas puede producir trombos o liberar sustancias peligrosas
en la sangre.

Un modelo simple para estudiar el desarrollo de la arterioesclerosis puede formularse como un
sistema RD en un intervalo x € [0, L] que representa el interior de la pared de la arteria. Es de
la forma, [§]

oM O*M

o Dy 92 + f1(A) = MM,

0A A

5 = Dzt f2(A)M — XA, (4.3.9)

En , M es la densidad de células del sistema inmunitario y A la densidad de sustancia
inflamatoria generada por ellas. La funcién f;(A) representa la produccién de células del sistema
inmunitario del flujo sanguineo generado por la sustancia en el proceso de autoamplificacién;
se supone que es de la forma
fl (A) = Olél—i_ﬂa
+ A/Tl

donde a; = f1(0) corresponde al comienzo de la inflamacién: es la produccién de sustancia
inflamatoria debida a la oxidacién de LDL. El factor 3; representa la autoamplificacién en la
produccién de sustancia. El factor 1+ A/7 representa la saturacion de produccién de células
M, que es el efecto de la capa fibrosa generada por las células, con 71 como tiempo caracteristico
para su formacion. Imponemos la condicién

> o /p, (4.3.10)

para asumir que f; es creciente en A.

El témino fo(A)M muestra la tasa de produccién de sustancia inflamatoria y se asume que es

de la forma
OéQA

- 1 —+ A/TQ ’
donde ap A representa la autosecreciéon de sustancia y 1+ A /7 representa la inhibicién producida
por el efecto antiinflamatorio.

f2(4) (4.3.11)

Los términos —A\; M y —\yA reflejan la degradacién de las células M y la sustancia A (muerte
celular), mientras que las derivadas segundas describen su difusién, en forma de desplazamiento
celular en el interior de la pared.

Se asumen que todos los pardmetros son positivos. Las condiciones (4.3.10)), (4.3.11)) muestran
que el sistema (4.3.9)) es mondtono.

En el estudio de los equilibrios de (4.3.9)), podemos expresar M como funcién de A

w=F) =10 pa -

A2 A
f2(A)

(4.3.12)

Se pueden destacar tres casos de interés biolégico, [8]:

60



CAPITULO 4. ONDAS VIAJERAS EN SISTEMAS DE REACCION-DIFUSION

= Si la concentracién de colesterol es baja (a; pequeno), hay un unico equilibrio Ey =
(My, Ap) (figura |4.7)), con Ay = 0, My = a1 /A1, que es estable. Por tanto, en este caso no
puede desarrollarse arterioesclerosis.

Figura 4.7: Equilibrios del sistema (4.3.9)) para concentraciones bajas de colesterol, [§].

» Para valores medios de a; (concentraciones medias de colesterol), la igualdad Fj(A) =

F5(A) en tiene tres soluciones (figura [4.8)): E, (que es estable) y otros dos, E,
(estable) y E; (inestable). Tenemos entonces un caso biestable y, de la seccién [1.1] la
existencia de una onda viajera solucién de conectando E, con Ej, que representa
el posible desarrollo de la enfermedad como una onda de reaccion-difusion.

M 4

F(d)
//"' ) ‘,{-’_,uf-/
wa) S D
E = | 0, _L} s
W oty ':_

=
1
=

,,
R

Figura 4.8: Equilibrios del sistema (|4.3.9) para concentraciones medias de colesterol, [§].
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» Para valores altos de a4, la igualdad Fi(A) = F3(A) tiene dos soluciones Ey y E,. (figu-
ra , con Ej inestable y FE,. estable. Estamos entonces en un caso monoestable y la
enfermedad puede desarrollarse a partir de frentes de onda que conectan Ey con E, a
velocidades mayores que un valor minimal.

M4
E, .
A —
,r"'-.f /,H’
i ' -
P ’ ”F:. 4
B, =02 / o (D)
Y ";Ii.l .flr _,/'H
\\‘ .‘/"
.-*'x'
If ™
E =02 >4
o G )

Figura 4.9: Equilibrios del sistema (4.3.9) para concentraciones altas de colesterol, [§].
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