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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de la probabilidad es una rama de las matematicas que propor-
ciona principios y herramientas necesarias para estudiar y analizar el compor-
tamiento de fendémenos aleatorios y estocasticos a lo largo del tiempo. Uno
de los resultados mas importantes de esta teoria es la Ley de los Grandes
Numeros (LGN). Este resultado formaliza la intuicién segin la cual “si re-
petimos un experimento aleatorio muchas veces, el promedio de los resultados
tiende hacia un valor esperable determinado”; es decir, aunque el resultado
de un experimento aleatorio individual es incierto, el promedio tras muchas

repeticiones muestra un comportamiento estable y predecible.

La forma mas primitiva de esta idea aparece en el trabajo del mateméatico
italiano Gerolamo Cardano, quien observo que, cuanto mayor fuera el niimero
de ensayos mayor seria la precision de los resultados. Expres6 esta idea en
términos de que el nimero de veces que ocurre un suceso con probabilidad p
es aproximadamente igual a © = np, aunque nunca tuvo una formulacién ma-
tematica rigurosa ni se conoce ningun intento de demostrarlo. Este enunciado
propuesto por Cardano no representa una ley de los grandes ntimeros, pero es

el primer rastro que existe de este pensamiento.

Tuvieron que pasar 200 anos hasta que el mateméatico suizo Jacob Bernoulli
publicara la primera demostracion de lo que Cardano observé siglos antes.
Bernoulli no solo habla sobre lo intuitiva que es esta idea, sino también de su
gran importancia. Mas de 100 anios después, fue el matematico francés Poisson

quien acund el nombre de Ley de los Grandes Numeros para referirse a este



CAPITULO 1. INTRODUCCION

tipo de resultados.

Desde entonces, matematicos como Markov, Chebyshev, Khinchin o Kol-
mogorov han contribuido a la evolucion de esta ley tratando de refinar las
hipotesis, generalizar la idea e incluso haciendo pequenas variaciones del enun-
ciado. Llegando a resultados cuya importancia a dia de hoy es dificil de exa-
gerar. Las leyes de los grandes nimeros se utilizan en diversos campos como

la estadistica, la teoria de la probabilidad e incluso en el &mbito econémico.

Actualmente se distinguen principalmente dos Leyes de los Grandes Nume-

Ios.

= La ley débil de los grandes ntimeros, que establece la convergencia

en probabilidad del promedio de una sucesion de variables aleatorias.

= La ley fuerte de los grandes ntmeros, que afirma la convergencia

casi segura del mismo promedio.

Aunque ambas tengan enunciados similares, tienen propiedades diferentes. Asi
como las técnicas utilizadas para sus demostraciones e incluso sus hipétesis

también varian.

El objetivo de este trabajo es estudiar las algunas versiones destacadas de
las leyes de los grandes niimeros, analizando su evolucién desde los casos mas
simples hacia formulaciones mas generales. Para ello comenzaremos por el ca-
so mas intuitivo, ensayos de Bernoulli, que podemos asociarlo al experimento
de lanzar una moneda al aire. A partir de ahi, presentaremos generalizaciones
hacia sucesiones de variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas, donde veremos diversas formas de abordar el problema, tratando de
aprender y entender distintas vias metodolégicas. Esto nos ayudara a poner en
valor distintos enunciados y demostraciones que tratan este importante resul-
tado conocido como Ley de los Grandes Nuimeros. Finalmente trataremos casos
mas generales donde las variables aleatorias sean arbitrariamente distribuidas,

o no necesariamente independientes.



Capitulo 2

Conceptos y resultados

preliminares

Para el desarrollo riguroso de este trabajo trabajo partimos de los conoci-
mientos obtenidos en la asignatura Teoria de la Probabilidad y Estadistica Ma-
tematica de tercer curso. En particular aquellos dentro del enfoque axioméatico
debido a Kolmogorov, en el que la probabilidad se interpreta como una medida.

No obstante, en este capitulo recordaremos algunos de los resultados fun-
damentales que utilizaremos con frecuencia a lo largo del trabajo. Ademas,
repasaremos los conceptos mas basicos relacionados con los ensayos de Ber-

noulli y la distribucién binomial.

2.1. Definiciones basicas y lemas de Borel-Cantelli

Comenzaremos introduciendo las nociones matematicas mas fundamentales

para el estudio de la teoria probabilidad.

Definicién 2.1. Un espacio muestral () es el conjunto de todos los posi-
bles resultados de un experimento aleatorio. Ademads, si el espacio es finito o

numerable, diremos que el espacio es discreto.

Definicién 2.2. Sea {2 un conjunto no vacio. Llamamos o-algebra sobre (2 a

una familia F C P(2) no vacia de subconjuntos de €2 que satisface:
1. Q € F, es decir, contiene al total.
2. Si A € F, entonces A° € F, es cerrada bajo complementarios.

7



CAPITULO 2. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

3. Si {A,}32, C F, entonces U2, A, € F, es cerrada bajo uniones nume-

rables.

Al par (€2, F) se le denomina espacio medible. En un contexto probabilistico,
a los elementos de F se les llaman sucesos.

Tipicamente, en un espacio discreto la o-algebra que se utiliza es la de todos
los subconjuntos de €2, que en este caso coincide con la minima que contiene a

todos los conjuntos unipuntuales, también llamados sucesos elementales.

Definicién 2.3. Sea F una o-dlgebra sobre €2, decimos que P : F — R es
una probabilidad sobre el espacio medible (€2, F) si

1. P(A)>0,YAe F
2. P(Q) =1

3. (o-aditividad) Sea {4, }52; una familia numerable de eventos de F dis-

juntos dos a dos, entonces se tiene que

P (U An> YA,

i€l el

Nota 2.1. En un espacio discreto, cada conjunto es un suceso, y tiene una
probabilidad asociada, que coincide con la suma de las probabilidades de los
sucesos elementales que lo componen. En ese caso, la probabilidad queda de-
terminada conociendo las probabilidades de todos los sucesos elementales: la

funcion de masa de probabilidad.

Teorema 2.1 (Desigualdad de Boole). Sea Aj, As, ... una familia finita o

numerable de sucesos, entonces
P(Ua) < s ra)
Definicién 2.4. Un espacio de probabilidad es una terna (€2, F, P), donde:
1. © es un espacio muestral,
2. F es una o-algebra sobre €,

3. P:F —[0,1] es una probabilidad.

8



2.2. VARIABLES ALEATORIAS Y CONVERGENCIA

Lemas de Borel-Cantelli: Sea {4,} una sucesion de sucesos de (2, o, P).

1. Primer Lema de Borel-Cantelli:

Si >, P(A,) < oo entonces P(limsup A,) =0

2. Segundo Lema de Borel-Cantelli:

Si los sucesos {A,} son independientes y > o7, P(A,) = oo entonces
P(limsup A,) = 1.

Nota 2.2. En un espacio probabilistico discreto, el primer Lema es absoluta-
mente trivial: si A, es una sucesion cualquiera de sucesos, y ¥, P(A,) < oo,
ningin suceso elemental w con probabilidad P(w) = § > 0 puede pertenecer a
infinitos de esos conjuntos, porque si estuviera en los conjuntos Ay, Any, -,
tendriamos que ¥, P(A,) > X, P(Ay,) > X,,0 = co.

Nota 2.3. El sequndo Lema merece también cierta atencion. Podemos suponer
que todos los sucesos elementales tienen probabilidad estrictamente positiva
(podemos quitar del espacio todos los que tengan probabilidad 0). Por tanto, el
unico suceso que tiene probabilidad 1 es el espacio total, por lo que si (A,) es
una sucesion de sucesos independientes y algin w estd en infinitos de ellos (w €
limsup A,), entonces P(limsup A,)) = 1 y todos los w's estarian en infinitos de
ellos. Ademds, como es bien conocido, en ningin espacio probabilistico discreto
puede existir una sucesion (A,) de sucesos independientes con probabilidades
acotadas inferior y superiormente: 0 < § < P(A,) < 1 —0 < 1. En otras
palabras, el interés de los lemas de Borel-Cantelli en espacios probabilisticos
discretos es muy limitado, y su aparicion en el libro de Feller se debe a la
“asignacion razonable”de probabilidades a sucesos que no estan en el espacio,
pero que pueden considerarse como limites de otros (ver las secciones VIII.1 a
VIII.3 en el libro de Feller [8].

2.2. Variables aleatorias y convergencia

Definicién 2.5. Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad. Una variable
aleatoria (v.a.) sobre un espacio de probabilidad (2, F,P) es una funciéon
X :(Q,F,P)— (R,B(R)) medible, es decir,

X(B) e F paratodo B € B(R),

9



CAPITULO 2. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES
donde B(R) denota la o-algebra de Borel en R.

Definicién 2.6. Una variable aleatoria X se dice indicadora de un suceso A
si
1 siweA,

0 siwé¢A.

X(w) =
Se denota por 14.
Definicién 2.7. Dos variables aleatorias X e Y se dice incorreladas si
Cov(X,)Y)=FE[(X-EX))(Y-EY))]=0

Definicién 2.8. Se dice que una familia de variables aleatorias Xi,..., X, es

incorrelada por pares si
Cov(X;, X;) = E[(X; — E(X)))(X; — E(X;))

Definicién 2.9. Sean {X,,},>1 una sucesién de variables aleatorias y X otra

variable aleatoria. Se dice que:

1. X, — X converge casi seguro (c.s.) si
P (nh_{goXn(w) - X(w)) ~ 1.
2. X,, — X converge en probabilidad si

Ve >0, lim P(|X, —X[>¢)=0.

Nota 2.4. Es importante saber que la convergencia casi sequro implica la

convergencia en probabilidad. Ademds, en el caso discreto son equivalentes.

Teorema 2.2. Sea {X,},>1 una sucesion de variables aleatorias y X otra

variable aleatoria, entonces

X, — X c.s<:>P<sup|Xk—X| Zz—:) — 0, cuando n — oo
k>n

para todo € > 0

10



2.3. DESIGUALDADES CLASICAS

Corolario 2.1. Dado que
P<sup|Xk—X| ze) P (Ux x| 29] < Y P(x - X] 2 9)
k>n k>n k>n

una condicion suficiente para que X, — X casi sequro es que

P(| Xy — X|>¢) <
k=1

se cumpla para todo € > 0

2.3. Desigualdades clasicas
Teorema 2.3 (Desigualdad de Markov). Sea X wna wvariable aleatoria no

negativa tal que IE(X). Entonces, para todo t > 0,

Pz < B0

A partir de la desigualdad de Markov se tiene que si ¢ es una funcién estric-
tamente mondtona creciente y no negativa, entonces para cualquier variable

aleatoria X y numero real ¢ se tiene que

_ E(6(X))
P(X =1) = P(¢(X) = ¢(t)) < o)

Aplicando esto a la funcién ¢(z) = 2? obtenemos la conocida desigualdad de
Chebyshev.

Teorema 2.4 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria con

varianza finita. Entonces, para todo t > 0,
P(|X]| >1t) <t 2BE(X?).
En particular, si EX = p entonces
P(IX —p|>t) <t *Var(X)

11
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2.4. Desigualdades exponenciales

Ahora introduciremos desigualdades de tipo exponencial, estas en muchos
casos nos facilitaran en gran medida las demostraciones y obtendremos re-
sultados muy interesantes a partir de ellas. La primera de ellas se obtiene
aplicando la desigualdad de Markov a la funciéon ¢(x) = e** donde s es un

nimero positivo y arbitrario.

Teorema 2.5 (Desigualdad de Chernoff). Sea X wuna variable aleatoria yt >

0, se tiene que

P(X >t) = P(e’® > ) <

Ahora podemos mencionar ciertas desigualdades para sumas de variables
aleatorias independientes. Nuestro objetivo es poder acotar superiormente lo
siguiente P(S, — E(S,) > t), con S, = >, X;, donde X, --, X, son va-
riables aleatorias reales e independientes. La desigualdad de Chebyshev y la
independencia implican de manera inmediata lo siguiente:

Var(Sy) " Var(X;)

P(IS0 = B(S,)| 2 1) < T2 = ==

Veamos ahora el método de Chernoff, el cual es muy 1util para acotar colas
de probabilidades de sumas de variables aleatorias independientes. Esto no es

mas que aplicar la desigualdad de Chernoff de la siguiente formas:

P(S, — B(S,) > ) < e [exp <3 S(X - E(Xi))ﬂ

i=1

=[] E {es(xi_E(Xi))} por independencia  (2.1)
i=1

Ahora el hecho de acotar lo anterior de manera mas precisa recae en acotar
la funcién generadora de momentos de las variables aleatorias X; — E(X;).

Para ello existen muchos resultados, uno de los més elegantes es mediante la
desigualdad de Hoeffding .

Lema 2.1 (Desigualdad de Hoeffding). Sea X wna variable aleatoria con
E(X)=0,a< X <b. Entonces para s > 0,
E(@SX) < 6sz(b—a)z/S

Si aplicamos este lema a (2.1) llegamos al siguiente resultado.

12



2.5. ENSAYOS DE BERNOULLI

Teorema 2.6. Sea Xi,---,X, wvariables aleatorias independientes y acota-
das, de modo que X; toma valores en el intervalo [a;,b;] con probabilidad uno.

Entonces, para cualquier t > 0

P(Sn — E(Sn) > t) < e—2t2/2?:1(bi—ai)2
P(S, — E(S,) < —t) < e 2%/ 2, (bima)?

Uno de los principales problemas de la desigualdad de Hoeffding es que
no tiene en cuenta la varianza de las variables aleatorias implicadas. Con el
objetivo de presentar desigualdades méas precisas tenemos la desigualdad de

Bennett y la desigualdad de Bernstein, que tendran en cuenta dicha varianza.

Teorema 2.7 (Desigualdad de Bennett). Sea Xi,..., X, una sucesion de va-

riables aleatorias independientes, de media cero y tales que X; < 1 con proba-

bilidad 1. Si definimos

entonces, para cualquier t > 0,

n t
P X, >t] < —no’h ())
(; > ) < exp( no no? ,

donde h(u) = (1 + u)log(l + u) — u, para u > 0.

Este resultado puede simplificarse aiin méas si se usa la cota elemental

h(u) > 2(#2”/3), lo cual nos lleva a la siguiente desigualdad mas clasica.

Teorema 2.8 (Desigualdad de Bernstein). Bajo las mismas hipdtesis que el

teorema anterior, para todo € > 0, se tiene:

P <711;X1 > e) < exp <—2(02n_|€_ e/3)> .

2.5. Ensayos de Bernoulli

Un caso fundamental en el estudio de experimentos aleatorios repetidos

son los ensayos de Bernoulli, que son sucesos independientes repetidos que solo

13
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tienen dos posibles resultados con probabilidad fija durante todos los ensayos.

Definicién 2.10. Un ensayo de Bernoulli es un experimento aleatorio que
solo puede tener dos resultados. Normalmente se denotan las dos probabilida-
des como p y ¢, y nos referimos al resultado con probabilidad p como éxito, y

al otro resultado como fracaso con probabilidad ¢ =1 — p.

El ejemplo méas conocido de ensayos de Bernoulli es el de lanzar una moneda
simétrica al aire, en este caso p = ¢ = 1/2. Las sucesivas tiradas de una moneda
son sucesos independientes entre si que forman una sucesién de ensayos de

Bernoulli.

Definicién 2.11. Una variable aleatoria X se dice que tiene distribucion de

Bernoulli con parametro p si

Notamos X ~ Bernoulli(p).

Proposicién 2.1. Si X ~ Bernoulli(p), entonces:
E(X)=p, Var(X)=p(-p)

Proposiciéon 2.2. Toda variable indicadora tiene distribucion de Bernoulli
con parametro P(A):
14 ~ Bernoulli(P(A)).

2.6. Distribucion binomial

La distribucién binomial describe el ntimero de éxitos en un nimero fijo de

ensayos de Bernoulli independientes.

Definicién 2.12. Sea n € Ny p € (0,1). Una variable aleatoria X tiene
distribucién binomial con pardmetros n y p, denotado X ~ Binomial(n, p), si
representa el nimero de éxitos en n ensayos de Bernoulli independientes con
probabilidad de éxito p.

Su funcién de probabilidad es:



2.6. DISTRIBUCION BINOMIAL

Ademas, denotamos P(X = k) por b(k;n,p).

Proposicién 2.3. Si X ~ Binomial(n, p), entonces:
E(X) = np, Var(X) = np(1l — p).

Proposicién 2.4. Sea X; ~ Bernoulli(p) una sucesién de variables aleatorias

independientes. Entonces

S, :=>_ X; ~ Binomial(n, p).
i=1

15



Capitulo 3

La probabilidad como limite de

frecuencias

Naturalmente, la idea que tenemos de probabilidad esta fundada en ejem-
plos como el que sigue. Si dos amigos, Pedro y Juan, lanzan una moneda
homogénea dos veces, obteniendo cara en ambas tiradas, es claro que nadie
pensaria que la probabilidad de que salga cara es 1, este resultado es simple
azar en una muestra de tamano muy pequeno. En cambio, si estos dos amigos
deciden lanzar esta moneda durante una tarde entera y apuntar el resultado
de todas las tiradas, cabe esperar que el niimero de caras obtenidas, dividido
entre el nimero total de tiradas, serda un valor cercano a la probabilidad de

que salga cara.

3.1. La ley débil de los grandes niimeros

Generalizando este experimento, consideremos una secuencia de n ensayos
idénticos, donde n es suficientemente grande, y un suceso A que ocurre v
veces, entonces v/n se aproximard a la probabilidad de que ocurra A. Sin
embargo, una idea intuitiva no constituye una definicion matematica formal.
Para formalizarla, modelamos la sucesiéon de ensayos idénticos a través de
ensayos de Bernoulli con probabilidad p de éxito. Sea .S,, el nimero de éxitos
en n ensayos, se tiene que S, /n es el promedio de éxitos y debe aproximarse a
.

Para demostrar esta afirmacién observamos que 5, sigue una distribucién

binomial. Estudiemos la probabilidad de que haya al menos r éxitos en n

16



3.1. LA LEY DEBIL DE LOS GRANDES NUMEROS

ensayos de Bernoulli. Esto es:

P(S, >r) = i b(r +v;n,p) (3.1)

v=0
Estudiemos los términos de la serie (3.1), para ello recordemos que b(k;n,p) =
(Z)pk(l —p)" % y se tiene que:

b(k;n,p)  (n—k+Lp (m+Lp—Fk+kq

|+ (n+1p—k
b(k —1;n,p) kq B kq kq

(3.2)

Por lo tanto los términos b(k;n,p) crecen si k < (n + 1)p y decrecen si k >
(n+1)p.

Supongamos que 7 > np, es obvio por (3.2) que los términos de la serie (3.1)
decrecen mas rapido que los términos de una serie geométrica de razén o =
1 — (r — np)/rq. Asi que podemos comparar la serie de probabilidades (3.1)

con una serie geométrica de la siguiente manera:
b(r;n, p)+b(r+1;n, p)+b(r+2;n,p)+. .. < b(r;n, p)+b(r;n, p)6+b(r;n, p)d>+. ..
Por lo que P(S, 2 1) < b(rin,p) - =L sir > np.

Por otro lado, hay al menos r — np enteros k tales que (n + 1) < k < r.
Entonces b(k;n,p) > b(r;n,p) por (3.2), y > b(k;n,p) < 1 por definicién de
probabilidad.

Por lo tanto (r — np) - b(r;n,p) < >, b(k;n,p) < 1, por lo que b(r;n,p) <
(r —mnp)~ L.

Concluyendo asi que

rq

P(S,>r) < = np)?

si r > np. (3.3)

Podemos ahora estimar la probabilidad de que haya como mucho r éxitos
como la probabilidad de que haya al menos n —r fracasos y teniendo en cuenta

que el nimero de fracasos en n ensayos es n — .S, ~ Binomial(n, q). Entonces:
P(S,<r)=Pn—-S5,>n—r)

17



CAPITULO 3. LA PROBABILIDAD COMO LIMITE DE
FRECUENCIAS

Y por (3.3) tenemos:

(n—r)p  (n—r)p

Pln =8, 2mn-r)< (n—7r)—ng?> (np—r)?

sin—1r>ng=r1r<np.

Resumiendo, hemos visto que

(n—r)p

P(S,<r)< (np—1)?

sir < np. (3.4)

Con esto podemos estudiar la probabilidad de que S, /n sea mayor que p + ¢,
con € > 0 arbitrariamente pequeno. Notemos que P(S,/n > p+¢) = P(S, >
n(p+e¢)) y por (3.3) se da la siguiente desigualdad:

1
P(S, >n(p+¢)) < —5 — 0 cuando n se incrementa
ne

Probando asi que la probabilidad de que S, /n sea mayor que p + ¢ tiende
a cero para cualquier ¢ > 0 fijo. Lo mismo ocurre con la probabilidad de
que S, /n sea menor que p — . Se prueba de manera andloga con (3.4) que
P(S, <n(p—-¢)) — 0. Luego

P(’Sn—p’<5> — 1
n
Hemos probado que cuando n crece, la probabilidad de que S, /n se aleje de
p en mas que una cantidad ¢ > 0 arbitrariamente pequena tiende a cero.
Este resultado es conocido como la ley débil de los grandes niimeros y es la
base de la idea intuitiva de probabilidad a la que habiamos hecho referencia
previamente. Sin embargo podemos tratar de afinar aiin més este resultado,
para ello conviene que introduzcamos la Ley Fuerte de los Grandes Numeros la
cual proporciona una caracterizaciéon mas precisa de la convergencia de S, /n

hacia p.

3.2. La ley fuerte de los grandes niimeros

La ley débil de los grandes ntimeros dice que para cualquier n suficiente-
mente grande y fijo, S, /n se acerca mucho a p, pero no asegura que en n nuevos

ensayos idénticos S, /n siga siendo préximo a p. Por ello es natural preguntarse

18



3.2. LA LEY FUERTE DE LOS GRANDES NUMEROS

si podemos asegurar la siguiente convergencia

Sn

siendo S,, el nimero de éxitos en los primeros n ensayos de una sucesion de
ensayos de Bernoulli. En la teoria nuestro espacio muestral considera el caso de
una sucesion infinita de éxitos, en la cual no podria darse dicha convergencia.
El objetivo de la ley fuerte de los grandes ntiimeros es el de probar que (3.5) se
cumple con probabilidad 1, pudiendo desestimar asi los casos donde no se da
la convergencia. Probemos que S, /n — p se hace pequeno y hay probabilidad
uno de que se mantenga asi. Debemos recordar que la existencia de sucesiones
de variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas (que no sean
constantes) es imposible en cualquier espacio probabilistico discreto, por lo que
la equivalencia entre las convergencias casi seguro y en probabilidad no puede

utilizarse en este contexto.

Teorema 3.1 (Ley fuerte de los grandes ntmeros). Para todo € > 0, hay

probabilidad uno de que ocurra solo un numero finito de eventos en los que
S
’ - p‘ >e (3.6)
n

Esto prueba que, en términos de espacios muestrales finitos, para todo e > 0
y 0 > 0, existe un r tal que para todo n la probabilidad de que se den las n

siguientes desigualdades

SrJrk
r+k

—p’ <eg k=12,....n
es mayor que 1 — d. Y por tanto (3.5) se da con probabilidad uno.
Demostracion. Por el primer lema de Borel-Cantelli, si vemos que
iP(‘S"—p‘ >s) < 00
n=1 n

Sn
n

entonces P ( — p‘ > ¢ infinitas veces) = 0, lo cual probaria (3.6).

Lo primero en lo que uno piensa al intentar resolver este problema es en

acotar el término P ( % — p’ > 6) de la serie. Sin embargo para acotarlo no nos

sirve con desigualdades clasicas como la desigualdad de Markov o Chebyshev,
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ya que obtendriamos cotas no lo suficientemente finas para asegurar la conver-

gencia de la serie.

Por ejemplo aplicando la desigualdad de Chebyshev de la siguiente forma:

g _ pg
n2e?2  ne?

P(|S,, —np| > ne) <

Que no es una serie convergente.

Este inconveniente Feller en [8] lo resuelve probando una afirmacién mas fuerte,

considera el evento Ay

Sk —kp
——| >/2alogk, dondea >1
Vkpg

donde S} es la variable aleatoria normalizada, es decir, mide la desviacién

|Sk| =

tipica de Si respecto a su media.

Para posteriormente acotar P(A) con el fin de garantizar la convergencia
de la serie Y- P(Ay). Para ello, en el libro de Feller se establece la siguiente
desigualdad:

Py <eomt - L
Dicha desigualdad se presenta como una consecuencia del teorema de De Moi-
vre, es decir, el teorema central del limite aplicado a variables de Bernoulli.
No obstante, la teoria previa necesaria para poder justificar este resultado tal
y como se expone en [8] no es en absoluto trivial. Sin embargo, en la actuali-
dad existen herramientas alternativas que permiten obtener este tipo de cotas
de forma mas directa y accesible. Estas son, en particular, las desigualdades
exponenciales. Estas nacen gracias al Teorema Central del Limite, el cual sugie-
re que sumas de variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas
se comporten como variables aleatorias normalmente distribuidas; y entonces,
como las colas de probabilidad de una variable aleatoria normal pueden apro-
ximarse por funciones exponenciales, cabe esperar que lo mismo ocurra para
sumas de variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas. Este

pensamiento es en el que se basan desigualdades exponenciales como la de

Hoeffding, Bennett o Bernstein.

Esto nos va a permitir demostrar esencialmente lo mismo utilizando ope-
raciones y teoria mucho mas elemental. Por el Teorema 2.6, si Xy,---, X, son

variables aleatorias e independientes y tales que X; toma valores en el intervalo
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[a;, b;] con probabilidad uno. Entonces para cualquier ¢ > 0

PSn — E(S,) > £) = P(Su — E(Sy) > 1) + P(Su — E(S,) < —1)
S €—2t2/2?:1(bi—ai)2 + €—2t2/22;1(bi—ai)2 — 26—21?2/2?:1(1),-—(11-)2

En nuestro caso, tenemos ensayos de Bernoulli, que son variables aleatorias
e independientes y tales que cada una de ellas toma valores en el intervalo [0, 1]
con probabilidad uno. Podemos por tanto aplicar la desigualdad de Hoeffding

para cualquier £ > 0. Nosotros queremos acotar lo siguiente
P (‘Sn;np’ > 5) = P (|S, — np| > ne)
Ahora estamos en condiciones de aplicar la desigualdad de Hoeffding
P(|S, —np| > t) < 227k
con t = ne. Entonces:
P(|S, — np| > ne) < 2e %"

Ahora bien, la serie Y 26721 g convergente por el Criterio del Cociente, pues

An1 o 1

= <1
ap e2e?

Su
Luego >~ P ( 2
mos asegurar que con probabilidad 1 solo ocurrirdn un ntimero finito de eventos

% — p’ > ¢. Como queriamos demostrar. O]

p’ > &t) < 00, y por el primer lema de Borel-Cantelli pode-

como

Acabamos de presentar una demostracién alternativa a la de Feller [8].
Sin embargo, en el Capitulo 6, introduciremos un resultado que nos permitira,
aprovechando que los ensayos de Bernoulli son variables aleatorias acotadas (y,
por tanto, poseen momentos de todos los érdenes finitos), establecer una nueva
via para demostrar este teorema. Veremos que esta no es la tnica alternativa
existente y obtendremos una demostracion especialmente sencilla y elegante.

Los teoremas presentados hasta ahora son casos particulares de resultados
limite mas generales. A continuacién, estudiaremos la ley de los grandes niime-

ros en un contexto mas general, considerando variables aleatorias con cualquier
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distribucién en lugar de ensayos de Bernoulli.
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Capitulo 4
Distribuciones mas generales

En el capitulo anterior, presentamos la Ley Débil y la Ley Fuerte de los
Grandes Numeros en el contexto particular de los ensayos de Bernoulli, que
constituyen el caso mas intuitivo y primitivo dentro de las leyes de los grandes
numeros. Ahora extenderemos estos resultados al caso mas general de sucesio-
nes de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.).
Es importante destacar que los ensayos de Bernoulli no dejan de ser un caso
particular de variables i.i.d., por lo que este nuevo marco constituye una ge-
neralizacion natural de los resultados previamente estudiados. Para ello nos
basaremos, como en el primer capitulo, en el libro de Feller [8], donde todos
los desarrollos se realizan en el caso discreto y sin recurrir a la teoria de la
medida. Recordemos que en el caso discreto, la convergencia en probabilidad
y la convergencia casi segura son equivalentes. Lo primero que uno pensaria es
que esto facilitaria las cosas ya que la demostracién de ambas leyes no exige
herramientas distintas, con demostrar la Ley Débil de los Grandes Ntumeros
quedaria probada también la Ley Fuerte, sin embargo, como ya se ha dicho, el
modelo de variables independientes e igualmente distribuidas es imposible en
los espacios discretos, por lo que los argumentos deberan justificarse siempre
a través de la Teoria de la Probabilidad sobre espacios generales o utilizando
aproximaciones que garanticen los resultados. En particular, uno de los objeti-
vos de este capitulo serda comparar la demostracion de la LEFGN dada por Feller
[8] con una demostracién alternativa proveniente del libro de Chung [4], en el
cual si se hace uso de los espacios de probabilidad y de la teoria de la medida.
Esta comparacién nos permitird identificar con claridad las diferencias entre

ambos enfoques y comprender la estrategia de Feller para formular una de-
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mostracion con las mismas ideas clave pero prescindiendo de las herramientas

formales que proporciona la teoria de la medida.

4.1. El método de truncamiento

Antes de introducir la Ley Débil de los Grandes Numeros para variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), presentaremos
el método de truncamiento. Este se emplea cuando trabajamos con variables
aleatorias que, aunque tienen esperanza finita, no estan acotadas o no tienen
varianza finita. En estos casos, los valores extremos pueden dificultar el analisis
de la convergencia de los promedios.

La idea central del truncamiento consiste en descomponer cada variable
aleatoria X; en la suma de dos partes: una parte truncada, que consiste en
recortar los valores extremos de la variable, y un resto que recoge las desvia-
ciones “grandes” respecto a un umbral previamente fijado. Para ello, dado un

umbral a > 0, definimos la versiéon truncada de X; como
U= X; - 1{|X¢|§a}7

y el resto como
Vii=Xi 1gx>a)-

De este modo, se tiene la descomposicion

El objetivo es analizar por separado el comportamiento de los promedios

y demostrar que el segundo término puede hacerse arbitrariamente pequeno
(en probabilidad) al tomar a suficientemente grande, gracias a la existencia de
la esperanza de X;. Una vez controlado el resto, el andlisis de la parte truncada
se puede llevar a cabo usando técnicas més elementales, ya que las variables
truncadas son acotadas y por tanto mas manejables analiticamente.

Este procedimiento permite extender la demostracion de la Ley de los Gran-

des Numeros mas alla del caso de variables acotadas, sin requerir supuestos
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4.2. LEY DEBIL DE LOS GRANDES NUMEROS

adicionales sobre la varianza o momentos superiores. En la siguiente demos-
tracion utilizaremos esta técnica adaptandola al caso de variables i.i.d. con

esperanza finita.

4.2. Ley débil de los grandes niimeros

Comenzaremos viendo la demostracion presentada por Feller ya que esta

no necesita ningin concepto ni ningn resultado previo.

Ley débil de los grandes nimeros. Sea {X;} una sucesion de variables
aleatorias mutuamente independientes e igualmente distribuidas. Si la esperan-

za p = E(Xy) existe, entonces para todo € > 0 cuando n — oo

p(‘X1+"-+Xn

. —u’ >5) 0 (4.1)

es decir, la probabilidad de que S, /n difiera de la esperanza ;1 menos de

un € arbitrario tiende a uno.

Demostracion. Podemos, sin pérdida de generalidad, suponer que p = E(X}) =
0, en caso contrario podriamos tomar la variable aleatoria Xy —u y proceder de
igual manera. Antiguas demostraciones de este teorema imponian la condicién
innecesaria de que la varianza Var(X}) fuese finita. En este caso la ley de los

grandes niimeros es una consecuencia trivial de la desigualdad de Chebyshev

)

P (S, > 1) < 7%
Para t = en el lado derecho tiende hacia 0, caumpliéndose asi (4.1). El caso en
el que el segundo momento no existe es mas complicado. Lo demostraremos
utilizando el método de truncamiento. Sea d > 0 una constante que definiremos
mas adelante. Para cada n, definimos las variables aleatorias truncadas de la
siguiente manera:
Up= X, V=0 si|Xg| <on,
U,=0, Vi=Xp si|Xi|>dn.

Donde k£ = 1,...,n, ademas hemos de tener en cuenta la dependencia de Uy

y Vi con respecto a m. Ahora, por definicién, podemos escribir la variable
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aleatoria X de la siguiente manera:
Xy =Up + Vi

y para demostrar la ley de los grandes ntimeros, basta con probar que, dado

e > 0, podemos elegir una constante ¢ de tal forma que cuando n — oo

1
P<|U1+---+Un| > 2€n> —0 (4.2)

Y 1
P(|V1+---+Vn]>25n)—>0 (4.3)
Denotamos los valores que puede tomar cada variable X; por 1, xs,... y sus

respectivas probabilidades por f(z;) y definimos

a=E(X;]) = |zl f(z))

J

La variable U; esta acotada por dn, luego es claro que:
E(U}) < aén

Las variables Uy, ..., U, tienen la misma distribucién y son mutuamente inde-

pendientes. Por lo tanto,
Var(U, + - -- + U,) = nVar(U;) < nE(U}) < aén’.
Ahora, por definicién de U,, cuando n — oo
EU,) — E(X;)=0.

Con esto intentaremos acotar la esperanza del cuadrado de la suma de las
variables truncadas Uy, ..., U,. Como las variables truncadas no estan nece-

sariamente centradas, desarrollaremos directamente el cuadrado de manera

explicita:
E(U+ - +U)") =S EU)+2 Y BUU).
k=1 1<i<j<n
Como las variables Uy, ..., U, son independientes por definicién, se tiene que
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E(U;U;) = E(U;)E(Uj). Por lo tanto,
E(U+ -+ U)) =X EUY)+2 Y BU)EWU).
k=1 1<i<j<n
Debido a que las Uy, son independientes e idénticamente distribuidas, se deduce
que E(U}) = E(U}) y E(Uy) = E(Uy), con lo cual:
E((Uy+ -+ Un)") = nBE(U}) + n(n — 1) (E(Uh))°.
Ahora bien, ya sabemos que

nE(U?) < aén®.

Ademés, aunque no tenemos control exacto sobre E(U;)?, si sabemos que
E(U,) — E(X;) = 0 cuando n — oo. Por tanto, para n suficientemente
grande, E(U,,) es suficientemente pequeno como para que podemos garantizar
que

n(n—1) (B(U,))" < n? (B(U,))" < adn?,

y obtenemos en conjunto, para un n suficientemente grande, la cota
E((U+ -+ +U,)?) < 2a0n?

Ahora (4.2) es consecuencia de la desigualdad de Chebyshev por la cual:

1 )
P<]U1+ +U\>25n><8a

e2

Escogiendo ¢ lo suficientemente pequeno, podemos hacer que el lado derecho
sea tan pequenio como queramos, cumpliéndose asi (4.2). Para probar (4.3)

vemos que

it Vo 0} € U{Vi #0)
k=1

Luego
PVi+---4+V,#0) < <CJ Vk%()) Zn: P(Vi, #0)

Y como Vi, = X si | Xy| > dny Vi = 0 en el resto de casos, y como las X son
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igualmente distribuidas, se tiene que P(Vj # 0) = P(V} # 0) para todo k. De

lo que se deduce:
PWVi+---4+V,#0) <nP(V; #£0) (4.4)

Ahora para § > 0 arbitrario tenemos que

PG £0)= P(Xi] > 0m) = ¥ ) < 5 3 [ejlfey)

|z;|>dn |j|>dn

Nota 4.1. FEsta ultima desigualdad; que es elemental, es esencialmente la idea
que proporciona la desigualdad de Markov. Este tipo de herramientas son las
que camufla Feller para poder demostrar resultados de este tipo sin la necesidad

de la teoria de la medida.

El ultimo sumatorio tiende hacia cero cuando n — oco. Luego el lado iz-
quierdo de (4.4) también tiende hacia 0. Lo que implica que (4.3) también

tienda hacia 0, terminando asi la demostracion. O

4.3. Ley fuerte de los grandes ntimeros

La Ley Débil de los Grandes Numeros establece que, para cada ¢ > 0, la
probabilidad de que la desviacién |S,, — m,| sea mayor que en tiende a cero
cuando n — oco. Es decir, garantiza que la sucesién de promedios S, /n converge
en probabilidad hacia el valor medio esperado m,/n. Sin embargo, esta forma
de convergencia no implica que |S,, — m,|/n permanezca pequeno para todos
los valores grandes de n; inicamente asegura que la probabilidad de grandes
desviaciones decrece. Al trabajar con ensayos de Bernoulli, mencionamos el
caso de que incluso bajo la validez de la LDGN, pueden existir casos remotos
en los que la desviacion relativa siga siendo grande en ciertos momentos, aunque
poco probables.

La Ley Fuerte de los Grandes Numeros, por el contrario, afirma que estos
comportamientos remotos no ocurren salvo en un conjunto de probabilidad
nula. El objetivo serd, por tanto, demostrar que los casos en los que |S, —m,,|/n

se mantiene grande son tan raros que pueden ser ignorados con certeza.

Decimos que la sucesion Xy cumple con la ley fuerte de los grandes niumeros
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st para cada par € > 0, 6 > 0, existe un N tal que con probabilidad 1 — d o
mejor de que para todo r > 0 se satisfacen las r + 1 desigualdades
S — My
— <€

, n=N,N+1,....N+r (4.5)
n

Esto significa que, con probabilidad arbitrariamente alta, |S,, — m,|/n per-
manecerd pequeno para todos los valores de n suficientemente grandes. Asi,
la LFGN no se limita a controlar el comportamiento promedio de las des-
viaciones, sino que garantiza que las desviaciones son pequefias para todo n

suficientemente grande.

En el enfoque seguido por Feller, se trabaja exclusivamente dentro del caso
discreto, sin utilizar herramientas de teoria de la medida. Por ello, presenta-
remos dos demostraciones aparentemente diferentes de la Ley Fuerte de los
Grandes Numeros: la primera, basada en el tratamiento clasico de Feller [8];
sin teoria de la medida, y la segunda, basada en el enfoque mas general de
Chung [4], donde si se trabaja con la teorfa de la medida. Esta distincién sera
clave para entender no solo las diferencias entre ambas demostraciones de la
LFGN; aprendiendo de ambos enfoques metodologicos, sino también las he-
rramientas utilizadas por Feller para construir una demostracion de la LFGN
independiente.

Antes de presentar la demostracién de la Ley Fuerte de los Grandes Ntime-

ros, necesitamos una herramienta fundamental: la desigualdad de Kolmogorov.

Teorema 4.1 (Desigualdad de Kolmogorov). Sean X, ..., X,, variables alea-
torias mutuamente independientes con E(X},) = uy y varianzas Var(Xy) = op.
Definimos:

Sp =X, 4+ Xy,

my = E(Sk) = pa + -+
sy = Var(Sy) = o} + - + 0},

Entonces, para todo t > 0 la probabilidad de que se cumplan simultdineamente

las n desigualdades

|Sp —mg| <ts, k=1,2,...,n. (4.6)
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es al menos 1 —t72., es decir que

P3ke{l,...,n}:|Sk—mi| >ts,) <t72

Para n = 1 este teorema no es mas que la desigualdad de Chebyshev. Sin
embargo, para n > 1, la desigualdad de Chebyshev da la misma cota para la
probabilidad de que se cumpla la desigualdad |S,, — m,| < ts,, por lo tanto la

desigualdad de Kolmogorov es mucho mas fuerte.

Demostracion. Queremos aproximar la probabilidad x de que al menos una de
las desigualdades (4.6) no se cumpla. Definimos variables indicadoras Y, de la

siguiente forma:

Yo=1 si [Sy—my|>ts, v |Sk—my| <ts, para k=1,2,...,0v—1,

Y, =0 en el resto de casos.

En palabras, Y, = 1 si el instante v es el primero en el que no se cumple la
desigualdad. Entonces, como mucho uno de los Y}, puede ser igual a 1, por lo
tanto la suma Y; + Y5+ - - - 4Y,, solo puede tomar los valores 0 o 1, donde es 1

si y solo si al menos una de las desigualdades (4.6) no se cumple. Por lo tanto
r=PYi+---+Y,=1)

Como Y] +---+ Y, esigual a 0 o a1, se tiene que Y. Y, < 1. Multiplicando

ambos lados por (S, —m,)? y tomando esperanzas:

E l(sn —my)? zij Yk] = i E [Yi(Sy = mn)?] < E[(S, — ma)?] = s7.

k=1

Luego
> E[Yi(Sy —mn)?| <52 (4.7)
k=1

Ahora vamos a intentar evaluar el término de la izquierda de (4.7), para ello

definimos: .

Uk = (Sn —mp) — (Sk —my,) = Z (Xo — fo)

v=k+1

Nétese que E(X, — u,) = 0 para cada v, es decir, E(Uy) =0
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Ahora reescribimos como sigue:
(Sp —mp)? = (Sp — my + Up)? = (Sp — mp)? + 2(Sk — my) Uy, + U}
Entonces, al tomar esperanzas, por linealidad:
E[Yi(S, —mp)?] = E[Yi(Sk — mg)?] + 2E[Yi(Sk — my)Ux] + E[Y U7
Observamos que:
1. Uy depende so6lo de X1, ..., Xy,

2. Y. y Sk dependen sélo de X4, ..., Xy,

Por lo tanto, Yy (Sx —my) es independiente de Uy, y como E(Uy) = 0, se tiene:

Nota 4.2. Feller en [8] define la independencia de variables aleatorias como:
Sean X,Y, ..., W wvariables aleatorias definidas en el mismo espacio muestral.
Se dice que son mutuamente independientes si para cualquier combinacion de

valores (x,y, ..., w) que puedan tomar se cumple que

Esta definicion no nos aporta nada sobre otras combinaciones de esas mismas
variables aleatorias, entonces demostrar que Yy (Sk, — my) es independiente de
Uy con esta definicion de independencia no es en absoluto trivial. Sin embargo,
con la teoria de la medida a nuestro alcance sabemos que esto es elemental. Esta
es una buena prueba de la oportunidad de la utilidad de los argumentos propios
de la Teoria de la Medida en la Teoria de la Probabilidad, y del enriquecimiento

de la primera por el desarrollo de la sequnda.

Asi, concluimos que:
E[Yi(S, —mp)?] > E[Yi(Sk — mi)?. (4.8)
Ademas, si Yy = 1, entonces por definicion | Sy — my| > ts,, y por tanto:
Yi(Sk — my)? > t?52Y;.
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Sustituyendo en (4.7) y usando (4.8), obtenemos:

2> B, —mi)!] > 853 B(VG) = £33 B[Yi + -+ Y.
k=1 k=1

Finalmente, como E(Y; +---4+Y,) = P(Y1+---+Y, = 1) = z, se concluye:

<1

]

Esta desigualdad refuerza el control probabilistico sobre desviaciones gran-
des en sucesiones de sumas parciales, siendo considerablemente mas fuerte que
la desigualdad de Chebyshev, ya que acota la probabilidad de que alguna suma

parcial se desvie mas de lo permitido.

Una vez vista la desigualdad de Kolmogorov, disponemos de las herramien-
tas necesarias para introducir y demostrar el Criterio de Kolmogorov, clave en

la demostracion de la LEFGN, y en buena parte de lo que resta de trabajo.

Criterio de Kolmogorov. La convergencia de la serie
2
> %k
L2

es una condicion suficiente para que la sucesion de variables aleatorias mutua-

mente independientes Xy con varianzas oy cumpla la ley fuerte de los grandes

numeros, es decir:
S, — E(S,)

n

— 0 cast sequro

Demostracion. Sea A, el evento de que existe al menos un n con 2v-! < n < 2¥
tal que la desigualdad (4.5) no se cumple. Es obvio que, basta con probar que

para todos los v suficientemente grandes y todo r se cumple que
P{AV} + P{AV-H} +eeet P{AIH—T} < 5a

es decir, que la serie Y- P{A,} converja. Ahora bien, el evento A, implica que

para algtin n con 2! < n < 2" se cumple
1S, —my| >e-2v71
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y por la desigualdad de Kolmogorov:

P{A)} <405, -27%

Entonces:
) [e%S) 2v [e'S) 00 0.2
YOP{A} <4ePY 27y op =4 0p Y 27 <Y E <o
v=1 v=1 k=1 k=1 2v>k sk
lo que, por el primer lema de Borel-Cantelli completa la demostracion. O]

Ahora, aplicando el criterio de Kolmogorov podemos probar que

Teorema 4.2. Si las variables aleatorias mutuamente independientes X, tie-
nen una distribucion comin dada por la funcion de masa de probabilidad f(x;)
y si = E(Xy) existe, entonces la ley fuerte de los grandes nimeros se aplica

a la sucesion {Xy}.

Este teorema es, evidentemente, mas fuerte que la ley débil demostrada
anteriormente. Se tratan por separado debido al interés metodologico de sus

demostraciones.

Demostracion. Usamos nuevamente el método de truncamiento. Introducimos

dos nuevas sucesiones de variables aleatorias:

Xk, si |Xk’ <k O, si ‘Xk| <k
Uk = ) vk) =

Las Uy son mutuamente independientes; aunque ya no son igualmente
distribuidas, y queremos ver que satisfacen el criterio de Kolmogorov. Para

o2 = Var(Uy) tenemos:

op < BE(UR) = > @f(x)). (4.9)

|$j‘</€

Por comodidad, definimos:

a =Y. |wlf(x).

v—1<]z |<v
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Entonces la serie Y a, converge, ya que E(X}) existe. Ademas, por (4.9),

02§a1+2a2+3a3+---+k5ak,

o0

1

00 O'% 00 k
DELED SN S
k=1 k=1 v=1

[e.9] 1 o0
: lyayzﬁ<22au<oo. (4.10)
Asi, el criterio de Kolmogorov se cumple para {Uy}. Ahora:

k=v v=1

E(Up) = = Y zif(z;),

|z |<k

por lo tanto, py, — j, y entonces (p1 + g + -+ - + p1n)/n — p. De la ley fuerte
de los grandes nimeros para {Ux} concluimos por tanto que, con probabilidad
1 — 6, o mayor:
‘1 i Uy — | <k,
=1

para todo n > N, siempre que N se elija suficientemente grande. Queda por

demostrar que la misma afirmacion es cierta cuando cambiamos los U}, por los
Xj. Para ello basta con ver que N puede ser elegido tan grande que con una
probabilidad arbitrariamente cercana a 1 el evento U, = X} ocurre para todo
k > N. Esto también quiere decir que con probabilidad 1 solamente un niimero
finito de variables V}, son distintas de cero. Por el primer lema de Borel-Cantelli
este el caso en el que la serie Y P{V} # 0} converge, ahora podemos completar

la demostracion probando la convergencia de esta serie.

An41 An4-2 Ant3
P{V, #0} = ) <
(Vi £0} = > flz;) < n Thal Tntat

|zj|>n

por lo tanto

ZP{Vk#O}Siiau+lilzzau+1<%

n=1v=n v

probando asi la convergencia. O]

Presentamos ahora una segunda demostracion de la Ley Fuerte de los Gran-
des Numeros, tomada del libro de Chung, que se apoya en conceptos generales

de probabilidad y convergencia. Antes de exponerla, introduciremos algunas
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4.3. LEY FUERTE DE LOS GRANDES NUMEROS

nociones previas necesarias

Definicién 4.1. Sean {X,} e {Y,,} dos sucesiones de variables aleatorias, se

dice que son asintoticamente equivalentes si y solo si
ZP(Xn #Y,) < o0 (4.11)

En la practica obtendremos sucesiones equivalentes a partir del método de

truncamiento que vimos anteriormente.

Teorema 4.3. Se tiene que

i P(|X|>n) <E(\X])<1+ZP\X|>n)

n=1 n=1

luego E(|X]) < oo si y solo si esa serie converge. En nuestro caso particu-
lar utilizaremos este teorema para ver que series de este tipo convergen como

consecuencia de conocer que la esperanza es finita y viceversa.

Teorema 4.4. Si {X,} e {Y,} son asintéticamente equivalentes, entonces

> (X, —Y,) converge c.s

n

Ademds, si a, T oo, entonces

Demostracion. Por el lema de Borel-Cantelli y por ser {X,} e {Y,,} equiva-
lentes, (4.11) implica que

P(X, #Y, infinitas veces) = 0.

Esto quiere decir que existe un conjunto de medida nula NV tal que, siw € Q\ N,

existe un entero ny(w) de modo que si
n>ng(w) = X,(w) =Y, (w).

Es decir, para cada w ¢ N, las sucesiones { X, (w)} y {Y,(w)} difieren sélo en

un nimero finito de términos (cudntos, depende de w). En otras palabras, la
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CAPITULO 4. DISTRIBUCIONES MAS GENERALES

serie

> (Xan(w) = Ya(w))

n
estd compuesta por ceros a partir de cierto indice en adelante. Ambas afirma-

ciones del teorema se deducen trivialmente de este hecho. O

Corolario 4.1. Si {X,} e {Y,} son asintéticamente equivalentes, entonces

con probabilidad 1 la expresion

D Xn o LZXJ

an 5=

converge, diverge a +00 0 —00, o actua de igual manera que

1 n
S0 L3y

an 52

respectivamente. En particular, si

1 n
—> X

an 5=

converge a X en probabilidad, entonces lo hace de igual manera

1 n
oY

an i

Lema 4.1 (Lema de Kronecker). Sea {x} una sucesion de nimeros reales,

{ar} una sucesion de nimeros > 0 y tales que 1T co. Entonces

n 1 &
Zx— < 0o (converge) = — Y x; — 0
a

n n n j=1

Demostracion. Para 1 < n < oo, definimos

by =Y -

=1 4j
Si consideramos ag = 0, by = 0 tenemos que z,, = a,(b, — b,_1 ademads, por
0 » YO 9
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4.3. LEY FUERTE DE LOS GRANDES NUMEROS

la formula de sumacion de Abel:

1 n 1 n 1 n—1
— > xj=—> aj(bj—bj1) = b — — > bja41 —ay)
(n 55 n j—1 an -9

J J J

Ahora como a;;; — a; > 0 es obvio que
J+ J

1 n—1

— > (a1 —a;) =1

an 5
Y como b, — by, que es un nimero finito por definicién, se tiene que

1 n

LS b b =0

an i3
Con lo que se concluye la demostracion n

Teorema 4.5. Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias independientes
tales que E(X,) = 0 para todo n, sea {a,} una sucesion tal que 0 < a,, T oc.
Y sea o una funcién positiva, par y continua en R tal que cuando |z| crece se

tiene que % Ty % 4. Entonces si

se tiene que

X
Z — converge casi Sequro (4.12)

nan

Nota 4.3. Nétese que si tomamos p(x) = 2 y a, = n, obtenemos el Criterio
de Kolmogorov. Es decir, el Criterio de Kolmogorov es un caso particular del

Teorema que acabamos de presentar.

Aplicando el Lema de Kronecker a (4.12) a cada w de un conjunto de

probabilidad uno, obtenemos el siguiente resultado

Corolario 4.2. Bajo las hipotesis del Teorema anterior, tenemos que

iZX]%O C.S

an ;5
Un caso particular y de nuestro interés de este corolario es el siguiente.
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CAPITULO 4. DISTRIBUCIONES MAS GENERALES

Sea p(z) = |zP, con 1 < p <2 y donde a, = n. Entonces tenemos que:

1 1&
Z—pE(|Xn|p) <oo=-Y X;—=0cs (4.13)
—n n

Jj=1

Una vez vistos estos resultados previos, procedemos a dar una segunda de-

mostracion de la ley fuerte de los grandes ntimeros.

Teorema 4.6. Sea {X,,} una sucesidn de variables aleatorias independientes

e igualmente distribuidas. Entonces se tiene que:

E(|X1]) < oo = i" — E(X,) c.s (4.14)

Demostracion. Para probar (4.14) lo primero que haremos serda definir una

sucesion de variables aleatorias {Y,,} truncadas de la siguiente manera:

Xp(w), si|X,(w)| <mn,

Yo(w) =
0, si | X (w)] > n.

Segun esta definicién y debido a que todas las variables aleatorias X,, son

igualmente distribuidas, la siguiente igualdad es evidente
ZP(Xn #Y,) = ZP(|Xn| >n) = ZP(|X1| >n)

Ademaés, por el Teorema 4.3, como E(|X;|) < oo, tenemos que

> P(|X1] > n) < ooy por tanto {X,,} e {Y,} son asintéticamente equivalen-
tes.

Apliquemos ahora (4.13) a {Y,, — E(Y,)}, con ¢(z) = z?. Obtenemos lo si-

guiente:

R I D

n

donde F'(z) es la funcién de distribucién comun a todas las variables aleatorias.

Ahora bien, por definicién, las Y,, estan acotadas, y por tanto el segundo mo-

mento que aparece en la anterior desigualdad existe. Intentaremos ahora apro-

38



4.4. COMPARACION ENTRE DEMOSTRACIONES

ximar ese valor en términos del primer momento:

1 & 9 — 1
Z ﬁ Z /—1<w|<j v dF z:: /—1<|m|<j ‘ dF(x) nz:; n?
C’
g / 1<|z|<] ’l’ dF g S Z/ 1<|z|<g 35 dF( )
— CE(X1) < o0 (4.16)

donde hemos utilizado que 3°77 . n 2 <0yt para algin C' > 0 y para todo
j > 1. Con esto hemos probado que la serie 3, < 12/") converge y por (4.13)

concluimos que

—Z{Y E(Y;)} = 0cs

Obviamente E(Y,) — F(X;) cuando n — oo, por lo tanto

ST E®Y)) = E(X))

Jj=1

Y como + 3" {Y; — E(Y;)} — 0 c.s, entonces:

Ahora, por el Teorema 4.4, podemos sustituir % i1Y; por % i1 X, llegan-
do a que:
lzn:Xj — E(Xy) cs
j=1
Quedando asi probado (4.14) O

Posteriormente veremos como existen generalizaciones de este Teorema en las
que se consideran diferentes condiciones. Como por ejemplo el Teorema de
Etemadi, en el cual se consideran variables aleatorias independientes por pares

en lugar de mutuamente independientes.

4.4. Comparacion entre demostraciones

Una vez presentadas ambas demostraciones de la Ley Fuerte de los Gran-

des Numeros, vamos a destacar los puntos mas importantes de las mismas
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CAPITULO 4. DISTRIBUCIONES MAS GENERALES

para intentar encontrar las herramientas utilizadas por Feller para superar la

condicién autoimpuesta de trabajar en el ambito discreto.

Ambas demostraciones tienen tres puntos clave
1. Utilizar el método de truncamiento

2. Demostrar que las sucesiones truncadas cumplen el Criterio de Kolmo-

gorov

3. Con lo anterior, probar que si las variables aleatorias truncadas satisfacen

la LFGN entonces las variables aleatorias originales también.

Repasaremos ahora estos tres puntos clave uno a uno:

1. Método de truncamiento

En ambos casos hemos utilizado el método de truncamiento. Sin embargo,
salta a la vista la principal diferencia en los truncamientos. En el Teorema
4.2 hemos introducido dos sucesiones de variables aleatorias de la siguiente

manera:

Xk, si ‘Xk’ <k 0, si ‘Xk| <k
Uk = ) Vk =

mientras que en el Teorema 4.6 solo hemos necesitado una nueva sucesion de

variables aleatorias truncadas:

Xp(w), si|X,(w)| <mn,
0, si | X (w)] > n.

Y, (w) =

En el punto (3) entenderemos el porqué de esta diferencia, y veremos que la
existencia de las Vj es la herramienta auxiliar que en este caso utiliza Feller

para poder avanzar en la demostracion sin la teoria de la medida a su alcance.

2. Criterio de Kolmogorov

En ambas demostraciones se prueba el Criterio de Kolmogorov con el mismo
objetivo, demostrar que las variables aleatorias truncadas Uy e Y, satisfacen
la LFGN. Bien es cierto que en el Teorema 4.6 no se menciona directamente el

Criterio de Kolmogorov, esto es por que utilizamos el Teorema 4.5 que no es
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4.4. COMPARACION ENTRE DEMOSTRACIONES

méas que una generalizacion del Criterio de Kolmogorov (tal y como se explica
en la nota 4.3).

Lo importante aqui es ver que la manera de acotar la serie del Criterio
de Kolmogorov es esencialmente la misma, pero utilizando en cada caso las
herramientas de las que disponemos. En ambos casos utilizamos la desigualdad
trivial por la cual Var(X) < E(X?). Ahora bien, por un lado en el Teorema 4.2

definimos E(U}) = 3, <k 73 f(x;) y acotamos o(Uy) de la siguiente manera:

PU) < D a3 fla) <D v > gl f(ay)

|z;|<k v=1  v-1<]z; |<v

Obteniendo asi que

00 00 00 k
e ;,;;' )X e T Inlfe) @)

v—1<]z |<v
Por otro lado en el Teorema 4.6 se define la esperanza como una integral en

vez de como un sumatorio gracias a la teoria de la medida y se acota de la

siguiente manera:

) 0_2 / [e%¢] 1 n
T dF = — / 22 dF(x 4.18
nz::l = 1 n? Jiz|j<n 2 n? ; j-1<|a|<j (@) (4.18)

n=1
Las similitudes entre (4.17) y (4.18) son evidentes, su idea es exactamente.
De hecho estas similitudes contintian durante la prueba de la convergencia de
la serie del Criterio de Kolmogorov. En ambas es hace exactamente lo mismo,
reordenar sumatorios y utilizar la cota por la cual 3277 ; n~2 < Cj~! para algiin
C > 0. (Ver (4.10) y (4.16))

3. Equivalencia de las variables aleatorias

En la demostracién del Teorema 4.6 lo primero que se ve es que {X,} e
{Y,.} son asintéticamente equivalentes, esto es muy sencillo de probar por la
caracterizacion de esperanza finita. Con esto y por el Teorema 4.4 se concluye
que {X,} satisface la LFGN.

Ahora bien; en el caso discreto (Teorema 4.2), una vez probado el Criterio de
Kolmogorov es claro que las Uy, satisfacen la LFGN, queremos ahora ver que las
X}, también lo hacen, esto es equivalente a ver que P(U, = X}, i.v = 1. Hasta

este punto esto es exactamente lo mismo que lo que se busca en el Teorema
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4.6, pero ahora no contamos con la caracterizacion de esperanza finita, y ahi
es donde entra en juego la herramienta auxiliar de la que habiamos hablado
en el punto ntimero uno: las variables aleatorias V.

Nétese que por definicién {U, = Xi} = {Vi = 0}. Luego por el primer

Lema de Borel-Cantelli si vemos que

Entonces se tendria P(V} # 01i.v) = P(U, # Xj i.v) = 1, concluyendo asi en
que las X, satisfacen la LFGN.

Conclusion

Tras haber analizado en detalle ambas demostraciones, podemos concluir
que, a pesar de desarrollarse en marcos tedricos distintos, ambas comparten
una estructura esencialmente idéntica.

Las tres ideas clave que estructuran ambas demostraciones se mantienen
inalteradas, variando tnicamente las herramientas disponibles en cada marco.
Asi, lo que cambia no es el esquema l6gico de la demostracion, sino el lenguaje

técnico y los recursos empleados para ejecutarla.
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Capitulo 5
Teorema de Etemadi

Visto lo anterior tenemos sentadas las principales bases de las leyes de los
grandes numeros. Primero hemos tratado el caso mas primitivo e intuitivo
considerando ensayos de Bernoulli, probando la convergencia en probabilidad
y la convergencia casi seguro. Posteriormente hemos generalizado el concepto
considerando sucesiones de variables aleatorias independientes e igualmente
distribuidas, probando de nuevo ambos tipos de convergencia y analizando

distintos enfoques metodoldgicos para la Ley Fuerte de los Grandes Niimeros.

A partir de ahora nuestro objetivo sera presentar versiones de la Ley de los
Grandes Numeros para variables aleatorias idénticamente distribuidas bajo
condiciones menos restrictivas que las que han sido necesarias hasta ahora, en
particular, la independencia entre las variables aleatorias. Comenzaremos con
un resultado presentado por Etemadi en [7], quien presenté una demostracion
relativamente sencilla de una version de la Ley Fuerte de los Grandes Ntumeros
bajo condiciones considerablemente méas débiles y utilizando exclusivamente la

desigualdad de Chebyshev, en lugar de la desigualdad de Kolmogorov.

Teorema de Etemadi. Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias in-

dependientes por pares e igualmente distribuidas con E|X;| < oo. Entonces

Xt X,
lim

n—oo n

= FEXj casi sequro (c.s)

Es facil ver que la principal mejora implementada por Etemadi con respecto
a la ley de los grandes ntimeros presentada por Kolmogorov es que ya no seria

necesario considerar variables aleatorias mutuamente independientes, sino que
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bastaria con considerarlas independientes por pares. Mientras que la condicién

de idénticamente distribuidas permanece.

Demostracion. Como toda variable aleatoria real X; se puede descomponer en
su parte positiva y negativa como X; = X;" — X, donde X;" = max(X;,0) y
X; = max(—X;,0), y ademas

entonces si F|X;| < oo, también se cumple que E(X;") < ooy E(X;) < co. Es
decir, tanto la parte positiva como la parte negativa de cada variable aleatoria
X; cumplen las hipétesis del teorema, por lo tanto podemos suponer sin pérdida
de generalidad que X; > 0. Sea Y; = X;Ix,<;y con I la funcién indicadora y
Sk =" .Y, Parae > 0, sea k,, = [@"] con a > 1. Utilizando la independencia
para reescribir la varianza de la siguiente manera:
kn kn
Var(Sy,) =Y Var(V;) <Y E(Y?) =Y BE(X{Ix,<) < knB(X7I(x,<k,))
j i=1

i=1

Ahora por la desigualdad de Chebyshev y por lo anterior se tiene que:

n=1 k:” n=1 k:721
<c Z ?E(X%I{Xlgkn}) <cE <X12 Z k[{xlskn}>
n=1""n n=1""n

donde ¢ = 1/&2.

Sea K =2a/(a— 1)y x >0.Si N es el primer n natural tal que k, > z,

entonces oY > z, y como y < 2[y] para y > 1,

1 1 |
.2y =KL <K
(0

n
oS kn n>N &

8=

Por lo tanto

Sk, — E(SE,)

e (|

<cB(KXiX;") = KzE(X)) < 00 (5.2)

S|
> 5) < cE (Xf > k[{X1<k"}> (5.1)

n=1 "N
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Ademas, por definicién, tenemos que

" E(S;
E(X) = lim [ 2dF(z) = lim E(Y,) = lim 20k

n—oo Jj n—00 n—00 kn

Ahora, por el lema de Borel-Cantelli tenemos que:

*

lim =f= = E(X,) casi sequro.
n—oo

Ademas,
iﬂm#m=iﬂﬂ>m=iifﬂwm:i%mwwg

n=1i=n"" =1

o0 1+1
ng rdF(z) < B(X)) < 00
i=1""

Por el lema de Borel-Cantelli, el evento X,, # Y,, ocurre solo un ntmero finito

de veces, y por tanto

. Sk
lim
n—oo k.

= FE(X1) casi sequro. (5.4)

Ahora, como X; son variables aleatorias positivas se tiene que los sumatorios
S, son monotonamente crecientes. Es obvio que para cualquier n € N existe

m tal que k,, <n < k,,.1. Por ser S,, mono6tona se cumple

dividiendo todo entre n € [k, k1], se cumple que:

Sk S, Sk
m g TN ThmAl 5.6
km-{-l on km ( )

Tenemos ahora una cota superior e inferior de % en funcién de los valores

de Sk, que sabemos que convergen. Tomando limite inferior y limite superior
de los extremos de la desigualdad y teniendo en cuenta que k1 < ak,

obtenemos: . g g
—E(X)) <liminf = < lfimsup — < aE(X,) (5.7)
a

n—oo  n n—oo N
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Finalmente, tomando o« — 1, concluimos que:

. Sn :
Im = E(Xy) casi seguro.

]

Nota 5.1. Notese que gracias a la construccion de los k, se puede demostrar

la cota
2a

a—1

kM <hy < X

n=1
clave para probar que las variables truncadas 'Y, satisfacen la LFGN a lo largo

de la subsucesion {k,}.

Con esta demostracion, Etemadi establece una versiéon maés general de la
Ley Fuerte de los Grandes Nuimeros, al relajar el requisito clasico de indepen-
dencia mutua por el de independencia por pares, manteniendo tinicamente la
hipotesis de idéntica distribucién. Ademas, logra este resultado con una prueba
sencilla y elegante, sin necesidad de utilizar ni la desigualdad de Kolmogorov
ni su criterio de convergencia.

La clave de esta demostracion; y su diferencia principal respecto a la de
Kolmogorov, reside en la construccién de la sucesion k, = [a”], con a > 1.
Esta eleccion es fundamental para el desarrollo de la prueba. Desde el inicio,
los k, permiten aplicar el Lema de Borel-Cantelli gracias a una cota precisa
sobre la suma Y>°°, k; ' Iix, <k,}), como se ha discutido en la Nota 5.1.

Ademas esta construccién tambien es clave en la parte final de la demos-

tracion, al querer probar

. Sn
A = Bl
a partir del limite a lo largo de la subsucesion {k,}. Gracias a k, = [a"],

podemos asegurar que para todo n € N existe un m tal que k,, <n < k,,11.

Skm+1

=, los cuales
m

. . S, . Sk
Esta propiedad permite comparar =* con los cocientes sy

si sabemos que convergen.

Tal control no seria posible si simplemente usaramos estimaciones como ns—fl
Sn

0 ==, pues no tendriamos una relacion clara entre los denominadores y los
indices de los sumatorios. En cambio, al trabajar con los k,, obtenemos cotas
por arriba y por abajo que, al tomar limites y hacer tender o — 1, permiten

concluir rigurosamente la convergencia de % hacia E(X;) casi seguro.

46



5.1. EXTENSIONES TEOREMA DE ETEMADI

5.1. Extensiones teorema de Etemadi

El teorema de Etemadi se ha extendido en diversas ocasiones, proporcio-
nando condiciones suficientes para que una sucesiéon de variables aleatorias,
no necesariamente idénticamente distribuidas, satisfaga la ley fuerte de los

grandes ntimeros. Por ejemplo en [3]:

Teorema 5.1 (Chandra y Goswami). Sea (X5,), oy una sucesion de variables

aleatorias independientes por pares tal que

/ sup P (| X,| > t)dt <
0

neN

Entonces
lim —M—~

=0 casi sequro
n—o0 n

Este teorema trata un caso muy general, sin embargo su demostracion no
sera de nuestro interés, veremos una manera ain mas sencilla de trabajar y
de probar la ley de los grandes ntimeros incluso en el caso de que las variables
no sean idénticamente distribuidas. Para ello, nos apoyaremos y seguiremos la

estructura de [9], primero introduciremos los siguientes conceptos:

Definicién 5.1. Una sucesién de variables aleatorias (arbitrariamente distri-

buidas) (X, )nen se dice que:

(1) Satisface la condicién de Kolmogorov si, y solo si, cada una de las X,

n € N, tiene varianza finita Var(X,) y ademds se cumple que

Var(X,)

n2

>

neN

< o0;

(11) Es cuasi-incorrelada si, y solo si, cada una de las X,,, n € N, tiene
varianza finita, y existe una constante positiva ¢ tal que Var(S,) <
> p_y Var(Xy) para todo n € N. Hemos de tener en cuenta que si las
X, son incorreladas por pares, entonces tenemos la igualdad Var(S,) =

>r_y Var(Xy)(Bienaymé) y asi las X, son, en particular, cuasi-incorreladas.
(1r1) Satisface la Ley Fuerte de los Grandes Niumeros (LFGN) si, y solo si,

lim 7577’ — E(Sy)

=0 casi seguro;
n—oo n
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donde S, = X; + Xo +--- + X,,.

Ademas, si existe el limite a := lim,,_,, £(X,), entonces (por la sumacién

de Cesaro) se tiene que lim,, o, n1S, = a casi seguro.
Una vez introducidas estas nociones podemos ver el siguiente resultado:

Teorema 5.2 (LFGN bajo la condicién de Kolmogorov). Sea (X,), oy una
sucesion de variables aleatorias positivas, cuasi-incorreladas y satisfaciendo la
condicion de Kolmogorov, tal que A := sup,.yn 'FE(S,) < oo. Entonces la

sucesion (Xy), ey cumple la LEGN.

Se define el infimo esencial de una variable aleatoria X como el mayor
numero r tal que X > r casi seguro, y lo denotamos como essin fX. Conside-
rando la variable aleatoria j(vn = X,, —essinfX, y aplicando el teorema 5.2
podemos sustituir sup,,cyn ' E(S,) < 0o por una condicién mas débil como la

que sigue:
E(S,) — >} jessinfX
S ( ) Zk,l an k <

neN n

00 (5.8)

Ademas, para cualquier sucesién de numeros a,, > 0, si se cumple que sup,,cy an, =
oo entonces necesariamente lim sup,,_, . a, = lim,,_, Sup~,, ax = 00. Con esto

la condicién (5.8) es equivalente a

lim sup E(S,) — > p_qessinf Xy -

n—o00 n

©.¢]

También la condiciéon de no negatividad de las variables aleatorias pue-
de ser sustituida por que cada una de ellas esté acotada uniformemente casi
seguro inferior o superiormente. Por ejemplo, si cada una de las X,, esta aco-
tada inferiormente por un ntimero real r, podemos aplicar el Teorema 5.2 a la

transformacion X,, ;= X,, —r.

Para tratar la demostracién de este teorema, hemos de introducir previa-
mente algunas definiciones y probar dos lemas auxiliares que seran claves en

el desarrollo de la prueba.

Definicién 5.2. Fijemos, de ahora en adelante, dos niimeros reales positivos
a > 1ye > 0y consideremos variables aleatorias X,, que cumplan las condicio-

nes del Teorema. Recordemos que, por hipdtesis, A := sup,.yn 'F(S,) < co.
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Entonces podemos definir el nimero entero L := | A/e], donde |z | representa
la parte entera de x, es decir, el mayor entero no superior a x.

Para cada n € N, definimos m(n) := |log, n]. Asi, se cumple que
m(n) = oo cuandon — oo y a™™ <n <™ para todo n.

Dada una variable aleatoria positiva X,,, sea s(n) € {0,1,..., L} nimeros

naturales tales que

E(5n)

€ le-s(n),e-(s(n) + 1)
Los s(n) siempre estdn bien definidos porque los intervalos [e-s(n),e-(s(n)+1))
son disjuntos y su unién contiene al intervalo [0, AJ.

Definicion 5.3. Sean X,, variables aleatorias como en el Teorema. Para todo

neNyse{0,1,...,L}, definimos el conjunto

E(S
Ths = {kEN:a”§k<a”+1y5-s§ (kk) <5-(s+1)}.
Puede ocurrir que, para ciertos valores de n y s, el conjunto T, 5 sea vacio.
Sin embargo, el conjunto T}, s(n) DO lo estd, ya que por construccion n €
Ton(n),s(n) Para todo n € N.

Si 1), s no es vacio, definimos:
k(n,s)t :=méaxT,s, k(n,s)” :=minT,,.

Por otro lado, si T}, s es vacio, por conveniencia definimos:

+ cuando una afirma-

De ahora en adelante, utilizaremos la notacién k(n, s)
cién sea valida tanto para k(n,s)™ como para k(n,s)”. Por ejemplo, se tiene

que k(n,s)* > |a"| — oo cuando n — oo.

El siguiente resultado esta relacionado con una condicién tipo de Kolmo-

gorov para las subsucesiones de la forma Sy, ¢+

Lema 5.1. Sea (X,)nen una sucesion de variables aleatorias que cumplan

las condiciones del teorema. Entonces las subsucesiones Sy, = cumplen la
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CAPITULO 5. TEOREMA DE ETEMADI

condicion de Kolmogorov, es decir,

0 Var(Sk(w)i)
2 hm,5)=)

n=1

< oo para todo s € {0,1,...,L}

La idea que introduce este lema es una consecuencia natural ya que las
(X)nen satisfacen la condicién de Kolmogorov por hipétesis y los nimeros

k(n, s)* crecen exponencialmente respecto a n.

Demostracion. Dado que las variables X, son cuasi-incorreladas, tenemos que

IN

+
> Var Sk(n )t e 1 k()
s <c — Var X, | =
1 (k(n, s)*)? 2 (k(n,s)*)? ; ’

n= n=1

{n:k(n,s)*>5}

> 1
Cjz::I (Vaer Z (/{Z(?”L,S)ﬂ:)Q)

Para facilitar los cédlculos definimos:

1
T e, B

{n:k(n,s)£>j}

Ahora por definicién tenemos que para todo n, s,

o] < k(n,s)* <a™™  de modo que {n L k(n, s)* > j} C {n ca”t >

O |<.
—

Podemos por lo tanto acotar x; de modo que:

1 a? & 1
i< D =

{n:an>j/a} LanJ j2 n=0 LanJ2

KR

o) 1
n=0 |gn |2

ca podemos acotarlo de la siguiente manera

Ahora teniendo en cuenta que Y se comporta como una serie geométri-

2 oo 1 2 2

e

Pasolan]t TP et

<

Teniendo en cuenta que las X, satisfacen la condicién de Kolmogorov, llegamos
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5.1. EXTENSIONES TEOREMA DE ETEMADI

a la siguiente desigualdad la cual completa la prueba:

e DSk(n s)* 044 s Var(X~)
————=<c-C ~2 <0
2 e = a1y

]

Lema 5.2 (LFGN para las subsucesiones S, o+). Sea (X, )nen una sucesion
de variables aleatorias que cumplan las condiciones del teorema. Entonces las

subsucesiones Sy, o+ cumplen la ley fuerte de los grandes nimeros, es decir:

Sk( + - E<Sk(n,s)i)

lim n.s) =0 casi seqguro para cualquier s € {0,1,...,L
n=300 k(n, s)* guro p q { }
Demostracion. Fijamos s € {0,1,...,L}. Sea § > 0 definimos los eventos

Sk(n,s)i Sk(n,s)i +
A(;(n) = {’k(n,s)i - F <k(n’5)i >0 = {’Sk(n,s)i — E(Sk(n,s)i)‘ > k(n, S) 6}
‘2

B {’Sk:(n,s)i = ElSias)| > (b0, S)i>252}

Utilizando la desigualdad de Chebyshev y el lema previo obtenemos lo siguiente

+

1 ™ VarSk(nvs)

— = <
62 n=1 (k’(’l’L, S)i)Z OO

> P(As(n)) <
n=1
Ahora estamos en condiciones de aplicar el lema de Borell-Cantelli y con ello
obtener que P(limsup,,_,. As(n)) = 0 para cualquier § > 0. Lo cual implica

la convergencia casi seguro a 0 cuando n — oo, terminando asi la prueba. [J

Una vez introducidos y demostrados estos resultados estamos en condicio-

nes de demostrar el Teorema 5.2.

Demostracion Teorema 5.2. Durante esta demostracion utilizaremos la no-
tacion abreviada k* para referirnos a k(m(n), s(n))*. A partir de los resultados
anteriores, nuestro objetivo es demostrar que si la LFGN se cumple para las
subsucesiones kT, entonces también se verifica para la sucesién (Xn)nen utili-
zando la monotonia. Veremos, ademas, que la condiciéon de positividad de las

variables X, es necesaria para que esto ocurra.
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CAPITULO 5. TEOREMA DE ETEMADI

Por las definiciones 5.2 y 5.3, tenemos que, para cualquier € > 0y n € N:

ESk:t . ESn
k* n

k- <n<k® y ‘ <e. (5.9)

Como todas las variables X,, son positivas es evidente que 0 < 5, < S,, para
todo n < m, y en particular, 0 < ES,, < ES,,. También, por las definiciones
5.2 y 5.3, tenemos que n > kT /. O lo que es lo mismo, 1/n < a/k™

Ahora bien, como (1/n — a/k™) < 0, tomando B tal que ESy+/kt < B

llegamos a la siguiente desigualdad

1 « ES]ﬁ-

<n _ ]ﬁ) S+ (@ =)= < (0= 1B (5.10)

Operando y despejando vemos que esto es equivalente a

S+ ESi+ o

De manera andloga ak~ > n. Y por tanto 1/(ak™) < 1/n. Ahora por la

definicion de B tenemos que:

— (1 — 1) B+ L(Skf — ESy-)

a ak~
N 1 1
< _ (12} = 4+ (S, — _
< (1 a) —ESp + —— (S — BS,-)
See  Se  Se. .S 698, S,
= — < — < — F— . .
e e Tl S e (5.12)

Despejando ¢ y utilizando (5.10), (5.11) y (5.12) tenemos que

—e— (1—1)B+1(Sk— — ESi-)

«Q ak~
<%= E5 lig  ps,)
n n n
1 1
< ﬁS}ﬁ— + kTESk—o— +¢€
< %(Sw — ESp )+ (a—1)B+e¢ (5.13)

Por el Lema 5.2 tenemos que para todo a@ > 1y € > 0 existe un suceso medible
Qe C Q tal que

P(Qu) =1 y lfm 2e) = BSi)

Jim e =0 paratodo w € Q..
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Ahora es obvio que si lim,, . %f(s’“i) = 0 entonces el limite inferior y

superior coinciden, tomando limites en 5.13 llegamos a lo siguiente

—c— (1 — 1) B+liminfli(Sk— — E(Si-)) = —¢— (1 — 1) B

o n—oo vk~ [0

< liminf (S,(w) — B(S,)) < lim sup Tll(sn(@ — E(S,))

n—oo n n—o00

< lim sup ]%(SH —E(Si+))+(a—1)B+e=(ae—1)B+¢e paratodo w €,

n—o0

(5.14)

Esto se cumple para cualquier « > 1 y € > 0, podemos ahora tomar a =
1+1/mye=1/k con m,k € N. Donde P (ﬂkvmeN Ql+1/m,1/k) = 1 por la
o-aditividad de P. Haciendo que m,k — oo se tiene que « = 1+ 1/m — 1
y € = 1/k — 0, haciendo que en 5.14 el limite inferior y superior coincidan,

concluyendo en que

, 1
para casi todo w € €2, con lo que se concluye la prueba. O

Al principio de la demostracion hemos mencionado la necesidad de que las
variables X, sean positivas. Sin embargo, esta condicién no es estrictamen-
te necesaria cuando las variables aleatorias X,, son independientes por pares
en lugar de simplemente incorreladas por pares. Este es el caso del siguiente

teorema que aparece en [6].

Teorema 5.3. Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias independien-

tes por pares tales que

Var X,,

1. Satisfacen la condicion de Kolmogorov 3=, cy ~%3

< 00

2. El promedio de las desviaciones absolutas respecto a las esperanzas esta
uniformemente acotado para todo n suficientemente grande, o lo que es
lo mismo: )

-3 (X - (X)) = 0(1)

Entonces: )
lim — > (Xy — E(Xy)) =0 casi sequro

La demostracion de nuestro Teorema 5.2 se basa en la que presentaron

Csorgd, Tandori y Totik en [6] para el Teorema 5.3, motivo por el cual no
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CAPITULO 5. TEOREMA DE ETEMADI

desarrollaremos aqui dicha prueba. No obstante, a partir de este resultado, los
autores presentan un teorema adicional en el que, mediante la construccion de
un contraejemplo, muestran que en el caso de variables aleatorias incorreladas
por pares, la condicién de no negatividad si es indispensable para que se cumpla
la ley fuerte de los grandes numeros. Nuestro interés recae en el siguiente

Teorema:

Teorema 5.4. Existe una sucesion (X,)nen de variables aleatorias incorre-
ladas por pares que satisfacen las condiciones (1) y (2) del Teorema 5.3 pero
que

|Sn — E(Sn>|

limsup ———— = o0 casi sequro
n—00 n

De hecho la sucesién construida en [6] cumple que
N IR
lim, > B~ B(X0)]) =0
que es una condicion incluso mas fuerte que (2).

Con este teorema queda clara la importancia de la no negatividad. Como
ya hemos mencionado anteriormente, en el caso de variables aleatorias inde-
pendientes por pares, esta condiciéon puede ser desechada.

Ahora bien, aunque el Teorema exija que las variables aleatorias sean posi-
tivas, descomponiendo las variables aleatorias en su parte positiva y su parte
negativa podemos obtener resultados muy interesantes como el siguiente, el
cual demuestra una versién de la Ley Fuerte de los Grandes Numeros (con
variables aleatorias arbitrariamente distribuidas) utilizando el Teorema 5.2,

obteniendo asi una demostraciéon muy sencilla.

Corolario 5.1. Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias independien-
tes por pares que satisfacen la condicion de Kolmogorov y cumplen que
T BlX, — E(X
lim sup it B X (X) < 00 (5.15)

n—00 n

Entonces la sucesion (X, )nen satisface la ley fuerte de los grandes nimeros.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que E(X,) = 0
para todo n € N, en cualquier otro caso podriamos considerar la transforma-

cién Yn = X,, — E(X,). Podemos ahora descomponer las variables aleatorias
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5.2. ARGUMENTOS DE TRUNCACION

de la siguiente manera, X,, = X;F — X,. Como las variables X,, son indepen-
dientes por pares, podemos asegurar las sucesiones (X, )uen v (X)) )nen son
positivas e independientes por pares, y ademas ambas satisfacen la condicién

de Kolmogorov (ya que VarX,”! <VarX, y VarX, < VarX,). Ademas ,

n o B(X T BE(X
supzk_l ( k)SSUPZk_l (| k|>

< oo por (5.15)
neN n neN n

y andlogamente ocurre con (X, )ren. Como las sucesiones (X,;F)nen v (X)) )nen

cumplen las condiciones del Teorema 5.2 se tiene que:

Yho Xy — BE(X)) Yho Xy — E(Xy)

lim =0 y lim =0
n—oo n n—oo n
Con lo que se concluye la demostracion. O

De nuevo, Csérgé, Tandori y Totik en [6] demostraron que existe una su-
cesion de variables aleatorias independientes por pares que satisfacen la con-
dicion de Kolmogorov, y sin embargo no satisface la LFGN. El resultado que
presentan afirma que una condicién auxiliar del tipo 5.15 es necesaria para que
una sucesion de variables aleatorias independientes por pares que satisfacen la

condicion de Kolmogorov pueda satisfacer la LFGN.

5.2. Argumentos de truncacién

Nuestro objetivo ahora sera debilitar la condicion de Kolmogorov, utilizan-
do para ello argumentos de truncacion. Una de las primeras cosas que debemos
tener en cuenta es que ya no vamos a poder suponer que las variables aleato-
rias X, sean incorreladas por pares. En su lugar, vamos a considerar que son
independientes por pares. Esto se debe a que las variables truncadas de las X,
siguen siendo independientes por pares si lo son las X,,, mientras que esto no
ocurre necesariamente si las variables son incorreladas por pares.

Las truncaciones de las X,, serdn de la forma Y, := X, - 1;x, <}, donde

1{x,<n} es la funcién indicadora del suceso {X,, < n}.

Teorema 5.5. Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias no negativas
e independientes por pares tal que la sucesion de variables truncadas (Yy,)nen,

donde Y, := X, 1{x,<n}, cumple la condicion de Kolmogorov y tal que X, =Y,
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CAPITULO 5. TEOREMA DE ETEMADI

tiende a cero en L' y casi sequro cuando n — oo. Entonces la sucesion (X, )nen

satisface la ley fuerte de los grandes niumeros.

Ademaés, podemos modificar el enunciado para evitar la condicién de que
las variables sean no negativas. Para ello utilizaremos la siguiente notacion
X = max{X,,0} vy X, — + := —min{X,,0} e introducimos el siguiente

corolario.

Corolario 5.2. Sea (X,)nen una sucesion de variables aleatorias tal que las

sucesiones (X ) nen vy (X, Jnen satisfacen las condiciones del Teorema 5.5.

n

Entonces (X, )nen satisface la ley fuerte de los grandes nimeros.

Previo a la demostracion del Teorema 5.5 es necesario introducir dos lemas
previos sobre truncacion de variables aleatorias.
El primer resultado demuestra que la esperanza de las variables truncadas

no difiere demasiado respecto a las variables originales.

Lema 5.3. Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias no negativas tales
que X,, — Y,, = 0 cuando n — oo en L', donde Y, := X,, - 1¢x,<ny- Entonces,
definiendo T, =Y, + --- + Y, se tiene que:

lim E<Sn) B E<Tn)

n—o0 n

=0

Demostracion. Esta demostracién es sencilla. Como X,,—Y,, — 0 en L' cuando
n — 0o, se sigue que E(X, —Y,) — 0. Entonces, por la sumacién de Césaro,

si E(X,, —Y,) — 0, tenemos que

n

E(Sn) — E(Tn)

0 < lim =1 =0
n—00 n n—00 n
Y asi se concluye que
E(S,) — E(T,
lim (5n) (Tn) =0
n—oo n
como queriamos demostrar. O
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5.2. ARGUMENTOS DE TRUNCACION

El segundo resultado demuestra que si la sucesién (T,),en satisface la ley

fuerte de los grandes ntimeros, entonces también lo hace la sucesion (S,),en-

Lema 5.4. Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias no negativas tales
que X, — Y, — 0 casi sequro cuando n — oo. Entonces:
S, — 1T,

z n .
lim —— =0 casi sequro
n

Demostracion. Esta vuelve a ser una demostracion sencilla. Como X,,—Y,, — 0
casi seguro cuando n — oo, utilizando la misma idea que en el lema 5.3, por

la sumacién de Césaro llegamos a que:

- n n

0 0 cuando n — o©

Y asi se concluye que

n

’ n .
lim =0 casi seguro
n—oo n

como queriamos demostrar. O

Demostracion Teorema 5.5. Esta demostraciéon no es mas que una conse-

cuencia de los resultados que acabamos de introducir y del Teorema 5.2.

Primero, por los Lemas 5.3 y 5.4 sabemos que para casi todo w € {2 se tiene

que
,}1_{20 Sy (w) ;E<Sn> _ T}l_{& <Tn(w) ; E(T,) i E(T,) ; E(Sy) i Sy (w) ;Tn(w>>
— lim n(w) — E(T,)

Ahora, por hipédtesis la sucesion (Y, )nen satisface la condicion de Kolmogorov.
Ademas las variables Y,, son independientes por pares, podemos por tanto

aplicar el Teorema 5.2 y llegar a que

T, — E(T,
lig L2~ ET)

casi seguro
n—oo n
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con lo que se daria la igualdad

T, — BE(T, . Sn—E(S,
lim 7() = lim (5n) =0
n—oo n n—o0 n
completandose asi la prueba. 0

Demostracion Corolario 5.2. Esta demostracion es andloga a la demos-
tracion del Corolario 5.1. Utilizando la misma descomposicion y aplicando el

Teorema 5.5 a las sucesiones (X;1)en v (X

- )nen se termina la prueba.

Estos resultados son especialmente tutiles, ya que permiten debilitar las
condiciones necesarias para que una sucesion de variables aleatorias satisfaga
la Ley Fuerte de los Grandes Numeros (LFGN), lo cual amplia su aplicabilidad
y simplifica muchas situaciones practicas. Sin embargo, el objetivo principal
de esta secciéon no es solo generalizar esta ley, sino también mostrar que el
Teorema de Etemadi se puede deducir facilmente como una consecuencia del

Corolario 5.2. Para ello, primero necesitamos ver lo siguiente:

Teorema 5.6. Sea (X,,)nen una sucesion de variables aleatorias medibles, no
negativas e idénticamente distribuidas. Entonces la sucesion de variables alea-
torias truncadas (Yy)nen, donde Y, = X, - 1¢x,<ny satisface la condicién de

Kolmogorov, y X,, — Y, — 0 en L' y casi sequro cuando n — oo.

Con este resultado, es claro que si tenemos una sucesion de variables alea-
torias independientes por pares e idénticamente distribuidas X7, X5,... con
E|X;| < oo, podemos aplicar el Teorema 5.6 por separado a las sucesiones
(X, )nen v (X, Jnen. Ambas cumplen todas las condiciones del Corolario 5.2.
Entonces la sucesién (X,,)nen satisface la ley fuerte de los grandes ntmeros.
Asi obtenemos el Teorema de Etemadi como una consecuencia directa de va-
rios resultados intermedios mas especificos, cuyas demostraciones resultan, en

conjunto, mas sencillas que una demostracion directa del propio teorema.
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Capitulo 6
Otros resultados

Hasta este punto, hemos seguido de manera lineal la evolucion de la Ley
de los Grandes Numeros, avanzando desde sus formulaciones mas primitivas
hasta versiones modernas que logran generalizar considerablemente el enun-
ciado, prescindiendo incluso de condiciones clasicas como la independencia o
la idéntica distribucion de las variables aleatorias. Este progreso representa un
avance significativo. No obstante, existen formulaciones importantes de la ley
que no hemos tratado hasta ahora, no porque carezcan de relevancia, sino por-
que no encajaban en la linea evolutiva que hemos seguido. En este capitulo nos
detendremos en algunos de estos enunciados y hablaremos sobre la importancia
del avance de la ley de los grandes nimeros tanto en al Teoria de la proba-
bilidad como en otras Teorias matematicas. También veremos una pequena
seccion en la que trataremos no directamente la ley de los grandes niimeros,

sino condiciones necesarias o suficientes para que se de la misma.

6.1. Momentos de orden 4

El primer resultado que vamos a presentar establece la convergencia casi
seguro de una sucesion de variables aleatorias bajo la hipdtesis de que tienen
momentos de orden cuatro finitos. Aunque esta condicién no es la mas habitual
en los enunciados de las leyes de los grandes ntimeros, su interés recae en que
permite obtener la convergencia casi seguro mediante una demostracion sencilla
y elegante. Ademés este resultado que fue uno de los primeros en los que se

logré probar una forma fuerte de la Ley de los Grandes Ntmeros.
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Teorema 6.1 (Cantelli). Sean X, Xs,... variables aleatorias independientes
con momentos de orden cuatro finitos; esto quiere decir E(X*) < oo, y tales
que:

E(X,-EX)H<C, n>1 (6.1)
para alguna constante C. Entonces cuando n — oo se tiene que:

Sn— E(Sy)

n

— 0 c.s

Demostracion. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que F(X,) =0

>5><oo

para todo € > 0, lo cual implicaria la convergencia casi seguro. Ademas, por

para n > 1. Veamos que

(

la desigualdad de Chebyshev, esto se cumpliria si vemos que

Veamos entonces que, bajo las hipdtesis del teorema, esta tltima condicion se
satisface.

Tenemos que

4 _ 4 2
1<J
+ Z 2'1'1'X2X Xe+ Y AXX XX
k 1<j<k<l
]<
+Y o
oy 3!1!

Tomando esperanzas y recordando que E(Xy) =0, k < n, se tiene que:

E(Sy) = zn:E(X;*) +6 Xn: E(X?)E(X?) <nC+6 Xn: VEX]) - B(X))

6n(n —

<nC+ 5 l)C’ = (3n* — 2n)C < 3n*C
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Deduciendo que
S E (S”)4 <3CY L .
— — <00
Lo cual implica la convergencia casi seguro, con lo que se termina la demos-

tracion. O

Concluimos asi una demostracién muy sencilla, aplicando conceptos basicos co-
mo la desigualdad de Chebyshev, de una Ley Fuerte de los Grandes Ntumeros
que pese a tener una condicién inusual como es la de la existencia de momen-
tos de orden 4, demuestra la convergencia casi seguro para variables aleato-
rias arbitrariamente distribuidas con argumentos muy sencillos, relajando asi
condiciones clasicas como la igualdad de distribuciéon o la existencia de cotas
uniformes sobre la varianza, reemplazandolas por una condicién mas técnica
pero manejable: el acotamiento uniforme del momento de orden 4 centrado, sin
recurrir a herramientas como el Criterio de Kolmogorov. Este teorema resulta
especialmente util en contextos donde las variables aleatorias son independien-
tes pero no necesariamente idénticamente distribuidas, y donde se dispone de
un control sobre momentos de orden superior, como el cuarto momento cen-
trado. Un ejemplo claro es en aplicaciones estadisticas o fisicas donde los datos
pueden tener colas pesadas pero ain asi poseer momentos finitos de orden cua-
tro, como ocurre en algunos modelos de errores en mediciones o en teoria del

ruido.

Nota 6.1. FEvidentemente, el caso de variables independientes e igualmente
distribuidas con momento de orden 4 finito es un caso particular del Teorema
6.1.

Nota 6.2. Notese que podriamos dar un enunciado iqual para variables alea-
torias acotadas, ya que si estan acotadas tienen momentos de todos los ordenes
finitos.

Ademas, este enunciado sirve para variables de Bernoulli independientes e
igualmente distribuidas, obteniendo asi una demostracién muy sencilla, alter-
nativa a la que hemos obtenido en el Capitulo 3 a partir de la desigualdad de

Hoeffding.
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6.2. Momentos de orden par

Veremos ahora un resultado visto en [5], el cual presenta una LFGN con
hipétesis bastante fuertes (la existencia del momento E(]X,|?") para algin
r > 1), pero con una demostracién elegante y sencilla. Antes de presentar este

resultado, necesitamos ver la siquiente proposicién

Proposicion 6.1. Sea {X,,}, n =1,2,... una sucesion de variables aleatorias

independientes. Consideremos lo siguiente

Sn

1) ——=0 cs

(1) — =0 cs

(2) Sn — 0 en probabilidad,
n

(3) b;: 0 ecs;
S n+1l — S n

(4) % —0 cs;

(5) ZP(|SQTL+1 — 52n| > 2”5) < 005

(6) 3 P(|Sy] > 2") < o0,

Entonces se tienen las siguientes relaciones:

I (1) = (2): Convergencia casi sequra implica convergencia en probabilidad,

resultado que ya conocemos.

II. (1) = (3) < (4) < (5): La equivalencia entre (3), (4) y (5) es trivial; que
(1) implique (3) y (5) se deduce del lema de Borel-Cantells.

II1. (5) < (6) = (3): Que (6) implique (3) es consecuencia del lema de
Borel-Cantelli; que (6) implique (5) se deduce de la desigualdad de Boole.

IV. (2)y (3) = (1).

Demostracion. (3) es equivalente a

P (|Sqn| > 2" i.v.) = 0.

Para cada entero positivo k definimos n(k) tal que 2nk)=1 < k< 27K Dado

que
P (|Sgniy = Skl < 2°We) > 1= P (|Syu| > 20 7e) — P (18] > 27®) )
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por (2) tenemos que si k > ko = 2", entonces
P <|S2n(k) — Sk| < Qn(k)eE) > %,

entonces, ahora |S| > 2"+ e y | Sy —Sk| < 2"Fe implican | Sy | > 2R,

y que los dos primeros eventos son independientes, se deduce que
P (]Sk| > 2"+ e para algin k > k’o) <2P (\SQn(k>| > 2"We para algin k > ko) :
Tomando kg — oo, obtenemos:

P (S| > 4% iv.) < 2P (|Spe| > 2 iv) = 0.
V.(1)=(2)y(3)= (2)y(4)= (2 y(5) = (2)y (6)= (1) de I"IV.

Podemos ahora ver el siguiente enunciado que da una condicién suficiente

para que se cumpla la LFGN.

Teorema 6.2. Sea {X,}, n = 1,2,... una sucesion de variables aleatorias
independientes tal que E(X,) = 0 para todo n y E(|X,|*") < oo para algin

numero real v > 1. 51 ,
E(Xa*)

n

Entonces se cumple que

es decir, cumple la LFGN.

Demostracion. Primero hemos de ver la siguiente desigualdad:

o

D X
k=1

) < An? z B(IXr) (6.3)

donde A depende de r. Para ver esta desigualdad utilizaremos la desigualdad

de Marcinkiewicz—Zygmund, por la cual:

#(BA]) <[5 0]

> X
k=1
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Y ahora por la desigualdad de Holder:
(Z X]?) S nr—l Z |Xk|2T;
k=1 k=1

con lo que se demuestra (6.3).

Ahora, para ¢ > 0, por la desigualdad de Chebyshev y por (6.3) obtenemos lo

siguiente:
1 gn+1 2r
P(|52n+1 — SQn’ > 2n€) S ” 27‘E Z Xk
(27¢) k=2n+1
n(r— n+1 r n(r— n r ntl T
AP B BN ARG DA B B
>~ (2n€)27n N kr+1 — (2718)27” e k?“-f—l

A2r+1 gntl E(|Xk|27“)

= 627’ Z kr+1

k=27+1

Ahora, por la hipétesis (6.2), sabemos que la serie

oo 2ntl 2r 00
E(1X[*)
>y B s EOWE

n=1k=2n41

Esto implica que también
Z P(’SQTL+1 — 52n| > 2n€) < 00.
n=1

habiendo probado asi (5) de la proposicién 6.1. Ahora bien, como (3) < (4) <
(5), si probamos que se cumple (2), se cumplirfan (2) y (5) que es equivalente a
que se cumplan (2) y (3), lo que implica (1)(Todo se deduce de la proposicion
6.1).

Veamos (2), es decir, la convergencia en probabilidad de S,,/n hacia cero.

Lo primero es ver que por la desigualdad (6.3) tenemos que:

d

Ahora por la hipétesis (6.2) y por el Lema de Kronecker tenemos que

Sn

n

2r A n )
) = nr+l };E“XH ")

1 n
Y E(IXk) =0

r+1
e
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2r
E(‘S” >—>O
n

Ahora por la desigualdad de Chebyshev:

P
n

Lo que implica que % — 0 en probabilidad, como queriamos demostrar. Con

Deduciendo por tanto que

> €

lo que se concluye la demostracion. O

Este Teorema no trata un caso general, pues necesitamos que existan mo-
mentos del orden de 2r con r > 1, es decir, muy altos. Sin embargo, no hemos
necesitado el método de truncamiento para demostrar el mismo, de ahi su
importancia metodolégica. Durante el propio trabajo hemos visto que la con-
dicion de los momentos es prescindible, pero esto no quiere decir que podamos
pasarlo por alto, hemos visto una demostracion relativamente sencilla de la

LFGN sin utilizar truncamientos.
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Apéndice A

Desigualdades avanzadas en

teoria de la probabilidad

En este apéndice recogemos algunas desigualdades que, si bien no son las
primeras que se estudian (como Markov o Chebyshev), resultan fundamentales
para el desarrollo riguroso de resultados probabilisticos méas profundos. Estas
desigualdades permiten establecer cotas mas precisas, sobre todo en contextos
donde se consideran momentos superiores al segundo o se trabaja con sumas

de variables aleatorias independientes.

A.1. Desigualdad de Marcinkiewicz—Zygmund

Una gran herramienta en el estudio de la suma de variables aleatorias in-
dependientes es la siguiente desigualdad, que generaliza propiedades de la va-

rianza a momentos de orden superior:

Teorema A.1. Si X;,© = 1,...,n, son variables aleatorias independientes

tales que E(X;) =0 y E(|X;|P) < 400, con 1 < p < +00, entonces:

o) ) o () me((£07))

donde A, y B, son constantes positivas que dependen tunicamente de p, pero

n

> x,

=1

no de la distribucion de las variables aleatorias involucradas.

Esta desigualdad es esencial en el estudio de leyes fuertes y débiles de

los grandes nimeros y en el andlisis de la convergencia de series de variables

66



A.2. DESIGUALDADES INTEGRALES BASICAS

aleatorias.

A.2. Desigualdades integrales basicas

Antes de presentar desigualdades mas generales, recordamos brevemente
un resultado clasico y fundamental, la desigualdad de Cauchy—Schwarz, am-

pliamente usada como caso particular de resultados mas generales.

Teorema A.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si X,Y € L?, entonces:

1/2

(XY < (B(x) " (Bo) ",

Este resultado se puede considerar un caso particular de la desigualdad de

Holder que enunciamos a continuacion.

Teorema A.3 (Desigualdad de Holder). Sean p,q > 1 tales que %%—% =1. 50
X elPyY €Ll entonces:

E(IXY]) < (B(X]")" (B(Y|7)"".

Esta desigualdad es fundamental en el andalisis funcional y en la manipula-

cion de expresiones probabilisticas complejas.

Notas finales

Las desigualdades aqui presentadas tienen un papel importante en demos-
traciones rigurosas de teoremas en la teoria de la probabilidad moderna. En
este trabajo, la desigualdad de Marcinkiewicz—Zygmund se ha usado para aco-

tar momentos superiores de sumas de variables independientes.
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