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ABSTRACT

This Bachelor’s thesis presents a detailed study of Euler’s Gamma function,
which generalizes the factorial to non-integer arguments and stands as one
of the most significant special functions in mathematical analysis. The expo-
sition is structured in two main parts: The initial one examines the behavior
of the function over the real numbers, including the Bohr—Mollerup theorem:;
the second one focuses on the complex domain, where several equivalent defi-
nitions of the Gamma function are explored, concluding with Wielandt theo-
rem. The necessary theoretical foundations—such as logarithmic convexity,
infinite products, and holomorphy under the integral sign—are introduced
and developed. The final chapter presents an overview of key applications of
the Gamma function, highlighting its connections to other special functions,
notably the Beta function and the Riemann Zeta function. Moreover, multi-
ple graphical representations are presented, generated with the aid of various
computational resources.

Key words: Fuler Gamma function, factorial, Bohr—Mollerup theorem,
logarithmic convexity, Wielandt theorem, Weierstrass infinite product.

RESUMEN

Este Trabajo de Fin de Grado pretende abordar un estudio detallado de la
funcion Gamma de Euler, una extension del factorial a argumentos no enteros
y una de las funciones especiales mas importantes del analisis matematico.
La exposicion se divide principalmente en dos partes: el analisis en la rec-
ta real, donde se presenta el teorema de Bohr—Mollerup; y el estudio en el
plano complejo, que incluye distintas definiciones equivalentes de Gamma y
culmina con el teorema de Wielandt. Se introducen también los fundamentos
teodricos necesarios: convexidad logaritmica, productos infinitos, y holomorfia
bajo el signo integral. Finalmente, se comentan diversas aplicaciones de la
funciéon Gamma, asi como su relacion con otras funciones especiales, como
las funciones Beta y Zeta de Riemann. A modo de complemento, el trabajo
incluye multiples representaciones graficas de los contenidos estudiados, ge-
neradas con varios recursos informéaticos.

Palabras clave: Funcion Gamma de Euler, factorial, teorema de Bohr-
Mollerup, log-convexidad, teorema de Wielandt, producto de Weierstrass.

\Y%






Indice general

Indice de figuras
Indice de codigos informaticos

Introduccién
Introduccién histérica . . . . . . .

1. Resultados previos
1.1. Convexidad . . . ... ... . ... ... ..
1.2. Convexidad logaritmica . . . ... ... ... ... ... .....
1.3. Productos infinitos . . . . . . . ... ...
1.4. Holomorfia bajo el signo integral . . . ... ... ... ... ..

2. La funciéon I' real
2.1. Forma integral. Primeras propiedades . . . ... ... ... ..
2.2, Extension aRg. . . . . . . . ..
2.3. Generalizando el factorial. Problema de unicidad . . . . . . ..
2.4. Teorema de Bohr-Mollerup . . . .. ... ... ... ... ....

3. La funcién I' compleja
3.1. Gamma como producto infinito . . . . ... ... ... ... ..
3.2. Gamma como limite . . . .. ... ... ... ... L.
3.3. Gamma como integral . . . . ... ... . oL
3.4. Teorema de Holder . . . . . .. ... ... ... . ... . ....

4. Aplicaciones de la funciéon Gamma
En la Matematica. . . . . ... ... ... o oL L
Enla Fisica . ... ... ... ...
Continuacion I: Funciones pseudogamma . . . . . ... .. ... ...
Continuacion II: Funciones poligamma . . . . . ... ... ... ...

VII

IX

XI

(S

22
31

33
33
40
47
o4

63
65
86
89
92



Funciones Beta y Zeta de Riemann . . . .. ... ... ... .....
Conclusion . . . . . . ...

I. Apéndice
Calculo Infinitesimal . . . . . . . . . . .. ...,
Derivabilidad de I"'real . . . . . . . . . .. . .. ...

Variable Compleja . . . . . .. ... .
Desigualdades notables . . . ... ... ... .. ... .. ...,

II. Anexo. Repositorio
BTEX. Gammaen R . . ... ... oo
Mathematica. Gammaen C . . . . . .. .. ... L.

Bibliografia
Indice de notacién

Indice de términos

VIII

115
116
117

119

123

127



Indice de figuras

Introduccién

1.

Linea temporal sobre el estudio de la funcion Gamma . . . . . 3

Capitulo 1

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

Funcién convexa. Interpretacion geométrica . . . . . . . .. .. 7
Funcién convexa. Crecimiento de las pendientes . . . . .. .. 9
Funcién convexa. Minimo absoluto . . . . ... ... ... ... 13
Funcion estrictamente convexa. Minimo absoluto . . . . . . .. 14

Capitulo 2

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

Funciéon Gamma real, I'(z) . . . ... ... .. ... ... 46
Funciones pseudogamma. Un ejemplo degenerado . . . .. .. 50
Funciones pseudogamma. Un ejemplo continuo y convexo .. 52
Funcion Gamma real en [1, 2]. Minimo absoluto . . . . .. .. 57

Capitulo 3

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.

Moédulo de la funcion Gamma compleja, [T'(2)| . ... ... .. 64
Constante de Euler-Mascheroni. Acotacion inferior de ~,, . . . 72
Constante de Euler-Mascheroni. Acotacion superior de v, . . 73
Constante de Euler-Mascheroni. Una mejor cota inferior para v 75
Moédulo de la funcion Gamma compleja, [I'(z)|. Vista lateral . 81
Moédulo de la funcion Gamma compleja, |[I'(z)|. Vista cenital . 82
Médulo de la funcion Gamma compleja, [I'(z)|. Argumento . 82

IX






Indice de c6digos informaticos

Anexo
1.  Codigo KTEX. Gréafica de la funcion Gamma real, T'(z) . . . . 117
2. Codigo Mathematica. Grafica del modulo de la funcion Gam-
ma compleja, [D'(2)] .. .. ... 117

XI






Introduccion

El presente Trabajo de Fin de Grado (TFG) pretende abordar el estudio
de la funcion Gamma de Euler: primeramente, desde la perspectiva del ané-
lisis en variable real; posteriormente, desde el punto de vista de la variable
compleja, examinando las diferentes definiciones de esta funciéon. Este es un
tema clasico en analisis complejo, al que han contribuido célebres figuras de
la Matemética como Carl Friedrich Gauss o Leonhard Euler, entre otros. En
consecuencia, son fundamentales las técnicas y rudimentos estudiados en la
asignatura ‘“Variable Compleja”’, de tercer curso del Grado en Matemaéticas
en la Universidad de Valladolid. La exposicion del trabajo se persigue rigu-
rosa y formal, de forma que se reflejen las capacidades alcanzadas durante el
transcurso de los estudios del grado.

El contenido del trabajo se estructura como sigue: en el capitulo | se
recogen los resultados tedricos necesarios en el desarrollo del trabajo. Es-
pecificamente, se tratan los conceptos de convexidad logaritmica, productos
infinitos y holomorfia bajo el signo integral. La parte central del TFG la
conforman los dos siguientes capitulos; en el capitulo 2 se estudia la funciéon
Gamma exclusivamente en la recta real. Se incluye aqui la caracterizacion de
Gamma en R dada por el Teorema de Bohr-Mollerup; el capitulo 3 continta
con el estudio de la funcion Gamma en el plano complejo, a través de tres de-
finiciones diferentes. Se presenta aqui el teorema de Wielandt, que constituye
la caracterizacion de Gamma en C. Por tultimo, el capitulo 4 incluye diversos
aspectos relacionados: se comentan aplicaciones de la funcion Gamma en la
Matematica y la Fisica, se indican posibles temas a tratar tras nuestro estu-
dio de Gamma y se presentan las funciones Beta y Zeta de Riemann.

Para cerrar el trabajo se ha incluido un apéndice, que recoge resultados
clasicos de analisis en variable real y en variable compleja. Asimismo, dicho
apéndice consta de dos apartados adicionales: uno, sobre la derivabilidad
de la funcion Gamma real; y otro, sobre desigualdades notables. Tras ello,



INTRODUCCION

concluimos con un indice de notacion y un indice alfabético de términos. Estas
tres ultimas secciones buscan la completitud del texto, asi como facilitar su
lectura. Con este mismo fin, se han anadido multiples hipervinculos, lo cual
agiliza la navegacion por el documento si se consulta en formato electrénico.
Por ejemplo, para regresar al indice de contenidos desde cualquier lugar del
documento, basta pulsar el nimero de pagina.

En cuanto a las ilustraciones que aparecen en el trabajo, todas ellas son de
elaboracion propia, salvo que se mencione explicitamente lo contrario. El in-
dice de figuras permite su rapida localizacion en el texto. Para su elaboracion
se han utilizado KTEX, y Mathematica. Con el proposito de ofrecer un mayor
nivel de detalle, se ha habilitado un repositorio de GitHub €, que complemen-
ta el contenido del trabajo. En él se han recopilado todas las representaciones
graficas presentadas en el texto, asi como los codigos informéaticos utilizados
para su generacion. El lector que desee acceder al repositorio o encontrar mas
detalles sobre los aspectos computacionales del trabajo puede hacerlo en el
correspondiente anexo. De modo ilustrativo, dicha seccién contiene algunos
de los mencionados cédigos, los cuales pueden localizarse acudiendo al indice
de codigos informaticos.

Las principales referencias bibliograficas seguidas en el desarrollo del tra-
bajo han sido: el texto de Artin, [Art64], para la parte de variable real; y el
libro de Remmert, [Rem98]|, en lo que concierne a la variable compleja. Exis-
ten otros textos que realizan una construccion similar de la funcion Gamma
compleja, y cuya consulta ha sido provechosa. Destacamos los correspon-
dientes libros de Henrici ([Hen77]) y Markusevich (|[Mar65]). Aunque estas
cuatro hayan sido las referencias fundamentales para la elaboracion del TFG,
la bibliografia incluye otras de gran interés. Adicionalmente, para facilitar la
consulta del lector interesado, en cada seccién se irdn comentando las refe-
rencias utilizadas.

Finalmente, cabe mencionar que el contenido de elaboracion propia del
trabajo es de libre uso. Tanto imégenes como codigos informaticos pueden
ser utilizados, reproducidos o modificados por cualquier persona interesada,
citando correspondientemente el trabajo original:

“Gomez Villamayor, Pablo. La Funcion Gamma de Euler. Trabajo de Fin de
Grado. Grado en Mateméticas. Universidad de Valladolid. Julio de 2025”.


https://github.com/PabloGomezVillamayor/TFG_Gamma_PGV-Maths

INTRODUCCION HISTORICA

Introducciéon historica

1700 1800 1900 1950
|
Leonhard Euler Otto Holder
Seno como producto infinito (1734). Th. de Holder.
Gamma como funcion “hipertrascendente” (1887).

Leonhard Euler Jacques Hadamard
Constante de Euler-Mascheroni, ~. Funcion Gamma de Hadamard
6 decimales correctos (1734). Alternativa entera (1894).

Leonhard Euler
Formula de reflexion de Euler (1748). Bohr & Mollerup
Th. de unicidad en R.
Log-convexidad (1922).

Leonhard Euler
Constante 7.

15 decimales correctos (1781). Helmut Wielandt

Th. de unicidad en C (1939).

Figura 1: Linea temporal de sucesos relevantes en el estudio de la funcién
Gamma. Elaboracion propia (IXTEX).



INTRODUCCION

La generalizacion de la funcion factorial a argumentos no enteros comen-
z6 a estudiarse en el siglo XVIII. Daniel Bernoulli y Christian Goldbach
estudiaron el problema en los anos 1720, y fue resuelto a finales de esa déca-
da por Leonhard Euler [Worl2|. Euler defini6 la funcion Gamma mediante
un producto infinito! y, poco después, dio su representacion integral clasica.
También descubrié propiedades fundamentales como la formula de reflexion.

En 1734, Euler introdujo la constante 7, conocida en la actualidad como
constante de Fuler-Mascheroni. Ese mismo ano, Euler aproximé su valor a
seis decimales; en 1781, perfeccion6 este calculo hasta quince decimales co-
rrectos. Esta época se caracterizo por el estudio de los productos infinitos:
por ejemplo, el mismo Euler obtuvo la representacion infinita del seno en
1734.

En el siglo XIX, la teorfa de la funcion Gamma se consolid6. Adrien-
Marie Legendre introdujo hacia 1811 la denominacién de “funcién Gamma”
y la notaciéon actual, I'. Ademas, Legendre reescribi6 la integral de Euler en
su forma moderna. Por su parte, Carl Friedrich Gauss obtuvo la representa-
cion de Gamma como limite. En 1876, Karl Weierstrass estableci6 el célebre
producto infinito que incluye la constante ~. Esta expresion si que correspon-
de con la presentada en el trabajo, concretamente en la seccion 3.1.

El desarrollo teérico prosiguié con importantes teoremas de caracteri-
zacion. En 1887, Otto Holder demostré que la funcion Gamma no puede
satisfacer ninguna ecuacion diferencial algebraica. En 1922, Harald Bohr y
Johannes Mollerup probaron que I es la tinica funcién log-convexa que satis-
face la relacion de recurrencia I'(z + 1) = 2I'(x) con I'(1) = 1. Dicha relacion
sera denominada propiedad reproductiva a lo largo del trabajo. Mas adelante,
en 1939, Wielandt dio una caracterizacion alternativa, desde la perspectiva
del anéalisis complejo.

Hoy en dia, la funciéon Gamma posee multiples aplicaciones, tanto en
la Matemaética como en otras disciplinas cientificas. Por ejemplo, aparece
en la resolucion de algunos problemas de la Fisica Nuclear. Por otra parte,
cabe destacar el importante papel de la funcion Gamma en teoria analitica
de ntimeros, por su relacion con la funciéon Zeta de Riemann. Fruto de un
prolongado esfuerzo colectivo iniciado en el siglo XVIII, la funcion Gamma
se ha consolidado como una de las mas relevantes del Anélisis Matematico.

I Cabe sefialar que la expresion del producto infinito de Euler no corresponde a la que se
ha incluido en el trabajo.



Resultados previos

En este capitulo inicial se recogen los principales resultados teéricos ne-
cesarios en el posterior desarrollo del trabajo. Este estara dividido en cuatro
secciones. En la seccion 1.1 se recuerdan las nociones bésicas de convexidad.
Seguidamente, la scccion 1.2 trata sobre convexidad logaritmica. Incluimos
en ella los resultados necesarios para la demostracion del teorema de Bohr-
Mollerup'. Por otro lado, las dos siguientes secciones recopilan la teoria re-
querida para las diversas definiciones de la funciéon Gamma compleja. Més
concretamente, la seccion 1.3 trata sobre productos infinitos, y la seccion 1.4,
sobre holomorfia bajo el signo integral.

1.1. Convexidad

En primer lugar, se introduce el concepto de funcién convexa. Tras ello,
continuaremos la seccién recordando varios resultados basicos, complemen-
tados con diversos ejemplos. Las nociones tratadas en esta primera seccion
pueden consultarse en cualquier texto de célculo infinitesimal?.

Muchos de los resultados van a presentarse en esta seccién fueron estu-
diados en la asignatura de Cdlculo Infinitesimal, de primer curso del Grado.
De este modo, se omitiran varias demostraciones, que se han considerado
elementales.

En lo sucesivo, la letra I denotard un intervalo de la recta real.

I Corresponde con el segun la numeracion del texto.
2 Por ejemplo, [GST03, pag. 176].



1. RESULTADOS PREVIOS

Definicion 1.1 (Funcién convexa). Sea f una funcion real definida en un
intervalo I = (a, b) c R. Se dice que f es convexa en [ si para todos x,y € [
y todo a € (0, 1) se verifica que:

fll-a)z+ay)<(1-a) f(z)+af(y). (1.1)

Si la desigualdad anterior se cumple en sentido contrario, se dice que la
funciéon f es concava en I. Por otro lado, si la desigualdad es estricta, se dice
que la funcién f es estrictamente convexa en I.

Observaciones 1.2 (Interpretacion geométrica).

(i)

(i)

(i)

(iv)

En general, dados dos vectores v,w de un espacio vectorial X, los
vectores (1 -a)v+aw, con 0 < a <1, se denominan combinaciones
lineales convexas de vy w.

Si el espacio vectorial en que trabajamos es X = R, dados z,y € R, el

conjunto
{1-a)z+ay: 0<a<1} (1.2)

representa el intervalo® de extremos z e y. Este es un caso particular,
en dimension 1, del concepto de envolvente convera de un conjunto de
puntos.

Con la notacion de la , sl x <y, al variar « en el intervalo
[0, 1], los nimeros (1 — «) x + oy recorren el intervalo [z, y]. Anéloga-
mente, en esas mismas condiciones, los nameros (1 - «) f(z) + o f(y)
recorren el intervalo de extremos f(z) y f(y). De este modo, los puntos
de la forma

(1-a)z+ay, (1-0) f2)+a f(y))
conforman el segmento de R? con extremos (x, f(x)) y (y, f(y))

En virtud de las observaciones previas, la interpretacion geométrica de
la es clara: La funcion f es convexa en el intervalo [
si la cuerda que une dos puntos cualesquiera de su grafica queda por
encima de dicha grafica. La ilustra esta situacion. Se han
representado: en azul, la grafica de f; y en naranja, la cuerda que une
los puntos = e y.

3 Cerrado.
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V&

Figura 1.1: Representacion grafica de una funcién convexa. Interpretacion
geométrica. Elaboracion propia (IWTEX). Imagen original: €).

Observacion 1.3. A partir de la , es inmediato el siguiente
resultado: Una funcién real f definida en el intervalo I es convexa en [ si, y
solo si, —f es una funciéon concava en I.

Propiedades 1.4 (Operaciones con funciones convexas).

i. La suma de dos funciones convexas (resp. estrictamente convexas) en
I es convexa (resp. estrictamente convexa) en I.

Notese que la composicion de dos funciones convexas no es necesaria-
mente una funcion convexa. Debemos pedir una condiciéon adicional:

ii. Si f es convexa (resp. estrictamente convexa) y ¢ es convexa y creciente
(resp. estrictamente creciente), entonces la composicion go f es convexa
(resp. estrictamente convexa).

Demostracion. La demostracion de ambas propiedades es rutinaria.

1. Elemental.


https://github.com/PabloGomezVillamayor/TFG_Gamma_PGV-Maths/blob/main/figures/ch1/fig1.1.pdf

1. RESULTADOS PREVIOS

ii. Sea f:I — R una funciéon convexa en I, y sea ¢ : J — R una funciéon
convexa y creciente en J, con f(I) c J. Sea h = go f la composicion
de ambas funciones. Sean x,y € I y a € (0, 1). En primer lugar, por la
convexidad de f, se tiene que:

f(1-a)a+ay)<(1-a) f(@) +a f(y).

Teniendo en cuenta esta expresion, apliquemos que g es creciente, y
convexa, respectivamente:

g creciente

(- van) o f(0-a)aray)) 7

g convexa

sy((l ~ o) f(2) +af(y)) :

<(1-a)g(f(x)) + ag(f(y)) =
= (1-a) h(z) +ah(y).

De este modo, h: I — R es convexa en I, como queriamos probar.

La demostracion para los casos estrictamente converos es idéntica, susti-
tuyendo las correspondientes desigualdades ‘<’ por desigualdades estrictas,
[5%)

<. 0

Ejemplos 1.5.

i. Las funciones exponencial, f(z) = e*, y cuadratica, g(r) = x2, son
convexas en R.

ii. La funcién logaritmo natural, h(z) =log (), es concava en (0, +00).

iii. Las funciones lineales, L(x) = ¢-x, con ¢ € R, son concavas y convexas,
simultaneamente.

Las dos proposiciones que siguen seran de gran utilidad en el préximo ca-
pitulo. Por su simplicidad, las correspondientes demostraciones se han omi-
tido.
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Proposicion 1.6. Una funcién f definida en un intervalo I es convexa en [
si, y s6lo si, para todos x,y,z € I, con x <y < z se tiene que:

FW)-f@) 1) -F) (13)
Yy—x B =Y .

Observacion 1.7 (Significado geométrico). La interpretacion geométrica de
la es clara. Dada una funciéon convexa en un intervalo I, y
x,y,z €l con x <y < z, entonces la pendiente del segmento XY es menor que
la pendiente del segmento Y Z. La figura siguiente muestra esta situacion.

ty
f(z)

N ——————— - ———— —— =
VH

Figura 1.2: Representacion grafica de una funcion convexa. Crecimiento de
las pendientes de los segmentos: XY, en : YZ, en 1y XZ, en
verde. Elaboracion propia (WTEX). Imagen original: ©.


https://github.com/PabloGomezVillamayor/TFG_Gamma_PGV-Maths/blob/main/figures/ch1/fig1.2.pdf

1. RESULTADOS PREVIOS

A la vista de la figura anterior, el siguiente resultado es inmediato:

Proposicion 1.8. Una funcién f definida en un intervalo I es convexa en [
si, y s6lo si, para todos x,y,z € I, con x <y < z se tiene que:

fW) - f@) fE)-f@) (1.4)

y—x Z-T

La interpretacion geométrica de esta proposicion vuelve a ser clara: la pen-
diente del segmento XY es menor que la pendiente del segmento XZ. La
prueba es analoga a la de la

Seguidamente, pasamos a recordar otros tres resultados relacionados con
la convexidad. Todos ellos son enunciados clésicos. Las demostraciones son
inmediatas a partir de las proposiciones previas, realizando un paso al li-
mite. Sin embargo, estas no aportan informacion relevante. Asi, en aras de
sintetizar la exposicion, dichas pruebas no se han incluido en el texto.

Proposicion 1.9. Sea f una funciéon definida y convexa (o concava) en un
intervalo abierto I. Entonces, f es continua en I.

Proposicion 1.10. Sea f una funciéon derivable en un intervalo I. Entonces f
es convexa (resp., concava) en [ si, y solo si, f’ es creciente (resp., decreciente)
en I.

Proposicion 1.11. Sea f una funciéon definida y dos veces derivable en un
intervalo I. Entonces f es convexa (resp., concava) en I si, y solo si, para
cada x € I se tiene que f”(z) > 0 (resp., f"(x) <0).

A continuacién, un resultado sobre la monotonia de funciones convexas.

Proposicion 1.12. Sea f: [ — R una funcién convexa en I. Entonces, se
verifica uno de los siguientes casos:

1. f es monotona en int (7).

2. Existe un punto z( tal que f es decreciente en (—oo, o] NI y creciente
en [xg, +o0) N 1.

10
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Demostracion. Sea f una funcién convexa en I.

En primer lugar, como int (/) c¢ R es un abierto, podemos suponer que [
también es abierto, sin pérdida de generalidad. Es decir, int (1) = 1.

Si f es mondtona en I, estamos en el , y hemos terminado.

Supongamos que f no es monoétona’ en I. Luego, dados a,b,c € I, con a <
b < ¢, se verifica uno de los dos casos siguientes:

L f(a)> f(), y f(b) < f(c).
IL f(a) < f(b), y f(b) > f(c).

Pero, como f es convexa, el es imposible: aplicando la ,
se tiene que:

f(c,);:(]:(b) 5 f(b[)):i”(a) 50,

pues, en el caso II, f(b) > f(a). En consecuencia, como b < ¢, el denomi-
nador de la fraccion de la izquierda es positivo. Esto permite concluir que
flc)=f(b) >0, osea, f(c)> f(b), en contra del caso II.

Luego, obligatoriamente, nos encontramos en el

Como f es convexa en [, por la , f es continua en I. En par-
ticular, lo es en el intervalo cerrado [a, c¢]. Por el teorema clasico de Weiers-
trass®, f alcanza su minimo en [a, c]. Luego, existe un punto zy € [a, c] tal
que:

f(xo) = xi?jﬁ] {f(2)}.

En otras palabras, para cada x € [a, c], se tiene que f(xg) < f(z). Este
minimo alcanzado en g no es tan solo el minimo de f en [a, ¢]. De hecho,
es el minimo absoluto de f en I, es decir:

f(xo) = min {f(z)},

Efectivamente, demostremos esto ultimo:

4 Esto es: f no es creciente, ni decreciente, en I.
5 P 2 3
7 Véase el , en el apéndice.
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1. RESULTADOS PREVIOS

e Seax€l, con x<a. Tenemos que = < a < xy. Por la , se
tiene que:

f(mo)—f(x)gf(iﬁo)—f(a)so

To—T To—a

Y

ya que f(zg) < f(a), por la condicién de minimo en xy. En consecuen-
cia, se tiene que f(zg) - f(z) <0, es decir f(x¢) < f(z). El punto z € [
escogido es arbitrario, con = < a. Luego, concluimos que x( es el minimo
de fen (—oo, xg] N 1.

e Seax €, conx>c. Setiene x < ¢ < z. Utilizando la misma proposicion
que antes, se sigue que:

f(c) = f(wo) Sf(l’)—f(l'o)’

CcC— X r — X

0<

puesto que f(zg) < f(c), por la condicién de minimo en xy. Asi, se
deduce que f(x) - f(xzg) >0, es decir f(x) > f(xo). Por tanto, xy es el
minimo de f en [zg, +o0) N 1.

Queda probado que f alcanza en xy un minimo absoluto, lo cual concluye la
prueba.
]

Observaciones 1.13.

(i) El de la proposicién previa equivale a decir que f presenta un
minimo absoluto® en .

(ii) Si en la proposicion anterior la funciéon f es estrictamente convexa, di-
cho minimo se alcanza en un tnico punto, siendo asi un minimo estricto.
Basta sustituir las desigualdades ‘<’ correspondientes por desigualdades
estrictas, ‘<’.

Corolario 1.14. Toda funciéon convexa f que no es mondtona en int (I)
tiene un minimo absoluto en int (I). Ademas, si f es estrictamente convexa,
dicho minimo es Gnico.

Para concluir la seccion, presentamos dos ejemplos que ilustran la

0 También llamado minimo “global”.
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1.1. CONVEXIDAD

Ejemplo 1.15 (Un caso convexo). Tomemos la siguiente funcion:

1/x, O<z<l.
flx) =<1, l<z<2.
r-1, x>2
A la vista de la , es claro que esta funcion es convexa en (0, +00), y
no es mono6tona en dicho intervalo. Mas concretamente, se tiene que f”(z) >
0, ya que:

2/x3,  O<x<l.
f'(x) =
0, x> 1.
Tenemos que f alcanza su minimo absoluto, de valor f(zg) = 1. Sin embargo,
el punto zy en que se alcanza el minimo no es tnico, pues f(z) = 1 para todo
x €[1, 2]. Es decir, dicho minimo no es estricto.

Figura 1.3: Representacion grafica de una funcién convexa. Mini-
mo absoluto. Elaboracion propia (KTEX). Imagen original: €.
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1. RESULTADOS PREVIOS

Ejemplo 1.16 (Un caso estrictamente convexo). Un ejemplo paradigmético
es la funcion cuadratica f(x) = 2. Es inmediato que esta funcion es estric-
tamente convexa en R, puesto que f”(z) =2>0, para todo x € R.

Por otro lado, es evidente que f no es monétona en R: dado x € R, se tiene
f'(x)=2z.Osea, f'(x) <0siz <0,y f'(x) >0 para z > 0. En otras palabras,
f es decreciente en (—o0, 0), y creciente (0, +00). De esta forma, f alcanza
un minimo absoluto en un tnico punto, xg = 0, de valor f(zy) = 0.

Al ser f estrictamente convexa, este minimo se alcanza en un tnico punto,
siendo asi un minimo estricto.

La ilustra la situacion descrita en este ejemplo.

A

-3 -2 -1 1 2 37

Figura 1.4: Representacion grafica de una funciéon estrictamente
convexa. Minimo absoluto. Elaboracion propia (KTEX). Imagen
original: €).
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1.2. CONVEXIDAD LOGARITMICA

1.2. Convexidad logaritmica

A partir de lo estudiado en la secciéon previa, introducimos el concepto de
funcion logaritmicamente convexa. Tras ello, presentamos varios resultados
sobre este tipo de funciones, que seran claves en el siguiente capitulo.

Definiciéon 1.17 (Funcion logaritmicamente convexa I). Sea f: I — R una
funcion real definida en un intervalo I, verificando que f (x) > 0 para todo
x € I. Se dice que [ es logaritmicamente convexa’ en I, si la funcion log (f)
es convexa en /.

De igual modo, si la se cumple de manera estricta para la
funcion log (f), se dice que f es estrictamente logaritmicamente convexa, o
simplemente, “estrictamente log-convexa'.

Observacion 1.18. Notese que la condicion f(z) > 0 para todo z € I de

la definicion anterior asegura que la funcion real log (f) esté correctamente
definida.

Observacion 1.19. Si aplicamos la desigualdad a la funcion g =log f,
teniendo en cuenta las propiedades del logaritmo, se tiene que:

g convexa

10g(f((1—a)x+ay)> :g((l—a)x+ay> <
<(I-a)g(z) +ag(y) =
=(1-a) log(f(x)) + alog(f(y)) =
= log (f(x)"™) + log (f(y)*) =
= log (f(2)4= f(1)°)

Como la funcion logaritmo es estrictamente creciente, la desigualdad anterior
es equivalente a esta:

f((A-a)z+ay) < f@)) f(y)

Por tanto, podemos reescribir la tnicamente en términos de
f, como sigue:

© O simplemente “log-convexa’”.
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1. RESULTADOS PREVIOS

Definiciéon 1.20 (Funcion logaritmicamente convexa II). Sea f : [ — R
una funcién real definida en un intervalo I, verificando que f (x) > 0 para
todo x € I. Se dice que f es logaritmicamente convexa en [ si para todos
x,y el ytodo ae (0, 1) se verifica que:

F((1-a)a+ay) < f@)0 f(y)°. (L5)
De igual modo, si la se cumple de manera estricta, se di-

ce que f es estrictamente logaritmicamente convexa, o estrictamente log-
convexa.

Proposicion 1.21. Sea f una funcién logaritmicamente convexa en un in-
tervalo I. Entonces, f es convexa en I.

Vamos a demostrarlo de dos formas diferentes.

Demostracion 1 (directa). Podemos escribir:

f = expolog (/). (1.6)
Sabemos que la funcién exponencial es convexa y creciente, y que log (f) es
convexa, por hipotesis de la proposicion. En virtud de la , se
sigue que f es convexa. 0
Demostracion 2 (algebraicamente). Comparemos las desigualdades y

. Para probar que toda funcién logaritmicamente convexa es convexa,
basta demostrar la siguiente desigualdad:

F@)E D fy)* < (1-a) f(x) +a f(y), (1.7)
para todos x,y € I, y todo a € (0, 1).

La prueba de esta desigualdad es un ejercicio clasico de cualquier curso de

calculo infinitesimal, y se basa en la concavidad de la funcién logaritmo. En
efecto, apliquemos el logaritmo a la parte izquierda de la desigualdad:

log (f ()= f(y)*) = log (f(2)"~) + log (f(»)°) =

= (1-0a) log (f(2)) + o log (f()
<log((1-a) f(z)+a f()).

) log concava
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1.2. CONVEXIDAD LOGARITMICA

Ahora, teniendo en cuenta que el logaritmo es una funcién estrictamente
creciente, la desigualdad anterior es equivalente a la , que es precisamente
lo que queriamos probar.

O

Observacion 1.22 (Sobre la desigualdad de las medias ponderadas).

La desigualdad anterior, , probada en la segunda demostracion, admite
un resultado méas general: la llamada desigualdad de las medias ponderadas®.
Esta desigualdad es una generalizacion de la clésica “desigualdad de las me-
dias”, que establece que la media aritmética de un conjunto de niimeros reales
no negativos es siempre mayor o igual que su media geométrica. Ademas, la
igualdad entre ambas medias se da si, y solo si, todos los nimeros son el
mismo.

Introduciendo unos pesos no negativos en las medias aritmética y geométrica,
se llega al siguiente resultado.

Teorema 1.23 (Desigualdad de las medias ponderadas I).

Sean x1,Zs, ..., T, € [0, +00), n nimeros no negativos, y sean wy, wa, . .., W, €
[0, +00) sus correspondientes pesos, también no negativos. Definamos w =
wy + wsy + ... +w,. Entonces, se verifica la siguiente desigualdad’:

W1T1 + Wk + ... + Wy Ty _
MA, " > Yrr g o, = MG, (1.8)

Mas aun, la igualdad se da si, y solo si, todos los x, con peso wy > 0, son
iguales. Se ha utilizado la convenciéon “0° = 1",

El caso que nos interesa, y que guarda relacion con la desigualdad es
cuando el miembro izquierdo de la desigualdad es una combinaciéon convexa
de los puntos z;. En otras palabras, cuando todos los coeficientes suman 1.
De esta forma, tenemos el siguiente resultado:

% En otros textos, también se la denomina la desigualdad de las medias con pesos o des-
igualdad de las medias generalizada. En la literatura inglesa se abrevia como “weighted
AM-GM inequality”. Las siglas “AM-GM” se refieren a “Arithmetic Mean” y “Geometric
Mean”.

9 Hemos denotado: “MA,”, a la media aritmética ponderada; y “MG,”, a la media geomé-
trica ponderada.
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1. RESULTADOS PREVIOS

Teorema 1.24 (Desigualdad de las medias ponderadas II).

Sean 1,2y, ...,x, € [0, +00), y sean aj,qs,...,q, € [0, +00), de modo que
Yrop g = 1. En estas condiciones, se verifica que:

zn: O Tk 2 ﬁ&lkak ) (19)
k=1 k=1

Tomando n = 2 puntos en la desigualdad previa, recuperamos precisa-
mente la desigualdad . Notese que un peso «y, = 0 no tiene influencia en
la desigualdad. Por ello, podemos asumir que todos los pesos son positivos.

Por otra parte, la condicién de que todos los coeficientes sumen uno, obli-
ga a que los oy pertenezcan al intervalo (0, 1), salvo en el caso trivial en que
k =1, pudiendo ser ay, = 1.

La demostracion del teorema anterior involucra la llamada
, una caracterizacion de las funciones concavas y convexas. Debido a su
extension, hemos decidido no incluir estos contenidos en el cuerpo del trabajo.
Sin embargo, por su gran valor, se han recopilado al final del apéndice. Asi,
remitimos al lector interesado a la seccidon desigualdades notables.

Seguidamente, retomamos el estudio de las funciones logaritmicamente
convexas.

Propiedades 1.25 (Operaciones con funciones log-convexas).

i. El producto de dos funciones logaritmicamente convexas es una funciéon
logaritmicamente convexa.

ii. Una sucesién puntualmente convergente de funciones logaritmicamen-
te convexas tiene como limite una funcién logaritmicamente convexa,
siempre que dicho limite sea una funcién estrictamente positiva.

Demostracion.

i. Sean f,g: I — R funciones logaritmicamente convexas en el mismo
intervalo I. Veamos que su producto, fg, es logaritmicamente convexo
en I. Esto es, que log (fg) es convexo en [:

Aplicando las propiedades del logaritmo, se tiene que log ( fg) =log (f)+
log (g). Como la suma de funciones convexas es convexa (
), se deduce el resultado buscado.
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1.2. CONVEXIDAD LOGARITMICA

ii. Sea {f,}ney una sucesion de funciones logaritmicamente convexas, que
converge puntualmente hacia una funciéon estrictamente positiva, di-
gamos, f. Sea g = log(f), y sea g, = log(f,), para cada n € N. Por
hipotesis, las funciones f, son logaritmicamente convexas. Por tanto,
cada g, es convexa. Es decir, dados n € N, 2,y > 0y a € (0,1), se
verifica que:

gn((l-a)z+ay)<(1-a)g(z)+ag.(y).

Tomando limites en la desigualdad anterior, se sigue que:

9((1_04)5“‘0@) = 7}{{glo(gn((l—a)ac+04y)) <

IA

lim ((1- @) gu(2) + @ gu(y)) =
(1-a) lim g,(z) + o lim g,(y) =

= (1-a)g(z)+ag(y).

De este modo, la funcion g = log(f) es convexa. O sea, f es logaritmi-
camente convexa, como queriamos probar.

O

El texto de Artin contintia su exposiciéon con mas resultados sobre fun-
ciones logaritmicamente convexas. Estos permiten concluir la log-convexidad
de funciones definidas por integrales, bajo ciertas hipotesis sobre la funcion
integrando. El propoésito de dicha construccion es poder concluir que la fun-
cion Gamma real es log-convexa, a partir de su definiciéon como integral.

Como comentaremos al final de la seccion, en la , IO €S
imprescindible seguir el desarrollo de Artin para probar la convexidad loga-
ritmica de la funciéon Gamma. Sin embargo, consideramos que estas nociones
adicionales sobre convexidad logaritmica son valiosas. Por ello, la presente
seccién concluye con tres resultados adicionales sobre funciones logaritmi-
camente convexas. Para méas detalles, el lector interesado puede consultar
[Art64, pags. 8-10].

Proposiciéon 1.26 (Suma de funciones log-convexas). Sean f,g : [ — R

funciones logaritmicamente convexas, en un mismo intervalo /. Entonces su
suma, f + g, es logaritmicamente convexa.
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1. RESULTADOS PREVIOS

Demostracion. La prueba de esta proposicion es puramente algebraica, y no
incluye razonamientos relevantes. Puede consultarse en [Art64, pags. 8-9]. O

A continuacién, un resultado clasico de calculo integral, necesario para
demostrar la siguiente proposicion.

Lema 1.27. Sea f una funcion continua en el intervalo [a, b]. Entonces, se
verifica que:

b-a
n

b . b-a
fa f(y)dy = lim

© N

TS f (a + k ) (1.10)
k=0 '
Definicion 1.28 (Convexidad logaritmica. Funciones de dos variables).
Sea f:1I; x I — R una funcién de dos variables a valores reales. Esto es:
f+ Lixlh,—R
(21, 22) ¥— f(21, 22) |

En esta situacion, decimos que f es logaritmicamente convexa respecto a
xg, si para cada x; fijo, la funcion real f(x1,-): [ — R es convexa en el
intervalo I,.

Proposicion 1.29. Sea f:[a, b] x [ — R una funcién continua. Supoénga-
se que, para cada t € [a, b], la funcion f(t,z) es logaritmicamente convexa
respecto a z. Entonces, se tiene que la funcion F'(x) = fabf(t, x)dt es loga-
ritmicamente convexa en I.

Demostracion. En primer lugar, dado x € I, la funciéon

es logaritmicamente convexa en [, para cada n € N. Esto es debido a que es
la suma de funciones logaritmicamente convexas ( ).

En virtud del lema previo, al tender n hacia infinito, se deduce que:

n—>00

b _q ol _
F(z) = / F(t,z)dt lema ,ll_,rﬁlobTa Zf(a + kaa’ x) = lim F,(x).
a k=0

En virtud de la , la funcion F' es logaritmicamente convexa
en I, por ser el limite de una sucesion de funciones logaritmicamente conve-
xas. Esto concluye la prueba. O
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1.2. CONVEXIDAD LOGARITMICA

Observacion 1.30. El resultado anterior también es valido para integrales
impropias. Es decir, si la integral

fabm £t ) dt

es convergente, entonces la funciéon

F(z) = faoof(t,x)dt (1.11)

es logaritmicamente convexa.

Esto se debe a que una integral impropia es limite de integrales propias sobre
subintervalos. De esta forma, dicha integral impropia vuelve a ser limite de
funciones logaritmicamente convexas. De nuevo, la permite
concluir que la expresion define una funcién log-convexa.

Teorema 1.31. Sea ¢ : (a, b)) — R una funcion continua en (a, b) y positi-
va'’. Entonces, la funcion

b
F(x) = f o(t) 5 dt (1.12)
es logaritmicamente convexa en I, siendo I cualquier intervalo en el que la

integral, propia o impropia, sea convergente.

Demostracion. A partir de la proposicion previa, la prueba es inmediata.

Para cada t € (a, b), la funcion integrando f(¢,x) = ¢(t)t*~! es logaritmica-
mente convexa, respecto a x. En efecto, calculemos el logaritmo de la funciéon
integrando:

g(t,x) =log (f(t.x)) = log(p(t)) + (z~1)log (t).

Es decir, g(t,x) es una funcién lineal respecto a z, luego'! es convexa. Asi,
f(t,x) es logaritmicamente convexa respecto a x, como querfamos probar. 0O

Para concluir la seccién, cabe realizar una ultima apreciacion.

10°Se supone que el intervalo de integracion, (a, b), esta contenido en (0, +00).
I Recuérdese el
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1. RESULTADOS PREVIOS

Observacion 1.32 (Un camino alternativo). Existe una via diferente para
probar que la funcion Gamma real es logaritmicamente convexa, basada en la

. La log-convexidad de Gamma sera trascendental en
nuestro trabajo, y constituye el del mismo. De acuerdo con esto,
en el siguiente capitulo, probaremos dicho resultado de dos formas distintas.

1.3. Productos infinitos

En la presente secciéon van a introducirse las nociones basicas sobre pro-
ductos infinitos de nimeros complejos. Ademaés, se incluyen los resultados
fundamentales acerca de la holomorfia de funciones definidas por tales pro-
ductos.

Definicion 1.33. Sea {z,}°2; una sucesion de nimeros complejos y sea P, =
[T}, 2zx el producto parcial n-ésimo. Entonces, se dice que el producto infinito
1,71 2, converge si la sucesion {P,}>2, converge a un ntmero complejo P.
Y, en este caso, escribimos P = [],"; 2.

Observacion 1.34. Notese que, si la sucesion { P, }°°; converge hacia P # 0,

podemos considerar la sucesiéon de los z, = PP o Se tiene que z, = PP i
n— n—
P

5 = 1, cuando n — oo. De este modo, una condiciéon necesaria (pero no

suficiente) de la convergencia del producto infinito a un limite P no nulo es:
lim,, & oo 25, = 1.

Una forma natural de estudiar el producto infinito es transformarlo en
una serie, tomando logaritmos. Con este enfoque, se presentan dos lemas
que nos permitiran obtener resultados interesantes acerca de los productos
infinitos.

Lema 1.35. Supongamos que z, # 0 para todo n € N. Entonces, el producto

[1o>, 2, converge a un limite distinto de cero si, y solo si, la serie Y o2 ; log(z,)
converge.

Observacion 1.36. A lo largo de todo el texto denotamos por “log (2)” a la
rama principal del logaritmo complejo, dada por la condiciéon:

—m <Im(log (2)) <.
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1.3. PRODUCTOS INFINITOS

Demostracion del . Sea P, =TIj_; zr v sea S, = Y p_; log 2.
< Si S, —» S, entonces P, = e — 5 £ 0.

= Reciprocamente, supongamos que P, - P # 0. Sea ¢y un argumento de
P. Entonces, tomamos ¢ de manera que la funcién arg, sea continua
en P. Notese que se denota por arg, a la determinacion del argumento
que toma valores en el intervalo [¢, ¢ + 27).

Por otro lado, sabemos que:

logy B, = In|P,| +iarg,(F,). (1.13)

Por continuidad de ambas funciones, la expresion converge a
In|P[+iarg,(P) =log, P, cuando n — oo.

Ahora, como e5» = P,,, tenemos

Sp =logy P, +1i 21l
para algun entero ¢,. Pero
Sy = Sp-1 =log(z,) = log(1) =0,

puesto que, como hemos visto anteriormente, si P, - P # 0 entonces
z, — 1. Por tanto,

log, P, —log, P,y +1i 27r(£n - ﬁn,l) - 0.

Como la determinacion del logaritmo log, es continua en P, tenemos
que:

logy P, —log, P,y — log, P —log, P =0. (1.14)

Como ¢, — ¢, 1 es un entero, y su limite es cero, entonces ¢, —¥,_1 =0
a partir de un cierto ng € N en adelante. En consecuencia, a partir de
dicho ng, ¢, es constante, digamos que con valor £. Por tanto:

Sy — log, P +i2nl, (1.15)

de modo que la serie converge, como queriamos probar.

23



1. RESULTADOS PREVIOS

Lema 1.37. Si a,, > 0 para todo n, entonces el producto [T, (1+a,) converge
si, y solo si, la serie Y07, a, converge.

Demostracion. Sean P, = [Tp_,(1+ax) v Sp = Yj_q ax. Puesto que a, > 0,
las sucesiones {P,}%, y {S,}52, son monodtonas crecientes. Por tanto, para
probar el teorema bastara ver que {P,}°2, esta acotada superiormente si, y
solo si, {5}, esta acotada superiormente.

Teniendo en cuenta que 1+ x < e® para cada x € R, entonces para cada n € N
se tiene que:

ap+-+ap < (l+ay)-(1+a,)<enr o

de donde se deduce inmediatamente el resultado. O

El resultado anterior sugiere el concepto de convergencia absoluta para
productos infinitos:

Definicién 1.38. Se dice que el producto infinito [T,7;(1 + z,,) es absoluta-

mente convergente si el producto [To>; (1 + |z,|) converge.

Observacion 1.39. Por el , la convergencia absoluta del pro-
ducto JT(1 + z,,) es equivalente a la convergencia absoluta de la serie Y z,.
Este hecho se utilizara en el siguiente resultado.

Lema 1.40. Si el producto infinito [];>,(1 + z,) converge absolutamente,
entonces converge.

Demostracion. Puesto que [](1 + |z,|) converge, el implica que la
serie Y |z,| converge. Por tanto, se tiene que |z,| - 0, cuando n — co. Luego,
podemos suponer que |z,| < 1 para todo n.
Ahora, para z € C con |z| < 1, se tiene que:
oo on
log(1+2) = Y (-1)"" = = zh(2),
n=1 n

siendo
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1.3. PRODUCTOS INFINITOS

n—1
n+1 z

h(z) = 2 (-1) —— o con |z| < 1.

Entonces, para m < p, se verifica que:

p
Z log(1+ z,)

<Y bl (1.16)

Notese que, si z, — 0, entonces h(z,) - 1). De este modo, {h(z,): n €N} es
un conjunto acotado. Ademés, como Y., |z,| converge, verifica la condicion
de convergencia de Cauchy.

De este modo, se deduce de que |¥P_ log(1+ z,)| = 0 cuando m,p —
co. De nuevo, la condicion de Cauchy implica que la serie Y, log(1+ z,) es
convergente. Finalmente, del se sigue que el producto [T,7;(1+ z,)
es convergente, como queriamos demostrar. ]

Continuamos la exposicion con otro lema, que sera de utilidad para probar
el

Lema 1.41. Sean wq,...,w, € C. Entonces, se verifica que:

n

I_I(],+-1Uk) -1

k=1

<+ fwg]) - 1.
k=1

Demostracion. Razonemos por inducciéon sobre n. Para n =1 es trivial:

|1+w; — 1] = |Jwy| < |wy] = (1+|wy]) - 1. (1.17)

Supongamos que se verifica para n, y veamos que se cumple para n + 1. En
primer lugar, se tiene que:

n+1 ‘

[T(1+w)-1
k=1

(lﬁ[l(1+wk))(1+wn+1)—1‘
(ﬁ(l +wg) — 1) + Wpat 12[(1 + W)

k=1 k=1

= (+).

Aplicando la hipoétesis de induccioén, se sigue que:
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n

H(l +U}k)

k=1

—~
>*

~
N

< (ﬁ[l(1+|wk|)—1)+|wn+1|-
ﬁ(lerk)—l‘

k=1

IA

[T+ [wil) | + [wnal
k=1

< TTCL + feww]) ) + T |- TTCL + Juk]) - 1
k=1 k=1
n n+1
=TT+ wil) |- (L +wper]) =1= TT(L+[wil) -1,
k=1 k=1
lo que concluye la prueba. O

El siguiente resultado es anélogo al teorema de reordenaciéon de series de
Riemann, pero en el caso de productos infinitos absolutamente convergentes:

Teorema 1.42. Si el producto [T;7,(1+2z,) converge absolutamente, entonces
cualquier reordenacion de este también converge absolutamente, y hacia el
mismo limite. Es decir, si [To2; (1+]z,]) converge y P = ]2, (1+2,), entonces
para cualquier permutacion k — ny de los naturales, el producto [Tp2;(1+2,, )
también converge hacia P.

Demostracion. La convergencia absoluta del producto implica que el pro-
ducto [1,2;(1 + |z,|) converge. Esto implica, por el , que la serie
> 1 |zn| converge. En el caso de series, sabemos que cualquier reordenamien-
to de una serie absolutamente convergente también converge, de modo que
la serie Y7 |zn,| converge. De nuevo, por el , se deduce la con-
vergencia del producto reordenado, [Ty>; (1 + |2y, ]).

Falta ver que ambos productos convergen al mismo limite, digamos P. Para
ello, tomamos ¢ > 0y, para cada j € N, denotamos por (); al j-ésimo producto
parcial de [Tpo; (1 + 2, ).

Ahora, elegimos un indice N € N suficientemente grande, tal que Y57y, [2n]
< €. Notese que la existencia de tal NV se deduce de la convergencia de la serie
Yo 1 |zn|- A su vez, tomemos J € N suficientemente grande, tal que si j > J
entonces {1,2,...,N} ¢ {ny,ng,...,n;}. Esto altimo es posible puesto que
J = mn; es una permutacién de los niimeros naturales.

Entonces, para cada j > J, se verifica que:
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1.3. PRODUCTOS INFINITOS

Q; - P|

IN

|Q; — Pn|+|Py — P|

[TJ(1+2,)-1

k

| Pr |-

+|PN—P|,

donde el producto se toma a lo largo de los k < j tales que ng > N.

Aplicando el , se deduce que:

|Qj—P| < |PN| H (1+an)—1 +‘PN—P|
k<j
nk>N

< |PN|( H (1+|an|)—1)+|PN—P|
<
< |PN|-(eXp(Z]znk])—1)+|PN—P|
<

<eg

S|PN|'(€8—1)+|PN—P|.

El miembro derecho de la desigualdad anterior puede hacerse tan pequeno
como se quiera, tomando ¢ suficientemente pequeno y N suficientemente
grande. De este modo, @); — P cuando j — oo, lo que concluye la prueba.

O

El siguiente resultado corresponde a la convergencia de productos infinitos
de funciones complejas, definidas en un conjunto arbitrario.

Proposiciéon 1.43. Sea {g,}:>; una sucesion de funciones complejas acota-
das, definidas todas ellas en un conjunto S. Si la serie Y., |g,| converge uni-
formemente en S, entonces el producto [T;-,(1+ g,) converge absolutamente
y uniformemente en S. Méas atn, si definimos f(z) = H;’le(1+gn(z)), z€sS,
entonces f(z) =0 para algtn z € S si, y solo si, 1+g,(z) =0 para algin n € N.
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1. RESULTADOS PREVIOS

Demostracion. En primer lugar, la convergencia absoluta del producto se
deduce del . Tenemos |g,| > 0, para todo n € N, tal que Y7, |gy|
converge. Por dicho lema, el producto [T;2;(1 + |g,|) también converge, de
modo que [[;2,(1 + g,) converge absolutamente. Por otra parte, veamos la
convergencia uniforme:

Si Y07, |gn| converge uniformemente en S, entonces existe un N € N tal que
para todo n > N se cumple que |g,(z)| < 1 para todo z € S. Ahora, dado
r > N cualquiera, se tiene que:

g(l +gn(2)) = (ﬁ(l +gn(z))) - (nljvu +gn(z))). (1.18)

Procedemos ahora como en la prueba del . Tomamos la misma
funcién h y m,p > N, de forma que:

i log(1+gn(2))

n=m

< S 10 ()] — 0. (119

(%)

La serie (9) converge hacia 0 uniformemente en S, cuando m, p - co. Por lo
tanto, la serie Yo log(1 + g,(2)) converge uniformemente en S. Puesto que
las funciones gy, gn+1, - - - estan acotadas en S, la serie Yoo n [gn (2)|-|7(gn(2))]
esta acotada en S. Por la desigualdad , laserie >\ log(1+¢,(2)) tam-
bién esta acotada en S.

Por otra parte, sabemos que la funcién exponencial es uniformemente conti-
nua en los subconjuntos acotados de C. Asi, cuando r — oo, se tiene que:

exp( 3 log(1 +gn(z))) . exp( S log(1 +gn(z))) 40,

n=N n=N

siendo esta convergencia uniforme en S. Esto prueba la convergencia unifor-

me de H;’L":N(l +gn(z)) en S.

Por ultimo, tenemos que 1+ g,(z) # 0 en S para n > N. Hemos definido
f(z)= H;’L"Zl(l +gn(z)). De este modo, se tiene f(z) =0 para algtn z € S si,
y solo si, 1+ g,(z) =0 para algin n < N. O

Observacion 1.44. En las condiciones del resultado anterior, el producto
1521 (1 + |g.(2)]) también converge uniformemente en S. Basta aplicar la
a las funciones |g1/,]ga], - - -
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1.3. PRODUCTOS INFINITOS

Finalizamos la seccién con un teorema, que trata sobre la holomorfia de
productos infinitos de funciones complejas.

Teorema 1.45.

(I). Sea {f,}2, una sucesion de funciones complejas analiticas en un abierto

Q c C. Sila serie Y77, | fn — 1| converge uniformemente en los subcon-
juntos compactos de 2, entonces la funcion f, definida por

f(2) = ﬁ fa(2).

es analitica en ().

(IT). Mas aun, para cada z € €, se tiene que f(z) =0 si, y solo si, f,(2) =0
para algin n e N.

(ITI). Por otro lado, denotemos por Z(f) al conjunto de los ceros de f. En-
tonces, para z € QN Z(f), se tiene que:

f'(z) - faz)
f(z) _; n(2)’

siendo la convergencia uniforme en los compactos de Q2 \ Z(f).

Demostracion.
(I). Aplicando la , a las funciones g, = f,, — 1, se deduce
que el producto [Tor; fn(z) converge uniformemente en los subconjun-
tos compactos de €2. De este modo, el garantiza

la holomorfia de f en €.
(IT). Elsegundo enunciado es, de nuevo, consecuencia de la

(IIT). Consideremos un punto z € QN Z(f), es decir, tal que f(z) #0. Por el
enunciado (II), esto implica que f,(z) # 0 para todo n € N.

Ahora, cada f,, es holomorfa en Q, y la serie Yoo, |fn(2) — 1] converge
uniformemente en los subconjuntos compactos de €2. De los apartados
(I) y (IT) se deduce que el producto [I;>; f.(z) converge uniformemente
en los subconjuntos compactos de 2\ Z( f), hacia un limite distinto de
cero. En estas condiciones, podemos aplicar el , de modo que
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1. RESULTADOS PREVIOS

la serie de los logaritmos Y >, log f,(z) converge uniformemente en los
compactos de QN Z(f). En cada componente conexa de Q\ Z(f) puede
elegirse una rama continua del logaritmo, ya que f,(z) # 0 para todo
neN.

Definimos entonces la funcion g(z) := Yo7, log f.(z). Se sigue entonces
que g es holomorfa en Q\ Z(f) y cumple que f(z) = e9®), ya que:

1) =TT = e (i log fn(Z)) - exp(g()).

Es decir, g es un logaritmo holomorfo de f en el conjunto 2\ Z(f). De

esta forma, dado z € Q N\ Z(f), se verifica que ¢'(z) = ];((j)).

Por otra parte, como la serie Yo7, log f,,(z) converge uniformemente en
los compactos de 2\ Z(f), el permite derivar
término a término, de modo que:

g() Zf,(Z)

o fu(2)

Finalmente, dado z € Q \ Z(f), se concluye que:

f(Z) Zf’(Z)

& fu2)

con convergencia uniforme en los compactos de Q ~ Z(f).
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1.4. Holomorfia bajo el signo integral

Para finalizar el capitulo, se presentan en esta seccion dos versiones del
teorema de holomorfia bajo el signo integral. La primera de ellas fue estudiada
en la asignatura de “Variable Compleja”; ya que se utiliza en la demostracion
del teorema general de Cauchy.

Lema 1.46. Sea [a,b] ¢ R y sea ¢ una funciéon compleja continua en el
espacio producto 2 x [a,b]. Supongamos que para cada t fijo, la funcion que
envia z en p(z,t) es analitica en . Si se define F' en ) por

b
F(z)zf o(z,t)dt, ze€Q,

entonces F' es analitica en Q) y

b
F’(z):[a g—f(z,t)dt, z €.

Demostracion. Este resultado es una consecuencia directa del teorema de
Fubini, de la féormula integral de Cauchy para un disco, y del lema basico de
derivacion de integrales de tipo Cauchy. O

A continuacién, presentamos una version més fuerte del resultado an-
terior. Su demostraciéon se basa en el teorema de derivacion de integrales
paramétricas de Leibniz y el uso de las condiciones de Cauchy-Riemann.

Teorema 1.47 (de holomorfia bajo el signo integral).

Sea U un abierto de C, sea A un subespacio medible de R y sea f : UxA — C.
Supongamos que:

(i) Para todo z € U, la funcién f, : A — C definida por f.(z) = f(z,2) es
medible (en el sentido de Lebesgue).

(ii) Para todo x € A, la funcion f, : U - C definida por f,(2) = f(z,x) es
holomorfa en U.

(iii) Para todo zp € U existe un entorno V' de zy, contenido en U, y una
funcion h: A — [0, 00) integrable en A tal que

|f(z,2)| < h(x), paratodo (z,x)eV x A.
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1. RESULTADOS PREVIOS

Entonces, la funciéon F : U - C dada por

F(z):fAf(z,x)dm, zeU,

es holomorfa en U, y, ademas
F'(2) = fA %(z,m)dm, cel.

Demostracion. Basta expresar la funcion f como suma de sus partes real e
imaginaria. De manera rutinaria, puede deducirse que la funciéon F' verifica
las condiciones de Cauchy-Riemann, a partir de dichas condiciones para f.
Finalmente, aplicando el teorema de derivacion de integrales paramétricas de
Leibniz, se concluye el resultado. O

Aunque no es necesario para el trabajo, cabe mencionar que el resultado
anterior puede generalizarse a cualquier orden de derivacion. El lector intere-
sado podra encontrar este resultado en el texto de Dieudonné (|Die76], 1976).
Concretamente, el contenido mencionado se corresponde con el teorema 13.8.6
de dicha referencia. Véase [Die76, pags. 127-129].
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2

La funcion I real

A lo largo de este segundo capitulo, trabajaremos tnicamente en los ni-
meros reales. El capitulo comienza presentando la primera definiciéon de la
funcion Gamma, en su forma integral. Usando esta definiciéon, se obtendran
las primeras propiedades de esta funcién. Inmediatamente, se comprobara
que la funcion Gamma extiende la funcion factorial'! a los nimeros reales,
aunque no es la unica funciéon que verifica esto. Tras ello, se estudiaré el
teorema de Bohr-Mollerup, resultado principal del capitulo. Este constituye
una caracterizacion de la funcion Gamma real, en términos de convexidad
logaritmica. La demostracion del teorema conducira a la segunda definicion
de Gamma, en forma de limite.

Posteriormente, en el capitulo 3, se estudiard la funcion Gamma en los
numeros complejos. Comenzaremos introduciendo una nueva definicién, en
forma de producto infinito. Posteriormente, lograremos extender las defini-
ciones dadas previamente en la recta real al plano complejo.

El texto de Artin, [Art64], es la referencia principal utilizada en este
segundo capitulo. Concretamente, se recomienda consultar [Art64, pags. 11-
19].

2.1. Forma integral. Primeras propiedades

En primer lugar, como previa a la exposiciéon del contenido del capitulo,
recuérdese la definicion de factorial.

I Unicamente definida en Ny.
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2. LA FUNCION ' REAL

Definicion 2.1 (Factorial de un nimero natural). Para cada n € N se de-
fine su factorial, denotado por “n!”, como el producto de todos los nimeros
naturales desde 1 hasta n. Es decir:

nl= [Tk (2.1)

Para el factorial de cero, se conviene? que 0! = 1.

Observaciones 2.2.

(i) De manera inmediata, se deduce la siguiente relacion para el factorial:

n! =n(n-1)! (2.2)

(ii) Alternativamente, se puede definir el factorial por recurrencia, estable-
ciendo que 0! =1 y utilizando la ecuacién anterior.

(iii) Existen varios argumentos intuitivos para justificar la eleccion del fac-
torial de cero. Por ejemplo, de la se deduce que:
n!

(-1t = = (2.3)

Y sustituyendo n = 1, se sigue que 0! = 1!/1 = 1.

(iii) Otro de estos argumentos se basa en el significado del factorial en com-
binatoria: n! representa el nimero de permutaciones de un conjunto
con n elementos. Es decir, el nimero de aplicaciones biyectivas de un
conjunto de n elementos en si mismo. Para el conjunto vacio (n = 0)
existe una tnica aplicacion: la aplicacion vacia. Ello implica que 0! = 1.

(v) Ademaés de por convenio, existe una razon fundamental para la eleccion
del factorial de cero, relacionada con la funciéon Gamma, como veremos
proximamente en la

Tras revisar el concepto de factorial y realizar algunas precisiones, conti-
nuemos con la construccién de la funcion Gamma en la recta real.

2 Esta es la convencién matematica habitual para el producto vacio. Por el mismo motivo,
el resultado de elevar a cero cualquier ntimero es uno.
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El desarrollo de la teoria de la funciéon Gamma guarda una estrecha re-
lacion con el problema de generalizar la funcion factorial: esto es, encontrar
una expresion que tome el valor n!, para cualquier® n € Ny, y que, ademas,
pueda extenderse a cualquier valor real arbitrario.

En la biisqueda de esta expresion, nos encontramos con la siguiente inte-
gral impropia:

/ e't"dt = n! (2.4)
0

Por el momento, para continuar con la exposiciéon, admitiremos como cier-
ta la . Posteriormente, la demostraremos.

Teniendo en cuenta el resultado anterior, podriamos reemplazar el na-
tural n, de la parte izquierda de la igualdad, por un valor real arbitrario,
x, siempre que la integral siga convergiendo. De esta forma, definiriamos el
valor x! como el resultado de esta integral.

En lugar de esto, seguiremos la costumbre habitual: por motivos histo-
ricos, vamos a introducir una funciéon que tome el valor (n - 1)!, para cada
n € Ng. En consecuencia, tenemos la siguiente definicion:

Definicion 2.3 (Funcion Gamma de Euler). Para cada x > 0, se define la
funcion:

(z) = fo Tt (2.5)

Dicha funcién es conocida como la funcion Gamma de Euler.

Antes de continuar, debemos cerciorarnos de que la definiciéon anterior
es correcta. Es decir, debemos comprobar que la integral dada en es
convergente para cualquier x real y positivo:

Comprobacion. En primer lugar, vamos a separar’ la integral en dos partes.

oo 1 oo
f ettt dt = f et dt + f ettt dt . (2.6)
0 0 1

o) (I1)
Una vez demostrada la convergencia de cada una de las dos integrales, la
es totalmente valida, y la convergencia quedara probada. Asi,

3 Con el convenio 0! = 1.
4 Notese que, al integrar en el intervalo [0, 00), siempre tenemos que t > 0.
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2. LA FUNCION ' REAL

estudiemos cada integral por separado:

OF

filettdt,

Para = > 1, la integral (I) es convergente: el integrando, f(t) = e tto71,
es una funcién continua. Por tanto, es integrable en el intervalo acotado
[0,1]. En este caso, no se trata de una integral impropia, sino de una
integral en sentido de Riemann.

Para 0 < x <1, y para todo ¢t > 0, se cumple la siguiente desigualdad:

0< f(t)=ett™ ! <=1,

Por el criterio de comparacién para integrales impropias®, si la integral
(A) = fol t*=1 dt converge, entonces (I) converge.

Ahora, dado € > 0, tenemos que:

‘/ltwldt:[i]lzl_i.
€ rl x x

Y, tomando limites cuando ¢ — 0, se tiene que:

1 x 1l 1 T 1
lfm tﬂf-ldtzhm([i] )zﬁm(__f_):_.
e—~>0 Je e—0 x 1e e=0\ 1 T T

De este modo, queda probada la convergencia de la integral (I), para
todo x € (0,1). En virtud del criterio de comparacion, se tiene entonces
que la integral (I) es convergente, para cada x > 0.

ST et dt

Comparando con la funcién g(t) = %, tenemos que:

f(t) ettt —t yz+l ot
o e ot T
g

Y al tomar limites:

2 Véase el , en el apéndice.
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t tz+1
lim & = lim
t— +oo g(t) t—>+00 el

=0, VzxeR.

Como la integral f1°° t% dt es convergente, el criterio de comparacion por

cociente’ permite concluir la convergencia de la integral (II), para cada
x real.

En resumen: La integral (I) converge para « > 0, y la integral (II) lo hace para

cualquier x € R. Luego ambas convergen para z > (0. Por tanto, la expresion
es licita, y la de la funciéon Gamma es correcta.

O

Proposicion 2.4. La funcién Gamma verifica las dos siguientes propiedades:

i T(1)=1.

ii. T'(x+1)=2T(x), para todo x>0. (propiedad reproductiva).

Demostracion.

i. La primera propiedad se demuestra directamente. Al sustituir z =1 en
la definicion de la funcion Gamma, resulta que la funcién integrando
tiene primitiva inmediata:

) b b— +00
r'(1) [ etdt = lim etdt = [—e’t] =
0 0

b— +o0 J(

bl}l/rfloo—e_t —(=€") = 0-(-1) = 1.
0

ii. La segunda propiedad se demuestra utilizando integracion por partes’,
conu=t*y dv=etdt:

6 Consultar el
© Véase el
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2. LA FUNCION ' REAL

Hi+1) dv=etdt wv=-e"

~ u=t" du=xt*tdt
[ e ttdt = =
0

t—oo
—t* e‘t] - / ettt dt =
0

0

1th’m ~tTet - 0% + x / et ldt = 2T ().
— +00
—_—— 0

0

a

De la propiedad reproductiva, se deduce inmediatamente que la funcién
Gamma interpola al factorial.

Proposicion 2.5. Dado n € N, con n > 2, se tiene que:

T(n) = (n-1)! (2.7)

Demostracion. Razonando recursivamente, la prueba es inmediata:
Dado n € N, la propiedad ii. de la proposicién anterior establece que:

I'(n) = (n-1)I'(n-1).
Sin—-1>1, volvemos a aplicar la propiedad reproductiva, de modo que:
I'(n) = (n-1)(n-2)T(n-2).

Razonando recursivamente, y utilizando que I'(1) = 1, se sigue que:

I'(n) = (n-1)-(n-2)...2.T(1)=(n-1)-(n-2) ... 2-1=(n-1)!

Observacion 2.6 (Sobre la eleccion del factorial de cero). La propiedad
['(1) =1, junto con la , dan otro argumento mas para justificar
la eleccion del factorial de cero. Asi, admitiendo que 0! = 1, dicha férmula es
valida para cualquier n € N.
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Observacion 2.7 (Sobre distintas notaciones). Como comentabamos antes
de introducir la , parece més logico definir directamente la fun-
cion Gamma como la integral dada en , reemplazando n por x. Esta fue
la notacién introducida por Gauss, la llamada funciéon Pi, denotada como II.
En consecuencia, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 2.8 (Funcion Pi de Gauss). Dado cualquier x > -1, se define la
llamada funcion Pi de Gauss como:

(x) := fome‘ttr dt . (2.8)

Al haber probado la validez de la definicion de la funcion Gamma, inmediata-
mente se deduce que la funciéon Pi esté correctamente definida, sin necesidad
de mas comprobaciones.

Observaciones 2.9.

(i) De forma inmediata, se deduce la relacion entre la funcion Pi y la
Gamma. Dado x > 1, se sigue:

T(z)=T(z-1). (2.9)

(ii) Podemos escribir la relacion anterior de manera alternativa. Dado x > 0,
se tiene que:

C(z+1)=TI(x). (2.10)

De este modo, sustituyendo = = n € Ny, se prueba la validez de la
, que supusimos como cierta al inicio del capitulo.

(iii) En consecuencia, la relacion de la funcion Pi con el factorial es més
natural que la de Gamma: dado n € Ny, se verifica:

T(n) = n! (2.11)

(iv) Por motivos historicos, la notacion I'(z), debida a Legendre, es la que
ha sobrevivido. Por ello, seré la que utilizaremos en todo el trabajo.

(v) Existe otra “funciéon pi” debida a Gauss, la llamada funcidn contado-
ra de primos. Esta funcién contabiliza el nimero de ntmeros primos
menores o iguales a cierto numero real x. Se denota por la letra m, en
minuscula. Analiticamente, su definicién es la siguiente:
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2. LA FUNCION ' REAL

m(x)=|{p<x : pes primo} (2.12)

No ha de confundirse la funcién contadora de primos, 7, con la funcién
IT de Gauss, alternativa a la Gamma.

2.2. Extension a R

Con la construccion realizada hasta el momento, hemos definido la funcion
Gamma para valores reales positivos®. El siguiente paso en nuestra construc-
cién es extender la funcion Gamma a todo R, incluyendo ntimeros negativos.

Primeramente, debemos senalar la necesidad de hallar una definicién al-
ternativa para ['(x), en el conjunto R.y. Esto se debe a que la integral dada
en la definicién de Gamma’ es divergente para x < 0. La prueba de este hecho
es inmediata.

Proposicion 2.10. Para cada x < 0, la integral que define a la funcién
Gamma es divergente, a saber:

/ Tty (2.13)
0

Demostracion. Como ya hicimos en una prueba anterior, vamos a separar la
integral del enunciado en dos partes. Nuevamente, denotemos:

1 1
(A) = f ettt dt = f f(z,t) dt.
0 0
Llamando 6 = 1 — x, la funcién integrando puede escribirse como:

b .. 11
f(z,t) = ettt = et Q:Eﬁ'
Como trabajamos con t € [0,1] = I, podemos establecer la siguiente desigual-
dad:

11 11
)= —= > ==
f(x7) ettg €t97

> Vitel.
En consecuencia, la integral (A) puede minorarse por una integral divergente:

8 Esto es, en el conjunto R.q.
9 Recuérdese la
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2.2. EXTENSION A R g

1 1 1]
(A) = f fla,tydt > = [ —dt.
0 e Jo ©
————
(B)
Como x < 0, tenemos que —x > 0, y como # = 1 — x, tenemos que 6 > 1.
Por un criterio de convergencia conocido'’, sabemos que la integral (B) es
divergente para dicho 6.

En virtud del criterio de comparacion, se concluye que la integral (A) tam-
bién diverge. En consecuencia, si x < 0, la integral que define a Gamma es
divergente, como se pretendia probar.

O

Debido a la divergencia de esta integral, necesitamos encontrar un enfoque
alternativo para extender I' a valores negativos. Notemos el siguiente hecho:

Proposicion 2.11. Sea y > 1, y escribamos y = x + n, donde = € (0, 1] y
n € N. Entonces, se verifica:

C(z+n) =(x+n-1)(z+n-2)-(z+1)xT(x). (2.14)

Demostracion. Aplicando la propiedad reproductiva, se tiene que:

I'(y) =T(z+n) = (z+n-1)T(z+n-1).

Podemos repetir este razonamiento hasta el término x +n—-n =z, con lo que
se deduce la expresion buscada. O

Observacion 2.12 (Sobre la parte entera). Habitualmente, el n de la propo-
sicion anterior denota la parte entera de y, aunque no en todos los casos. Se
recomienda consultar las y del apéndice, para recordar el
concepto de “parte entera” de un ntmero real. Se utilizaran, indistintamente,
las notaciones ‘[-]’ y ‘|-]” para referirnos a la parte entera.

Para que la sea general, y pueda aplicarse a ntimeros natu-
rales, es esencial que x sea estrictamente positivo. Mas concretamente:

Si y ¢ N, entonces n = [y], es decir, n denota la parte entera de y.

Por el contrario, si y =m € N, entonces =1,y n=m-1=[y]-1.

10" Consultese el
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Observacion 2.13 (Una forma de calcular I' en (1, +00) ).

La proposiciéon anterior lleva a una importante conclusion: suponiendo que
el valor de T'(x) es conocido para x € (0, 1], la aplicacion reiterada de la
propiedad reproductiva permite hallar su valor en cualquier intervalo de la
forma (n, n+1], con n e N.

Reescribiendo la , podemos definir entonces la funcion Gam-
ma para valores negativos.

Definiciéon 2.14 (Funcién Gamma de Euler en R.).

Sea x < 0, perteneciente a un intervalo de la forma (-n,-n+1), con n € N.
Entonces, se define el valor de la funcién Gamma en x como:

I(z+n). (2.15)

Observaciones 2.15.

(i) Siz es cero o un entero negativo'!, el lado derecho de la
no esta definido, pues aparece un cero en el denominador.

(ii) Si z <0y no es entero, dicha expresion esta bien definida: dado —n <
r<-n+1, setiene que 0 <z +n <1,y es entonces correcto escribir el
término I'(z + n).

(iii) Consecuentemente, consideraremos que I'(z) no esta definida en el con-
junto Zy. Es decir, tal y como hemos definido la funcion Gamma, su
dominio de definiciéon es el conjunto R\ Zy, que denotaremos por Dg.

(iv) Esta definicion extendida, por construccion, continia verificando la pro-
piedad reproductiva de Gamma. En otras palabras, la ecuacion funcio-
nal I'(x + 1) = 2 '(x) se verifica para todo x € Dg.

(v) Por ultimo, notemos que dado x € Dg, con x < 0, este = pertenece a
un tnico subintervalo de la forma (-n,-n + 1) = I,,, con n € N. Para
cada z, denotaremos a dicho subintervalo por I, ,. Dicho de otro modo,
tenemos que:

L. = ([xJ , x|+ 1).

I Esto es, si z € Ze.
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Una vez extendida la definicion de Gamma a los ntimeros reales negativos,
y determinado su dominio de definicién en R, podemos estudiar el signo de
la funcién, asi como su comportamiento asintotico.

Proposicion 2.16. (Sobre el signo de Gamma) Sea = € Dg, con x < 0.
Entonces, el signo de I'(z) es (=1)", siendo n € N el natural correspondiente
al intervalo I, ;. Esto es:

+1, si|x]es par.

Sgn(r(x)) - -1, si|z]es impar. 210

Demostracion. El resultado se deduce analizando la . Para
mayor claridad, podemos reescribir esta formula como:

1

[(z) = [T (z+n-k)

['(z+n). (2.17)

Notese que, en el denominador aparecen n términos de signo negativo:

Dado x en el intervalo (-n, —n+1), tenemos que 0 < x+n < 1. En consecuencia,
r+n-k<1-k<0.Es decir, son negativos todos los factores de la forma
(r+n-k),conk=1,..., n. Por otro lado, el factor I'(x + n) es positivo. En
consecuencia:

) +1, sines par.

Sgn(F(:x)) = sgn(ﬁ

Esto es justamente lo que se pretendia demostrar, ya que |z| = -n. O

-1, sinesimpar.

Como ya comentamos, la integral que define a la funciéon Gamma diverge
para x = 0. En consecuencia, I' no esta definida en ese punto, y presentara
una asintota vertical. Gracias a la propiedad reproductiva, podemos estudiar
el comportamiento asintético de Gamma.

Proposiciéon 2.17. (Comportamiento asintotico I)

lim I'(z) = +o0. (2.18)

z— 0
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Demostracion. Despejando en la propiedad reproductiva, se tiene que:

_ L(z+1)

I'(x)

Tomando limites, se deduce el resultado buscado:

r 1 lim,_ o+ T 1 ., I
h’mF(x): lim (:E+ ) = lm/o (ZL‘+ ) = llmﬁzﬁ-oo
z— 0F z— 0% T lim,_, o+ @ z— 0" 1
a
Proposicion 2.18. (Comportamiento asintético II)
lim I'(x) = -o0. (2.19)

z— 0~

Demostracion. La demostracion es analoga a la del caso anterior. Como el
limite se calcula con x tendiendo a cero por la izquierda, hay que usar la
definicion de Gamma para valores negativos. Asi, aplicamos la ,
conn =1:

F(a:)zif‘(x+1).

Nuevamente, la prueba se completa al tomar limites:

r 1 lim,.o- ' 1 I'cl
h’r{)lil"(x) = lim (w+1) o Mo (z+1) = h’mﬁ - —00.

z— 0~ x lim,, - x 0"

a

Observacion 2.19 (Comportamiento asintético I1T). De igual modo, pode-
mos estudiar el comportamiento asintético en los enteros negativos. Basta
realizar un calculo de limites andlogo al anterior, en cada punto x = —n, con
n € N. Debido a los cambios de signo de Gamma, el resultado dependera de la
paridad de n. Basta distinguir cuantos términos aparecen en el denominador
de la en cada caso:

Para los puntos x = —n, siendo n par, el comportamiento es analogo al estu-
diado en el punto x = 0: al tomar limites por la derecha, aparece un nimero
par de términos, correspondiendo con un signo positivo. Por otro lado, al
tomar limites por la izquierda, aparece un nimero impar de términos, resul-
tando en un signo negativo.
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En los puntos x = —n, con n impar, ocurre al contrario, invirtiéndose los sig-
nos.

La tabla siguiente recoge la informacién anterior:

Paridad de n lim,, ,+ T'(z) lim,_, _,- I'(z)

par +00 —00

impar —00 +00

Tabla 2.1: Comportamiento asintético de la funcion
Gamma real en los enteros negativos.

Con la informacion que aportan los tultimos resultados, estamos en condicio-
nes de representar graficamente la funcion Gamma real.

Observacion 2.20. La muestra una representacion grafica de la
funcion Gamma en R. En ella, puede apreciarse los cambios de signo en los
subintervalos I,,, estudiados en la

Por ejemplo, vemos como Gamma toma valores negativos en el intervalo
I, =(-1,0), y positivos en I_5 = (-2,-1).
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2. LA FUNCION ' REAL

Figura 2.1: Representacion grafica de la funcion Gamma real, T'(x). Elabo-
racion propia (MTEX). Codigo disponible en anexo y en GitHub €).
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2.3. GENERALIZANDO EL FACTORIAL. PROBLEMA DE UNICIDAD

2.3. Generalizando el factorial. Problema de uni-
cidad

En la seccion anterior hemos extendido la funcion Gamma a todo R, in-
cluyendo valores negativos. Llegados a este punto, es natural plantearse si los
resultados estudiados hasta ahora permiten caracterizar a la funcion Gamma.
Por ello, continuamos la exposiciéon abordando el problema de la unicidad.

Como ya hemos constatado, la funcion Gamma interpola al factorial. Sin
embargo, en la presente seccién se comprobard que existen otras funciones
que verifican esta propiedad; de hecho, un infinito namero de ellas. Por en-
de, cabe preguntarse si la funcion Gamma presenta alguna propiedad que
la distinga de todas las deméas generalizaciones del factorial. Desde el punto
de vista de la integracion, es clara la importancia de la funcion Gamma de
Euler. Esta aparece de forma natural en miltiples problemas de la Fisica.
Ademés, esta estrechamente relacionada con otras funciones y problematicas
relevantes de la Matematica.

Sin embargo, en esta seccién pretendemos estudiar si Gamma es igual-
mente relevante, desde la perspectiva del problema interpolatorio. En con-
secuencia, perseguimos anadir condiciones adicionales a dicho problema de
interpolacion del factorial, de suerte que la funciéon Gamma real sea la tinica
que las verifique.

Es fundamental darse cuenta de que el procedimiento seguido para la ex-

tension de Gamma es genérico, y podemos aplicarlo a otras funciones. En la

se comentd como es posible determinar Gamma en (1, +00),

a partir de sus valores en (0, 1]. Teniendo presente esta idea, y utilizando la
, es inmediato deducir lo siguiente:

Para generalizar el factorial bastaria elegir cualquier funcion real f(y)
definida en (0, 1], con f(1) =1, y extenderla a (1, +o0) como:

fy) =f(z+n) = H(ﬂHn k) f(x)

:(x+n—1)(:p+n—2)---(fﬁ+1)$f($):> sty>1.

Hemos elegido denotar ‘y’ a la variable para ser coherentes con la notacion
de los resultados de la seccion anterior. Utilizando que y = x + n, podemos
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2. LA FUNCION ' REAL

escribir la expresion anterior de manera més simplificada. Es decir, para'?
y > 1 se define:

n

f) =Tl Ww-k) f(y-n).

k=1
O sea:

fw) = Ww-)Ww-2)(y-n) fly-n). (2.20)

En virtud de lo expuesto, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.21 (Generalizaciones del factorial).

Sea f : (0, 1] — R, una funcién real cualquiera, con f(1) = 1. Denotemos
por f a la extension de f a R,q, definida de la siguiente manera:

fy), siye(0,1],
fy) = (2.21)
(y-1)(y-2)(y-n) fly—-n), siye(l, +oo),

donde, para y > 1 escribimos y =x +n, con z € (0, 1] y n e N.

En estas condiciones, f es una generalizacion del factorial. Es decir, dado
m € N se verifica que:

f(m) = (m-1)!

Demostracion. La prueba es inmediata, y analoga a la realizada en el caso de
la funciéon Gamma. Por construccion, f verifica la propiedad reproductiva, y
f(1) = 1. Bastaria razonar por recurrencia, igual que en la de
la proposicion 2.5. Sin embargo, es més directo sustituir en la expresion de

f(y), para y > 1:

Seay=meN=x+n,conxz=1yn=m-1. Sustituyendo en , se tiene
que:

fm) = (m=1)(m=2)-- (m-(m-1)) L(L)=(m—1)!

Lo que concluye la prueba. O

2 Recuérdese que escribimos y = 2 + n, con x € (0, 1] y n € N. Despejando, se tiene que
T=y—-n.
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Observaciones 2.22.

(i) Si queremos una relacién mas directa con el factorial, basta tomar la
funcion g : (-1, o) — R, definida por ¢g(y) = f(y + 1). De este modo,
tenemos que g(m) = m!

(ii) Notese que la eleccion de la funcion f es totalmente arbitraria, mien-
tras verifique f(1) = 1. De este modo, existen infinitas funciones f
que extienden el factorial a R.q. Tras la siguiente observacion, veremos
algunos ejemplos.

Observacion 2.23 (Funciones pseudogamma). Las funciones que interpolan
el factorial reciben el nombre de funciones pseudogamma. La funcion Gamma
es la solucion més conocida a este problema de interpolaciéon. No obstante,
como ya hemos visto, no es la tinica solucién. Mas atn, en la ,
hemos mostrado un método para construir infinitas funciones pseudogamma.

Sin embargo, las funciones asi construidas tienen inconvenientes: es posible
que no sean siquiera continuas'®. Ciertas propiedades de regularidad'* pue-
den ser deseables para estas generalizaciones.

De entre todas las funciones pseudogamma, las dos méas famosas son la fun-
cion Gamma de Hadamard y el factorial de Luschny. Posteriormente, en el
capitulo 4, trataremos de nuevo las funciones pseudogamma.

Ejemplo 2.24 (Un caso degenerado). Podemos elegir como f la funcion
idénticamente nula, salvo en el punto y = 1. Es decir:

0, siye(0,1).
fy) =
1, siy=1.

Al realizar la extensién con el procedimiento anterior, resulta que f es la
funcién idénticamente nula en R,q, salvo en los niimeros naturales. O sea:

13 Vease el

14 Como la propia continuidad.
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2. LA FUNCION ' REAL

0, siy ¢ N.

fy) = (2.22)
(y-1)!, siyeN.

Este es un caso trivial, pero sirve para ilustrar que f puede ser cualquier
tipo de funcién, no necesariamente continua. En este caso, f es una funcion
nula casi siempre'® en R.o. Es decir, la funciéon f es discontinua, con discon-
tinuidades evitables en los ntimeros naturales. La grafica de f se muestra a
continuacion.

f(y)
24 | o
6 + [ )
2+ [
L . o
1 2 3 4 5 y

Figura 2.2: Funciones pseudogamma. Un ejemplo degenerado: f =0 c.s.
Elaboracion propia (KTEX). Imagen original: ©.

19 Esto es, salvo en el conjunto N, de medida nula.
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Ejemplo 2.25 (Un caso continuo, y convexo). Vamos a utilizar un enfoque
similar al de la , para construir funciones pseudogamma. En
este ejemplo, denotaremos por f, a estas funciones, para diferenciarlas de las
obtenidas con el procedimiento seguido anteriormente!°.

Tomemos cualquier funcion f; : [1, 2] — R, que cumpla la condicion f,(1) =
1= f5(2). Podemos extenderla a R,y utilizando la propiedad reproductiva:
fs(y+1) = y fs(y). Por ejemplo, escojamos la funcion idénticamente igual a
1. Es decir, f,(y) =1, para todo y € [1, 2].

Al realizar la extension, para y € (0, 1), tenemos que fs(y) = % Asimismo,
dado y € (2, 3], resulta que fi(y) = (y—-1) fs(y-1) =y -1, ya que, como
y—1¢€ (1, 2], se tiene que f;(y—1) =1 . Razonamos analogamente para todos
los intervalos (n, n+ 1], con n € N, obteniendo que:

1/y, O<y<1.
1, l<y<2.
y—1, 2<y<3.

fs(y)

(y_Q) (y—l), 3<y<d4. (2.23)

iy-k), n<y<n+l.

La funcién asi construida resulta ser continua. Explicitamente, se tiene que:

Jim £ = Jim TT-k) = [T = o).

n-1 n-2
Im fi(y) = Im [](y-k) = lm (y-(n-1)) [T (y-k) =
y=n k=1 y=n k=1

y—>nt

[\

n— n—2

(n-(m-1)) ] (n-k) = TT(n-k).

k= k=1

[y

1

De este modo, en los posibles puntos de discontinuidad!'”, los limites latera-
les'® coinciden entre si, y con el valor de la funcién. Es decir, f; € CO((O, +oo)).
En la podemos apreciar la continuidad de f.

16 Que denotabamos simplemente por f.
7 Esto es, para cada y =n e N.
I8 Calculados por la izquierda y por la derecha.
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En virtud de lo anterior, la continuidad no basta para que nuestro problema
de interpolaciéon posea a Gamma como solucién tnica. Debemos buscar una
propiedad alternativa.

f(y)

A

24 1

1 2 3 4 5 y

Figura 2.3: Funciones pseudogamma. Un ejemplo continuo y convexo:
fs=1en[1, 2]. Elaboracién propia (KTEX). Imagen original: €.

Observacion 2.26 (El problema de unicidad. Algunas notas historicas).

El articulo de Philip J. Davis, [Dav59], es una referencia clasica sobre la fun-
cion Gamma, y el avance en su estudio en los ultimos siglos. En concreto,
en [Davb9, pags. 865-868| se discute la unicidad del problema interpolatorio,
desde un punto de vista histoérico.

La condicién necesaria para lograr la unicidad se encontro, a principios del
siglo XX, en términos de convexidad. Este concepto tuvo gran desarrollo
durante los primeros anos del siglo, gracias a matematicos como Minkowski
y Jensen'”. Posteriormente, estas nociones se aplicaron a campos diversos,

19 Veéase 1a , en el apéndice.
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como la teoria de juegos o la programacion lineal.

Notese que la funcion Gamma es convexa en el intervalo (0, +o00). Esto es
claro, a la vista de la . Sin embargo, la mera convexidad sigue sin
ser suficiente para alcanzar la unicidad del problema. De acuerdo con la

, la funcién f, que hemos construido también es convexa”’.

Sin embargo, la solucién se encontraba cerca. Como veremos a continuacion,
la funcion Gamma no solo es convexa, sino que es logaritmicamente convexa.
En 1922, Harald Bohr y Johannes Mollerup finalmente resolvieron el pro-
blema de unicidad, utilizando precisamente la convexidad logaritmica de
Gamma.

En la siguiente seccién presentaremos el conocido como teorema de Bohr-
Mollerup, que constituye el resultado principal del capitulo. Pero antes, con-
viene realizar dos comentarios adicionales.

Observacion 2.27 (Sobre la derivabilidad de Gamma). Otra ventaja de
la funcion Gamma, respecto a las funciones pseudogamma que hemos cons-
truido en el capitulo, es la derivabilidad?'. Es claro que la funcion f, del

no es suave. Ni siquiera es una funcién diferenciable. Esto se
aprecia claramente en la

Aunque para cada punto y = n € N existan las derivadas laterales, estas no
coinciden:

-1/y?, O<y<l1.
0, 1<y<2.
fiy) =4 1, 2<y<3. (2.24)

y?-3y+2, 3<y<4

Por ejemplo, para n =1, se tiene que:

0" Aunque este hecho puede demostrarse analiticamente, es inmediato observarlo grafica-
mente: uniendo dos puntos cualesquiera de la grafica de f;, es obvio que el segmento que
los une esté por encima de dicha gréfica.

2L Recuérdese que, para funciones de una variable real, los conceptos de derivabilidad
y diferenciabilidad son equivalentes. Por ello, al referirnos a este tipo de funciones en el
texto, usamos indistintamente “funciéon derivable” o “funcién diferenciable”.
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11,rny—> 1- fé(y)
# (2.25)
0

lmy, . 10 fi(y)

Por el contrario, puede demostrarse que la funcion Gamma real si es deri-
vable. Sin embargo, esta propiedad no es suficiente para caracterizar a la
funcion Gamma de manera tnica. Existen otras’” funciones pseudogamma
con esta propiedad??.

Mas atn, puede probarse que la funcion Gamma real es indefinidamente
diferenciable en (0, +c0). No obstante, este resultado no es esencial para
nuestra exposicion. Por ello, no se ha incluido en el propio cuerpo del texto,
sino como un apartado complementario. Siendo asi, el lector interesado puede
consultar el , integrado en el apéndice.

Observacion 2.28 (Funciones pseudogamma. Extension a R.g).

Como ya estudiamos, la ermite calcular I' para valores ne-
)
gativos no enteros.

Asi, podriamos extender las funciones pseudogamma construidas en los tl-
timos ejemplos al conjunto R \ Z., igual que hicimos con Gamma. Basta
sustituir I' por f, en dicha ecuacion.

2.4. Teorema de Bohr-Mollerup

Previo a enunciar el teorema, vamos a demostrar que la funcién Gamma
real es logaritmicamente convexa. Como ya se adelanté, este resultado admite
dos demostraciones diferentes.

Teorema 2.29 (Log-convexidad de Gamma).

La funcion Gamma, definida por la integral , es logarftmicamente con-
vexa en (0, +o0).

2 De hecho, infinitas.
23 Ver [Art64, pag. 13)].
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Demostracion 1 (Artin).

La prueba es inmediata, a partir del estudio realizado sobre las funciones
logaritmicamente convexas. Basta aplicar el , teniendo en cuenta
que la funcion ¢(t) = et es continua en (0, +00).

O

Demostracion 2 (Holder).

Recuérdese la , de funcion log-convexa. Asi, basta probar que,
para cualesquiera z,y € (0, +00), a € (0, +00), se cumple la desigualdad si-
guiente:

F((l—a)x+ay) < (P (T ()" (2.26)

Sean z,y € (0, +00) y «a € (0, +00), cualesquiera. Buscamos aplicar la des-
igualdad de Holder. Para ello, definamos:

1 1 1
p:—, q:— <> 1—a:—, o=—-:
l-« « P q
De esta forma, se verifica que:
1 1
(l-a)+a=-+-=1. (2.27)
p q

En consecuencia, se tiene que: (1-a)z+ay= i %. Operando, y aplicando
cuidadosamente la desigualdad de Hélder, se obtiene el resultado buscado:

r Yy g (zrra 2
F((l—a)m+ay)=F(1—j+E)=fo et (5rE-1) gy 22
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< f0w|f(x)lpdw);' ( °°\g<x>\qu); .
= (foootw—l et dt)(la)~ (foooty—l et dt)a =

= (T(@)"™ - (T())".

Observacion 2.30. A partir del resultado anterior, resulta evidente®*

I' es una funcion convexa en (0, +00).

que

Proposicion 2.31 (Minimo absoluto de la funcion T).

La funcion Gamma alcanza un minimo absoluto en (0, +oc0).

Demostracion. Gamma es convexa en (0, +00), vy no es monotona en dicho
intervalo: basta ver? que lim,_, o+ I'(z) = 400, I'(1) = 1y que lim,_, o+ I'(x) =
+00. Una aplicacion directa del permite concluir la prueba.

O

Observacion 2.32 (Sobre el minimo absoluto de Gamma).

Obsérvese la . Teniendo en cuenta que I'(1) = 1 =I'(2), el minimo
debe ser un valor inferior a 1, y se alcanzara en un punto z¢ € (1, 2). A simple
vista, se aprecia que z, es ligeramente inferior a 1,5.

24 De acuerdo a la , la propiedad de log-convexidad es més fuerte que la
de convexidad.
2% Recuérdese el comportamiento asintotico estudiado, o simplemente la
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|
2 T

1.5

1
Figura 2.4: Representacion grafica de la funcion Gamma

real en el intervalo [1, 2]. Minimo absoluto. Elaboracion
propia (KTEX). Imagen original: ©.

Teorema 2.33 (de Bohr-Mollerup, 1922).
Sea f:D — R una funciéon cuyo dominio de definicién, D, contiene a todos

los niimeros reales positivos?®, y que verifica las tres condiciones siguientes:

i f(1)=1.
ii. f(r+1)=xf(x), paratodo x€D. (propiedad reproductiva).
iii. f es logaritmicamente convexa en D.

Entonces f es idéntica a I' en su dominio de definicion.

Demostracion. La prueba, aunque extensa, es elemental: solo requiere técni-

cas béasicas de calculo infinitesimal.

26 Esto es: Ry c D.
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Primeramente, notemos que la existencia de una funcién que verifica estas
tres condiciones ya ha sido probada: la funcion I' las cumple. Asi, resta pro-
bar la unicidad.

Ya que f verifica la propiedad reproductiva, se sigue’’ que:

flx+n) =(x+n-1)(x+n-2)(x+1)x f(x). (2.28)

Consecuentemente, basta ver que f coincide con I en el intervalo (0, 1] para
concluir la prueba. En tal caso, f sera idénticamente igual a Gamma en el res-
to de puntos, puesto que ambas funciones verifican la propiedad reproductiva.

Sea x € (0,1] y n e N, con n > 2. Por la hipétesis iii, f es logaritmicamente
convexa. O sea, g =log (f) es una funciéon convexa. Aplicando los resultados
estudiados sobre el crecimiento de las pendientes” en funciones convexas, se
sigue que:

g(n) —g(n-1) gn+x)-g(n) gn+1)-g(n)
n-(n-1) =~ (n+z)-n =~ (n+l)-n

log (f(m)) ~log (f(n = 1)) _log (f(n+2)) ~log (f(n)) _log (f(n-+1)) ~log(f(n))
1 B T B 1

Teniendo en cuenta que f verifica la propiedad reproductiva, se tiene que:
fn+1)=nly f(n)=(n-1)\. De este modo, aplicando las propiedades del
logaritmo, se sigue que:

log (457)
log(n-1) < ————= < log(n).

Multiplicando por x > 0, la desigualdad anterior se mantiene:

log ((n-1)") < log(%) < log (n®).

Utilizando la monotonia de la funcion logaritmo, y multiplicando por (n—1)!,
resulta que:

(n-1)*(n-)! < f(n+zx) < n"(n-1)!

27 Recuérdese la
8 Consultar las y
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2.4. TEOREMA DE BOHR-MOLLERUP

Sustituyendo la expresion en la desigualdad anterior, y operando, se
obtiene la siguiente:

(n-1)*(n-1)!
z(x+1)(z+n-2)(x+n-1)

n®(n-1)! ()
z(z+1)-(z+n-2)(z+n-1)

< f(z) <

B n* n! T+n
Cz(z+1l)-(z+n-1)(z+n) n

La igualdad () proviene de sustituir (n—1)! = 2.

Notese que estas dos desigualdades que involucran a f(z) son independientes
la una de la otra: aunque han sido expresadas en funciéon de n, ambas se
verifican para todo n > 2. Por tanto, podemos reemplazar ‘n’ por ‘n + 1" en
el miembro de la izquierda, de modo que:

n*n! n*n! T+n

< f(z) < .
r(z+1)(z+n-1)(z+n) z(x+1l)(xr+n-1)(z+n) n
Teniendo en cuenta que

, xT+n

lim =1,

n— 00 n
y aplicando el , se concluye que:

n*n!

f(z) = lim

nseo p(r+1)(z+n-1) (m+n) (229)

Asi, hemos obtenido una expresion tnica para f(z), con 0 < x < 1. Sin em-
bargo, I'(x) también verifica las tres condiciones del teorema. Por tanto, la
expresion continta siendo vélida si reemplazamos f(x) por I'(x), en
el lado izquierdo.

Por lo tanto f =T en el intervalo (0, 1]: lo hemos demostrado para el interva-
lo (0, 1), y para z = 1, se verifica por la hipotesis i. Como ya se coment6?’| la
funcion I' queda completamente determinada por sus valores en (0, 1]. Asi,
como f es exactamente igual a I" en (0, 1], lo serd en todo su dominio de
definicion, D.

En virtud de lo anterior, queda probado que la funcion Gamma es la Gnica
extension logaritmicamente convexa de la funcién factorial. O

29 Vease la
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2. LA FUNCION ' REAL

En este punto, conviene realizar una apreciaciéon sobre la ecuacion

Observacion 2.34. La expresion obtenida para la funcion Gamma en (0, 1]
es valida para todo su dominio de definiciéon, Dg = R \ Z.

Denotemos: |
n*n!
I (x) = . 2.30
() x(x+1)(z+n-1)(x+n) (2.30)
Sustituyendo x por x + 1, se tiene que:
n**1n! n*n! n

Pa(w+1) = (z+1)(z+n)(z+n+1) :xiﬁ(l”fl)”'(x*'”) ran+l

Dado x € (0, 1], el limite cuando n tiende a infinito del miembro derecho de
la igualdad anterior existe, y vale xI'(z). Recuérdese que lim, . —~5 =1,
para cualquier x € R. De esta forma, el limite del miembro izquierdo de la
igualdad también existe. Dicho limite se corresponde con la expresion de
['(z+1), para x € (0, 1]. Es decir, la expresion de Gamma en forma de limite

es valida también para x € (1, 2].

Mas aun, la igualdad es valida para cualquier x. De acuerdo con lo an-
terior, si existe el limite para x, existird para x+1 Equivalentemente, si existe
para x + 1, lo hara para x, siempre que x # 0, para evitar un denominador
nulo.

La conclusiéon fundamental es que la expresion obtenida para la funcién
Gamma, en forma de limite, es valida en todo su dominio de definicién. Por
consiguiente, se deduce el ultimo resultado del capitulo.

Corolario 2.35 (Gamma en forma de limite).
Dado cualquier x € R \ Zq se verifica que:

znl
['(z) = lim .

noeo gp(r+1)-(z+n-1) (x+n) (2:31)

Observacion 2.36 (Otras formas de definir Gamma).

En algunos textos, la igualdad se utiliza como definiciéon fundamental
de Gamma, en lugar de su forma integral, . A partir de la expresion
como limite, pueden deducirse el resto de sus propiedades. Dicha expresion
fue obtenida en primera instancia por Gauss.
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2.4. TEOREMA DE BOHR-MOLLERUP

Antes de avanzar al siguiente capitulo, cabe realizar unos comentarios
finales.

Observaciones 2.37 (Algunas notas historicas).

(i)

(i)

(i)

(iv)

El teorema de Bohr-Mollerup muestra que, entre las soluciones del pro-
blema de interpolacion del factorial, la funcion Gamma es, en cierto
sentido, la mas simple de todas.

Respecto a este tema, se recomienda consultar el articulo de Philip J.
Davis, [Dav59]. Este texto incluye méas detalles sobre la funcion Gam-
ma, su relevancia y el problema interpolatorio. Concretamente, abarca
esta dltima cuestion desde la perspectiva historica.

De acuerdo con [Davh9, pag. 868|, Harald Bohr y J. Mollerup demos-
traron su teorema en 1922. Posteriormente, en 1931, Emil Artin®" logréd
simplificar la prueba. Por este motivo, en algunos textos se conoce a
este resultado como el “teorema de Bohr-Mollerup-Artin”.

Este teorema es tan llamativo y potente que, en el texto de Nicolas
Bourbaki®!, constituye el punto de partida para la exposicion de la
funcion Gamma: en lugar de definirla por una férmula concreta, se
eligen las condiciones del teorema de Bohr-Mollerup como definicion.
Se recomienda al lector interesado consultar [BS13, Prop. 1. Cap. VII.
Pégs. 306-307]. Esta es una muestra méas de la belleza e importancia del
resultado estudiado, pues el grupo de matematicos franceses constituyo
uno de los exponentes de la Matematica de la época, destacando por
su rigurosidad.

A modo de curiosidad, este grupo da nombre al santo patron del Grado
en Matemaéticas en la Universidad de Valladolid. Cada ano, el altimo
viernes de noviembre, alumnos y profesores celebran la festividad de
“San Bourbaki” en su honor. Esta fiesta comenzo a realizarse en el ano
19687, con motivo de un cambio de facultad. Este ano 2025 se celebrara
su quincuagésimosexta (562) edicion.

30 Vease [Art64, pags. 14-15].

31 “Nicolas Bourbaki” fue el pseudénimo utilizado por un grupo de matematicos franceses
para la publicacién de sus obras. El colectivo fue fundado en 1935, y sus publicaciones tu-
vieron gran repercusion. Lograron aumentar la exigencia de rigor de los textos matematicos
posteriores, e influyeron en su estilo.

32 Desde entonces, se ha celebrado todos los aflos, salvo en el 2020, debido a la pandemia
de coronavirus.
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2. LA FUNCION ' REAL

Observacion 2.38. (Una generalizacion del teorema de Bohr-Mollerup)

El teorema de Bohr-Mollerup admite una generalizaciéon, aplicable en con-
textos méas amplios y a funciones diversas, con propiedades relacionadas con
la concavidad y la convexidad.

Aunque de gran interés, este contenido escapa a los objetivos del TFG, y
no entraremos en detalles. Se recomienda al lector interesado la consulta
de [MZ22]. Este libro, publicado en 2022 por la editorial Springer, puede
consultarse de manera gratuita®®. El enlace se encuentra disponible en la bi-
bliografia.

A continuacion, daremos unas ideas breves del contenido del texto:

Este comienza dando un resultado ligeramente mas general que el teorema
de Bohr-Mollerup, aplicado a funciones “eventualmente convexas”*.

Dicho resultado puede ampliarse a un rango de funciones mas amplio. Esta
construccion fue realizada por Wolfgang Krull y Roger Webster, de manera
independiente.

Sin embargo, los resultados obtenidos por Krull y Webster contienen hipotesis
muy restrictivas. En [MZ22], los autores® generalizan los resultados de Krull
y Webster, relajando algunas hipotesis.

33 Tanto este, como el resto de los libros de la editorial Springer que se citan en el tra-
bajo, pueden descargarse de manera gratuita a través de la licencia de la Universidad de
Valladolid.

31 Segin [MZ22, pag. vii] el término “funciéon eventualmente convexa” denota a aquella
que es convexa en un entorno de infinito.

3% Jean-Luc Marichal y Naim Zenaidi.
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La funcién I' compleja

En el presente capitulo se estudiara la funciéon Gamma en el cuerpo de los
nimeros complejos. La presentacion se dividira en tres secciones, de acuer-
do a tres definiciones diferentes de Gamma. En primer lugar, se introduce
una expresion de Gamma como producto infinito. En la segunda secciéon se
estudiarda Gamma en forma de limite. Por dltimo, la tercera secciéon se co-
rresponde con la forma integral, extendiendo a C la definicién previamente
introducida en los nimeros reales, en el segundo capitulo. Uno de los resulta-
dos principales de este tercer capitulo es el teorema de Wielandt, que permite
caracterizar a la funcion Gamma compleja de manera tnica.

El texto de Remmert ([Rem98|, 1998) constituye la principal referencia
del capitulo, realizandose la exposicion en un orden similar al seguido en el
texto. En concreto, el lector interesado puede consultar [Rem98, pags. 33-
67]. Por otro lado, exposiciones similares sobre la funcion Gamma compleja
pueden encontrarse en [Hen77, pags. 24-45] y [Mar65, pags. 304-322].

Para motivar el capitulo, se han incluido varias representaciones grafi-
cas del moédulo de la funcion Gamma compleja, realizadas con el software
Mathematica. A continuacion, se presenta la primera de ellas. Tras esto, co-
menzamos propiamente con la exposicion del capitulo.
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3. LA FUNCION ' COMPLEJA

Figura 3.1: Médulo de la funcion Gamma compleja, |I'(z)|. Elaboracion pro-
pia (Mathematica). Codigo disponible en anexo y en GitHub €.
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3.1. GAMMA COMO PRODUCTO INFINITO

3.1. Gamma como producto infinito

Antes de obtener la expresion de Gamma como producto infinito, hemos
de introducir varias funciones auxiliares. La primera de ellas, que denotare-
mos por H(z), se define a continuacion.

La funcion auxiliar H(z)

Definicién 3.1. Dado z € C, se define
H(z) ::21‘[(“5)6—2/”, (3.1)
v=1 v

El siguiente resultado es fundamental.

Teorema 3.2. El producto [],2, (1 + f) e #/v converge uniformemente en los
compactos de C.

Demostracion. En primer lugar, notemos que como C es un espacio métrico,
todo conjunto compacto es cerrado y acotado. En concreto, al ser acotado,
todo compacto esté contenido en una bola cerrada. De esta forma, basta de-
mostrar la convergencia uniforme en bolas cerradas.

De este modo, sea B, := B,,(0) la bola cerrada centrada en el origen y de radio

n, con n € N. Por la , para probar la convergencia uniforme
de este producto basta demostrar que la serie

i((l + g)e—z/” - 1)

converge uniformemente en B,,.

Por el , basta demostrar que la serie converge nor-
malmente en B,,. De este modo, si probamos que

had z
_ 2 -z/v
;1 (1+U)e

habremos concluido.

< oo para todo z € B, ,

Llamando w = —Z y sustituyendo la exponencial por su desarrollo en serie de
Taylor, se sigue que:
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3. LA FUNCION I' COMPLEJA

1—(1—w)e“’=Z—jl(l—%)+(%—%)w+ +($— (Ujl)!)w“‘“r--«].

Observamos que todos los coeficientes entre paréntesis en la expresion a la
derecha de la igualdad son positivos. Por lo tanto, si |w| < 1, se cumple que

1= (1-w)ev] SWi(%—ﬁ) w2 (3.2)

v=1
Notese que la serie que aparece en la desigualdad es , de
modo que su suma es:

> (1 1 1 (., 1
Z(H_(u+1)!):ﬁ‘(352(u+1)!):1

v=1

Sustituyendo w = —z/v en , se sigue que:

‘1—(1+3)ez/v
v

1—(1+5)ez/“
v

Entonces, la serie converge desde el término v = n en adelante. Anadir un
nimero finito de términos no altera la convergencia, de modo que la se-
rie original converge normalmente en los compactos de C. El

asegura la convergencia uniforme de esta serie en los compactos
de C. Finalmente, la permite concluir la convergencia uni-
forme del producto [],2, (1 + %) e~#/" en los compactos de C, precisamente lo
que queriamos demostrar.

2
(P

si|z| < w.

De esta forma:

[e9)
> (s
v=n ZEBn

1
)S|z\2 Zﬁ<oo.

v=n

a

El factor exponencial e #/* produce la convergencia de un producto pre-
viamente divergente, [T, (1 + %) Karl Weierstrass fue el primero en reco-
nocer la importancia de este procedimiento, y desarroll6 una teoria general a
partir de él. El lector interesado puede consultar el tercer capitulo del texto
de Remmert (|[Rem98], 1998), que trata sobre el teorema de factorizacion de
Weierstrass.

Por lo tanto, se tiene que H € J#(C), siendo H la funciéon definida en
y #(C) el conjunto de las funciones enteras, esto es, holomorfas en C.
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Proposicion 3.3. La funcion H(z) = 2z [Ioy (1 + f}) e %IV es entera.

Demostracion. En primer lugar, el asegura la holo-
morfia en C del producto 157, (1 + %) e?/Y, ya que este converge uniforme-
mente en los compactos de C. En consecuencia, H es el producto de dos
funciones enteras; luego, es entera. O

Pasamos ahora a estudiar los ceros de la funciéon auxiliar H.

Proposicion 3.4. La funcién H definida en posee ceros simples en los
puntos —n con n € Nj.

Demostracion. Cada factor (1 + %) se anula exactamente cuando z = —v, pa-
ra cada v € N. Como consecuencia, la funciéon H se anula precisamente en
los enteros negativos {-n:n € N}, ademéas de en el punto z = 0, por el factor
inicial z.

Para ver que estos ceros son simples, notemos que en cada punto z = —v, se
anula exactamente un unico factor del producto:

(1 + E) =0 cuando z = —v,
v

mientras que los demas factores no se anulan en ese punto:

(13

Por tanto, el producto tiene un cero simple en cada z = —v, con v € N. Lo
mismo ocurre en el punto z = 0.

#0 sik+#w.

z=-v

O

Llegados a este punto, requerimos una expresion del seno como producto
infinito, para poder probar la siguiente propiedad importante de la funciéon
H. Antes de demostrar dicha expresion del seno, se necesita un resultado
previo.

Lema 3.5 (Descomposicion en fracciones simples de la cotangente).

La funcién cotangente admite el siguiente desarrollo en fracciones simples,
para z € C\Z.




3. LA FUNCION I' COMPLEJA

Demostracion. Este es un resultado clasico de analisis complejo. Una de sus
demostraciones se atribuye al aleman Gustav Herglotz. Esta solo requiere de
resultados basicos de variable compleja, y se basa en el llamado “truco de
Herglotz”.

Basicamente, la prueba consiste en denotar por f y ¢g a los miembros izquier-
do y derecho, respectivamente, de la primera igualdad en . Tras esto, se
deducen propiedades comunes a ambas funciones, concluyéndose finalmente
que deben coincidir.

Pese a su gran interés, no incluimos la demostracion completa por mo-
tivos de extension. Esta puede consultarse en el texto de Aigner y Zie-
gler (JAZ10], 2010), en el capitulo 23. En concreto, véase [AZ10, pags. 149-
154].

0

A partir de esta descomposicion, podemos demostrar el siguiente resulta-
do sobre la funciéon seno.

Teorema 3.6 (Euler 1734. Seno como producto infinito).

El seno complejo admite la siguiente representacion como producto infinito:

oo 2
SiH(WZ)ZWZH(l—%), zeC. (3.4)
v=1 v

P . . . 2
Demostracion. En primer lugar, se tiene que la serie }.;2; % converge nor-
malmente en los compactos de C. Veamoslo:

Sea n € N, y tomemos z € B,,. Denotemos por f,(z) al término general de la

22

serie. Esto es, f,(2) = Z.

2 2
z n

=us— para todo z € B,, .
v2 T 02

|[fo(2)] =

22
V2

. , . 2
Ahora, para cada n € N, tenemos que la serie de término general %5 es con-
vergente. Concretamente:

. . 2 .
En virtud del , la serie }°72, % converge uniforme-
mente en los compactos de C.
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3.1. GAMMA COMO PRODUCTO INFINITO

Ahora, la permite concluir la convergencia uniforme del pro-
ducto [Too4 (1 - i—;) en los compactos de C.

Por el , dicho producto define una funcién entera. Asi, definiendo
oo 2,2
z2)i=m2 1-—=],
f) =T (1- )
se sigue que f es una funcién entera.
Denotando por f,(z)=1- f}—z, se tiene que f1(z) = 3. De esta forma:
fi(z) -2z 2z
fo(z) 02—22  22-9?

De acuerdo con el del citado teorema, calculemos la deriva-
da logaritmica de f. Como ya vimos, la convergencia uniforme justifica la
derivacion término a término, de modo que:

f(z) 1. & 2
O

v=1

22 92

Observamos que la expresiéon anterior es precisamente la expansion de frac-
ciones simples de la funcion cotangente, dada por . Es decir
f'(z) _d
= — log f(z) =mcot(mz).
Pero, por otro lado, esta expresion coincide con la derivada logaritmica de la
funcion sin (72):

sin’ (rz)  cos(mz)

=mcot(7mz).

% log(sin(wz)) =

Ahora, por un de variable compleja sobre igualdad de deri-
vadas logaritmicas de funciones meromorfas', se tiene que:

sin(rz)  sin(7z)

f(z)=csin(mwz), con ceC*.

! Recuérdese que llamamos funciéon “meromorfa” en un abierto 2 a aquella que es holomorfa
en todo (2 excepto en un conjunto de puntos aislados, llamados polos de la funcion. El
conjunto de las funciones meromorfas en un abierto Q c C se denota por M ().
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3. LA FUNCION I' COMPLEJA

Tomando limites cuando z — 0, se tiene que:

) ) = z’
£1_r>%f(z) = 121_{% wzﬂ(l—ﬁ) =Tz.
=

SE) g,y
20 sin(7z) 20 sin(7z)

Consecuentemente, se sigue que ¢ = 1, quedando probada la expresion del
seno como producto infinito O

Observacion 3.7. La expresion refleja claramente los ceros de la fun-
cion seno: sin(mz) se anula si y solo si z € Z. Cada factor en el producto
corresponde a uno de esos ceros. Ademas, vemos que cada uno de estos ceros
2
3 z — z z 3
es simple. Dado v € N, tenemos que 1 -2 = (1 - 2)(1+ 2). El primer factor
se anula en z = v, y el segundo, en z = —v

Una vez demostrada la expresion del seno como producto infinito, la si-
guiente propiedad de la funcién auxiliar H se deduce autométicamente.

Proposicion 3.8. La funcién H verifica la siguiente propiedad:

~H(2)H(-2) = 2* ﬁ(l—i—z) = %zsin(wz). (3.5)

Demostracion. La primera igualdad de la expresion anterior se deduce sus-
tituyendo —z en la definiciéon de H. La segunda es inmediata, a partir de la
expresion del seno como producto, . 0

Observacion 3.9. La proposicion anterior muestra que H(z) consiste, esen-
cialmente, en “la mitad de los factores del producto del seno”.
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3.1. GAMMA COMO PRODUCTO INFINITO

Definicion 3.10 (Constante de Euler-Mascheroni).

Se denomina constante de Euler-Mascheroni al limite de la diferencia entre
la suma parcial de la serie armoénica y el logaritmo neperiano. Es decir:

v := lim (zn: % - logn) . (3.6)

n—o0
v=1

Debemos comprobar que el limite existe y es finito.

Comprobacion. Veamos que la expresion anterior define, efectivamente, una
cantidad finita.

Denotemos por 7, = >._; % —logn al término general de la sucesion. Este co-
rresponde a la diferencia entre la suma parcial n-ésima de la serie armoénica
y la funcién logaritmo neperiano.

Para probar que el limite

N
v = lim 7, = lim (Z%—logn)

k=1

existe y es un numero real finito, basta ver que la sucesién es monoétona y
acotada. Esto es consecuencia de un de célculo infinitesi-
mal.

En primer lugar, estudiemos la monotonia de la sucesion.

n+l 1 noq
Vi1l = Vn (Zg—log(n+1))—(zg—logn)

k=1 k=1

rer i (log(n+1) —logn)

1 1
= —— -1 1+—1].
n+1 og( n)

. . .
71-, una desigualdad conocida para x > 0.
1

n+l

Ahora, utilizamos que log(1+z) >

1
Aplicandola a x = %, se sigue que log (1 + %) > T =

Por tanto:
1 1
il — Vn = —— — 1 1+—1<0.
Tn+l — 7Y, el Og( n)
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3. LA FUNCION I' COMPLEJA

Es decir, la sucesion -, es estrictamente decreciente.

Veamos ahora la acotacion. Para ello, usaremos una técnica elemental, basa-
da en comparar integrales con sumas de Riemann, considerando rectangulos
de base unidad. Notemos que la funcion f(x) = % es positiva, continua y mo-
notona decreciente en [1,00), lo que garantiza la validez del razonamiento.

En primer lugar, veamos la acotacion inferior de +,. Para ello, se utilizan una
“suma de Riemann por la izquierda” Vamos a comparar el area bajo la funcion
1/z en el intervalo [1,n], con rectdngulos de base unidad y altura f(k), con
k=1,...,n-1. Como f es decreciente, entonces la suma de Riemann izquierda
sobreestima el valor de la integral. La ilustra esta situacion
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Figura 3.2: Constante de Euler-Mascheroni. Acotacion inferior de ~,. Elabo-
racion propia (WTEX). Imagen original: €).

Dado cualquier n € N; se verifica que:

n]
/ —dr <
1 T

1
1 -
og(n)+n <

R -

M= 7T[fv’]

FA
| =

n

1
%:Z E—log(n) >

k=1

S|=7F

Es decir, hemos probado que ~, > 0 para todo n € N.
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Como la sucesion es decreciente, una cota superior es su primer término. Es
: 1
decir, tenemos que 7y, <7y = 7 —log (1) = 1.

Aunque no es necesario, podemos alcanzar la misma conclusion considerando
una “suma de Riemann por la derecha”. Para ello, se toman rectangulos de
base unidad y altura f(k+ 1), con k = 1,...,n -1, como se muestra en
la . Al ser f monoétona decreciente, la suma de Riemann derecha
infraestima el valor de la integral.

1/x

0.6 |
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7077777777777 7
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T Ry,

. A,
2077777777770 2200077777
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w
W
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N
8

1 2

Figura 3.3: Constante de Euler-Mascheroni. Acotacion superior de 7,. Ela-
boracion propia (IATEX). Imagen original: €.

En este caso, dado n € N, se tiene que que:

f —dzx
1

log(n)+1 >

f(k+1) Ei% —

wIH

> B
>

WA
M=, 7 ~log(n) <
ik
Luego, v, < 1 para todo n € N. De este modo, se concluye que la sucesion
v esta acotada: inferiormente, por 0; y superiormente, por 1. Como ademés
es mondtona decreciente, entonces es convergente. De este modo, su limite?

? Que hemos denotado por 7.
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existe y es finito, siendo asi coherente la . Ademas, hemos
probado que: 0 < v < 1.
O

Observaciones 3.11 (Comentarios I sobre la constante 7).

(i) La existencia del limite de la sucesion v, admite varias demostraciones
diferentes. Ademés de la presentada en nuestro trabajo, existen muchas
otras formas de probar este resultado, con razonamientos similares.

Por ejemplo, una prueba alternativa de este resultado puede consultarse
en [DL19 pags. 19-22]. Esta consiste en definir dos sucesiones: a,, =
Y1 -log(n+1)y sp =9, = Yoy = —logn. Rutinariamente, se prueba
que a, define una sucesiéon monoédtona creciente, y s,, una monédtona
decreciente. Tras ello, se comprueba que s, > a,, para todo n € N. Asi,
se demuestra que v, esta acotada inferiormente por a; = 1 —log(2) =
0,3068, y superiormente por s; = 1 —log(1) = 1. Finalmente, se ha
demostrado que 7, es decreciente y acotada, luego convergente. Con
esta demostracion, se obtiene una mejor cota inferior para ~.

(iii) El razonamiento seguido en nuestro trabajo puede refinarse, para obte-
ner una mejor cota inferior de . Una opcién es razonar andlogamente,
con una suma tipo Riemann izquierda, pero considerando trapecios en
lugar de rectangulos. Este seré el procedimiento seguido en la siguiente
proposicion

Proposicion 3.12 (Una mejor cota inferior para 7).

La constante de Euler-Mascheroni verifica:

- < <1. 3.7
5 <7< (3.7)

Demostracion. Por la convexidad de la funcion + en cualquier intervalo [1,n],
con n € N, los trapecios cubren un area mayor que el drea bajo la curva, como
se ilustra en la

Asi, dado n € N, se tiene que:

/1 —dx Z% l +f(k+1)] % :j[%+k11] —
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—n—ll n-1 1 1 n—ll nl
log(n) < = —+ = - -+ | =
(n) _k:1k k—1k+1] 2=k kZ:;k
11 1] @ n o1
1 — + = —2-Y = = —
og(n)+2n+2 < 5 ,;k] k;k’ —
noq 1 1
B | > 4
W=, g~ los(n) > oo

k=1
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Figura 3.4: Constante de Euler-Mascheroni. Una mejor cota inferior para ~.
Elaboracion propia (KTEX). Imagen original: ©.

1

De este modo, se ha deducido que v, > 5 + %, para todo n > 2. Tomando

limites cuando n — oo, se sigue que:

v >

N | —

Observaciones 3.13 (Comentarios II sobre la constante 7).

(i) Leonard Euler fue el primero en introducir la constante «y, en 1734. Ese
ano consiguio calcular hasta seis decimales, v ~ 0,577215 Posteriormen-

te, en 1781, Euler computé un valor con quince decimales correctos,
v~ 0,577215664901532.
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(ii) Posteriormente, el matematico italiano Lorenzo Mascheroni (1750-1800)
estudio esta constante detalladamente en su obra Adnotationes ad cal-
culum wntegralem Fuleri, publicada en 1790. El nombre “constante de
Euler—-Mascheroni” fue popularizado a posteriori, como reconocimiento
a las contribuciones de ambos. En textos més antiguos, a veces se la de-
nomina simplemente como “constante de Euler”. A modo de curiosidad,
algunos textos la denotan simplemente por la letra C'.

(iii) A menudo, se considera a la constante 7 como la tercera constante mas
importante del analisis matematico, por detras de 7 y e. Sin embargo,
nuestro conocimiento sobre v es mucho més reducido. Al contrario que
las anteriores, no se sabe si 7y es racional o irracional, aunque se sospecha
su irracionalidad. En la actualidad, también se desconoce si la constante
v es algebraica o trascendente.

Una vez estudiada la constante v, presentamos las dos tltimas propieda-
des de la funcion auxiliar H.

Proposicion 3.14. La funciéon H verifica la siguiente propiedad:

H(l)=e7. (3.8)
Demostracion. En primer lugar, notemos que

ﬁ(1+%) = I"_[(vzl) =n+1,

v=1 v=1

puesto que todos los factores salvo el dltimo se cancelan “en cascada’.

A partir de , expresamos H en forma de limite y sustituimos en z = 1.
Asi, se sigue que:

H(1) = lim (ﬁ (1 + l)e‘l/”) - lfm ((n+ 1) - 62;1:1—1/1;)'
v n—>00

n—oo
v=1

Claramente, H(1) > 0, de modo que podemos tomar logaritmos a ambos lados
de la igualdad. Aplicando las propiedades del logaritmo y su continuidad en
(0, 00), se tiene que:

n

log H(1) :711_{1010 g(log(n+1)—%) = —lh’m Z(%) —log(n+1)] =—7.

n—oo
v=1
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Explicitamente, la ultima igualdad de la expresion anterior se escribe como

~v = lim (Zl—logn) = lim (Zl—log(n+1)) ,
v n—co v

=00 \ =1 v=1

y es consecuencia de que

1 1
10g(n+1)—10gn:10g(1+—), luego lim log(1+—):0-
n n—>00 n
Resumiendo, hemos llegado a que

logH(l)=-v = H(1)=¢",

lo que concluye la prueba.

Proposicion 3.15 (Expresion de H(z) como limite).
La funcién auxiliar H(z) admite la siguiente representacion en forma de

limite:

- 2(z+1) ... (z+n) 7

H(z) = e 1i (3.9)
siendo n* := ezlogn,
Demostracion. En primer lugar, a partir de la expresion , podemos es-

cribir

H(z) = 2 lim (ﬁ(uf)e-z/v) (3.10)

* \w=1 v

Ahora, notemos que:

(1 2) e - (n) o= 5:1)

v=1
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5 2(+1) ... (4n) eXp(Z.[log(n)_ill)_

nln? S
[ S —
e
La igualdad (*) se obtiene multiplicando y dividiendo por n? = e#1°8". Susti-
tuyendo el desarrollo anterior en la expresion , y tomando el limite, se
obtiene la igualdad buscada:

1) ...
H(z) = 7% lim 2+l (z+n)
n—>c0 nln?

La funcion auxiliar A(z)

Antes de obtener la expresion de I' como producto infinito, necesitamos
introducir una segunda funcién auxiliar, que denotaremos por A(z). De este
modo, se tiene la siguiente definicion.

Definiciéon 3.16. A partir de la funcion H(z), se define la siguiente funcion
auxiliar:

A(z):=¢e" H(z) = e”ZzH(1+E)eZ/” , (3.11)
v=1 v
En este contexto, a esta A(z) se la denomina funcion de Weierstrass.

Propiedades 3.17. La funcion A(z) verifica que:

i. La funcion A(z) es entera, y tiene ceros de primer orden en los puntos
—n con n € Nj.

ii. A(1) =1.
iii. A(z) =A%)
iv. Dado x € R, con x > 0, se verifica que A(z) > 0.
Demostracion. Todas las propiedades se deducen inmediatamente a partir de

la definicion de A y de las propiedades de H. Por ejemplo, la
es consecuencia directa de las y 3.4. Por otro lado, la

se deduce de la A1) =eYH(1) = ever=1
m
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A partir de la , se deduce trivialmente la observacion

siguiente:
Observacion 3.18 (Expresion de A(z) como limite).

A(2) = lim z(z+1) ... (=+n)

Demostracion. Basta sustituir la expresion de H(z) como limite,
definicién de la funciéon de Weierstrass.

Proposicion 3.19 (Ecuacion funcional).

La funcién A verifica la siguiente ecuacion funcional:

A(z) = zA(z+1).

(3.12)

,en la
O

(3.13)

Demostracion. La prueba es rutinaria. Basta sustituir z + 1 en la expresion

z+1+n

de A y operar adecuadamente, teniendo en cuenta que lim,, o, == =
este modo:
+1 +2) ... (z+ +1+
Aot - fi CEDEED) o Gemrien)
n—»o00 n' nZJrl
1 2) ... 1
- lim (z+1)(2+2) ... (z+n) z+1+n
n—oco n!n? n
—_——
-1
_ A()
Tz

Despejando A(z) llegamos a la ecuacion buscada.

Proposicion 3.20 (Relacion con el seno).

1. De

La funcién A y la funcién seno estén relacionadas por la siguiente expresion:

TA(z)A(l1-2) = sin(7z).
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Demostracion. De nuevo, la prueba es rutinaria. En primer lugar, sustituimos

-z en lugar de z en la ecuacion , de forma que:
A(-2) = —zA(1-2). (3.15)
Tras esto, basta recordar la expresion y operar como sigue:
-H(2)H(-=z) = —z sin (7z) —
—e " A(2) e A(-2) = —z sin (72) —
-A(2)A(-2) = %z sin (7z) —
~A(2)[-2 A(l-2)] = %z sin (7z) —

TA(z)A(1-2) = sin(7z).

La funcién I'(z). Representacion de Weierstrass

Llegados a este punto, estamos en condiciones de definir la funciéon Gam-
ma en el plano complejo. Precisamente, I'(z) se define como el inverso de
A(z). Asi, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 3.21 (Funciéon Gamma de Euler).

Dado z € C~ {0, -1, =2, ...}, se define la funcion Gamma de Euler como:

1 e =2 2\
I(z) = = 1+2) el 3.16
A esta expresion de Gamma como producto infinito se la denomina repre-
sentacion de Weierstrass.

Observaciones 3.22.

(i) La funciéon I'(z) es holomorfa y no se anula en C\ {0,-1,-2,...}.
Ademaés, Gamma posee un polo simple en cada punto —n, con n € Ny. Lo
anterior se deduce automéaticamente, ya que la funcion A(z) es entera,
con ceros simples en Zq ( ). La posicion de los polos se
aprecia en las ilustraciones siguientes, especialmente en la
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(ii) De esta forma, se tiene que I' € M(C). El dominio de definicién de
la funciéon Gamma compleja es el conjunto C \ Z.y. En lo sucesivo,
denotaremos a este conjunto por D¢

Re(2)

Figura 3.5: Modulo de la funciéon Gamma compleja, |T'(z)|. Vista lateral.
Elaboracion propia (Mathematica). Imagen original: ©.
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RRRRR

Figura 3.6: Modulo de la funcion Gamma compleja, |T'(z)|. Vista cenital.
Elaboracion propia (Mathematica). Imagen original: ©.

arg('(z))

Figura 3.7: Modulo de la funcion Gamma compleja, [I'(z)|. Version con ar-
gumento y leyenda. Elaboracion propia (Mathematica).Imagen original: €.
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Propiedades 3.23. La funciéon Gamma compleja verifica:
i T(1)=1.
ii. I'(z+1)=2I(z), para todo z € D¢. (F).

Demostracion.

L D)= g =2=1.

ii. La propiedad reproductiva en el caso complejo se deduce de la

1 1

A(z) = zA(z+1) «— ) = ZF(erl)

[(z+1) = 2T(2).
O

Observacion 3.24. Analogamente al caso real, la ecuacion funcional (F')
resulta esencial. Si conocemos I'(z) en la banda {z€C: 0 <Re(z) <1}, la
propiedad reproductiva permite calcular sus valores en la banda adyacente,
{zeC: 1<Re(z)<2}. Razonando por induccion, se deduce que:

F(z+n) =(z+n-1)-(z+1)2T(2). (3.17)

En particular, se verifica la ya conocida interpolacion del factorial:

['(n)=(n-1)!

Proposicion 3.25 (Formula de reflexion de Euler).

Dado z € C \ Z, se tiene que:

T

Iz)I'(l-=z2) = . 3.18
(T2 = s (318)
Demostracion. Basta aplicar la y sustituir en , de forma

que:

TA(2)A(l-2) =sin(nz) <= 7 BENNE sin(rz) <=
- N(z) T(1-2)
T
Iz)Ir'(1-=z) = :
()1 =2) sin(7z)
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Propiedades 3.26.
i T(3)=Vr.

ii.F(n+%):(2”)! m, mneN.

4n n!

i, D(1+2)0(1-2) = —22— -

sin(7z)

iv. T'(2)I'(-2) = z

" zsin(rz) |
VI (3+)T(5-2) = mty
Vi [P = sy

vii. [T (L +iy)[ = e

Demostracion.

i. Basta sustituir z =  en la formula

2

—
—
DO | —
~——
| — =
= —
— [
N | — |
~——
DN | =
Wl S —
I I}

™

: s
Sln(2

)

c )

ii. Se deduce a partir de la primera propiedad y de la expresion

oe8)- (- 63

3 1
2 2

_ 2n-1)-(2n-3) ---3-1

2n

_(2n-1)-(2n-3) ~-3-1

()

_(2n-1)N
=

VT v

(2n)-(2n-2) --4-2

2n

et

~ 4npl
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iii. De la propiedad reproductiva, se tiene que I'(1+2) = 2I'(2) — I'(2) =
@. Sustituyendo en se obtiene la propiedad buscada.

iv. La prueba es analoga a la de la propiedad anterior. En este caso, la
ecuacion funcional se aplica como I'(1 - z) = —zI'(-z) De nuevo, basta
sustituir en para encontrar el resultado buscado.

v. Sustituimos w = % + z en la formula de reflexion, teniendo en cuenta

quel—wz%—z. Asi:

™ ™ ™

F(%+2)F(%_Z): Sin(7r(1 +z)) ) sin(§+7rz) ) cos (7 2) |

vi. Sustituimos z =iy en la , v utilizamos que sinh () =
—i sin (it). Consecuentemente:

T — T
I(iy) I(-iy) =—-———F— <= D'(iy) I'(iy) =
() (=iy) = -~ (i 79) (iy) T'(iy) yTism(imy) ]
I'(iy) —
sinh (7y)
(i 2 T
- ‘ (Zy)| ysinh(7my) '
vii. Tomemos z =iy en la , notando que cosh (t) = cos (it):
1 1
F(—+iy) F(——iy) = L —
2 2 cos(imy)
1 1 T 2 7
=iy T(=+iy) = —F— r(tvig) = —© .
(2 ’ zy) (2 ’ Zy) cos(imy) - | (4 zy)| cosh(7y)
i
Proposicion 3.27 (Residuos de la funciéon Gamma).
Dado n € Ny, se cumple que:
_1)»
Res(I',-n) = YAy (3.19)

n!

Demostracion. Realizamos el calculo de los residuos de acuerdo con la
, considerando que las singularidades son polos simples. Asi, se
sigue que:
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Res(T',-n) = Zl_i)rgn(z +n)(2). (3.20)

De la ecuaciéon , se deduce que:

[(z+n+1) = (z+n)(z+n-1)-(2+1)2['(2) <=

r 1
(z+n)T(2) = (zrnrl)
(z+4n-1)-(z+1)z
Sustituyendo la expresion anterior en , se deduce que:
[(z+n+1) r'(1) (-1)»

Res(ly=n) = i ey G D2~ (Do (e (o)~ nl

(-1)»n!

O
Con la siguiente observacion, finalizamos el estudio de Gamma como pro-
ducto infinito, y pasamos a estudiar su expresion en forma de limite.

Observacion 3.28. Razonando como en la prueba anterior se deduce que
cualquier funcion h € M(C) que satisfaga h(z + 1) = zh(z), con h(1) # 0,
tiene un polo simple en cada punto de Z.y, con residuo:

Res(h,-n) = % .

3.2. Gamma como limite

La expresion de Gamma en forma de limite se obtiene trivialmente a
partir de la
Observacion 3.29 (Expresion de I'(z) como limite).

Dado z € D¢, se tiene que:

n!n?
@) = lim 2(z+1) ... (z+n) (3:21)

A esta expresion de Gamma como limite se la denomina representacion de
Gauss.
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A partir de la expresion , se deducen automaticamente las siguientes
propiedades de Gamma.

Propiedades 3.30.

i. I'(z) =T'(2), para todo z € Dc.
ii. I'(x) >0, para todo x > 0.

iii. |T'(z)| <T'(x) para todo z € C con z =Re(z) >0 .

Demostracion. Las dos primeras propiedades son triviales a partir de la ex-
presion en forma de limite. Para la ultima, basta notar que |n?| = n® y que,
dado v € Ny, |z + v| > x + v, para todo z tal que x = Rez > 0. ]

Observacion 3.31 (Acotacion en bandas verticales).

La implica que I'(z) esta acotada en cualquier banda del
tipo {z€C:r<x<s}con0<r<s<oo. Esta propiedad serd necesaria en la
demostracion del

Proposicion 3.32 (Comportamiento asintotico).

Dado z € D¢, se tiene que:

i ['(z+n) _
n—co ['(n) n?

De este modo, podemos escribir I'(z + n) ~o ['(n) n?.

Demostracion. El resultado es una consecuencia directa de las expresiones

y
lim I'(z+n) - (z+n-1)-(z+1)2T(2)
n—00 F(n) n? n—00 P(’I’L) n*
, (z+n-1)-(z+1)z n!n?
= lim .
n—00 (n-1)In? z(z+1) ... (z+n-1)(z+n)
| !
= lim - = lim ————
n—co (p—1)(z+n) noeenl+z(n-1)!
=1.
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Llegados a este punto, estamos en condiciones de presentar el teorema
de unicidad que caracteriza a la funcion Gamma en el plano complejo. Este
resultado se atribuye al matematico aleman Helmut Wielandt, y puede con-
sultarse en [Rem98, pag. 43| o [Rem96]. Su prueba se basa en el

Teorema 3.33 (de Wielandt, 1939).

Sea F' holomorfa en el semiplano derecho T := {z € C: Re(z) > 0}. Suponga-
mos que F(z+1)=zF(z),y que F esta acotada en la banda S := {z € C:
1 <Re(z) <2}. Entonces, F' =al’ en T, donde a:= F(1).

Demostracion. En primer lugar, se define v := F —al' € S(T). La ecua-
cion v(z + 1) = zv(z) también se cumple para v. Por tanto, v admite una
extension meromorfa a todo C. Sus polos, si existen, solo pueden estar en
{0,-1,-2,...}.

Como v(1) =0, se sigue que lim, ¢ zv(z) =lim,_gv(z+1) = 0. De esta forma,
por el , v presenta una singularidad evitable en z = 0. Dado
que v(z + 1) = zv(2), se puede repetir el razonamiento anterior. Gracias a la

, la funcién v se puede extender holomorficamente a cada
punto —n, con n € Ny. Asi, v e #(C).

Como I'|g esté acotada ( ), también lo esta v|s. Por tanto, v
también esta acotada en la banda Sy := {z € C:0 < Re(z) < 1}. Para z € Sy

con [Im(z)| < 1, esto se deduce por continuidad; para |Im(z)| > 1, la acota-
v(z+1)
z

cion de v en Sy se sigue de que v(z) = » y del hecho de que v|g esta

acotada.

Consideramos ahora la funcion entera ¢(z) := v(z)v(1-2). Dado que v(1-2)
y v(z) toman los mismos valores en Sy, la funcion ¢(z) esta acotada en S.
Como v(z+1)=zv(z) y v(-2) = —@7 tenemos que g(z + 1) = —q(2).

Asi, q(z) esta acotada en C. Como ademaés ¢ es entera, se verifican las hipo-
tesis del teorema de Liouville. En consecuencia, se deduce que ¢ es constante.
Asi, q(2) = q¢(1) = v(1)v(0) = 0. Por lo tanto, v = 0, es decir, F' = al’ en T.
Esto concluye la prueba.

a
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3.3. GAMMA COMO INTEGRAL

Gamma como integral

Definicion 3.34 (Integral de Euler de segunda especie).

En primer lugar, dado z € T, se define la siguiente integral impropia:

Ip(2) = fow t= e tdt. (3.22)

Observaciones 3.35.

(i)

(i)

(i)

En 1811, el matemético francés Adrien-Marie Legendre denominé a
dicha integral como integral de Euler de sequnda especie.

A simple vista apreciamos que la integral anterior es analoga a la expre-
sion que utilizamos en para definir la funciéon Gamma real, pero
sustituyendo = por z.

Sin embargo, la existencia de esta integral no es trivial. En la presente
seccion realizaremos una exposicion similar a la de la seccion 2.1, En
primer lugar, debemos asegurar que la integral converge, y que define
una funciéon holomorfa. Esto sera posible gracias al

Tras esto, el nos permitira concluir
que la integral I coincide, en T, con la funcion Gamma compleja.

Cabe mencionar que el desarrollo explicado en la observaciéon previa
puede utilizarse para calcular la llamada formula integral de Hankel.
La integral Ig representa Gamma solo en el semiplano derecho, mien-
tras que la de Hankel lo hace en todo el conjunto D¢. Por motivos de
extension del trabajo, no se estudiaran en profundidad estos contenidos.

Definiciéon 3.36 (Funciones auxiliares u y v).

Dado r > 0, denotamos por

T,:={zeC:Re(z) 27}, L, :={zeC:Re(z) <r}.

Se definen entonces:

1 )
u(z) = f t= et dt, v(z) = f = et dt. (3.23)
0 1
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3. LA FUNCION I' COMPLEJA

Teorema 3.37 (Convergencia de u y v).

(i) La integral v(z) converge absolutamente en T,, para todo r € R. Mas
aun, v(z) € H(C).

(ii) La integral u(z) converge absolutamente en L, para todo r > 0, y

u(z) e A(T).

Demostracion.

(i) Para z € T, se tiene que [t>~| < #"=!. Como limy_., t"~Le”2 = 0, entonces
existe una constante M > 0 tal que [t*'e*| < Me™'/? para todo z € L,,
t > 1. Por otro lado, como [~ e ¥2dt = 2e71/2, y t*1et € H(C), el
bajo el signo integral permite concluir la primera

parte del teorema.

(ii) Renombremos s :=1/t. Se sigue que u(z) = [, e7'/* 57>~ ds. Dado r > 0,
tenemos que |e~1/* 5771 < s77~1 para todo z € T,. Mas atn, [~ s7"1ds =
r~1 < co0. De este modo, el segundo apartado del teorema se deriva del

a

Observacion 3.38. Las integrales u(r) divergen para r < 0. Como ¢"le=* >
e~1tr=1 para t € (0,1), se tiene que:

1 1
f tletdt > et f t"tdt =00, sir<O.
0 0

Teorema 3.39 (Gamma como integral de Euler).

La integral
Ip(z) = f t* et dt
0

converge absolutamente en cualquier banda {z € C : a < Re(z) < b}, con
0 <a < b< oo,y define una funcién holomorfa en T. Ademaés, se tiene que
Ip=TenT.

Finalmente, podemos escribir:

['(2) = fow t=le7tdt. (3.24)
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Demostracion. La convergencia se deduce del teorema anterior, ya que la
integral coincide con F'(z):=u(z)+v(z) en T. Al ser v y v holomorfas en T,
automaticamente F € 5(T).

Por otro lado, es inmediato verificar que:
i. F(1)=1=a. (Integracion directa).

ii. F(z+1) = zF(z). (Integracion por partes, como hicimos en el caso
real).

iii. ‘F(z)| < ‘F(Re(z))|, VzeT.

En particular, F esta acotada en la banda S = {z e C: 1 < Re(z) < 2}. Gracias
al , podemos concluir que F(z) =I'(z) para
todo z € T. a

Para finalizar la seccién, incluimos el calculo de algunas integrales que
aparecen comunmente en varias ramas de la Matemética.

Propiedades 3.40 (Algunas integrales usuales).
L [T e ™ de=aT(a™).
ii. [Te ™ dr= \/7% : (Integral gaussiana).

Esta integral aparece en varias asignaturas del Grado en Matematicas.
Ahora, a partir de la funcion Gamma, tenemos una manera alternativa
de calcular su valor.

[ee) 2
iii. [~ a?re da:=%I’(n+%), neN.
Demostracion.

. . . -1
i. Sea el cambio de variable t := z®. Entonces, t® ~1 = zl-@ y dt =
az®tdr. En consecuencia:

I(a™) = f to tetdt = f e ar®ldr = f e dx,
0 0 0

de donde se deduce la expresion buscada.
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ii. Basta sustituir a =2 en la primera propiedad:

o 1 (1 «m
g lp(l) VT
/0 e de=g (2) 2

iii. La ultima propiedad se deduce integrando por partes y razonando por
induccion.

3.4. Teorema de Holder

Finalizamos el capitulo presentando otro resultado popular sobre la fun-
cion Gamma.

En analogia con las funciones exponencial y trigonométricas, resulta natu-
ral preguntarse si la funcién I es soluciéon de una ecuacion diferencial simple.
En 1886, el matemético alemén Otto Holder demostré que la funcion Gamma
no verifica esta propiedad.

Teorema 3.41 (de Hélder). La funcion T' no satisface ninguna ecuacion
diferencial algebraica cuyos coeficientes sean funciones racionales. En otras
palabras, dado cualquier n € Ny, no existe ningin polinomio no nulo

PeC[X:Yy,Y1,...,Y,]

tal que

P(z (), I'(2),....,T™(2)) =0,

para todo z € C\ Z.

Observaciones 3.42 (Comentarios sobre el teorema de Hélder).

(i) Tras la prueba original de Holder, publicada en 1886, surgieron otras
demostraciones. Destacan las de Moore (1897), A. Ostrowski (1919 y
1925) y F. Hausdorff (1925). Todas ellas se basan en llegar a una con-
tradiccion entre la ecuacion funcional T'(z+ 1) = 2T'(2) y la supuesta
ecuacion diferencial.
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(i)

(iii)

3.4. TEOREMA DE HOLDER

En la literatura inglesa, las funciones con este tipo de propiedad se
denominan transcendentally transcendental functions o hypertranscen-
dental functions. No se ha encontrado ninguna referencia en castellano
sobre estos temas, por lo que no existe una traduccién estandar. Po-
driamos hablar de funciones “hipertrascendentes” o “trascendentes en
sentido fuerte”.

A partir de este resultado, podriamos preguntarnos para qué otros cuer-
pos K de funciones meromorfas en el plano sigue siendo cierto el teo-
rema. {Puede la funcion Gamma ser soluciéon de alguna ecuacion dife-
rencial algebraica con coeficientes en K7

Estos contenidos escapan a los objetivos del trabajo. Sin embargo, he-
mos decidido comentarlos brevemente, por su gran interés matematico.

El lector interesado podra encontrar la respuesta a esta pregunta en el
articulo de Bank y Kaufman ([BK78|, 1978).

En relaciéon con otras funciones “hipertrascendentes” también puede ser
de utilidad la consulta de [BanT78|.

Posteriormente, el trabajo de Miller (|Mil97], 1997) aborda el tema des-
de otra perspectiva. El autor desarrolla una extension del teorema de
Hélder. Grosso modo, se restringen los coeficientes de la ecuacion dife-
rencial a funciones de variable real, definidas en subintervalos fijos de
(0, o0). Estas funciones no tienen por qué extenderse meromorficamen-
te a regiones del plano complejo. Como antes, estas cuestiones exceden
el proposito del trabajo, por lo que no daremos mas detalles.
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4

Aplicaciones de Gamma

Para concluir el trabajo, en el presente capitulo se comentaran algunas de
las aplicaciones de la funcion Gamma. Por motivos de extension, no podemos
estudiar en profundidad ninguno de estos contenidos. De este modo, el ob-
jetivo de este capitulo final no es otro que mostrar la importancia y riqueza
de la funciéon Gamma en campos diversos de la Matematica y de la Fisica.

Aplicaciones de Gamma en la Matematica

En primer lugar, la funcion Gamma es de gran utilidad en problemas de
Analisis Matemaético, para la resolucién de muchas integrales. Por ejemplo,
se utiliza para el calculo del volumen de una n-esfera. Con respecto a la
Probabilidad, la funcion Gamma aparece en la distribuciéon homoénima. La
distribucion Gamma se utiliza para modelar el tiempo de espera entre even-
tos, o la duracion de ciertos procesos. Resulta de gran utilidad en diversas
areas como finanzas, ingenieria o biologia.

Aplicaciones de Gamma en la Fisica

Por otra parte, la funcion Gamma se muestra en diversos problemas de
la Fisica. Como alumno del doble grado Matemaéticas-Fisica, estas aplicacio-
nes resultaron de gran interés. Ademas, constituyen una muestra de cémo el
conocimiento cientifico de disciplinas diferentes se entrelaza. Esto aporta, si
cabe, mas valor atin al avance de la Matematica. El estudio de temas ma-
tematicos, a prior: puramente tedricos, puede ayudar al posterior avance de
otras ciencias.

Primeramente, Gamma se utiliza en problemas de Mecénica Clasica [Riv04,

pag. 74]|. También hace aparicion en problemas menos comunes, como estu-
dios de energias renovables o astrofisica. En concreto, la funcion Gamma se
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4. APLICACIONES DE LA FUNCION GAMMA

utiliza para calcular un parametro de la distribucion de Weibull. Dicha distri-
bucién se utiliza para describir la distribucion de la velocidad del viento. Por
su parte, también es util para analizar la funcion de luminosidad de Galazxias.
El lector interesado podré encontrar mas detalles sobre estas dos aplicaciones
en [DL19, pags. 78-82].

Finalmente, de acuerdo con [Dav59, pag. 864], la funcion Gamma también
es relevante en Fisica Nuclear, en problemas como la dispersion de particulas
cargadas, las fuerzas nucleares entre protones o en la aproximacion de Fermi
para la probabilidad de la radiacién beta.

Continuaciéon I: Funciones pseudogamma

Si hubiera que continuar nuestro estudio sobre la funcion Gamma, lo
harfamos profundizando en el estudio de las funciones pseudogamma, reto-

)

mando el contenido de la seccion 2.3.

El teorema Bohr-Mollerup asegura que la funcion Gamma de Euler es la
tnica funciéon que interpola al factorial, y que es logaritmicamente convexa.
Como ya se comentd, si eliminamos la condiciéon de log-convexidad, existen
infinitas funciones que interpolan al factorial. En la mencionada seccion, ya
vimos algunos ejemplos. Llegados a este punto, convendria estudiar otros en
més profundidad.

El ejemplo paradigmaético es la funcion Gamma de Hadamard. Nombrada
en honor a Jacques Hadamard, se define como:

1 df (T(5-
H(x): F(—l—l‘) @{ln(—f’(l—

donde I'(x) denota la funcion Gamma de Euler.

N8 [ o)8

Si n € N, entonces:

H(n)=T(n)=(n-1)!
A diferencia de la funcion Gamma clésica, la funcion Gamma de Hada-
mard H(x) no tiene ninguna singularidad. Es una funcién entera, es decir,
esta definida y es holomorfa en todo C.

Ademas, H(z) satisface la siguiente ecuaciéon funcional:
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CONTINUACION II: FUNCIONES POLIGAMMA

H(x+1)=2H(z)+ ﬁ

entendiendo que
1 p—
N(l-z)

Se puede argumentar que la funcion Gamma de Hadamard es una solu-
cion “mas simple” al problema interpolatorio, desde el punto de vista de la
teoria de funciones. Véase [Davh9, pag. 865].

0 cuando x € N.

El lector interesado encontrara informacion adicional en [Wik24] y [Lus].

Cabe mencionar que existen otras funciones pseudogamma populares, co-
mo el “factorial de Luschny”. En el reciente articulo de Klimek ([Kl1i23], 2023)
se presenta otro ejemplo de funciéon pseudogamma entera.

Continuacién 1I: Funciones poligamma

El estudio podria continuar abordando las funciones poligamma. Estas
se definen como las sucesivas derivadas del logaritmo de la funcion Gamma
de Euler. La primera de ellas es la llamada funcion digamma, que aparece
precisamente en la definicion de la funcion Gamma de Hadamard.

También podrian estudiarse las funciones gamma incompletas, que se ob-
tienen al variar los limites de integracion de la integral que define a la funcion
Gamma real.

En un estudio atn més profundo podrian abarcarse los superfactoriales,
y su extension al plano complejo, con la funcion G de Barnes.

Funciones Beta y Zeta de Riemann

Una vez finalizado el estudio de la funcion Gamma, surge de forma natural
introducir las funciones Beta y Zeta de Riemann. Ambas funciones guardan
una estrecha relacion con Gamma, y son esenciales en algunas ramas de la
Matematica.

La funcién Beta se define, para x,y > 0, como:
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4. APLICACIONES DE LA FUNCION GAMMA

1
B(z,y) - f 11— t)v " dt
0
Su relacion con Gamma es:
I'(z)T(y)
['(x+y)

Especificamente, la funcién Beta es relevante en ramas como Analisis Ma-
tematico (calculo de integrales) o Probabilidad (distribucion Beta).

B(z,y) =

Por su parte, la funcién Zeta de Riemann se define como:
> 1
¢(s)=2,—
para s € C con Re(s)>1.
Existen varias expresiones que relacionan las funciones Gamma y Zeta.
Primeramente, se tiene la ecuacion funcional siguiente.

C(s) = 257571 sin(%s) ['(1-s5)¢(1-s) .

Por otro lado, existe la siguiente representacion integral:

1 oo sl
¢(s) = I'(s) A et -1 da.

La funcion Zeta es fundamental en ramas como Teoria de Numeros, Ana-
lisis Real y Analisis Complejo, entre otras. La Teorfa de Numeros destaca
frente al resto de campos. Llegados a este punto, cabe mencionar la Hipo-
tesis de Riemann, sobre la distribuciéon de los ceros de la funciéon Zeta de
Riemann. Este constituye uno de los grandes problemas abiertos de la Ma-
tematica.

Conclusion

Los ejemplos y aplicaciones anteriores evidencian cuén significativa y ri-
ca resulta la funciéon estudiada, en distintos contextos. Con ello, esperamos
haber ofrecido al lector una vision completa del tema. Las multiples refe-
rencias incluidas en nuestro texto permitirdn a los lectores curiosos seguir
profundizando en el estudio de la funcion Gamma de Euler.
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Apéndice

Recopilamos en este apéndice varios resultados clasicos de anélisis mate-
maético, utilizados a lo largo del trabajo. En primer lugar, se incluyen conteni-
dos de calculo infinitesimal en una variable real. Posteriormente, continuamos
con un apartado adicional sobre la derivabilidad de la funcién Gamma real.
Tras esto, presentamos resultados de Variable Compleja. Por ultimo, se han
recogido algunas desigualdades notables empleadas en el trabajo.

Todos estos resultados no son imprescindibles en la exposicion, y su apa-
ricién en el cuerpo del trabajo no aportaria informaciéon relevante. Asi, por
completitud del texto, hemos decidido incluirlos en este apéndice.

Para mayor claridad, se han separado estos contenidos en secciones dife-
renciadas. Aunque el apéndice mantiene una numeracién comin en todas las
secciones, se ha utilizado una etiqueta diferente para cada una: la numeracion
de cada resultado va precedida por una letra maytiscula, a saber: A, para
una variable real; C, para variable compleja; y D, para desigualdades.

CaAlculo Infinitesimal

A continuacion, se incluyen resultados de célculo infinitesimal en una va-
riable real. Estos son bésicos para el estudio de la funcion Gamma en la recta
real, realizado en el capitulo 2. En su gran mayoria, han sido extraidos de
|[GSTO03]. Para mas detalles, el lector interesado puede consultar esta referen-
cia.

Definicion A.1 (Parte entera de un ntimero real). Dado x € R, existe un
unico m € Z verificando:

m<xrx<m+1.
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Dicho entero m se denomina parte entera de x, y se denota por ‘[z]" o ‘E(x)’.

Analiticamente, podemos introducir la siguiente definicion:

Definicién A.2 (Funcion parte entera). Dado x € R, se define la funcion
parte entera de la siguiente forma:

R—7Z

x—m =[z]:=mix{keZ: k<x}

Observaciones A.3.

(i)

(if)

(i)

(iv)

En otras palabras, la funcion parte entera devuelve el mayor niimero
entero no superior a x.

En algunos textos de analisis se designa a la funcion parte entera defi-
nida anteriormente como funcion “suelo”; denotada por |-|. En analogia
con esta, existe la llamada funcién “techo”, con su correspondiente no-
tacion [-] En nuestro trabajo se utilizara unicamente la funcion “suelo”.

Hay otros libros en los que la “funcién parte entera” no se define como
en este apéndice, sino que se hace a trozos, a partir de las funciones
suelo y techo. Sin embargo, en nuestro caso se utilizara exclusivamente
la

Es importante tener en cuenta cémo se aplica la funcién parte entera a
nimeros negativos. Por ejemplo, la parte entera del nimero —-3,5 es —4,
y no —3. Escribir ‘ [-3,5] = -3 ’ es un error habitual. Pero, con nuestra
definicién, lo correcto es escribir:

[-3,5] = 4.

Proposicion A.4 (Convergencia de sucesiones).

Si la sucesion {z,}>°, es mondtona, entonces es convergente si, y solo si, es
acotada. Ademas, su limite es:

(i)
(i)

sup{x, : n € N} si la sucesion es creciente.

lim x,

n—oo

lim x,, = inf{z, : n € N}, si la sucesion es decreciente.

n—oo
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Proposicion A.5 (Suma de una serie telescopica).

Se denomina serie telescopica a aquella que puede escribirse como Y oo (a, —
ans1)-La suma de una serie telescopica se calcula como:

o0

> (an = ana1) = ay — Hm a1,
n=1 n—oo

siempre que el limite lim,,_, a, exista.

Teorema A.6 (Criterio del sandwich). Sean f,g y h funciones reales defi-
nidas en un subconjunto no vacio A de R, y sea a un punto de acumulacion
de A. Si las funciones f y h tienen limite [ en el punto a, y ademés

f(z) < g(x) < h(x), paracadaxeA,

entonces ¢ tiene limite en a, y vale (.

Como es conocido de la asignatura de Topologia, el siguiente resultado ad-
mite una generalizaciéon en términos de espacios topologicos y compacidad.
Pese a ello, para nuestra exposicion nos basta enunciar su version simplifica-
da, en la recta real.

Teorema A.7 (de Weierstrass). Sea f : R — R una funcién continua

en un intervalo cerrado y acotado, [a, b]. Entonces f alcanza sus extremos
absolutos en dicho intervalo. Es decir, existen x1, x5 € [a, b] tales que:

flxy) < f(z) < f(xg), Yz ela,b].

Teorema A.8 (Formula de integracion por partes). Sean [y g dos funciones
definidas y derivables en un mismo intervalo. Entonces:

[ 1@ g @y do=f@)g(@) - [ f@)g(w)do.

Observacion A.9. La formula de integracion por partes se suele escribir de
forma méas compacta como:

fudvzuv—[vdu.
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Analogamente, para el caso de integrales definidas:

Teorema A.10 (Formula de integracion por partes para integrales defi-
nidas). Sean f y g funciones integrables en [a, b] con primitivas F'y G,
respectivamente. Se tiene que:

fang FG’r - [abfG:
F(b)G(b) - F(a)G(a) - fabfG.

Alternativamente, con la notaciéon simplificada:

b b b
fudv:luvl —fvdu.

a

Los dos siguientes resultados han sido extraidos de [GST03, pag. 319|.

Teorema A.11 (Criterio de comparacion). Sean f y g funciones reales defi-
nidas y localmente integrables en un intervalo [a,b), tales que existe ¢ € (a,b)
de modo que:

0< f(x)<g(x), paracadaxe(cb).
Entonces:
i) Si fab g converge, también converge fab f.
ii) Si fab f no converge, tampoco converge fab qg.
Teorema A.12 (Criterio de comparacion por cociente). Sean f y g dos

funciones reales definidas y localmente integrables en un intervalo [a, ), tales
que existe c € (a,b) de modo que:

f(x)>0, g(z)>0, paracada xe€(cb).

Supongamos que existe (finito o infinito) el limite:

T
ml_){f () L.

Entonces:
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i) SiLe(0,00), entonces las integrales fab fy fab ¢ tienen el mismo caréc-
ter.

" . b b
ii) SiL=+40c0y fa g no converge, entonces fa f no converge.

iii) SiL=0y fab g converge, entonces fab f converge.

Teorema A.13 (Un criterio usual de convergencia). Sean a, b nimeros reales
con a< b,y 6 eR. Las integrales impropias

A <x0jxa>9 A <bi>9

son convergentes si, y solo si, # < 1. En este caso, el valor de ambas integrales
es:

1-0
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Apartado adicional. Derivabilidad de I' real

El resultado buscado sobre la derivabilidad de la funcion Gamma real
puede deducirse de diferentes formas. En nuestro caso, la prueba incluida se
basa en el teorema de derivaciéon bajo el signo integral. Cabe senalar que el
citado teorema fue introducido, en su version real, en la asignatura Andlisis
Matemadtico, de segundo curso del Grado en Mateméticas en la Universidad
de Valladolid. Para mas detalles sobre la demostraciéon que vamos a presen-
tar, puede consultarse |[Garl4, pag. 34].

Una via alternativa consiste en demostrar que la funcion log(F(:lr)) es
indefinidamente derivable, a partir de la expresion de Gamma como produc-
to infinito. Por extension, esta segunda demostracion no se ha incluido en
el presente apéndice. El lector interesado puede consultar dicha prueba en
[Dunl4, pags. 5-6].

Teorema adicional 1 (de derivacion bajo el signo integral).

Sea (X, X%, ) un espacio de medida e I un intervalo de R. Sea f(-,t) una
funcién definida en X e integrable para todo t € I. Se define:

F(t)= [ f(at) du(o).
Sea g € L1(1). Entonces, se tiene que:

1. Si f(x,-) es continua en ty para cada x € X y |f(x,t)| < g(x) para todos
x e X, tel, entonces la funciéon F' también es continua en t.

2. Si para todo x € X la funcion f(z,-) es derivable en todo t € I,y
ademas, se cumple que

<g(x) VeeX Vtel,

of
E("L‘J)

entonces F' es derivable. Mas atn, se tiene que:

F)= [ Doy duta).

Teorema adicional 2 (Gamma como funcién real indef. derivable).

La funcion I' es de clase C*(0, +o0). Méas atn, se tiene que:
PO () = f et 171 (log t)" dt.
0
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Demostracion. Tomemos como funcion f(¢,x) el integrando de I'. Esto es,
f(t,z) =ett*=1 funcion definida en (0, +c>o)2.

En primer lugar, nétese que para cada t > 0 la funciéon de una variable
f(t, ) = fi(-) es trivialmente continua y derivable en (0, +o0).

Por otro lado, sean o, 8 € Ryg, con 0 < a <1< < +o0, y x € [a, #]. Distin-
guamos los casos t € (0, 1) y (1, +o0).

Dado (¢,2) € (0, +00)?, tenemos que:

of

B (t,z) = e‘tg(t’”‘l) = e " t* log(t) = f(t,x) log(t).

Oz

En estas condiciones, se tienen las siguientes acotaciones.

(i) 0<t<1.
f(t,z) = ettt <7t < gt

En consecuencia,

0
‘a—i(t, )| < 2 [log(1)]
—_—

g1(¢)

(i) 1<t< +oo.

flt,z) = ett*t < e7ttPL,

Por tanto,

of

— < et tP 1t log(t) .
Ox

—_—
ha(t)

(¢, )

Las cotas anteriores permiten concluir el caso n = 1. El caso n-ésimo se
demuestra inmediatamente aplicando induccién sobre n. Notese que las su-
cesivas derivadas parciales n-ésimas aumentan en una unidad el exponente
del logaritmo. En consecuencia:
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(i) 0<t<1.

0f < t*log(t)[™, VneN.
oxn —_—

gn(t)

(t, )

(i) 1<t <+o0.

o f

< e ttP 1 (log(t))", VneN.
ox™

hn (t)

(t,2)

Dado cualquier n € N, tenemos que ¢g,(t) >0 Vte (0,1) y h, 20 Vte (0,1),
y ambas funciones son integrables en (0, +o0). Por tanto, resta aplicar a cada
caso el , concluyendo el resultado
buscado. Como ultima aclaraciéon, téngase en cuenta que en esta demostracion
se han intercambiado los papeles de las variables x y t, respecto al enunciado
del teorema de derivacion bajo el signo integral. En consecuencia, a lo largo
de la prueba hemos escrito ‘f(¢,x)’ en lugar de ‘ f(z,t)’. ]
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Variable Compleja

En la presente seccion del apéndice se recogen varios resultados de Varia-
ble Compleja. Precisamos de ellos en el capitulo 3, para la construcciéon de
la funcion Gamma en C. El lector que necesite una exposiciéon més detallada

sobre estos, u otros resultados relacionados, podra encontrarla en [AN04| o
[GGST19].

Proposicién C.16. Sean U un abierto de C y f una funcién continua en
todo U y derivable en todos los puntos de U excepto quiza en una cantidad
finita de ellos, 21, 29,..., 2,. Entonces, f es holomorfa en todo U.

Teorema C.17 (de Weierstrass). Sean U un abierto de C y {f,}22, una
sucesion de funciones holomorfas en U, que converge uniformemente en los
compactos de U hacia la funciéon f. Entonces:

(i). La funciéon f es holomorfa en U.

(ii). Para cada k €N, la sucesion de derivadas { f,(Lk)}::l converge uniforme-
mente en los compactos de U hacia f(*).

Teorema C.18 (Igualdad de derivadas logaritmicas).

Sea G c C un dominio. Sean f, g funciones meromorfas y no nulas en G, con
f#0, g#0,y supongamos que f7 = % en (G. Entonces existe una constante

ce C~ {0} tal que f=cgen G.

Demostracion. Consideramos la funciéon cociente h := 5. Como f y g son
funciones meromorfas en G, y g # 0, entonces h € M(G). Derivando h,
tenemos: W f Py
—=—log(—)=———=0.
h dz g f g
Por tanto, A’ = 0, lo cual implica que h es constante: h(z) = ¢ € C*. En
consecuencia,

f(z)=cg(2), Vzed.
]

Definicion C.19 (Tipos de singularidades). Sean U un abierto de Cy 2z € U.
Si f es una funcion definida y holomorfa en U \ {2}, se dice que f presenta
o tiene una singularidad aislada en el punto zy. En estas condiciones:
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I) Si existe y es finito lim f(z), se dice que la singularidad es evitable.
z—20
IT) Si lim |[f(z)| = o0, se dice que la singularidad es polar o que z; es un
z—20
polo de la funciéon f.

III) Si la singularidad en el punto zy no es evitable ni polar, se dice que es
esencial.

Proposicion C.20 (Calculo de residuos).

En las condiciones de la definiciéon anterior, podemos calcular el residuo de
f en zg como:

(i) Singularidad evitable:

Res(f(z),20) =0. (C.1)
(ii) Polo de orden m:
, 1 dm-t N
Res(f, 20) :zll»nzlo (n-1) dzm_ll(z—zo) f(z)] (C.2)

(iii) Polo simple, m = 1:

Res(f. ) = lfm (= = 20) (2). (€3)

Teorema C.21 (Caracterizacion de singularidades evitables). Sean U un
abierto de C, zp € U, y f una funcion holomorfa en U~ {zy}. Son equivalentes:

(a) zp es una singularidad evitable de f.

(b) Existe una funcién g holomorfa en U tal que f(z) = g(z) para todo
zeU~{z}.

(c) Existe € >0 tal que B(zg,e) cU y f esta acotada en B(zp,€) ~ {z0}.

(@) 1 (2~ 20) f(2) = 0.
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Observacion C.22. En la situacion del enunciado anterior, si la singularidad
zo es evitable, es claro que la funcién dada por

f(2), si zeU~N{z},
9(2) = lim f(z), siz =z,
z2—20
es continua en U y holomorfa en U \ {2}. De este modo, segtn la
, g es holomorfa en U. Asi, la extensién por continuidad de f al
punto zy proporciona una funciéon holomorfa en todo el abierto.

Teorema C.23 (de Liouville). Sea f una funciéon compleja definida y ente-
ral. Si f es acotada, es decir, si existe M >0 con |f(z)| < M para cada z € C,
entonces f es constante.

1O sea, holomorfa en todo C.
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Modos de convergencia

A continuacién, se recuerdan los diferentes modos de convergencia de
series de funciones. En lo sucesivo, { f,,}22; denotara una sucesion de funciones
complejas en un conjunto no vacio X.

Definicién C.24 (Convergencia puntual).

Una serie de funciones Y., f, en un conjunto X es puntualmente conver-
gente si la sucesion {5, }22, de sumas parciales de la misma es puntualmente
convergente en X. En este caso, la funcion f definida en X por

f(@) = lim 5,(x)

se denomina funcion suma de la serie y se suele denotar también, en un abuso
: 2 [ee]
de notacion, por f =37, fn, esto es

f(z) = zfn@% reX.

Definicién C.25 (Convergencia uniforme). En las condiciones de la defini-
cién anterior, se dice que la serie converge uniformemente en X, o que la suma

f =% fn es uniforme en X, si la sucesion {S,}>; converge uniformemente
en X.

Definicion C.26 (Convergencia absoluta). Dada una serie de funciones com-
plejas Y72, f, en un conjunto X, si la serie Yo7, |f,| es puntualmente con-
vergente en X, se dice que la serie original es absolutamente convergente (de
forma puntual) en X. Obviamente, toda serie absolutamente convergente es
también puntualmente convergente.

Definicion C.27 (Convergencia normal). Sea Y, ; f,, una serie de funciones
complejas en un conjunto X. Se dice que la serie converge normalmente en
X si existe una serie convergente de niimeros reales no negativos ., m,, tal
que para todo n € N se tiene que

|fn(x)] <m, paracada xe X.

El modo de convergencia normal es més fuerte que los otros mencionados.
Explicitamente, esto viene ilustrado por el criterio mayorante de Weierstrass
o criterio M.

Proposicion C.28 (Criterio M de Weierstrass). Sea Y-, f, una serie de
funciones complejas en el conjunto X. Si la serie converge normalmente en
X, entonces converge absolutamente y uniformemente en X.
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Desigualdades notables

En esta seccion final del apéndice se incluyen varias desigualdades de
interés en el trabajo. Las tres primeras guardan relacion con los conceptos
de convexidad. La cuarta, y tltima, permite probar de manera directa’ la
convexidad logaritmica de la funcién Gamma real.

Teorema D.29 (Desigualdad de Jensen discreta). Una funcion real f,
definida en un intervalo I es convexa en [ si, y solo si, para cualesquiera
1, Xn €1, ag, .. a, €0, 1], con ¥)_; o = 1 se tiene que:

f(g; ay, ka) < ki:l ag fxg) . (D.4)

Equivalentemente, f es concava en I si, y s6lo si, bajo las mismas condiciones,
la desigualdad se verifica en sentido contrario.

Demostracion.
[<] Trivial. Tomando n = 2, se recupera la definicion de funcion convexa.

[=] Razonamos por induccion. El caso n = 1 es trivial: a; = 1, y se tiene que
f(x1) < f(z1). Para n = 2 se cumple por definicién de convexidad. Lo
suponemos cierto para n—1, y lo probamos para n. El término izquierdo

de la desigualdad puede expresarse como sigue:
f(z ak%) = f(alxl + Z Oékxk;) = ().
k=1 k=2

Si a; = 1, hemos terminado: todos los demés coeficientes a4 son nulos,
y la desigualdad es obvia. Si oy # 1, entonces 1 — a; # 0, y podemos

R =)
=)

(&)
) =

IN

ar f(oy) + (1-aq) f(

n

IN

ap f(ry) + Z g f(zy) = Z ag f(zr) -

k=2

2 Véase la segunda demostracion del
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Teorema D.30 (Desigualdad de las medias: AM-GM).

Sean x1,Za,...,x, € [0, +00), n nimeros no negativos. Entonces, se verifica
la siguiente desigualdad:

r1 + o + ... + X

MA = = > /ri Ty ... 1, = MG (D.5)

Mas atn, la igualdad entre media aritmética (MA) y media geométrica (MG)
se da si, y solo si, todos los xj, son iguales.

n

Este es un resultado clasico, probado en el primer curso del Grado en
Matematicas. Este resultado puede probarse de varias formas diferentes: por
induccioén, con técnicas basicas de calculo infinitesimal, con la desigualdad
de Jensen... Por su extension, no incluimos esta prueba, sino la del siguiente
resultado, que resulta més interesante para nuestro trabajo.

Teorema D.31 (Desigualdad de las medias ponderadas).

Sean x1,Z,...,x, € [0, +00). Y sean aj,qs,...,q, € [0, +00), de modo que
Yro1 o = 1. En estas condiciones, se verifica que:

Z Ty > H T (D.6)
k=1 k=1

Demostracion. La prueba de este resultado es analoga a la demostracion al-
gebraica ( ) de la . Dicho resultado establece
que toda funcién log-convexa es convexa. En lugar de usar la concavidad de
la funcién logaritmo, se utiliza la desigualdad de Jensen discreta para fun-
ciones concavas.

En primer lugar, cabe realizar algunas apreciaciones. Notese que un peso
ay = 0 no tiene influencia en la desigualdad. Por tanto, podemos asumir que
todos los pesos son positivos. La condiciéon de que todos los pesos ay sumen
1 obliga a que todos ellos pertenezcan al intervalo (0, 1), salvo en el caso
trivial en que k = 1, pudiendo ser a4, = 1. Por otro lado, si uno de los xj, es
nulo, pero no todos lo son, la media geométrica es cero. En estas condiciones,
la media aritmética es positiva, cumpliéndose la desigualdad. De esta forma,
podemos asumir también que todos los x; son positivos.

Seguidamente, tomemos f =log. Como el logaritmo es una funciéon céoncava,
podemos aplicar la desigualdad en sentido contrario, de forma que:
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log(z aka:k) > > oy log(zx) =, log (:cko‘k) = log(H :cka’“).
k=1 k=1 k=1

k=1

Como la funcién logaritmo es estrictamente creciente, se deduce que

n n
Z QT 2 H Tk
k=1 k=1

que es precisamente la desigualdad buscada.

Y

Teorema D.32 (Desigualdad de Hélder).

Sea (X, Y, 1) un espacio de medida. Sean p,q € (1, 00) exponentes conjuga-
dos, es decir, que cumplen Il)-f-% =1. Sean f e L,(p) y g€ Ly(pe). En estas
condiciones, se verifica la siguiente desigualdad:

[ 1rsldn < 151, gl (0.7)

La expresion es conocida como desigualdad de Holder.

El resultado anterior fue presentado en la asignatura Andlisis Funcional,
de cuarto curso del Grado en Matematicas en la Universidad de Valladolid,
en el marco de los espacios de medida generales.

No obstante, para nuestro trabajo nos es suficiente con el caso real. En
estas condiciones, la desigualdad de Holder puede escribirse como:

[r@o@)ar < ( Ji b\f(m\pdx)’l’ . ( fa"|g(x)|qdm);. (D8
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Anexo. Repositorio

De acuerdo con lo mencionado en la introduccion del trabajo, el presente
anexo contiene informacion sobre los aspectos computacionales del mismo;
en particular, sobre las representaciones gréficas.

En el repositorio de GitHub €), el lector interesado podra consultar las
ilustraciones contenidas en el trabajo a su resolucion original. Ademaés de las
propias imagenes, se han incluido los codigos informaticos empleados para
su generacion. Estos cédigos son completamente funcionales, pudiendo ser
copiados y ejecutados a conveniencia.

Con el objetivo de garantizar la transparencia y reproducibilidad del tra-
bajo, se han incluido dos secciones con programas de KITEXy Mathematica.
Cada una contiene un Minimal Working Example (MWE), esto es, un codigo
funcional de minima longitud. Estos programas permiten generar, respecti-
vamente, las graficas de la funcion Gamma real, I'(z), y del modulo de la
funcion Gamma compleja, [T'(2)|.

Para adaptarse a los margenes del documento, algunas lineas de codigo
ocupan dos lineas de texto. De esta forma, si se desean ejecutar los codigos
que a continuacion se muestran, deberan eliminarse los saltos de linea'.

Sin més aclaraciones, se presenta el enlace al repositorio:

https://github.com/PabloGomezVillamayor/TFG_Gamma_PGV-Maths

I Estos saltos se han representado por pequefias flechas -, para facilitar su visualizacion.
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ANEXO. REPOSITORIO

ETEpX. Gamma en R

\documentclass[tikz]{standalone}

% Mis paquetes
\usepackage{tikz}
\usepackage{pgfplots}
\pgfplotsset{compat=1.18%}

% Mis colores
\definecolor{MiAzul}{RGB}{5,108,217}
\definecolor{MiNaranja}{RGB}{227,132,27}

\begin{document}

% Figura 2.1: Gamma real
\begin{tikzpicture}[scale=1]

\begin{axis}[
width=1\textwidth,
height=1\textwidth,
xmin = -4.9, xmax = 6.1, Jymin = -3.5, ymax = 3.5,
restrict y to domain=-10:25,
axis lines = middle,
axis line style={-latex},
xlabel={$x$},
ylabel={$\Gamma{ (x)}$3}, henlarge x limits={upper={val=0.2}},
enlarge y 1limits=0.05,
x label style={at={(ticklabel* cs:1.00)}, inner sep=5pt,
< anchor=north},
y label style={at={(ticklabel* cs:1.00)}, inner sep=5pt,
-~ anchor=south east},
xtick = {-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5%},
ytick = {2,6,24%},
xticklabels = {$-4%,$-3$,$-28,$-13,808,$18,$2$,$3%,$4$,$58},
yticklabels = {$2%,$6$,$243},
]

% Gamma para x > 0
\addplot [color=MiAzul, samples=1200, smooth, thick, domain = 0:6]
~ gnuplot{gamma(x)J};
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% Gamma para x < 0

\foreach[evaluate={\N=\n-1}] \n in {0,...,-5}{%
\addplot [color=MiAzul, samples=555, smooth, thick,
domain = \n:\N] gnuplot{gamma(x)};

% Asintotas
\addplot [domain=-20:30, samples=200, densely dotted, thin] (\N,
- X);

}
% Puntos (x,Gamma(x)), x = 1,...,5. Gamma(n)=(n-1)'

\addplot+[only marks, color=MiNaranja, mark=x] coordinates {(1,1)
(2,1) (3,2) (4,6) (5,24)};

\end{axis}
\end{tikzpicture}
\end{document}

Codigo 1: BTEX. Gréfica de la funcion Gamma real, I'(x). Ver figura 2.1.

Mathematica. Gamma en C

Show[Plot3D[Abs[Gamma[x + I yl], {x, -5.5, 6}, {y, -6, 6},
-~ PlotPoints -> 500, PlotRange -> {0, 8}, ViewPoint -> {-2,
- -2, 1}, Boxed -> False, BoxRatios -> Automatic, PlotStyle
—~ -> Directive[Cyan, Specularity[Blue, 40]], AxesEdge ->
- {{-1, -1}, {-1, -1}, {1, -1}}, Mesh -> {{-5, -4, -3, -2,
-~ -1, -0, 1, 2, 3, 4, 5}, {-5, -4, -3, -2, -1, -0, 1, 2, 3,
-~ 4, 5}, {-5, -4, -3, -2, -1, -0, 1, 2, 3, 4, 5}}, MeshStyle
- -> {Gray, Gray, Opacity[0.6]}, MeshFunctions -> {Min[#1,
- 2x(#1 + 2)] &, #2 &, #3 &}, RegionFunction -> Function[{x,
-~ y, z}, Abs[Gamma[x + I y]] <= 8], AxesLabel -> {Re[z],
-~ Im[z]}, PlotLabel -> Style[Abs[Gamma[z]], 21]], Boxed ->
-~ False, Background -> None]

Codigo 2: Mathematica. Grafica del modulo de la funcion Gamma compleja,
IT'(2)|. Ver figura 3.1.
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Indice de notaciéon

La siguiente lista describe la terminologia utilizada en el cuerpo del texto. Se
incluye, junto a cada simbolo, su significado y la pagina en la que se introduce
por primera vez.

Conjuntos

int (X)  Interior de un conjunto X. Pag. 10.

N Conjunto de los nameros naturales: {1,2,3...}. Pag. 33.

Np Conjunto Nu {0}. Pag. 33.

Z Conjunto de los enteros no positivos: {0,-1,-2,-3...}. Pag. 42.

R Cuerpo de los numeros reales. Pag. 33.

R.q Conjunto de los ntumeros reales positivos: {z € R: = > 0}. Pag. 40.

R Conjunto de los nameros reales negativos: {z e R: x <0}. Pag. 40.

Dr Dominio de definicién de la funcién Gamma real: Dp = R ~
L. Pag. 42.

CO(X) Conjunto de las funciones continuas en X. Pag.51.

CFH(X) Conjunto de las funciones k veces continuamente diferenciables’
en X, con ke N. Pag.51.

C~(X)  Conjunto de las funciones indefinidamente diferenciables® en

X. Pag.51.

3 Para funciones de una variable real, esto es: k veces diferenciables, y con derivada k-ésima

continua.

4 También llamadas funciones suaves.

123



INDICE DE NOTACION

C Cuerpo de los nimeros complejos. Pag. 63.

C* Conjunto de los ntimeros complejos sin el cero:
C* =C~{0}. Pag. 69.

B, Bola cerrada, centrada en el origen y de radio n € N.
B, =B,(0)={2€C:|z| <n}. Pag.65.

() Conjunto de las funciones holomorfas en un abierto 2 c C. Pag. 66.

(C) Conjunto de las funciones enteras, es decir, holomorfas en
C. Pag. 66.

M(Q) Conjunto de las funciones meromorfas en un abierto ) c
C. Pag. 69.

Dc Dominio de definiciéon de la funcion Gamma compleja: D¢ = C \

T Semiplano de la derecha: T ={z e C:Re(z)>0}. Pag. 88.

T. Semiplano definido por: T, := {z € C: Re(z) > r}. Pag. 89.

L, Semiplano definido por: L, := {z € C: Re(z) < r}. Pag. 89.

Funciones

exp(xz)  Exponencial de un numero real z. Se usaran las notaciones
‘exp (z)’ o ‘e®’. Pag.8.

log () Logaritmo natural o neperiano® de un ntimero real positivo z. Lo
denotaremos por ‘log (z)’ o ‘In (x)’, indistintamente. Pég. 8.

log (2) Logaritmo de un nimero complejo z. Rama principal.
-7 < Im(log (z)) <7 . Pag.22.

n! Factorial de un ntiimero natural. Pag. 34.

r Funcion Gamma de Euler. Pag. 35.

IT Funcion Pi de Gauss. Notacion alternativa para la funcion Gam-

(], [«]

ma. Pag. 39.

Funcién parte entera de un ntimero real x. Pag. 41.

2 Dicho de otro modo, “logaritmo en base €”.
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A(z) Funciéon de Weierstrass. Pag. 78.
Constantes

¥ Constante de Euler-Mascheroni. Péag. 71.
s Numero Pi. Pag. 76.

Otros simbolos

X Punto (z, f(z)) € R%. Pag.9.

XY Segmento que une los puntos X,Y € R2. Pag. 9.
Conjugado del niimero complejo z. Pag. 78.
Re(z) Parte real del numero complejo z. Pag. 83.

Im(z) Parte imaginaria del niimero complejo z. Pag. 88.
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