Universidad deValladolid

FACULTAD DE CIENCIAS

TRABAJO FIN DE GRADO

Grado en Matemaéticas

Resolucion por radicales de ecuaciones algebraicas

Autora: Carmen Gémez Cambronero
Tutor: Félix Delgado de la Mata
Curso 2024-2025






Indice general

. El problema de la resolubilidad por radicales.

1.1. La historia del problema y su interés. . . . . . . . ... .. ...
1.2. Férmula de Cardano-Tartaglia para la cibica. . . . . . . . . ..
1.3. Algunos detalles importantes. . . . . . . .. ... ... .....

. Polinomios simétricos. Grupos resolubles.

2.1. Revision del grupo simétrico y del grupo alternado. . . . . . . .
2.1.1. Grupo simétrico. . . . . . ... L
2.1.2. Grupo alternado. . . . . . ... ...

2.2. Polinomios simétricos. . . . . . . .. ... Lo

2.3. Gruposresolubles. . . .. ... ... ... .. ...
2.3.1. Definicién y propiedades. . . . . .. .. ... ... ...
2.3.2. Grupos simples. El grupo S, . . . . . . . ...

. Extensiones no resolubles.

3.1. Revision de Teoria de Galois. . . . . . . .. ... ... .....
3.1.1. Grupo de Galois de un polinomio. . . . ... ... ...
3.2. Extensiones radicales y resolubles. . . . .. .. ... ... ...
3.3. Laextension X™ —a. . . .. ... . ... ... ...
3.4. Teorema de Galois: Extension resoluble implica grupo resoluble
3.5. Polinomios no resolubles por radicales. El Teorema de Abel. . .
3.5.1. La ecuacién general de gradomn. . . .. ... ... ...
3.5.2. Teoremade Abel.. . .. ... ... ... .........

. Extensiones resolubles. El Teorema de Galois.

4.1. Resolventes de Lagrange. . . . .. . ... ... ... ......

4.2. Teorema de Galois: Grupo resoluble implica extensién resoluble.

4.3. Regreso alacibica. . . ... ... ... ... ...

. Resolubilidad real.

5.1. Radicalesreales. . . . . . . . . . . .. ...
5.2. Polinomios irreducibles con raices radicales reales . . . . . . ..

II1

10
11
16
16
20

23
23
25
27
29
31
34
35
36

37
37
40
41






Resumen

En este trabajo se estudia el problema de resolucién por radicales de ecuaciones alge-
braicas en base a la teoria de Galois. Se empieza describiendo la importancia histérica del
problema, asi como uno de los métodos clésicos mas conocidos (la férmula de Cardano-
Tartaglia para la cibica) y un estudio de las posibles soluciones segin el discriminante.
Se presenta también el concepto de grupo resoluble y se estudian sus propiedades, par-
ticularmente el ejemplo del grupo simétrico, y su aplicacién a los polinomios simétricos.
Se formaliza la expresién de ecuaciones resolubles por radicales al presentar los conceptos
de extensién radical y extensién resoluble, y finalmente, se demuestran los teoremas de
Abel y de Galois, presentando también la técnica de las resolventes de Lagrange para la
resolucién de la cibica. Por dltimo, se realiza un estudio de la resolubilidad en el cuerpo
de los nimeros reales.

Abstract

In this project we study the problem of solvability by radicals based on Galois theory.
We begin by describing its historical importance, as well as one of the best known classi-
cal methods (Cardano-Tartaglia’s formula for the cubic) and a discussion on the possible
solutions according to the discriminant. We also present the concept of solvable group and
study its properties, especially the example of the symmetric group, and its application to
symmetric polynomials. The expression of equations tha are solvable by radicals is forma-
lized by presenting the concepts of radical extension and solvable extension, and finally,
we prove the theorems of Abel and Galois, presenting also the technique of Lagrange’s
resolvents for the resolution of the cubic. Lastly, we discuss solvability in the field of real
numbers.






Introduccion

La estudio y la resolucién de las ecuaciones algebraicas, o equivalentemente, el célculo
de las raices de un polinomio, es uno de los problemas mas antiguos de la historia de las
matematicas. El estudio de la existencia de estas raices, asi como la biisqueda de métodos
para el calculo de las mismas, ha llevado a la creacién de nuevos conceptos (como por
ejemplo, los niimeros complejos) y de nuevas ramas de estudio.

Conviene decir que, en el contexto clasico, cuando hablamos de calcular las raices de un
polinomio, nos referimos a la expresién de las raices mediante férmulas cerradas, definidas
a partir de los coeficientes y que involucran operaciones algebraicas conocidas, incluyendo
el calculo de raices de un ntimero: pensamos, por ejemplo, en las raices de la ecuacién de
segundo grado o en las raices de X3 — 2.

La comprensién de las raices de un polinomio evoluciona en este sentido hasta el de-
sarrollo de la Teoria de Galois, que es el contexto en el que enunciaremos este trabajo.
Precisamente la no existencia de formulas cerradas para las raices de un polinomio es tam-
bién un factor importante para le evolucién del cdlculo aproximando por otros métodos y
el desarrollo de los métodos numeéricos.

La teorfa de Galois, en esencia, pone en relacion la teoria de cuerpos y la de grupos.
Uno de sus resultados principales es el Teorema de Galois que afirma que una ecuacién es
resoluble por radicales si y solo si lo es su grupo de Galois. El objetivo de este trabajo es,
primero explicar qué significa esta afirmacién y segundo, demostrarla.

En el contexto de los estudios de Grado en Matematicas de la Universidad de Valla-
dolid, la teoria de Galois es el fin esencial de la asignatura de “Ecuaciones Algebraicas”.
Sin embargo, por razones de tiempo, el problema de la resolubilidad (tanto el Teorema
de Galois como el de Abel) queda, lamentablemente, fuera de los contenidos del curso.
Su importancia en las matematicas, junto con la elegancia de los resultados, hace que, en
nuestra opinion, sea un tema muy adecuado para un TFG.

La organizacién de la memoria sigue el esquema siguiente: en primer lugar, en el Capitu-
lo 1, empezaremos situando el problema en su contexto histérico viendo alguno de los
métodos clasicos mas importantes: la formula de Cardano-Tartaglia para la resolucién de
la ctbica. Continuaremos presentando algunas ideas mas modernas, que seran las herra-
mientas necesarias para entender y probar el teorema de Galois. Puesto que el teorema
relaciona la estructura de los grupos con la de las extensiones de cuerpos, necesitaremos
hacer una revisién de la teoria basica de ambas partes, ademas de definir nuevos conceptos.

Asi, el Capitulo 2 se dedica a revisar los conceptos de teoria de grupos necesarios y ya
conocidos como preludio del estudio de los grupos resolubles. El papel central del grupo
simétrico se pone también de manifiesto incluyendo el estudio de los polinomios simétricos.

El Capitulo 3, después de una revision de la Teoria de Galois, se dedica al estudio de
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las extensiones resolubles que son el punto fundamental de la memoria. En este capitulo
se prueba la primera parte del Teorema de Galois: el grupo de Galois de una extensién
resoluble es resoluble. Este resultado permite ya demostrar la imposibilidad de resolver
por radicales polinomios de grado mayor o igual a 5. Mas auin, el Teorema de Abel (que
probamos al final del capitulo) muestra que la ecuacién general de grado > 4 no se puede
resolver por radicales.

El Capitulo 4 se dedica a completar la prueba del Teorema de Galois, es decir, que si el
grupo de Galois de una extensién es resoluble, entonces la extension es resoluble. Para ello
necesitaremos estudiar primero las resolventes de Lagrange, que ademas seran de utilidad
para expresar las raices de la cibica mediante radicales, usando un método diferente.

Para terminar, en el capitulo 5, estudiaremos qué ocurre si se restringe el problema al
caso real, lo que proporciona resultados muy interesantes.



Capitulo 1

El problema de la resolubilidad
por radicales.

En este capitulo haremos un repaso por la historia, viendo como se enfrentaron los
matematicos al problema de la obtencién de raices de ecuaciones algebraicas y como esto
motivo la creacién de nuevos resultados y conceptos matematicos, entre ellos la teoria de
Galois
Detallaremos también uno de los métodos clasicos mas importantes para la resolucién de
la cibica: la formula de Cardano-Tartaglia.

Para la introduccién histérica seguiremos el libro de Stewart [7] y el articulo de Rze-
dowski [6]. Para el estudio de la férmula se siguen los textos de Delgado-Fuertes-Xambé
[3] e Ivorra [4].

1.1. La historia del problema y su interés.

La resolucién de ecuaciones polindmicas es un problema que se remonta a las primeras
civilizaciones. En el antiguo Egipto, ya se planteaban problemas que se resolvian mediante
ecuaciones de primer grado, y existen tablillas babilénicas que datan de alrededor del ano
1600 a.C. en las que se describen métodos para la resolucién de la ecuacién de segundo
grado. Estos métodos, que en la actualidad equivalen al método de completacién de cua-
drados, proporcionan la conocida férmula general de la ecuacién aX? + bX + ¢ = 0, con

a # 0:
e —b+ vb? — 4ac
o 2a '

El problema de obtencién de raices aparece en diversas partes del mundo, como Grecia
(~ 300 a.C.), China (~ 200 a.C.) o la India (~ 500 d.C.), aunque cabe destacar que en
ninguno de estos casos el problema se planteaba desde un punto de vista algebraico (y
de hecho, la notacién necesaria no aparecié hasta el siglo primero d.C.) si no mediante
construcciones geométricas.

En el caso de la ecuacion cibica, en cambio, no se hallé6 una férmula general hasta el
siglo XVI. Aunque habia resoluciones para ejemplos particulares, que se conocian desde
la antigua Grecia, la cibica general fue resuelta por mateméticos italianos durante el
Renacimiento: primero por del Ferro en 1515 y més tarde, en 1535, por Tartaglia, aunque
no fue hasta 1545 que la férmula fue publicada por Cardano, en su obra Ars Magna. Las
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ecuaciones que resolvieron fueron
X3+ pX =g, X3 =pX +gq y X3 4 ¢ =pX,

que por aquel entonces eran consideradas distintas, ya que no se reconocia la existencia
de los nimero negativos. La férmula, que detallaremos en la seccién 1.2, es similar a la
de segundo grado, en el sentido de que solo involucraba los coeficientes del polinomio, las
operaciones elementales (suma, resta, multiplicacién y divisién) y la extraccién de raices.
A este tipo de obtencién de raices la llamaremos de ahora en adelante, resolucion mediante
radicales y serd el tema central de este trabajo.

La ecuacién general de grado 4 la resolvié Ferrari, alumno de Cardano, al observar que
el problema podia reducirse a la resolucién de una ecuacién cubica (de forma similar a
cémo la cibica puede reducirse a una ecuacién de grado 2). La solucién, publicada tam-
bién en el Ars Magna, podia obtenerse mediante radicales y parecia indicar que todas la
ecuaciones se podrian resolver de tal manera.

Sin embargo, todos los posteriores intentos para resolver la quintica fracasaron. La-
grange probd un nuevo método (utilizando las resolventes de Lagrange, como veremos en
la seccidn 4.3) para la resolucion de las ecuaciones cibica y cuértica en términos de permu-
taciones de sus raices, y observé que fallaba para la quintica. También Gauss, al estudiar la
construccion de poligonos regulares, observé que los polinomios de grado > 4 no se podian
reducir a algin grado menor, lo cual llevé a pensar que la quintica no se podia resolver por
radicales. Fue Ruffini el primero en tratar de probar esto, usando grupos de permutaciones.
Sin embargo, no lo logré. En 1824, Abel consiguié completar la demostracion errénea de
Ruffini y probé finalmente que la quintica no es una ecuacién resoluble por radicales.

Es importante destacar que esto no significa que ninguna ecuacién de grado 5 pueda
resolverse: el Teorema Fundamental del Algebra prueba que si admitimos soluciones com-
plejas, estas raices existen siempre, y se pueden calcular aproximaciones suficientemente
exactas de diversas maneras. Tampoco significa que es imposible hallar raices de esta for-
ma para ninguna quintica (existen ecuaciones concretas que si se pueden resolver mediante
extraccién de radicales, como por ejemplo X° — 1 = 0). Simplemente se refiere a que, en
general, las raices de las ecuaciones de grado > 4 no siempre podrin expresarse en funcién
de radicales.

Solo faltaba generalizar el resultado. Aqui es donde entra la teoria de Galois, que
surgié precisamente a raiz de este problema. Galois probd que una ecuacién es resoluble
por radicales si, y solamente si el grupo de permutaciones de sus raices (conocido en la
actualidad como grupo de Galois) es resoluble. Este resultado es conocido como el Teorema
de Galois y es uno de los resultados esenciales de esta teoria, debido a su importancia
historica.

1.2. Foérmula de Cardano-Tartaglia para la cubica.

A continuacién detallaremos la resolucién para la cibica que hall6 Tartaglia (aunque
la férmula lleva también el nombre de Cardano por ser él quien la publicé). Notemos que
la demostracién no serd idéntica a la clasica, principalmente por el uso que haremos de las
raices de la unidad y los niimeros complejos, pues tradicionalmente no solian considerarse
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)

a la hora de resolver ecuaciones, ya que estas soluciones “no existian”.

Consideramos la ecuacién general de tercer grado
a0X3 + a1X2 4+ a2 X +a3 =0,

con ag,a1,az,a3 € Q, ag # 0. Para calcular sus raices, empezamos por simplificar la
ecuacién dividiendo entre ag. Asi obtenemos la ecuacién

X34+ aX?+bX +¢=0,

y sustituyendo X por Y — a/3 (transformacién de Tschirnhausen), llegamos a la ecuacién

Y3 4+pY +¢q=0, (1.1)
donde, los coeficientes son
_ a% ao _ 2a§’ ajaz  as
b= 3a3  ag Y 1= 27a3  3a3  ao

Podemos suponer p, ¢ # 0 ya que en el caso de que algin coeficiente fuese nulo, el problema
se reduciria a uno ya conocido. En la ecuacion obtenida, hacemos el cambio de variable
Y = u + v, y observamos que

Y3 = (u+v)® =ud 4+ 3uv(u+v) + v = v + 03 + 3wy,
luego se tiene que
Y3 — 3uvY —u® — 03 = 0. (1.2)
3_ .3

Igualando los coeficientes de las ecuaciones (1.1) y (1.2), se llega a p = —3uv, ¢ = —u” —v°.
Por tanto, tenemos que

WAt =—q y  udd=—pP2r

y como consecuencia, u® y v serdn las raices del polinomio Z2+ ¢Z —p3/27 = 0 (férmulas
de Cardano-Vieta). Luego

o= —q+\/q?+4p3/27 03— —q — /@ +4p3/27
2 ’ ’

2

Entonces, podemos tomar

:\s/—q+\/q2+4p3/27 Y is/—q— V@? +4p3 /27
2 o 2 ’

y se llega a que una solucién de la ecuacion 1.1 es

\s/—q—l— V@? +4p3/27 N i/—q — V@ +4p3/27
2 2 ’

y:

La expresién anterior no es mas que la forma simbdlica clasica para expresar las raices

.y —q+\/q>+4p3/27 . , -y .
de la ecuaciéon. En efecto, sabemos que ———5——— tiene 3 raices ctibicas complejas

a las que llamaremos u1, us, u3. Fijando una de ellas como u = wuj, las dos restantes se

omi/3 _ —1+iV3
- 2

obtienen como uy = &u y uz = £%u, siendo & = e una raiz cubica primitiva
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. . 7 —q
de la unidad. De la misma forma, llamamos v1, vo, v3 a las raices de

—/?+4p® /27
— .

La relacién uv = —p/3 indica cémo combinar las raices uy, ug, us con vy, vy, v3 para obtener
el resto e soluciones de la ecuacién 1.1. Es decir, si u = u;, entonces v; = —p/3u = v. Se
obtiene facilmente que vy = —p/3us = £2v y v3 = —p/3uz = &v. Asi pues, las 3 raices de
(1.1) son:

yi=utv, p=Cu+& y y3=_~Eu+Lv.

Para hallar la soluciones de la ecuacion original, bastaria con deshacer la transformacién
sustituyendo los coeficientes p y ¢ por sus valores en funcién de ag, a1, az, as.

1.3. Algunos detalles importantes.

Vamos a estudiar como son las raices de (1.1) en funcién del discriminante (ver 3.4).
3 . . . .’
Sea D = ¢> + 42% el discriminante de la ecuacién

2 P’
A Z ——==0. 1.3
+4Z - 52 (1.3)
Dependiendo del valor de D, podremos separar en distintos casos los tipos de soluciones

de esta ecuacién, que a su vez nos indicard cémo son las soluciones de (1.1).

» Si D =0, la ecuacién (1.3) tiene una solucién real doble, z = —¢/2. Si u = ¢/—q/2
es la raiz cibica real de —q/2, las raices de (1.1) serdn entonces

yn=2V-q/2, y2=E+E)V-q/2,

donde esta ultima tiene multiplicidad 2. (Obsérvese que yo = —{/—¢q/2 puesto que
£+ &2 =¢+ &= —1). Luego en este caso, todas las raices de Y3 4 pY 4 ¢ = 0 son
reales, y una de ellas es doble.

S —

» Si D > 0, la ecuacién (1.3) tiene dos raices reales z; =
llamamos u = ¥/z1 y v = 25 a las raices ctbicas reales, como antes, se tiene que
las raices de (1.1) son

ut+v V3 ut+v V3
5 +z\2[(u—|—v), Y=y —z?(u%—v).

y1 =u+w, Y2 = —

Es decir, en este caso Y3 + pY + ¢ = 0 tiene una raiz real y; y dos raices complejas
conjugadas, Y2 € y3 = 3.

_ —q+iy/|D]

» Si D < 0, la ecuacién (1.3) tiene dos raices complejas conjugadas, z; = 5

—g—i+/|D|

y 22 = ———— = z1. Tomando como antes u = /21 y v = {/z2, se tiene que las
raices de (1.1) son

p=u+u, p=&u+lu,  y3=Eu+,

pues se tiene que v = T (y € = £2). Observamos que estas raices son todas reales,
por ser suma de un nimero complejo y su conjugado.

Este caso, conocido como casus irreducibilis (o “caso irreducible”), es particularmen-
te interesante pues se utilizan niimeros complejos para la obtencién de raices reales.
Como hemos mencionado antes, tradicionalmente las soluciones complejas no eran
vélidas (simplemente se consideraba que la ecuacién no tenia solucién), pero existen
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multiples ejemplos de ecuaciones que claramente tienen soluciones reales (como por
ejemplo, X3 — 15X — 4 = 0, que se anula en X = 4) y sin embargo, la férmula
proporciona una solucién en funcién de nimeros complejos:

X =v2+11i+ v2—11i.

Este hecho llevé a los mateméticos a plantearse que quiza era necesario ampliar al
conjunto de posibles soluciones y a considerar el estudio de los nimeros complejos.

El discriminante de la ecuacién Y2 +pY +¢q es D = —4p® —27¢*> = —27D. Por lo tanto,
los casos anteriores son:

Proposicién 1.1. Dado el polinomio X3 +pX +q, sea D = —4p® —27¢* su discriminante.
FEntonces:

= Si D >0, entonces todas las raices de X3 +pX +q = 0 son reales. En particular, si
D =0, una de las raices serd doble.

= Si D < 0, entonces X® 4+ pX + q = 0 tendrd una raiz real y dos raices complejas
conjugadas.






Capitulo 2

Polinomios simétricos. Grupos
resolubles.

El objetivo de este capitulo es presentar y estudiar las propiedades basicas de los gru-
pos resolubles. Dichos grupos son el reflejo (gracias a la teoria de Galois) en la teoria de
grupos de la caracterizacién de los polinomios cuyas raices de expresan con radicales. Pues-
to que el ejemplo fundamental de grupo no resoluble es el grupo simétrico, se comienza
con una revisién sucinta del mismo. Posteriormente se aplica (seccién 2.2) al estudio de
los polinomios simétricos. La seccién final se dedica al estudio propiamente dado de los
grupos resolubles.

Este capitulo estd basado principalmente en la seccién 2.7 de [3] y la seccién 3.13 de
[2]-
2.1. Revision del grupo simétrico y del grupo alternado.

2.1.1. Grupo simétrico.

El conjunto de permutaciones de un conjunto X (es decir, de biyecciones de X en X),
que denotaremos por Sx, es un grupo no conmutativo con la composicion de aplicaciones.

En el caso de X = {1,...,n} lo llamaremos grupo de permutaciones de n elementos, o
grupo simétrico, y lo denotaremos por S,. Es evidente que |S,| = n!.
Representaremos la permutacién ¢ € S, mediante la n-upla [i1, ..., iy,], donde i; = ¢(j)
paracada j=1,...,n.
Un tipo particular son las permutaciones ciclicas: si ky, ..., k. € {1,...,n}, represen-
taremos por (ki,...,k,) la permutacién ¢ € S,, dada por
Kk sile¢{l,...,r},
l(k‘l) = kl-i—l sil<l<nr,
kl sil=r.
También se les llama r-ciclos o ciclos de orden r, pues i" (k) = k para todo k € {1,...,n}.

A los ciclos de orden 2 se los llama trasposiciones.
Un resultado importante es que los ciclos disjuntos (es decir, aquellos cuyos conjuntos
de indices son disjuntos) conmutan. Ademds, se tiene el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.1. Sea i € S,, © # 1. Entonces i es composicion de ciclos disjuntos dos a
dos. En particular, © es producto de trasposiciones, pues cada r-ciclo lo podemos escribir
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de la siguiente manera:
(K1, ko, ..o ky) = (K1, ko) o (k2,k3) oo (kr—1, kr).
Esto nos da un conjunto generador del grupo simétrico, aunque no el tinico.

Proposiciéon 2.2. El conjunto

{(1,2),(2,3),...,(n—1,n)},

es un conjunto de generadores del grupo simétrico Sy,. También lo serdn los conjuntos

{(1,2),(1,3),...,(Ln)} v {(1,2),(1,2,...,n)}.

Otro concepto importante es el de signo de una permutacién ¢, definido como la apli-
cacion ¢ : S, — {£1} dada por
w-{ 1 Siore

—1 si es impar,

donde que % sea par significa que tiene una cantidad par de pares inversos (es decir, pares
{ik,in} con i > iy cuando k < h), e impar el caso contrario.

Por ejemplo, las permutaciones 7 = [3,1,4,5,2], 7 = [4,3,2,5,1] € S5 son respectiva-
mente par e impar, pues los pares inversos de ¢ son

{31}, {3,2}, {42} vy {52},

y los de 7 son

{4,3}, {4,2}, {4,1}, {3,2}, {3,1}, {2,1} v {5,1}.

En particular, la identidad es una permutaciéon par, y las trasposiciones son siempre im-
pares.
Se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.3. Sean i,j € S,,. Se tiene que e(j ot) = (j)e().
Por lo tanto, la aplicacion e: S, — {£1} es un homomorfismo de grupos.

Como consecuencia, se tendrd que si 2 € .5, es producto de exactamente r-trasposiciones,

entonces () = (—1)".

2.1.2. Grupo alternado.

Observamos que el nucleo de la aplicacion signo estéd formado justamente por las per-
mutaciones pares de S,,. A este conjunto lo llamaremos grupo alternado y lo denotaremos
por A, = ker(g).

En particular, es un subgrupo normal de .S,, y por tanto la aplicaciéon € induce un isomor-
fismo Sy, /A, ~ {£1}, luego [S,: A,] = 2.

Para n > 3 y para todos 4, j, k, [ indices distintos, se cumplen las siguientes igualdades:
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L (i, 4)(G. k) = (i, K), 8. (i.k) = (i, 1)(1, . k),
2. (4,5)(k, 1) = (i, 4, k) (4, k, 1), 4. (1,4,5) = (1,2,5)(1,2,0)%
Estas igualdades prueban la siguiente proposicion:
Proposiciéon 2.4. Sin > 3, el conjunto
{(1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n)},

es un conjunto de generadores del grupo alternado A,.

2.2. Polinomios simétricos.

Vamos a considerar un dominio de integridad A y Xj,..., X, indeterminadas, con
r € Z, r > 1. Dada 7 € S, una permutacién de {1,...,r}, denotamos por X,(1),..., Xr(;)
las indeterminadas reordenadas segin esta permutacién. Definimos la aplicacion

q)T: A[Xl,...,Xr} — A[Xl,...,XT]

f — fr
que permuta las indeterminadas del polinomio f € A[Xy,...,X,], es decir, tal que
fT( X1, X)) = f(X7q), -+ X7(r))- La aplicacién @, es un automorfismo (su inversa

se define tomando la permutacién inversa de 7, ®-' = ®__1). Observamos que, ademas,
la aplicacién que asigna a cada permutacion 7 su correspondiente @,

S, — Aut(A[Xy,...,X,])

T o
es un homomorfismo.
Definicién 2.5. Diremos que un polinomio f € A[X7,..., X, ] es simétrico si f7 = f para
cualquier permutacion 7 € S,.
Denotaremos por A[X1,..., X,]°" el conjunto de polinomios simétricos de A[X1,..., X,].

Es inmediato ver que A[X7,..., X,] es un subanillo de A[Xq,...,X,].

Lema 2.6. Sea f € A[Xy,... ,XT]ST. Si f es divisible por X1, entonces es divisible por
X1 X,

Demostracion. Sea f € A[Xy,... ,XT]ST y supongamos que es divisible por X;. Entonces,
podemos escribirlo como

f(Xl, e ,X,«) = Xlg(Xl, e ,XT),

con g € A[X1,...,X,]. Nétese que por ser f simétrico, g también es simétrico. Ademas,
se tiene que f7 = f para todo 7 € S,.. Es decir,

f(Xl, s 7X7“) = f(XT(l)’ s 7XT(T‘)) = XT(l)g(X’T(l)’ s 7XT('!'))'

Luego f es divisible por X;(;) para cualquier permutacién 7 € S,. Por tanto, f serd
divisible por cualquiera de las indeterminadas, y también lo serd por el producto de todas
ellas, Xy --- X, O
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Ejemplo 2.7. Consideramos el polinomio f = X3 + aX? 4+ bX + ¢ € A[X] cuyas raices
vamos a denotar por ag, as y ag. Podemos escribir el polinomio de la forma siguiente

f=X-a)(X —a)(X — az).

Observamos que podemos permutar las raices sin que cambie f, es decir, f es “simétrico
respecto de aq, as, az”. Desarrollando el término de la derecha llegamos a

f - X3 (051 + oo + Oég)X2 + (041042 + ajas + OégOég)X — (OélOéQOég),
y comparando los coeficientes se tiene que

a = —(Oq + a9 + 043),
b= (041042 + ajas + OégOé3),
C

= —(aqazas).

Evidentemente, la expresién anterior nos dice que a, b, ¢ son “simétricos” respecto a oy, ag, as.
Es decir, podemos escribir los coeficientes de un polinomio f € A[X] como polinomios
simétricos en funcién de sus raices. Estas formulas se generalizan facilmente en las inde-
terminadas X7, ..., X, (ver Férmulas de Vieta).

Definicion 2.8. Sea k € Z, 1 < k < r. Definimos el k-ésimo polinomio simétrico elemental
como

1<iy <. .<ip<r

Los denotaremos también por oy = op(X1,..., X, ).
Ejemplo 2.9. Los polinomio simétricos elementales para » = 3 son:
01 =X1+Xo+ X3, 020=X1Xo+X1 X3+ XoX3 y o03=X1X2X3
Luego podemos escribir el polinomio f del ejemplo 2.7 como
X3 — o1, 00, 03) X% + 03 (0, 9, a3) X — 030y, g, a3).
Para r = 4, los polinomios simétricos elementales son:

o1 =X1+Xo+ X3+ Xy, 00=X1Xo+X1 X3+ X1 X4+ XoX3+ XoXy + X3Xy,
03 = X1 Xo X3+ X1 Xo Xy + X0 X3 Xy + XoX3Xy y o4 = X1 X2X3Xy

Los hemos denotado igual que los polinomios para r = 3 para simplificar la escritura, pero
claramente, no son iguales. De hecho observamos que los polinomios simétricos elementales
para r = 3 se pueden obtener a partir de los de r = 4 sustituyendo X, por 0.

Observacién 2.10. Sea k € Z, 1 < k < r. Vamos a denotar por (oj)o al polinomio
obtenido al sustituir X, = 0 en el k-ésimo polinomio simétrico elemental. Es decir,

(ok)o = on(X1,. .., Xp21,0).

Se tiene que (01)o, ..., (0r—1)0 son los polinomios simétricos elementales en X7,..., X, _;.
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Proposicién 2.11 (Férmulas de Vieta). Sean A un dominio, ap € A y X, X1,..., X,
indeterminadas sobre A. Consideramos f = ag(X — X1)--- (X — X)) € A[X;y,..., X,][X],
polinomio en X con coeficientes en A[X1,...,X,]. Se puede escribir f de la forma

f=aX +aX "+t a1 X +a,

con ay,...,a, € A[X1,...,X,]. Ademds, se tiene que ar, = (—1)*agoy, 1 < k < r. Es
decir,
f=aoX" —apo1 X"+ + (=) ago,.

Demostracion. Vamos a desarrollar la expresion ag(X —X1) - -+ (X —X,) y comprobar que
se da la igualdad de coeficientes término a término, en funcién del grado del monomio,
como una generalizacién del ejemplo 2.7.

= Para grado r, es claro que el coeficiente que acompana a X" es ag.
» Para grado r — 1, obtendremos el coeficiente ap(—X; — ... — X)) = —apo;.

= Para grado r — k, habria que sumar todas las posibles combinaciones de productos
con k factores (—X;,) - (— X, ). Es decir, el coeficiente correspondiente a X" ~* serfa
de la forma

ao Z (_Xil) T (_sz) = aO(_l)k Z Xiy - Xy,

1<y <. .<i<r 1<y <...<ip<r

y teniendo en cuenta que o} = Zl<i1<...<ik<r Xi, - - X;, llegamos a que el coeficiente
serd (—1)*agoy,.

» Para grado 0, el coeficiente serd ag(—X1) - -+ (—=X;) = (=1)"ao(X1 - - X)) = (—=1)"ago,.
Por lo tanto, se tiene que
ap(X —X1)-- (X - X)) = aoX" —apor X"+ - + (=) apor,
que es lo que queriamos obtener. O
Definicién 2.12. Definimos el peso de un monomio Xi" -+ X" como
p(n) =p(ni,...,n.) =n1+2na+ -+ +rn,,

donde n = (n1,...,n,) € N . El peso de un polinomio no nulo f =3 _nr an X7 --- X7,
serd el méaximo de los pesos de los monomios no nulos de f, es decir,

p(f) = méx{p(n)|an # 0}.

En el caso de f = 0, diremos que su peso es p(f) = —o0.
Proposicién 2.13. Sea f € A[X1,..., X% un polinomio simétrico de grado d. Eiste
un polinomio g € A[Y1,...,Y;] con peso d tal que

f = g(ala s 7UT)‘
Demostracion. Razonamos por induccién sobre el niimero de indeterminadas.

» Sir =1, setiene que S; = 1y 01 = X, luego dado un polinomio f € A[X;] de
grado d, basta tomar g = f.
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= Ahora suponemos que el teorema es cierto para r — 1 indeterminadas, con r > 1.
Comprobamos que también se cumple para r indeterminadas, razonando de nuevo
por induccién, pero esta vez sobre el grado del polinomio.

e Si suponemos d = 0, f serfa constante y nuevamente podemos tomar g = f.

e Para terminar, supongamos que para cualquier polinomio en A[X7, ..., X,]°" de
grado menor que d > 0 el teorema se verifica. Consideramos f € A[X7,..., X, ]
de grado d. ;Existird g € A[Y1,...,Y;] de peso d tal que f = g(o1,...,0.)7
Consideramos el polinomio que se obtiene al hacer X,, =0 en f y lo denotamos
por fo. Es decir, fo = f(X1,...,X,_1,0) es un polinomio de A[X1, ..., X, 15!
de grado < d, luego por hipétesis de induccién (sobre ), sabemos que existe
g1 € A[Y1,...,Y,_1] de peso < d tal que fo = g1((01)0,- -, (0r—1)0). Se consi-
dera el polinomio

fl(Xl,. . .,Xr) = f(Xl,. . .,Xr) —g1(0'1,... 7Ur—1)7

cuyo grado serd < d puesto que gr(f) = d y gr(g1) < d (pues g; tiene peso
< d). También f; serd un polinomio simétrico, por serlo f y g;. Observamos,
por otro lado, que

(X1, Xe21,0) = fo—g1((o1)os - - -5 (07-1)0) =0,

y por tanto, fi es divisible por X, luego también lo serd por X; --- X, (segin
hemos visto en el lema 2.6). Es decir,

fl =Xi "'XTfQ(Xl,""XT) = O'rf27

para algun polinomio fo € A[Xy,...,X,]|. Tal polinomio serd simétrico y su
grado serd < d — r < d. Entonces, por hipédtesis de induccién (sobre d), se
tiene que existe un cierto polinomio go € A[Y1,...,Y;] de peso < d — r tal que
fa =g2(01,...,0.). Por consiguiente,

f(Xl,...,XT) = 91(017---a0r—1)+f1(X17-'-7Xr):
= gl(o-].)"'7o-7”—1)+UT92(01)"'70T)‘

Visto como polinomio en Y7, ..., Y,, lo expresaremos como g; + Y;.g2 v observa-
mos que su peso es < d. Pero como gr(f) = d, necesariamente el peso de este
nuevo polinomio debe ser exactamente d. Luego hemos construido un polino-
mio g = g1 + Yrg2 € A[Y1,...,Y;] de peso d tal que f = g(o1,...,0,), como
queriamos probar.

O
Proposiciéon 2.14. Sean A un dominio, X1,..., X, indeterminadas sobre A y o1,...,0,
los r primeros k-ésimos polinomios simétricos elementales. Entonces,
Aloy,... 0] = A[X1,..., X, ]7".
Demostracion. Claramente o}, € A[X,... ,XT]ST para todo 1 < k < r (son polinomios

simétricos de A[X1,...,X,]). Luego

A[O’l, e ,UT] - A[Xl, .. .,XT]ST.
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Veamos que también se verifica la contencién opuesta. Dado f € A[X7, ..., XT]ST, existird
g € A[Xy,...,X,] tal que f = g(o1,...,0.), por lo demostrado en la proposicién 2.13. Es
decir, f € Aloy,...,0,]. Luego

AlXy,... ,XT]ST C Aloy,..., 04,
y por tanto, se llega a la igualdad que queriamos probar. O

Consideramos el homomorfismo

(Vo A[YI,,K«] — A[Xl,...,XT]
Yk — Ok

para k =1,...,r. Se tiene que ¢(g9) = g(o1,...,0,) para cada g € A[Y1,...,Y,]. Observa-
mos que la imagen de ¢ es justamente Afoy,...,0,] = A[X1,...,X,]%" (como acabamos
de probar). Entonces, se cumple la siguiente proposicién:

Proposicién 2.15. En los términos anteriores, la aplicacion
o: AlYi,....Y] — A[Xy,..., X%
g — 9(017'-'a0r)
es un isomorfismo.

Demostracion. Por la proposicién 2.13, ¢ es un epimorfismo, luego basta probar que es una
aplicacién inyectiva. Sean g1, go € A[Y1,...,Y;]%" tales que g1(o1,...,0.) = g2(01,...,0.).
Consideramos h = g1 — g2. Entonces, ¢ serd inyectiva si y solo si h = 0.

Razonamos mediante induccién sobre r. El caso r = 1 es trivial, luego suponemos r > 1y
que lo que queremos probar se cumple para r — 1. Por definicién, p(h) = h(oy,...,0,) = 0.
Escribimos h como polinomio en Y;., es decir,

h=ho+ Y, +...+heVd € A[Y, ..., Y, q][Ys].
Puesto que ¢(h) = 0, se obtiene la siguiente relacién:
ho(O’l, ey 0'7«_1) + hl(Ul, C ,07«_1)0',,« 4+ ...+ hd(O'l, R ,0’,«_1)0;[ =0.

Sustituyendo X, = 0, se anulan los términos en los que aparece o, luego se tiene que
ho((O’l)Q, ceey (O'rfl)g) = 0. Por hipétesis, hg =0.

Luego podemos escribir h como h = Y,h/, con b/ € A[Y1,...,Y,]. Por lo tanto, como
o(h) = o.h/(01,...,0,) =0, se tiene que h'(o1,...,0,) = 0.

Para terminar, puesto que gr(h’) < gr(h), podemos razonar de forma inductiva reduciendo
el grado de h' y llegar a la conclusién de que b’/ = 0. Por tanto, h = 0. O

Ejemplos 2.16. La demostraciéon de la proposicién 2.13 proporciona un método para
expresar un polinomio simétrico f € A[X1, ..., X,]®" como polinomio en o1,...,0,.

1. Tomemos f € A[X,Y, Z]* dado por
(XY, 2) =X (Y +2)+ Y (X + 2)+ Z*(X +Y).

Para empezar, vamos a considerar el polinomio fo(X,Y) = f(X,Y,0) € A[X,Y]2,
que es simétrico. Se tiene que

fo=X%Y + XY?2=XY(X +Y),
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y teniendo en cuenta que 01 = X +Y + Z y 0o = XY + XZ + Y Z, obtenemos que
fo = (o2)o(1)o.

Escogemos g1 € A[X,Y] de tal forma que g1((c1)o, (02)0) = fo. Es decir,
a(X,Y)=YX.

Asi, construimos el polinomio f1(X,Y,Z) = f(X,Y,Z) — g1(01,02) que serd

fi = —3XYZ = —303,
donde o3 = XY Z. Entonces
fX)Y. Z) = fi(X,Y, Z) + gi(01,02) = =303 + 0102.

En conclusién, hemos construido un polinomio g € A[X,Y, Z] tal que f = g(o1, 02, 03).
Este polinomio es de hecho ¢(X,Y,Z) = XY — 3Z y por lo tanto,

f=o0100 — 303.

2. Sea f € A[X,Y, Z]? el polinomio
f(X,Y,2)=X3(Y?+ Z22) + Y3(X? + Z%) + Z3(X? + Y?).
De forma andloga, se puede demostrar que
f = 0102 — 03(20% + 03),
es decir, que f = g(o1,092,03) siendo g € A[X,Y, Z] el polinomio dado por

g(X,Y,Z) = XY? - Z(2X? +Y).

2.3. Grupos resolubles.

2.3.1. Definicién y propiedades.

Definiciéon 2.17. Sea G un grupo. Llamaremos torre de subgrupos a una sucesién de
subgrupos de G tales que

{e}=GpCG1C---C Gy =G.

Si para cada i = 0,...,n — 1 se verifica que G; es un subgrupo normal de G;41, diremos
que es una torre normal, y si ademds el grupo cociente G;11/G; es abeliano, diremos que
es una torre abeliana.

Definicion 2.18. Diremos que un grupo G es resoluble si tiene una torre abeliana.
Observacién 2.19.

= En la definicion 2.18, podemos sustituir las inclusiones G; C G;41 por inclusiones
estrictas G; C Gi11.

= Todo grupo abeliano es resoluble.
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A continuacién demostraremos las principales propiedades de los grupos resolubles,
que nos seran de utilidad a lo largo del trabajo.

Proposiciéon 2.20. Sean G grupo resoluble y H subgrupo de G. Entonces, H es resoluble.

Demostracion. Por ser G resoluble, existird una torre abeliana de subgrupos de G,
{e}=GoCGIC+ CGu=G,

donde e denota el elemento neutro de G (y de H). Para cada i = 0,...,n, consideramos
H; = G; N H, que serd un subgrupo de H (observamos que en particular, Hy = {e} y
H, = H). De esta forma construimos una nueva torre de subgrupos

{e}=HyCH C---CH,=H.

Para demostrar que H es resoluble, bastard comprobar que esta torre es de hecho abeliana,
es decir, que H; es normal en H;11 y que H;,1/H; es abeliano, para i = 0,...,n — 1.
Construimos el homomorfismo

m: Hiyw — Gig1/Gi
h — hGi

que se obtiene al componer la aplicacion de inclusiéon de H;y1 en G;41 con la proyeccién
canénica. Observamos que, dado h € H;1q,

h e ker(w) =4 7T(h) =eG;, & hG;=G; & hegq,.

Luego h pertenecera al niicleo de wsi y solosi h € H;41NG; = HNG;4+1NG; = HNG; = H;.
Es decir ker(w) = H; y por tanto, H; < H;11, ¢ = 0,...,n — 1. Por tltimo, aplicamos el
primer teorema de isomorfia y se llega a que

Hip1/H; = Hi1/ ker(m) = m(Hiy1) € Gig1/Gi,

luego para i = 0,...,n — 1, H;y1/H; serd abeliano, al ser isomorfo a un subgrupo de un
grupo abeliano. Asi, queda probado que H contiene una torre abeliana y es por tanto
resoluble. ]

Proposicién 2.21. Sean G grupo resoluble y N subgrupo normal de G. Entonces G/N es
resoluble.

Demostracion. Como G es resoluble, existe una torre abeliana de la forma
{e}=GoCG1C---CG,=G.

Llamemos G al cociente G/N y vamos a considerar la proyeccién canénica 7: G — G.
Para cada i = 1,...,n definimos G; = 7(G;) (en particular, Gy = w(e) = {eN} es el

neutro en el grupo cociente, y G,, = m(G) = G). Asi, tenemos una torre de subgrupos
{eN}=Gp CG1 C--CG,=0G.

Observamos que, para cada i = 1,...,n, G; < G;41. Esto se puede comprobar viendo que,
dados x € G, y € Gi41, existen g € G; y h € G4 tales que z = w(g) e y = w(h). Puesto
que G; subgrupo normal de G4 1, se tiene que hgh™! € G;, y entonces,

yry ' = w(h)m(g)m(h) " = w(hgh™") € Gi.
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Ahora, consideramos el epimorfismo G;11 — G;1+1/G; y construimos la aplicacién

o: Giy1 — Gip1 — éi-&-l@i
g — w(g) —  7(9)G;

que también serd un epimorfismo. Por lo tanto, sabemos que G;y1/ker(p) ~ Gii1/Gi.
Ademsds, se tiene que G; C ker(y), luego como consecuencia del segundo teorema de
isomorfia, obtenemos que Gii1/ ker(p) =~ (Git1/Gi)/(ker(y)/G;), es decir,

Git1/Gi = (Git1/Gi)/ (ker(p) /Gi).

Puesto que G;4+1/G; es abeliano, éiﬂ / G; también lo serd. Por lo tanto, la torre que hemos
construido es abeliana y entonces, GG es resoluble. O

Veamos que el reciproco también es cierto.

Proposicién 2.22. Sean G grupo y N subgrupo normal de G tales que N y G/N son
resolubles. Entonces G también es resoluble.

Demostracion. Consideramos {e} = Ny C N1 C --- C N, = N una torre abeliana de N y
{eN} =Gy C Gy C --- C G, = G una torre abeliana de G = G/N. Sea 7: G — G la
proyeccién canénica. Definimos G; = 771(G;) C G, para cada i = 1,...,n. En particular,
se tiene que Gy = 7 1({eN}) = N y G, = 7 }(G) = G, luego hemos construido la torre

N=GyCG1C---CGpr=0G.

Si anadimos los términos {e}, Ni,..., N,_1, obtenemos una torre de G de la forma que
queremos:

{e}=NCNC---CN,=N=GCGC---CG,=G.

Veamos que, de hecho, esta torre es abeliana. Es obvio que los primeros r 4+ 1 términos
cumplen la propiedades necesarias, luego bastaria probar que G; es normal en G;41 y
que Gyy1/G; es abeliano, para i = 1,...,n. De G; <1 G411 se deduce que G; <1 Gy (la
demostracién es andloga a la vista en la proposicién anterior). Para ver que G;11/G; es
abeliano, basta aplicar el segundo teorema de isomorfia al epimorfismo G;411 — Git1 vy
se obtiene que

Git1/Gi ~ Giy1/Gi,

luego el cociente G;11/G; seré abeliano (por serlo G;11/G;). Por lo tanto, podemos concluir
que G es resoluble. O

Observacién 2.23. En funcién de lo probado en las proposiciones anteriores (2.21 y 2.22),
concluimos que un grupo G es resoluble si y solo si lo son N y G/N, siendo N subgrupo
normal de G.

Ejemplos 2.24.

1. El grupo simétrico S3 es resoluble.

Sea {1} C A3 C S3 torre de S3, donde A3 = {1,(1,2,3),(1,3,2)} denota el grupo
alternado. Es obvio que {1} <0 A3, y observamos que Aj es el niicleo de la aplicacién
signo £: S5 — =+1, luego la torre es normal. Ademds, As/{1} ~ A3 es isomorfo
al grupo de rotaciones de un tridngulo equildtero {1, p, p?}, luego es abeliano. Por
ultimo, S3/As3 tiene orden 2, pues [S3: As] = 2 y entonces serd isomorfo al grupo
ciclico Zo, que también es abeliano. Luego hemos hallado una torre abeliana, y por
tanto, S3 es resoluble.
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2. El grupo simétrico Sy es resoluble.
Sea {1} CV C Ay C Sy torre de Sy, donde

V ={1,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}

es subgrupo de A4. Se prueba facilmente, de forma andloga al ejemplo anterior, que
{1} <« Vy Ay < S4. Veamos que V es subgrupo normal de Ay4. Para ello, basta probar
que V es invariante por conjugacién por los 3-ciclos 0 = (1,2,3) y 7 = (1,2,4), ya
que estos generan A4. Es decir, dado v € V, queremos ver que ovo ™!, ror~t € V:

o(1,2)(3, 4)0 = (1,4)(2,3), 7(1,2)(3,4)77 1 = (1,3)(2,4),
0(1,3)(2,4)0" = (1,2)(3,4), 7(1,3)(2,4)77 1 = (1,4)(2,3),
0(1,4)(2,3)07 = (1,3)(2,4), 7(1,4)(2,3)77 1 = (1,2)(3,4).

Luego la torre definida es normal. Ahora, para probar que, de hecho, la torre es
abeliana, debemos demostrar que V' ~ V/{1} y A4/V son abelianos (ya sabemos que
S4/A4 lo es, por ser isomorfo a Zs). Observamos que [A4: V] = |A4]/|V| = % =3
(tiene orden primo), luego es isomorfo al ciclico de orden 3 y por tanto, abeliano.

Para terminar, se comprueba que los elementos de V' conmutan:

(1,2)(3,4)(1,3)(2,4) = (1,4)(2,3) = (1,3)(2,4)(1,2)(3,4),
(1,2)(3,4)(1,4)(2,3) = (1,3)(2,4) = (1,4)(2,3)(1,2)(3,4),
(1,3)(2,4)(1,4)(2,3) = (1,2)(3,4) = (1,4)(2,3)(1, 3)(2,4).

Concluimos que {1} CV C A4 C Sy es una torre abeliana y Sy resoluble.

3. Para n € N; el grupo diédrico D,, es resoluble.
Sea D, = {1,p,...,p" L7, p7,...,p" I7} el n-ésimo grupo diédrico, donde p re-
presenta el giro de amplitud 27/n y 7 una simetrfa. Sea D;” = {1,p,...p" 1} su
subgrupo de rotaciones. Se cumple que D ~ Z,,. Obviamente, {1} <t D} y es senci-
llo ver que D; es subgrupo normal de D,, (pues [D,, : D;'] = 2). Luego es una torre
normal. Como D;! es ciclico, D;f /{1} es abeliano. También lo serd D,,/D;} ~ Zy y
por tanto, la torre es abeliana. Luego se concluye que D,, es un grupo resoluble.

Definiciéon 2.25. Dado G un grupo, decimos que una torre de subgrupos de G,
{e}=GpCG1C---C Gy =G.

es ciclica si para cada ¢ = 0,...,n — 1 se cumple que G; es normal en G;y1 vy Git1/G; es
ciclico.

Un grupo abeliano finito es siempre suma directa de grupos ciclicos (Teorema de es-
tructura de los grupos abelianos finitos). Por lo tanto:

Proposicion 2.26. Un grupo G es resoluble si y solo si tiene una torre ciclica.

Demostracion. Es trivial ver que si G tiene una torre ciclica entonces es resoluble, pues
todo grupo ciclico es abeliano. Probamos la implicacién contraria.

Veamos primero que todo grupo G abeliano finito tiene una torre ciclica:

Por el teorema de estructura de los grupos abelianos finitos, sabemos que G se puede
expresar como suma directa de subgrupos ciclicos (cuyos érdenes son potencias de primos).
Pongamos G =Zy, ® ... ® Ly,

Consideramos la siguiente torre de subgrupos

{1}:Zn1 anl@ZTLQQQan@@an:G
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Claramente, todos los subgrupos son normales, pues son abelianos. Ademds, observamos
que (Zp, ® ... 0%y, 1)/ (Zn, ® ... ® Ly,;) > Ly, es ciclico para todo i = 0,...,7 — 1. Por
tanto, es una torre ciclica, como queriamos ver.

Ahora, probemos que si G es resoluble, entonces tiene una torre ciclica.

Por definicién, existe una torre abeliana de subgrupos de G, es decir,

{e}:GogGlg...an:G,

tal que para i = 0,...,n — 1, G; es un subgrupo normal de G; 11 y Gi+1/G; es abeliano.
Fijamos i. Por lo que acabamos de probar, sabemos que G;1/G; tiene una torre ciclica:

{e}=Cio CCin C... CCipm=Git1/Gi.

Los C; j, para j = 0,...,m, son subgrupos de G;;1/G}, luego consideramos las contra-
imagenes ﬂfl(Ci’j) C Giy1, donde 7 : G411 — Gi+1/G; es la proyeccién candnica.
Observamos que m conserva el caracter ciclico y normal de los subgrupos. Asi, tenemos la
torre ciclica

G; = 7T71(CL()) - 7T71(Ci71) c...C w’l(Cim) = Gi+1.

Esto se obtiene para cada ¢, luego concatenando las torres obtenemos una nueva torre
ciclica de subgrupos de G, como queriamos ver. O

2.3.2. Grupos simples. El grupo S,,.

En los ejemplos anteriores, hemos probado que el grupo simétrico S,, es resoluble para
n < 4. En esta seccién vamos a probar que de hecho, S;, no es resoluble para ningin n > 5.
Este resultado serd esencial para probar teoremas importantes en los préximos capitulos,
como el Teorema de Abel. Para ello empezamos recordando la definicién de grupo simple.

Definicion 2.27. Un grupo G es simple si no tiene subgrupos normales propios no tri-
viales. Es decir, si H es subgrupo normal de G, entonces o bien H = {e}, o bien H = G.

Ejemplos 2.28.

1. Los grupos ciclicos de orden primo son simples.
Sea G un grupo ciclico y sea p primo el orden de G. Si H es un subgrupo de G de
orden n, entonces n deberfa ser divisor de p (segun el teorema de Lagrange), lo cual
implica que n debe ser o bien 1 (y entonces H = {e}), o bien p (y entonces H = G).
Es decir, G es simple.

2. A4 no es un grupo simple.
En el apartado 2 de los ejemplos 2.24 vemos que A4 contiene un subgrupo normal
propio y no trivial: V' = {1, (1, 2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) }. Luego no es un grupo
simple.

Lema 2.29. Sea G grupo no trivial, simple y resoluble. Entonces es ciclico y tiene orden
primo.

Demostracion. Por definicién de grupo resoluble, G contiene una torre abeliana, pero al
ser simple, los inicos subgrupos normales de G son el trivial y el mismo G. Luego la torre
serd de la forma {e} C G. Ademads, se tiene que G ~ G /{e} debe ser abeliano, luego todos
los subgrupos de G serdn normales. Es decir, que los tnicos posibles subgrupos de G son
{e} v G. Entonces, si tomamos g € G, g # e, el subgrupo (g) debe ser exactamente G.
Es decir G = (g) es ciclico. Ademas hemos visto que G no tiene subgrupos propios, lo que
significa que si |G| = p es el orden del grupo, entonces p no tiene divisores. Por tanto, es
primo. O
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Lema 2.30. Sea N subgrupo normal de A,,, conn > 3. Si N contiene un 3-ciclo, entonces
N =A,.

Demostracion. Supongamos que N contiene el 3-ciclo (1,2, 3). Observamos que para j > 3,

(3,2,5)(1,2,3)%(3,2,5) " = (3,2,4)(1,3,2)(3,4,2) = (1,2, ).

Luego (1,2,7) € N, pues N es subgrupo normal, y entonces {(1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n)}
estéd contenido en IN. Sabemos que

A, =1{((1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n)),

pues todo elemento de A,, se puede escribir como producto de 3-ciclos de la forma (1,2, j)
(proposicién 2.4). Entonces, A, € N, y como por hipétesis N C A,, concluimos que
N =A,. O

Teorema 2.31. El grupo alternado A, es simple si y solo sin # 4.

Demostracion. Ay y As son ambos el grupo trivial, luego son simples. También sabemos
que Ajs es simple, pues es ciclico de orden primo, pero que en cambio, A4 no lo es (ver
ejemplo 2.28). Bastard probar que A,, es simple para n > 5.

Sea N # {1} un subgrupo normal de A,. Entonces A,, es simple si y solo si N = A,,, o
equivalentemente, si N contiene un 3-ciclo (por lo visto en el lema 2.30). Consideramos
x € N, x # 1. Entonces, por ser N normal, se tiene que para y € A,, yry ' € N. Luego
si definimos z = yaxy~'z~!, también z € N.

Vamos a considerar distintos casos respecto a la descomposicién en ciclos disjuntos de x y
ver que en cualquiera de ellos, se puede llegar a que N contiene algin 3-ciclo:

Caso 1: x esta compuesto solo por trasposiciones.

De hecho, contendra al menos 2 trasposiciones. Para simplificar la escritura, supondremos
que = = (1,2)(3,4)2’, donde 2’ es producto de trasposiciones disjuntas de (1,2) y (3,4).
(Se probaria de manera andloga en el caso general x = (i1, i2)(i3,4)2).

Suponemos y = (2, 3,4). Entonces,

2 = (2,3,4)(1,2)(3,4)2'(2,3,4)71((1,2)(3,4)2") L =
= (2,3,4)(1, 2)(3,4)x’(2,4,3)(:1:’)‘1(3,4)(1,2) = (1,4)(2,3).

Luego (1,4)(2,3) € N. Si consideramos t = (1,4,5) € A,, también tzt~'2z € N, donde

tzt7 1z = (1,4,5)(1,4)(2,3)(1,4,5) 7 1((1,
= (1,4,5)(1,4)(2,3)(1,5,4)(2,3)(

Por tanto, N contiene al 3-ciclo (1,5,4).

Caso 2: x estd formado por trasposiciones y un tnico 3-ciclo.
Suponemos = = (1,2,3)x’ € N, siendo 2’ producto de trasposiciones disjuntas de (1,2, 3).
Entonces, 22 € N, donde

2?2 = (1,2,3)%(2")? = (1,3,2)(1) = (1,3,2),

luego N contiene al 3-ciclo (1,3, 2).

Caso 3: x es composicién de al menos dos 3-ciclos disjuntos.



22 CAPITULO 2. POLINOMIOS SIMETRICOS. GRUPOS RESOLUBLES.

Sea z = (1,2,3)(4,5,6)z’, con 2’ que conmute con (1,2,3) y (4,5,6). Si consideramos
y = (2,3,4), entonces

z = (2,3,4)(1,2,3)(4,5,6)2'(2,3,4)71((1,2,3)(4,5,6)2") ! =
= (2,3,4)(1,2,3)(4,5,6)2'(2,4,3)(z')"1(4,6,5)(1,3,2) = (1,4,2,3,5).

Luego z = (1,4,2,3,5) € N. Veamos que si N contiene un ciclo de orden > 4, entonces

también contiene un 3-ciclo. Sea u = (1,2,...,r)u’ € N, con r > 4 y u’ producto de ciclos
disjuntos de (1,2,...,7), y sea v = (1,2,3). Si ponemos w = vuv~'u~!, entonces
w = (1,2,3)(1,2,...,7)d/(1,2,3)71((1,2,...,r)u) "t =

= (1,2,3)(L,2,...,n)d(1,3,2) (@) 1, rr—1,...,2) = (1,2,4).

Es decir, w = (1,2,4) € N.

Por lo tanto, en cualquier caso 4,, = N, luego es simple (siempre que n # 4). ]
Por 1ultimo, llegamos al resultado de interés en esta seccion.
Corolario 2.32. Para n > 5, S, no es un grupo resoluble.

Demostracion. Razonamos por reduccién al absurdo y suponemos que S, es resoluble
para n > 5. Entonces cualquiera de sus subgrupos, en particular, A,, también lo seran.
En virtud del teorema 2.31, A, es un grupo simple cuando n > 5. Es decir, A,, es simple
y resoluble. Por lo tanto, el lema 2.29 implica que A,, es un grupo ciclico de orden primo.
Sin embargo, sabemos que el orden de A, es %' que claramente no es primo si n > 3.
Hemos llegado a un absurdo, pues hemos tomado n > 5. Por lo tanto, concluimos que S,
no puede ser un grupo resoluble. ]



Capitulo 3

Extensiones no resolubles.

El objetivo final de este capitulo es demostrar el Teorema de Abel, es decir, que las
raices de la ecuacién general de grado n, para n > 5, no se puede expresar en radicales.
Para ello, después de un resumen de los resultados esenciales de la Teoria de Galois, for-
malizaremos la expresion de ecuaciones resolubles por radicales mediante los conceptos de
extensiéon resoluble y extension radical. Posteriormente probamos que si una extensién es
resoluble, entonces su grupo de Galois es resoluble (12 parte del Teorema de Galois). Esta
implicacién es suficiente para mostrar ejemplos de extensiones no resolubles y para probar
el Teorema de Abel.

Para este capitulo se han usado los libros de Delgado-Fuertes-Xambé (seccién 6.4) [2],
el de Cox (seccién 8.2) [1] y el de Rotman [5].

3.1. Revision de Teoria de Galois.

Dados dos cuerpos K, L, decimos que L es una extension de K (o que K es un subcuerpo
de L) si K C L y las operaciones de K se obtienen restringiendo las de L. Lo denotamos
por L/K.

Si vemos L como un K-espacio vectorial, podemos considerar la dimensién de L sobre K, a
la que llamaremos grado de L/K y denotaremos por [L : K]. En particular, si [L : K] < oo,
se dice que L/K es una extensién finita.
Si E es un cuerpo intermedio de L/K (es decir, K C E C L), se cumple la férmula de los
grados:

[L:K]|=I[L:E]F:K]. (3.1)

Por tanto, L/K es finita si y solo si loson L/E'y E/K.

Dadas dos extensiones L/K y L'/K’ y un morfismo o : K — K’ llamamos morfismo
de L/K en L'/K' sobre o a un homomorfismo 7 : L — L’ tal que 7| = 0.
En particular, si 0 = Id, (con K = K') decimos que 7 es un morfismo de L en L' sobre
K, y alos isomorfismos de L/K en si misma los llamamos automorfismos de la extension
L/K.
Al conjunto de estos automorfismos lo llamamos grupo de Galois de L/ K, y lo denotamos
por G(L/K).
Observamos que, dado un polinomio f con coeficientes en Ky Z = {a € L | f(a) = 0}
el conjunto de sus raices en L, el grupo de Galois de L/K se comporta como un subgrupo
del grupo de permutaciones de Z. Esto es porque los elementos de G(L/K), que dejan fijo

23
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K por definicién, transformardan cada una de las raices de f en otra (pues si f(a) =0y
o € G(L/K), entonces f(o(a)) = o(f(a)) =0, es decir, o(«) es raiz de f).

Sea L/K una extensién y sean aji,...,q, € L. La expresién Kla, ..., a,|, representa
al minimo subanillo de L que contiene a K y a aq, ..., a,. Se puede describir como el anillo
de expresiones polinémicas en aj,...,a, con coeficientes en K. Su cuerpo de fracciones
se denota por K(ai,...,a,). Diremos que es la extension de K generada por ai,...,ap,
y de hecho, coincide con el minimo subcuerpo de L que contiene a K y a aq,...,q,. En
este caso, decimos que la extensién K (aq,...,a,)/K estd finitamente generada y, en par-
ticular, si 7 = 1, que es simple.

Un elemento « € L tal que existe algin polinomio f € K[X] no nulo que se anula en
a es un elemento algebraico sobre K. Si esto ocurre para todo « € L, decimos que L/K es
una extension algebraica. En particular, se cumple que toda extension finita es algebraica.
Dado un elemento algebraico o € L, el polinomio minimo de « sobre K es el polinomio
monico de menor grado con coeficientes en K que se anula en «. Lo denotaremos por
mq € K[X].

Dados un polinomio f € K[X] de grado r > 0 y una extensién L/K, se dice que f se
descompone totalmente en L si existen aq,...,q, € L tales que

f=aX-a)-- (X —a),

(siendo a € K el coeficiente dominante de f). Si ademés, L = K(ay,...,q;), diremos que
L es un cuerpo de descomposicion de f sobre K.

Una extensién L/K es normal si todo polinomio f € K[X], irreducible en K[X], y tal
que tenga una raiz a € L, se descompone totalmente en L.
Si L/K es una extension, a la menor extensiéon normal N/K tal que L es un cuerpo inter-
medio de la misma la llamamos clausura normal de L/ K.

Una extensién algebraica L/K es separable si para todo « € L, el polinomio minimo
meq € K[X] es separable sobre K (es decir, si todas sus raices en un cuerpo de descompo-
sicién son distintas). Si K tiene caracteristica 0, cualquier extension algebraica es separable.

Las extensiones finitas que sean a su vez normales y separables, se dice que son exten-
stones de Galois. Por tanto, en caracteristica 0, una extensién finita es de Galois si y solo
si es normal.

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.1 (del elemento primitivo). Toda extension L/K finita y separable es una
extension simple. Es decir, existe o € L tal que L = K ().

Dados un cuerpo L, y un grupo G de automorfismos de L, el cuerpo fijo de G es el
subcuerpo de L formado por los elementos que quedan fijos por todo automorfismo de G.
Lo denotamos por LC.

Teorema 3.2 (de Artin). Sean L un cuerpo y G un grupo finito de automorfismos de
L. Consideramos K = L% el cuerpo fijo de G. Entonces, la extension L/K es normal y
separable, y se tiene que [L : K| = |G]|.
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Existe una relacién entre los cuerpos intermedios de una extensiéon L/ K y los subgrupos
de G = G(L/K): Se tiene que si E es un cuerpo intermedio de L/K entonces G(L/E) es
un subgrupo de G. Andlogamente, si H es un subgrupo de G, entonces el cuerpo fijo por
H es un cuerpo intermedio de L/K. Las aplicaciones

{Cuerpos intermedios de L/K} <+— {Subgrupos de G}
E — G(L/E)
L — H

que ponen en relacién los cuerpos intermedios con los subgrupos de G se llaman corres-
pondencias de Galois.

Observemos que si F, F' son cuerpos intermedios tales que E C F, entonces G(L/F') C
G(L/E). De la misma forma, si H, S son subgrupos de G, con H C S, entonces L° C L.
También notamos que si H C G es un subgrupo, entonces L/L es una extensién de
Galois de grado |H| (por el teorema de Artin), pero en general, L /K no es de Galois.

Teorema 3.3 (Teorema fundamental de Galois). Sea L/K una extension de Galois de
grado n y sea E un cuerpo intermedio. Pongamos G = G(L/K). Entonces:

1. |G| =n.

2. Las correspondencias de Galois son biyectivas, e inversas la una de la otra. Ademds,
se verifica que

L:E)=|G(L/E) y [E:K]=[G:G(L/E).

3. La extension E/K es normal si y solo si el subgrupo E' es normal en G. En este
caso,

G(E/K) ~ G/E'.

3.1.1. Grupo de Galois de un polinomio.

Dados un polinomio f € K[X], y L un cuerpo de descomposicién de f sobre K, dire-
mos que G(L/K) es el grupo de Galois de f y lo denotaremos por G(f).
Si Z es el conjunto de raices de f en L, se tiene que L = K(Z). Ademés, cada elemento
de G(f) quedara univocamente determinado por las imagenes de los elementos de Z. Por
tanto, puesto que G(f) permuta las raices de f, se puede identificar a un subgrupo del
grupo Sz de permutaciones de Z. Es decir, G(f) C S, siendo r es el grado del polinomio.

A continuacion, se prueban un par de resultados que resultan ttiles para el calculo del
grupo de Galois de un polinomio en casos particulares. Antes, definimos el discriminante
de un polinomio.

Definicién 3.4. Sea f = apX"+a1 X" ' +...+a, € K[X] un polinomio de grador > 2y
sean ajq, ..., q, sus raices. Sea L un cuerpo de descomposicién de f en K y consideramos
el elemento A € L dado por

A(f) = ag ' [ (@i = )).
1<J
Definimos el discriminante de f como

D(f)y=N(f)=a"* [ (ci—0y)

1<i<j<r
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Observacién 3.5. Sea G el grupo de Galois del polinomio. Observamos dos cosas: la
primera, que el discriminante se anula si y solo si f tiene alguna raiz multiple. La segunda,
que o(A) = (o)A para cualquier o € G, siendo ¢ la aplicacién signo. Por lo tanto,
o(D) = ¢(0)?D = D para todo ¢ € G, es decir, pertenece al cuerpo fijo por G. Luego
DekK.

Proposicién 3.6. Sea f € K[X]| un polinomio mdnico irreducible y separable de grado
3. Sea L el cuerpo de descomposicion de f sobre K y G = G(L/K), es decir el grupo de
Galois del polinomio, G(f). Denotemos por D(f) el discriminante de f. Entonces:

{ Az si D(f) es un cuadrado en K,
G~
S3  en otro caso.

Demostracion. Sabemos que [L: K| es miltiplo de 3, luego |G| también lo es. Como ademds
G C S3, y los unicos subgrupos de S3 cuyo orden es divisible por 3 son A3 y el mismo S3
(de érdenes 3 y 6, respectivamente), entonces necesariamente, G debe ser isomorfo a uno
de estos.

Hemos definido D = A2, siendo A = (a3 — ag)(a1 — a3)(ag — a3), donde ag, a9, a3 € L
son las raices de f. Observamos que, si 0 € S3, entonces 0(A) = (0)A. En particular,
o(A) = A siy solo si 0 € As. Por tanto:

G ~ A3 <= (@ no tiene permutaciones impares <= o(A) = A para todo o € G.
Esto ultimo es equivalente a que A € K, y puesto que D = A?, se tiene que
G ~ A3 <= D es un cuadrado en K.
La tnica otra opcién posible es S3, luego en cualquier otro caso se tendrd que G >~ S3. [

Lema 3.7. Sea p primo y f € Q[X] un polinomio irreducible de grado p. Si f tiene
exactamente p — 2 raices reales, y 2 raices imaginarias conjugadas, entonces G(f) = S,.

Demostracion. Sean x1,...,Tp—2 € R las raices reales y 2,z € C las raices complejas con-
jugadas. Puesto que f es irreducible y Q tiene caracteristica 0, f es un polinomio separable
y por tanto, todas las raices son distintas. Consideramos el cuerpo de descomposicién de

f sobre Q,
L=Q(z1,...,2p-2,2,%).

Sea G = G(f) el grupo de Galois del polinomio, el cual podemos identificar con un sub-
grupo de S,. Observamos que el automorfismo de conjugacién en C,

C — C
w o — w
induce un automorfismo en L que deja fijas las raices reales {z1,...,zp_2} y permuta las

complejas {z,Zz}. Por lo tanto, G contiene la trasposicién (p — 1, p).

Por otro lado, p divide a [L : Q] puesto que [L : Q] = [L : Q(x1)][Q(z1) : Q] (3.1) ¥
[Q(z1) : Q] = p. Luego |G| es divisible por p y por el teorema de Cauchy, existe un
elemento de orden p en G, el cual es, necesariamente, un p-ciclo. Es decir, reordenando
las raices de f, si llamamos 7 a la trasposicién (i,7) y o al p-ciclo (1,2,...,p), entonces
(r,0) C G.

Veamos que S, = (7, 0). Para probar esta igualdad estudiamos dos casos:
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= Sio(i) =j o o(j) =1, tenemos uno de los conjuntos generadores de S), conocidos
(proposicién 2.2), luego S, = (7,0).

» En caso contrario, existird cierto k& < p tal que o*(i) = j, y asi tendremos que
S, = {r,0%) y por tanto S, = (1,0).

En conclusién, S, = (7,0) es un subgrupo de Gy como ya habiamos visto que G es un
subgrupo de Sy, se tiene que G = S, como queriamos probar. O

3.2. Extensiones radicales y resolubles.

De ahora en adelante, supondremos que todos los cuerpos con los que trabajaremos en
esta seccién son de caracteristica 0. Asi, todas las extensiones serdn separables.

Definicién 3.8. Sea L/K una extensién de cuerpos, y sean aq,...,qa, € L. Se dice que
al,...,0p es una sucesion radical de L/K si L = K(ay,...,q,) y existen ny,...,n, € Z
positivos tales que,

ot € K(oa,...,04-1), 1=1,...,7.

Definicién 3.9. Sea L/K una extensién. Diremos que es una extension radical si posee
una sucesién radical.

Observacién 3.10. Equivalentemente, se puede decir que una extensiéon L/K es radical
si existe una torre de subcuerpos de L,

K=KyCK,C---CK, =1,

donde K; = K;_1(a;) y o € K;_1 para algun n; entero positivo, i = 1,...,r. Luego la
torre es de la forma

K =Ky)C Ko(a1) €--- CKp1(a) = L,
o lo que es lo mismo,
K =Ky C Ko(a1) C--- C Ko(o,...,00) = K(ovq,...,00) = L.

Aqui se observa que la construccién de extensiones radicales se basa en adjuntar sucesiva-
mente raices n;-ésimas al subcuerpo K.

Ejemplo 3.11. La extensién Q(v/2 + v/2)/Q es radical.

Sean K = Q y L = Q(\/2 + v/2). Veamos que L/K contiene una sucesién radical.
Consideramos a1 = V2 y az = v/2+ /2. Observamos que o? = (v/2)2 =2 € K y que
a2 =(V2+v2)? =2++v2 € K(a1). Ademss, L = K(a1,a2), pues a; = a3 —2 € K(as).
Luego aq, ay es una sucesién radical y por tanto, L /K es una extensién radical. De hecho,
la torre de subcuerpos correspondiente a la definicién vista en la observacién 3.10 es

QCQ(V2) CQ(V2+V2).

Ejemplo 3.12. Ya hemos calculado las raices de la ecuacién ciibica X3 +pX +q = 0 (ver
secci6én 1.2). Sean

3/ —q + \/q% + 4p3/27
a1 = /g% +4p?/27, a2:\/ 5 / ;Y az=§,
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siendo ¢ una raiz primitiva ctbica de la unidad. La torre de cuerpos

Q € Q(a1) € Q(ar, a2) € Q(ar, ag, a3),

es radical (pues o2 € Q, a3 € Q(a) y a3 € Q C Q(au, az)).
Luego si L = Q(aq, a2, a3) = Q(aq, a2), la extensiéon L/Q es radical. Ademds, observamos
que el cuerpo de descomposicién del polinomio sobre Q estd contenido en L.

En general, el cuerpo de descomposicion del polinomio no coincidird con la extensién
radical L que lo contiene. Vemos a continuacién un ejemplo en el que, efectivamente, son
distintos.

Ejemplo 3.13. Consideramos f = X3 + X2 —2X — 1 € Q[X] y sea L su cuerpo de
descomposicién sobre Q. En el ejemplo 3.12 hemos visto que L estd contenido en una
extensién radical L'/Q. Vamos a estudiar este caso particular.

Sea ( = e2™/7 yna rafz séptima primitiva de la unidad. Consideramos

o = ¢J+ ¢ =2cos(2mj/7), paraj=1,2,3.

Se puede comprobar que son las tres raices de f. Sea L' = Q(¢). Observamos que contiene
a todas las raices de f y por tanto, L C Q(¢). En particular, L'/Q es radical pues ¢’ € Q.
Hemos hallado una extensién que contiene L'/Q tal que es radical, pero vamos a comprobar
que L/Q no lo es.

Razonamos por reduccién al absurdo y suponemos que L/Q es radical. Sabemos que f es
irreducible sobre Q y que su discriminante es

A(f) = 49,

(si f = X34+bX?+cX +d, entonces A(f) = —4b3d+b%c? +18bed — 4¢3 — 27d?). Puesto que
A(f) > 0, las raices de f seran reales (proposicién 1.1), luego L C R. Ademds, como es
un cuadrado perfecto, se tendrd que G(L/Q) ~ A3z (segin la proposicién 3.6) y por tanto
[L:Q]=3.

Puesto que hemos supuesto que L/Q es radical, existe v € L tal que L = Q(y), con
4™ € Q para m > 3 (sabemos que es una extensién simple porque si existiese algin
cuerpo intermedio M se tendria que [L : Q] = [L : M][M : Q] = 3 y por tanto, o bien
L = M, o bien M = Q). Sea g el polinomio minimo de ~, sabemos que es de grado 3 y
que divide a 2™ — 4™, luego las raices de g seran de la forma &7+, con j € {0,...,m — 1},
donde £ es una raiz m-ésima de la unidad. Al ser L/Q de Galois, g se descompondra
completamente en L = Q(v) y por lo tanto, existiran j,k,I € {0,...,m — 1} tales que
&y, &k~ ey € L. Pero L C R y como mucho, solo dos de esas tres raices son reales (7y
y —7). Luego hemos llegado a un absurdo. Como consecuencia, L/Q no puede ser una
extension radical.

Esto nos lleva a definir un nuevo concepto mas amplio, que nos serd muy util.

Definicién 3.14. Una extensién L/K es resoluble si existe L' extension radical sobre K
tal que K C L C L' (es decir, tal que L sea un cuerpo intermedio de L'/ K).

Puesto que lo que nos interesa es encontrar una extensién en la cual las raices de f
se puedan expresar mediante radicales, esta es la definicién adecuada. No necesitamos
exigir tanto como que la extensién del cuerpo de descomposiciéon del polinomio sobre K
sea radical, si no que bastara con que esté contenido en una.
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Observacién 3.15. Evidentemente, toda extension radical es resoluble, luego la extensién
L/Q vista en el ejemplo 3.13 es resoluble.

Definicién 3.16. Sea f € K[X] un polinomio y sea L un cuerpo de descomposicién de
f sobre K. Se dice que f es un polinomio resoluble por radicales (o que f = 0 es una
ecuacion resoluble por radicales) si L/K es una extensién resoluble.

Ejemplo 3.17. El polinomio f = X —5X%+10X3 —10X%+5X —3 € Q[X] es resoluble
por radicales.
Observamos que podemos escribir

f=(X°=5X"4+10X% - 10X?+5X —1) —2=(X —1)° - 2,

luego las raices de f son:
L+€"V2, k=0,1,2,34,

donde £ es una raiz quinta primitiva de la unidad y v/2 la raiz quinta real de 2. Si tomamos
a; =&, as = /2 se tiene que ai’ €Qyque ag € Q(aq), luego hemos hallado una sucesién
radical

Q C Q&) C Q& V5).

Ademéds L = Q(&,v/2) es el cuerpo de descomposicién de f sobre Q. Por lo tanto la
extensiéon L/Q es radical y resoluble, y f es entonces resoluble por radicales.

3.3. La extension X" — a.

Hemos visto que las extensiones radicales estan formadas por una torre de extensiones
en las que cada cuerpo intermedio se obtiene al adjuntar raices n-ésimas al anterior. Asi
pues, estas extensiones intermedias son de la forma K(a)/K, con " = a € K, y consti-
tuyen las 'piezas’ bésicas de las extensiones resolubles. Para estudiarlas, conviene verlas
como una subextensién de K'/K, siendo K’ el cuerpo de descomposicién de X" — a.

Consideremos el polinomio f = X™ —a € K[X]. Sea K’ un cuerpo de descomposicién
de dicho polinomio sobre K. La extension de cuerpos K'/K serd el prototipo de extensién
resoluble (y de hecho, radical) y nos sera de utilidad para la demostracién del teorema de
Galois.

Sea a € K’ una raiz de f, es decir, a™ = a. El conjunto de raices de f es
{a | k=0,1,...,n—1},

donde ¢ € K’ es una raiz primitiva n-ésima de la unidad (™ = 1). En particular, se tendra
que K' = K(o,§).

Proposicién 3.18. Sea n un nimero primo. Entonces f = X" —a € K[X] es irreducible
sobre K si y solo si no tiene raices en K.

Demostracion. Una de las implicaciones es trivial, pues si f tiene una raiz o € K, entonces
X — a € K[X] en un factor de f y por tanto, es reducible.
Para probar la otra, supongamos que f no es irreducible y veamos que entonces, tiene una
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raiz en K.
Sea L un cuerpo de descomposicién de f sobre K. Entonces, podemos escribir

f=X-a)-- (X —an) € L[X],

siendo ajq,...,a, € L las raices de f. Si oy = 0, tendriamos una raiz en K y quedaria
probado. Supongamos a1 # 0, y consideramos (; = «;/a; para i = 1,...,n. Como son
raices de f se tiene que o = a y entonces

Es decir, son raices n-ésimas de la unidad. Se tiene que «; = (;a1, luego

f=X-Ga1) (X = (o).

Hemos supuesto que f es reducible, es decir, que existen g, h € K[X] tales que que f = gh
y con gr(g) = r, gr(h) = s menores estrictamente que n. Se puede suponer que g y h son
monicos. Se sigue que g es producto de r de los factores X — ;a1 y, renombrando las raices
si fuese necesario, se llega a

g=(X—CGa1) (X = ¢aq).

Puesto que g € K[X], el término independiente debe estar en K, es decir, (; --- (o] € K.
Denotemos ( = (1 - - - {, y notemos que ¢ también es una raiz n-ésima de la unidad. Ahora,
observamos que mr + In = 1 para ciertos m,l € Z, pues r < n y n es primo (Identidad de
Bézout). Entonces,

(Map =Mt = ((af)™ (o) = al(Caf)™ € K,
pues (a] € Ky of =a € K. Es decir, ("o € K. Ademas,
("an)" = (¢")"af =a,
lo cual prueba que ("«a; es una raiz de f en K. O

Obsérvese que el polinomio X™ — a no es, en general, irreducible. No obstante se tiene
el siguiente resultado.

Proposicién 3.19. Sea f = X" —a € K[X]| y sea K’ el cuerpo de descomposicion de f
sobre K. Sea & una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Consideramos H = G(K'/K(€)).
Entonces, H se puede identificar a un subgrupo de Z,, vy, en particular, H es ciclico.

Demostracion. Las raices de f son {a,af...,a&" 1}, donde ¢ es una raiz primitiva n-
ésima de la unidad y o™ = a. Sea ¢ € H. Sabemos que los elementos del grupo de Galois
transforman las raices de f en otras raices de f, y puesto que o deja fijo £, quedara definida
por su imagen en «. Pongamos o(a) = a&” para cierto k € Z,,. Definimos la aplicacién

K: H — 7Z,
o — k

que asigna a cada elemento de H el exponente de £ en la imagen de « por ese automorfismo
de K'. Comprobamos que, de hecho, K es un monomorfismo.
Para ver que K es homomorfismo, queremos comprobar que, dados o,7 € H, se tiene
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que K(o o7) = K(0) + K(7). Sean 0,7 € H dados por (o) = at¥ y 7(a) = a&l, con
0 < k,l <n. Vemos que

(0 07)(@) = a((a)) = o(a&!) = E'o(a) = at’ed = at™*.

Luego K(co7) =k+1 = K(0o)+ K(7) como queriamos ver. Entonces K es homomorfismo.
Para ver que es inyectiva, basta observar que, si K(o) = K(7), entonces k =1 méd n y
por tanto £¥a = €'a. En consecuencia, o(a) = 7(a) y 0 = 7.
Es decir, la aplicacién que hemos construido es un homomorfismo inyectivo y por lo tanto,
H seré isomorfo a un subgrupo de Z,. En particular sera ciclico.

O]

A continuacién, probamos un resultado que anticipa lo que sera después el teorema de
Galois.

Proposicion 3.20. En las condiciones anteriores, el grupo de Galois de la extension
K'/K es resoluble.

Demostracion. Sea G = G(K'/K) el grupo de Galois de K'/K. Para probar la resolubi-
lidad de G, buscamos una torre abeliana de subgrupos de . Consideramos la torre de
extensiones

K CK(§) CK'=K(a,8),

que a través de las correspondencias de Galois nos da la torre de grupos
{1} = G(K'/K') € H = G(K'/K(€)) € G = G(K'/K).

Primero comprobamos que la torre que hemos construido es normal. Obviamente el grupo
trivial es normal en H. Observamos que K(£)/K es una extensién normal (pues es de
Galois) y por el Teorema fundamental de Galois, H es un subgrupo normal de G. Luego
la torre es normal.

Ahora, vemos que H/{1} ~ H = G(K'/K (£)) es abeliano ya que es ciclico segtin lo probado
en la proposicién 3.19. Ademds, como H es normal en G, lo es la extension K(&)/ K,y

G/H = G(K'/K)/G(K'/K(§)) ~ G(K(§)/K).

Veamos que G(K(§)/K) (y por tanto, G/H) es abeliano. Dados o, 7 € G(K(£)/K), estan
definidos por su accién sobre &: o(€) = €%, 7(€) = &7, Se tiene que (0o 7)(§) = £V =
(too)(&). Luego oo =To00.

Por lo tanto, hemos probado que G posee una torre abeliana,

{1} CHCQG,

y concluimos que es resoluble. O

3.4. Teorema de Galois: Extension resoluble implica grupo
resoluble.

El Teorema de Galois caracteriza las extensiones resolubles mediante la resolubilidad
del grupo. Aunque en este capitulo solo probamos una implicacién, escribimos el enunciado
completo.

Teorema 3.21 (Galois). Una extension es resoluble si y solo si lo es su grupo de Galois.
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Probamos a continuacién que, si una extensién es resoluble, entonces su grupo de Galois
es resoluble. El resultado reciproco se demostrard més adelante (ver seccién 4.2).

Demostracion. Sea E//K una extensién resoluble y sea G = G(E/K) su grupo de Galois.
Queremos probar que G es un grupo resoluble.

Paso 1 Para empezar, simplificaremos un poco el enunciado. Veamos que es equivalente
M
probarlo para una extensién de Galois radical.

Paso 1.1 Puesto que la extensién E/K es resoluble, existe una extension radical
L/K tal que K C EC L.
Vamos a considerar Ky = E® el cuerpo fijo por G. Por el teorema de Artin
(3.2), sabemos que E/Kj es una extensién de Galois, y ademds, G(E/Ky) = G.
Observamos que L/K( también es radical, pues lo es L/K, luego sustituyendo
K por Ky, podemos suponer que E/K es una extensiéon de Galois.

Paso 1.2 A continuacién consideramos L’ la clausura normal de L/ K. Veamos que
L'/K es radical.
Puesto que L/K es radical, existen ay,...,a, € L'y ni,...,n, € N tales que
L=K(a,...,o0) y o' € K(ov,...,05-1) paracada i =1,...,7.
Probamos que L'/K es radical para el caso r = 1.
Se tiene la torre radical K C K(a) = L, con " € K. Que L' se la clausura nor-
mal de K («) significa que es un cuerpo de descomposicién de m,, (el polinomio
minimo de «). Consideramos ay, ..., s las raices de my, tenemos que

K CK(a) C K(ag,...,as).

Los elementos de G = G(K(ay,...,as)/K) permutan las raices de m,, luego
para todo j =1,...,s existe o € G tal que o(a) = . Por lo tanto,

o(a") =o0(a)" = aj € K.

Es decir, a1,...,as es una sucesién radical y por tanto, K(aq,...,as)/K es
una extensién radical.

Esto se puede generalizar facilmente: puesto que acabamos de probar que al
adjuntar las raices del polinomio minimo se obtiene una extensién radical, basta
adjuntar las rafces de cada mg,, parai =1,...,r. Asi, llegamos a que L'/K es
radical, como queriamos probar.

Por lo tanto, si sustituimos L por L', se puede suponer que la extensiéon L/K
es normal.

Paso 1.3 Hemos supuesto que la extensién L/K es radical y normal, luego es una

extension de Galois (pues las extensiones radicales son separables). Podemos
aplicar el Teorema fundamental de Galois, y se llega a que

G =G(E/K) ~ G(L/K)/G(L/E).

Observamos que como E/K es de Galois, G(L/FE) sera un subgrupo normal de
G(L/K). Por tanto, G sera resoluble si lo es G(L/K) (ver proposicién 2.21).
Luego podemos sustituir £ por L y entonces L/K serd una extension de Galois
radical.

Hemos probado que es equivalente probar el teorema si suponemos que L/K es una
extensiéon de Galois radical (y por tanto, resoluble).
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Paso 2 Sea L/K esuna extensién de Galois radical. Existe una sucesion radical, aq, . . ., oy
tal que L = K(o,...,q,) y ademds, existen ny,...,n, € N tales que o) €
K(ag,...,o;—1) paratodoi=1,...,7.

Vamos a probar, mediante induccién sobre r, que G(L/K) es un grupo resoluble.

» Suponemos r = 1. Entonces, L = K(«a) y existe n € N tal que " € K.
Pongamos a = " y sea f = X" —a € K[X]. Consideramos L’ un cuerpo de
descomposicién de f. Es decir, L' = K(«,&), donde ¢ es una rafz primitiva
n-ésima de la unidad. Por tanto, G(L'/K) es resoluble (3.20). Se observa que

G(L/K) ~G(L'/K)/G(L'/L),

y puesto que L/K es una extensién normal, el grupo G(L'/L) también serd
normal. Por lo tanto, G(L/K) es un grupo resoluble.

= Supongamos que se cumple para r — 1. Es decir, si una extension de Galois
contiene una cadena radical «q,...,q,_1, entonces su grupo de Galois serd
resoluble. Vamos a probar que también se cumple par r.
Razonamos de forma similar al caso anterior. Consideramos X™ —1 € K[X]y
L su cuerpo de descomposicién sobre L, es decir, L = L(¢) = K(az, ..., an,§),
siendo ¢ rafz primitiva ni-ésima de la unidad. Consideramos también el cuerpo
de descomposicién de este polinomio sobre K y lo llamamos K (obtenido al
adjuntar las raices de X™ — 1 en L a K). Asf se obtiene el diagrama siguiente:

/\
\/

Se observa que todas las extensiones en el diagrama anterior son de Galois.

Ademas, B B
G=G(L/K)~G(L/K)/G(L/L).

Luego para probar que G(L/K) es resoluble, basta probar que lo es G(L/K).

Vamos a denotar G = G(L/K). Puesto que K C K, se tiene que G(L/K) C G.

Denotamos este subgrupo por N = G(L/K) y observamos que es, de hecho, un
subgrupo normal de G (pues K /K es una extensiéon normal). Ademds,

G/N = G(IL/K)/G(L/K) ~ G(K/K).

Como K /K es una extensién ciclotémica, G' = G(K/K) es un grupo abeliano
y por tanto resoluble. Entonces, G serd resoluble si lo es N (ver proposicién
2.22).

Luego solo falta probar que N = G(L/K) es resoluble. Se tiene la torre de
extensiones de Galois

Luego
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y por tanto, N serd resoluble si y solo si lo son G(K (a1)/K) y G(L/K(ay)).
Se ve facilmente que G(K (a1)/K) es resoluble, pues es el caso r = 1, y hemos
supuesto que G(L/K(a1)) también es resoluble (hipétesis de induccién). Por lo
tanto, N es resoluble, y entonces lo es G(L/K), como queriamos probar.

Hemos probado, por induccién, que G(L/K) es resoluble, cuando L/K es una extensién
de Galois radical. Luego, por lo probado en el Paso 1, también sera resoluble en el caso
general donde la extension solamente es resoluble, y asi queda probado el teorema. ]

3.5. Polinomios no resolubles por radicales. El Teorema de
Abel.

Una aplicacién del teorema de Galois es que si tenemos un polinomio f € K[X] tal que
su grupo de Galois G(f) no es resoluble, entonces f tampoco sera resoluble por radicales.
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.22. Sea f = X° —2aX +a € Q[X], con a > 1 un entero que no tenga factores
que sean cuadrado de primos. Veamos que este polinomio no es resoluble por radicales.
Observamos que f es irreducible (criterio de Eisenstein). Ademas,

FO)=a>0, f(1/2)=1/32>0, f(1)=1-a<0,

y sabemos que la funcién es negativa cuando x tiende a —oo, y positiva cuando tiende a
co. Entonces, f tendrd 3 raices reales: ay € (—00,0), as € (3,1) y ag € (1,00).
De hecho, seran sus unicas raices reales. Para comprobarlo, calculamos la derivada de f,

f' = 5X*—2a, y observamos que se anula en = {/ %“ Puesto que f’ tiene una raiz entre cada

par de raices reales de f (teorema de Rolle) y —+/2a/5 € (a1, a2) vy v/2a/5 € (ag,a3), se
tiene que f no puede tener mas raices reales.

Por lo tanto, f tendra 3 raices reales y 2 complejas conjugadas. Se ve en el lema 3.7 que
el grupo de Galois de f es isomorfo a Ss, el cual sabemos que no es resoluble (2.32). Por
lo tanto, f no es resoluble por radicales.

Figura 3.1: Quintica no resoluble
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3.5.1. La ecuacion general de grado n.

Sea K un cuerpo y sean X, X1,..., X, indeterminadas sobre dicho cuerpo. Considera-
mos o1, ...,0p, los polinomios simétricos elementales en X1,...,X,. Sabemos que

(X=X (X=X)=X"— X" L. 4 (=1)"0,,

segin vimos en la proposicién 2.11.

Definicién 3.23. En las condiciones anteriores, diremos que X" —o1 X" 14 -4 (—1)"

es el polinomio (o ecuacion) general de grado n sobre K.

On

La razon de estudiar la resolubilidad de este polinomio se entiende al observar que,
si lo podemos resolver por radicales, entonces también podremos resolver cualquier otro
polinomio de grado n, eligiendo los coeficientes o; segin convenga. El reciproco no es
cierto, pues puede que existan polinomios concretos que puedan ser resueltos por radicales,
mientras que la ecuacién general no lo es, como veremos que es el caso de la quintica (y
demds polinomios de grado n > 4).

También observamos que el grupo de Galois de la ecuacién general es (relativamente)
sencillo de calcular, como veremos a continuacion.

Teorema 3.24. La extension K(Xi,...,X,)/K(0o1,...,0n) es una extension de Galois
de grado n!. Ademds, su grupo de Galois es S,,.

Demostracion. Observamos que el grupo simétrico permuta las variables Xy, ..., X, y por
tanto, S, C G(K(X1,...,X,)/K). Luego para ver que el grupo de Galois de la extensién
K(X1,...,Xn)/K(01,...,05) es Sy, basta probar que tienen el mismo cardinal. Veamos
ahora que [K(X1,...,Xp) : K(o1,...,0,)] =nl.

Consideramos F' el cuerpo fijo de S, y observamos que K (o1, ...,0,) C F. Por el teorema
de Artin (3.2) sabemos que K (Xj,...,X,)/F serd una extensién normal y separable (y
por tanto, de Galois) cuyo grado es |S,|. Luego

[K(X1,...,Xy): F]=nl
Por la férmula de las dimensiones,
(K(X1,...,X,) : K(o1,...,00)] = [K(X4,...,X,) : FI[F : K(o1,...,04)],
luego sabemos que [K(X1,...,X,) : K(o1,...,0,)] > nl. Por tanto, bastaria probar que
[K(X1,...,Xy) : K(o1,...,00)] <nl.
Razonamos por induccién sobre n.
» El caso n =1 es trivial, pues 01 = X1 y [K(X4) : K(01)] = 1.

» Para n > 1, supongamos que [K(X1,...,X,_1): K(o1,...,0n-1)] < (n— 1)L

Sean o1, ..., o0}, los polinomios simétricos elementales en las variables X1, ..., X,,_1.
Puesto que 0} = 0 — Xn0;j_1, se tiene que K (01, ...,00,Xn) = K(07,...,05,_1, Xn).
Entonces,

(K(X1,...,Xn) : K(o1,. .00, X)) = [K(X1,..., X)) : K(o},...,00,_1, Xn)] =

= [K(Xo)(X1,. .., Xn-1) : K(X2)(s... 0 )] < (n—1)!

n—1
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donde esta ultima desigualdad se cumple por hipédtesis de induccién. Ademads, como
X1,...,X, son las raices del polinomio

X" — O'1Xn_1 + -+ (_1)710” € K(Ula e 7U7L)[X]7

se tiene que
[K(01,...,00,Xn) : K(01,...,00)] < n.

Es decir, juntando ambas desigualdades se concluye que

[K(Xla"'7Xn):K(Ul,...,o'n)] =
=[K(X1,...,Xpn) : K(o1, ..., 00, Xp)][K(01, ..., 00, Xn) : K(01,...,00)] <
<(n—1)!'n=nl

como queriamos probar.

3.5.2. Teorema de Abel.

Teorema 3.25 (de Abel). La ecuacion general de grado n > 4 sobre K no es resoluble
por radicales.

Demostracion. Sean > 4y sea
f = X" - Uan_l +ee Tt (_1)no_n € K(017 s 7O-n)[X]

la ecuacion general de grado n sobre K.
Buscamos un cuerpo de descomposicién de f sobre K(oq,...,0,): las Férmulas de Vieta
dicen que podemos escribir el polinomio como

f=&-X1) (X = Xn),

luego X7, ..., X, son las raices de f y por tanto, K(X1,...,X,) es un cuerpo de descom-
posicién de f sobre K(oy,...,0p).
Por dltimo, probamos que K(X3,...,X,)/K(01,...,0,) es una extensién no resoluble.

En el teorema 3.24 hemos visto que su grupo de Galois es de hecho 5, que sabemos que
no es resoluble para n > 4. En conclusién, la extensién tampoco sera resoluble, y f no
serd resoluble por radicales. ]

Como hemos mencionado antes, hemos probado que, en general, los polinomios de
grado n > 4 no se pueden resolver mediante el uso de férmulas que involucren solo los
coeficientes de la ecuacién, las operaciones basicas y la extraccién de radicales, lo cual no
implica que ningin polinomio concreto tenga soluciones de esta forma. De hecho vimos en
el ejemplo 3.22 que el polinomio X® —5X*4 +10X3 —10X2 +5X — 3 se puede resolver por
radicales.



Capitulo 4

Extensiones resolubles. El
Teorema de (Galois.

Este capitulo estd dedicado a finalizar el teorema de Galois, es decir, a demostrar que si
el grupo de Galois de una extension de Galois es resoluble, entonces la extensién también
lo es. Para ello se usa la idea de Lagrange (conocida como resolventes de Lagrange) que,
de hecho, permite escribir las raices en funcién de radicales.

Nos basaremos en las secciones 6.5 y 6.6 de [2] para el desarrollo de este capitulo.

4.1. Resolventes de Lagrange.

Sea L/K una extensién de Galois de grado [L : K| =r y sea G = G(L/K) su grupo de
Galois. Supongamos que G es un grupo ciclico, con G = (o) (luego 0" = 1, pues |G| = r).
Sea n multiplo de r, se tendra que ¢ = 1. Supongamos también que el cuerpo K contiene

las raices n-ésimas de la unidad, es decir, £ € K.

Definicién 4.1. Definimos las resolventes de Lagrange de L/K correspondientes a { como
los endomorfismos de L dados por

P = 1 +€k0_ +£2k‘0_2 + ... +§(n—l)k0_n—1’
para cada k=0,1,...,n— 1.
Observamos que pj es un endomorfismo, pues lo son los ¢/ € G que aparecen como

sumandos en la definicién, para j = 0,...,n — 1 (donde ¢" = 1 es la identidad sobre L).
En particular, se tiene que para cada o € L,

pr(a) = a+ o) + (@) + ...+ e a).

Lema 4.2. Se cumple que

po+p1+...+pn_1=nl

Demostracion. Por definicion, sabemos que
pp=1+&c+2+ .+ S(n_l)kan_l.
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Entonces,

po+prt...tpor=1+o+...+0" 1
+(I+E&o+.. .+ Dol

+ (14 o+ e = (),

y reordenando los términos segin el exponente de o llegamos a

n—1 n—1 n—1
=01+ _Fo+...+ (O gD,
k=0 k=0 k=0

luego basta calcular Zz;é &% para 0 < j<n-—1.
Si j =0, se tiene que

n—1
1=n
k=0
Para j > 0 tenemos,
n—1
. gin — 1
(g])k - i = 07
AU

pues &/ = 1 (nétese que & — 1 # 1). Luego se anulardn todos los términos de la suma,
excepto el primero. Por lo tanto,

po+p1+...+ pn—1=nl.

Lema 4.3. Para 0 < k <n—1, se cumple que
copy=proo=E, " p
Ademds, (pp(a))™ € K para todo o € L.
Demostracién. Como py = 1+ &0 4 %02 4+ ... + £=Dkgn—1 operando se tiene que

00 P :0_+§k0_2+§2k0_3+“'+€(n—1)k‘0n —
— g(nfl)k +o+ €k0_2 4.+ é(n72)k0'n71 —
=+ o+ o 4. 4R = ¢y
Anélogamente, p 0 0 = £ *py,.

Por ultimo, para probar que para todo a € L, (pr(«))™ € K basta ver que queda fijo para
o, pues K es el cuerpo fijo LE.

o((p(a))") = o (pr(e))™ = (€ pr(@)" = € (pr(@))™ = (pr())™
O

Proposicién 4.4. Sea L/K wuna extension de Galois de grado v y sea G su grupo de
Galois. Supongamos que G = (o) es ciclico. Entonces, L/K es una extension resoluble.
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Demostracion. El orden de o es r, pues |G| = r, luego las resolventes de Lagrange serdn
de la forma

Pk = 1_|_£k0.+“‘+§k(7"—1)0_r—1’

para 0 < k < r — 1, donde 1,&,...,£ ! son las raices primitivas r-ésimas de la unidad.
Separamos la demostraciéon en dos posibles casos:

Caso 1: Las raices 1,¢,...,& ! pertenecen a K.
Queremos probar que existe una extension radical que contenga a L.
Segun el teorema del elemento primitivo (3.1), existe a € L tal que L = K («). Por lo
probado en el lema 4.3, sabemos que (pi(«))” € K para k =0,...,7—1. Denotamos
este elemento por oy = pi(a). Vamos a construir una torre de cuerpos,

Ko C K1 C...C Ky,

de forma que Ky = K y K; sea el cuerpo de descomposicién del polinomio X" — o
sobre K;_1, parai =1,...,r. De esta forma, aseguramos que K, /K es una extensién
radical (pues aq,...,a, es una sucesién radical) y por tanto, solo falta comprobar
que L es un cuerpo intermedio. Para ello, basta observar que podemos escribir « de
la forma siguiente:

1 r—1 1 r—1
a=-> ar=—> pa)
k=0 k=0

pues se tiene que po+pr+...+pr—1 = 11 (por lo probado en el lema 4.2), y entonces
po(a) + pr(a) + ... 4+ pr—1(a) = ra. Luego se tiene que o € K, y por lo tanto,
L = K(«a) C K. Es decir, L/K es una extensién resoluble.

Caso 2: Las raices 1,€,...,£ ! no pertenecen a K.
Vamos a considerar el cuerpo de descomposicién de X" —1 sobre L, y lo llamamos L'.
Ahora si, tenemos 1,¢,...,& ! € L’. Consideramos también el cuerpo K' = K (£),

y obtenemos el siguiente diagrama (similar al visto en la demostracién de 3.21) en
el cual, todas las extensiones representadas son de Galois:

/\
\/

Consideramos el grupo G' = G(L'/K'). Este grupo es isomorfo a un subgrupo de
G = G(L/K), luego G’ es ciclico y su orden divide a r. Pongamos |G’| = d, con
r multiplo de d. Si n es una raiz primitiva d-ésima de la unidad, también es una
raiz r-ésima de 1, luego n € K'. Es decir, tenemos un grupo ciclico G' = G(L'/K")
de orden d, tal que las raices 1,7,...,n% ! pertenecen a K’: estamos en el Caso 1.
Entonces, L' /K’ es una extensién resoluble.

Como K'/K es radical y acabamos de probar que L'/K’ es resoluble, la extensién
L' /K también serd resoluble y por consiguiente, L/K es resoluble.

O]
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4.2. Teorema de (Galois: Grupo resoluble implica extension
resoluble.

Demostramos en esta seccién, la implicacién que faltaba del teorema 3.21: si L/K es
una extensién de Galois tal que su grupo de Galois G = G(L/K) es resoluble, entonces
L/K es resoluble.

Demostracion. Puesto que G es resoluble, contendra una torre ciclica
{1}=GoC G, C...CG, =G,

donde G; < Git1 y Git1/G; es ciclico, para todo i =0,...,n — 1.

Vamos a construir una torre de cuerpos Ky C ... C K,, de forma que cada G(K;+1/K;)
sea ciclico. Asi, aplicando la proposicién 4.4, se tendra que cada K;;1/K; es resoluble.
Para cada i, consideramos el cuerpo fijo de G,,_;, K; = L& i, Las contenciones de la torre
anterior se invierten, luego se tiene la torre de cuerpos siguiente:

LG C LG C ... C LO,

es decir,
K=KyCK;C...CK,=L.

El grupo de Galois de la extensiéon L/K; es G(L/K;) = Gp—;, para i = 0,...,n. Luego
como Gp_;—1 = G(L/K;+1) es normal en G,,—; = G(L/K;), se tendrd que la extensién
K11/ K; es normal. De hecho, K;;1/K; también es una extension separable y finita (pues
lo es L/K), por tanto para cada ¢ = 0,1,...,n, la extensién K;11/K; es de Galois. Por el
Teorema fundamental de Galois, se tiene que

G(KZ+1/KZ) ~ G(L/KZ)/G(L/KPA) = ani/anifl-

Por tanto, G(K;4+1/Kj;) es ciclico y entonces K;1/K; es una extensién resoluble para cada
i=0,...,n— 1. Veamos que entonces, también lo es L/K.

Razonamos por induccién sobre n. Se cumple trivialmente para n = 1. Supongamos que
se cumple para n — 1 y probémoslo para n. Por hipétesis, K,,_1/Koy K, /K,—1 son ambas
extensiones resolubles, luego existen extensiones radicales K'/Ky y K" /K, _1 tales que

KoCKy,21CK y K, 1CK,CK"
Luego tenemos una torre de la forma siguiente:
K, 1C Ky 1(n) C...C Ky1(aq,...,0p) = K",

con ai,...,a, € K” tales que o' € K(a,...,o;—1) paratodoi=1,...,r.
Sea L' el minimo cuerpo que contiene a K’ y K”. Adjuntando los a; a K’ construimos una
nueva torre de subcuerpos,

K' CK'(a1) C... CK'(au,...,00) = I,

donde la ultima igualdad se verifica pues K,,_1 C K’ y entonces K" = K,_1(a1,...,qa,) C
K'(ai,...,0p). Se observa que para cada i = 1,...,7r, a;" € K'(ou1,...,0;-1), y por
tanto L'/ K’ es una extensién radical. A su vez, K'/Kj es también radical, luego L'/Kj
es una extensién radical. Es decir, hemos hallado una extensién radical L'/K tal que
Ky C K, C L (pues K,, C K" C L'). Por lo tanto, K, /Ko = L/K es resoluble. d
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4.3. Regreso a la cubica.

Consideramos el polinomio f = X3 —a; X? + a2 X — a3 € K[X], y mediante la trans-
formacién de Tschirnhausen (X — X + a1/3), obtenemos el polinomio

X3+ pX +q. (4.1)

Puesto que obtener las raices del polinomio original es equivalente a obtener las de este
ultimo polinomio, supongamos a1 = 0, as = p y ag = —q, y trabajemos con la ecuacién
X34+ pX +q = 0. Podremos suponer también que 1, £, £2 € K siendo ¢ raiz ciibica primitiva
de la unidad (si no, sustituimos K por K(£)) y que f es irreducible.

Observacion 4.5. Notemos que aj,as,as3 son los polinomios simétricos en las raices
a1, a9, a3 de f, puesto que f = 0 es la ecuacién general. Luego

ar =1 +oay+ a3z =0,
a2 = ai1og + ajas + axag = p,

a3 = a1y = —¢q.

Sea 0 € Az de forma que A3 = (o). Puesto que o permuta ciclicamente las raices de
f, podemos suponer que

ola1) =, o(a) =asz, o(az)=az,

y se tiene que G(K (a1, az,a3)/K(A)) = As.
Las resolventes de Lagrange vienen dadas por

po =1+ +%0%,
para 0 < k < 2. Evaluando en a1, se tiene que

po(ar) = aq + ag + as,
pi(a1) = a1 + €an + E2ag,
p2(a1) = a1 + Eas + €as.

Observamos que po(ay1) = 0. Vamos a hacer unos célculos previos para luego poder
hallar las raices facilmente.

» Veamos que p;(a1)pa(ai) = —3p.
Tenemos que

pi(a1)p2(ar) = (a1 + Eag + E2as)(ar + Eaz + Eas) =

= (af + a3 + a3) + (g + arag + azas) + E(a1az + aras + azag) = (%)
y como & + &2 = —1, obtenemos

(*) = (CV% + Oé% + Ck?))) — (ozlocg + aras + OéQCkg) =
= 2 + ajas + 042043) — (qag + ajaz + asas) =

= —3(a12 + a3 + azas) = —3p,

pues (a% + a% + a%) = 2(ie + arag + asas) y p = (12 + ajas + asas).
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= Calculemos (p1(a1))® + (pa(aq))3.
Observamos que (p;(a1))? € K(A) para i = 0, 1,2, por lo probado en el lema 4.3. Se
tiene que

(p1(a1))® = (a1 + €az + Ea3)® =
= (a?l’ + Ozg’ + ag) + 35(0[%0[2 + alag + a%ag) + 352(a%a3 + ozlag + a2a§) + 6(a o).

Si consideramos A = (a2ag + 103 + a3a3) vy B = (afas + a1a3 + azad), tendremos
(p1(1))® = (o + a3 + a3) + BAE + 3BE” + 6(azay),

y observando que o3 + 04% + ozg’ =3a1apa3 y que ¢ = —ajaas, se llega a que
(p1(cn))® = BAE +3BE> — 9q.

De forma andloga obtenemos que
(p2(an))* = BAE* + 3BE — 9q.

Por lo tanto,

(p1(1))? + (p2(1))® = BA(E + €%) + 3B(&? + €) — 18¢ = =34 — 3B — 18¢.
Concluimos observando que (po(a1))® =34+ 3B —9¢ = 0 y por lo tanto,

(p1(a1))® + (p2(en))® = —27¢.

Hemos probado que p1(a1)p2(a1) = =3py (p1(a1))3+(p2(a1))® = —27¢. Consideramos
el polinomio

Y2 — ((p1(a1))® + (p2(a1))))Y + (pr(an))’ (p2(an))® = Y + 27qY — 27p°.

Entonces, (p1(a1))® v (p2(a1))? son sus raices. Las raices de Y2 + 27qY — 27p® = 0 son

27+ /2722 + 108p° 27
y=_-4 2Q+ P _ \/—3D_——qj: \/ 3A,

donde D = —4p® — 27¢* denota el discriminante de (4.1) y A = v/D. Luego

(p1(c1))? = _ﬂq +5 V=34, (4.2)

(pala))? = —ﬁq - SvEA, (4.3)

Consideramos entonces

5/ 27 3
p= §/—2Q+2v—3A7

una raiz cubica de (4.2).
Observamos que py (az) = £2p1(en) y p1(t3) = p1 () (proposicion 4.3), luego pa(an ), o1 (ax2), pr (r3)
son las raices cubicas de (4.2). Pongamos p = p1(aq).

Ahora sea

27 3
p = —3p/p= i/—zq — 5 V=34 = paan)
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Se tiene, como antes, que pa(as) = Ep2(ar) y p2(az) = Epa(ar).
Por lo tanto, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

po(on) + p1(aa) + p2(ar) =3a1 =p+p
po(a2) + p1(az) + pa(az) = 3as = Ep + &pf
po(as) + p1(as) + pa(az) = 3az = Ep+ &2/

el cual nos permite determinar las raices de f,

oy ~Ep+ &y _Ep+ &
o =—0—, =", 3= .
3 3 3
Observacion 4.6. Observamos que las raices que hemos obtenido son justamente las que

obtuvimos en la seccién 1.2.

p+p 1€/ 27 3 1</ 27 3
o -+ SVBA+ S g - SV/=3A =
5 T3\ T gltaVATta eV

11 11
zi”/_q+ —D/27+§’/—2q—2 —D/27 =

2 2

i/—qu VAP 27T+ ¢? N i/—q — \A4p3 /27 + ¢?
2 2 '






Capitulo 5

Resolubilidad real.

En la seccion 1.3, vimos que, cuando el discriminante de la ctiibica es positivo, las raices
son todas reales. Pero la férmula de Cardano-Tartaglia expresa estas raices en términos
de nimeros complejos. Este es el llamado “caso irreducible”.

En este capitulo veremos si es posible expresar estas raices utilizando exclusivamente
radicales reales, y de ser asi, en qué casos podra hacerse: veremos que en algunos casos,
como el de f = X3+ X2 —5X — 5 = (X +1)(X? —5), s es posible (sus raices son —1 y
+1/5), pero en general no serd asf (cuando f es irreducible).

Este capitulo estd basado en la seccién 8.6 de Cox [1].

5.1. Radicales reales.

Definicion 5.1. Sea K un subcuerpo de R.

Diremos que L/K es una extension radical real si L/K es radical y ademés, L C R.
Dado a € R, diremos que se puede expresar por radicales reales sobre K si existe una
extension radical real L/K tal que a € L.

Antes de probar el teorema principal, demostramos unos resultado previos. Podemos
limitarnos a radicales primos:

Lema 5.2. Sea L/K una extension radical. Eziste una torre de subcuerpos de L,
K=K¢yCKyC...CK, 1CK,=1L,

donde K; = K;—1(v;) y ;" € K;—1 para algin m; primo, i =1,...,n.

Demostracion. Razonamos por induccién sobre n.

= Sea n = 1. Por definicién de extension radical, sabemos que existe v € L tal que
L = K(v) y v™ € K para algiin m entero positivo.
Si m es un ntmero primo, ya esta.
Si no, sea p uno de sus factores primos. Tomemos & = vP. Asi, se tiene la torre de
cuerpos siguiente:
K C K(6) € K(6)(v) = K(7)-
Observamos que 7» = 6§ € K(§) y 6™/P =™ € K.
En el caso de que m/p fuese primo, quedaria probado.
En caso contrario, volvemos a elegir un factor primo de m/p y razonamos de la
misma manera.

45



46 CAPITULO 5. RESOLUBILIDAD REAL.

= Supongamos que se cumple para n — 1, es decir, que existen ~v1,...,v,—1 € L tales
que K; = Ki—1(v:) y v € Ki—1, con m; primo, parai=1,...,n— 1.
Falta probar que existe v, € L tal que L = K,_1(v,) y 7' € K, —1 para m,, primo.
Esto es justamente el caso anterior. Luego el lema queda probado.

O]

Lema 5.3. Sea E C R y sea vy € R tal que v ¢ E y ™ € E para cierto m primo.
Entonces g = X™ —~™ es un polinomio irreducible sobre E y [E(y) : E] = m.

Demostracion. Puesto que m es primo, basta probar que g € E[X] no tiene raices en E
(proposicién 3.18).

Razonamos por reduccién al absurdo y suponemos que existe 8 € E que sea una raiz de g.
Entonces, 8™ = 4™ y por tanto, § = &7, siendo £ una raiz m-ésima de la unidad. Puesto
que 8 € E C R y las Unicas raices reales de la unidad son +1, se tiene que g = . Luego
v =48 € E, lo que lleva a un absurdo.

Por lo tanto, g es irreducible en E y entonces [E(7) : E] = gr(g) = m. O

Proposicién 5.4. Sea L/K una extension de Galois con L CR y [L: K] = p, siendo p
un primo impar. Entonces, L no estd contenido en una extension radical real de K.

Demostracion. Supongamos que existe v € R tal que v ¢ K, y ™ € K para cierto m
primo. Tenemos la extension K C K (), y por el lema 5.3, se tiene que [K(7) : K| = m.
Consideramos el siguiente diagrama:

Razonamos por reduccién al absurdo y suponemos que v € L.
Puesto que [L: K| = [L: K(v)][K(v) : K] =m es primo y v ¢ K, se tiene que L = K (7).
Entones, de nuevo por el lema 5.3, se tiene que

L:K]=[K():K] — p=m,

luego m es impar. Ademds, g = X" — 4™ es el polinomio minimo de v sobre K, y como
la extensién L/K es de Galois, en particular es normal, y por tanto, g se descompone
completamente sobre L.

Sus rafces son (', con I = 0,...,m — 1, siendo ¢ = €2™/™, Como v # 0, se tiene que
¢ € L. Esto lleva a un absurdo, pues L C R y, ya que m # 2, ¢ ¢ R.

Por lo tanto, v ¢ L. Luego [L(7) : L] = m. Observamos que, por la férmula de los grados,

[L(y): K] = [L(3) : LI[L : K] = mp.

Ademas,
[L(7) : K] = [L(7) : KWK (7) : K] = [L(7) : K(7)]m,

luego [L(7) : K(v)] = p. Es decir, al adjuntar v, un radical primo real, no cambia el grado
de la extension.

Ahora bien, sabemos que una extension radical real E'/K se obtiene al adjuntar radicales
primos reales (como vimos en el lema 5.2). Consideramos M el minimo subcuerpo que
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contiene a L y a E. Puesto que acabamos de probar que el grado de la extension no varia
al adjuntar este tipo de radicales, se tiene que

[M: E]=I[L:K]=p.

Entonces, M # E y por lo tanto, L. C E. Es decir, L no puede estar contenido en una
extension radical real de K. O

5.2. Polinomios irreducibles con raices radicales reales

El siguiente teorema caracteriza cuando las raices de un polinomio podran ser expre-
sadas por radicales reales.

Teorema 5.5. Sean K C R y f € K[X]| un polinomio irreducible. Sea L un cuerpo de
descomposicion de f sobre K, con K C L CR. Entonces, son equivalentes:

(a) Alguna raiz de f se puede expresar por radicales reales sobre K.

(b) Todas las raices de f se pueden expresar por radicales reales sobre K y la expresion
solo incluye raices cuadradas.

(¢) La extension L/K es radical.
(d) [L: K] es una potencia de 2.

Demostracion. Empezamos probando las implicaciones més sencillas. Es trivial que (b) =
(a), y como L C R, se tiene también que (c¢) = (a).

Veamos que (d) = (c¢). Suponemos que [L : K] = 2", con n € N. Entonces, |G| = 2", siendo
G = G(L/K) el grupo de Galois de la extensién, y por tanto, G es un grupo resoluble
(pues si |G| = p™, con p primo, entonces G es resoluble). Luego contiene una torre abeliana

{e}:GOQGlg...QGn:G,

con [G; : Gi_1] = 2. Consideramos, para i = 0, ..., n, el cuerpo fijo por G,_;, K; = LG,
Entonces, tenemos una torre de subcuerpos:

KCK,C...CK,=L,

donde [K; : K;—1] = 2 para cada i. Es decir, K; se obtiene al adjuntar a K;_; una raiz
cuadrada. Por lo tanto, la extensién L/K es radical y queda probado (d) = (c).

De hecho, también hemos demostrado que (d) = (b), pues L C R.

Falta probar que (a) = (d).

Sea f € K[X] irreducible y L C R un cuerpo de descomposicién de f en K. Sea o una
raiz de f. Consideramos L'/ K una extension radical real tal que o € L.

Razonamos por reduccién al absurdo y supongamos que [L : K] # 2". Entonces existe p
un primo impar que divide a [L : K]. Veamos primero que existe o € G de orden p tal que

o(a) # a.
Puesto que p divide a |G|, existird 7 € G de orden p. Denotamos por a1 = «,...,q,
las raices de f (con r = gr(f)). Entonces L = K(ay,...,a,). Ademds. como 7 no es la

identidad, existe i tal que 7(a;) # «. Pero f es irreducible, y entonces existe o; € G tal
que o;(a) = ;. Se tiene que

(07 703)(0) = (07 7)) # 07 (o) = o
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siendo o L70; € G un elemento de orden p.
Ahora, consideramos M = L'°) C L. La extensién L/M es de Galois y ademds

[L: M] = |G(L/M)| = [(o)] = p-

Entonces, por la proposicién 5.4, L no puede estar contenido en una extension radical real
de M.

Se tiene que a € L, por ser L el cuerpo de descomposicién de f, pero o ¢ M pues o(a) # .
Entonces, como [L : M| = p es primo, tenemos que L = M («). Consideramos E el minimo
subcuerpo que contenga a M y a L'. Entonces, L = M(a) C E (pues a € L'). Ademsés,
E/M es una extensién radical real, pues lo es L'/K. Es decir, L estd contenido en una
extension radical real de M, lo cual es absurdo, pues la proposicién 5.4 dice lo contrario.
Se concluye, que [L/K] es una potencia de 2 y quedan probadas todas las equivalencias. [

Corolario 5.6. Sean K C R y f € K[X] un polinomio irreducible, cuyo grado no sea
potencia de 2. Si f se descompone completamente sobre R, ninguna raiz de f se puede
expresar por radicales reales sobre K.

Demostracion. Sea L un cuerpo de descomposicion de f sobre K. Puesto que f se des-
compone completamente sobre R, se tiene que L C R. Consideramos « € L una raiz de f.
Se tiene la torre de cuerpos

K CK(a) C L.

Ademsds, por la féormula de los grados (3.1), se tiene que
L K] = [L: K(@][K(a): K] £ 2",

pues [K(a) : K] = gr(f). Es decir, [L : K| no es una potencia de 2. Entonces, por el
teorema 5.5, ninguna raiz de f se puede expresar en radicales reales sobre K. ]

Ejemplo 5.7. Consideramos el polinomio
f=X3+X%-2X —1€Q[X],

y sea L un cuerpo de descomposicién de f sobre Q. Observamos que f es irreducible sobre
Q v gr(f) = 3 no es una potencia de 2. Vimos en el ejemplo 3.13 que las raices de f son
reales (pues A(f) > 0), luego f se descompone completamente en R.

Entonces, por el corolario 5.6, ninguna de sus raices se pueden expresar en radicales reales
sobre Q. Esto coincide con lo que probamos en dicho ejemplo, es decir, la extensién L/Q
es resoluble, pero no radical.
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