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Resumen

La valoracion precisa de derivados financieros posee una gran relevancia para
la gestion efectiva de riesgos y la toma de decisiones en los mercados financieros.
Este trabajo se enfoca en el analisis numérico de dichos derivados mediante la
formulacion variacional de la ecuacion de Black-Scholes y su resolucion a través
del método de elementos finitos. Para ello, se describe como se plantea la modeli-
zacion probabilistica de la dindmica de los activos del mercado y las herramientas
que conducen a la obtencién de una ecuacion en derivadas parciales totalmente
determinista.

Mediante experimentos realizados en MATLAB R2022a, se estudian dife-
rentes tipos de opciones Put: europea, americana y barrera. En el caso de la Put
europea, se evaliua el error de discretizacién para confirmar el orden de convergen-
cia del método. Para las opciones americana y barrera, se ajustan las condiciones
del modelo para reflejar sus particularidades.

Los resultados obtenidos evidencian la eficacia y versatilidad del enfoque numéri-
co propuesto, especialmente en contextos donde no existen soluciones analiticas
explicitas.

Abstract

Accurate pricing of financial derivatives plays a crucial role in effective risk
management and decision-making within financial markets. This work focuses on
the numerical analysis of such derivatives through the variational formulation of
the Black-Scholes equation and its solution via the finite element method. Starting
from a deterministic framework, a time discretization scheme based on the implicit
Euler method is implemented.
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Using simulations performed in MATLAB R2022a, various types of Put op-
tions are studied: European, American, and barrier options. For the European Put,
the discretization error is assessed to verify the convergence order of the method.
For the American and barrier options, the model conditions are adapted to reflect
their specific features.

The results demonstrate the effectiveness and flexibility of the proposed nu-
merical approach, particularly in scenarios where explicit analytical solutions are
not available.
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Introduccion

Los derivados financieros desempenan un papel central en los mercados con-
temporaneos, tanto por su capacidad para gestionar el riesgo como por su ver-
satilidad para disenar estrategias complejas de inversion en entornos dinamicos.
Estos instrumentos permiten vincular compromisos econémicos al comportamiento
futuro de distintos activos, ofreciendo asi soluciones adaptables sin necesidad de
intervencion directa sobre el activo subyacente. Esta propiedad los convierte en he-
rramientas esenciales para agentes que buscan estabilidad, eficiencia o rentabilidad
en contextos de incertidumbre.

Mas alla de su uso como cobertura ante riesgos adversos, los derivados permiten
desarrollar estructuras de inversion sofisticadas, facilitar operaciones financieras y
dotar de liquidez a mercados especializados. Sectores tan diversos como la energia,
las materias primas, los tipos de interés o el crédito recurren a estos contratos como
parte integral de su funcionamiento. Su presencia, tanto en entornos financieros
tradicionales como en mercados emergentes, refleja una utilidad transversal que va
mas alla del simple afan especulativo.

A pesar de que su desarrollo formal y su regulaciéon en mercados organizados
son logros relativamente recientes, la légica econémica sobre la que se susten-
tan los derivados tiene antecedentes historicos notables. Desde la antigiiedad, las
sociedades han generado mecanismos contractuales para gestionar riesgos com-
partidos, anticiparse a hechos inciertos y estabilizar relaciones comerciales. Lejos
de representar una innovacion puramente moderna, los derivados actuales pueden
entenderse como la evolucién natural y tecnificada de dichas practicas.

Un ejemplo especialmente revelador se encuentra en el Imperio Romano, donde
ya se utilizaban contratos con una sorprendente afinidad conceptual respecto a los
instrumentos modernos. Entre ellos destaca la venditio rei speratae, o ”venta de
una cosa esperada”, mediante la cual una parte se comprometia a entregar un
bien aun no existente —por ejemplo, una cosecha futura— con la condicién de
que llegase a producirse. Esta figura anticipa claramente el funcionamiento de los
contratos forward, que fijan en el presente las condiciones para una transacciéon
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futura.

Una modalidad aun més audaz era la venditio spei, o ”venta de una esperanza”,
en la que el comprador aceptaba explicitamente el riesgo de que el bien nunca
llegase a existir. Se trataba, por ejemplo, de adquirir el derecho sobre una pesca
futura, sin certeza alguna de que esta tuviera lugar. Esta logica de asumir riesgos
asociados a eventos inciertos guarda estrecha relacién con los derivados exdticos
actuales, cuyos pagos pueden depender de condiciones complejas o discontinuas.

Lo mas destacable es que la jurisprudencia romana no solo reconocia estos
contratos, sino que los regulaba con criterios de validez, riesgo y equidad que siguen
siendo relevantes hoy en dia. Temas como la distribucién del riesgo, la exigibilidad
de las obligaciones o la proteccién del comprador fueron objeto de reflexion legal
en el siglo I d.C., evidenciando una madurez juridica notable para su tiempo.

Estos antecedentes historicos refuerzan la idea de que los derivados financieros
responden a una necesidad constante en las relaciones econémicas: convertir la in-
certidumbre en compromisos estructurados, racionales y verificables. Su evolucion
ha sido m&s una cuestion de complejidad técnica que de cambio conceptual.

En la actualidad, esta evoluciéon alcanza su méaxima expresién dentro de un
sistema financiero globalizado, caracterizado por la interdependencia de los mer-
cados, la abundancia de datos y la velocidad de las transacciones. Los derivados
permiten diseniar productos altamente especializados para gestionar riesgos com-
plejos, replicar comportamientos financieros no triviales y optimizar decisiones de
inversion con base en modelos cuantitativos.

Desde una perspectiva tedrica, su estudio ha impulsado el desarrollo de herra-
mientas avanzadas en campos como la probabilidad, las ecuaciones en derivadas
parciales o los métodos numéricos. Por ejemplo, el modelo de Black-Scholes, se-
guramente uno de los modelos més famosos, ofrece una férmula explicita para
valorar opciones europeas, integrando la teoria estocastica de las Matematicas en
el analisis financiero de una forma sistematica y rigurosa.



Capitulo 1

Mercados Financieros y
Productos Derivados

En el ambito de las finanzas cuantitativas, un mercado financiero se entiende
como un espacio, fisico o virtual, en el que se intercambian activos e instrumentos
financieros, facilitando la asignacion eficiente de recursos, la cobertura frente a
riesgos y la formacién de precios a través de la interaccion entre distintos agen-
tes economicos. Estos mercados permiten canalizar el capital desde unidades con
capacidad de ahorro hacia aquellas con necesidad de financiacion, y su estudio
exige herramientas matematicas que modelen de forma precisa el comportamiento
incierto y dindmico de los activos involucrados.

El propdsito de este capitulo es presentar los principios basicos de la matemati-
ca financiera que sustentan la definicién y el andlisis de los derivados financieros,
con el fin de construir un marco conceptual sélido para su estudio posterior.

Para complementar los conceptos expuestos a continuacion y ampliar la com-
prension sobre el funcionamiento de los mercados financieros y los productos de-
rivados, resulta ttil consultar [I5], que ofrece una perspectiva detallada desde el
enfoque de las finanzas cuantitativas.

1.1. Fundamentos de Matematica Financiera

Definicién 1.1. Un activo (financiero) es un derecho contractual que confiere a
su titular la posibilidad de recibir ingresos futuros por parte del emisor o vendedor.

Entre los activos mas comunes se encuentran acciones, bonos, divisas y ma-
terias primas. Matematicamente, el precio unitario del activo para un instante de

11
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tiempo ¢ se suele denotar mediante S(t).

Definiciéon 1.2. Un instrumento financiero es cualquier contrato que da lugar
a un activo financiero para una de las partes y a un pasivo financiero (deuda u
obligacién contractual) para la otra.

Definicién 1.3. Una posicion larga es una estrategia de inversién que implica la
adquisicién de un activo con la expectativa de que su valor aumente en el futuro.

Nota. Esta estrategia se basa en la creencia de que el mercado o el activo en
particular se comportara de manera favorable, permitiendo al inversor obtener
beneficios al vender el activo a un precio superior al de su compra.

Definicién 1.4. Una posicion corta es una estrategia en la que el inversor vende
un activo que no posee, anticipando una caida en su valor, con el objetivo de
recomprarlo posteriormente a un precio inferior.

Definicién 1.5. Una cartera de inversion o portfolio es una combinacién pon-
derada de activos y pasivos financieros que un agente econémico mantiene con el
objetivo de maximizar el rendimiento esperado, sujeto a un nivel determinado de
riesgo. Formalmente, se puede representar mediante un vector de ponderaciones,
w = (wq,ws, ...,w,), donde cada w; denota las cantidades invertidas en el activo
1-ésimo. El valor de la cartera en el tiempo ¢ viene dado por

V(t) = Z w;S;i(t).

Desde el punto de vista matemadtico, se utiliza S;(t) para denotar el precio del
instrumento financiero i en el instante temporal ¢, siendo S;(t) > 0 y donde, en
general, un activo se corresponde con un valor w; > 0, mientras que un pasivo con

Aunque no se trate explicitamente en este TFG, la composicién de la carte-
ra puede ser disenada considerando restricciones relacionadas con la rentabilidad
esperada, la liquidez disponible y la tolerancia al riesgo del inversor.

Definicién 1.6. Una accion representa una parte del capital social de una empre-
sa. Al comprar una accion, un inversor adquiere una porciéon de la propiedad de
la empresa y se convierte en accionista, con ciertos derechos y responsabilidades
sobre la misma.

Las acciones son instrumentos de renta variable, lo que significa que su valor
puede fluctuar en el mercado de forma impredecible a lo largo del tiempo.



CAPITULO 1. MERCADOS FINANCIEROS Y PRODUCTOS DERIVADOS 13

Definicién 1.7. Un diwvidendo financiero es la distribucién de una parte de las
ganancias netas de una empresa entre sus accionistas, como recompensa por su
inversioén y participacion en el capital social.

Esta distribucién puede efectuarse en efectivo o mediante la entrega de acciones
adicionales, y generalmente se realiza de forma periddica.

Definicién 1.8. Se denomina volatilidad a la medida estadistica, usualmente ex-
presada como la desviacién estandar de los rendimientos, que cuantifica la magni-
tud de las fluctuaciones en el precio de un activo financiero durante un periodo de
tiempo determinado.

Una alta volatilidad indica que el precio del activo fluctia rapida y ampliamen-
te, mientras que una baja volatilidad sugiere movimientos de precio méas suaves o
de menor intensidad.

Finalmente, conviene introducir dos conceptos que ayudan a comprender mejor
el funcionamiento de los mercados financieros: el riesgo y el arbitraje.

En términos formales, el riesgo financiero se define como la posibilidad de
que se produzcan eventos no predecibles con antelacién de forma determinista
que ocasionen pérdidas econémicas o reduzcan el valor de una inversion o de una
empresa. Estos eventos pueden deberse a factores como las fluctuaciones de los
mercados financieros, el incumplimiento de obligaciones de pago o cambios en las
condiciones econémicas. En esencia, el riesgo representa la incertidumbre asociada
al resultado econémico de una decisiéon o actividad.

Por otro lado, el arbitraje financiero se define como la practica de comprar
un activo en un mercado y venderlo simultdneamente en otro mercado (o en el
mismo mercado en diferentes momentos) a un precio més alto, obteniendo una
ganancia segura de la diferencia de precio. Asi definido, el arbitraje se trata de
una estrategia que, sin requerir inversion inicial alguna, y operando en un entorno
incierto (donde la evolucién futura es desconocida), permite obtener un beneficio
positivo con riesgo nulo.

En la modelizacién matematica de los mercados se asume ausencia de arbitraje.
Esta hipdtesis es bastante razonable desde un punto de vista légico y econémico.
Una obtenciéon segura de ganancias implica la existencia de una contraparte que
sufre una pérdida segura, hecho que va en contra de la racionalidad de los mercados.
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1.2. Derivados financieros

Definicién 1.9. Un derwado financiero es un contrato cuyo valor depende, de
forma directa o indirecta, de la evolucién del precio de uno o mas activos subya-
centes. Estos activos pueden ser acciones, indices, tipos de interés, divisas, materias
primas o, incluso, otros derivados.

Definicién 1.10. Una opcion es un contrato derivado que otorga a su titular el
derecho, pero no la obligacién, de comprar (Call) o vender (Put) un activo sub-
yacente a un precio determinado, denominado precio de ejercicio o strike, en una
fecha futura o hasta una fecha limite previamente establecida, denominada venci-
miento y denotada por T. A cambio de este derecho, el comprador de la opcién
paga una prima al vendedor de la misma, quien asume la obligacién correspon-
diente en caso de que la opcion sea ejercida.

En lo sucesivo en este trabajo, se denota al precio de ejercicio o strike por K.

Existen distintos tipos de opciones segin sus caracteristicas y condiciones con-
tractuales. A continuacién, se describen brevemente algunas de las mas habituales.

1.2.1. Opcién Europea

La opcion europea, se caracteriza por el hecho de que sélo puede ser ejercida
en una fecha especifica, denominada fecha de vencimiento, que se suele denotar
por T'. El pago en el vencimiento o payoff para el caso de una Call Europea es

C(T) =max{S(T) — K,0}

mientras que para la Put Europea:

P(T) = méx{K — S(T),0}.

Las opciones europeas son denominadas opciones vainilla, debido a su estruc-
tura estandar y a ser ampliamente utilizadas en los mercados financieros.

1.2.2. Opcién Americana

La opcion americana se diferencia de la europea en que puede ser ejercida en
cualquier momento dentro del intervalo temporal [0, T]. Esta caracteristica propor-
ciona mayores derechos al comprador y, en consecuencia, el valor de una opcién
americana suele ser mayor o igual que el de su equivalente europea.
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Por tanto, en un instante cualquiera de tiempo ¢ € [0, T], debe verificarse:

C(t) > max{S(t) — K, 0},

para la Call Americana. Asimismo, en el caso de la Put debe verificarse:
P(t) > max{K — S(t),0}.

1.2.3. Opcién Barrera

La opcién barrera es una variante de las opciones europeas, en las que el
derecho de ejercicio estd condicionado a que el precio del activo subyacente haya
cruzado un determinado nivel durante la vida del contrato. Este nivel, denominado
barrera, puede activar (knock-in) o desactivar (knock-out) la opcién segin el tipo
de contrato acordado.

Sea t = 0 el momento en el que se negocia la opcién barrera sobre el activo .S
y sean X,, Xy € R* valores fijos tales que

Xa < 5(0) < X,

Segun la direccion del cruce y su efecto sobre la opcién, se distinguen cuatro
tipos de contratos barrera:

= Up-and-out: la opcion se desactiva y vence sin valor si, en algin momento
antes del vencimiento, el precio del subyacente alcanza la barrera X, desde
un valor inferior.

Es decir, no valdrd nada si 3¢y € (0,7]/S(ty) > X,.

= Down-and-out: la opciéon queda anulada si el precio del subyacente cruza
la barrera X, desde un valor superior antes del vencimiento.

Es decir, no valdrd nada si 3ty € (0,7 /S(ty) < Xa.

= Up-and-in: la opcion solo se activa si el precio del subyacente alcanza la
barrera X, desde abajo durante la vida del contrato; en caso contrario, no
tiene validez ni genera pago.

= Down-and-in: la opcién inicamente entra en vigor si el precio del subyacen-
te cruza la barrera X; desde arriba antes del vencimiento; si esto no ocurre,
la opcién vence sin valor.
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1.2.4. Opcién Asiatica

La opcion asidtica es un tipo de derivado, estilo opcién europea, pero cuyo valor
de ejercicio en el vencimiento depende del promedio del precio del activo subyacente
durante un intervalo temporal previo a la fecha de vencimiento, en lugar de basarse
unicamente en el precio del activo en t = T. Este promedio puede calcularse
mediante diferentes métodos, como la media aritmética o geométrica, y puede
realizarse de forma continua o discreta, lo que afecta al valor y comportamiento
del contrato.

Por ejemplo, si se considera un promedio continuo definido como

los distintos tipos de contratos que se pueden encontrar y sus payoffs correspon-
dientes son, para A = A(T),

= Average strike call:

(S, A) = méx{S(T) — A,0}.

= Average strike put:
(S, A) = max{A — S(T),0}.
= Average rate call:
(S, A) = max{A — K, 0},

para un cierto precio de ejercicio K.

= Average rate put:
Qb(S, A) = mé“X{K - A7 0}7

para un cierto precio de ejercicio K.



Capitulo 2

Modelizacion Matematica

2.1. Modelizacion Probabilistica de Mercados Fi-
nancieros

En el ambito financiero, la modelizacién estocdstica es una herramienta fun-
damental para intentar comprender y describir la evolucion de los precios de los
activos. Dado que la incertidumbre es un elemento central en los mercados, es
indispensable desarrollar un marco matematico que capture con precisién su com-
portamiento dinamico.

El objetivo de esta seccion es proporcionar los conceptos teéricos necesarios
para modelar adecuadamente los precios de los activos financieros y establecer
métodos eficaces para su valoracion. Estos fundamentos serviran como base para
la valoracién numérica de opciones exdticas, que se tratara en capitulos posteriores,
y donde, tras su implementacién, se analizardan los resultados obtenidos.

Un desarrollo més detallado de los resultados expuestos a continuacion se puede
consultar en [3]. Asimismo, se recomiendan [2], [I0] y [I1] como fuentes comple-
mentarias.

Definicién 2.1. Sea ) un conjunto arbitrario. Se dice que un subconjunto no
vacio F C P(2) es una o-dlgebra de € si satisface:

1. Qe F.
2. Si A € F, entonces 2\ A € F (cerrado bajo complementarios).

3. Si {Ak}32, C F, entonces | J;—; A, € F (cerrado bajo uniones numerables).

17
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Definicién 2.2. Un espacio de probabilidad es una terna (€2, F, P), donde € es el
conjunto de todos los sucesos elementales, F C P(£2) es una o-algebra de Q y P
es una medida de probabilidad definida sobre F.

Definicién 2.3. Un espacio de probabilidad (2, F, P) se dice que es completo si
dado B C A € F con P(A) =0 se tiene que B € F.

A partir de este punto, se asume que todos los espacios de probabilidad con-
siderados son completos.

Definicién 2.4. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Una filtracidn es una
familia de o-dlgebras F = {F; : t € [0,T]} tales que Fs C F; C Fr C F, donde
0<s<t<T.

Definicién 2.5. Un espacio de probabilidad filtrado es un espacio de probabilidad
dotado de una filtracién F, y se representa mediante (2, F, P,FF).

Definicién 2.6. Se denomina T al conjunto de indices temporales que representan
los instantes en los que se observa o evalia un determinado fenémeno a lo largo
del tiempo.

Dependiendo de si T es numerable o no, se tiene un proceso en tiempo discreto
0 un proceso en tiempo continuo, respectivamente.

En lo sucesivo, se empleardn modelos en tiempo continuo, es decir, T = [0, T7.

Definicién 2.7. Un proceso estocdstico X es una coleccion de variables aleatorias
{Xi}ier definidas en (2, F, P,F) y con llegada en R™.

Observacién 1. A P se le suele llamar la medida fisica de probabilidad.

Observacién 2. Se asume que los procesos estocésticos, entendidos como apli-
caciones 2 x T — R™, van a ser F ® [(T)|5(R")-medibles, donde §(-) denota la
o-algebra de Borel.

En lo referido a procesos estocdsticos, se adopta X; para denotar X (¢). En
adelante, se utilizaran ambas notaciones indistintamente.

Definicién 2.8. Sea X una variable aleatoria real. Decimos que X sigue una
distribucién normal de media p y desviaciéon tipica o, lo que se expresa como
X ~ N(u,0), si su funcién de densidad viene dada por:

Fe(@) = —— exp <—M> z €R. (2.1)

oV 2T 202

Definicién 2.9. Un movimiento browniano o proceso de Wiener es un proceso
estocastico W = {W,; }yer que verifica:
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1. W(0)=0
2. W(t) —W(s) ~N(0,y/t —s), s <t.

3. S8ir < s <t < u, entonces W(u) — W(t) y W(s) — W(r) son variables
estocasticas independientes.

4. La trayectoria de W es continua.

El planteamiento es describir la dindmica de un activo como un proceso X;
que se aproxima localmente por un término determinista y otro de naturaleza
aleatoria (modelizado por un proceso de Wiener). La ecuacién estocéstica que rige
la dindamica es:

(2.2)

dX(t) = p(Xy, t)dt + o( Xy, t)dW (1),
X(0) = aq,

donde u(Xy,t), conocido como drift, representa la tendencia determinista del pro-
ceso, mientras que o(Xy,t), conocido como el término de difusion, captura la mag-
nitud de la componente aleatoria. A este ultimo se le identifica con la volatilidad
de los retornos en el ambito econdémico.

El sistema ([2.2)) también se puede expresar en su forma integral
t t
X(t) =a+ / 1(Xs, )ds + / o (Xs, $)dIV (s) (2.3)
0 0

Definicién 2.10. Sea X un proceso estocéstico. F;¥ C F denota la o-dlgebra
generada por {X, : 0 < s < t}, es decir, F¥ = 0{X,:0< s <t}

Sea Y otro proceso estocastico tal que Y (t) € FX, Vt > 0. Entonces se dice
que Y estd adaptado a la filtracién {F;X }>o.

Definicién 2.11. Se dice que un proceso g pertenece a L*[a, b] si verifica:
1. f;E [g%(s)] ds < oo,
2. El proceso g estd adaptado a la F}V-filtracion,

donde E denota la esperanza matematica.

Para procesos g € L*[a,b] es posible definir integrales del tipo fabg(s)dW(s),
desarrollando el correspondiente célculo diferencial, conocido como Calculo de Ito.
En [3] puede encontrarse una introduccién bastante completa a estas herramientas
matemdticas. Un desarrollo més riguroso y extenso puede consultarse en [10] y
[11].
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Definicién 2.12. Se dice que un proceso X es una {F;}-martingala si se verifican
las siguientes propiedades:

1. X estd adaptado a la filtracion {F;}>o.
3. E[Xy|Fs] = X, Vs, t con s < t.

La primera condicién establece que podemos observar el valor de X(¢) en
el instante ¢, mientras que la segunda es simplemente una cuestion técnica. La
condicién verdaderamente importante es la tercera, que indica que la esperanza
del valor futuro de X, dado el conjunto de informacion disponible hasta el presente,
es igual al valor observado hoy de X.

La demostracion de los siguientes resultados puede encontrarse en [3].

Proposicién 2.13. Para cualquier proceso g € L*[a,b] se cumple que:

E [/Stg(u)dW(u)

]-"SW} = 0.

Proposicién 2.14. Para cualquier proceso g € L*[a,b], el proceso X, definido
como

es una {F}" }-martingala.

Definicién 2.15. Sea X un proceso estocastico. Se dice que X es un proceso de
It6 si admite una representacion de la forma

t t
X(t) = X(0) +/ K(S)ds+/ H(s)dW (s),
0 0
0 en una notacién mas habitual:

donde K es un proceso adaptado a {F¥ };>¢ tal que f(f |K(s)| < ooy H € L?0,t],
vt > 0.
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Si un proceso de Ito admite dos representaciones distintas, entonces estas son
idénticas casi seguro.

Definicién 2.16. Sea W un movimiento Browniano. De ahora en adelante, S
denotard un proceso de Ité con drift p = u(Sy,t) y volatilidad o = (S, t), y su
dindamica vendra dada por

dSt = /,L(St, t)dt + U(St, t)th

Lema 2.17 (de Itd). Sea S un proceso de Ité dado por

dSt = /.L(St, t)dt + U(St, t)th,

Si f € CY2, entonces f(S;,t) verifica

_(of, of 1 an of

En la expresion anterior se ha omitido la dependencia explicita de las variables
de las funciones involucradas por razones de claridad y legibilidad.

Demostracion. La demostracién formal requiere un desarrollo tedrico mas extenso
que el planteado para los objetivos de este trabajo, por lo que se presenta una
version simplificada basada en [3]. Un tratamiento mas riguroso y completo puede
consultarse [10].

A partir del desarrollo de Taylor, tomando términos hasta orden dos se obtiene:
af of 10%f 10%f

e -4 - J 2
5 —dt + anSJr 5 52 (dt)* + zasQ(dS)

o*f

df(5:1) = 9103

dtdS (2.4)
Por definicion,

de donde se deduce que

(dS)? = p2(dt)? + 2uo(dt) (dW) + o> (dW)2.

Por otro lado, para un proceso de Wiener se tienen en cuenta las siguientes
consideraciones:
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1. dW es una variable aleatoria con distribucion normal.
2. E[dW] = 0.
3. E[sz] =dt

Ademss, el término (dt)? se puede despreciar por ser de orden dos. De esta
forma, sustituyendo en (2.4) y agrupando términos adecuadamente se llega al
resultado buscado:

_(of [ Of 1 ,0% of
df(St,t) = (E +M%+§O’ w dt—i‘O'%th

2.2. El Modelo de Black-Scholes

El desarrollo del modelo de Black-Scholes marcé un hito en el estudio de los
mercados financieros. Publicado inicialmente en 1972 por Fischer Black y Myron
Scholes en el articulo “The Valuation of Option Contracts and a Test of Mar-
ket Efficiency”([4]), y culminado en 1973 con la famosa férmula homénima en
“The Pricing of Options and Corporate Liabilities” ([5]), este modelo proporciond,
por primera vez, una solucién tedrica analitica para valorar opciones europeas,
basandose en principios de no arbitraje y cobertura dinamica. La posterior con-
tribucién de Robert Merton, quien amplié y formalizé el enfoque mediante herra-
mientas del calculo estocastico, fue clave para consolidar el modelo como una de
las piedras angulares de las finanzas cuantitativas.

La féormula de Black-Scholes permite calcular el valor tedrico de una opcién
europea utilizando variables observables del mercado como el precio del activo
subyacente, el precio de ejercicio, el tiempo hasta el vencimiento, la volatilidad y
la tasa de interés libre de riesgo. Su base tedrica se apoya en la idea de replicar el
comportamiento de una opcion mediante una cartera compuesta por un activo sin
riesgo y acciones.

El articulo original también tuvo un impacto importante en la discusion sobre
la eficiencia del mercado, al poder contrastar empiricamente si los precios obser-
vados de las opciones reflejaban su valor tedrico, en linea con la Hipdtesis de los
Mercados Eficientes (EMH). Esta relacién entre teoria financiera y observacién
empirica posicioné al modelo como una herramienta tanto tedrica como practica.

Desde su publicaciéon, el modelo de Black-Scholes no sélo ha transformado la
forma en que se valoran y negocian los derivados financieros, sino que también ha
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contribuido al crecimiento de una industria global basada en productos estructura-
dos y estrategias de cobertura. En 1997, Myron Scholes y Robert Merton recibieron
el Premio Nobel de Economia por este trabajo; Fischer Black, coautor original, no
pudo ser premiado tras su fallecimiento en 1995.

En esta seccion se exploraran los fundamentos tedricos del modelo de Black-
Scholes, la derivacién de su férmula, sus principales supuestos y limitaciones, asi
como su relevancia dentro del contexto mas amplio de las finanzas modernas.

Antes de abordar la derivacién del modelo, conviene analizar las hipdtesis sobre
las que se construye, ya que de ellas depende tanto la validez de la férmula como
sus limitaciones practicas. Estas hipétesis pueden encontrarse en [4].

1. Mercados perfectos y sin fricciones: No existen costes de transaccion, im-
puestos, ni restricciones a la compra o venta de activos o de opciones en el
mercado.

2. Volatilidad constante y conocida: La varianza del rendimiento del activo
subyacente es constante a lo largo de la vida de la opcién y conocida por
todos los participantes del mercado.

3. Tasa de interés libre de riesgo constante y conocida: Existe una tasa de interés
a corto plazo, conocida y constante durante toda la vida de la opcién. Los
inversores pueden pedir prestado o prestar fondos ilimitadamente a esta tasa.

4. Ausencia de dividendos: Se asume que el activo subyacente no paga dividen-
dos durante la vida de la opcién, o bien que el tenedor de la opcion esta
completamente protegido frente a los efectos que estos pagos pudieran tener
sobre el valor de la opcion.

5. Distribucién log-normal de los precios del activo subyacente: Los precios del
activo subyacente siguen un movimiento browniano geométrico (explicado
més adelante), lo que implica que los rendimientos sobre intervalos finitos de
tiempo son log-normalmente distribuidos.

6. Venta en corto sin restricciones: Los inversores pueden realizar ventas en
corto de activos sin limitaciones, utilizando inmediatamente los fondos obte-
nidos.

7. Ausencia de arbitraje: No existen posibilidades de obtener beneficios libres
de riesgo a partir de discrepancias en los precios de los activos.

Estas hipétesis conforman un marco idealizado que permite la formulacién
matemaéatica del modelo y la derivacion de su solucion analitica. No obstante, en
la préactica, algunas de estas condiciones no se cumplen estrictamente, lo que ha
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impulsado el desarrollo de modelos mas sofisticados que ajustan o relajan dichos
supuestos con el objetivo de reflejar de manera mas precisa el comportamiento real
de los mercados financieros.

Nota. Aunque en este trabajo se asume que el mercado estd compuesto por un
activo libre de riesgo y una accion, el modelo se puede generalizar a un mercado
con varios activos con riesgo S;, 1 =1,...,n.

Definicién 2.18. Sea (2, F) un espacio medible, y sean P y ) dos medidas
definidas sobre él. Se dice que P y () son medidas equivalentes, y se denota por
P ~ @, si para todo conjunto A € F se verifica que:

P(A)=0 < Q(A)=0.
Es decir, la equivalencia entre dos medidas implica que ambas comparten los
mismos conjuntos de medida nula.

Definicién 2.19. Se dice que una medida de probabilidad () definida sobre F es
una medida equivalente libre de riesgo para el modelo de mercado en el intervalo
[0, 77 si se cumplen las siguientes condiciones:

1. @ es equivalente a P en F.

2. El proceso de precios de S(t), una vez descontado por la tasa libre de riesgo
r(t), es una martingala bajo la medida @ en el intervalo [0, 7.

Definicién 2.20. Se dice que el mercado sigue el modelo de Black-Scholes si la
dinamica del activo libre de riesgo viene dada por

dB(t) = rB(t) dt, (2.5)

y la de las acciones por

dS(t) = pS(t) dt + o S(t) dW (t), (2.6)

donde r, u, 0 € R* son constantes.

Las demostraciones de los resultados expuestos a continuacion pueden consul-
tarse en [3].

Teorema 2.21. El modelo del mercado esta libre de arbitraje si, y solo si, existe
una medida libre de riesgo Q).
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Definicién 2.22. En un mercado formado por un activo libre de riesgo (bono) B
y una accién S, una cartera de inversién o portfolio es un vector h = (z,y) € R?
donde x representa la cantidad de bonos e y la cantidad de acciones en posesion
del inversor.

Definicién 2.23. Se dice que el mercado es completo si todo derivado se puede
replicar mediante un portfolio replicador autofinanciado.

Un portfolio replicador autofinanciado es una cartera compuesta por activos
financieros cuyo valor evoluciona de manera que replica exactamente el valor de
un determinado derivado o instrumento financiero, sin necesidad de inyecciones o
retiros de capital a lo largo del tiempo. La condicién de autofinanciamiento implica
que todas las modificaciones en la composicion de la cartera se realizan utilizando
unicamente los recursos propios de la misma, sin aportes de fondos externos ni
distribuciones de efectivo.

Notese que si un derivado puede replicarse por un portfolio replicador auto-
financiado, el valor del portfolio y el del derivado deben coincidir, ya que si no
surgiria una oportunidad de arbitraje comprando y vendiendo (o viceversa) el
portfolio y el derivado simultaneamente.

Teorema 2.24. Asumiendo ausencia de arbitraje, el modelo del mercado es com-
pleto si la medida libre de riesgo Q) es unica.

Teorema 2.25 (de Girsanov). Sea W un proceso de Wiener con respecto a la
medida Py ¢ un proceso adaptado a la filtracion {F}¥ }1>0. Se supone que se
cumple

EP [eéfoﬁw(s)u?ds} < oo, VT >0.

Se define una nueva medida de probabilidad ) sobre Fr para cada T > 0
mediante

dQ - LTdP,

donde Ly = elo #W(©)=3 [ 1166)IPds - Brtonces se tiene que Py Q son dos medidas
equivalentes.

Ademds, se verifica que

dW® = ¢ dt + dW,
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donde W% es un proceso de Wiener con respecto a la medida Q).

Teorema 2.26. El modelo de Black-Scholes estd libre de arbitraje y la medida
libre de riesgo es unica, es decir, el modelo es completo.

La medida () que se obtiene mediante el Teorema de Girsanov al definir

es la medida libre de riesgo para el modelo de Black-Scholes. Ademds, la dindmica
de las acciones en dicha medida viene dada por

dS(t) = rS(t)dt + o S(t) dW?(t).

Teorema 2.27. El precio de la Call Europea viene dado por
O(S;) = e " T-DER [méX{ST — K, 0MFV?.

2.2.1. La Férmula de Black-Scholes

Previo al resultado principal de esta seccién, se enuncia un lema necesario para
su demostracién.

Lema 2.28. Sea X ~ N(u,0), entonces se verifica que

a’o?

E[exp(aX)|X > k] = exp (a,u + 5 ) N(d),

donde a, k € R, d = ﬁUL‘wQ y N(+) denota la funcion de distribucion de una
variable aleatoria normal estandar.

Demostracion. A partir de la definicién de esperanza condicionada y las propie-
dades de la esperanza de una variable aleatoria, se obtiene:

E [exp(aX)|X > k] =
exp(aX) —

g

1 (X —p\?
exp (aX)exp [—5( M) ]dX.

Por las propiedades de la funcion exponencial, la expresion anterior se puede
escribir como
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1~ 1 (X —p\°
E [exp(aX)|X > k] = / exp |aX — = ( ,u) dx.
oV 2T Ji 2

Completando cuadrados,

1 /(X —p 2 2aX0? — X? — 2 +2Xpu
aX — - =

2 o 202
~ 2X(p+ao?) — X2 — p?
B 202
_ 2X(p+a0®) + (p+a0?)’ — (p+ac®)® — X2 —
B 202
_ 2ap0® +a’o* — [X — (4 ao?)]?
B 202

a0 1[X — (u+ac?)]?
= ap + -z (p+ ao”) .
2 2 o

Por consiguiente,

E [exp(aX)|X > k] = — exp <au + “2"2> /:O exp [—; (X(*‘Mﬂ dx.

oV 2T 2 o

Si se definen v =

X —(putac?) v [ = k—(ptac?)
Cambio de Variable se llega a que

o

, entonces por el Teorema del

1 CL20'2 o] U2
Bloxp(X)|X > 4= ——exp (an+ ) [T e (< ) du
L

Por definicién de funcion de distribuciéon de una variable aleatoria normal
estandar,

W [ ()

En consecuencia,
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donde d = —-L = *’”“T““’Q

Teorema 2.29 (Férmula de Black-Scholes para la Call Europea). El precio
de una Call Europea viene dado, para cada t € [0,T], por

C(S;) = N(d1)S; — N(dy) Ke "1,
donde

dl:ln(%)Jr(rJr%Q)(T—t) | dFln(%)+(r—%2)(T—t)

oV —t oV —t ’

» N(-): es la funcidn de distribucion de una variable aleatoria N(0,1).

s T': es el vencimiento.

= t: es el instante actual.

= K es el strike o precio de ejercicio.

» S;:es el precio de la accion en el instante t.

m 7 es el tipo de interés del activo libre de riesgo.

» 0. es la volatilidad, considerada constante, asociada a la evolucion del precio
del activo con riesgo.

Demostracion. Por el Teorema el precio de una Call Europea en el instante
t estd dado por

C(St) — efr(Tft)EQ [méx{ST — K, 0}|ftWQ 9

donde la opcion se ejerce si Sp > K y, en caso contrario, su valor es nulo. La
dinamica del precio del activo bajo la medida de probabilidad @) estd gobernada
por la siguiente ecuacion diferencial estocastica:
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dS(t) = rSydt + oS, dWO(2),

donde W€ es un proceso de Wiener con respecto a la medida Q.

Sea V(z,t) = In(x) y Z(t) = V(S t). Aplicando el Lema de It6 (Lema

y como

ov oV 1 vV 1

GV LYY
ot T 0r  x Ox? x?’

se tiene que

1\ 1,/ 1 1 o?
dZ(t)={0+rS g +§0 % dt +rS S dW = r-< dt + odW.

Integrando en [¢,T] y deshaciendo el cambio,

Z(T) — Z(t) = In (%) = <7~ - %2> (T —t) + o(Wr — W),

Reorganizando esta expresion, se deduce que la condicion de ejercicio S > K
es equivalente a

2

St = Syexp [(7’ - %) (T —t)+o(Wp — Wt)] > K,
es decir,
Wy —w, > 2 | (& UQ(Tt)k
— —In{—=)—(r—— — = k.
T b= g St 2
Por tanto, la opcién vale 0 si no se ejecuta y, si lo hace, su valor es

2

C(S,) = e "TYE {st exp Kr — %) +o(Wp — Wt)] — K\Wp —W, > k} :

Como Wy — Wy ~ N(0,+/T —t), basta aplicar el Lema para concluir.
[
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Una vez obtenida la férmula de valoracion para una opcién Call Europea, es
natural preguntarse por la correspondiente formula para una opcién Put Europea.
Aunque serfa posible seguir un razonamiento analogo al desarrollado para la Call,
resulta mas sencillo y elegante aprovechar la relacion de paridad Call-Put Europeas.
Dicha relacion, valida bajo los supuestos de ausencia de arbitraje, permite derivar
directamente el precio de la Put Europea a partir de la expresién obtenida para la
Call, evitando asi una nueva demostraciéon completa.

Proposicién 2.30 (Paridad Call-Put). El valor de una opcion Put Europea en
el instante t se relaciona con el de la Call FEuropea mediante la expresion:

P(St,t) = C(St’t) + Ke—r(T—t) _ s,

Demostracion. Se considera el portfolio II; compuesto por una posicién corta (ver
Definicién y [L.4) en una accién Sy, una posicién corta en una opcién Put
Europea, una posicién larga en una opciéon Call Europea y una posicién larga
en un bono que paga K en el instante de vencimiento 7', y cuyo valor actual es
KG_T(T_t).

Ambas opciones estan negociadas sobre el mismo activo subyacente S y com-
parten precio de ejercicio K y vencimiento 7T'. Es decir:

I, = —S, — P(S;,t) + C(S,t) + Ke "I
En el vencimiento 7', el valor del portfolio viene dado por

IIr = Sr + max{K — S;,0} — max{S; — K,0} — K

Separando los dos casos posibles, el payoff resulta ser

ST+(K—ST>—K:O, si ST<K,
ST—<ST—K)—K:O, SISTZK
Por tanto, el portfolio 1I; vale cero en el instante de vencimiento independien-
temente del valor final de la acciéon St, que es desconocido. De acuerdo con la
condicién de ausencia de arbitraje, se concluye que, necesariamente, el valor de la
inversion en el instante actual ¢ debe ser cero. Esto es:

—S; — P(Sy,t) + C(Sy, t) + Ke "= = 0.
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2.2.2. La EDP de Black-Scholes

El modelo de Black-Scholes conduce, bajo los supuestos de mercado expuestos
al comienzo de la seccidén, a una ecuacién en derivadas parciales que describe la
evolucion temporal del valor de una opcién europea. Dicha EDP, completamente
determinista, se formula en términos de una funcién V'(S,t), donde S representa
el precio del activo subyacente y ¢ el tiempo. Esta ecuacion constituye otra he-
rramienta en la valoracion de derivados, ofreciendo una alternativa a los métodos
basados en simulaciones estocasticas, como el método de Monte Carlo.

Se parte del modelo de Black-Scholes, de manera que la dinamica del proceso
S viene dada por:

dS = puSdt+ oS dW.

Se considera una cartera de inversién II compuesta por:
» Una posicién larga del derivado V(S,t), con strike K y vencimiento T
= Una cantidad —A del activo subyacente.

Esto es,

II(S,t) = V(S,t) — SA.

La evolucion del valor del portfolio a lo largo de un intervalo diferencial dt se
describe mediante:

dll =dV — AdS.

Aplicando el Lema de 1t6 (Lema 2.17)):

ov o 1 0?V ov
dll = | — S—— + —0*S*=—— — uSA ) dt S| = —A|dW.
( g TR g T > e <as )
Como no se tiene ninguna condicién restrictiva sobre A, es posible elegir su
valor libremente. En este caso, se sigue la conocida como estrategia Delta Hedging,
donde se toma
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ov
A=—.
08
Asi,
ov 1 0?V
m= (2 4 252522 0 9.
d (8t+203852)dt’ (2.7)

es decir, se obtiene un portfolio completamente determinista.

Esto implica que, para que no haya posibilidad de arbitraje, debe cumplirse
que evoluciona al tipo libre de riesgo, es decir que

dIl = rIldt. (2.8)

Igualando las expresiones (2.7)) y (2.8]):

OV 1, ,0%VY oV

Finalmente, agrupando en un mismo miembro y reordenando términos, se ob-
tiene la reconocida Ecuacion de Black-Scholes:

OV 1, PV OV B
E‘FiUSW‘FTS%_TV—Q (29)

La deduccién de la ecuacién de Black-Scholes pone de manifiesto cémo, bajo
una estrategia de cobertura dinamica adecuada, es posible eliminar la componente
aleatoria del valor de una cartera y obtener una evoluciéon puramente determinista.
La ecuacion resultante admite una solucién explicita en ciertos casos particulares,
como en el caso de opciones europeas. No obstante, en muchos otros escenarios de
interés, como en la valoracién de opciones americanas, opciones de tipo barrera o
en la presencia de condiciones de mercado mas complejas, no es posible obtener
soluciones analiticas cerradas.

En estos casos, la resolucion de la ecuacién requiere recurrir a métodos numeéri-
cos. Entre los mas empleados se encuentran los esquemas de diferencias finitas, los
métodos de elementos finitos, que permiten abordar problemas en dominios irre-
gulares, o los métodos espectrales.
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2.2.3. Condiciones frontera para el modelo de Black-Scholes

Una vez formulada la ecuacién en derivadas parciales que describe la evolu-
cién temporal del valor de una opcién bajo el modelo de Black-Scholes, es necesario
complementar dicha ecuacion con condiciones de contorno adecuadas para garan-
tizar la unicidad de la solucién.

Estas condiciones frontera reflejan el comportamiento esperado del valor de
la opcién en los extremos del dominio considerado, es decir, cuando el precio del
activo subyacente, S, tiende a cero o a infinito. La eleccion de estas condiciones
depende del tipo de opcién financiera que se esté modelizando, asi como del marco
temporal y del dominio espacial empleado en la resoluciéon numérica.

En el caso de las opciones europeas, su valor en el instante del vencimiento,
t =T, debe ser el del payoff. Asi, para la Call se tiene que

V(S,T)=C(S,T) =méx{S — K, 0},

mientras que para la Put Europea,

V(S,T)=P(S,T) =méx{K — S,0}.
Cuando S = 0, la variacién del activo es nula (dS = 0) y la ecuacién de
Black-Scholes se simplifica, reduciéndose a una ecuacién diferencial ordinaria en el

tiempo:

oV
E(Ou t) - TV(O’ t) = 07

cuya solucion es

V(0,t) = V(0,T)e @0,
De esta forma, como C(0,7") = 0, se concluye que para la Call Europea

C(0,1) =0,

De igual manera, teniendo en cuenta que P(0,7) = K, se llega a que para la
Put Europea
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P(0,t) = Ke "0,

Finalmente, en el caso en el que el valor del precio del activo tiende a infinito,
si S — 00, se puede demostrar que

lim P(S,t) =0,

S—o0

puesto que un incremento en el valor del activo subyacente reduce la probabilidad
de ejercicio de la opcion Put.

En consecuencia, en virtud de la relaciéon de paridad entre opciones tipo Call

y Put (Proposicién [2.30)):

_ —r(T—-t)
lfm C(S,t) ~ lim P(S,t) — Ke +S 1,
S—o00 S S—o00 S

con lo que la condicion frontera que surge es

lim C(S,t) = S.

S—o0

Conviene senalar que, numéricamente, la EDP se resuelve en un dominio finito

Se asume que el valor Sy, es lo suficientemente grande para que el error numéri-
co al imponer las condiciones frontera en S = Sy, conocido como el error de loca-
lizacién, sea despreciable frente a otros errores numéricos que se puedan cometer.



Capitulo 3

El Método de Elementos Finitos

El Método de Elementos Finitos (MEF) es una técnica numérica basada en
el andlisis funcional y en la formulacién variacional de problemas gobernados por
ecuaciones en derivadas parciales. A diferencia de otros métodos discretos, como
las diferencias finitas, el MEF parte de la reformulacién del problema en términos
de espacios de funciones adecuadamente definidos, lo que permite abordar de forma
rigurosa la existencia y unicidad de soluciones aproximadas, asi como su estabilidad
y convergencia.

En el contexto financiero, la ecuacion de Black-Scholes, tras una transforma-
cion adecuada, puede interpretarse como un problema parabdlico en un dominio
acotado, para el cual resulta natural plantear una formulacion débil sobre un espa-
cio de Hilbert, como H!(Q). Esta perspectiva funcional permite aplicar directamen-
te las herramientas tedricas del MEF, facilitando la incorporacion de condiciones
de contorno y permitiendo un tratamiento més flexible de dominios irregulares.

Este capitulo introduce los fundamentos tedéricos del Método de Elementos Fi-
nitos desde la perspectiva de la teoria de espacios funcionales. Se presentara la
formulacién débil del problema de Black-Scholes, se abordara la eleccién de los
espacios de aproximacion y se describira el procedimiento de discretizacion que
conduce a un sistema lineal de ecuaciones. Todo ello sentard las bases necesa-
rias para, en el siguiente capitulo, implementar el método y aplicarlo al estudio
numérico de opciones exdticas cuya complejidad impide una solucion analitica.

A continuacién, se presenta un breve resumen de las herramientas de Anélisis
Funcional necesarias basado en [14]. No obstante, para el desarrollo completo de los
resultados expuestos, se remite al lector a [0] y [12], obras de referencia en andlisis
funcional y teorfa de espacios de Sobolev. Ademads, se recomiendan las fuentes [§]
y [13] como complementos que aportan diferentes enfoques y ampliaciones sobre

35
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el tema, poniéndolo en relaciéon con el método de elementos finitos.

3.1. Fundamentos de Analisis Funcional para el
MEF
En esta seccién, K denota un cuerpo, restringido en este trabajo a los casos
K=R4é6K=C.

Definicién 3.1. Sea X un espacio vectorial sobre K. Una norma es una aplicacion
| - || : X = R que verifica las siguientes propiedades:

L.Vee X, ||z >0y ||z|| =0< z=0.
2. |laz|| = |af||z||, para cada z € X, a € K.
3. ||z +yl < ||z|| + ||ly||, para cada z,y € X (Desigualdad Triangular).

Definicién 3.2. Una sucesion de Cauchy en un espacio normado (X, || - ||) es
una sucesién {z,},en de elementos de X tal que, para cada ¢ > 0, existe ng € N
verificando que ||z, — x| < €, para cada n,m > ny.

Observacién 3. Toda sucesion convergente es de Cauchy, pero el reciproco no
siempre es cierto. Se dice que un espacio normado es completo si toda sucesion de
Cauchy es convergente.

Definicién 3.3. Se dice que un espacio es de Banach si es un espacio normado
completo.

Definicién 3.4. Sean X e Y dos espacios normados. Se dice que una aplicacion
T : X — Y es lipschitziana si existe M > 0 tal que || T(z1)—T(x2)|| < M||z1— 2|,
para cualesquiera x1, x5 € X.

Teorema 3.5. Sean X e Y espacios normados y sea T : X — Y wuna aplicacion
lineal. Son equivalentes:

~

. T es continua en X.
. T es uniformemente continua en X.

. T es continua en x = 0.

2

3

4. T es continua en algun punto de X.

5. Eziste K >0 tal que | T(z)|| < K, para cada x € Bx(0,1).
6

. Existe M > 0 tal que || T(z)|| < M||z||, para cada z € X.
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7. T es lipschitziana.

Demostracion. 1 = 2 = 8 = / y 7 = 1 son inmediatas o sencillas y no se
incluye su demostracién por no sobrecargar la memoria.

Si T es continua en un punto zy € X, entonces también lo es en el
origen x = 0. En efecto, si x,, — 0, entonces z,, + g — xo y, por continuidad,
T(z, + xg) = T(zo). Asi, T(x,) — 0 pues, por la linealidad de T,

T(zn) = T(zn + 20) — T(x0).

Por tanto, para € = 1, existe § > 0 tal que si [|z]| < 0, entonces || T(z)|| < 1. En
consecuencia, si x € Bx(0, 1), se tiene que Hga:H < 60, de manera que HT (%z) H <1.

Tomando K = 2, se llega a que || T(z)| < K, para cada z € Bx(0,1).

5 = 6| Por hipodtesis,

‘T (ﬁ) H < K, por lo que se concluye que
T

IT) < Kllzll, veeX.

Si existe M > 0 tal que ||T(z)|| < M||z||, para cada = € X, entonces

se obtiene como consecuencia directa que

IT(z1) = T(@)|| = 1T (x1 = 22)|| < Ml[z1 = 25, Yo, 25 € X.

Por tanto, T es lipschitziana.

Definicién 3.6. Sean X e Y espacios normados sobre K. Se define
BL(X,Y):={T: X =Y : T es lineal y acotada}

={T:X —Y :T eslineal y continua}.
En particular, se define el espacio dual topoldgico de X como

X*:=BL(X,K),

el cual tiene estructura de espacio vectorial.
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Nota. Las aplicaciones entre espacios vectoriales se suelen denominar operadores,
mientras que las aplicaciones entre un espacio vectorial y su cuerpo base reciben
el nombre de funcionales.

Definicién 3.7. Sean X e Y espacios normados y sea T € BL(X,Y). Se define la
norma de operadores mediante:

IT]} == sup{[|T(@)[| - [J=]] = 1}.

Observacién 4. Se puede demostrar que

IT(@)[| < [T|[|z[|, para cada z € X,

donde || T|| es la constante mas pequena que verifica la propiedad 6 del Teorema
3.5
Teorema 3.8. Sean X e Y espacios normados. Entonces BL(X,Y') es un espacio
normado con la norma de operadores.
Demostracion.

L. ||T|| = 0. Ademés, ||T(z)|| =0= T =0, para cada z € X.

2. ||[aT[| = sup{llaT(z)|| : |z} = 1} = |a[||T]|, para cada a € K.

3T +R[| = sup{||(T + R)(@)]| : |zl = 1} < [T} +[[R].

m

Nota. En lo sucesivo, se considera el espacio BL(X,Y) dotado de la norma de
operadores.

Teorema 3.9. Sean X e Y espacios normados. Si Y es un espacio de Banach,
entonces BL(X,Y') es un espacio de Banach.

Demostracion. Ya se ha demostrado que BL(X,Y") es un espacio normado respecto
de la norma de operadores.

Sea T, una sucesién de Cauchy en BL(X,Y"). Nétese que

[Ta(z) = Tw(2)]| < |Tw = Tw|l|lz]|, para cada z € X.

Ademads, T, (x) es una sucesién de Cauchy en Y, que es un espacio completo.
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Por tanto, existe T(x) := lim,_,o, T, (x), para cada z € X. Se obtiene asi un
operador x — T(x) que es lineal por la unicidad del limite en Y.

Falta probar que T es continuo. En efecto, dado € > 0, existe ng € N tal que
I'Tn =T || < e, para cada n,m = no. Asi, como || (T, —Tp)(2) || < |Ty = Toa[[| ],
se tiene que

IT,(x) — Ton(2)|| < e|lz||, para cada = € X, con n,m > ny.

Haciendo m — oo, se sigue que ||T,,(z) — T(z)|| < ¢||z||. De esta forma,

IT@)| < IT(x) = Tu(2)[| + [ Ta(@)]] < (e + [ TalD 2]} < Mllz]],

donde M = ¢ + ||T,||, para cualquier n > ng prefijado. En consecuencia, T €
BL(X,Y).

Finalmente, se demuestra que T,, — T. Para ello, dado £ > 0, existe ng € N

tal que, para cada n,m > ng, se verifica que ||T, — T,,|| < £. Por tanto, dado

2
x € X con [|z]| <1, se tiene que

19
[Tn(2) = Ton(2)|| < | T — Tor]| < 2’

por lo que existe p € N suficientemente grande tal que
1T (2) = T(2)[| < [|Tn(2) = Tnip(@)[[+ [ Trsp(@) =T(@)[| < [[Tn—=Tnspll+

<6+ <e
_2 —_

| ™
| ™

Es decir, se ha probado que dado ¢ > 0 existe ng € N tal que para cada
n >ngy cada x € X con ||z| <1 se tiene que | T,(z) — T(x)| < ¢, por lo que
|T,, — T|| < e, de donde se concluye que ||T,, — T|| — 0.

O
Definicién 3.10. Un producto escalar, sobre un espacio vectorial H sobre K, es
una aplicacién (-, -) : H x H — K que verifica:
1. (x,z) =0= 2 =0, para cada = € H.
2. (z,z) >0, para cada = € H.

3. {ax + By, z) = oz, z) + B{y, z), para cada z,y,z € H, con «, B € K.
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4. (x,y) = (y,x), para cada z,y € H.

Por tanto, un producto escalar es una forma sesquilineal, hermitica y definida
positiva.

Definicién 3.11. Un espacio prehilbertiano es un espacio vectorial H sobre K
dotado de un producto escalar.

La demostracion del siguiente resultado, ampliamente conocido, puede encon-
trarse en [12].

Teorema 3.12 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea H un espacio vectorial
y (-,+) un producto escalar sobre H, entonces

[z, y)| < V{2, 2)\/(y, y)-

Corolario 3.13 (Desigualdad de Minkowsky). Sea H un espacio vectorial y
(-,+) un producto escalar sobre H, entonces

Vie+y,a+y) <Vl a)+ v {yy).

Demostracion. Para cualesquiera z,y € H,

Viz+y,z+y) = (2,2)+ (y,y) + 2Re(z,y) < /(z,2) + (y,9) + 2/(z,y)| <

< \/(w,@ + W) + 2V {z, o)V (Y, y) = \/<\/<fv,x>\/<y,y>)2 = V{z,2)V/ (Y, ).

]

Proposicién 3.14. S H es un espacio prehilbertiano, entonces

|| =/ {z,x), € H

define una norma en H.

Demostracion. La desigualdad triangular se corresponde con la de Minkowsky y
el resto de condiciones se prueban de forma inmediata.

]
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Nota. En los desarrollos posteriores, todo espacio prehilbertiano H sera conside-
rado un espacio normado con la norma asociada al producto escalar:

|z|| :== /{z,z), =z € H.

Observaciéon 5. La desigualdad de Cauchy-Schwarz se puede reescribir de la
siguiente forma:

[, 9 < lzlllyll, «.y€H.
Definicién 3.15. Se dice que un espacio es de Hilbert si es un espacio prehilber-
tiano completo.

Proposicion 3.16. Sea H un espacio de Hilbert definido sobre R. Sea a : Hx H —
R una forma bilineal. Son equivalentes:

1. La forma bilineal a es continua.

2. Existe una constante o« > 0 tal que

laz, y)| < allzlllyll,

para cada x,y € H.

Definicién 3.17. Sea H un espacio de Hilbert definido sobre R. Se dice que una
forma bilineal a : H x H — R es coerciva si existe una constante 5 > 0 tal que

a(x,z) > p{x,x), Yo € H.

El siguiente resultado garantiza la existencia y unicidad del punto de minima
norma en un subconjunto no vacio, convexo y completo de un espacio prehilber-
tiano. Este lema serd una herramienta fundamental en la formulacion y demostra-
cion del Teorema de la Aproximacion ()ptima, que se desarrollara posteriormente.

Lema 3.18. Sean H un espacio prehilbertiano y S C H un subconjunto convezxo,
completo y no vacio. Entonces, existe un unico so € S tal que

Iso|l = min{]|s|]| : s € S}.

En particular, la distancia del origen al conjunto S se alcanza.
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Demostracion. Sea t := inf{||s|| : s € S}, y sea s, € S tal que ||s,|| = t. Como S
5+3

es convexo, *7* € S para cada 5,5 € S.
De esta forma, ||552|| > ¢. Es decir, ||s + 3| > 2t.
En consecuencia, [|s, + s,,||* > 4t?, para cada n,m € N, y se tiene que
80 — SMH2 = 2(||5n||2 + ||Sm||2) — |lsn + SMH2
< 2([lsnll® + [lsml?) — 4¢2
= 2([lsnll” = ) + 2(||sm[* — %) — 0.

Por tanto, s, es de Cauchy en S, que es completo. Si s, — g, entonces
|snll = t = |so]|, por lo que ||so|| = min{||s| : s € S}.

Ademas, sq es unico, pues si existe §p con la misma propiedad, entonces

150+ Soll* + [1s0 — Soll* = 2([lsoll* + [|50]I*) = 4¢*.

Asi,
0 < ||so — 8oll* < 4t% — ||so + 3o||* = 4t* — 4> =0,
de donde se concluye que sg = §p.
O
Teorema 3.19 (de la Aproximacién Optima). Sea H un espacio de Hilbert y

sea M C H un subespacio cerrado. Para cada x € H, existe un unico m, € M tal
que

[ = me|| = d(z, M).
Demostracion. Dado x € H, se define S:=x+ M = {x+m :m € M}, que es un

subconjunto cerrado y convexo. En virtud del lema previo, existe m, € M tal que

|x — mg|| = min{||z —m]| :m e M} =d(z, M) = ||z + M]||.
Il

Nota. En las condiciones del teorema anterior se dice que m, es el vector de mejor
aprozimacion (o el vector de aprozimacion dptima) de x a M.

Teorema 3.20 (de Riesz-Fréchet). Sea H un espacio de Hilbert y sea f € H*.
Entonces eziste un unico v € H tal que f = f, = (-,x). Ademds, ||f]| = ||z]|.



CAPITULO 3. EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS 43

Demostracion. Sea f € H*. Si f = 0, es inmediato que f = fy = (-,0). Si
f # 0, entonces ker f es un subespacio cerrado y propio de H. Por consiguiente,
(ker f)* # {0}, pues H = ker f & (ker f)*, con H # ker f.

En consecuencia, existe w € (ker f)* tal que f(w) # 0. Se verifica que el vector

fw)

][

T = W

satisface la condicién requerida. En efecto, f(w)u —wf(u) € ker f, por lo que

0= (fwu—wf(u),w) = fw)(u,w) - fu){w,w) = fw)u,w) — f)|wl]?

de donde se obtiene que

fw)

— W.
][

fu) = <u,%w> = (u,z), paracadau€ H, conz =

Ademads, x es tnico, pues si existe £ € H tal que (u,z) = (u, ) para cada
u € H, se sigue que

(x —Z,0 — ) =0,
por lo que z = Z. El hecho de que || f.|| = ||z|| se deduce de forma directa de la

desigualdad de Cauchy-Schwarz.
O

Los resultados presentados permiten formular el siguiente teorema, cuya de-
mostracién puede encontrarse en el Teorema 6.5 de [13].

Teorema 3.21 (de Lax-Milgram). Sean H un espacio de Hilbert, a : HxH — R
una forma bilineal, continua y coerciva en H, y sea f € H*. Entonces, existe un
unico x € H tal que

a(r,y) = f(y),

para cada y € H. Ademds, se verifica que ||x| < %HfH, donde [ es la constante de
coercividad de a.



44 3.2. EL METODO GALERKIN

Definicién 3.22. Sea H un espacio de Hilbert y sea a : H x H — R una forma
bilineal, continua y coerciva en H. Dado f € H*, se define el problema variacional
como la determinacién de un elemento x € H que satisfaga

a(r,y) = f(y), (3.1)

para cada y € H.

3.2. El Método Galerkin

Se considera el problema variacional definido en (3.1]). En contextos practicos,
la resolucion exacta es, por lo general, inabordable debido a la naturaleza infinito-
dimensional del espacio de Hilbert H en el que se formula el problema.

No obstante, si el espacio H puede escribirse como uniéon de subespacios de
dimension finita, resulta natural preguntarse si es posible obtener soluciones apro-
ximadas que converjan a la solucion exacta mediante la proyeccién del problema
original sobre dichos subespacios. Esta es, en esencia, la idea subyacente al método
de Galerkin.

A continuacién, se ofrece una descripcién formal del método basada en el
desarrollo presentado en [13].

Sea H un espacio de Hilbert y sea {H;}°, una familia de subespacios de H
que verifiquen las siguientes propiedades:

2. H; C H;q, para todo .
3. H es la clausura de la unién de todos los H;, es decir, H = J, H;.

Dado n € N, sea {t¢1,...,¢,} una base del subespacio H,. Todo elemento
x, € H, admite una representaciéon tinica como combinacién lineal de los vectores
de la base:

Tpn = Z Cjiﬂj. (32)
j=1

Se considera el problema variacional definido en restringido a H,, esto es,
determinar z,, € H,, que satisfaga
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a(zn,y) = f(y), para cada y € H,. (3.3)

Esto significa que debe verificarse

a(xn,wk) = f(%), k= 1, ., n.

Teniendo en cuenta y sustituyendo en la expresién anterior, el problema
variacional considerado se escribe como

cha(qu,wk) = f(), k=1,...,n. (3.4)

Como resultado, se deduce un sistema lineal de n ecuaciones con n incégnitas,
cuya solucién es tnica debido a la coercividad de la forma bilineal a(-,-). Matri-
cialmente:

donde Ay ; = a(¥j, ¢¥r), cj1 =¢; v fu1 = f(¢y).

Por tanto, se ha determinado que para cada n € N fijo, existe una tnica
solucién x,, € H,. Falta demostrar que {z,}>%, converge a la solucién exacta
cuando n — oo, para lo cual se precisa del siguiente resultado.

Lema 3.23 (de Céa). Bajo las hipdtesis del Teorema de Laz-Milgram, sea x la
solucion del problema variacional original . St x, es la solucion del problema
aprozimado restringido al subespacio H, , entonces

a Z.
o el < 5 inf l .

donde a y B son las constantes de continuidad y coercividad de la forma bilineal
a(-,-), respectivamente.

Demostracion. Para cada y € H,, se tiene que

a(r,y) = f(y),
a(Tn,y) = f(y).
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Restando ambas ecuaciones, se obtiene que

a(x — x,,y) =0, Yy € Hy,.

En particular, dado que y — z,, € H,,, se verifica que

a(x — x,,y — ) =0,

lo que implica que

a(x — T, — ) = a(x — Ty, x —y) +a(z — 2p, Yy — ) = a(x — Ty, — Y)
Por la coercividad y continuidad de a(-,-), se cumple que
Bl — @ull* < a(z — 20, — 2a) < aflz — z4[l2 -y
En consecuencia,
o
[ — za]| < Bllﬂf =yl

donde la constante £ no depende del valor de n. Como esto es vélido para todo
y € H,, se concluye que

=9

a
|z =all < 7 it flz =yl
[l

Para justificar que el método de Galerkin conduce efectivamente a la solucién
exacta del problema variacional, ndtese que, por hipdtesis, el espacio H es la clau-
sura de la unién de los subespacios H,. Esto implica que existe una sucesién {z,},
con z, € H,, tal que z, — x cuando n — oo, donde z es la solucién exacta.

Aplicando el lema de Céa, se obtiene que

o e
_ < — inf — < — — .
Il =@all < 35 10f Jlo =yl < Gllo =zl

Dado que ||z — z,|| — 0 al hacer n — oo, se concluye que
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lim ||z —z,|| =0,
n—oo

lo que demuestra la convergencia de las soluciones aproximadas hacia la solucién
exacta.

3.3. El Problema Variacional de Black-Scholes

Con el objetivo de reformular el problema de Black-Scholes en un contexto
variacional, resulta necesario introducir algunas nociones funcionales que permitan
operar en espacios apropiados para este tipo de analisis. En esta seccion se adopta
el enfoque desarrollado en [13] como referencia principal.

Definicién 3.24. Sean Q C R" y f € L*(Q). Se define la norma L? como

1/2
1fllz20) = (/Q!f(w)l%) -

Definicién 3.25. Dado k € Z, se define el espacio de Sobolev H*(a,b) como el
conjunto de las funciones reales definidas en [a, b] tales que todas sus derivadas
hasta orden k — 1 son absolutamente continuas en [a, b] y tales que

(/ab (j—;(u)>2du>é < .

Definicién 3.26. Sea z € H*(a,b). Se define la norma de Sobolev como

k b dk,fl}‘ 2 %
HiUHHk(a,b) = (Zo/a (ﬁ(@) du) )

y se denota por Hf(a,b) = {x € H*(a,b) : z(a) = z(b) = 0}.

A partir de la desigualdad de Poincaré (ver Teorema 7.5 de [I3]), se puede
demostrar que para toda funcién v € Hg () existen constantes positivas Ci, Cy
tales que

CillVullze@) < l[ullma) < Col|Vullr2@),

lo que implica que las normas ||ul[ 1) ¥ |Vul|L2(@) son equivalentes.
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Definicién 3.27. Sea H un espacio de Hilbert y {x;} C H una sucesién. Se dice
que {zy} converge débilmente a v € H, y se denota por

T — T,

si para todo funcional lineal y continuo f € H* se verifica que

{f;ex) = (f,2),

cuando k£ — oo.

Observacién 6. De forma equivalente, gracias a la identificacion H = H* dada
por el Teorema de Representacién de Riesz (ver Teorema 6.3 de [13]), esto puede
expresarse Como:

<xk)y> — <$,y>7
para todo y € H.

Sea [a,b] C R un intervalo y z : [a,b] x [0,T7] — R una funcién suficientemente
regular. Se considera el siguiente problema de valores iniciales:

(02 )

E+///Z:f’ si (u,7) € (a,b) x (0,7,
< Z(U,,O) :g(u)’ sl u € (a7b),

z(a,7) =0,

z(b,T) =0,

\

donde el operador .Z esta definido por

o 0z
M(z) = —ag st ﬂa—u + vz,

con a > 0, y 3, v constantes reales.

Sea x € H}(a,b). Se introduce la forma bilineal asociada a .#, empleando el
producto interno usual (-,-) en L?(a,b), como

olora)i= () = a (GE ) 4 8( G ) +2(ea).
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donde, en el primer término del segundo miembro, se ha aplicado integracién por
) )

partes, teniendo en cuenta que las funciones consideradas se anulan en los extremos

del intervalo, es decir, z(a) = z(b) = 0.

El problema puede reformularse en términos variacionales como la busqueda de
una funcién z(u,7) € Hj(a,b), definida casi siempre para 7 € [0, T], que verifique:

<%7x> +a(z,z) = (f,z),
2(u,0) = g(u),

(3.5)

para toda funcién = € H}(a,b).

En el contexto del método de Galerkin, se considera una base {1;} del espa-
cio H}(a,b) y, para un valor fijo de n € N, sea H,, el subespacio generado por
{t1,...,¥,}. La solucién se aproxima entonces buscando una funcién z,(7,u) con
la forma

n

aa(u,7) = D2 () (),

Jj=1

donde los coeficientes ¢;(7) son funciones a determinar que dependen del tiempo
T.

Sustituyendo esta expresion en el problema variacional y tomando como fun-
ciones de prueba x = 1, para k = 1,...,n, se obtiene un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

c(1) = —Ac(r) +f(r), 7€(0,T],
c(0) =g,

donde
Apj=ay, ), fea(r) = (f(7),%e), cin=(g,%;).

Asumiendo que f y g satisfacen ciertas condiciones de regularidad (ver [13]),
y que la forma bilineal a(-,-) es continua y coerciva, se puede demostrar el si-
guiente resultado (ver Teorema 9.9 en [13]), que serd fundamental en desarrollos
posteriores.

Teorema 3.28. Si se verifican las hipdtesis anteriores, el problema esta bien
puesto y las soluciones z, obtenidas mediante el método de Galerkin convergen
(débilmente) a la solucién ezacta.
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Cuando el problema (3.5) presenta condiciones frontera no homogéneas, se
puede considerar una funcién auxiliar n(u, 7), suficientemente regular (ver [L3]),
que satisfaga dichas condiciones en los extremos, es decir, n(a, 1) y n(b, 7).

Realizando el cambio de variable z = x — 1 se transforma el problema original
en otro con condiciones frontera homogéneas para z. De este modo, resulta posible
aplicar el Teorema 9.9 de [13] para resolverlo. Finalmente, la solucién al problema
original se recupera deshaciendo la transformacion.

A continuacion, se retoma el andlisis de la ecuacién de Black-Scholes para el
precio de una opcién Put europea, denotado por V' (S, t). Fijado § > 0, se introduce
la funcién Vs(u, 7), que satisface el siguiente problema:

'%_%Uﬁv{w(l 2_T) oV

5 o2 50 u +rV5 =0, (u,7)€ (=9,6)x(0,7T),
Vs(u,0) = méx{K — ", 0}, u € (—96,0), (3.6)
Vs(=0,7) = Ke'7,
(V5(d,7) =0.

El sistema (3.6 se obtiene a partir de la ecuacién original de Black-Scholes
mediante los cambios de variable 7 =T —t y u = log(95).

Notese que el problema se ha definido en un dominio finito. No obstante,
esto no impide aproximarse a la solucién del problema de Black-Scholes, que esta
definido en un dominio infinito.

Tal como se demuestra en [9], al hacer § — oo, la funcién Vs(u, ) converge a
la solucién del problema original transformado V(e*, T — 7).

Por otra parte, se puede garantizar que el problema (3.6) admite una tnica
solucién variacional. Para ello, se introduce la funcion auxiliar

u—0
20

z(u, ) = Vs(u, 7) + Ke',

y se comprueba que satisface las condiciones del Teorema 9.9 de [13], lo que asegura
la existencia y unicidad de la soluciéon buscada.



Capitulo 4

Experimentos numeéricos

En este capitulo se presentan una serie de experimentos numeéricos realizados
con el objetivo de analizar las soluciones numéricas obtenidas con el MEF para
varios tipos de opciones financieras. Todos los calculos y representaciones graficas
han sido implementados en MATLAB R2022a.

Se incluyen representaciones para opciones europeas y americanas, destacando
en este iltimo caso la comparacién directa entre ambas mediante la visualizacion
de la diferencia entre sus precios. Ademads, para el caso de la opcién europea, para
el que se dispone de solucion analitica, se analiza el error asociado a la discretiza-
cion espacial y temporal, representando su evolucion en escalas logaritmicas para
estimar la pendiente y, con ello, el orden de convergencia del método empleado.

Adicionalmente, se aproxima también una opcién exotica del tipo barrera, con
el objetivo de ver como se adapta el enfoque numérico a las condiciones particulares
del derivado.

4.1. Esquema numérico y discretizacion

Para abordar la resolucion numérica de los problemas descritos, se ha emplea-
do una combinacion del método de elementos finitos en el espacio junto con la
regla de Euler implicita para la integracion temporal. Esta estrategia es especial-
mente adecuada para el tratamiento de ecuaciones en derivadas parciales como la
de Black-Scholes, ya que ofrece estabilidad y un buen comportamiento de conver-
gencia.

o1
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4.1.1. Funciones base

Definicién 4.1. Sean [a, b] un intervalo con a,b € R y A una particién del mismo.
Esto es:

AZ(IZSO<51< <SNS:b-

Se define el espacio M{(A) como el conjunto de funciones continuas en [a, b
que, restringidas a cada subintervalo [S;_1,S;] con i = 1,..., M, coinciden con un
polinomio de grado menor o igual que uno (lineales a trozos).

En general, el método de elementos finitos permite considerar mallas no uni-
formes, lo que resulta 1til en contextos donde se desea refinar la discretizacién en
ciertas regiones del dominio. No obstante, para los objetivos de este trabajo se
optard por una malla equiespaciada, en la que todos los subintervalos tienen la
misma longitud h.

Asimismo, pueden considerarse otros espacios de funciones con mayor regula-
ridad para la eleccién de las funciones base, pero no se han tenido en cuenta en
esta memoria.

En este caso, se considera el intervalo [0, Sg|, de manera que los nodos de la
particion A : 0 =5, < S; < ... < Sy, = Sk quedan definidos mediante

S;i=1th, conh=—,1=0,...,Ng.

Esta eleccion facilita tanto la implementacién como el andlisis del esquema
numérico, manteniendo al mismo tiempo una precision adecuada en los ejemplos
considerados en las secciones posteriores.

La construccion de las funciones base utilizadas en el método de elementos
finitos se realiza de forma que verifiquen la condicién de interpolacion:

’QDZ(SJ) :5ij7 para Z,j :0,...,N5.

Por consiguiente, para los nodos interiores, esto es, para7=1,..., Ng — 1, se
define:
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S8 S—Si
%@'_ z—§ - S h S> S S [81—1781]7
%‘(S) = i+l T2 Ritl T o
SZ‘ _ Si_l h 9 S S [SZ7Sz+1]7
0, en otro caso.

Asimismo, para los extremos del intervalo se define:

S-S S —8

= 0<sS<s
Yo(S) = ¢ S1— S o b
07 siS > Sl,
07 si S < SNs*lu
sz(S) = S — SNs—l _ S — SNs—].

i <5< .
SNS — SNS_1 A , Sl SNS—I ~ S >~ SNS

Estas funciones reciben cominmente el nombre de funciones hat o funciones
sombrero debido a su forma caracteristica, que alcanza su valor maximo en un
nodo y decrece linealmente hasta cero en los nodos adyacentes, como se ilustra en
la Figura [4.1]

e
N
NG -------n
Y

S

@]
i
&
i
N
2
I
3

Figura 4.1: Funciones hat.

Se define My, =< {¢y, ..., ¥n.} > el espacio generado por 1o(S), ..., Yns(S5).
El conjunto {¢y, ..., ¥ns} constituye una base de M, ya que es linealmente inde-
pendiente. En efecto,

Ns
Zcziﬁz(S):O:}Cz:O, VZ:O,,NS

=0

que se obtiene evaluando la combinacién lineal en los nodos S = S;, donde por
construccion ¢;(S;) = d;5, 4,7 =0,..., Ng.
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Ademas, el hecho de haber considerado una malla uniforme implica que la
condicion inicial del problema,

V(S,0) = max{K — 5,0},

pertenece al espacio My, lo que facilita la proyeccion exacta de los datos del pro-
blema en el vencimiento en el contexto del esquema de elementos finitos. Para ello,
la discretizacién espacial se toma de forma que K € {S;}15.

4.1.2. Formulacién matricial del problema

El problema que se desea resolver numéricamente es la ecuaciéon de Black-
Scholes para el precio V(S,t) de una opcién financiera, que viene dada por:

oV oV 1, ,0%V B
(,%—l—rSaS—irzaSaSQ—rV—O,

y donde se recuerda S representa el precio del activo subyacente, ¢t € [0,7] es el
tiempo, r es el tipo de interés libre de riesgo y o la volatilidad del activo.

Con el fin de facilitar la resoluciéon numeérica, se introduce el cambio de variable
temporal 7 = T — t, de modo que la nueva funcién desconocida se define como
U(S,7) =V(S,T — 7). Bajo este cambio, la ecuacion se reescribe como:

2
OU _ 152520V - s o (4.1)
or 2 052 08
Esta nueva formulacién permite interpretar el problema como un proceso evo-
lutivo en 7, que avanza desde el instante 7 = 0 (correspondiente al vencimiento
t =T) hasta 7 = T (esto es, el momento inicial ¢ = 0). Es decir, se parte del valor
conocido de la opcion en el momento de su vencimiento y se calcula su evolucion
hacia atréas en el tiempo real.

A continuacién, se localiza el problema, S € [0, Sg|, con Sk suficientemente
grande y se reescribe la ecuacién (4.1]) en su forma débil o variacional:

Sea una funcion ¢(S) arbitraria que satisface

#(0) = (Sk) =0,

Multiplicando ambos miembros de la ecuacion por ¥(S) e integrando en
[0, S R] :



CAPfTULO 4. EXPERIMENTOS NUME‘RICOS 55
Sr QU 1 Sk 92U Sk QU Sr

— 4 dS = =0 22 hd “——ZhdS — dsS, (4.2

i 8sz 50 i S &921/1 S+ i Sasd’ S—r i Uy dS, (4.2)

Integrando por partes y aplicando que 1(0) = ¢(Sg) = 0:

Se. 92U oU
2Z © — G2 -
/0 S SdeS S w(S) 5

oS

0

oS 0U 50U 0y
— 26— — —_— -
0 /0 S—cvds /0 855 5g 45

Sustituyendo en la ecuacion (4.2)), se obtiene la expresién variacional del pro-

blema localizado:

Sr QU 1, (5% LOU Sr. QU
- - _- i — g2 - —
i 871/Jd5 20/0 S 55 59 S+ (r 0)/0 SaswdS r

SR
/ Uy dS.
0

Finalmente, tomando U(S,7) ~ Uny(S,7) = Z;-V:So u; (1)1 (S), se llega a:

M

M s 2 S
duj [ as — TN [ g2 0% 0%
Zdr/o ViprdS = 22“3/0 555 a5 %
7=0 7=0
M Sk '
+<r—02)zuj/ 5%¢kds
=0 0

oS
M Sk
—rzuj/ Wity dS
j=0 /0

Por la construccién de las funciones base, se tiene que para j =1, ..

(0, s1 OSSSSj_l,
1
8¢] E? si ijl S S S S]?
98 ) 1
05 _%7 si Sj S S S Sjer
. 07 si Sj+1 S S S SR.

(4.3)

L Ng—1
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Con el fin de reescribir la ecuacién (4.3) como un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias, se definen las siguientes matrices:

Sgr

M = (M), My = Yib;dS  (Matriz de masa),
0

SR O
K= (Kij)iltgsz_ll, K;; = /0 52%65? dS (Matriz de rigidez),

Sk '
C= (Cij)fvjz_ll, Cij = i S%wi dS (Matriz de conveccion).

Tras las oportunas cuentas, el elemento general de las respectivas matrices
viene dado por:

s Matriz de masa:

07 si |j - 7’| > 27
SR h
M;; = YihdS = =, sl J—il =1,
3/ sl 1 =].
= Matriz de rigidez:
0, si|j—i| > 2,
Sk O O, h
K;; = S22 e = ——(32+3i+1), si |j—i=1,
g(6z'2+2), sioi=j.

s Matriz de conveccion:
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07 s1 |]_2|227

h
Sw gy, g(3z‘+1), si j=1+1,
Cy= [ 55 dunds -

0

h
95 —EBit2), sj=iol,
h o
\—g, S1 1= 7.

Para incorporar las condiciones frontera a la formulacién matricial, es necesario
calcular los coeficientes correspondientes a los nodos Sy y Sg.

Los experimentos numéricos se van a realizar sobre la Put Europea de strike
K, cuyas condiciones frontera se recuerda que son:

U0,7)=Ke™ ',
U(SR,T) =0.

Por tanto, s6lo sera preciso calcular los coeficientes correspondientes a Sy:

Mo =

)

h h h

-, Kigp=—7, Cig=—=(31+2).

6’ 1,0 3 1,0 6( i+2)

Este procedimiento conduce a una formulaciéon matricial del problema. La

matriz correspondiente al operador diferencial se define como:

A= (—%O’QK + (r—o*)C — rM) .

El intervalo temporal [0, 7] se discretiza en N; € N subintervalos uniformes de
tamano k = %, lo que define los instantes temporales:

tzzlk, i:O,...,Nt.

Aplicando la regla de Euler implicita, se obtiene la siguiente ecuacion en dife-
rencias:

U(7iy1) — U(n)

M
k

= AU(7i41) + b(7it1), (4.4)
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donde

U1 (Tz)

U(T@') _ Ug (Tz) ’

UNS—1(7'¢)

y las condiciones frontera de la Put Europea se recogen en

1
—MLQ(—TK(?_TT/") + (Ke—rﬂ') (—502K1,0 -+ (7” - O'Z)CLO — TM1’0>

La ecuacién (4.4) puede reescribirse como:

U(7i41) = (M — kA)™H (MU(7,) + kb(741)) -
Denotando B = (M — kA)~!, el esquema adquiere la forma compacta:

U(7i+1) = B (MU(7;) + k b(7i11)) -

La condicién inicial se impone evaluando la Put Europea en el vencimiento, es
decir:

K -5
K — 5,
U(0) = . :
K - SNs—l

Este esquema numérico constituye la base metodolégica sobre la que se de-
sarrollan los experimentos presentados en las secciones siguientes, y ofrece la fle-
xibilidad necesaria para abordar distintos tipos de opciones financieras mediante
ajustes especificos.

A continuacién, se ilustra la aplicacién del esquema propuesto en la valoracién
de diversas opciones, adaptandolo segin las particularidades de cada caso.
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4.2. Valoracion numérica de la Opcién Europea

Para la aproximacién numeérica del precio de la opcién Put Europea realizada
mediante el método de elementos finitos se han fijado los valores de los siguientes
parametros del modelo de Black-Scholes:

= Tipo de interés libre de riesgo: r = 0.05.
= Volatilidad constante: o = 0.10.

Ademas, se ha considerado que la opcién presenta un precio de ejercicio K = 4
y un vencimiento 7' = 1.

En cuanto al dominio espacial, este ha sido truncado en S = 8 y discretizado
para el primer experimento con un paso h = 0.01, mientras que para la evoluciéon
temporal se ha empleado un paso k£ = 0.005.

Aproximacion MEF de la Put Europea

6
4

Cotizacion 0.2

Figura 4.2: Precio de la opcién Put Europea aproximado mediante el MEF.

En la Figura se presenta la solucién aproximada obtenida mediante el
MEF para el precio de la opcion Put Europea. Se observa que, en el instante de
vencimiento, 7 = 0, la solucién coincide con el payoff, que es una funcién continua
pero no derivable.

Conforme avanza la variable temporal 7, equivalente a retroceder en el tiempo
real ¢, el término difusivo presente en la ecuacion de Black-Scholes induce un efecto
regularizador para todo t < T

Dado que para la opcién europea se dispone de una solucién analitica explicita
(ver Capitulo 2), es posible cuantificar el error de la aproximacién numérica, que
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depende principalmente del tamano de las discretizaciones.

Un analisis tedrico de la convergencia del método numérico al problema de
Black-Scholes puede encontrarse en [I]. A continuacién, se realizard un andlisis
empirico de los errores espaciales y temporales por separado para comprobar si se
obtienen los resultados esperados en [I].

En primer lugar, se fija un conjunto de nodos espaciales equidistantes Ny (Ny =
2% en los experimentos) en dominio espacial, que es donde se va a analizar el error
con respecto al valor exacto.

Por ejemplo, para estimar el error cometido en la integracién temporal, se ha
comparado la solucién numérica obtenida para distintos tamanos de paso temporal,
manteniendo fija una discretizacion espacial suficientemente fina. En particular, se
ha fijado un ntmero elevado de divisiones espaciales Ng = 27, de modo que el
error espacial resulte despreciable frente al error temporal. A partir de esta confi-
guracion, se calcula la solucién numérica para distintos valores de pasos temporales
N; € {23,2%2° 26 27} Como medida de error, se utiliza la raiz del error cuadratico
medio (RMSE), definida como:

No
1
RMSEx, = | 5 > (U(8;,T) = UNNs (55, T))?,

0=

donde U(S;,T) representa la solucién exacta en el nodo S;, y UNNs(S; T) la
aproximacion numérica correspondiente con NV; pasos temporales y Mg divisiones
espaciales.

De forma analoga, para analizar el error espacial se ha fijado un niimero elevado
de pasos temporales N, = 2%, y se ha variado el niimero de divisiones espaciales
Ng € {2021 22 23 24} manteniendo constantes el resto de parametros.
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Convergencia Error Temporal Convergencia Error Espacial
10°
102
. .
< <)
i w103
4
10
10
10" 10° 10° 10"
N N

t S

Figura 4.3: Error de la aproximacion numérica: a la izquierda, error temporal; a
la derecha, error espacial.

En la Figura se han representado, en escala logaritmica, los errores cal-
culados frente al tamano de la discretizacién correspondiente. Las pendientes han
sido aproximadas mediante la funcién polyfit de MATLAB.

El gréafico de la izquierda, relativo al error temporal, muestra una pendiente de
-0.9930, lo que confirma el orden de convergencia lineal esperado para el método
de Euler implicito. En el grafico de la derecha, correspondiente al error espacial, se
obtiene una pendiente de -1.9994, con lo que el método implementado es de orden
2 en espacio.

En caso de no observarse la reducciéon del error al refinar las mallas (resp.
espacial /temporal), podria ser indicio de que el error que se pretende estimar aun
no domina sobre el otro. En tal situacién, seria necesario un mayor refinamiento
de la malla (resp. temporal /espacial).

Cabe senalar que, si en lugar de una opcién Put Europea se quisiera valorar
una opcion Call Europea, el esquema numérico descrito seguiria siendo aplicable
sin modificaciones estructurales. Bastaria con ajustar la condicion inicial y las
condiciones de contorno de acuerdo con el nuevo tipo de opcién, reflejando asi la
funcion de pago correspondiente y su comportamiento en los extremos del dominio.

4.3. Valoracion numérica de la Opcién America-
na

A diferencia de la opcién europea, la opcién americana puede ejercerse en cual-

quier momento antes del vencimiento, lo que introduce una mayor complejidad en
su valoracion. Matematicamente, el precio de una opcién americana no satisface
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una ecuacion en derivadas parciales, sino una desigualdad variacional. Formalmen-
te, se puede demostrar que el precio de la opcién Put Americana V4(S,t) verifica:

Va1 5,0%Va OV, ’
( e T30S o TS - rw) (Va(S,t) — max{K — S,0}) =0,
oVa 1 , ,0%Vy IV
1 Ay, <
gr 127 % g TG ~rVas0,

Va(S,t) — max{K — S,0} > 0.

La resolucion de este problema requiere el uso de técnicas numéricas especificas,
mas sofisticadas que las utilizadas en el caso europeo, como las que pueden verse
en [7].

No obstante, una alternativa practica, y ampliamente utilizada, para aproximar
el precio de la opcién americana consiste en emplear opciones bermudea o bermuda,
en las que el ejercicio solo es posible en un niimero finito de fechas predeterminadas.
Esta estrategia permite aproximar el valor de la opcién americana como el limite
de los precios bermudeos cuando el nimero de fechas de ejercicio tiende a infinito.

Para ello, se definen N, + 1 tiempos t; = %, coni=0,...,N, de forma que
el titular de la opcién puede ejercer en cualquiera de esos puntos. El precio de la
opcion americana se aproxima entonces por el valor de esta version discreta con

un valor N; suficientemente grande.

Desde el punto de vista computacional, el esquema descrito en la seccion ante-
rior puede adaptarse para valorar una opcién Put Americana mediante dos modi-
ficaciones en el algoritmo. En primer lugar, es necesario ajustar las condiciones de
contorno. Dado que esta opcién puede ejercerse en cualquier momento antes del
vencimiento, para S = 0 el valor de la opcién coincide con el precio de ejercicio,
esto es:

dUO

uo(7) = K, ar

(1) =0.

En segundo lugar, se introduce una comparacién en cada paso temporal. Es
decir, una vez calculado

U(7i11) = B(MU(7;) + kb(7i11))

se actualiza la soluciéon imponiendo el maximo entre el valor calculado y el payoff
de la opcién, lo que equivale a:
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Uj<7—i+1) :méX{K—Sj, Uj(Ti—l—l)}a j = 17--~,NS_ 1
De esta manera, se garantiza que el algoritmo respeta la posibilidad de ejercer
anticipadamente la opcion, caracteristica distintiva del producto americano.

En la Figura se presenta la valoracion de la opcion Put Americana vy,
junto a ella, la diferencia con respecto a la opcion Put Europea, ilustrando el
valor adicional que aporta la posibilidad de ejercicio anticipado. De nuevo, se han
empleado los mismos valores para los parametros del modelo de Black-Scholes:

= Tipo de interés libre de riesgo: r = 0.05.
» Volatilidad constante: o = 0.10.

Asimismo, se ha considerado un precio de ejercicio K = 4 y un vencimiento
T=1.

Por otro lado, el dominio espacial se ha truncado en S = 8, con pasos de
discretizacion h = 0.01 y £ = 0.005 en el espacio y en el tiempo, respectivamente.

Put Americana Put Americana - Put Europea

2
4
Cotizacién

Figura 4.4: Valoracién numérica de la opcién Americana: a la izquierda, precio de
la opcién Put Americana aproximado mediante el MEF; a la derecha, diferencia
de valores entre las opciones Put Americana y Put Europea.

4.4. Valoracion numérica de la Opcién Barrera

Se concluye este capitulo con la valoracién de una opcién Put Europea con ba-
rrera del tipo down-and-out, un derivado financiero que se anula automaticamente
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si el precio del activo subyacente cae por debajo de un determinado umbral, tal
como se explico en el Capitulo 1.

En este experimento, se ha fijado la barrera en S = 1, un punto que pertenece
explicitamente a la malla espacial construida. De este modo, basta con imponer
como condicién de contorno

U(S,7) =0, paratodo T € [0,7]y todo S <1,

lo que implica que el valor de la opciéon se anula automaticamente cuando el precio
del activo alcanza dicha barrera.

Esta es la tnica modificacién que requiere el algoritmo respecto al esquema
previamente implementado para la opcion Put Europea sin barrera.

Para mantener la coherencia con los experimentos previos, se han utilizado los
mismos parametros:

» Tipo de interés libre de riesgo: r = 0.05.
» Volatilidad constante: o = 0.10.

= Precio de ejercicio: K = 4.

= Vencimiento: T' = 1.

= Dominio espacial truncado en Si = 8, con pasos h = 0.01 y £ = 0.005 en el
espacio y en el tiempo, respectivamente.

Put Europea sin Barrera Put Europea con Barrera Down-And-Out

Cotizacion Cotizacion

Figura 4.5: Valoracién numérica de la opcién Barrera: a la izquierda, precio de la
opcion Put Europea sin barrera aproximado mediante el MEF; a la derecha, precio
de la opciéon Put Europea con barrera aproximado mediante el MEF.
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Desde el punto de vista financiero, esta restriccion adicional reduce los dere-
chos o impone condiciones para el comprador, lo que justifica que el precio de la
opcion Put Europea con barrera sea més bajo que el de la opcion Put Europea
estdndar. Esta diferencia puede observarse en la Figura [4.5] donde se muestran
ambas valoraciones.

Por otro lado, cabe destacar que la presencia de la barrera en S = 1 intro-
duce una discontinuidad de salto en la solucién en el instante de vencimiento. No
obstante, como en casos anteriores, se aprecia el efecto regularizante propio de la
EDP parabdlica de Black-Scholes para todo ¢ < T, suavizando de forma inmediata
dicha discontinuidad.






Conclusiones

El presente trabajo ha abordado la valoracién de derivados financieros me-
diante la formulacién variacional de la ecuacion de Black-Scholes y su resolucion
numérica a través del método de elementos finitos (MEF). Este enfoque ha per-
mitido aproximar de forma eficaz el precio de distintos productos derivados, como
opciones Put Europea, Americana y de tipo barrera, adaptando el esquema a las
particularidades de cada contrato.

En el caso de la Put Europea, la disponibilidad de una solucion analitica ha
hecho posible cuantificar el error numérico asociado a la discretizacion, confirman-
do empiricamente el orden de convergencia del método tanto en el espacio como
en el tiempo. Por otro lado, la implementacién de las opciones Put Americana y
barrera ha puesto de manifiesto la flexibilidad del método empleado, permitiendo
tratar productos mas complejos mediante ajustes puntuales en las condiciones del
modelo.

No obstante, el modelo de Black-Scholes presenta limitaciones importantes.
Entre ellas destacan la hipdtesis de volatilidad constante, la inexistencia de saltos
en los precios, o el supuesto de mercados perfectamente eficientes. Estas suposicio-
nes, aunque ttiles desde el punto de vista tedrico, no siempre reflejan con fidelidad
el comportamiento real de los mercados financieros.

Con el fin de superar estas limitaciones, en los ultimos anos se han propues-
to modelos mas sofisticados, que constituyen lineas de investigacién activa. Por
ejemplo, los modelos de volatilidad estocastica, como el de Heston, permiten una
evolucion aleatoria de la volatilidad, ajustandose mejor a los datos del merca-
do. Asimismo, el uso de técnicas numéricas avanzadas, como redes neuronales o
métodos espectrales, estd ganando protagonismo en el ambito de la valoraciéon
financiera.

Por otro lado, enfoques mas recientes se apoyan en el uso de ecuaciones di-
ferenciales fraccionarias, que introducen memoria en la dindmica de los precios,
rompiendo con la hipétesis markoviana subyacente al modelo clésico. Si bien su
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implementacién supone un mayor reto, ofrecen un marco mas flexible y realista
para capturar ciertas anomalias observadas en la practica.

En definitiva, este trabajo ofrece una primera aproximacién rigurosa a la valo-
racién numérica de derivados financieros desde una perspectiva matemaéatica. Aun-
que el modelo considerado y la metodologia empleada incluyen ciertas simplifi-
caciones, permiten comprender con claridad los fundamentos tedricos y compu-
tacionales del problema. Este enfoque puede servir como punto de partida para
el estudio de modelos méds avanzados, que representan un desafio tanto desde el
punto de vista matematico como computacional.
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