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Resumen

La clasificacién y/o la agrupacion de individuos a partir de los datos obtenidos de
acuerdo con la medicién de algunas de sus caracteristicas es un objetivo fundamental
en casi cualquier tipo de estudio. Entre los procedimientos de clasificaciéon, el andlisis
“cluster” basado en k-medias es sin duda el méas popular por su sencillez conceptual, sin
embargo es bien conocido que su comportamiento ante la presencia de datos atipicos
puede ser catastréfico, lo que limita su uso en la préictica. Este trabajo incluye y discute
algunos de los procedimientos méas relevantes del clustering robusto, disefiados con el
objetivo de evitar esta falta de robustez, especialmente los basados en recortes de los
datos.

Abstract:

The classiffication and/or grouping of individuals from the meassurement of some
of their characteristics is one of the main goals in almost any type of study. Among
classiffication procedures, the cluster analysis based on k-means is undoubtedly the
most popular one due to its conceptual simplicity. However, it is well known its ca-
tastrophic behavior in presence of atypical data, which limits it practical utility. This
paper includes and discusses some of the most relevant robust clustering procedures,
designed to avoid this lack of robustness, especially those based on data trimming.






Introduccion

Desde que somos pequenos, los seres humanos tendemos a establecer relaciones entre
aquello que nos rodea: clasificamos los objetos por formas y colores, identificamos a los
animales por especies y catalogamos las situaciones de nuestro dia a dia para tomar
decisiones consecuentemente. Esta necesidad de ordenacion y clasificacién constituye
una caracteristica principal del pensamiento humano, y nos ayuda a conocer mejor el
mundo en el que vivimos.

En la antigiiedad, los primeros humanos debian identificar qué alimentos eran co-
mestibles y cuales venenosos, o qué animales resultaban ser inofensivos y cudles peli-
grosos. La clasificacién, responde asi a una necesidad evolutiva de comprender nuestro
entorno y adaptarnos al mismo, la cudl se mantiene vigente atin en nuestros dias.

Esta necesidad de clasificacion no se restringe inicamente a la vida contidiana, sino
que se encuentra también presente en el ambito cientifico, consituyendo una base esen-
cial de campos como la biologia o la sociologia. A menudo, la cantidad de informacién
recogida en este tipo de estudios es inabarcable para un ser humano, y se debe recurrir a
técnicas que nos permitan sintetizar esta informacion mediante la formacién de grupos
de observaciones.

En este contexto, surge el analisis cluster como una herramienta estadistica funda-
mental en el tratamiento de estas grandes cantidades de datos. El objetivo del analisis
cluster consiste en identificar agrupaciones naturales de individuos de un conjunto de
datos, de forma que los del mismo grupo sean lo més homogéneos posibles, y distintos
de los del resto de grupos.

Entre los métodos mas utilizados en el analisis cluster, el algoritmo de k-medias des-
taca por su sencillez conceptual y eficiencia computacional. De forma similar a como la
media es la mejor representacion unipuntual de un grupo de datos, las k-medias extien-
den esta idea, y se busca la mejor representacion por k elementos. De esta forma, una
vez encontrada esta representacion, se genera una particién natural de los individuos,
asignando cada uno de estos al grupo del representante més similar a él.

No obstante, una de las principales limitaciones del método de k-medias es su sen-
sibilidad a la presencia de valores atipicos, lo que puede afectar significativamente la
calidad de la agrupacién. Esta falta de consistencia justifica la necesidad de aplicacién
de técnicas de estadistica robusta al clustering.
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El objetivo de este trabajo es elaborar un resumen critico de la evolucién de los
métodos de clustering robusto basados en el recorte, abarcando desde sus motivacio-
nes iniciales hasta algunos de los desarrollos y extensiones més recientes. Para ello,
se ha realizado una revisién bibliografica de los distintos procedimientos del anélisis
cluster con recorte apoyada en el trabajo recopilatorio [17], del que se ha seguido una
organizacién y estructura similares.

En cada uno de los métodos expuestos durante el desarrollo de este trabajo se han
incluido ejemplos de elaboracién propia, empleando conjuntos de datos existentes (los
cuédles se especifican tras su utilizacién) o elaborados artificialmente. Algunos de estos
ejemplos estan inspirados en los aplicados en estos trabajos, y otros constituyen una
aportaciéon personal, representando situaciones de aplicabilidad real de los métodos
presentados.

Igualmente, durante la exposicion de los correspondientes procedimientos se han
discutido las motivaciones de su implementacién y su aplicacion en la practica, asi como
la comparacién de estos modelos entre si, analizando su adecuacion a determinados
contextos.

En cuanto a las demostraciones presentes este trabajo, se tratan de resultados to-
mados de la bibliografia mencionada, unificando la notacién y simplificindola siempre
que sea posible. Ademads, se han anadido comentarios y razonamientos que facilitan el
seguimiento de estas pruebas, completando pasos intermedios que en la version origi-
nal se omitian o presuponian. Por 1ltimo, se han generalizado una serie de resultados
clave en la demostracién de la existencia de las k-medias recortadas, los cuales estaban
expuestos para el caso k = 1 en la bibliografia original.

El presente trabajo consta asi de cuatro capitulos. En el primero de ellos se expone
la falta de robustez del método de k-medias, y se introduce una primera extensién
de este algoritmo, incluyendo un recorte de los datos. Este modelo, conocido como
k-medias recortadas, supone una solucién conceptualmente sencilla del problema de
contaminacion, que sera la base de métodos posteriores mas flexibles y sofisticados. Por
ultimo, se analizardn algunas de sus propiedades como la existencia de soluciones o la
consistencia del método.

En el segundo capitulo se introduce una segunda generacion de métodos de cluste-
ring robusto, que generalizan a las k-medias recortadas. Estos modelos se sitiian dentro
de la metodologia TCLUST, que introduce un marco de trabajo méas flexible, permi-
tiendo tratar con conjuntos de datos de estructuras méas variadas. Ademas, se describe
un modelo de mezcla adaptado al clustering, que permite establecer una clasificacién
suave de las observaciones.

El tercer capitulo recoge una serie de herramientas y estrategias clave en la eleccién
de los parametros de los algoritmos presentados previamente. Asimismo, se analiza un
conjunto de indicadores de la calidad de la clasificaciéon obtenida por estos algoritmos,
permitiendo asi identificar un posible error en la determinacion de los parametros.

En el cuarto y dltimo capitulo se recopila una coleccién de extensiones de los méto-
dos presentados en los capitulos anteriores, adaptados a ramas especificas del analisis
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cluster como el clustering sobre espacios lineales o el co-clustering.

Las imagenes y graficas que aparecen en este trabajo han sido realizadas con el
lenguaje de programacién R [24], ampliamente conocido y utilizado en el dmbito de
la estadistica. Para la implementacién de algunos de estos ejemplos se ha recurrido al
empleo de los paquetes ‘tclust’[20], ‘blockcluster’[23] y ‘palmerpenguins’[1], ademas de
los incluidos ya de base en R.
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Capitulo 1

k-medias con recorte

El término “k-medias” aparece por primera vez en 1967, de la mano de James
MacQueen, sin embargo, la idea de agrupar puntos en funcién de su distancia a un
“centroide” se le atribuye a Hugo Steinhaus, quien propuso este concepto en 1956. El
algoritmo estandar fue desarrollado por Stuart Lloyd en 1957 como una técnica para la
modulaciéon por impulsos codificados, aunque su publicacién fuera de los laboratorios
Bell no ocurrié hasta 1982. Desde entonces, se ha escrito abundante literatura acerca
de este método, cubriendo aspectos del mismo como su consistencia o la inicializacién
o6ptima del algoritmo, lo que lo han convertido en uno de los procedimientos més im-
portantes del andlisis cluster. Es de hecho la base de una gran cantidad de métodos
de clustering posteriores, y aun a dia de hoy existen lineas de investigacién abiertas
basadas en este problema.

En este capitulo comenzamos describiendo la idea detras del método a través de un
ejemplo sencillo con el fin de asentar los conceptos fundamentales, y presentamos una
de sus mayores deficiencias: la falta de robustez ante la presencia de datos atipicos, la
cual constituye el eje principal de este trabajo.

A continuacion, presentaremos una de las primeras soluciones planteadas a dicho
problema, basada en el recorte de los datos, discutiendo la motivacién detras de esta
herramienta. Por tultimo, generalizaremos este problema al caso poblacional, lo que
permitird estudiar las caracteristicas matematicas del mismo, como la existencia de
soluciones o la consistencia del método.

1.1. El problema de agrupacion: método de las k-medias

Como mencionamos en la introduccion, el objetivo del anélisis clister es encontrar
agrupaciones naturales dentro de un conjunto de datos, de forma que se puedan identi-
ficar relaciones entre los individuos, agrupando aquellos que comparten caracteristicas
similares. Esto nos permite, ademas, elegir un individuo que actiie como representante
de cada grupo, resumiendo de la mejor forma posible sus propiedades comunes. Asi,
conseguimos reducir significativamente la cantidad de datos con la que trabajamos sin
perder demasiada informacion relevante.

Para ello, resulta 16gico pensar en alguna medida de centralizacién que sintetice
bien la informacién de cada grupo. Entre las posibles opciones, la media se presenta
como la mas adecuada, especialmente si usamos el criterio de minimos cuadrados.
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1.1. EL PROBLEMA DE AGRUPACION: METODO DE LAS K-MEDIAS

A partir de estas consideraciones, surge de forma natural la idea de encontrar la
mejor representaciéon de un conjunto de datos por k elementos, tomando la distancia
euclidea entre dos puntos como medida de su similitud. Es decir, supongamos que
disponemos de un conjunto de n individuos {z1,...,z,} C R? de los que hemos medido
p propiedades. Nuestro objetivo es encontrar k centros 6ptimos m7,...,m; € RP tales
que:

n
{m7,...,mL} = argmin g min||lz; — m;||* (1.1)
MMy 1,...k

Rt R

Ahora disponemos de una representacién 6ptima del conjunto de datos por k ele-
mentos, que induce de forma natural una particién, conocida como particién de Voronoi,
asignando cada individuo al cluster del elemento m; mas préximo. Se definen por lo
tanto k clusters de la forma:

Cluster J = {xZ s —m))? < |2i — mj“2 para j # J} (1.2)

Noétese que pueden existir datos que se encuentren en la frontera entre dos o mas
clusters. Estos pueden ser asignados indistintamente a cualquiera de estos clusters,
tomando un criterio comun, como por ejemplo, escoger siempre el de menor indice.

Encontrar los centros que minimizan la expresién (1.1) es un problema computacio-
nalmente muy complejo, luego se requiere de algoritmos que aproximen la solucién
6ptima. El algoritmo estandar de k-medias, presentado por Lloyd (1957), consta de los
siguientes sencillos pasos:

Algoritmo clasico de k-medias
1. Se escogen aleatoriamente k centroides iniciales H = {hq, .., hy}.
2. Para cada punto z;, i =1,...,n:

(a) Para cada j =1,...,k, se calcula la distancia d; ; de z; al centro h;.

(b) Se asigna x; al cluster C; cuyo centro h; es mas cercano.

3. Para cada centro hj;, j = 1,...,k, se recalcula el centro de masa de cada cluster
mediante la media de las observaciones y se asigna a h; dicho valor. Esto es

1
hj::@Zac

JJECJ'
4. Se repiten los pasos 2) y 3) hasta que H se estabilice.
Con el objetivo de ilustrar la efectividad de este método, se expone a continuacién
un ejemplo sencillo. Supongamos que disponemos de las mediciones de dos variables
(longitud del pico y longitud de la aleta) de 342 pingiiinos, y se quiere realizar una

clasificacién agrupando los pingiiinos con caracteristicas similares.

En la figura 1.1 se han representado las medidas de estas variables, tomadas del
famoso conjunto de datos “penguins” de R, de la libreria “palmerpenguins”, los cuales

12



1.1. EL PROBLEMA DE AGRUPACION: METODO DE LAS K-MEDIAS
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Figura 1.1: Conjunto de pinguinos con dos variables: longitud de pico y de aleta.

han sido escalados y redondeados para facilitar su posterior representaciéon. Este con-
junto de datos contiene también la informacién de la especie a la que pertenece cada
pingiiino, no obstante, en un problema real de analisis no supervisado no sabriamos a
priori las clases (en este caso especies) existentes. De hecho, no sabriamos ni si existen
distintas clases. La eleccion de este conjunto de datos se ha realizado con el fin de com-
probar posteriormente la efectividad del método de k-medias, en el que obviamente no
tomamos la informacién de las especies. En caso de que los pingiliinos de distintas es-
pecies presenten medidas dispares en estas variables, podriamos esperar que el método
de k-medias realizase una clasificaciéon que no se alejara demasiado de la clasificacién
real.

Para la aplicacién del algoritmo de k-medias, se debe prefijar el numero de clusters
k a determinar, desconociendo el nimero real de agrupaciones existentes en el conjunto.
En nuestro caso particular, donde solo contamos con dos variables, la representacién
de los datos permite realizar una eleccion inteligente de k, sin embargo, en dimensiones
mayores, la determinacién de este parametro se convierte en uno de los problemas mas
estudiados acerca de este método. En el capitulo 3 describiremos alguna de las técnicas
mas utilizadas para la eleccién sensata de k.

Observando la grafica de la figura 1.1 podemos identificar un grupo de pinguinos
con el tamano de las aletas mayor que el resto. A su vez, dentro de los que tienen un
tamano mas reducido de aletas, parece razonable dividirlos en dos grupos distintos en
funcién de la longitud de su pico, quedando una particién en 3 grupos distintos.

La figura 1.2 muestra el resultado de aplicar el método de k-medias al conjunto de
datos descrito previamente para k=2,3,4. El caso k=3 es el que mejor parece clasifi-
car estos individuos, como bien habiamos deducido previamente. Para k=2 el método
agrupa conjuntos claramente diferenciados en el mismo cluster, mientras que para k=4
separa en dos clusters distintos los pingiliinos con tamano de aletas grandes, cuando
a simple vista parecen conformar un solo grupo y no hay razones para efectuar dicha
escision.
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1.1. EL PROBLEMA DE AGRUPACION: METODO DE LAS K-MEDIAS

k=2

Longitud aleta
0
Longitud aleta
0
I

Longitud pico

k=4

Longitud aleta
0
I
Longitud aleta
0
I

Longitud pico Longitud pico

Figura 1.2: Método de k-medias para k=2,3,4 sobre el conjunto de pingiiinos.

Haciendo uso ahora de la informacién de las especies de estos pingiiinos, se puede
comprobar la similitud entre nuestra particién por k-medias y la clasificacion real. Los
pingiiinos de este conjunto de datos pertenecen a 3 especies distintas (Adelie, Gentoo y
Chinstrap), lo que confirma nuestra sospecha de la existencia de 3 grupos de pingiiinos
diferenciados.

En la figura 1.3 se puede observar la efectividad del método para k=3, donde se han
representado con distintos colores los clusters obtenidos por el método de k-medias, y
con distintos simbolos los grupos originales de especies de pingiiinos. También se ha
generado una tabla de contingencia que muestra la coincidencia entre las especies y
los clusters resultantes del método. Se puede comprobar como la inmensa mayoria de
pingiiinos, en torno al 96 por ciento, han sido correctamente agrupados con los de su
misma especie, luego el método de k-medias ha sido capaz de identificar la particién
subyacente de los datos.

No obstante, este ejemplo ha sido elegido con el fin de ilustrar una aplicacién del
método, es decir, se ha tomado un conjunto de datos que se adapta a las suposiciones
realizadas en el método de k-medias con el objetivo de mostrar su efectividad. Basta
observar la definicién de los clisteres en (1.2) para deducir que este procedimiento no
resulta adecuado cuando los grupos a identificar no estan linealmente separados. Ahora
bien, podemos confiar en que ofrecerd una clasificacion precisa siempre que las clases o
especies sean separables mediante hiperplanos.
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1.1. EL PROBLEMA DE AGRUPACION: METODO DE LAS K-MEDIAS
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Figura 1.3: Comparacién entre la clasificacién real y la clasificaciéon obtenida por el
método de k-medias sobre el conjunto de pinguinos.

1.1.1. Problemas e inconvenientes del método: falta de robustez

El método de k-medias es un procedimiento ampliamente utilizado por su senci-
llez conceptual y eficiencia. No obstante, presenta algunas deficiencias que limitan su
uso, especialmente cuando el conjunto de datos no es apropiado. Las restricciones mas
evidentes de este modelo son consecuencia de las asunciones de convexidad, tamano
similar, y separabilidad por hiperplanos de los grupos. Estas suposiciones convierten
al método de k-medias en un procedimiento inadecuado para la clasificacién de grupos
con formas arbitrarias o clisteres solapados. Otro de los inconvenientes mas conocidos,
que es el que nos ocupa en este trabajo, es su falta de robustez, es decir, su sensibilidad
a la presencia de datos atipicos o ruido.

En muchos estudios es habitual la aparicién de observaciones desviadas de la norma
debido a mediciones erréneas o valores atipicos. Por ello, es fundamental que el método
de clustering utilizado sea robusto y capaz de mantener un buen rendimiento incluso
en presencia de este tipo de irregularidades. Sin embargo, el algoritmo clasico de k-
medias, calcula los centroides como la media aritmética de los datos pertenecientes a
un cluster, y una sola observacién suficientemente lejana puede desviar el centroide
significativamente, alterando por completo la clasificacién. De hecho, este tipo de datos
tienen mas relevancia en el resultado, en el sentido de determinar los clusters, que
cualquiera de los datos regulares, lo cual es lo contrario a nuestro propésito.

Consideramos de nuevo el conjunto de datos presentado anteriormente, al que se
ha anadido contaminacién artificial con el fin de analizar su efecto sobre el método de
k-medias. La figura 1.4 muestra la aplicacién del algoritmo con k=3 sobre el conjunto
mencionado con dos tipos distintos de contaminacién. En la grafica de la izquierda se
han anadido 30 observaciones generadas por una distribucién normal de gran dispersién
centrada en el origen. En la derecha, en cambio, se han incorporado solamente 4 obser-
vaciones adicionales, con valores atipicamente bajos para la variable correspondiente a
la longitud del pico. En ambos casos puede apreciarse como la presencia de estos datos
andémalos provoca la agrupacion artificial de clusters distintos en uno solo, evidencian-
do asi la falta de robustez del algoritmo. Este efecto es especialmente llamativo en el
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Figura 1.4: Efecto del ruido sobre la clasificacion por k-medias del conjunto de
pingiiinos.

segundo caso, donde apenas un numero muy reducido de datos atipicos bastan para
alterar significativamente el resultado.

Una primera idea para solucionar este inconveniente podria consistir en aumentar el
nimero de clusters k. Esta solucién es interesante y funciona en numerosos contextos,
especialmente cuando los datos atipicos aparecen agrupados, como en el segundo caso
de nuestro ejemplo. Sin embargo, este método no resulta valido en el caso general, y,
aun cuando funciona correctamente, puede dar lugar a la aparicién de pequenos clusters
aislados con dificil interpretacién en la préactica. A esto se le suma el hecho de que, a
menudo, se define el nimero de grupos a buscar con un determinado propdsito, en
funcién de las caracteristicas de nuestro problema, lo que impide considerar clusters
adicionales.

Otra posible solucién consistiria en modelar explicitamente el ruido, por ejemplo,
considerando componentes distribuidas uniformemente o asociadas a distribuciones de
colas pesadas. Si bien esta técnica también puede resultar efectiva en numerosos escena-
rios, implicaria realizar suposiciones sobre la contaminacién de los datos, lo cual puede
ser problemético si la contaminacién real dista significativamente de nuestra hipote-
sis. El objetivo es desarrollar un método flexible y adaptable a numerosos contextos,
independientememte de la naturaleza impredecible de los datos irregulares.

Existen en la literatura numerosas propuestas de clustering robusto resistentes a
la presencia de datos atipicos. En este trabajo nos centraremos en aquellas basadas
en el recorte de los datos, una de las técnicas mas antiguas de la estadistica robusta,
cuyo uso sigue vigente hoy en dia debido a su efectividad y sencillez. La idea detras de
este procedimiento se basa en aplicar herramientas estadisticas usuales una vez se han
descartado los datos mas susceptibles de ser atipicos o contaminantes.

Un ejemplo tipico del recorte de datos es la denominada media recortada univarian-
te, que efectia la media de un conjunto de datos una vez descartadas la proporcién §
de las observaciones mds grandes y la proporcién § de las observaciones mds pequenas,
evitando que el resultado obtenido se vea muy afectado por valores atipicamente extre-
mos.
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1.2. INTRODUCCION DEL RECORTE

No obstante, no existe una generalizacion directa del recorte para el caso multi-
variante debido a la ausencia de un orden natural de los datos, es decir, no podemos
hablar de observaciones “grandes” o “pequenas”. Ademads, la “anomalia” de una ob-
servacion es un concepto extrinseco a la misma, dicho de otra manera, es el contexto
el que determina si una observacion es irregular, y no sus propias caracteristicas. Por
lo tanto, debemos considerar un recorte “imparcial”, esto es, debe ser el propio con-
junto de datos el que determine cuales son las observaciones més atipicas, que seran
recortadas, y no la elecciéon de una direccién o norma predefinida.

En la siguiente seccién veremos un primer método de clustering basado en el recorte
imparcial de los datos, extendiendo asi el método de k-medias. Este enfoque busca
solucionar la falta de robustez del algoritmo clasico, manteniendo una buena deteccién
de agrupaciones en presencia de ruido.

1.2. Introduccion del recorte

Un primer método robusto de agrupacion de datos basado en el recorte aparece de la
mano de Cuesta-Albertos, J. A., Gordaliza, A., Matran, C.[4], donde se introducen las
denominadas k-medias recortadas como una extension de las k-medias clasicas, de una
manera andloga a como la media recortada extiende a la media clasica. Este trabajo se
apoya en la idea de Gordaliza (1991a)[18] sobre la aproximacién a variables aleatorias
mediante el recorte, adaptandolo al contexto del clustering, y encontrando asi la mejor
aproximacion a un vector aleatorio por k elementos.

La idea detras del las k-medias recortadas se basa en aplicar el método de agru-
pacién clasico tras descartar una proporcion « de las observaciones, resaltando la pro-
porcion 1 — « restante, conformada por las observaciones consideradas mas “creibles”.
No esperamos que todas las observaciones recortadas sean datos atipicos, pero si que
la gran mayoria de datos atipicos hayan sido descartados. De esta manera, los datos
mas andémalos no participarian en la determinacién de los clusters, evitando que los
centroides se vean desviados por estas observaciones extremas. Con esta idea, se define
a continuacién el problema de k-medias para el caso muestral.

Problema de k-medias recortadas (caso muestral)

Dada una muestra x1, z9, ..., z, en R?, queremos encontrar k centros mi, ms, ..., mg
(denominados centros de k-medias recortadas) y una particiéon {Ry, R1, ..., R;} de los
indices {1, 2, ...,n} con Ry conteniendo una proporcién [na] de los indices y minimizan-
do:

k
oD Nl —myl)? (1.3)

j=1ieR;

Noétese que el sumatorio va desde 1 hasta k, luego la proporcién « de observaciones
contenidas en Ry han sido omitidas.
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Figura 1.5: Resultado de aplicar 3-medias recortadas al conjunto de datos de la figura
1.4 con a = 0.1 (izquierda) y o = 0.012 (derecha) para distintas contaminaciones.

Para comprobar la potencia del método, se ha aplicado el procedimiento de 3-medias
recortadas a los conjuntos de datos de la figura 1.4, tomando @ = 0.1 y @ = 0.012
respectivamente. El resultado obtenido se muestra en la figura 1.5, donde los datos
recortados han sido representados mediante cruces. Se puede observar como ahora el
método si que detecta correctamente los clusters buscados, pues la mayoria de los datos
contaminantes que introdujimos artificialmente han sido recortados.

Observando la funcién objetivo (1.3) a minimizar, se deduce que el conjunto de
observaciones recortadas Ry estd formado por la fraccién « de las observaciones mas
distantes a su centro mas cercano. Esta regla descarta los datos potencialmente atipicos,
priorizando aquellos que se ajustan a la estructura de los datos. Por otro lado, los centros
optimos se corresponden a los obtenidos tras aplicar el método de k-medias clasico sobre
el conjunto de datos no recortados. En consecuencia, el método de k-medias recortadas
se reduce al método de k-medias clasico para a = 0.

1.3. Estudio teodrico de las k-medias recortadas

Hasta ahora hemos abordado el problema de agrupacion desde una perspectiva
muestral, es decir, partiendo de un conjunto finito de datos y buscando los k represen-
tantes que mejor lo describen. En adelante buscaremos generalizar el problema a un
marco tedrico que nos permita no solo tratar conjuntos de datos, sino distribuciones de
probabilidad.

En este nuevo enfoque, el objetivo ya no es solo encontrar los k puntos que mejor
representan a una muestra, sino identificar los k representantes éptimos de una distri-
bucién de probabilidad dada. Consideramos por lo tanto un vector aleatorio X definido
en un espacio probabilistico (2,0, P), siendo Px la distribucién de probabilidad aso-
ciada a X. Esta generalizacién permite analizar la influencia de los datos atipicos no
solo en una muestra particular, sino en el comportamiento global del procedimiento de
agrupacién en un contexto mas abstracto.
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Noétese ademds que, este planteamiento, incluye el caso en que disponemos de un
conjunto de n individuos, {z1,...,2z,} C RP, que es el que hemos tratado hasta ahora.
Basta considerar la probabilidad muestral P,, que asigna una probabilidad % a cada
punto x;.

El paso del caso muestral al caso poblacional requiere ademas sustituir la funcién
objetivo en (1.3) por un andlogo tedrico definido sobre una distribucién de probabilidad.
La media, como mejor representante de un conjunto de datos, se generaliza a través del
concepto de esperanza matemaética, que se define como

B(X) = / z dPx(z) (1.4)

La eleccion de la esperanza matematica como mejor representante de una distribu-
cion estd fundamentada por el criterio de minimos cuadrados:

E(X)=arg min/ |z — al|* dPx(x) (1.5)
acRd R
No obstante, podemos generalizar aiin mas el modelo, considerando otros represen-
tantes asociados a otras medidas de disimilaridad. Sea una funcién ¢ : Rt — RT,
creciente, continua, con ¢(0) = 0 y tal que ¢(x) < ¢(o0) para todo z, mediremos en-
tonces la discrepancia entre dos puntos z e y como ¢(||z —y||), permitiéndonos extender
el concepto de media al de ¢p-media:

Definicién 1. Sea X : (Q,0,P) — R? un vector aleatorio y sea Px la probabilidad
inducida por X en R?. Sea una funcidn de penalizacion ¢ : Rt — RT, creciente,
continua, con ¢(0) = 0 y tal que ¢p(z) < ¢(00) para todo x. Suponemos que 3 a € RY
tal que [ ¢(||lz — a|) dPx(z) < oo. Entonces se denomina ¢-media de X a un vector
m € R? que verifique:

m = argmin/¢(”x ~al]) dPx(x)
acRd

Con estos ingredientes, podemos generalizar la funcién objetivo a minimizar para
el caso poblacional. Una forma natural de formalizar esta idea es definir la variacién de
un conjunto de k elementos, M, respecto un conjunto de Borel, A.

Definicién 2. Sean « € (0,1), k € N y ¢ una funcion de penalizacion. Para todo
congunto A tal que P(A) > 1—« y todo conjunto de cardinal k, M = {my, ma, ..., my},
en RP, se define la variacion respecto de M dado A como:

Vi (M) = P(lA)/A¢ (i?fk X — miH) dPx

gooey

Esta variacién mide qué tan bien representa el conjunto M la distribucién de la
probabilidad P condicionada a A. Nuestro objetivo por lo tanto es encontrar la mejor
de las representaciones de la distribucién en el conjunto méas “adecuado” que contenga
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la masa de probabilidad dada. Asi pues, se puede definir el problema de k-¢-medias
recortadas como sigue.

Definicién 3. Sea X : (2,0, P) — RP un vector aleatorio y sea P la probabilidad
inducida por X en R, Sean o € (0,1), k un nimero natural y ¢ : Rt — Rt una
funcién creciente, continua y tal que ¢(0) = 0. Si denotamos:

qu}k = inf Vdfl(M)
MCRP
#M=k

. : A
Vk’ o, a = an Vq5, k
Aepr
P(A)>1—«

El problema de k-¢p-medias recortadas consiste en encontrar un conjunto Ag con
P(Ap) > 1 —«a y un conjunto de cardinal k, My = {myi, my, ...,my}, tales que:

Vi (Mo) = Vi, 4, (1.6)

En caso de existir, My recibe el nombre de k-¢-media recortada. No obstante, para
facilitar la notacion lo demominaremos k-media recortada, y hablaremos del problema
de k-medias recortadas.

Una vez presentado el problema de k-medias recortadas, nuestro objetivo es estudiar
alguna de sus propiedades bésicas como la existencia de soluciones y la consistencia del
método. Para ello, seguiremos el enfoque utilizado en Gordaliza(1991a)[18], basado en
el uso de funciones de recorte, que generalizan a los conjuntos de recorte, permitiendo
una mayor flexibilidad en su tratamiento. No obstante, veremos que, una vez estudiada
la mejor solucién posible por funciones de recorte, esta es en esencia la funcién indicatriz
de una unién de bolas con el mismo radio.

Para el manejo de este tipo de funciones debemos introducir una serie de nociones
y resultados que faciliten los desarrollos posteriores.

1.3.1. Funciones de recorte: notacién y resultados clave

En adelante trabajaremos en un espacio probabilistico (€2, o, P), donde X : Q —
RP es un vector aleatorio con ley de probabilidad Px en la o-algebra de Borel, %P. La
funcién de penalizacién ¢ : Rt — R™ se supone continua, no decreciente y tal que

#(0) =0y ¢(x) < ¢(o0) para todo x.

Denotaremos por d(z,y) la distancia euclidea en RP. Para x € RP y C, D C RP,
denotaremos

d(z,C) = ifelfc d(z,y)
Y

y también

d(C,D) = Sup{ sup d(z,D), sup d(C,y)}
zeC y €D

20



1.3. ESTUDIO TEORICO DE LAS K-MEDIAS RECORTADAS

Noétese que esta tultima distancia, que usaremos como medida de disparidad de
dos conjuntos de k elementos, coincide con la distancia de Haussdorff para conjuntos
acotados.

Introducimos ahora la nocién de funciones de recorte, que constituyen la herramien-
ta clave para nuestros propdsitos. Sea a € (0, 1), 7o denota el conjunto de funciones de
recorte para X de nivel «, es decir:

To = { 7 :RP — [0, 1], medible y tal que/T(X) dPx =1— a}
y, T,— denota el conjunto de funciones de recorte de nivel 5 < «, esto es,

To- = { 7 :RP — [0, 1], medible y tal que/T(X) dPx > 1 —a} = U T3

BLa

Estas familias de funciones son una generalizacién de las funciones indicatrices de
conjuntos con probabilidad 1 — « (resp. al menos 1 — «), incluyendo la posibilidad de
que algunos puntos participen parcialmente en el recorte.

Esta generalizacién permite extender de forma natural el problema de k-medias
recortadas a través de la definicién de variacién respecto M dada una funcién de recorte.

Definicién 4. Sean a € (0,1), k € N y ¢ una funcion de penalizacion. Para todo
funcion T € T~ y todo conjunto de cardinal k, M = {my,mg,...,mi} en RP, se define
la variacion respecto M dado T como:

1

Ve )= ey apy

[ 70 otacx.an) apx

Esta nocién permite definir el problema de k-medias recortadas en el marco de
las funciones de recorte de manera andloga al problema para conjuntos de recorte. Si
denotamos por

Vi p = inf V(M)
MCRp
4 M=k

el objetivo es encontrar una funcién de recorte 79 y un conjunto de k elementos M,
si existen, tales que
V(;-O(Mo) =V, ¢, a (1.7)

Es claro que la solucién obtenida por funciones de recorte, serd mejor que la obtenida
por conjuntos de recorte, pues si Ay es el conjunto para el que se cumple (1.6) entonces

tomando 14, € T,-, se tendrd VfO(MO) = V;AO(MO) > Vi, ¢, a-
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A continuacién, se exponen una serie de resultados esenciales en la demostracién
de la existencia de las k-medias recortadas, adaptados de [18] y generalizados para k
elementos.

Lema 1.1. Sean M = {my,...,my} CRP y B € (0,1). Denotaremos la bola generalizada
centrada en M y de radio r > 0 por
k

B(M,r) = B(mi,r),
=1
Yy sean

rg(M)=inf{r>0:Px(B(M,r)) <1- < Px(B(M,r))}

™, g = {T SO IB(M»TB(M)) STS IE(MM;(M))}
entonces, para todo T € Ty, g se tiene:
(a) [T(X)p(d(X,M)) dPx < [7'(X)¢(d(X,M)) dPx para todo 7' € 73

(b) Si ¢ es estrictamente creciente, entonces la desigualdad en (a) es estricta si y
solo si 7' € T3 — T, 8

Demostracion. Para facilitar la notacion durante la demostracién denotaremos B =
B(M,rg(M)). Sean 7" € 73 y T € Tas, . Teniendo en cuenta que Ip < 7 < I, es facil
ver que:

7(z)(1—7'(2)) =0 para todo = ¢ B (1.8)
/T(X)(l —7(X)) dP = /T/(X)(l —7(X)) dP (1.9)

y
(x)(1 —71(x)) =0 para todo x € B (1.10)

Nétese que en (1.9) se ha utilizado que 7,7’ € 73, y en consecuencia, [ 7(X) dP =
J7(X) dP =1 — p. Ahora, aplicando (1.8), (1.9) y (1.10) sucesivamente se tiene que:

/ H(X)(1 — 7(X)) (X, M)) dPyx
< @(TQ(M))/T(X)(I _ (X)) dPyx (1.11)
—a(rs() [ 7/(X)(1 - 7(X)) dPx

g/r’(X)(l—T(X))CIJ(d(X,M)) dPx (1.12)
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Y, por la tanto, deducimos que

/T(X)@(d(X, M))dPyx = /T(X) (X)) ®(d(X, M) dPx
- /T(X)(l — (X)) ®(d(X, M)) dPx
< /T(X) 7(X) ®(d(X, M)) dPx
- /T’(X)u —7(X)) ®(d(X, M)) dPx
:/T’(X)cp(d(x, M))dPx;
y hemos probado la primera parte del lema. Obsérvese que la igualdad se cumple

si y solo si se da la igualdad en (1.11) y (1.12). Ahora bien, la igualdad en (1.11) se
cumple si y solo si

/ 7(z)(1 - 7'(z)) dP =0,
B
equivalentemente,

/ (1—+(x)) dP =0,
B

es decir,

De forma andloga, la igualdad en (1.12) se da si y solo si

/C (@) (1= (x)) dP =0,

B

equivalentemente,

esto es,

Por lo tanto, la igualdad de (a) se cumple si y solo si Ip < 7/ < I para casi todo
x con respecto a la medida Py, es decir, si 7/ € 73/, 3. O

A partir de este lema se deduce que la variacién S-recortada sobre M, definida por:
1
Vo, s(M) = 5 [ T(0)2W(X, M) P
coincide para cualquier funcién en 7y, g, por tanto, usaremos esta misma notacion
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para referirnos a cualquier funcién de 7y, 5. Nétese que el nombre de S-variacién sobre
M es consistente, pues no depende de la funcién de recorte 7 tomada.

El siguiente lema nos ayudaré a comprobar un resultado sencillo en concepto, pero
no tanto en su prueba: aumentar la proporcion de recorte siempre conduce a disminuir
el valor de la funcién objetivo.

Lema 1.2. Manteniendo la notacion del Lema 1.1, si 8 < «, se tiene que:
(a) Voo(M) < Ve g(M)

(b) si @ es estrictamente creciente, entonces la igualdad en (a) se da si y solo si
ra(M) =rg(M) y Px[B(M,ro(M))] =0.

Demostracidn. Primero nétese que, para todo a € (0,1), sean 7,7 € Ty, o se tiene

/ #(X) D(d(X, M)) dP = / #(X) B(d(X, M)) dP.
Podemos asumir por lo tanto sin pérdida de generalidad que 7a75(X) > Tara(X)
para casi todo .

De hecho, siempre es posible elegir 747 3 ¥y Tar,o tales que a7 3 > Tar,o en todos los
puntos. En consecuencia,

/(TM,ﬂ(X)—TM,a(X)) P(d(X,M))dP > ‘I)(Ta(M))/(TM,,B(X) — TM,a(X)) dP.
(1.13)

Ademas, como Ty, o < IE( Mo (M) también se deduce que

B(ro (M) / (X)) dP > / (X)) ®(d(X, M)) dP. (1.14)
Ahora, aplicando (1.13) y (1.14) sucesivamente:

/TM,Q(X)dP/(TMﬁ(X) — Tma(X)) ®(d(X,M))dP

> [ a(X)dP @a(00) [ (rarp(X) = masal(X)) P

> /TM’Q(X)‘P(d(X,M))dP/(TMﬁ(X) — Tm,a(X))dP
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Por lo tanto

/TMM(X) dP/TMﬁ(X) O(d(X,M))dP
_ / (X)) dP / rat.a(X) B(d(X, M)) dP

+ / Tata(X) dP / (1ar.5(X) — Tara(X)) B(d(X, M)) dP
> / ata(X)dP / Tata(X) ®(d(X, M)) dP

+ / at.a(X) ®(d(X, M)) dP / (1a1.5(X) — Ta1.a(X)) dP
_ / Tap(X) dP / Tata(X) B(d(X, M)) dP

es decir,

(1—-a) /TMﬂ(X) O(d(X,M))dP > (1 - ) /TM@(X) O(d(X,M))dP.

Lo que implica que Vg (M) < Vg g(M), justo como querfamos probar.

Ahora bien, la igualdad en (a) se cumple si y solo si (1.13) y (1.14) son igualdades.
Veamos cuando se dan ambas.

La igualdad en (1.13) se cumple si y solo si

/BC (Tar5(X) — T a(X)) dP =0

(donde B = B(M,ro(M)) es la bola generalizada de centro M y radio r4(M)).
Esta igualdad que se cumple si y solo si fgc Tar,3(X) = 0, lo cual ocurre si y solo si
ra(M) = rg(M).

Andlogamente, la igualdad en (1.14) se da si y solo si
/ TMo(2)dP =0,
B
0 equivalentemente cuando,

P(B)=0

Proposicién 1.1. Manteniendo la notacion de los lemas 1.1 y 1.2, se tiene que

Vi, o, a = inf Vo, o(M)

MCR P
#M=k
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Demostracion. Sea 7 € 7,- y M C RP, con #M = k. Aplicando sucesivamente los
lemas 1.2 y 1.1 se tiene

1
l—«

/TM, (X)) B(d(X, M) dP < 1) dP/T(X) ®(d(X, M)) dP

Jr(x

es decir,

Vo, o(M) < Vg(M), para cada T € T,

y a partir de esto se deduce el resultado.

Este resultado nos permite reducir el problema de k-medias recortadas por funciones
de recorte a la busqueda de un conjunto de k elementos, My = {m1,...,my} C RP, tal
que

Vo, «(Mo) = Vi, ¢, a (1.15)

Recuérdese que, en virtud del Lema 1.1, la variacién -recortada respecto un con-
junto M, Vg g(M), se minimiza tomando cualquier funcién de 7y, g, que es en esencia
la funcién indicatriz de una bola generalizada centrada en M. Por lo tanto, en caso de
existir, la solucién del problema de k-medias recortadas por funciones de recorte es la
solucion del problema de k-medias recortadas basico, es decir, por conjuntos de recorte.

Por otro lado, el Lema 1.2 muestra que para minimizar la variacién (-recortada
sobre M, es estrictamente mejor recortar la cantidad exacta «, salvo el caso en el que
la masa de probabilidad de B(M,r,(M)) esté concentrada en la frontera de la bola.

1.4. Existencia de k-medias recortadas

Una vez presentado el problema de k-medias recortadas, nos centraremos en analizar
algunas de sus propiedades basicas. Comenzamos estudiando el problema de existencia,
esto es, nos preguntamos si siempre existe un conjunto de k elementos que minimice la
variacién de X, es decir, que verifique (1.15). Para estudiar esta cuestién seguiremos la
serie de resultados planteados en [4], que aseguran la existencia de k-medias recortadas
para cualquier vector aleatorio X cuando « € (0,1).

En el caso o = 0, que corresponde al método de k-medias clésico, la funcién objetivo
a minimizar puede escribirse como

i=1,...,

e | (Lo ) on
Sop(X) '

luego es necesario imponer ciertas restricciones que aseguren que la integral es finita
para algin M C RP.
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En el caso a > 0, este inconveniente desaparece, pues siempre nos podemos restringir
a un compacto en el que dicha integral serd finita. Basta por ejemplo considerar una
bola B = B(0,r) tal que Px(B) > 1— «, y se tiene

1
~ Px(B)

Vi 0. o(X) < VE(0) / I5(X) $(d(X,0)) dPx < é(r) <00 (L16)

Gracias al recorte, podemos entonces asegurar la existencia de una solucién éptima,
resultado que recogemos en el siguiente teorema, y que supone el objetivo principal de
esta seccidn.

Teorema 1.1. Existencia de k-medias recortadas

Sea X : Q — RP un vector aleatorio con probabilidad asociada Px. Sean o« € (0,1),
keNyg¢:RT — RT una funcidn continua, no decreciente y tal que $(0) = 0 y
o(z) < ¢(00) para todo x. Entonces, existe una k-media recortada de X.

Antes de demostrar este teorema, presentamos dos resultados claves para su prueba.
Primero veremos la continuidad de la variacién recortada Ve, (M) con respecto a M,
lo cual sera también esencial en la consistencia del método. Posteriormente, compro-
baremos la idea natural de que esta variaciéon mejora al anadir mas clusters, pues es
evidente que un mayor nimero de representantes aproximara mejor la estructura de la
distribucion.

Proposicién 1.2. Sea M, = {m[,...,m}}, n=0,1,2,..., una sucesion de conjuntos
de k elementos en RP que satisface

M, — My en la distancia de Hausdorff cuando n — oo

FEntonces se tiene
Vo ,o(Mp) = Vo o(My)  cuando n — oo.

Demostracion. Con el fin de hacer la demostracién més clara denotaremos r,, = r4(M,,)
Y Tn = TM,,a, Para n =0, 1,.... Es sencillo probar que lim,, o r,, = 70.

Denotemos por Dy, = |V o(My,) — Va,o(Mp)|. Entonces, se tiene que
(1-a)D, = ‘/Tn(X) ®(d(X,M,))dP — /Tg(X) P (d(X, My)) dP'
< ‘/Tn(X)(cb(d(X, M,)) — ®(d(X, My))) dP’

- '/ (Tn(X) = 70(X)) @ (d(X, Mo)) dp’

=G, + H,

Donde se ha aplicado la desigualdad triangular. Basta ver entonces que lim, oG =
limy, oo H;, = 0 para deducir el resultado.
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1.4. EXISTENCIA DE K-MEDIAS RECORTADAS

Considerando la distancia de Haussdorff, sabemos que d(X, M,,) — d(X, My) — 0
cuando n — oo. Ademsds, en virtud del teorema de Heine-Cantor, ¢ es uniformemente
continua en todo conjunto compacto, por lo que

Gy < /Tn(X)Q’(d(X, M,)) — ®(d(X, Mp))| dP
<(1- a)( sup | (d(z, M,)) — ®(d(z, Mo))|> — 0 cuando n — oo.

:cEE(Mn,rn)

Para demostrar que H,, — 0 cuando n — oo, denotaremos
E,={zeRP:1,(z) >10()} v F,:={zeRP:7,(z)<7(z)}

Como 7, € 7o paran =0,1,2,..., entonces se tiene
0= / (Tn(2) — 10(x)) dPx
= / (Tn(x) — To(x)) dPx +/ (Tn(x) — To(x)) dPx

n n

de donde se deduce que

/ (Ta(z) = T0(2)) dPy = / (To(z) — Tn(z)) dPy.

Ademés, como E,, C B¢(My,r9) N B(M,, r,), para todo = € E, se cumple
®(d(z, Mo)) < ®(d(z, My) + d(My, Mo)) < ®(ry, + d(My, My))

De manera ansloga, teniendo en cuenta que F,, C B(My,ro) N B¢(M,, r,), para
todo z € F,,

®(d(z, Mo)) =z ®(d(z, My) —d(Mp, My)) = (rn — d(Mp, Mo))
Por otro lado, en virtud de la definicién de 7
[ @0) = ) B(ax, M) aP >0,

pues se trata de la funcién de recorte éptima para My. A partir de estas desigualdades
podemos acabar deduciendo:

H, = / (7 (X) — (X)) B(d(X, Mp)) dP

- / (7 (X) — 70(X)) B(d(X, Mo)) dP

n

~ [ o) = 7)) B(AX, M) dP <

n
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< ®(rp, + d(Mn,Mo))/ (Tn(X) —10(X)) dP

n

— ®(r,, — d(M,, MO))/ (10(X) — (X)) dP

n

< ®(ry, + d(My, My)) — @(ry, — d(M,, My)) - 0 cuando n — co.

En consecuencia, D,, = |Vg o(My) — Vo, o(My)] — 0, y hemos probado la conti-
nuidad de la variaciéon a-recortada.

O]

Proposicién 1.3. Sean M = {my,...,my} CRP y o € (0,1). Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) Vo o(M) > 0;

(b) existe mg € RP tal que Vo o (M U{mo}) < Vo (M).

Demostracion. Solo probamos que (a) implica (b), la otra implicacién es trivial, pues

la variaciéon a-recortada es mayor o igual que 0.
Supongamos que Vg (M) > 0. En consecuencia, se tiene que ro(M) > 0y

Px (M) < 1 — a. Ademés, para todo r < ro(M), tenemos que Px(B(M,r)) < 1 — «

y por tanto se puede encontrar un my € RP y rg > 0 tal que la bola By = B(mqg,70)
satisface:

(i) fBo Ta,m(X) dP > 0;
(ﬁ) mfni:l,...,k ”mz - moH > %TQ(M);
(ili) ro < $ra(M).

Y en consecuencia,

V<I>,a (M) =

Mo (X)®(d(X, M))dP
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1
11—«

v

/TMya(X) min{®(d(X, M)), ®(d(X,mg))} dP

> 1 [ T R M U o)) P
= Vo oM U{mg}).

Y obtenemos la desigualdad deseada. O

En virtud de la Proposicion 1.1, sabemos que existe una sucesién de conjuntos de
k elementos M, = {mf, ..., m} CRP, n=0,1,2,... tal que:

V<1>7 a(Mn) \[, ij P, a(X) st N — 00 (1.17)

Con el fin de probar el Teorema 1, veremos primero la existencia de subsucesiones
convergentes de {M,}, , y posteriormente comprobaremos que los conjuntos limite son
k-medias recortadas del vector aleatorio X. Comenzamos con un lema previo:

Lema 1.3. Sea {My}, la sucesion descrita en (1.17). Sean a, = min;—; _j d(mf},0) y
rn = ro(My). Entonces, las sucesiones {an}n y {rn}n estin acotadas.

Demostracion. Sea v < oo tal que Px(B(0,7)) > 1 — a. Entonces, para todo n =
1,2,..., se tiene que
ap =Y <Tp < an + 7.

Luego basta con probar que una de las sucesiones mencionadas estd acotada.

Primero, obsérvese que en virtud de (1.16) y (1.17):
V@,a(Mn) ~L Vk,qb,a(X) < (I)(7) < (I)(OO) (1'18)

Sean {e,}n v {¥n}n dos sucesiones de nimeros positivos tales que &, | 0, v, 1 oo,
y P[X € B(0,v,)] > 1 —¢&y. Si {a,}n no estuviera acotada, podriamos encontrar una
subsucesién (que denotamos como la inicial) tal que a,, > 2, paratodon =1,2,...y
entonces, si denotamos B,, = B(0,), para cada x € B,, se tiene que

d(x, M,) = ‘_Hln'nkd(:n,m?) > ._Hlu'nk (d(m7,0) —d(z,0)) = an —v >~

En consecuencia:

V<1>7a(Mn) >
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1.4. EXISTENCIA DE K-MEDIAS RECORTADAS

l—a—c¢
> O(yy) - ———

lo cual contradice (1.18).

T ®(o0),

l1—«a

O]

Podemos ahora demostrar el teorema angular de esta seccidén, que garantiza la
existencia de k-medias recortadas, cuya prueba exponemos a continuacién:

Demostracion Teorema 1.1- Existencia de k-medias recortadas. En virtud del

Lema 1.3, existe un conjunto no vacio I C {1,...,k} y una subsucesiéon de {M,}, =
{{m?,...,m}}}n (que denotamos como la inicial) tal que:
si ¢ ¢ I, entonces d(m;',0) — oo cuando n — oo, (1.19)
sii€ I, existe mY € R tal que m? — mY cuando n — oo. (1.20)

A partir de una reordenacioén correspondiente de los indices se puede suponer, sin
pérdida de generalidad, que I = {1,...,h} con 1 < h < k. Si denotamos por M/ =
{m7, ... ompyyrh =ro(MP), paran =1,2,..., resulta trivial que v}, > r,,n = 1,2, ...,
y que la sucesién {r] }, estd acotada.

Veamos que la variacién de la sucesién {M/'},, tiende a la a-variacién minima, es
decir

Vo o (M, ) = Vhoo cuandon - o00 y Viea = Vioa (1.21)

Tomemos {&,}n ¥ {Vn}n tales que &, | 0, v, 1 00, y P[X € B(0,v,)] > 1—¢,. Por
(1.19) y (1.20), podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que para todo n € N,

d(mj,0) > 2y, parai=h+1,...,k,

h k
(U B<m?,m>> n ( U B<m?,rn>) = 0.
=1 i=h+1

PX(O B(m )><6n

i=h+1

A partir de esto, se pueden acotar las variaciones por

1

<
qu( )_1—a

[/ T (X) @(d(X, My!)) dP + ®(ry,) 5n]
B(MPry)
y deducir que

(1 — Q)Va o(M,) z/B(M )Tn(X)q>(d(X,Mg))dP



1.5. UNICIDAD DE K-MEDIAS RECORTADAS Y PUNTOS FRONTERA ENTRE
CLUSTERS

Ahora tomando limites en la expresién anterior, y teniendo en cuenta que lim,,_,o, ®(r],)e, =
0 pues (7],), estd acotada, se tiene

lim Vipo(Mp) > lim Vo.o(M") > Vi .0(X), (1.22)

n—oo

y a partir de estas desigualdades y de (1.17) se obtiene

Vida = nh_{glo Vo.o(Mp) > Vi a.a-

Entonces, necesariamente Vi ¢ o = Vio,0 y (1.21) se cumple. Ademds, por la Pro-
posicién 1.2, tenemos

Vo.o(M") = Vi o(MP)  cuando n — oo (1.23)
y de (1.22) y (1.23) se deduce que

Vfb,a(Mél) = Vh,@,a(X)a
y entonces MJ = {m?,...,m)} es una h-media recortada de X.

Ahora, si h =k, M(’)L es una k-media y la demostracion esta completa. Si h < k, la
igualdad Vj, .o = Viga en (1.21) y la Proposicién 1.3 implican que VooMP) =0y
entonces la existencia estd obviamente garantizada para todo k > h, pues basta anadir
puntos hasta llegar a k elementos. O

Como ya adelantamos previamente, el lema 1.1 establece una relacién entre las k-
medias recortadas y las funciones de recorte éptimas. Asi pues, la funcién de recorte
6ptima coincide con la funcién indicatriz de un conjunto medible, lo que asegura la
existencia de k-medias recortadas. Esta relacion se recoge en el siguiente corolario:

Corolario 1.1. Bajo las hipdtesis del teorema 1.1, si ® es estrictamente creciente y
70 y Mo son soluciones de (1.7), entonces

IB(Mo, ra(Mo)) < 70 < Tgapy, ro(Mo)) > P, —ctp

De hecho, si P, es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue en RP,
se tiene,

IB(M07 Ta(MO)) =170 9 qu - Ctp

1.5. Unicidad de k-medias recortadas y puntos frontera
entre clusters

Una vez se ha garantizado la existencia de soluciones 6ptimas para el problema
de k-medias recortadas, surge de forma natural preguntarse si se da la unicidad, o si,
en cambio, podemos encontrar distintos conjuntos de k elementos que minimicen la
variacién. Este factor tiene una gran influencia no solo a nivel tedrico, sino también en
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la practica, pues en caso de existir varias soluciones 6ptimas, podriamos llegar a una u
otra solucién en funcién de la inicializacién que tomemos.

Consideramos una k-media de X, My = {m{, ..., mg}, con funcién de recorte
6ptima asociada 7y y radio 6ptimo rg, esto es,

IB(MO, To) S 70 S IF(M@, 7'0)7

donde IE( Mo, 7o) el conjunto de recorte 6ptimo salvo por quiza parte de la frontera.
Sabemos que My induce una particién en B(My, 7o) en k clusters de la siguiente
manera: el cluster A; estd formado por los puntos que estan mas cerca de m? que de
los £ — 1 puntos restantes de My. Los puntos de la frontera entre clusters pueden ser
asignados a cualquiera de estos, pues la k-variacién recortada no varia.

De hecho, el conjunto My también induce una particiéon de la k-variacién recortada
en variaciones correspondientes a cada cluster:

Vioo o= g [ MO, Mo)) dP

k
1 Z}/A (X)D(d(X, m?)) dP

1— a4

A su vez, para la particiéon obtenida, m? debe ser una ¢-media del correspondiente
cluster A; para cada i = 1,...,k, o mas precisamente, una ¢-media de X dado A;; es
decir, una solucién de

inf / 70(X)®(d(X, m)) dP
meRP A,

De lo contrario podriamos disminuir la variacién en algunos clusters remplazando
m?, t = 1,...,k, por ¢-medias de los clusters correspondientes, y My no seria una
k-media recortada de X.

Como consecuencia, concluimos que la unicidad de las k-medias recortadas depende
no solo de la unicidad del conjunto de recorte, sino también de la unicidad de las ¢-
medias dado cada cluster. Es sencillo ver que la unicidad del conjunto de recorte no se
da en general, y no resulta complicado encontrar algin caso que lo ilustre. Por ejemplo,
tomemos a = %, k=1, y supongamos que P es una distribucién uniforme en la bola
unidad. Es evidente que existen infinitas posibilidades de recorte de los datos que nos
llevan a soluciones 6ptimas de nuestro problema. La figura 1.6 muestra 3 de las posibles
soluciones que minimizan la variacion de la distribucién.

En cuanto a la unicidad de las k-¢-medias no existen resultados generales, no obs-
tante, a continuacién recogemos un resultado para el caso k=1.

Proposiciéon 1.4. Si & es estrictamente convezxa, entonces la ®-media de P es inica.

Demostracion. Supongamos que m, m* € RP son dos ®-medias distintas de P. Sea
A € (0,1), consideramos my = Am + (1 — A\)m*. Teniendo en cuenta que P es creciente
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=T =T o
w | w | w |
o o o
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Figura 1.6: Soluciones éptimas por recorte de 1-media de una distribucién uniforme en
la bola unidad.

y convexa, se tienen las siguientes desigualdades

/ B[llz — ma|]P(dz) < / B\l — ml| + (1 — N) [lz — m*||P(dz)
<A / B[l — ml]|P(dz) + (1 - \) / &[|lz — m* || P(dz)
- / &[|lx — ml]P(dz) (1.24)

Si @ es estrictamente convexa, la ultima desigualdad es estricta salvo que || — m|| =
lx = m*|| P — c.t.p, lo cual solo ocurre si

P{x+m+Tm:<x,m—m*>:o}=1 (1.25)

donde (-, -) denota el producto escalar usual en RP.

Por otro lado, si x verifica (x,m —m* = 0), entonces
m+m* m+m*
25) 25

La convexidad estricta de ® implica que ® es estrictamente creciente. Por lo tanto,
si se cumple (1.25), entonces la primera desigualdad en (1.24) es estricta, lo cual es
absurdo pues m es una ®-media de P. O

Hemos probado por lo tanto no solo que una k-media recortada induce una par-
ticién de B(Mo,r0) en k clusters, sino también que, si ® es estrictamente convexa y
excluimos casos degenerados en los que algin cluster tiene probabilidad cero, la parti-
cién determina la k-media recortada. Resumimos estas consideraciones en la siguiente
proposicion.
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Proposicién 1.5. Con la notacion previa, m? es una ®-media de P dada 19 y A;, para
i=1,...,k. De hecho, si ® es estrictamente convexa y P(A;) > 0 entonces m? es la
tunica ®-media de P dada 19 y A;, parai=1,... k.

Estos resultados han sido sacados de [3], donde se analiza la forma en la que P
puede asignar probabilidad a la frontera de los clusters. Podriamos pensar que, para
los puntos que se encuentran en la frontera entre dos clusters, el método “reparta”
su masa de probabilidad entre ambos grupos, sin embargo, veremos que bajo ciertas
condiciones de la funcién @, la frontera de un cluster tendrd probabilidad cero. Antes
de llegar al teorema que recoge este resultado, enunciamos otra propiedad importante
de las ®-medias, consecuencia directa del teorema de separacién por hiperplanos.

Lema 1.4. Supongamos que ® es estrictamente convexa y que A es un conjunto con-
vexo. Entonces la ®-media de P dado A estd en la adherencia de A.

Teorema 1.2. Usando la misma notacion introducida en los resultados previos. Sea
My = {mi,...,my} una k-media recortada de P dado o € (0,1) y B = B(Mo,ro(Mp)).
Si ¢ es estrictamente convexa y su primera derivada existe y es continua, entonces:

1. Pl e B: |z —my|| = |lz —my[|} =0 sii#j

2. Sea D la frontera topoldgica de B(My,1¢). Entonces la funcion de recorte dptima
T verifica una de las siguientes condiciones:

a) [p7o(x)dPy = 0 (es decir, D no se encuentra en el conjunto dptimo de
recorte, Px|[B(My,10)] =1—«)

b) [p7o(x)dP, = P(D) (es decir, D estd contenido en el conjunto dptimo de

recorte, Px|[B(Mp,r0)]=1—«)

c) Existe un punto x¢ en D tal que toda la probabilidad de D estd concentrada
en g (es decir, P(D) = P({xo})

La demostracion de este teorema se incluye en el apéndice.

1.6. Comnsistencia de las k-medias recortadas

Una vez presentado el problema de k-medias recortadas y estudiado alguna de sus
propiedades béasicas, nos preguntamos acerca de la consistencia del método. General-
mente, trabajaremos sobre un conjunto de datos de n individuos, y encontraremos la
mejor representacion de este conjunto mediante k-medias. A menudo, este conjunto de
datos es una muestra de una distribucién de probabilidad, y cabe preguntarse si los
centros 6ptimos obtenidos para el caso muestral se aproximan a los de la distribucién
tedrica.

Estudiaremos por lo tanto el comportamiento asintético de este método, compro-
bando la convergencia de las k-medias recortadas empiricas a las k-medias recortadas
tedricas, siguiendo el estudio realizado en [4].
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En lo que sigue, { X, }, es una sucesién de vectores aleatorios en R? definidos en el
espacio probabilistico (Q, o, P)y M, = {m},...,m}}, n=0,1,2,..., es una k-media
recortada de X, con funcién de recorte 6ptima asociada 7, y radio 6ptimo r,. Ademads,
denotamos por V,,[= Vi, &, o(Xyn)], n=0,1,2, ..., a la k-variacién recortada de X,,.

Comenzaremos con un pequeno lema técnico necesario para la posterior prueba de
la consistencia.

Lema 1.5. Si X,, =% Xy, y denotamos por a, = mini=1,. d(m},0) paran =1,2,...,
entonces {an}n y {rn}tn son sucesiones acotadas.

Demostracion. Sabemos que existe una bola B(0, ), con vy < oo, tal que Px,, [B(0,7)] >
1 — « para todo n = 1,2, ... Entonces, para todo n = 1,2, ..., tenemos

ap — 7 <1y < ap + 7,

por lo que es suficiente con probar que una de las sucesiones esta acotada. Para empezar,
nétese que

1

Y = e (B(0,7))

/IB(OW)(Xn)@(d(Xn,O))dP < P(y) < P(oc0) paran=1,2,...
(1.26)

Ahora, sean {e,, }n, y {n}n sucesiones tales que &, | 0, v, T 0oy P[X,, € B(0,v,)] >
1—e,.

Siguiendo un razonamiento andlogo al del lema 1.3, si {a,}, no estuviera acotada
podriamos obtener una subsucesién (que denotaremos como la inicial para facilitar la
notacion) tal que a,, > 27, para todo n = 1,2,... y entonces tendriamos

1
1—«
1
1—«

> O(vn)

v, > / T (X)) ®(d(X,0, M,)) dPy,
B(O:'Yn)

>

/ T (X0)® (1) APy,
B(O:'Yn)

l—a—¢,

1 @(c0)

l—«

lo cual es contradice (1.26). O

A continuacién, se expone un resultado previo a la consistencia, que demuestra
que bajo ciertas condiciones, las k-medias recortadas de una sucesién de distribuciones
que converge casi seguro a otra distribucién, convergen a la k-media recortada de esta
ultima. Para facilitar la visualizacién y el seguimiento del desarrollo, la prueba de este
teorema se incluird en el apéndice.
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Teorema 1.3. Manteniendo la notacion previa, asumimos que:
a) Xn =25 X,
b) Px, es absolutamente continua;
¢) Mo={m{,...,m%} es la tinica k-media recortada de X

Entonces

M, — My (en la distancia de Haussdorff) cuando n — oo

V. = Vo cuando n — oo

Nétese que, en el teorema anterior, se pide que {X,},, converga casi seguro a X.
No obstante, el teorema de representacién de Skorohod permite extender el resultado
incluyendo la convergencia en distribucién. Este resultado es clave para poder asegurar
la consistencia del método, a través de la convergencia de probabilidades empiricas a
la probabilidad teédrica.

Corolario 1.2. 5% suponemos que todas las hipdtesis del Teorema 1.3 se satisfacen y
(a) se remplaza por:

v (a*) X,, = Xo converge en distribucion

Entonces
M,, — My (en la distancia de Haussdorff) cuando n — oo

Vi—= Vo cuando n — oo

Demostracion. Aplicando el teorema de representacién de Skorohod, existe una suce-
sién {Y,}, de vectores aleatorios en RP tales que Py, = Px, Py, = Px, e Y, = Yj c.s.
Por tanto, el resultado se deduce aplicando el teorema anterior a la sucesién {Y,,},,. O

Como consecuencia de este corolario, llegamos al teorema objetivo de esta seccion,
que demuestra la consistencia del método de k-medias recortadas.

Teorema 1.4. Consistencia de las k-medias recortadas. Sea {X,}, una suce-
sion de vectores aleatorios independientes e igualmente distribuidos, con probabilidad
asociada Px. Sea {P¥} una sucesion de medidas de probabilidad empiricas (es decir,
PY(A) = 15 . 1a[Xi(w)]. Asumimos que Px es continua y que existe una tini-
ca k-media recortada para Px, que denotamos por My. Si {M¥},, es una sucesion de
k-medias recortadas empiricas, entonces:

v (a) d(M¥, My) — 0, para P-casi todo w
» (0) Vi o o(PY) = Vi, o, o(Px), para P-casi todo w

Demostracion. Sea A = {w € Q : PY —4 Px}. Es bien sabido que P(A) = 1, luego el
resultado se sigue del corolario 1.2. O
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Capitulo 2

Clustering sobre formas elipticas

A menudo se tiende a pensar en el andlisis de datos como una ciencia exacta, que a
través de distintos procedimientos y técnicas sistemadticos siempre devuelve resultados
objetivos. No obstante, esta percepcién esta lejos de la realidad, y los resultados de
nuestro andlisis cluster suelen estar en gran parte influenciados por el método utiliza-
do, asi como por las suposiciones realizadas sobre el modelo probabilistico que genera
los datos. Por ello, debemos conocer bien las limitaciones que presentan los métodos
que usamos para un analisis cluster, y procurar usar un procedimiento que se adapte
correctamente a la estructura de los datos.

El algoritmo de k-medias cléasico, introducido en el primer capitulo, presenta una
conocida preferencia por la formacién de clusters esféricos. Esta caracteristica es causa
de la propia definicién de los clusters (ver (1.2)), los cuales se forman asignando cada
punto al centroide més cercano mediante la distancia usual en RP. Esta falta de fle-
xibilidad se induce también en el método de k-medias recortadas, donde de nuevo se
emplea la distancia usual en la asignacién de puntos.

Otra limitacién del método de k-medias recortadas estd relacionada con la suposi-
cién de igualdad del tamafio de los clusters. Este método asume que los grupos poseen
una varianza similar, lo que puede generar problemas ante la presencia de grupos con
tamanos o densidades muy distintas. Por ejemplo, si un grupo pequeno se encuentra
préximo a un grupo grande, el algoritmo tiende a “absorber” el grupo de tamano mas
reducido dentro del de mayor tamano. De la misma manera, un grupo de gran extensién
puede ser dividido en clusters méas pequenos, pues el método favorece la formacion de
particiones de dispersion similar.

En este capitulo presentaremos algunos de los métodos de clustering robusto basa-
dos en modelos, surgidos como una extensién de las k-medias recortadas con el objetivo
de solucionar estas limitaciones. Analizaremos la evolucién de estos métodos, asi como
las motivaciones que condujeron a su desarrollo. La base de estos procedimientos es la
metodologia TCLUST, introducida en Garcia-Escudero, L. A., Gordaliza, A., Matran,
C., & Mayo-Iscar, A. (2008)[12], que constituye un marco general para el tratamiento
de los distintos problemas que se presentaran, y que ha ido evolucionando durante los
anos segun estas extensiones del modelo han sido desarrolladas. Por ultimo, describi-
remos un método de clustering basado en modelos de mezcla, que permite establecer
probabilidades de pertenencia a los clusters para cada individuo, proporcionando asi
una mayor interpretabilidad a los resultados.
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2.1. Extension del modelo: metodologia TCLUST

En aplicaciones reales de clustering es frecuente tratar con conjuntos de datos de
estructura variada y heterogénea, en los que podemos encontrar grupos de formas alar-
gadas y muy diversas, lejanas de la esfericidad.

Las k-medias recortadas, tratadas en el capitulo anterior, surgieron como una ro-
bustificaciéon del método de k-medias clasico, solucionando su sensibilidad a la presencia
de datos atipicos mediante el uso del recorte. Sin embargo, conservan muchos de los
principales inconvenientes y problemas del método original, entre los que destaca la
falta de flexibilidad, pues, al tomar la distancia euclidea como medida de similaridad,
se establece una preferencia por la bisqueda de clusters con forma aproximadamente
esférica y de tamano similar (véase la figura 2.1).
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Figura 2.1: Resultado de aplicar 3-medias recortadas sobre un conjunto de datos for-
mado por muestras de 3 normales multivariantes.

Esta limitacion justifica la eleccion de otra medida de similaridad de los datos que
permita identificar clusters de forma diversa. La suposicién de normalidad de los clusters
ofrece un marco de trabajo flexible, permitiendo el uso de las distancias de Mahalanobis
asociadas a cada cluster como medida de proximidad de las observaciones, definida como

ds(asp) = /(@ — 0TSz — p)

siendo p el centroide del cluster y ¥ la matriz de covarianzas asociada.

Esta medida tiene en cuenta la correlacién entre las variables y las escalas de cada
dimensién. Gallegos y Ritter(2005)[11] proponen una extensién de las k-medias recorta-
das basada en esta distancia. Aparece asi el denominado “modelo de outliers espurios”

b
que modela la estructura de los datos, asumiendo la generacién de las observaciones re-
gulares por k distribuciones normales multivariantes, més la presencia de contaminacién
generada por una distribucién indefinida.

Consideremos un conjunto de datos {x1,...,x,} C RP. Sea f(x, u,X) la funcién de
densidad de una normal multivariante de dimensién p con vector de medias p y matriz
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de covarianzas X.. La funcién de verosimilitud del “modelo de outliers espurios”[11] se
describe como:

k
T IT f@ismn )| | I oite) (2.1)

j=1ieR; i€Rg

donde { Ry, ..., R} es una particién de {1,...,n} con #Ry = [na]. El conjunto de
indices Ry hace referencia a las observacién “no regulares”, generadas por distribuciones
de probabilidad g; desconocidas.

Este modelo introduce una matriz de dispersién no necesariamente esférica para
los clusters, permitiendo asi identificar grupos “alargados”, como los de la figura 2.1.
No obstante, mantiene la asuncién de la igualdad de variabilidad de los mismos. Esto
lo convierte en un modelo adecuado cuando se quieren obtener clusters con formas
semejantes, lo cudl puede resultar interesante en ciertos contextos y problemas. Sin
embargo, queda limitado cuando los grupos a identificar presentan formas y tamanos
disparejos.

Ante esta nueva limitacion, la siguiente extension natural es considerar distintas
matrices de dispersién XJ; para los clusters en lugar de una matriz comin Y. Bajo esta
consideracion, se puede generalizar el médelo de “outliers espurios” (2.1), mediante la
funcién de verosimilitud

k
I IT f@s =) | | TT 9i=) (2:2)

j=1ieR; i€Rg

donde se mantienen como parametros los centros p;’s y la particién Ry, ..., Rj.

Los modelos que se acaban de exponer asumen que los datos regulares vienen ge-
nerados por distribuciones normales multivariantes. Si bien esta suposiciéon puede ser
errénea y no adaptarse correctamente a determinados casos, suele dar buenos resultados
en general, siendo un enfoque mucho més flexible que el de las k-medias recortadas.

Las matrices de dispersién introducidas en (2.2) controlan la variabilidad de cada
cluster, es decir, determinan tanto su forma como la amplitud del mismo, pero no
su densidad. En consecuencia, los algoritmos presentados para este modelo tienden a
encontrar clusters con un nimero similar de observaciones, lo cual si bien puede resultar
interesante en algunos tipos de estudios, no supone un modelo idéneo en el caso general.

La figura 2.2(a) muestra el resultado de aplicar el algoritmo TCLUST para el mo-
delo (2.2) sobre un conjunto de datos generado artificialmente con grupos de 300, 300
y 50 observaciones respectivamente (y 20 observaciones no regulares). La preferencia
intrinseca de este método por grupos igualmente densos provoca la particion de los
clusters grandes en dos, asignando parte de las observaciones al cluster de menor ta-
marfio.

Una idea sencilla para enfrentar este problema es anadir pesos a los grupos, incluyen-
do nuevos pardmetros ;, con Z?Zl mj = 1, a la funcién de verosimilitud a maximizar.
La figura 2.2(b) ilustra la clasificacién obtenida tras considerar estos pesos en el al-
goritmo TCLUST, que describiremos en una seccién posterior. Este enfoque permite

40



2.1. EXTENSION DEL MODELO: METODOLOGIA TCLUST

(a) (b)
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Figura 2.2: Resultado de aplicar TCLUST: (a)Sin pesos (b)Con pesos.

identificar grupos conformados por diversas cantidades de observaciones, manteniendo
la flexibilidad en las formas y tamanos.

Esta es la propuesta presentada en Garcia-Escudero, L. A., Gordaliza, A., Matran,
C., & Mayo-Iscar, A. (2008)[12], que generaliza el médelo de “outliers espurios”, asu-
miendo matrices de dispersién ¥;’s y pesos m;’s (con 25:1 7j = 1) distintos para cada
grupo, lo que lleva a la maximizacién de la funcién de verosimilitud

k
II I mof s ms = | | 1T gitea) (2.3)

j=1i€R,; i€Ro

Segun los intereses de nuestro andlisis, deberemos emplear uno u otro de los métodos
presentados. No obstante, debido a su mayor flexibilidad y adaptabilidad a distintos
contextos, durante este capitulo nos centraremos en el modelo con pesos (2.3), y ana-
lizaremos el problema de maximizacién siguiendo el desarrollo presentado en [12].

Las observaciones “no regulares”, correpondientes al segundo factor en (2.3), son de
naturaleza desconocida, lo que impide en la practica maximizar esta funcién, pues no
conocemos la expresion de las g;’s. No obstante, estas observaciones pueden ser vistas
como “outliers” asumiendo que

k
arg maxr —max H H i f(xi; pj, X5) C arg max H gi(x;). (2.4)
R ir %50 ek, i€Ro
donde R denota el conjunto de particiones de los indices {1,2,...,n} en k+1 grupos

{Ro, Rl, PN Rk} con #RD == [na]

Esta condicién se cumple bajo supuestos razonables para las g.s, como se analiza en
[11]. Se trata de una suposicién sensata, que permite evitar la contribucién no regular.
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Bajo esta asuncién, podemos entonces ignorar en (2.3) el factor producido por
las observaciones contaminantes, simplificando el problema a la busqueda de k cen-
tros p1, ..., ur en RP. k matrices p X p simétricas definidas positivas 31, ..., Xk, pesos
1, .., T} CON Zle m; = 1, y una particiéon {Ry, R1,...,Ri} de {1,...,n} tal que Ry
incluye una proporcién [na] de los indices, maximizando

k

> D log(mif(wis g, 55)) (2.5)

j=14i€R;

Noétese que ahora las observaciones pertenecientes a Ry no se tienen en cuenta, es
decir, son recortadas. A la expresién (2.5) la denominaremos funcidn de verosimilitud
de clasificacion recortada. La maximizacion directa de esta funciéon no es un problema
bien definido, y, como veremos en la siguiente seccion, serd necesaria la imposicién de
alguna restriccion sobre las matrices de dispersion E}s que controle su tamano relativo,
garantizando asi la existencia de un méaximo.

Con el propédsito de estudiar las propiedades matematicas de este problema, y de
manera andloga a lo realizado para las k-medias recortadas, generalizamos el modelo a
un marco tedrico y probabilistico, para una distribucién P.

Para ello, se introducen las llamadas funciones de asignacién, z;, j = 1,..., k. Dada
una observacién x € RP, definimos z;(x) = 1 si  es asignada a la clase Rj, j =1,...,k

o zo(x) = 1 si ha sido recortada (es decir, si € Ry). Esta nocién permite rescribir el
problema formulado en (2.5) como la maximizacién de:

H H W;j(xi)f(xi;,u/ja Ej)zj(mi) , (2.6)

donde z; son funciones con llegada en {0, 1}, definidas en todo el espacio muestral,
que verifican Z?:o zj(z) =1y >y zo(x;) = [nal.

Ahora, de nuevo mediante el uso de la esperanza matemaética, se puede generalizar
el modelo para una distribuciéon de probabilidad. Dado un vector aleatorio X, con
distribucién de probabilidad asociada Px, queremos maximizar:

k
Epy | Y 2(-) (log w5 + log f(-; 115, %)) (2.7)
j=1

en términos de las funciones de asignacion:

k
zj: RP — {0,1} tales que sz =1y Ep,(20()) =«
j=0
y los pardmetros 6 = (71, ..., Tk, 1, - - -5 bk, 21, - - - , 2k ) correspondiendo a los pesos

7; € [0,1], con E?:l mj = 1, vectores de medias p1; € RP y matrices p x p simétricas y
definidas positivas ¥;, j = 1,..., k.
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Nétese que si P, representa la medida de probabilidad empirica, P, = % o Oz
remplazando P por P, recuperamos el problema muestral original (tal vez, Ep, zo(:) =
a no pueda cumplirse).

2.1.1. Restricciones de las matrices de dispersion

La maximizacién de (2.5) y (2.7) sin imponer restricciones no constituye un pro-
blema bien definido desde el punto de vista matematico. La eleccién de una matriz 33;
con un determinante arbitrariamente cercano a 0 y un centro pu; igual a una de las
observaciones, hace tender las funciones de verosimilitud recortadas (2.5) y (2.7) hacia
infinito, conduciendo a agrupaciones espurias lejos de la naturaleza de la estructura de
los datos. Para evitar este tipo de soluciones degeneradas es esencial establecer alguna
restriccién sobre las matrices de covarianza Egs. Existen en la literatura numerosas res-
tricciones a este problema. A continuacion, se presentan alguna de las mas habituales.
Cabe resaltar que los resultados obtenidos dependeran fuertemente de la restriccion
establecida, luego debemos elegirla cuidadosamente en funcién de la estructura de los
datos y el propésito de nuestro estudio, conociendo las implicaciones de cada una.

Restriccién de autovalores (RA)

El enfoque maés utilizado consiste en establecer una restricciéon de similitud de las
matrices de dispersién basada en sus autovalores. En [12] se introduce la llamada “res-
triccién de autovalores”, que se detalla a continuacién.

Sea ¢ > 1 una constante prefijada, se exige que:

M,
—<c (2.8)

mpy

donde

M= oo, (mam @) 5 o= min, in ().

y {Ni(2) ?:1 denota el conjunto de autovalores de una matriz de dispersién . El
conjunto de pardmetros 6 que satisfacen esta restriccién se denota por ©..

Esta constante controla simultdneamente el tamano relativo de los grupos y la des-
viacién de la esfericidad de cada cluster, lo que puede ayudarnos a manejar el resultado
del método segin nuestros intereses. Obsérvese que, si tomamos ¢ = 1 (la restriccién
mads estricta posible) entonces ¥ = ... = X, = r x I,, donde I,, denota la matriz iden-
tidad p x p y 7 > 0. Este caso se reduce por lo tanto al método de k-medias recortadas
pero con pesos.

Ejemplo: necesidad de restriccion

Veamos ahora un ejemplo que ilustre la utilidad del pardametro ¢ para adaptar
el método a las caracteristicas y propdsitos de nuestro estudio. Supongamos que la
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Figura 2.3: Resultados de aplicar TCLUST con k = 6, o = 0.07, ¢ = 100 (izq.) y k = 6,
a =0.07, ¢ = 2 (dcha.).

empresa duenia de una app quiere segmentar a sus usuarios en distintos grupos de
comportamiento para personalizar notificaciones. Para cada usuario se dispone de la
informacién correspondiente a dos variables: el promedio de nimero de sesiones por
semana y el tiempo promedio por sesién (en minutos). La figura 2.3 muestra la repre-
sentacion de estos usuarios, asi como los resultados de aplicar el método TCLUST con
k=6, a=0.07, c =100 (izquierda) y k = 6, @ = 0.07, ¢ = 2 (derecha).

Se puede observar como un valor grande de ¢ provoca la determinacién de un clus-
ter muy alargado, agrupando usuarios con comportamientos totalmente distintos, lo
que carece de sentido para el objetivo planteado. En cambio, para valores bajos como
c = 2, se evita que un clister pueda tener variabilidad excesiva en una sola variable,
determinando grupos mas “esféricos”, enfoque que se adapta mejor a este caso concreto.

En ocasiones, el objetivo del andlisis cluster no es obtener la mejor clasificacién
posible en funcién de la estructura subyacente de los datos, sino que la clasificacién
deseada puede estar determinada por ciertas caracteristicas particulares del estudio. En
este ejemplo podemos ver cémo el manejo de la constante de restricciéon ¢ proporciona
al usuario otra herramienta para ajustar el modelo.

Restriccion de determinantes

Otra alternativa para controlar la relacién entre las matrices de dispersién es me-
diante sus determinantes. Denotemos por

anjg?{{klzjl y mnzjg}fﬁklzjl

los determinantes maximos y minimos de las matrices ¥;’s. Sea ¢ > 1 una constante,
la restriccién de determinantes se define como:
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M,

mp

<ec (2.9)

Esta restriccion limita los volumenes relativos de los elipsoides, pero no establece
ninguna restriccion sobre su forma. Por tanto, resulta adecuada cuando se busca inva-
rianza afin, es decir, que la agrupacién obtenida no se vea afectada por transformaciones
lineales del espacio como giros o escalados. Esta restriccion generaliza la impuesta en
[10], donde se asumia implicitamente que |¥1| = ... = |X|, caso correspondiente a
tomar ¢ = 1 en (2.9).

2.1.2. Propiedades matematicas

A continuacién, nos proponemos analizar alguna de las propiedades fundamentales
de este método, como la existencia de soluciones y la consistencia. Nos centraremos
en probar estos resultados para el modelo descrito en (2.7) bajo la restriccién de los
autovalores (RA) presentada en (2.8), ya que se trata del caso mas flexible e interesante
en la practica. Para este objetivo seguiremos esencialmente el desarrollo en [12].

Con el fin de excluir aquellas distribuciones de probabilidad claramente inapropiadas
para el enfoque de nuestro método, incluiremos otra restriccion leve sobre la distribucién
P. Esta condicién serd necesaria para garantizar la existencia de soluciones de (2.7).

(PR) La distribucién P no estd concentrada en k puntos tras eliminar una masa
de probabilidad igual a «.

Bajo estas consideraciones, simplificaremos el problema en (2.7) mediante una re-
formulacién sensata del mismo, expresando las funciones de asignacién z; en términos
de los parametros 6. Esta reformulacion no solo facilitara el desarrollo de la prueba de
la existencia, sino la descripcién del algoritmo que resuelva la parte muestral de nuestro
problema, el cudl expondremos en la siguiente seccion.

Definicion 5. Dados 6 € O, y una medida de probabilidad P, consideramos las fun-
ciones discriminantes definidas por:

Dj(x;0) = mj f(w;05,%5) vy
D(x;0) = max{D;(x;0),...,Di(z;0)}

Y consideramos la funcion de distribucion de D(-,0) y su correspondiente a-cuantil:

G(u;0,P) = P(D(;0)<wu) y R(0,P)=inf{G(u;6,P) > a} (2.10)

El lector familiarizado con la materia se habra percatado que estas funciones son
ya conocidas de la regla de Bayes del andlisis discriminante, de ahi el nombre que
reciben. Ademads, permiten establecer una medida de “atipicidad” de las observaciones,
que ayudard a determinar cuales de ellas recortar como aplicacién del algoritmo del
método.
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Una vez introducida esta nocién, tenemos una caracterizacién directa de las funcio-
nes de asignacion, y podemos formalizar el problema como sigue:

Proposicién 2.1. Sean k un nimero natural, o € (0,1), y ¢ > 1 una constante. El pro-
blema de clustering robusto se puede simplificar, usando las funciones discriminantes,
a la maximizacion en 0 € O, de:

k
6 — L(0,P) = Ep, sz(-;ﬁ) log D;(;0)] , (2.11)
j=1

donde las funciones de asignacion se obtienen de 6 como

zj(2:0) = I{z [ {D(%;0) = Dj(x;0)} N {D;(:0) > R(6, P)}}

zo(2;0) =1 zj(x;6)

=1

Es decir, se asigna = a la clase j con el mayor valor de la funcién discriminante
Dj(z;60) o x es recortada cuando todos los Dj(x;0)’s (y en consecuencia D(z;6)) son
maés pequenos que R(, P). En caso de empate entre distintas clases se puede establecer
una regla de desempate como el orden lexicografico.

Para probar la existencia de soluciones del problema (2.11), consideremos una su-

cesion de pardmetros {6, }72 = {(77, ..., 70, puls . pup, BT, .., X0 P02, tal que
lim L(6,, P) = supL(0,P) = M > —oc0 (E.1)
n—oo 0€0,

(para ver la acotacion inferior basta considerar 71 = 1, u; = 0y X1 = I, y establecer
el valor 0 para el resto de pesos). Como [0, 1]’C es un conjunto compacto, podemos extraer

una subsucesién de {6,}>%, (que denotaremos como la original para no complicar la
notacion) tal que:

7 — m; €[0,1] paral<j <k, (E.2)

y satisfaciendo para algin g € {0,1,...,k} (una reordenacién puede ser necesaria)
que

py —pj ERP paral<j<g vy Cn;;zH,u?H%oo (E.3)

En cuanto a las matrices de dispersion, bajo la restriccién (RA), se puede considerar
una nueva subsucesion verificando una (y solo una) de las siguientes afirmaciones:

¥ —3; paral<j<k (E.4)

M, = max max XN(X;) — o0 (E.5)
j=1yeesk 1=1,.0.p
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mp = min min A\(3;) =0 (E.6)
j=Tlyk I=1,...p

Veamos ahora una serie de lemas claves que nos ayudaran a completar la prueba. El
primero de ellos nos sefiala la necesidad de las restricciones (RA) y (PR) para garantizar
la existencia de una solucién 6ptima.

Lema 2.1. Si se mantiene la restriccion (RA) y P satisface (PR), entonces solo la
convergencia (E.4) es posible.

Demostracion. Veamos que (E.5) o (E.6) implican que lim,,_,~ L(0,, P) = —oco. Sean
ALy = )\Z(E?) para j = 1,...,k y Il = 1,...,p, los autovalores de las matrices de
covarianza de los grupos, y [lv/;|| = 1 sus autovectores unitarios asociados. Entonces
tenemos que:

k P
P 1
L(6,,P) = Ep ;:1 2 (-3 6n) <log T = 5 log 27 — 3 lg_l log A7

—% DT = i (o) (- = u?))] (E.7)

=1

1.
< Ep | %(300) (1og7r? — S log2m — £ logm,, — ZM, | u?||2)
j=1

Por lo tanto, si suponemos (E.5), es decir, que M,, — oo, por la restriccién (RA)
necesariamente m, — oo, y en virtud de la desigualdad anterior, tendriamos que
L(6,, P) — —o0, lo que contradice (E.1).

Supongamos ahora que se satisface (E.6). Podemos garantizar mediante el lema 2.2.
(que probaremos a continuacién) que si P satisface (PR), entonces existe una constante
h tal que

Ep > 70l - —uf*| = h>0. (E.8)

k
=1

J

Dado que log 7}’ <0,y Plz1(-) + -+ 2x(-)] = 1 — @, podemos acotar la expresién
en (E.7) y deducir que:

k

p P |

L(6,,P) <(l-a) (—510g27r - ilogmn> — §Mn 'Ep sz(,en)H : —/L?Hz :
i=1

Y ahora, en virtud de (RA) y (E.8) tenemos que:
1
L(6,,P) <(1l-a) (—2 log 27 — P log mn) - i(cmn)_lh. (E.9)

2 2
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Pero esta cota superior tiende a —oco cuando m,, — 0, lo que contradice (E.1). En
consecuencia, no se pueden dar (E.5) ni (E.6), luego necesariamente se cumple (E.4).
O

Probaremos a continuacién un pequeno lema técnico que ha sido utilizado en la
prueba del lema 2.1.

Lema 2.2. Si P satisface la condicién (PR), entonces existe una constante h > 0 tal
que la desigualdad (E.8) se cumple.

Demostracion. El problema de k-medias recortadas, al cual dedicamos el capitulo 1,
fue introducido como la bisqueda de un conjunto de k puntos M = {mq,...,my} en
RP y un conjunto de Borel Ay que minimice:

1
f f inf |z — p;|?dP(z). E.10
AO:P&lglg—a mmlr;ltk P(Ap) /Ao 15’19: Iz = ps (z) ( )

El Teorema 1.1 garantiza la existencia de soluciones para este problema. Denotando
por V,, i el valor minimo alcanzado en la expresién (E.10), se tiene para toda eleccion
de 0:

k k
E (. P > (. { P > (1=
Px ZZJ( SO - —psl17| = Epg ZZ]( ) 1%111216 |- =mll*| =2 (1 —a)Va, &
j=1 j=1
pues U?Zl{l' : zj(x;0) = 1} es un conjunto de Borel cuya probabilidad es mayor
o igual que 1 — a. Luego, basta tomar h := (1 — )V, 1 > 0 siempre que la condicién
(PR) se cumpla para P. O

El siguiente paso es demostrar que, siempre que las clases en la particion éptima
tengan probabilidades estrictamente positivas, podemos garantizar la convergencia de
los centros 7. Este resultado también es importante para entender el papel que juegan

los pesos m}' en este enfoque.

Lema 2.3 (A3). Cuando se satisfacen (PR) y (RA), si todos los pesos m; en (E.2) son
estrictamente positivos, es decir, mj > 0 para j =1,...,k, entonces g =k en (E.3).

Demostracion. Si g = 0, podemos tomar una bola con centro en 0 y radio suficien-
temente grande, B(0, R), tal que P[B(0, R)] > «. Se comprueba entonces facilmente
que

Epy |3 2Ci00) |- — 2|7 | — oo
j=1

pues siempre existe algin x € B(0, R) con z;(z,6,) = 1 para algin j € {1,2,...,k}. A
partir de esto, la restricciéon (RA) y de la desigualdad en (E.7), podemos deducir que
L(6,, P) — —o0, lo cual contradice (E.1).
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Por otro lado, si g > 0, probamos primero que

k
Ep | Y z(s60)| —0. (E.11)
J=g+1

Esto se deduce del teorema de convergencia dominada, teniendo en cuenta que la
sucesion esta obviamente acotada por 1 — «, y que

{z: 2zj(z;0,) =1} C {a: D II_ﬁX ij(az;Hn) > Dl(x;en)} (E.12)
]:g EARAS)
para j = g+1,...,k, donde el lado derecho converge hacia el conjunto vacio cuando

n — oo, debido a (E.3) y (E.4).

Ahora, a partir de (E.11) se deduce:

n—oo

g
, , ) D 1
nh_{rolo sup L(0,, P) < lim Ep E 1 2i(+;6n) <log T — 5 log 21 — Elog |27
J:

G EN T )>]

g
- P 1 1 _
= B |5 (50) (logm; — Blog2r - JloglSy| - 50— )% ¢ )|
i=1

donde z — zj(z; 9~) son las funciones de asignacién que se obtendrian al trabajar
con g (en lugar de k) poblaciones y 6 es igual a un limite de la subsucesién {6, }>°; =

n n n n n n o
G TR (VRN /00 ) R D))} i

Como Z?Zl m; < 1, la prueba finaliza mostrando que podemos cambiar los pesos
Tl,...,Tk POr
TN paral <i<gym, 4 =-=m =0 (E.13)
j=1T

(modificando apropiadamente las funciones de asignacién z;). Este cambio provo-
ca una disminucién estricta en la funcién objetivo, lo que contradice la optimalidad
declarada en (2.11). Por lo tanto, necesariamente g = k, y se obtiene el resultado
deseado. O

Concluimos ahora la prueba de la existencia de soluciones mediante el siguiente
razonamiento.

Proposicién 2.2 (Existencia). Si la distribucion P satisface (PR), entonces existe
algin 0 € ©, tal que el mdrimo en (2.7) sujeto a la restriccion (RA) es alcanzado.
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Demostracion. Teniendo en cuenta los lemas previos, debe cumplirse una de las si-
guientes posibilidades para la sucesién de pardmetros descrita anteriormente:

= (i) Si 7} — m; >0 para 1 < j <k, entonces la eleccién de 6§ es clara

» (ii) Si 7 — m; > 0 para j < gy m =0 para g < j <k, podemos definir los
pesos m; como m; = limn_woﬂ']n para j=1,...,9y mgy1 = ... = m, = 0, y tomar
pj = limpsoop y Xj = limp00X7 para j < g. El resto de p;’s y X;’s pueden
ser elegidos arbitrariamente (por supuesto satisfaciendo (RA)).

O]

Observacién 2.1. Nétese que en el resultado anterior hemos admitido pesos m; = 0.
Sin embargo, esto no representa una desventaja al tomar logm;, ya que en este caso
zj(+;0) = 0 y el conjunto {x : zj(x;0) = 1} es vacio. La presencia de grupos con peso
cero ocurre a menudo en la prdactica. Por ejemplo, cuando k =2, c=1, a =0y P es
la distribucion N'(0,1) en la recta real, podemos ver que 0 = (w1, 7o, ji1, p2, 02, 0%) =
(1,0,0, uo, 1,1) es la solucion dptima para todo s € R.

Observacioén 2.2. Recordamos que para el problema de k-medias recortadas, la funcion
objetivo stempre mejoraba cuando se aumentaba el nimero de clusters k, como vimos en
la proposicion 1.3. Sin embargo, con este nuevo enfoque, la aparicion de grupos con peso
mj = 0 implica que la funcion objetivo no mejora necesariamente cuando aumentamos
k. Esto puede resultar interesante a la hora de desarrollar métodos para determinar un
k éptimo, pues la presencia de un peso mj cercano a 0 sugiere tomar un k mds pequeno.

Una vez probada la existencia de una soluciéon éptima, cabe preguntarse por la
consistencia del modelo en el sentido de la convergencia de las soluciones empiricas a la
solucion 6ptima del caso poblacional. Debido a la necesidad de técnicas y herramientas
que quedan fuera del nivel de un traajo de fin de grado, nos limitaremos a enunciar
el resultado de consistencia recogido en la siguiente proposicién. Las demostraciones
correspondientes pueden consultarse en [12].

Proposicién 2.3 (Consistencia). Supongamos que la distribucion P tiene una funcion
de densidad estrictamente positiva y que 0y es la unica solucion que mazimiza (2.7)
bajo la restriccion (RA). Si 6, € O, denota un estimador basado en la medida empirica
P, entonces 0,, — 0y casi sequro.

2.1.3. Algoritmo TCLUST

El problema empirico de clustering robusto posee una complejidad computacional
enorme, y encontrar una solucion exacta resulta inviable incluso para tamanos de mues-
tra moderados. Es esencial por tanto el desarrollo de algoritmos que puedan aproximar
la solucién éptima del problema muestral. En esta seccién, nos centraremos en el algo-
ritmo TCLUST introducido en [12], el cual aproxima una solucién de (2.5) sujeto a la
restriccién (RA).
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La base de este algoritmo es el principio EM, muy utilizado en la biisqueda de
soluciones de problemas de maxima verosimilitud, como se analiza en [5]. Una pequena
modificacion permite adaptar esta idea al clustering robusto, enfoque conocido como
clasificacién EM, introducido en [2].

Los pasos del algoritmo TCLUST son los siguientes:

0
J
de covarianza Sjo’s y los pesos de los grupos p;’s para j =1,...,k.

1. Se seleccionan aleatoriamente valores iniciales para los centros m;’s, las matrices

2. A partir del pardmetro 6! = (p, ... ,pﬁc,mll, e ,m%,S{, e ,S,lc) devuelto por la

iteracién anterior:

a) Se obtiene d; = D(x;,6') para las observaciones {z1,...,7,} vy se guarda el
conjunto H con las [n(1 — «)] observaciones con los mayores d;’s.

b) Se genera una particién de H, denotada por {Hi, ..., Hy}, con H; = {x; €
H: Dj(ml-, 0’) = D(ﬂfz, Ql)}
c¢) Se toma el nimero de datos n; en Hj, su media muestral m; y su matriz de

covarianza muestral S;, para j =1,...,k.

d) Se considera la descomposicién en valores singulares de S; = U]/-Dj U; donde
U; es una matriz ortogonal y D; = diag(A;) es una matriz diagonal (con
elementos diagonales dados por el vector A;).

Si el vector completo de autovalores A = (Aq,...,Ax) no satisface la res-
triccién de razén de autovalores (RA), se obtiene mediante el algoritmo de
Dykstra[7] un nuevo vector A = (Aq,...,Ax) que cumpla con la restriccién

y tal que ||[A — A~1||? sea lo més pequefio posible. (A~! denota el vector
compuesto por los inversos de los elementos de A). Nétese que la restriccién
(RA) para A es la misma que para A~L.

e) Se actualiza 61 mediante:
1) it e ny/[n(l - o))

41 ,
2) m;" < m;

3) S;.Jrl — U]’-ﬁjUj y Ej = diag(/NXj)_l

3. Se realizan F' iteraciones del proceso descrito en el paso 2 (un nimero moderado
de iteraciones suele ser suficiente) y se evalia la funcién L(0F, P,) mediante la
expresion (2.11).

4. Se comienza desde el paso 1 varias veces, guardando las soluciones que lleven a
valores maximales de la funcién L(6F, P,) y se escoge la mejor de ellas.

Analicemos ahora la idea detrés de este algoritmo. Cada iteracién del paso 2 consta
del cédlculo de una esperanza (E-step) y una fase de maximizacién (M-step). En la
primera fase, se calculan las probabilidades “a posteriori” D;(z;, 0') = p; f(zi;m;,S;),
las cuales inducen una clasificaciéon discreta dejando una proporcién a de observaciones
sin asignar, que son las més dificiles de clasificar basandonos en estas probabilidades.
Mis tarde, en la fase de maximizacién, se obtienen nuevos pardmetros /7! maximizando
la esperanza condicional.
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La obtencion de las matrices de dispersion en cada iteracion se descompone en la
busqueda de los autovalores y los autovectores correspondientes. Para cada eleccién
de autovalores, los autovectores se derivan directamente de las matrices de covarianza
muestrales de las observaciones en cada grupo. Esta descomposicién es similar a la pre-
sentada en Gallegos [10], donde las “formas” y “tamanos” de las matrices de dispersién
se trataban por separado.

Tanto la inicializacién aleatoria (paso 1) como el refinamiento final (paso 4) son
esenciales en este algoritmo. Para el paso 1, se ha observado que simplemente tomar
k puntos aleatorios del conjunto de datos como centros, k matrices identidades para
las covarianzas y el mismo peso para todos los grupos (igual a %) proporciona buenos
resultados en la mayoria de casos.

En cuanto a la restriccién de autovalores, necesitamos que A = (Ay,...,Ax) con
Aj = (A1j,...,Ap ) pertenezca al cono:

C = {(Al, AR ERPXF LN, — ¢ \s <0 para todo (u,v) # (1, s)} (2.12)
Si A ¢ C, reemplazaremos A~! por A € C con el mimimo ||A — A~1||2. El algoritmo
de Dykstra, presentado en [7], resuelve aproximadamente ese problema restringido de
minimos cuadrados, siempre que C sea la interseccién de varios conos convexos cerrados

Cp = {(Al,...,Ak) e RP¥k . Aup — €+ Aps < 0} para h = (u,v,r,s),

recurriendo a proyecciones iterativas sobre los conos individuales Cp,.

El algoritmo TCLUST puede adaptarse a otros modelos y restricciones vistos du-
rante este capitulo mediante modificaciones sencillas. Por ejemplo, si queremos aplicar
un algoritmo para aproximar la mejor solucion bajo la restriccién de los determinantes
(2.9) basta considerar el cono

C/:{(01>---,Uk)GRkiau—c-%SOparatodosu;év},

1
donde la factorizacién del paso 2.4 es de la forma S; = 0;-U; con |Uj| =1y o; = |Sj|7.

En la aplicacién del algoritmo expuesto, cada observacién z; es asignada al cluster
mas probable en funcién de las probabilidades “a posteriori”, sin embargo, no todas
las asignaciones son igualmente fiables. Las funciones discriminantes D;(x,6) permiten
establecer una medida de credibilidad de una asignacién, como se describe en Van Aeslt
et al. [25]. En el capitulo 3 veremos mds en profundidad como emplear estas funciones
para obtener informacién de la calidad de una asignacién, lo que permitird evaluar la
adecuacién del modelo.

2.2. Modelo de mezcla con clasificaciéon blanda

Los modelos descritos hasta ahora establecen una clasificacion total de las observa-
ciones, es decir, asignan cada observacion no recortada a un determinado cluster. Esto
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es lo que se conoce como clasificacién “dura”. Sin embargo, existen otro género de mo-
delos de clustering que tratan el problema desde un enfoque més probabilistico, no solo
indentificando los posibles datos atipicos, sino tratando de cuantificar la incertidumbre
en la asignacién de una observacién a un cluster mediante probabilidades.

Este enfoque basado en probabilidades de pertenencia a cada cluster es conocido
como clasificacion blanda. Esta asignacién suave de las observaciones resulta especial-
mente interesante cuando hay muchas asignaciones dudosas, ofreciendo una interpreta-
bilidad mas flexible de los datos.

Ademads, en muchos estudios, un enfoque de clasificaciéon dura puede resultar dema-
siado estricto, y asignar cada observacion totalmente a un cluster puede suponer una
pérdida de informacién necesaria. Veamos esto con un ejemplo sencillo.

Supongamos que un banco quiere entrenar un detector de billetes fraudulentos.
Para ello dispone de 200 billetes, entre los que se encuentran tanto billetes validos
como falsificados. Se pretende asi realizar una clasificacion de los mismos para poder
detectar futuros billetes falsos, en funciéon de dos medidas: las distancias del marco
interior al borde superior y al borde inferior respectivamente. El conjunto de datos
descrito corresponde al dataset ‘swissbank’, del paquete ‘tclust’ de R, del que se han
tomado las variables “IF Lower” y “IF Upper”.

Si se realiza una clasificacién dura, cada observacion es asignada al cluster de mayor
probabilidad de pertenencia, sin tener en cuenta el valor de esta probabilidad. En este
caso particular, conocer las probabilidades de pertenencia a cada grupo puede resultar
de gran ayuda para la interpretaciéon del resultado. Si un billete tiene un 40 % de
probabilidad de ser falso, asignarlo completamente al grupo de billetes verdaderos no
parece una buena idea, pues este procedimiento puede conducir a la aprobacién de
un numero considerable de billetes fraudulentos, y, en consecuencia, una gran pérdida
econémica. Una clasificacién blanda, en cambio, permitiria medir la credibilidad de
cada billete, y establecer un margen mas estricto para su aprobacién.

La figura 2.4 muestra los resultados de realizar una clasificacién dura o una cla-
sificacion blanda para el conjunto de billetes descrito. En la grafica central se han
representado en azul, las observaciones catalogadas como asignaciones dudosas, corres-
pondientes a los billetes con menos de un 99 % de probabilidad de pertenencia a ambos

Clasificacion dura Asignaciones dudosas Clasificacion blanda
. <
~ | ° % o N ) . o °* %i. e ~.
= ve o g, = ve . BB, = st BWRL
® ‘ ® 80 ® 8%00 8 ® ‘ L[] ‘ o 8%00 8 L] ' \\. \: L 8%00 6 \\
| e s, 8o o P e s, o, o © o] e ee s Bbe Tmgee S
B N PR Lht P = F SRR I R O PRI % .
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Figura 2.4: Resultados de aplicar una clasificacién dura (TCLUST) y una clasificacién
blanda sobre las variables ‘IF_Lower’ e ‘IF_Upper’ del conjunto de billetes ’swissbank’.
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clusters. La clasificaciéon blanda permite establecer una medida de la veracidad de ca-
da billete, pudiendo recurrir a otras medidas o herramientas de identificacion para las
asignaciones dudosas. Este ejemplo muestra que, si bien la interpretacién de la clasifica-
cién blanda es més compleja que la de la clasificacién usual, en determinados contexto
aporta una informacién adicional muy beneficiosa o incluso imprescindible.

Al igual que ocurria con el método de k-medias clédsico, los procedimientos de clasi-
ficacién blanda convencionales pueden verse afectados gravemente por la presencia de
observaciones irregulares. Esto conduce a la necesidad del desarrollo de modelos que
robustifiquen esta métodologia. Existen en la literatura diversas propuestas basadas en
estadistica robusta, como el conocido MCLUST, que modela una componente adicional
de ruido, o la mezcla de distribuciones t de Student, tratada en [21].

No obstante, como nos ocupa en este trabajo, nos centraremos en los modelos de ro-
bustificacién basados en el recorte de los datos, los cuales se ha comprobado que ofrecen
un método flexible y computacionalmente viable, adaptable a situaciones de contami-
nacién muy variadas. En esta seccién seguiremos el desarrollo de [16], que introduce una
extension de la metodologia TCLUST adaptada al contexto de la clasificacién blanda.

Los modelos de mezcla gaussianos ofrecen una base adecuada para este enfoque,
permitiendo modelar estructuras de datos compuestas por la combinacion de varias
distribuciones. Es decir, se asume que los datos observados siguen una distribucién
conjunta de densidad

k
glx) = mf(x, 1y, 5;)
=1

donde f(z, puj, X;) es la funcién de densidad de una normal multivariada con vector
de medias j1; y matriz de covarianzas 3;, y se buscan los parametros {71, ..., 7, 1, . . .,
Hky 21, - .., 2k} que mejor representen la nube de datos, a través de la maximizacién
de una funcién de log-verosimilitud completa.

La base de estos modelos es el problema de ajustar una mezcla de k distribuciones
normales a un conjunto de datos {x1,...,x,} C RP. Este enfoque, busca combinar
la flexibilidad del modelo de mezclas gaussianas con la potencia y robustez del recor-
te, proporcionando asi un marco ideal para el andlisis cluster. Esta idea se formaliza
mediante la maximizacién de la funcién de verosimilitud de mezcla recortada

n

K
> a(@i) | D mif (i, n, ) (2.13)

i=1 j=1

donde z es la funcién indicadora de recorte, que devuelve z(z;) = 0 si la observacién
x; es recortada o z(z;) = 1 si no. Al igual que en los modelos de recorte vistos previa-
mente, se permite recortar una proporcién « de las observaciones, luego se impone la
. ez n .
condicion Y " | z(z;) = [n(1 — a)] a nuestro problema.

Este problema soluciona la falta de robustez de los modelos de mezcla ante la pre-
sencia de contaminacién o ruido. Sin embargo, la maximizacién de (2.13) sigue llevando
frecuentemente a soluciones espurias, incluso cuando los datos provienen realmente de
una mezcla de k distribuciones normales, debido a que no es un problema bien definido,
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como explicamos en la seccion anterior.

Bajo el mismo razonamiento, surge de forma natural imponer una restriccién en las
matrices de dispersién. Se emplea asi un estimador que combina las restricciones vistas
para TCLUST con la metodologia de la funcién de log-verosimilitud (2.13) presentada
en [22]. Debido a la mayor flexibilidad de la misma, nos centraremos en el caso de tomar
la restriccién de autovalores (2.8), que denotamos por (RA).

Por tanto, sea un conjunto de datos {z1,...,2,} C RP, el modelo de mezcla de clus-
tering robusto consiste en la maximizacién de (2.13) bajo la restriccién de autovalores:

M,
Jéc7
mMp

donde
M, = A (Z; = j in M(3s
=, (o, 55) = min, (im ).
y {\j(2)}—; denota el conjunto de autovalores de una matriz de dispersién X.

Esta restriccién permite controlar la relacién de las formas y tamanos de las distintas
matrices de dispersién, como ya analizamos para el TCLUST.

Al igual que hemos hecho con otros modelos, el problema de mezcla puede gene-
ralizarse a un marco tedrico o probabilistico a través de la esperanza matematica. De
este modo, sea P una medida de probabilidad, el problema restringido del ajuste de
mezclas recortado se define como la maximizacién de

k
Ep |2(-) log | > mif (145, %) (2.14)
j=1

en términos de la funcién indicadora de recorte

z:RP — {0,1} talque FEpz()=1-«

y los pardmetros 0 = {my,..., T, i1, .-, bk, 21, - - -, 2g } correspondientes a los pe-
sos ; € [0,1], con 2521 mj = 1, centros pj; € RP y matrices (p x p) definidas positivas
¥; verificando la restriccion (RA) para una constante fija ¢ > 1, es decir, ¢ € O,.

De forma anéloga al desarrollo realizado en la seccién dedicada al TCLUST, da-
do un pardmetro # € O, podemos definir las funciones discriminantes D;(x;0) =
7 f(x;pg,%5) y D(z;6) = E?zl Dj(x;0), y escribir la funcién z en términos de dicho
parametro, como

z(x) = z(x,0) = I{x : D(x;0) > R(0, P)},

con

H(u;0,P)=P(D(;0) <u) y R(6;P)=inf{H(u;0,P)> a}.

Bajo ciertas condiciones suaves sobre la distribucién P, podemos asegurar la exis-
tencia de soluciones del problema (2.14), asi como un resultado de consistencia del
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método. Basta imponer que la distribuciéon P no esté concentrada en k puntos.

(PR) La distribucién P no estd concentrada en k puntos tras eliminar una masa
de probabilidad igual a «.

En este trabajo nos limitaremos a enunciar los resultados principales de existencia y
consistencia, analogos a los vistos para TCLUST. Estos resultados han sido tomados de
[16], donde se pueden encontrar las demostraciones correspondientes, las cuales siguen
la misma idea que las vistas en la seccién anterior.

Proposicién 2.4 (Existencia). Si la distribucion P satisface (PR), entonces existe
algin 0 € ©, tal que el mdzimo en (2.14) sujeto a la restriccion (RA) es alcanzado.

Proposicién 2.5 (Consistencia). Supongamos que se verifica (PR) para la distribucion
P que tiene una funcion de densidad estrictamente positiva y que 0y es la inica solucion
que mazximiza (2.14) bajo la restriccion (RA). Si 6,, € ©. denota un estimador basado
en la medida empirica Py, entonces 0, — 0y casi sequro.

A continuacién presentamos un algoritmo adecuado para resolver el problema (2.14).
Este algoritmo supone una mejora del algoritmo TCLUST desde el punto de vista
computacional, y una adaptacion al enfoque de la clasificaciéon blanda.

Algoritmo de clasificacion suave:

1. Inicializacion: El algoritmo se inicializa N veces para distintos 60 = (7‘(’50), . ,7'(']5;0),
M§0)7 cees ,u,éo), ESO), ey E](go)). Para cada inicializacién se seleccionan aleatoriamen-

)
J

Zgo) a partir de estas. Las restricciones sobre las matrices de dispersion (descritas
gO) (0)

yeee s T

te k x (p+1) observaciones y se calculan k centros p; ° y k matrices de dispersién

. . 0) . .
en el paso 2.2) se aplican a las matrices Zg. ) i es necesario. Los pesos T

en el intervalo (0, 1) y tales que Z?Zl m; = 1 se eligen aleatoriamente.

2. Pasos EM recortados: Los siguientes pasos se realizan alternativamente hasta
la convergencia (801 = g()) o hasta que un maximo de iteraciones M sea
alcanzado.

2.1 Pasos E y C: En esta iteracién se descartan las observaciones en I = {i :
D(z;0W) < R(6W; P,)}. Dicho de otra manera, si

es una reordenaciéon de las funciones discriminantes, entonces R(H(l); P, =
D(Z([na)); 6"), y descartamos la proporcién « de las observaciones con va-
lores D(x;; 9(1)) mas pequenos. Calculamos las probabilidades a posteriori
como

Dj(x;;6V)

Tj(xi;e(l)) = D(:L,“e(l)) ;

parat=1,...,n.
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2.2

y para las observaciones descartadas se modifican los valores 7;(z;; 0%)) por
Tj(xi;ﬂ(l)) =0 paratodoj=1,...,k cuando j € I.

Paso M: Se actualizan los parametros como

n
l+1 Z ]xz;
nl—a

=1

L) _ 2z T )z,
! i (i 60)

Inicialmente, se actualizan las matrices de dispersién como

Sty 7@ 0 e — ) s — Yy
ey 73 0Y)

Sin embargo, estas matrices pueden no satisfacer la restriccion de autovalores
(RA). En este caso, consideramos la descomposicién en valores singulares
_— , . . 1 - 1 R y . . .
T; = U;D;Uj, siendo U; una matriz ortogonal y D; = diag(d;1,dja, ..., d;jp)

una matriz diagonal. Se definen los autovalores truncados por

T; =

djs si djs S [t, Ct]
[dgl]t =1 sidjs <t
ct  sidjs >ct

para un valor umbral ¢. Entonces, se actualizan las matrices de dispersién
finalmente como

(I+1) KTT
=Y = vy,

con D} = diag([djlty:s [dj2)topss - - > [djkltop) ¥ topt minimizando

t — Zﬂ-(l—O—l Z <l0g([dj3]t) + [j;:]t> . (2.15)

s=1

. Fvaluacion de la funcion objetivo: Tras efectuar los pasos EM recortados,

se calcula el valor de la funcién objetivo (asignando z(x;) = 0sii € Iy
z(xz;) = 1 si i € I). El conjunto de parametros que conduce al valor mas
alto de la funcién objetivo, y la funcién indicadora de recorte asociada z se
devuelven como resultado del algoritmo.

Ahora, se pueden computar las probabilidades posteriores 7; en funcién de los
parametros devueltos por el algoritmo. Estas probabilidades constituyen una clasifi-
cacion blanda de las observaciones, lo que ofrece mayor riqueza e informacién a nuestro
analisis. No obstante, este resultado posee una interpretabilidad mas compleja que la
clasificacion dura, por lo que se debe elegir el método en funcién de los objetivos del
estudio realizado, y de las caracteristicas de la solucién deseada.
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Capitulo 3

Eleccion de parametros y
evaluacion de la clasificacion

A lo largo de este trabajo se ha expuesto en repetidas ocasiones que, el anélisis
cluster, lejos de ser una cuestiéon completamente definida, esta sujeta a las suposiciones
realizadas para cada estudio. La clasificaciéon obtenida depende no solamente del modelo
escogido para el analisis, sino también de los pardmetros tomados para dicho modelo.
Una de las cuestiones més debatidas en este contexto es la eleccién del nimero de
clusters k a identificar. Este dilema constituye el problema fundamental del anélisis
cluster, ocupando numerosos estudios en busca de métodos objetivos para tratar esta
decision.

En el analisis cluster basado en el recorte de los datos, la eleccién de k debe tomarse
conjuntamente con la del parametro «, que indica la proporcién de observaciones des-
cartadas en el andlisis. Ambos pardametros mantienen una estrecha relacion entre si, y
la determinacién de uno condiciona directamente la decisién del otro, lo que aumenta
el nivel de complejidad de nuestro estudio.

En este capitulo se presentaran alguna de las herramientas mas utilizadas en la
toma de estas decisiones, y se discutirdn claves y consideraciones a tener en cuenta en
el ajuste del modelo a un conjunto de datos concreto. Ademds, se abordardn criterios
para evaluar la calidad de las clasificaciones obtenidas, lo que resultard fundamental a
la hora de identificar una eleccién errénea de los parametros del modelo.

3.1. Seleccién del nimero de clusters (k) y nivel de recorte
(@)

Los métodos presentados durante el desarrollo de este trabajo requieren de la elec-
cion del nimero de clusters k£ a identificar, y del nivel de recorte a, de manera previa a
la busqueda de la mejor agrupacién posible para estos valores. A menudo, el pardmetro
k viene determinado por la finalidad de nuestro andlisis, que precisa de la obtencion
de un ntmero concreto de grupos. No obstante, esta no es la situacion general, y, en
la gran mayoria de casos, el pardametro k se determina por la propia estructura de los
datos y las relaciones que guardan los individuos entre si. Esta dependencia de la estruc-
tura subyacente de los datos convierte a la eleccion de k en el problema fundamental
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Figura 3.1: Resultados de aplicar TCLUST sobre el conjunto ‘faithful’ con un grupo
adicional de pocas observaciones.

del analisis cluster, pues imposibilita el desarrollo de un método sistematico para su
obtencién.

En el andlisis cluster basado en el recorte este problema es ain mas complejo, pues
la eleccion de k depende estrechamente del valor de o tomado. Por ejemplo, la elec-
ciéon de un o muy grande puede provocar el recorte de clusters pequenos, con pocas
observaciones, precisando asi de un k£ més pequeno. Por el contrario, un o demasiado
pequenio puede conllevar la formacion de clusters degenerados por agrupacién de datos
atipicos, afectando asi la clasificacién resultante. Una manera de combatir esta altera-
cién es precisamente aumentando el valor de k, identificando artificialemente este tipo
de agrupaciones espurias.

Esta relacion se ilustra en la figura 3.1, donde se ha considerado el conjunto de
datos “faithful” de R, que recoge el tiempo de duracién de las erupciones y el tiempo
de espera entre erupciones del géiser Old Faithful, a los que se ha afiadido un pequeno
grupo artificial de apenas 15 observaciones. Si fijamos un total de tres grupos y un nivel
bajo de recorte, el algoritmo detecta esta pequena agrupacién como un cluster. Sin
embargo, al aumentar el nivel de recorte al 10 %, estas observaciones son descartadas y
consideradas como ruido, y el resultado éptimo pasa a ser una particién en dos grupos.
Es decir, la determinaciéon de un nivel de recorte o condiciona el valor éptimo del
numero de clusters k y viceversa, por lo que la eleccién de estos dos pardametros debe
estudiarse de manera conjunta.

En la préactica, la naturaleza de los datos observados es desconocida, lo que dificul-
ta discernir cuando este tipo de pequenas agrupaciones corresponden realmente a un
cluster, o, por el contrario, se trata de un conjunto de datos atipicos casualmente agru-
pados. Como siempre, este tipo de dilemas deben ser tratados en funcién del objetivo
de nuestro analisis y de la posible interpretacion de estos grupos en el estudio.

En general, la determinacién de los parametros k£ y a no tiene una soluciéon éptima

Unica, si no que debe estudiarse su comportamiento conjunto en busca de una eleccién
que proporcione una particién coherente del conjunto de datos. Como se menciond en el
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10
10

Figura 3.2: Resultados de aplicar TCLUST con k =4, « = 0, ¢ = 50 (izq.) y k = 3,
a = 0.15, ¢ = 50 (dcha).

primer capitulo, una posible estrategia contra la contaminacién en el clustering consiste
en modelar el ruido mediante la inclusiéon de un cluster adicional de gran dispersién
que recoja estas observaciones atipicas. Si bien este enfoque no resulta generalmente
vélido, existen situaciones a las que se adapta correctamente, y permite incluso obtener
informacién de estos datos irregulares.

Esto se ilustra en la figura 3.2, donde se parte de un conjunto formado por muestras
de tres distribuciones normales, al que se ha anadido contaminacion procedente de una
cuarta distribucion normal de mayor dispersién. La grafica de la izquierda muestra el
resultado de aplicar TCLUST tomando k = 4, & = 0 y ¢ = 50, de modo que el algoritmo
identifica las observaciones contaminantes como un cluster adicional. Por otro lado, en
la grafica de la derecha se ha tomado k = 3, « = 0.15 y ¢ = 50, conduciendo al descarte
de las observaciones contaminantes mediante el recorte. Ambos enfoques se adaptan
correctamente a la estructura de los datos, y deben ser las consideraciones particulares
de nuestro estudio las que determinen cudl de estas soluciones debe considerarse.

Recuérdese de nuevo que, el primer método se ajusta a este conjunto debido a la
naturaleza particular de la contaminacién, no siendo este el caso general. El objetivo de
este ejemplo es Unicamente mostrar la posible existencia de varias soluciones 6ptimas
factibles.

En los métodos de clustering basados en modelos gaussianos, presentados en el
capitulo anterior, entra en juego un tercer parametro de ajuste, la constante ¢ de la
restriccién impuesta sobre las matrices de dispersién. La elecciéon conjunta de k y «
estd a su vez estrechamente relacionada con esta constante. Basta observar de nuevo
la grafica de la izquierda de la figura 3.2 para percatarse que esa eleccién de k y « no
resultaria apropiada para valores pequenos de ¢, pues el algoritmo no podria detectar
el grupo de mayor dispersion.

En general, valores pequenos del parametro ¢, pueden provocar la particiéon de

clusters de gran magnitud en clusters mas pequenos. Esta idea se ilustra en la figura
2.3 del capitulo anterior, donde al reducir el valor de ¢ se requiere de un aumento en
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el nimero de clusters, evitando asi la asignacion de parte del grupo méas extenso a los
clusters mas pequenos.

Si bien no existe un método sisteméatico que garantice una determinacién éptima
de estos parametros, se pueden encontrar en la literatura numerosas herramientas para
orientar este proceso de eleccion, facilitando asi la discusién. En este capitulo presen-
tamos dos de las mas comunes.

3.1.1. Curvas CTL

Una vez fijada la constante de restriccion ¢ de acuerdo con los prépositos de nues-
tro estudio, la atencién debe centrarse en la eleccién de los parametros k£ y «. Como
consecuencia de la fuerte dependencia entre ambos, la idea m&s sensata consiste en
realizar un estudio conjunto de ambos parametros, monitorizando como varia la fun-
cién objetivo del modelo segin se modifican estos valores. Esta es la idea propuesta
en Garcia-Escudero et al. (2011)[15] que introduce las denominadas curvas CTL (Clas-
sification Trimmed Likelihood curves) como herramienta para asistir al usuario en la
eleccion de los parametros k y a.

Definicion 6. Bajo las hipotesis del problema de clustering, sea ¢ una constante fija
para la restriccion de autovalores (2.8), denotamos LI, k) al valor mdximo de (2.5).
Se define entonces la k-curva de verosimilitud recortada o curva ctl como la funcion:

o — LMo, k) para a €0,1)

Estas curvas miden la evolucion de la calidad de la clasificacion obtenida median-
te la metodologia TCLUST para un k determinado en funcién del parametro «. El
interés detras de esta herramienta consiste en la comparacion de distintas k-curvas,
identificando asi el valor de k a partir del cual no se observa una mejora significa-
tiva en la clasificacién para un minimo valor de recorte a. Consideramos la funcién
Ao, k) == LYo,k + 1) — LI (a, k), que cuantifica la “ganancia” conseguida en la
funcién objetivo al aumentar el nimero de clusters a considerar, pasando de k a k + 1
grupos para un nivel de recorte oo dado.

Noétese que, el valor Acn(a, k) puede ser igual a 0 cuando tomamos un nimero
de grupos k£ mayor o igual que el “adecuado”, pues la funcién objetivo no mejora
al considerar méas grupos. No obstante, esto representa un caso muy particular, y la
funcién objetivo tiende a mejorar ligeramente al considerar mas grupos aun cuando los
datos originales estdn generados por k distribuciones, especialmente ante la presencia
de ruido.

El criterio propuesto en [15] consiste en seleccionar el nimero de grupos k mds
pequeiio tal que All(a, k) sea siempre cercano a 0 salvo para valores reducidos de a.
Una vez fijado el nimero de clusters, una eleccién sensata del nivel de recorte sera el
valor cig mas bajo para el que A?(a, k) es cercano a 0 para todo a > ayp.

La complejidad computacional del problema TCLUST impide representar comple-
tamente estas curvas, realizdndose asi su evaluacion tinicamente para una cuadricula
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Figura 3.3: Curvas CTL para el conjunto de datos de la figura 4.2 con ¢ = 50.

de valores de a. La figura 3.3 representa las curvas ctl £ (a, k) para k = 1,2,3,4,5,
a en [0,0.2] y ¢ = 50 para el conjunto de datos de la figura 3.2. Se observa que, para
a = 0, la clasificacién no mejora al incrementar el valor £ de 4 a 5. De igual manera,
una vez descartada al menos una proporcién ag = 0.07 de los datos, no se aprecia una
mejora significativa al pasar de 3 a 4 grupos. Por lo tanto, este criterio sugiere tomar
k=4ya=0o0bien k =3y a=0.07 como elecciones sensatas de los parametros del
modelo TCLUST cuando ¢ = 50.

Estas curvas ofrecen al usuario informacién til en la eleccién de los parametros k y
«, sin embargo, consitituyen una herramienta grafica mas que un criterio formal. Para
proporcionar mayor objetividad a la decisién tomada por el usuario, seria necesario
definir con precisién cuando All(«, k) es suficientemente cercano a 0.

Ademsds, conviene recordar que esta representacion se realiza para un valor de c
preestablecido, el cual debe ser elegido por el usuario en funcién de otros criterios
previos. Como ya se ha sefialado, los valores éptimos de k y a estdn completemante
relacionados con la eleccion de ¢, y esta dependencia se refleja también en las curvas
CTL.

La figura 3.4 muestra la representacion de estas curvas para el conjunto de datos
de la figura 2.3, que utilizamos en el capitulo anterior como ejemplo de la utilidad
del parametro c en el ajuste del modelo. En la figura de la izquierda, correspondiente
a la eleccion ¢ = 50, se observa que, tras descartar una proporcién ag = 0.05 de
las observaciones mas atipicas, la eleccién adecuada es tomar k£ = 3 grupos, pues un
nimero mayor de clusters no se traduce en una mejor clasificacion. En cambio, para
¢ = 2, caso correspondiente a la figura de la derecha, aumentar el parametro k mejora
significativamente la clasificacién hasta llegar a k = 5, siempre que se recorte una
proporcién ag = 0.15 o mayor de las observaciones.
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Figura 3.4: Curvas CTL para el conjunto de datos de la figura 4.2 con: (a)c = 50

(b)e = 2.

3.1.2. TBIC: Trimmed Bayesian Information Criterion

Uno de los métodos més utilizados en la comparacion y seleccion de modelos es-
tadisticos es el criterio BIC (Bayesian Information Criterion). Este criterio penaliza la
funcién de log-verosimilitud en funcién del niimero de pardmetros del modelo, buscando
un equilibrio entre la calidad del ajuste y la complejidad del modelo. De esta manera,
se evita el sobreajuste castigando modelos demasiado complejos, favoreciendo asi la
eleccion de modelos mas sencillos siempre que sea posible.

Una extensién robusta de este criterio aparece en Neykov. et.al (2007)[22], adaptan-
do el método a la comparacion de modelos que incluyen recorte. Esta extension recibe
el nombre de TBIC (Trimmed Bayesian Information Criterion), y se basa en la medida
de verosimilitud penalizada definida por:

TBIC = 2 log(TL(Oy)) +m log(|n(1 — a)]) (3.1)

donde TL(Oy) es la funcién de verosimilitud maximizada de (2.6) o (2.13), y m es
el nimero de parametros del modelo.

Notese que para un modelo en el que se buscan & grupos en un conjunto de puntos
con p variables, la funcién de verosimilitud requiere de (k — 1) pesos m; (el tltimo se
obtiene por la restriccion Z?Zl mj = 1), k vectores de medias en RP y k matrices de
dispersién simétricas, lo que hace un total de parametros:

+1
m:(k—1)+k:-p+k-zj(]92)

El criterio TBIC tiene iinicamente en cuenta las observaciones no recortadas también
en el término de penalizacion, lo que permite comparar modelos ajustados con distintos
niveles de recorte. Como es logico, el caso a = 0, se reduce al criterio BIC ya conocido.
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3.2. EVALUACION DE LA CLASIFICACION

Para ilustrar la efectividad del método, se ha utilizado nuevamente el conjunto
de datos de la figura 3.2, ajustando el modelo TCLUST con ¢ = 50 para los valores
de k =1,2,3,4,5, y variando en cada caso el nivel de recorte desde el 0% al 30 % en
incrementos del 5 %. Los resultados de los valores TBIC para estos modelos se muestran
en el cuadro 3.1. Ademds, para cada nivel de recorte, se ha senalado en negrita el
correspondiente valor minimo (excepto para el caso a = 0.05, donde se han senalado
resaltado dos de estos valores por su proximidad). Observando la tabla, el valor minimo
de cada columna corresponde al modelo con k£ = 3 cuando se recorta parte de los datos,
lo que confirma que se trata del modelo que mejor se ajusta a este conjunto de datos,
tal como se habia deducido anteriormente.

0% 0.05% 0.1% 0.15% 0.2% 0.25% 0.3%

1 6223.12  5611.19  5214.65  4844.05  4479.37  4089.38  3715.68
2 5852.68  5021.32  4559.47  4168.58  3819.78  3471.71 = 3147.53
3 5728.58 4805.40 4303.75 3904.50 3550.37 3212.02 2899.07
4
)

5616.14 4807.63 4333.61 3941.10 3586.70  3247.87  2932.07
5544.37 4841.75  4367.26  3977.76  3622.86  3284.77  2966.30

W‘W'W‘WW'

Cuadro 3.1: Tabla de valores de TBIC para el conjunto de datos de la figura 3.2.

Al igual que las curvas CTL, este estudio se realiza una vez se ha fijado el pardmetro
¢ de la restriccion correspondiente en los métodos de TCLUST y modelos de mezcla
con clasificacién blanda. Como siempre este pardmetro debe ser escogido por el usuario
de manera previa, en funcion de las caracteristicas del problema.

3.2. Evaluacion de la clasificacion

Una vez obtenida una solucién de un analisis cluster, cabe preguntarse por la calidad
de la representacion lograda. No todos los conjuntos de datos permiten obtener clasifi-
caciones igualmente coherentes, por lo que es necesario recurrir a técnicas posteriores
que permitan valorar la fiabilidad de las agrupaciones.

Una estrategia efectiva es evaluar la calidad de las asignaciones realizadas de las
observaciones a los distintos grupos. No todas las asignaciones son igualmente fiables.
Los datos més préximos al centro de un cluster obtenido seran mas probables de per-
tenecer al mismo, sin embargo, aquellos situados en los bordes son mas susceptibles de
ser mal clasificados, especialmente en zonas con clusters solapados.

Supongamos que se obtiene una solucién éptima R = {Rg, cee ]%k}, 6 = {éo, . ,ék}
y ® = {7, ..., 7} mediante el algoritmo TCLUST para determinados valores de k,
a y c. Las funciones discriminantes Dj(z,8) = m; f(x;p;,%;), descritas en el capitulo
anterior, permiten establecer una medida de credibilidad para la asignacién de cada
observacion, tal y como se describe en Van Aelst et al. [25].
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3.2. EVALUACION DE LA CLASIFICACION

Sea z; una observacién. Si denotamos por D)(z;,0) < ... < Dy (xi,0) la or-
denacién de los valores de las funciones discriminantes, el factor de Bayes para una
observacién no recortada x; se define como

BF(;) := log (W)

Dy (zi,0)

Es claro que, cuanto menor es el factor de Bayes, mas fiable resulta la asignacién de
x; a su cluster correspondiente. Por tanto, estos valores permiten cuantificar la fiabilidad
de la clasificacién obtenida. La presencia de clusters con numerosas observaciones que
presenten valores elevados (préximos a cero) del factor de Bayes, indican una posible
eleccion errénea de los parametros del modelo.

Esta nocion puede extenderse también a las observaciones recortadas, como se ex-
pone en [15]. Se considera para cada observacién de la muestra el valor d; = Dy (z4; 0),
y se realiza la ordenacion d() < ... < d(,). El algoritmo TCLUST descarta las observa-
ciones con los valores d; mas bajos, de modo que Ry = {i € {1,...,n} : d@y < dna)) }-
Se define entonces el factor de Bayes para una observacién recortada como

BF(x;) == log <D(k)($“0)> ,
d([na]—l—l)
que cuantifica la credibilidad de considerar z; como dato atipico. Valores altos de
BF(x;) indican decisiones poco claras en el recorte de la observacién z;. Asi, al igual que
ocurria para los clusters, un numero elevado de observaciones recortadas con valores
grandes del BF(z;) sugieren un exceso en el nivel de recorte, y por tanto, una posible
eleccién incorrecta de los parametros.

Los valores BF(z;) permiten construir resimenes graficos adicionales sobre la cali-
dad de la clasificacion, como los denominados “silhouette plots” o graficos de silueta,
que ayudan a identificar grupos con numerosas observaciones con factores de Bayes
elevados. Esto indica poca confianza en la formacién de dicho grupo, lo que puede de-
berse a la presencia de clusters solapados o a una eleccién errénea de los pardmetros
del modelo.

Cuando se trabaja con dos variables, es posible representar directamente las ob-
servaciones con valores altos de BF(z;), las cuales catalogamos como asignaciones o
recortes dudosos.

Como es de esperar, estas observaciones dudosas suelen encontrarse en la frontera
de los clusters, como se observa en la figura 3.5(b), donde un tnico cluster ha sido se-
parado artificialmente en dos al considerar un nimero de clusters mayor del necesario.
Este tipo de situaciones, originadas por una mala elecciéon de pardmetros, genera nume-
rosas observaciones con valores elevados de BF(x;), como se aprecia en la figura 3.5(c),
correspondiente al gréafico de siluetas asociado a esa clasificacion. En dicho gréfico, el
valor log(1/8) aparece representado mediante una linea discontinua, siendo un umbral
comunmente establecido como limite a partir del cual se considera una asignacién como
dudosa.
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Figura 3.5: (a) Solucién por TCLUST con k = 3, o = 0.05 y ¢ = 2. (b) Observaciones
con factor de Bayes mayor que log(1/8). (c) Silhoutte plot.
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Figura 3.6: (a) Solucién por TCLUST con k = 2, o = 0.05 y ¢ = 2. (b) Observaciones
con factor de Bayes mayor que log(1/8). (c) Silhoutte plot.

La figura 3.6 muestra las representaciones graficas de la clasificaciéon para k=2. En
este caso, el niimero de asignaciones dudosas es mucho menor que para k=3, lo que
sugiere que esta particion es mas adecuada para el conjunto de datos. Esto también se
refleja en el grafico de siluetas (figura 3.6(c)), donde a penas unas pocas observaciones
superan el umbral de log(1/8). Por tanto, atendiendo a ambos gréficos, la clasificacién
en dos grupos parece méas razonable que la de tres.

Noétese que en ambas clasificaciones aparecen algunas observaciones recortadas con
valores altos del factor de Bayes cerca de los bordes de los grupos obtenidos. Esto sugiere
que dichas observaciones podrian haber sido recortadas de forma errénea y que, en
realidad, podrian pertenecer a alguno de los clusters contiguos. Esta situacion se vuelve
aun mas evidente en la clasificaciéon mostrada en la figura 3.7, donde se ha utilizado
un nivel de recorte a = 0.15 considerablemente mayor al nivel de contaminacién real.
Como consecuencia, se observa la presencia de numerosas observaciones dudosamente
recortadas, lo que indica este exceso en el recorte.
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Figura 3.7: (a) Solucién por TCLUST con k = 3, o = 0.15 y ¢ = 2. (b) Observaciones
con factor de Bayes mayor que log(1/8). (c) Silhoutte plot.

No obstante, tomar un valor de « ligeramente superior al necesario no suele afectar
gravemente la clasificacién, siempre que no existan clusters muy pequenos que puedan
ser “absorbidos” por el recorte. Tal como se observa en la figura 3.7(a), aunque algu-
nas observaciones de la frontera de los clusters han sido erréneamente recortadas, la
estructura propia de los datos ha sido correctamente identificada.

Ademads, al conocer que observaciones se han recortado de forma dudosa, se podria
reasignarlas al cluster mds cercano, mejorando asfi la clasificacién. Esta es la idea detras
de los métodos de reponderacién o re-weighting, como el descrito en [6], que permiten
reducir progresivamente el nivel de recorte hasta el nivel éptimo, recuperando asi las
observaciones erréneamente descartadas. Un procedimiento de este tipo puede com-
plementar la serie de estrategias presentadas en este capitulo para la eleccion de los
parametros y valoracion del modelo.

Se recomienda por tanto ejecutar el algoritmo TCLUST para los valores determina-
dos mediante alguna de las herramientas presentadas anteriormente, y, a continuacién,
utilizar las representaciones descritas al comienzo de esta seccién como método de eva-
luacién de la clasificacién obtenida. Por ultimo, segiin las conclusiones obtenidas tras
esta evaluacion, se puede llevar a cabo una reponderacién o una nueva clasificacién con
distintos parametros si es necesario.
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Capitulo 4

Extensiones y variantes

A lo largo de los capitulos anteriores se han presentado y discutido métodos de
clustering robusto basados en el recorte, asi como analizado su evolucién adaptapdose
a distintos contextos y estructuras de datos. Estos modelos parten de ciertos supuestos
generales como la distribucién normal de los datos, que establece un marco de trabajo
flexible, adaptandose correctamente a casos muy diversos. No obstante, en la practi-
ca es frecuente encontrar conjuntos de datos que distan considerablemente de estas
suposiciones, requiriendo otro tipo de enfoques para obtener resultados adecuados.

Otro inconveniente de los métodos de clustering usuales es el tratamiento de conjun-
tos de datos de alta dimensionalidad, especialmente ante la presencia de contaminacion
en las medidas realizadas sobre las varibles. La alta dimensionalidad acenttua el proble-
ma de ruido, provocando un gran aumento en el nimero de datos atipicos, provocando
una gran pérdida de informacién al aplicar los métodos de recorte conocidos hasta el
momento.

En este capitulo se presenta un breve resumen de algunas extensiones de los méto-
dos clasicos de clustering robusto, adaptadas a situaciones especificas frecuentes en la
practica y para las cudles los métodos vistos hasta ahora no ofrecen soluciones adecua-
das. Asi, el objetivo del presente capitulo no es ofrecer una descripcién detallada de
estos modelos, sino exponer la motivacién detrds del desarrollo de estos procedimientos
y dar a conocer distintas ramas del analisis cluster robusto, las cuales se encuentran en
plena expansion.

4.1. Clustering de subespacios afines

El objetivo principal del analisis cluster es, como se ha senalado en repetidas ocasio-
nes, obtener agrupaciones en un conjunto de datos que permitan identificar relaciones
entre las observaciones. Estas relaciones suelen estar motivadas por la similitud entre los
elementos, la cual se cuantifica normalmente mediante alguna distancia. No obstante,
existen otro tipo de vinculos naturales entre las observaciones que provocan la agrupa-
cion de las mismas en estructuras mas complejas. Entre estas, destacan especialmente
las agrupaciones en torno a subespacios lineales, presentes en numerosas aplicaciones
practicas.
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4.1. CLUSTERING DE SUBESPACIOS AFINES

El clustering en torno a subespacios lineales constituye una de las variantes mas
estudiadas, debido a su aplicacién en campos como el reconocimiento de patrones o
la tomografia. A continuacién, presentamos un ejemplo de aplicacién de este tipo de
clustering.

Supongamos que se ha plantado un determinado vegetal en 75 parcelas de distintas
regiones. En cada una de estas parcelas se ha utilizado una cantidad distinta de un
mismo fertilizante, con el objetivo de analizar su efecto en la producciéon obtenida. No
obstante, se sabe que este fertilizante tiene un impacto distinto en funcién del tipo
de suelo cultivado. Entre las parcelas plantadas, habra suelos deficientes en nutrientes,
que responderan bien al fertilizante; suelos saturados de nutrientes, donde el uso de
fertilizante puede ser perjudicial, y otros donde la produccién no se vea practicamente
alterada. En cualquier caso, se espera que para un determinado tipo de suelo, la relacién
entre la produccién y la cantidad de fertilizante utilizado siga una relacién lineal.

Ante estas suposiciones, se pretende realizar una clasificacion de las parcelas en
funcién de esta relacion, con el objetivo de predecir el tipo de suelo de cada una,
y establecer una estrategia éptima en el uso de fertilizante en préximos periodos de
cultivo.

El conjunto de parcelas descrito puede visualizarse en la figura 4.1(izda.), donde
se representa una grafica que recoge la cantidad de fertilizante utilizado, medido en
kilogramos por hertarea, y la producciéon en cada parcela, medida en toneladas por
hectarea. Es necesario mencionar que estos datos no pertenecen a ningin conjunto
conocido, sino que han sido generados artificialmente con el propésito de representar
una situacion realista del problema descrito.

Los métodos de clustering robusto descritos hasta el momento no ofrecen una so-
lucién adecuada para este problema, pues la formacién de los clusters se basa en la
similaridad de las observaciones medida mediante una distancia, y no en la relacién
lineal entre las variables. La figura 4.1(dcha) muestra el resultado obtenido tras apli-
car TCLUST con parametros £ = 3, a = 0.2, ¢ = 500 para el conjunto de cultivos
descrito. La clasificacién obtenida no parece recoger ningtn tipo de relacién entre las
observaciones, y los clusters obtenidos no tienen ninguna interpretacién practica.

Ante esta incapacidad de los métodos cldsicos de detectar relaciones lineales de los
datos surge el clustering sobre espacios lineales. Este enfoque busca encontrar k espacios
lineales que recojan lo mejor posible la estructura de los datos, medida en funcién de
las proyecciones ortogonales de cada observacién al subespacio mas cercano.

No obstante, la presencia de datos contaminados tiene un gran impacto negativo en
la formacion de estos subespacios, desviando completamente la estructura determinada
por este tipo de procedimientos. Esta falta de robustez pone de manifiesto la necesidad
del desarrollo de métodos robustos para este tipo de clustering.

En Garcia-Escudero et al.(2009)[13] se propone un primer método robusto de clus-
tering sobre subespacios lineales, basado en la minimizacién de una suma recortada
de residuos ortogonales. Este modelo, conocido como RLG (Robust Linear Grouping),
permite no solo realizar una clasificacién robusta en base a las relaciones lineales de
los datos, sino también obtener una reducciéon de la dimensionalidad, extendiendo el
Anglisis de Componentes Principales(PCA) al contexto del andlisis cluster.
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Figura 4.1: (a)Conjunto de cultivos (b)Resultado de aplicar TCLUST con k = 3, o =
0.2 y ¢ = 500 sobre el conjunto de cultivos.

El algoritmo RLG (Robust Linear Grouping), propuesto en [13], se basa en la
bisqueda de k subespacios afines hy, ..., hj de dimensiones intrinsecas qi, ..., g (¢; <
p), junto con una particiéon {Ry, R1,...,Ri} de {1,...,n}, donde Ry recoge una pro-
porcién [na] de los indices, minimizando la expresién

k
SN i = Pra ()| (4.1)

j=1i€R;

donde Prp(z) denota la proyeccién ortogonal de z sobre el subespacio h. Cabe descacar
que, en el caso particular K =1y a = 0, este modelo se reduce al ya conocido PCA.

La figura 4.2 muestra el resultado de aplicar esta metodologia al conjunto de datos
de la figura 4.1, para k = 3 y dimensiones q1 = ¢o = g3 = 1. La gréfica de la izquierda
muestra la clasificacion obtenida para un nivel de recorte o = 0, es decir, sin descartar
ninguna observacién. La presencia de datos atipicos dificulta la identificacion de las
relaciones lineales subyacentes entre las observaciones, lo que justifica la necesidad de
robustificacién del método. La grafica de la derecha representa la clasificacién obtenida
para un nivel de recorte o = 0.2. Este método detecta las relaciones lineales de las
variables, identificando 3 grupos distinos con diferentes vinculos lineales entre estas
medidas.

Volviendo al ejemplo de los cultivos, la clasificacién obtenida permite identificar
los tipos de suelo y las relaciones entre fertilizante y produccién para cada uno de
los grupos, pudiendo predecir la cantidad éptima de fertilizante a utilizar en cada
parcela. Para las parcelas correspondientes al cluster de mayor pendiente se utilizara
mucho fertilizante, maximizando asi la produccién. Las parcelas del grupo de pendiente
negativa no requeriran de fertilizante, pues parece que disminuye la cantidad de vegetal
cosechado. En cuanto al grupo de parcelas con pendiente baja en la relacién produccion-
fertilizante, habria que estudiar los factores las ganancias o pérdidas al usar mas o
menos fertilizante en funcién de su precio y el beneficio de la venta de la produccién a
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Figura 4.2: Resultados de aplicar RLG sobre el conjunto de datos de la figura 4.1 con
(a) a=0 (b) a=0.2.

mayores. Por ultimo, las observaciones descartadas, las cuales corresponden a los datos
mas atipicos, pueden asignarse al grupo mas cercano o analizarse individualmente.

La eleccién ortogonal de los residuos en (4.1) implica que no existe una variable
privilegiada usada como variable respuesta. Sin embargo, en numerosas aplicaciones
resulta de interés explicar una variable concreta en funcién del resto. En estos casos, es
mas apropiado emplear los residuos de la regresién lineal clasica.

Este enfoque, que denominaremos “regresién lineal por clusters”, permite ademas
aprovechar propiedades fundamentales de la regresion lineal, como el analisis del com-
portamiento de cada variable explicativa, la capacidad de predicciéon de la variable
respuesta o la validacién del modelo mediante el estudio de los residuos.

Esta es la idea presentada en Garcia-Escudero et al.(2010)[14], que extiende la
metodologia del TCLUST al contexto de la regresion lineal por clusters robusta. La
flexibilidad de este enfoque permite trabajar con distintos pesos asignados a los grupos y
considerar distintas dispersiones para los errores en cada cluster. Para evitar la aparicién
de soluciones degeneradas, es necesario imponer alguna restricciéon sobre la dispersién
de los errores, de manera analoga a como ocurria en la metodologia TCLUST. De
este modo, se asegura la existencia y consistencia de los estimadores, permitiendo una
aplicacién fiable del método.

Supongamos que el nimero total de grupos k y el nivel de recorte o son fijados
previamente. Sea un conjunto de datos {X;}? ; donde cada observacién X; = (y;, z})’
estd compuesta por una variable respuesta y; € R y un vector de variables explicativas
x; € RP. Si la observacion X; es asignada al cluster j, entonces se asume que el valor
de la variable respuesta y; estd generada por una distribucién N (z}8; ,0']2-), para unos
parametros 3; € RP y o2 > 0 desconocidos. Ademés, se consideran pesos m; asociados
a cada cluster, sujetos a la restriccion Z?:l m; = 1.
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4.1. CLUSTERING DE SUBESPACIOS AFINES

De forma andloga a la construccién del modelo TCLUST, una modificacién del
modelo de outliers-espurios propuesto en [10] y [11] permite formular el problema de
regresion lineal por clusters a través de la siguiente funcién de verosimilitud:

k
H H m [ (yi; 2355, 05) [H gi(yi;xé)] (4.2)
i¢R

j=14i€R,

donde . ( ,5)2
= \/ﬂa exp( y(zo_g) ) )

y {Ro, R1 ..., R} es una particién de los indices {1,...,n}, con #Ry = [na].

fy;2'B,0)

Las funciones g; (-, x}) representan densidades desconocidas (condicionadas al valor
z;) que modelan la generacién de los datos contaminantes. Tal y como se discutié en
el capitulo dedicado al TCLUST, bajo ciertas suposiciones sensatas se puede evitar su
aportacién en la practica.

Estas suposiciones permiten reducir el problema de regresiéon lineal por clusters
robusta a la busqueda de una particién Ro, R; ..., R de los indices {1,...,n}, con
#Ro = [nal, y de valores para los pardmetros 7;, 3; y 0; que maximicen la expresion

K
YD log (mj flyisaifioy) (4.3)

7j=1 ieRj

De nuevo, tal y como ocurre en la metodologia TCLUST, es necesario imponer cier-
tas restricciones sobre los parametros de dispersién del modelo para evitar la aparicién
de soluciones degeneradas. Concretamente, se establece una restriccién de similaridad
de las dispersiones de los clusters, de la forma

n ’ 3
— < c¢ para M, = max 0]2- y my = min 032-
My, j=1l,k j=1,...k

Esta restriccién garantiza que el problema de maximizacion de (4.3) esté bien defi-
nido, y evita la apariciéon de grupos con varianza nula, los cuales conducen a soluciones
no interpretables.

Una modificacién adecuada del algoritmo TCLUST, adaptada al contexto de la
regresién lineal, permite encontrar una aproximacion de la solucién éptima del problema
(4.3). Esta modificacién introduce un segundo recorte de los datos, ya que, si bien es
sabido que este tipo de algoritmos son efectivos ante la presencia de datos atipicos
de la varible gy, también es conocida la falta de robustez de la regresién lineal por
minimos cuadrados frente a la apariciéon de outliers en las variables explicativas x. Este
procedimiento de doble recorte, proporciona una metodologia robusta para la regresién
lineal por clusters.
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4.2. Clustering con recorte por celdas

En el anélisis cluster con recorte, el enfoque tradicional consiste en descartar una
proporcién de las observaciones z; = (x1,...,%p) € RP més atipicas, lo que resul-
ta razonable en contextos de baja dimension. Sin embargo, este procedimiento puede
resultar extremo para valores elevados de p, ya que implica el descarte completo de
cualquier de fila x; que contenga al menos una celda x;; irregular. En situaciones de
alta dimensionalidad, incluso un pequenio porcentaje de celdas contaminadas puede lle-
var al descarte de una proporcién considerable de observaciones, lo que conlleva una
pérdida de informacién inmensa, y, en consecuencia, una disminucién de la efectividad
del método.

Por ejemplo, consideremos el conjunto de datos del cuadro 5.1, que recoge las res-
puestas de 10 individuos sobre la frecuencia o duracién de ciertos habitos cotidianos, y
supongamos que queremos realizar una clasificacién de los individuos segin sus perfiles
de comportamiento en base a estas medidas. Dado que no se disponia de una conjunto
de datos real adecuado, se ha optado por construir un conjunto de datos ficticio, di-
seniado para representar una situacién realista dentro del contexto de la contaminacién
por celdas. Las celdas marcadas en rojo representan los datos atipicos, que se salen
de la norma. En esta tabla puede observarse que la presencia de “solamente” 7 celdas
atipicas (un 10 % de los datos totales) podria forzar el descarte de hasta 5 individuos,
es decir, la mitad de la muestra, si se realiza un recorte clasico. Esto supone una in-
mensa pérdida de informacion, lo que reduce drasticamente la efectividad del estudio,
comprometiendo su utilidad.

Cuadro 4.1: Frecuencia diaria(d)/semanal(s) o duracién de ciertas actividades.

Persona Agua(d) Comidas(d)  Mévil(d) Ejercicio(s) Horas de Horas de Horas de

Sueno(d) lectura(s) TV(d)
1 8 3 25 3 7 1 3
2 23 4 20 0 8 0 7
3 9 3 30 28 6 5 15
4 8 4 22 5 7 2 5
5 9 3 25 2 8 1 35
6 8 3 250 1 7 0 0
7 11 5 15 7 8 6 9
8 5 5 45 0 2 22 12
9 2 2 35 2 6 0 0
10 7 3 0 7 7 3 2

Aunque en este ejemplo estamos trabajando un conjunto de datos de dimensién
moderada (p = 7), la carencia expuesta aumenta segin p crece. La extensa cantidad
de datos generada por las nuevas tecnologias ha incitado al desarrollo de metodologias
robustas capaces de solucionar esta pérdida de informacién, manteniendo asi la efecti-
vidad del método en contextos de alta dimensionalidad.

Uno de los recursos més utilizados para abordar este problema es el denominado re-
corte por celdas o “cellwise trimming”. Esta estrategia consiste en descartar inicamente
algunas variables de ciertas observaciones, manteniendo el resto de la informacion, y
minimizando asf la pérdida de datos regulares.
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4.2. CLUSTERING CON RECORTE POR CELDAS

En esta seccidn se presenta una de las primeras propuestas de clustering basadas
en el recorte por celdas, intoducida en [8], bajo el nombre de snipped k-means. Este
método consitituye una extensiéon robusta de las k-medias, disenada especificamente
para el descarte de celdas contaminadas.

Supongamos que se tiene una muestra de n observaciones Y7,...,Y, € RP, agrupa-
das en k clusters Ji,...,J;, donde J = U?Zl Jic{l,...,n}y JiNJs =0 para t # s.
Ademsds, se considera contaminaciéon por componentes, es decir, cada entrada de una
observacién puede estar contaminada de manera independiente con probabilidad e.

Asi, se asume que npe entradas de la matriz de datos Y estan contaminadas segin
el modelo que se detallard posteriormente. También se supone que n(l —e¢) < |J| <
n, donde |J| es el nimero de observaciones no completamente contaminadas. Nétese
que si |J| = [n(1l —¢€)], toda la contaminacién estd formada por datos con todas las
variables afectadas, mientras que si |J| = n, no hay ninguna observacién completamente
contaminada.

Se asume un modelo de contaminacién a nivel de celda definido de la siguiente
manera: sean b;;, para ¢ = 1,...,n, variables indicadoras con b;; € {0,1} y Zij bij
igual al entero més cercano a np(l — €). El valor de b;; indica si la entrada (i, j) de
la matriz Y es regular (b;; = 1) o estda contaminada (b;; = 0). Bajo este esquema se
modelan las observaciones como:

Yi=b6X;+(1—-0)%; para 1,...,n (4.4)

donde Z; ~ g;(-), siendo g una funcién de densidad en RP. Asi, para cada compo-
nente j de la observacién Y;, si b;; = 1, la entrada mantiene su valor original, mientras
que, si b;; = 0, serd sustituida por un outlier. Ademads, se asume que cuando ¢ € Jj,
Xi ~ N(p, 02Id), es decir, las observaciones regulares de cada grupos siguen una dis-
tribucion normal. Por otro lado, las observaciones para las cuales b;; = 0 para todo
j=1,...,pestan fuera de J, y reciben el nombre de outliers estructurales. Nétese que,
el modelo presentado en (4.4) sigue una contaminacién heterogénea, en el sentido de
que no todas las variables estan igualmente contaminadas.

Bajo las consideraciones realizadas en el modelo de contaminacién, cabe adoptar un
enfoque de clasificacion dura, es decir, cada observacion es asignada a un Unico cluster,
y se impone ademds una restriccion de esfericidad de los grupos, como en el método de
k-medias.

Partiendo de nuevo de las ideas propuestas en Gallegos y Ritter (2005)[11], se asume
que al estimar u, es posible ignorar las observaciones irregulares. Esta afirmacién se
fundamenta en el supuesto formal de que, para cualquier particion éptima que recorte
una proporcion e de las celdas, las observaciones irregulares podrian identificarse al
maximizar la verosimilitud asociada a las funciones g;(-).

Bajo estos supuestos, la estimacién de los centroides mediante el método de “snipped
k-means” se obtiene resolviendo el problema:

min inf Z min sz‘j(Yij — psj)? (4.5)

Vev {ui,...,ur FERP P
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donde V denota el subconjunto de M{Ovl}(n, p) (el conjunto de matrices binarias de
dimensién n x p) con exactamente [npe| entradas iguales a 0.

Un cero en una entrada de V indica que ese valor ha sido descartado, por lo que una
fila completa de ceros corresponde a una observacién Y; totalmente recortada. Conviene
destacar que, aunque este método descarte el mismo nimero de entradas que el método
de k-medias recortadas, en este ultimo las entradas descartadas estan todas alineadas
en filas, mientras que el recorte por celdas distribuye los descartes a lo largo de toda la
matriz, conservando la informacion relevante de cada observacién.

El conjunto de todas la matrices de recorte por celdas V tiene un cardinal extre-
madamente elevado, lo que imposibilita tratar computacionalmente el problema (4.5),
por lo que se debe recurrir a la aplicaciéon de logaritmo que aproximen su solucion.

El algoritmo propuesto en [8] se basa en la estrategia de aceptacién-rechazo, ac-
tualizando de manera iterativa una solucién inicial, identificada por V(0) € V. Este
enfoque permite encontrar un equilibrio entre la exploracién del espacio de soluciones
y la convergencia a la solucién 6ptima.

El recorte por celdas supone asi un remedio eficaz contra la pérdida de informacién
provocada por el recorte usual, consoliddndose como una herramienta cada vez més
utilizada en el clustering sobre conjuntos de datos de alta dimension.

En los ultimos anos, se han desarrollado métodos més sofisticados de recorte por
celdas, el cual continia siendo un campo de investigacion activo, en bisqueda de nuevas
estrategias que mejoren las prestaciones de los algoritmos actuales.

4.3. Co-clustering recortado

Los métodos de clustering cldsicos tienen como objetivo la bisqueda de agrupa-
ciones de n individuos (filas) en funcién de sus similitudes respecto a p caracteristicas
(columnas), identificando asi posibles relaciones y patrones dentro de los datos. Sin
embargo, en numerosas aplicaciones resulta de interés realizar una doble clasificacién,
es decir, agrupar estos individuos tanto por filas como por columnas.

Por ejemplo, si se dispone de una matriz de datos X en la que las filas representan
clientes y las columnas una serie de productos, esta clasificacién conjunta de filas y
columnas permite no solo agrupar los clientes con perfiles de compra similares, sino
descubrir la relacién de estos grupos con respecto a clases especificas de productos. Esta
técnica de doble agrupacién recibe el nombre de co-clustering, y presenta aplicaciones
en numerosos campos como la biologia, la psicologia o la sociologia, donde es frecuente
analizar tanto las relaciones de los individuos como las de sus caracteristicas.

Un posible enfoque para obtener agrupaciones por filas y por columnas hubiera

sido realizar estas clasificaciones por separado, sin embargo, esta estrategia ignora las
relaciones presentes entre ambos ejes de la matriz de datos. El co-clustering no busca
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solamente clasificar ambos ejes de forma simultanea, sino también ofrecer una represen-
tacién comprimida de las estructura de los datos, lo que lo convierte en una herramienta
especialemente 1util en el estudio de datos masivos.

Esta técnica suele por tanto emplearse sobre matrices de datos de grandes dimen-
siones, permitiendo reducir su estructura a un tamano mucho mas manejable mediante
la sintesis de las caracteristicas del conjunto de datos en distintos grupos. Comenza-
mos exponiendo un ejemplo de co-clustering sin recorte para ilustrar la utilidad de este
enfoque.

Consideremos el conjunto de datos “USArrests” de la libreria de R, que contiene el
nimero de arrestos por cada 100.000 habitantes por asalto, asesinato y violacién en cada
uno de los 50 estados de EEUU en 1973, ademaés del porcentaje de poblaciéon urbana en
cada uno de los estados. Se quiere realizar una clasificacién tanto de los estados como de
las variables mencionadas (los 3 tipos de delitos y el porcentaje de poblacién urbana) en
funcién de estos valores, de forma que se puedan establecer relaciones entre los distintos
grupos de estados y los conjuntos de variables. Un enfoque de clustering usual por filas
y por columnas respectivamente ofrece una clasificacion individual adecuada para cada
una de estas medidas, pero no tiene en cuenta la relacién subyacente entre ellas.

Bajo esta motivacion por obtener una representacion de la estructura de corres-
pondencias entre ambos ejes nace el enfoque del co-clustering, que realiza una clasi-
ficacion simultdnea de individuos y variables. Las figuras 4.3 y 4.4 muestran distin-
tas representaciones de la clasificaciéon obtenida por la funcién ’cocluster’, del paquete
"blockcluster’[23] de R, para la identificacién de k = 2 x 3 grupos sobre el cojunto
"UsArrests’ tras realizar una escala de los datos.

Esta funcién implementa un clustering doble basado en modelos de bloques laten-
tes (LBMs), introducidos en Govaert and Nadif(2003)[19]. Este tipo de modelos, que
describiremos mé&s adelante, extienden los modelos de mezcla finita al caso bidirec-
cional, suponiendo un marco probabilistico de trabajo idéneo para esta modalidad de
clustering.

La figura 4.3 muestra el mapa de calor del conjunto de datos ‘USArrests’, y la
correspondiente reordenacién y clasificaciéon en k = 2 x 3 grupos. Esta representacién
por intensidad de color facilita la interpretacién de la clasificacién por correspondencias
obtenida, la cual se expone en el cuadro 4.2. El conjunto de variables se ha clasificado
en un grupo de tres (asaltos, asesinatos y violaciones) frente a un grupo de una tnica
variable: el porcentaje de poblacion urbana. Esta separacién sugiere que la proporcién
de habitantes en suelo urbano para cada estado no guarda una relacién demasiado
estrecha con la tasa de delitos cometidos. En cambio, si hay una fuerte relacion entre
los distintos tipos de delitos, es decir, en los estados que presentan una conducta mas
violenta, tienden a cometerse todo tipo de delitos.
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Ori:inal Data

Scale

Figura 4.3: Representacion por mapa de calor de la clasificacién obtenida tras realizar
co-clustering sobre el conjunto de datos ‘USArrests’ de R para k=2x3 grupos.
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Figura 4.4: Grafica de diagramas de dispersion de la clasificacién obtenida tras realizar
co-clustering sobre el conjunto de datos ‘USArrests’ de R para k=2x3 grupos.

En cuanto a la clasificacién de los estados, el mapa de calor permite interpretar la
clasificacién realizada. El primero de los grupos esta constituido por estados con tasas
medias de criminalidad. El segundo de ellos estd formado por los estados de mayor
criminalidad, es decir, con altas tasas de delitos violentos. Por ltimo, el tercero de los
grupos lo conforman estados con valores bajos de criminalidad y de poblacién urbana.

Un analisis conjunto de los grupos determinados permite deducir que, si bien la
variable de poblacion urbana es la que menos relacién guarda con el resto, si existe
una correspondencia entre tasas bajas de criminalidad y estados con gran porcentaje
de poblacion rural. Estas interpretaciones se deducen también de la figura 4.4, donde
se ha representado la dispersion de los grupos de estados para cada par de variables.

El ejemplo que acabamos de analizar consituye una aplicacién sencilla del cocluste-
ring, con un nimero reducido de variables para facilitar la implementacion e interpreta-
cién del método. No obstante, este tipo de anélisis suele aplicarse sobre matrices de gran
tamano, permitiendo obtener relaciones entre un niimero mucho mayor de variables que
resultarian imposibles de identificar a simple vista.
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Cuadro 4.2: Resultado de aplicar co-clustering sobre el conjunto de datos ‘USArrests’
de R para k=2x3 grupos.

Estado Murder Rape Assault UrbanPop
Grupo filas 1

Arkansas 8.8 190 19.5 50
Connecticut 3.3 110 11.1 77
Delaware 5.9 238 15.8 72
Hawaii 5.3 46 20.2 83
Indiana 7.2 113 21.0 65
Kansas 6.0 115 18.0 66
Kentucky 9.7 109 16.3 52
Massachusetts 4.4 149 16.3 85
Montana 6.0 109 16.4 53
Nebraska 4.3 102 16.5 62
New Jersey 7.4 159 18.8 89
Ohio 7.3 120 21.4 75
Oklahoma 6.6 151 20.0 68
Oregon 4.9 159 29.3 67
Pennsylvania 6.3 106 14.9 72
Rhode Island 3.4 174 8.3 87
Utah 3.2 120 22.9 80
Virginia 8.5 156 20.7 63
‘Washington 4.0 145 26.2 73
‘Wyoming 6.8 161 15.6 60
Grupo filas 2

Alabama 13.2 236 21.2 58
Alaska 10.0 263 44.5 48
Arizona 8.1 294 31.0 80
California 9.0 276 40.6 91
Colorado 7.9 204 38.7 78
Florida 15.4 335 31.9 80
Georgia 17.4 211 25.8 60
Illinois 10.4 249 24.0 83
Louisiana 15.4 249 22.2 66
Maryland 11.3 300 27.8 67
Michigan 12.1 255 35.1 74
Mississippi 16.1 259 17.1 44
Missouri 9.0 178 28.2 70
Nevada 12.2 252 46.0 81
New Mexico 11.4 285 32.1 70
New York 1LiLodl 254 26.1 86
North Carolina 13.0 337 16.1 45
South Carolina 14.4 279 22.5 48
Tennessee 13.2 188 26.9 59
Texas 12.7 201 25.5 80
Grupo filas 3

Idaho 2.6 120 14.2 54
Towa 2.2 56 11.3 57
Maine 2.1 83 7.8 51
Minnesota 2.7 72 14.9 66
New Hampshire 2.1 57 9.5 56
North Dakota 0.8 45 7.3 44
South Dakota 3.8 86 12.8 45
Vermont 2.2 48 11.2 32
West Virginia 5.7 81 9.3 39
Wisconsin 2.6 53 10.8 66

En estos problemas de gran dimensionalidad es frecuente la presencia de contami-
nacién alterando las relaciones grupales subyacentes. Al igual que en otros contextos
del analisis cluster, el recorte imparcial constituye una solucién efectiva ante la apari-
cién de datos atipicos de distinta indole, permitiendo obtener clasificaciones dobles mas
robustas y fiables.

Existen numerosos enfoques distintos en el contexto del co-clustering, constitu-
yendo un campo no completamente definido, que se encuentra en plena expansién y
continuo desarrollo. En esta seccién, seguiremos el planteamiento propuesto en Fibbi
et al.(2023)[9], que introduce un recorte imparcial tanto por filas como por columnas
sobre la estimaciéon de Modelos de Bloques Latentes (LBMs) como el del ejemplo que
acabamos de presentar.

A continuacion, se exponen las hipdtesis realizadas en este modelo, introduciendo
ademads la notacion necesaria para facilitar la posterior descripcién del problema.
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Modelos de Bloques Latentes (LBMSs)

Los LBMs se basan en las siguientes suposiciones:

Los co-clusters (o bloques) estan definidos por el producto cartesiano de las par-
ticiones de filas y columanas. Por lo tanto, cada elemento X;; de la matriz de
datos X pertenece exactamente a unos de esos clusters.

Se asume que el conjunto de etiquetas de fila {Z;}' ; y etiquetas de columna
{W;},_, son independientes entre sf.

Las etiquetas de fila (resp. de columna) también son independientes e igualmente
distribuidas, siguiendo una distribucion categorica.

Condicionalmente a las etiquetas {Z;}7_; y {W;}}_;, los elementos X;; de la
matriz de datos son independientes y siguen una distribucion condicional definida
por f(z |Ag;), donde A son pardmetros especificos del co-cluster identificado por
el par de indices (k,l). La funcién f es una funcién de densidad de probabilidad
que puede ser discreta o absolutamente continua.

La eleccién de la funcién f depende del tipo de data que se pretende modelar. En la
practica se suelen considerar distribuciones normales o de Poisson para datos continuos,
distribuciones multinomiales para datos categéricos o distribuciones de Bernoulli para
datos binarios.

Los LBMs constituyen un marco de trabajo muy flexible, y bajo las suposiciones
presentadas previamente, podemos escribir una verosimilitud incompleta de los datos
de la forma:

Llx)= >, =" Hp”ﬂ IT il oo, (4.6)

(ZW)EZXW ik y

donde:

X es una matriz n X p cuyos elementos x;; toman valores en un conjunto S C R,
por ejemplo, S =R, S =N, 0 S ={0,1}.

Los indices ¢ y j hacen referencia a las filas y columnas de X, respectivamente,
por lo tanto i € {1,2,....,n} y j € {1,...,p}.

Los indices k y [ se refieren a las particiones de filas y columnas de tamafio g y
m, respectivamente, por lo tanto k € {1,2,...,g}, l € {1,2,...,m}.

Z es el conjunto de todas las matrices binarias n X g con suma por filas igual a 1:

Z = {Z S {0’1}n><g : sz = ]., VZ} .

k

Para indicar que la fila ¢ pertenece al clister de fila k, se escribe z;, = 1. Si
no pertenece, entonces z;; = 0. De forma andloga, W representa la matriz de
etiquetas binarias de columnas, reemplazando n por p y g por m.
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7 = {7 }x es el vector de proporciones para la particién de filas, con:

7 € [0, 1], Zwk =1.
k

De forma andloga, p = {p;}; representa las proporciones para las columnas.

A = {Xg 1}k 1 es el conjunto de los pardmetros de bloque.

¥ = (vec(A),m, p) es el vector de todos los pardmetros del modelo.

f es una funcién de densidad de probabilidad, discreta o absolutamente continua,
con soporte en S.

Estos modelos suponen la base del plantemiento introducido en [9], donde se consi-
dera una extensién de los modelos de bloques latentes anadiendo contaminacién. Sean
S y T los conjuntos de indices de filas y columnas de las celdas no contaminadas, una
modificacién de la funcién (4.6), modelando el ruido mediante la inclusién de un fac-
tor contaminante (enfoque similar al de [12] pero adaptado al co-clustering), permite
expresar la funcién de verosimilitud de nuestro modelo contaminado de la forma:

rox)= > Il o™ 11 faghwsvr]- @)

(ZW)EZXW €S,k FET i€s, 5T, k, |

T 9i(=y)

(4,7)¢SxT

donde las funciones g;; denotan las funciones de densidad de los elementos conta-
minados, las cuales son desconocidas.

Dada esta funciéon de verosimilitud y dos niveles de recorte a; y ao, queremos
resolver el problema de maximizacion:

méx max L'(J|X)

S, T YeO
donde S es un subconjunto de {1,...,n} y T un subconjunto de {1,...,p}, con cardi-
nales S = n — [aun] y T = p — [agp] respectivamente. Nétese que, si ay = ag = 0,
recuperamos el LBM original.

Obtener una solucién 6ptima para este problema de maximizacion es imposible
en la practica, pues las distribuciones g;; que generan el ruido son desconocidas. No
obstante, como se ha visto en otros contextos, bajo ciertas suposiciones sensatas sobre
la naturaleza de la contaminacion es posible reducir el problema a la maximizacion de
la funcién verosimilitud de clasificacién recortada:

< < Zik Wil .. Zik Wji
max max s | | I | Tii| A J
S, T Z, W, 9 . k . pl . - f( Zj‘ kl) ’
€S,k JeT|l €S, j,€T, k, 1

donde los conjuntos S y T' estan sujetos a las condiciones impuestas anteriormente.
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El algoritmo propuesto en [9] permite aproximar una solucién éptima de este mo-
delo, y constituye una extensién de algoritmos de Clasificacion EM adaptada a los
modelos de bloques latentes. Siguiendo un enfoque de recorte imparcial basado en las
probabilidades a posteriori, se realizan en cada iteraciéon dos recortes consecutivos, uno
por filas y otro por columnas, para niveles de recorte a1 y o respectivamente.

Este doble recorte permite descartar las observaciones fila y columna més atipicas
de manera simultdnea, sin embargo, requiere determinar dos parametros de recorte
distintos, aumentando asi el grado de complejidad del modelo. No obstante, una adap-
tacién de las técnicas presentadas en el capitulo 3 permite monitorizar la calidad de
la clasificacién obtenida en funcién de la variacién de estas dos proporciones y del va-
lor de k. Asi, el método expuesto constituye una solucién de recorte imparcial para el
problema de co-clustering bajo elecciones adecuadas de aq, as y k.
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Apéndice:

Demostracion del Teorema 1.2. .

Demostracion 1% afirmacidn

Sean i,j € {1,...,k}, i # j. Sabemos por la definicién de las k-medias recortadas
que se evita el caso degenerado m; = m;. Podemos asumir que es posible construir A;
y A;j (segin se han definido anteriomente) tales que [, 7o(z)dPy y [ 4, Ta()dP; sean
estrictamente positivos. En otro caso el resultado seria trivial.

Por la proposicién 1.5 sabemos que m; y m; son las ®-medias de P dados 7, y los
clisteres A; y A; respectivamente. Denotemos B; j := {x € B : ||z — m;|| = ||z —m;||}.
Noétese que

/ To(x) Inf @(||lx —myl|)dP,
AUA; I=L,...k

=1,...,

=/ To(x) Inf [O([|lz — mil)), ®([|lz — my]])] dP:
AUA,

- / 7 (2)® (|2 — mal|)d Py + / 7 (@)@ (|| — my AP,
AiUBiJ' A _Bi,j

j

La proposicién 1.4 implica que la ®-media de P dados 7, y (4; U B ;), la ®-media

de P dados 7o y (A; — B j), y m;, coinciden, pues, de no ser asi, {m1,...,my} no seria
una k-media recortada de P.

Probemos ahora que si P(B;;) > 0 entonces las ®-medias de P dados 7, y los
conjuntos A; — B; ; y A; U B; j no son iguales, de donde se deducira el resultado.

Sean m y m! las ®-medias de P dados 7, y los conjuntos A4; — B; j y B; j respecti-
vamente. Tenemos que:

/ Ta(x) dPp >0
A;—B; ;

porque, de otro modo, por el lema 1.4, m; perteneceria a EM, y Bij no serfa la
frontera entre A; y Aj;.

Como 7, es estrictamente positivo en B (y B; ; C B), tenemos que m y m! estdn
bien definidos y m # m!, porque, de otro modo, tendriamos que m; = m! y entonces
m; € Bz‘,j-

Consideremos una base ortonormal {ey,...,e,} en RP, con e; = m! —m, y suponga-
mos que fijamos el origen en m, de modo que m! = (1,0,...,0). Sea m! = (,0,...,0),
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definimos

d
@l —m) i= (e = m])

t=to

Dado que A; U B;; es un conjunto acotado, la continuidad de la derivada primera
de ® nos permite concluir que las funciones

mo)= [ nala)e(le = m')P(ds)

Ho(t) = [ 7@ (o - ') P(da)
0.
son diferenciables con derivadas continuas dadas por

mo = [ @ (e —n'l)P(s)

,J

HY(t) = /B (@)@ (J2 — [ P(d).

%)

respectivamente.

Por definicién de m, H{(0) = 0, pues al ser la ®-media de P dados 7, y A; — B; j, el
minimo de H; se alcanza en m = m". Como B, j esta contenido en B, el corolario 1.1
implica que 74(z) = 1 para todo & € B; ;, y una prueba similar a la de la proposicién
1.4 demuestra que H es estrictamente convexa en [0,1]. Teniendo en cuenta que Ho
alcanza su minimo en ¢ = 1 (por un razonamiento andlogo al realizado para Hi),
obtenemos que Hj(0) < 0. Finalmente, consideremos la funcién:

H(t) = /A‘UB_ ral@) (| — [P, = (1) + Ho(t)

Las afirmaciones previas nos indican que H es decreciente en un intervalo [0, ¢y] con
to > 0. Por lo tanto, m no serfa la ®-media de P dado A; U B; j, luego P[B; ;] = 0.

Demostracion de la 2% afirmacion

Para evitar trivialidades, asumimos que P[D] > 0. Sea S el soporte de la distribucién
condicional de P dado D, supongamos que

P{z €S :74(x) € (0,1)} > 0.
En este caso, existe € > 0 tal que P(S:) > 0, donde

Se={xeS:0<1(x)<1—¢}

Supongamos que S, es un conjunto infinito. Entonces, existe i tal que S; := S. N A;
también es un conjunto infinito con P(S;) > 0.

Consideremos una base ortonormal en R?. Al menos una proyeccién de S; es infinita.

83



4.3. CO-CLUSTERING RECORTADO

Por lo tanto, existe un hiperplano H tal que si denotamos por Hi y H_ los dos
semiespacios en los que divide RP, entonces

p=P(S;NH)>0 y q:=PS;NH_)>0.

Supongamos que p > ¢g. Sea S un numero real tal que 1 < § < inf (%E, %) .

Un cdlculo sencillo sirve para ver que existe v € (0, 1) tal que, si definimos

To(x), sixz ¢S,
T1(z) = § Bra(x), sizeS;NH_, *)
V7o(z), stz e S;NH,

entonces [ 7i(z) dP, = [ 7o(z) dP; y 71 es una funcién de recorte de nivel a.

La ®-media de P dado un conjunto depende de la funcién de recorte que estamos
considerando, pero en cualquier caso, de manera similar a la afirmacion 1, la ®-media
de P dados 7, y B(mj,r) coincide con la ®-media de P dada 7 y B(m;,r); pero esto
no es posible por el mismo argumento presentado en la parte final de la demostracién
de la afirmacién 1.

Supongamos que S. es finito y contiene al menos dos puntos. En este caso, existe un
hiperplano H tal que, si denotamos Hy y H_ a los semi-espacios asociados, entonces
existen x4 € ScNHy y x— € S.N H_ tales que P(z4) > 0y P(z_) > 0, y podemos
construir una funciéon de recorte de nivel o mediante una construccién similar a la de
(*) para obtener una contradiccién.

Por lo tanto, hemos probado que, si el soporte de P dada la frontera de B(M,r)
contiene méas de un punto, la funcién de recorte 7, solo puede tomar los valores 0 y 1
salvo en un punto como maximo.

Si estamos en el caso a) o b), la demostraciéon ha terminado. En otro caso, existe
un hiperplano H que verifica que:

PH,N{z €D :7,(x)=1}] >0 y PH_-N{x €D :715(x) <1} >0

PHyN{x €D :74(x)=0}]>0 y PH_N{zxeD:74(x)>0}>0
y podemos hacer una construccién similar a la de la primera parte de la prueba

para obtener nuevamente una contradiccion.

O]
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Demostracion del Teorema 1.3. .

Basta con probar que toda subsucesién de {M,}, (resp. {V;,}rn) admite una nueva
subsucesién que converge a My (resp. a V).

Para cada n = 1,2,..., designemos por 7,, una funcién de recorte arbitraria en el
conjunto Tas, o(Xn), y por r,, n=1,2,..., el radio asociado a 7, es decir:

IB(Moﬂ“n) < 7_7/1 < IB(MOJ’Z)

Obviamente, {r/ }, es una sucesién acotada, y podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que lim,_,o, 7/, = r{, para algin r, € R. Entonces, por la continuidad de
Px,, tenemos que

Tr/L(Xn) — IB(MO,T(’))(XO)a P-c.s

y entonces, tomando en cuenta que |7,,| < 1 para todo n € N, podemos escribir:

1—a= /T;Z(Xn) dP — /IB(MO,rg)(XO) dP cuando n — oo

De ahi,
/IB(Mo,ré)(XO) dP=1—-«

IB(MO,T{)) = 70, PXO—C.S

Ademas, tenemos

7’, (Xn)q)(d(Xn,Mo)) — T()(Xo)(I)(d(Xo,M())), P-c.s

n

y {7 (X)) ®(d(Xp, Mp)) }n, es uniformemente acotada. Asi,

Vo< /T'(Xn)cp(d(Xn,MO))dp

“1l-a) "
1
~ 1 70(X0)P(d(Xo, Mp)) dP  cuando n — oo
-«
y, en consecuencia,
limsup V,, < Wy (4.8)
n
Por el lema 1.5, existe un subconjunto no vacio I C {1,...,k} y una subsucesién

de {M,},, (que denotamos como la inicial) tal que:
sii¢ I, entonces d(m!,,0) — cocuando n — oo, (4.9)

sii € I, entonces existe m’ € R? tal que m!, — m'cuando n — oo (4.10)

Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que I = {1,...,h} con 1 < h < k.
Usemos la notacién MM = {my,...,mp,} y M = {ml ....,ml}. También podemos

85



4.3. CO-CLUSTERING RECORTADO

asumir que {7}, es una sucesién convergente, con limite r. Entonces, para n suficien-
temente grande:

IB(M(h)’r) (XTL) +IB(MH7M»,(L}L),T) (Xn) S Tn(Xn) é IE(MT(‘Lh)7T) (Xn) +IE(Mn7M»,(Lh),7‘) (XTL)
(4.11)

Ademaés,

I

B(M—M 1) (X,) =0, P-cs

De (4.11) obtenemos que:
11'7rln Tn(Xn) = IB(M(’L),r) (XQ), P-c.s
Luego, considerando que |7,| < 1 para todo n € N, tenemos:

l—a= /Tn(Xn) dP — /IB(M(h),r) (Xo)dP, cuando n — oo,

por lo tanto I B(M(R) ) €5 UNa funcién de recorte de nivel a para Xy. Ademads, en virtud
del lema de Fatou:

h’minf/rn(Xn)@(d(Xn,Mn)) apP

liminf V,, =
n 1—« n

1 7’ .
> —— [ liminf <Tn(Xn)IB(M7(Ih)7T) (X)) (d(Xn, Mn))) aP

1
+—— [ liminf (Tn(Xn)I

11—« B(Mn—M™" 1) (Xn)®(d( Xy, Mn))) dp.

Y, en consecuencia de que

1
— [ 1fminf (Tn(Xn)I
n

-« B 1) gy (Xn) (X, Mn))) AP =0,

obtenemos:
. 1
hmnlnf Vn > 1_O[\/VIB(]M(}L)/'") (‘Xv())(l)(d()(@7 M(h))) dP > Vh’(ha(X()).

Esto y (4.8) implican:
Vh,d),a(XO) = Vk?djua(XO) = 11/71;11 an

y la continuidad de Px,, junto con la unicidad de My, muestran que I = {1,...,k}
y, en consecuencia, {mq, ..., mp} = M. d
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