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Resumen

Este trabajo profundiza en la resolucion de ecuaciones diferenciales de segundo orden
utilizando series de potencias. Su objetivo consiste en analizar como las ecuaciones
con coeficientes variables pueden ser resueltas mediante series de potencias, especial-
mente en casos donde las soluciones no son facilmente obtenibles mediante métodos
habituales. Se completa con el estudio de ecuaciones diferenciales que dan origen a
funciones especiales y su aplicacion en modelos relevantes de la fisica.
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Serie de potencias, funciones especiales, punto ordinario, punto singular regular, mé-
todo de Frobenius, ecuacién indicial, ecuacion de Airy, ecuacion de Bessel, ecuacion
de Legendre.

Abstract

This work studies the solution of second-order differential equations using power
series methods. The main objective is to analyze how equations with variable coef-
ficients can be solved through power series expansions, particularly in cases where
closed-form solutions are not readily available. Some differential equations that give
rise to special functions and their application in relevant physical models are also
studied.

Keywords

Power series, special functions, ordinary point, regular singular point, Frobenius’
method, indicial equation, Airy “s equation, Bessel s equation, Legendre s equation.
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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias ocupan un lugar importante en el desarro-
llo de la matematica aplicada y la fisica ya que permiten modelar una gran variedad
de fenobmenos naturales y tecnolégicos. Dentro de ellas, las ecuaciones lineales de
segundo orden con coeficientes variables destacan por su capacidad para describir
sistemas donde las interacciones no son uniformes, como ocurre en numerosos con-
textos fisicos.

La presencia de coeficientes no constantes introduce, sin embargo, importantes
dificultades técnicas a la hora de obtener soluciones explicitas. Los métodos clasicos
de resolucion, como la separacion de variables o la integracion directa, suelen volverse
ineficaces o directamente inaplicables en estos casos. Es en este contexto donde
el desarrollo en series de potencias se convierte en una herramienta fundamental,
permitiendo construir soluciones formales mediante expansiones locales centradas
en un punto.

La idea principal parte de suponer que la solucién puede expresarse como una
serie infinita de potencias de la variable independiente, cuyos coeficientes se deter-
minan sustituyendo dicha expresion en la ecuacion original. Cuando los coeficientes
de la ecuacion son funciones analiticas, este procedimiento garantiza la existencia
de una solucién también analitica en torno a puntos ordinarios. El estudio de esta
técnica permite no solo resolver ecuaciones concretas, sino también comprender en
profundidad la estructura matemética de sus soluciones y su dependencia respecto
a las propiedades locales de los coeficientes.

Cuando el punto de desarrollo es un punto singular regular, la técnica puede
extenderse mediante el método de Frobenius, que permite obtener soluciones en
forma de series generalizadas. Estas soluciones pueden incluir potencias fraccionarias
o incluso términos logaritmicos, lo cual amplia considerablemente el abanico de
ecuaciones que pueden resolverse y conecta directamente con la teoria de funciones
especiales.

Como aplicacion de estas ideas, este trabajo incluye el estudio detallado de tres
ecuaciones diferenciales fundamentales, la ecuacion de Airy, la ecuacion de Bessel y
la ecuaciéon de Legendre. Estas surgen en diversos contextos fisicos y sus soluciones,
las funciones de Airy, de Bessel y la solucion de la ecuaciéon de Legendre, son ejemplos
de funciones especiales que se obtienen mediante el desarrollo en series de potencias.
Su anélisis permite ilustrar la importancia del método tanto desde el punto de vista
formal como en aplicaciones concretas, como la difraccion de la luz, la propagacion
de ondas en medios no homogéneos o modelos relacionados con la propagacion del
calor, la vibracion de membranas en sistemas cilindricos o el calculo de potenciales
en sistemas esféricos.



INDICE GENERAL

Alo largo del trabajo se combinan el rigor matematico y el tratamiento detallado
de ejemplos para ilustrar los distintos escenarios posibles, tanto en torno a puntos
ordinarios como a puntos singulares regulares. Ademas, se destaca la conexion entre
la teoria matematica y su aplicabilidad en problemas reales, subrayando el papel
esencial que juegan las funciones especiales en la modelizacién de fenémenos fisicos
complejos.
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Capitulo 1

EDOs lineales de segundo orden con
coeficientes no constantes. Puntos
ordinarios

En este primer capitulo se introducen las ecuaciones con las que se va a trabajar a
lo largo de toda la exposicion y se aborda su resolucion y algunos ejemplos concretos
en torno a puntos ordinarios. Para ello, se toman como referencia los libros [1], [2]

y [3]-

1.1. Contextualizacion

En general, no existe un procedimiento de resolucion que pueda aplicarse a todas
las ecuaciones diferenciales ordinarias, pero puede obtenerse de manera explicita la
solucion para ciertos casos particulares. Para las ecuaciones lineales homogéneas con
coeficientes constantes si existe un procedimiento detallado para la obtencién de la
solucién que se basa en encontrar raices de la ecuacién caracteristica asociada. Por
otro lado, para coeficientes variables existen algunos métodos como el de reduccion
de orden, que requiere conocer previamente una soluciéon de la ecuacién homogénea
asociada.

Esta carencia de métodos de resolucion, motiva el empleo de otros métodos, como
el desarrollo en serie de potencias de la soluciéon, lo que serd el enfoque central de
este trabajo.

Teniendo presentes los resultados generales de la teoria de ecuaciones diferen-
ciales presentados en el apéndice A, este trabajo pondra el foco en la solucion de
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes no constantes,
principalmente en las homogéneas, puesto que son aquellas con mayor nimero de
aplicaciones en diversos ambitos de la fisica. Estas aplicaciones fisicas también seran
comentadas a lo largo de este trabajo.

Antes de comenzar con el enunciado de diferentes resultados, debe mencionarse
que durante todo el trabajo no se especificara la variable de la funcién soluciéon salvo
en los casos en los que sea estrictamente necesario.

Sean ag(x), ai(x) y az(x) funciones definidas en un intervalo abierto I C R. Dada

9



CAPITULO 1. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN CON
COEFICIENTES NO CONSTANTES. PUNTOS ORDINARIOS

la ecuacion diferencial ordinaria homogénea

as(z)y" + ar(z)y" + ao(z)y =0, (L.1)

se puede expresar formalmente en su forma candnica dividiendo entre el primer
coeficiente as(x), obteniendo asi:

y" 4+ P(x)y' + Q(z)y =0,

donde, de nuevo P(x) y Q(x) son funciones definidas en un intervalo abierto I C R.
A continuacioén, se distinguen los puntos de la recta real con respecto a la anali-
ticidad de los coeficientes de la ecuacion diferencial:

Definicién 1.1.1. Un punto xy es un punto ordinario de la ecuacion diferencial
(1.1) si tanto P(x) como Q(x) son analiticas en xo. En caso contrario, se denomina
punto singular de la ecuacion.

Observacion 1.1.2. Si se tiene el caso especifico de que la ecuacion (1.1) tenga
coeficientes polinomiales, de la definicion anterior se sigue que, si as(x), ai(z) y
aop(z) son polinomios sin factores comunes, un punto xy serd:

1. Un punto ordinario si as(xg) # 0 .
2. Un punto singular si as(zo) =0 .
Véanse los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.1.3. En la ecuacion
y' —ay =0,

conoctda como Fcuacion de Airy, que serd estudiada mdas adelante, todos los puntos
xr = xy son ordinarios puesto que tanto P(x) = 0 como Q(z) = —x son funciones
analiticas en todos los puntos de la recta real.

Ejemplo 1.1.4. Por otro lado, en la ecuacion

o*y + xy + (2 — )y =0,
llamada Ecuacion de Bessel, que también serd estudiada, no todos los puntos son
ordinarios. Puesto que los coeficientes de la ecuacion son polinomiales, puede usarse
la observacion 1.1.2. Asi, como as(x) = x? se puede afirmar que en esta ecuacion
el punto xo = 0 es un punto singular, mientras que el resto de puntos xq # 0 son
puntos ordinarios.

1.2. Puntos ordinarios

En esta seccion se presentarin los resultados necesarios para el estudio y la ob-
tencion de la soluciéon para las ecuaciones consideradas en torno a puntos ordinarios
apoyandose en [1], ademéas de las referencias citadas al inicio del capitulo.
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CAPITULO 1. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN CON
COEFICIENTES NO CONSTANTES. PUNTOS ORDINARIOS

Del teorema A.3.2 se sigue que si zy es un punto ordinario, el problema de valor
inicial

az(x)y" + a1 (x)y" + ao(x)y = b(x),

y(zo) = Y10,
/
Y (o) = Y2,0,
tiene una tdnica solucion en el intervalo J que contiene a xy y no contiene ceros de

as(z).

Si los coeficientes ag, a1 y as y el término independiente b tienen extensiones
analiticas en un disco centrado en el punto g y, ademas as(xg) # 0, la ecuacion se
puede replantear en variable compleja, es decir, y(z), como funcion analitica en un
entorno de zy = xo:

y'(2) + P(2)y'(2) + Q(2)y(2) = D(2),
con P =ay/as, Q = ag/azy D =b/as.

Teorema 1.2.1. Se considera la ecuacion diferencial lineal de orden 2 en la incdg-
nita y, funcion de variable compleja; es decir, una ecuacion del tipo

y"(2) + P(2)y'(2) + Q(2)y(2) = D(2). (1.2)

Al sustituir en (1.2) cada funcion por su serie de potencias en torno a zy se obtienen
ecuaciones cuyas incognitas son los coeficientes de la serie de potencias que repre-
senta a y(2), y que pueden ser resueltas recurrentemente a partir de los coeficientes
de orden 0,1,...,p—1. esto es, los valores iniciales del problema de Cauchy asocia-
do. Si los coeficientes P,Q y D son analiticos en B(zo, R) todas las soluciones de la
ecuacion (1.2) son analiticas en ese mismo disco.

Demostracion. Por hipotesis, las funciones P(z), Q(z) y D(z) son analiticas en
B(zp, R), luego admiten desarrollo en serie de potencias en torno a z, convergente
en B(zy, R). Se propone formalmente como solucién

o0

§) = D enlz = 20)" (13)

n=0

Aplicando el resultado B.2.8 es posible derivar la serie término a término dentro de
esta bola y, por tanto, la primera y segunda derivada de la soluciéon vienen dadas

por:
[e.e]
y = Z nen(z — 20)" 1,

o0
E n(n — ey (z — 20)" 2.
n=2

Estas series tienen el mismo radio de convergencia que (1.3), lo cual justifica su
sustitucion en la ecuacion (1.2) llegando a

o oo
E n(n — ey (2 — 29)" 2 + E nep(z — 29)" 1+ g cn(z — 20)" = D(2).
n=2 n=1 n=0

(1.4)
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CAPITULO 1. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN CON
COEFICIENTES NO CONSTANTES. PUNTOS ORDINARIOS

Por otro lado, como se ha mencionado antes P(z), Q(z) y D(z) admiten desarrollos
en serie de potencias en torno a zy:

=3 bl =20 Q) =Y gulz—20)" D) =Y dulz — )™

m=0

convergentes en B(zg, R). Se efectian los productos de Cauchy correspondientes:

o
Znn—lcnz—z'L2+mez—zo chnz—zo -1
n=2

o0 o0
+quz—zo chz—zo :dez—zo

m=0 m=0

Ahora, es necesario operar los diferentes términos de esta suma para tratar de ex-
presarlos todos en un tinico sumatorio. Por un lado, en el primer término realizando
la traslacion de indices k = n — 2 se llega a:

Z (k+2)(k + 1Dcpya(z — 20)"
k=0

Por otro lado, en el segundo y tercer término se opera usando la propiedad distri-
butiva:

o > o >
% panca(z — )™ 303 gz — )
m=0 n=1 m=0 n=0

Posteriormente, en el segundo término se aplica la traslacion de indices k = m+n—1
obteniendo la expresion:

Z (Z pm(k —m + 1)Ckm+1> (z — 20)",

k=0 \m=0

donde el limite superior de la suma interna k viene dado porque se esta considerando
n > 1, lo cual implica k — m + 1 > 1, es decir, m < k. Por otro lado, en el tercer
término se aplica la traslacion de indices k = m + n llegando a:

Z (Z chk—m> (2 = 20)",

donde, de nuevo, el limite superior de la suma interna es k ya que en esta ocasion,
se estd tomando n > 0, lo cual implica &k — m > 0, es decir, m < k. Y finalmente,
en cuanto al término independiente, basta con realizar el cambio de indice & = m:

Z dp(z — zo)k
k=0

Esta reordenacion realizada en el segundo y tercer término se justifica gracias a que
P(z), Q(z) y D(z) son analiticas en un entorno de z, y, por tanto, sus desarrollos
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CAPITULO 1. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN CON
COEFICIENTES NO CONSTANTES. PUNTOS ORDINARIOS

convergen absolutamente en el intervalo de convergencia que contenga a zy. Por
el teorema B.2.9 es licito reordenar los términos y reagruparlos segiin potencias de
(2 —20)*. En particular, se puede conmutar el orden de sumacioén en las sumas dobles
y luego reagrupar por potencias. Sustituyendo ahora en (1.4) se llega a:

> <(k +2)(k+ Dewo + Y pm(k—m+ 1)epmp + Y qmckm> (z — z)*

= de(z — )",
k=0

que, operando con el término independiente puede escribirse asi:

00 k k
Z ((k? +2)(k + 1)crra + me(k’ —m+1)Crmy1 + Z GmCh—m — dk:) (z—2)* = 0.

k=0 m=0 m=0

Observando esta expresion, para que se cumpla para todo z € B(zg, R) cada uno
de los coeficientes del sumatorio debe valer cero. Entonces, despejando se tiene la
siguiente relacion:

1
W2 )k + 1) [

- Z (Pm(k —m+1)cgmi1 + chk—m)]- (1'5)

Se observa que el valor del coeficiente ¢, o de la solucion final depende de los
valores de los k + 1 coeficientes anteriores y que, por tanto, los dos primeros cg
y ¢ son libres y pueden ser determinados de forma arbitraria una vez fijadas las
condiciones iniciales. Asi, ¢, 2 se obtiene de manera univoca.

Respecto a la convergencia de la serie solucion, se busca demostrar que esta
converge también en el disco B(zg, R). El objetivo es probar que, para cualquier
0 < p < R, existe una constante C' (dependiente de p) tal que

len| < Cp™™ paracadan=0,1,2,...,

de donde se deduce la convergencia normal de y(z) = > 07 c,(z — 2)" en los
compactos de B(zp, R). Se demostrara por induccion, asi, se supone que ya se han
establecido las acotaciones |c,,| < Cp™™ para 0 < m < k + 1. De (1.5), tomando
modulos y aplicando la desigualdad triangular se sigue que

k
k—m-+1

<d . N1 N m m m —m| -

vl < Il + 32 oy ol - +1|+§j T e el

(1.6)
Las series >~ pm(z — 20)™ ¥ D o_o Gm(z — 20)™ son convergentes, entonces, por

B.2.11 se verifica que
1
lim sup {/|px| < =,
k—o00 R
(en el caso de que R = oo se toma 0 en lugar de 1/R). También se tiene que

limsup v/ (k + 1) |px| = hm sup |k

k—00
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CAPITULO 1. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN CON
COEFICIENTES NO CONSTANTES. PUNTOS ORDINARIOS

por el lema B.2.12, por lo que, fijado 0 < p < R, existe ky € N (que depende de la

sucesion {px}72,) con
. 1
Vi(k+1) pe| < o k > ko.

Anéalogamente, sucede con los coeficientes g y di, de donde se sigue que existe una
constante M > 0 tal que

méX{’pk‘J‘Qk‘7‘dk’} < ( para Cadak:(]alaz?"' .

k+1)pk’

Llevando esto a (1.6), como |c,,| < Cp~™ para 0 < m < k + 1, por la hipotesis de
induccion, se llega a

k k

’c‘<M+1ZM C+1ZMC
EZ e+ Dpr T (B4 1) = (m+ Dpm gt (k+ 1) & (m+ 1)pm phom
_cC Mp* M+ o~ 1
= ((J(kz+1)+ k1) W;]mﬂ ‘ (L.7)

Notese que, si desde el comienzo se toma la constante C' > 1, el factor que aparece
entre paréntesis en (1.7) estd mayorado por

(p+ p*)Skia
(k+1) ’

2
L= M2t

donde S; hace referencia a la k-ésima suma armoénica, que crece hacia el infinito
como In(n). Asf pues, la sucesion {L;}72, tiende hacia cero cuando n tiende hacia
infinito y, por tanto, serd menor que 1 de un ky en adelante. Teniendo en cuenta
esto, se define

C' = max{l, max{|c,| p™ : 0 < m < ko}},

entonces, la desigualdad |c;| < Cp~" se verifica por definicion para k < ko, y si
k > ko y se supone cierta la propiedad para 0 < m < k+ 1, como L; < 1 se deduce
de (1.7) que también |cj o] < Cp~*72. Asi, aplicando inducciéon en m se llega a la
conclusion buscada. O

Durante la demostracion previa, en la parte referida a la obtencién de la solucion
en forma de serie de potencias se ha visto que los coeficientes ¢y y ¢; pueden ser
determinados de forma arbitraria. Asi, dando dos valores iniciales distintos (co 1, ¢1.1)
v (co.2, €1,2) se obtendran dos soluciones diferentes y1, y» respectivamente. Respecto a
la independencia lineal de estas, en el caso de que se esté trabajando con una ecuacion
homogénea, puesto que las funciones P(x) y Q(z) son analiticas en el punto en el
cual se esta trabajando, son también continuas en x( y, por tanto, por el resultado
A.3.1 estas dos soluciones presentadas serian ademas linealmente independientes si
los valores (co1, c11) v (o2, ¢12) lo son.

De hecho, esta demostracion da una idea sobre el procedimiento que se suele
emplear para obtener una solucion en forma de serie de potencias para la ecuacion
(1.2) en un punto ordinario. Se deben calcular dos series de potencias y1, ya, €sto
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CAPITULO 1. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN CON
COEFICIENTES NO CONSTANTES. PUNTOS ORDINARIOS

es, dos conjuntos de coeficientes ¢, desarrollados en torno al punto. Estas series
seran calculadas como se hace en la demostracion, suponiendo que son solucion de
la ecuacién y, a partir de ahi, se determina el valor de los coeficientes c,. Asi, la
solucion general de la ecuacion diferencial serd una combinacién lineal de ambas

y(z) = Cyyi(z) + Coya(x), C1,Cy € R.

En el caso de que ecuacién a resolver presente una determinada forma, existe
un teorema que permite describir la forma concreta de la solucién como serie de
potencias centrada en el punto xg.

Teorema 1.2.2. Los coeficientes ¢, en una solucion en serie de potencias

icn (x — x)", (1.8)

n=0

centrada en xq para una ecuacion del tipo

(14 a(z — 20)?)y" + Bz — x0)y’ + vy =0, (1.9)

satisfacen la relacion de recurrencia

p(n)
Cnio = — ((n+2)(n+1)>cn’ n >0, (1.10)

donde
p(n) = an(n — 1) + fn + 7.

De hecho, los coeficientes de las potencias pares e impares de (x — xg) pueden cal-
cularse de forma separada como

p(2m)
P . >0, 1.11
2 = T om ) 2m+ 1) " (1.11)

! om + 1
Com+3 — — p( m+ ) Com+1, m > O, (112)

(2m +3)(2m +2)

donde cq y c1 son arbitrarios.

Demostracion. En estas condiciones, el teorema 1.2.1 garantiza que y(x), soluciéon
de (1.9) es analitica en un entorno de z,. Por tanto, se busca una solucion de la forma
(1.8). Por el resultado B.2.8 es posible derivar la serie término a término dentro de
este intervalo. La primera y segunda derivada de la soluciéon vienen dadas por:

(o)
Y = ne(x —z)" ",
n=1

o
E n(n —1)en(z — 20)" 2.
n=2

Pagina 15 Universidad de Valladolid



CAPITULO 1. EDOS LINEALES DE SEGUNDO ORDEN CON
COEFICIENTES NO CONSTANTES. PUNTOS ORDINARIOS

Introduciendo estas derivadas calculadas en (1.9) se llega a

(I+a(x—mxg) Znn D) (z—20)" 2+ B(z—20 chn:)s xo)"" 1+726n$ xo)" =0,
n=2 n=1 n=0

lo cual puede ser operado de la siguiente forma:

n(n — 1Dep(z — 20)" 2 + Z[om(n — 1)+ Bn+9]ca(z — x0)" = 0.
n=2 n=0

Sustituyendo p(n) por su definicion, presentada en el enunciado del teorema, se tiene
la siguiente ecuacion:

[oe)
Znn—lcnx—xon 2—1—2]9 Yen(z — x0)" = 0.
n=2

Para poder operar y agrupar las potencias de (x — x) se realiza la traslacion de
indices k = n — 2 en el primer sumando y se sustituye £ = n en el segundo sumando
y se llega asi a

> [k +2)(k + D)cpga + p(k)er] (z — z0)* = 0.
k=0

Esta igualdad se verificard si y solo si para cada k£ > 0 se tiene que
(k+2)(k + 1)ckio + p(k)er, =0,

lo cual es equivalente a (1.10). Y finalmente, separando los casos pares e impares
k=2my k =2m+ 1 se obtienen las dos relaciones (1.11) y (1.12). O

Obsérvese el siguiente ejemplo en el que se hace aplicacion de este teorema:

Ejemplo 1.2.3. Determinar una solucién general en forma de serie de
potencias en torno al punto ordinario xr =0 para la siguiente ecuacion:

x 1
(@) + 2/ (@) + () =0. (113
Puesto que los coeficientes de (1.13) son polinomiales y as(x) # 0 para todo x,
todos los puntos de la recta serdn puntos ordinarios. Por tanto puede buscarse una
solucion en forma de serie de potencias centrada en cualquier x = xq. Se buscard
una solucion centrada en xo = 0 que, por tanto, serd de la forma:

= icnx". (1.14)
n=0

Puesto que (1.13) wverifica las hipdtesis del teorema 1.2.2 puede aplicarse el procedi-
miento descrito en €l. En este caso,

N | —

1
&:Oa ﬁ:§7 Y=
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Entonces segin el teorema 1.2.2, los coeficientes la solucion (1.14) satisface la recu-
rrencia (1.10) donde

1 1 n+1

p(n):§n+§: 5

Incluyendo esto en la forma general de la recurrencia se llega a que los coeficientes
de (1.14) deben cumplir:

1
Cpnt2 = — )Cn, n > 0.

2(n+2 -

De esta relacion pueden separarse los coeficientes pares e impares siquiendo el teo-
rema 1.2.2 llegando a que, por un lado, para los coeficientes pares se tiene:

1 1
n =———=2n=— n > 07
T o) T Ay ) "
luego
—1)"
Cop = ( ) > 1.

4np) “%, "=

Y, por otro lado, para los coeficientes impares se tiene:

1

nts =~ Const, 12 0,
Con+3 2(2n+2)62 +1 n

por lo que
(="
Cont+1 = = c, n2>1.
T o T 2k + 1)
Ast, dando valores adecuados a ¢y y ¢1 se obtienen dos soluciones linealmente inde-
pendientes para la ecuacion (1.13):

o0 _1 n
yi(z) = Z (4"73’ 2", (co=1,¢1 = 0),

n=0

S - 2n+1
yg(ﬂf) :ZQHHZ(_I(;/{?‘i‘l)x ) (0020761 :1>7

n=0

Y, por tanto, la solucion general de (1.13) es

o) = [z 1

n=0

+

& (_1)n 2n+1
nz:; T AE RS : (1.15)

donde cy y c1 son constantes arbitrarias que serdn determinadas por las condiciones
wmnictales y, por convencion los productos vacios para n = 0 que aparecen en los
denominadores de las series valen 1.

En el caso de que la ecuacion a resolver no sea de la forma (1.9) el calculo de
los coeficientes de la serie solucion es mas complicado, pero también puede llevarse
a cabo siguiendo un método basado en la demostracion del teorema 1.2.1. Véase el
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2.4. Determinar una solucion general en forma de serie de
potencias en torno al punto ordinario x =0 para la siguiente ecuacion

y' + 2Py = 0. (1.16)

En primer lugar, se supone la solucion en forma de serie

= ianxn, (1.17)
n=0

derivando término a término, haciendo uso del resultado B.2.8 y sustituyendo esta
serie de potencias en la ecuacion original (1.16) se tiene

inn—l Az 2+Zan 3= 0. (1.18)
n=2 n=0

Ahora, para tratar de simplificar la expresion obtenida en (1.18) se realizan dos
traslaciones de indices tratando de obtener en todos los sumatorios que el término
general sea una constante multiplicada por x*. Asi, en el primer sumatorio se hace
la traslacion k = n — 2 y en el sequndo sumatorio se hace la traslacion k = n + 3.
Ast, la ecuacion (1.18) puede escribirse como sigue:

Zk+2 )(k + 1)agsox +Zak sz” =0,
k=0 k=3

de donde pueden separarse los tres primeros términos (k = 0,1,2) del primer suma-
torio para llegar a la expresion simplificada

2a5 + 63z + 12a42” + > [(k + 2)(k + 1)ap + ap_s] 2* = 0. (1.19)
k=3

Para que se verifique la ecuacion (1.19) para todo z, debe cumplirse que:

2a9 = 0 < ay = 0.

6as = 0< a3 =0.

12a4, =0« a4 = 0.

(l{i + 2)(1{? + 1)ak+2 +ar_3=0, k>3,

lo cual lleva a la relacion de recurrencia

Qy

(pps = ——————. 1.20
T (k4 5)(k+4) (1.20)
Ast, la relacion (1.20) junto con los valores nulos de ag, a3 y a4 llevan a concluir
que los términos a,, con m congruente con i = 2,3,4 mddulo 5 serdn nulos y, por
tanto, en la serie solucion (1.17) dnicamente habrd potencias del tipo x™ con m
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siendo maltiplo de 5 (cuyos coeficientes dependerdn del valor de ag) o m congruente
con 1 mddulo 5 (cuyos coeficientes dependerdan del valor de ay). Asi, dando valores
arbitrarios a ag y ay pueden obtenerse dos soluciones linealmente independientes:

yi(x) = i (1" % (ap=1,a, = 0).
=T GG —1) ’

o) — - (—1)* S (0 0 —
) §H§:1<5j+1><5j) G

Por tanto, realizando una combinacion lineal de ambas, la solucion final serd
- (—1)* 5k - (=1)* 5k41
y(x) = ag & . Zz & ) <L )
,; [1-,(5)(55 — 1) ,; [T, (55 + 1)(55)

donde, por convencion los productos vacios para k = 0 que aparecen en los numera-
dores de las series valen 1.

+ aq

Tanto el método que se basa en la demostracion del teorema 1.2.1, como el
caso particular presentado en el teorema 1.2.2 pueden usarse también para resolver
problemas con valores iniciales. Por ejemplo, en el caso concreto del ejemplo 1.2.3,
si se hubieran dado como datos los valores de y(0) y de 4'(0), observando la serie
(1.15) se tendria que ¢g = y(0) y ¢1 = ¢/(0) v de esta forma, se llegaria a una solucion
particular para el problema de valores iniciales.

Cabe mencionar que aunque los coeficientes no sean polinomiales, también se
puede usar este método como se observa en el siguiente ejemplo tomado de [1].

Ejemplo 1.2.5. Obtener una solucion general en forma de serie de poten-
cias para la siguiente ecuacion

y"(x) + (cosz)y(x) = 0. (1.21)

A partir del desarrollo de Taylor cosx =1 — ’;—? + Z—? — gg—? + .-+ se observa que el
punto r = 0 es un punto ordinario y, por tanto, se puede tomar como solucion la

serie
o0
y(x) = Z Cnx™.
n=0

Derivando la solucion supuesta e introduciéndolo ahora en la ecuacion (1.21) se
obtiene

Z n(n — 1)c,2" 2 + (cos ) Z e =0,
n=2 n=0

y sustituyendo el coseno por su desarrollo de Taylor mencionado antes se llega a

- n— fL‘2 I4 CB6 - n
2n(n—1)cnx 2—1—(1—5—%]—5—!—---) gocnx
- $2_ o
:(202+603$+12C4I2+2005$3+"')+(1—?—i-ﬂ—---)(co+clx+c2x2+---)
1 1
= 2¢y + co + (6c3 +c1)x + (12¢4 + ¢ — §c0)$2+(20c5+03— Ecl)x3+-~- = 0.
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Como esta ultima expresion debe valer cero para verificar la ecuacion propuesta en
el enunciado, se debe cumplir que

1 1
202 +co = 0, 603 +c = 0, 1204 + Co — 500 = 0, 2005 +c3 — 501 = 07

Como tanto cy como c¢q son arbitrarias, estas relaciones dadas anteriormente con-
ducen a las dos soluciones linealmente independientes

1 1 1 1
y1<l’) = Co[]_ — 51’2 + EZ[A — '], yg(l') = Cl[l‘ — 61'3 + %ZE5 — ]
Como la ecuacion diferencial no tiene puntos singulares, y verifica las condiciones
del teorema 1.2.1, estas series convergen para cualquier valor finito de x 1y, por tanto,
la solucidn general de la ecuacion (1.21) serd y(x) = Ay (z) + Bys(z) siendo A y B
constantes.

Observacion 1.2.6. En ocasiones, las relaciones de recurrencia resultan demasiado
complejas o dificiles de hallar explicitamente, lo cual hace que sea imposible deter-
manar la forma exacta de los coeficientes a,, de la serie solucion.

Cabe mencionar también que los desarrollos en serie de potencias son mds fdciles
de manejar si estdn construidos en torno a xo = 0 que si estan centrados en otro
punto. Si se busca calcular el desarrollo en un punto xo # 0, podria realizarse un
sencillo cambio de variable (que después habria que deshacer) del tipo t = x £ k
stendo k la distancia del punto pedido al origen.

En todo el texto anterior y los ejemplos presentados, se ha mostrado como este
método funciona para la resolucion de ecuaciones homogéneas. Pero, apoyandose en
el teorema 1.2.1 también se puede aplicar, con ciertas modificaciones, a las ecuaciones
no homogéneas del tipo

y" + P(x)y + Q(z)y = D(x),

siempre que el término que se encuentra a la derecha de la igualdad D(z), llamado
fuente o sumidero, y las funciones coeficientes sean analiticas en x.
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Capitulo 2

Resolucion de las ecuaciones en
puntos singulares. Método de
Frobenius

El método descrito en la seccion 1.2 resulta til para encontrar soluciones en
forma de serie de potencias en torno a puntos x = =z, ordinarios; sin embargo,
cuando se trata de buscar soluciones en torno a puntos singulares, se deben anadir
hipotesis mas restrictivas para buscar soluciones en forma de series de potencias
para las ecuaciones que se presenten.

En este capitulo se presentaran los resultados necesarios para el estudio y la
solucion de ecuaciones diferenciales en torno a puntos singulares regulares, puesto
que la resolucion en puntos singulares irregulares resulta considerablemente méas
compleja y escapa al alcance de este trabajo. Principalmente se han empleado como
referencias en la redaccion de este capitulo [1] y [2].

2.1. Caracterizacion de los puntos singulares

En el capitulo 1 se distinguen los puntos ordinarios de los regulares. En el con-
texto de la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias, los puntos singulares se
dividen a su vez en regulares e irregulares. Se considera de nuevo la ecuaciéon en su
forma canonica

y' + P(x)y + Q(z)y = 0. (2.1)

Definiciéon 2.1.1. Diremos que un punto singular x = o de la ecuacion (2.1) es un
punto singular regular si tanto (v — x9)P(x) como (x — 20)?Q(z) son analilicas
en xo. Bn caso contrario, diremos que xy es un punto singular irregular .

Obsérvense los siguientes ejemplos de los diferentes tipos de puntos presentados
en la definicion previa:

Ejemplo 2.1.2. En el ejemplo 1.1./ se vio que la ecuacion de Bessel
2,1

o2y + xy + (2 — )y =0,

21
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presenta un punto singular en xo = 0. St se estudia este punto se observa que se
trata de un punto singular regular. Dividiendo por x* se llega a la forma candnica
de la ecuacion

! 1 / V2
y+-y+({l-=]y=0.
x x
Asi, se tiene que
» p(x) =xP(z)=1.

v g(z) = 22Q(x) = 2% — V2

Tanto p(x) como q(x) son funciones analiticas en el punto xy = 0 y, por tanto, se
trata de un punto singular reqular.

Ejemplo 2.1.3. La ecuacion de Legendre

(1= a?)y" = 2zy + (¢ + 1)y =0,

presenta dos puntos singulares requlares en o = —1 y x1 = 1 como se verd a
continuacion. La forma candnica de la ecuacion es

—2x ((0+1)

" /
=0.
Y +1—:c2y * 1— 227

Los coeficientes P(x) = 1__2;‘; yQ(x) = 61(2_—212) no son analiticos en los puntos ry = —1
y x1 = 1 y, por tanto, estos dos puntos son singulares. Para xo = —1 se tiene que:

» p(x) =(x+1)P(x) = %

= g(z) = (v 4 1)2Q(x) = LA

1—=x

Ambas funciones p(x), q(x) son analiticas en el punto xy = —1 y, por tanto, la
ecuacion presenta un punto singular reqular ahi. Respecto a x1 =1 se tiene:

= p(x) = (- 1)P(x) = £5.

 g(z) = (z - 1)Q(z) = ~HE=D,

Tanto p(x) como q(x) son analiticas en el punto x1 =1 y, por tanto, se trata de un
punto singular reqular.

Ejemplo 2.1.4. La ecuacion
1
y'+ Sy =0,
x

presenta un punto singular irregular en xo = 0. El coeficiente Q(z) = m% no es
analitico en el punto xo = 0 por lo que serd un punto singular de la ecuacion. Se
tiene que:

» p(x) =xP(x) =0.
' qlo) = 22Q(x) = L.

Puesto que la funcion q(z) no es analitica en xo = 0, se trata de un punto singular
wreqular para la ecuacion.

Pagina 22 Universidad de Valladolid



CAPITULO 2. RESOLUCION DE LAS ECUACIONES EN PUNTOS
SINGULARES. METODO DE FROBENIUS

2.2. Teorema de Frobenius

De manera equivalente al resultado demostrado en el capitulo 1 para los puntos
ordinarios, existe un resultado que, bajo ciertas hipotesis, garantiza la existencia
de soluciones en torno a puntos singulares regulares y que se debe al matematico
Ferdinand Georg Frobenius.

A lo largo de esta seccion, se supondra, sin pérdida de generalidad, salvo que se
indique lo contrario que el punto singular que se esta estudiando se encuentra en
xo = 0 puesto que se simplifican en gran medida las operaciones y no supone ningtin
cambio en los razonamientos al tratarse inicamente de una traslacion en el eje que
podria ajustarse con un cambio de variable del tipo x = t + .

No obstante, antes de este teorema cabe mencionar un concepto que se usara a
lo largo de la demostracion, asi como en la resolucion de ecuaciones de este tipo en
torno a puntos singulares regulares.

Definicion 2.2.1. Sea x¢ un punto singular regular para la ecuacidn (2.1), entonces
la ecuacion indicial para este punto es:

r(r—1) 4+ por + g =0, (2.2)

donde
po := lim (z — o) P(z), qo:= lim (z — 20)*Q(z).

T—T0 T—T0

Las raices de (2.2) son los exponentes o indices de la singularidad x.

Se observa que la ecuacion es de segundo grado y se pueden considerar tres casos
dependiendo de como sean 71 y 1o, las raices de (2.2). Tres posibilidades:

1. La raiz es doble (r; = ry).
2. Las raices difieren por un entero (distinto de cero).

3. Las raices no difieren por un entero.

Observacion 2.2.2. Notese que, si las raices de la ecuacion indicial no son reales,
r1,72 & R, al tratarse de una ecuacidn polindmica de sequndo grado con coeficien-
tes reales, las raices serdn complejas conjugadas y su diferencia serd un nimero
imaginario, r1 — 1o & Z y, por tanto, pertenece al tercer caso de la definicion pre-
via. No obstante, los cdlculos se vuelven mds complicados y en general, se tratardn
ecuaciones cuya ecuacton indicial asociada tenga raices reales.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Frobenius). Sea x = zg un punto singular regular de
la ecuacion

y'+ P(z)y' + Qz)y =0, (2.3)
entonces existe al menos una solucion en serie de la forma
00 0
ZE—{EOTZC”ZE—.TO ch:ﬁ—xo"”, x > X,
n=0 n=0

donde el nimero r es una constante por determinar. Esta serie converge, al menos,
en algin intervalo 0 < x — xg < R.
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Observacion 2.2.4. Puesto que el nimero r que se menciona en el teorema no es
conocido, es posible que (x — xy)" no esté definido para valores negativos de (x —xy),
por ello, en este teorema y en el método asociado a este teorema, que se presentard
posteriormente, se considerard x > xg.

En el caso de que quiera hallarse una solucion vdlida para x < xq bastaria con
realizar el cambio de variable x = xq —t y proceder de iqual forma para t > 0.

Demostracion. Dada la ecuacion diferencial lineal de segundo orden (2.3), se supone
que presenta un punto singular regular en xq = 0. De la definicién de punto singular
regular se sigue que:

1. La funciéon zP(z) es analitica en un entorno de zy = 0.
2. La funcion z2Q(x) es también analitica en un entorno de xo = 0.

Se busca una solucién de la forma

y(z) = 2" Z Cpa” = Z e g £ 0, (2.4)
n=0 n=0

en la que debe determinarse bajo qué condiciones de r y ¢, esta serie es una soluciéon
véalida para la ecuacion. Notese que se ha impuesto la condicion ¢y # 0 y esto se debe
a que se busca una solucion de la forma (2.4) cuyo término dominante cerca de xy = 0
sea precisamente coz”. En caso contrario, la serie comenzaria en un indice m > 1,
v el exponente del término dominante pasaria a ser » +m con m > 1, alterando el
comportamiento asintotico cerca del origen. Esta condicion resulta fundamental para
poder deducir la ecuaciéon indicial que se obtiene al sustituir la serie en la ecuacion
diferencial. Si se permitiera ¢y = 0, la solucién no representaria el comportamiento
més singular permitido por la ecuaciéon y se perderia la generalidad.

Se toma ahora la solucion supuesta (2.4) y se calculan sus derivadas para poder
después introducirlas en la ecuacion. Puesto que la serie de potencias define formal-
mente una funcion infinitamente derivable, por el resultado B.2.8 se pueden calcular
la primera y segunda derivada de la serie solucion obteniendo

o0

Y(@) = 3 ealn+ r)am

n=0

icn r)(n+r—1)2"" 2,

n=0

Se introducen ahora estas expresiones calculadas en la ecuacion original (2.3):
icn(n+r)(n+r—1) "2 P chn—l—r )z 4+ Q(x) ch " =0.
n=0 n=0

Ahora, multiplicando a ambos lados por 22 se llega a:
icn(ner)(n—l—r—l)x"”—l—xP chn—l—r 2" + 27 Q(x) ch =
n=0
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Notese que esta multiplicacion puede realizarse puesto que se estd trabajando en
un entorno de xzyg = 0 y que, por tanto, x # 0 y, por ello, la ecuaciéon se sigue
verificando. Ahora, puesto que zP(z) y x?Q(z) son analiticas en torno a zy = 0
admiten desarrollo en forma de serie de potencias convergentes centradas en xy = 0:

00

k

= E PrT,
k=0

x) = Z qra®.
k=0

Se introducen ahora estos desarrollos en serie en la ecuacion anterior llegando a:

icn(n—i-r)(n—l—’r " ipkx icn n+r)z" "+ qux chx "=0.
n=0 n= n=0

Usando el producto de Cauchy B.2.13, se puede reordenar esta expresion de la
siguiente forma:

Zx”” n+r)(n+r—1) +Zpkcnkn—k—l—r +qucnk—0

k=0 k=0

Se busca que se verifique la ecuacion obtenida en el Gltimo paso a la cual se ha
llegado desde la ecuacion original (2.3). Es condicion necesaria y suficiente para que
esto se verifique en un entorno de xyg = 0 que todos los coeficientes sean nulos; es
decir, que para todo n > 0:

ch(n+r)n+r—1)+ Zpkcn,k(n —k+r)+ Z QkCnr = 0.
k=0 k=0

En primer lugar, en el caso n = 0 se obtiene
cor(r — 1) + pocor + qoco = co[r(r — 1) + por + qo] = 0.
Puesto que se esté considerando ¢y # 0, se llega a la ecuacién indicial
r(r—1) +por +qo = 0, (2.5)

que da como resultado dos valores r; y ry posibles, reales o complejos, vy que en el
caso real supondremos ordenados r; > ro. Posteriormente, para n > 1, la relacion
de recurrencia .

e (Pn—k(k +7) + Gni) ci
n+r)(n+r—1)+pi(n+7r)+q’

permite obtener los coeficientes ¢, a partir de los ¢; (j < n) ya calculados y de
los valores de r obtenidos. Debe tenerse en cuenta que esta relaciéon implica un
denominador de la forma F(n + r) donde F(r) =r(r — 1) 4+ por + qo-

Se distinguen ahora los tres posibles casos que pueden darse en la relacion de
estas dos raices de (2.5) y que han sido mencionados previamente en la definicion
2.2.1. Fijando r = ry, las posibilidades son:

(2.6)

Cp = —
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» Silas raices de (2.5) son iguales, r; = r9, la funcién F(r) factoriza en la forma
F(r) = (r—r1)? y evaluando en n+r; se tiene F(n+7r) = (n+r —ry)? = n>
Al estar en la relacion de recurrencia (2.6), n > 1y, por tanto, el denominador
no se anula y la relacién de recurrencia estd bien definida y a partir de un
co # 0 se obtiene la solucion

oo
y1(z) =™ Z Cpx™.
n=0

= En el caso de que ambas raices difieran en un entero r; — ro = m € Z distinto
de cero, como se ha supuesto que r; > 7y, este entero serd mayor que cero.
Entonces de nuevo F(r) factorizara en F/(r) = (r —ry)(r —r3) y evaluando en
n + r; obtenemos

Fn+r)=nm+ri—r)n+r —ry) =n(n+r —r).
Para que F(n + r1) se anule se requiere:
1. O bien n = 0.
2. O bien n+ry —ry = 0; es decir, n = ry — 1.

Al estar en la recurrencia (2.6), n > 1y, por tanto, la primera opciéon queda
descartada. Y en cuanto a la segunda posibilidad, se tiene que r; — ro = m,
siendo m un entero positivo, por lo que 1o — 1 = —(r; — ry) = —m serd un
entero negativo y, por tanto, es imposible que n = ro — r; para ningin n > 1
v se pueden calcular los coeficientes ¢, a partir de la relaciéon de recurrencia
(2.6) y de un ¢g # 0 obteniendo asf la solucion

o0
yi(z) = 2™ Z cnx”.
n=0

= Por iltimo, en el caso de que ambas raices no difieran en un entero, es decir,
r1—To & Z, se tiene que F(r) puede factorizarse como F(r) = (r —ry)(r —rs).
Para r = rq, evaluando en n + ry se tiene:

Fn+r)=m+ri—r)n+r—re) =n(n+mr —r).
Para que F'(n + 1) se anule se requiere:
1. O bien n = 0.
2. O bien n +ry —ry = 0; es decir, n = ry — 1.

Pero, por un lado, al estar en la relaciéon de recurrencia n > 1y, por otro lado,
como se esta tratando el caso r; — o ¢ Z entonces 1o — ry ¢ Z 'y, por tanto, es
imposible que r, — r; = n para ningtin n > 1. Para el caso en el que se tome
r = re, de forma analoga se obtiene que el denominador no se anula y, por
tanto, la relacion de recurrencia (2.6) esté bien definida. Entonces, partiendo
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de un ¢y # 0 arbitrario se obtendran dos soluciones linealmente independientes,
una para r = ry

oo
yi(x) = 2™ g cpx”,
n=0
y otra para r =19

yo(x) = 2™ Z d,x".
n=0

Asi queda demostrada la existencia de al menos una solucién para la ecuacion
(2.3) de la forma (2.4). De hecho, en el caso de que ambas raices no difieren en un
entero se han obtenido ambas soluciones.

Por otro lado, en cuanto a la convergencia, dado que zP(x) y 22Q(x) son anali-
ticas en |z| < R, existen desarrollos en serie de potencias

zP(z) = an$", 72Q(z) = Z qnx".
n=0 n=0
Para todo 0 < p < R existe una constante M > 0 tal que

M M

Debe tenerse en cuenta la relaciéon de recurrencia obtenida para los coeficientes ¢,
(2.6). Notese que el denominador de esta relacién se puede acotar por

(n+7r)(n+7r—1)+po(n—+r)+ ql| > don®,

para cierta constante dg > 0.
Se busca probar por inducciéon que existe una constante C' > 0 (dependiente de
p) tal que
len| < Cp™, ¥n > 0.

Paran =0,1,..., N (con N suficientemente grande), se define
C = max {17 ’60‘7 ycl‘pa R ’CN|pN} :

Se supone que se verifican las acotaciones |c,| < Cp~*, k < n para cierton > N y
se trata de acotar ¢,;1. Usando la relacion de recurrencia (2.6) se tiene

1
n+1+r)(n+7r)+pon+1+7r)+ ql

> pner-k(k+7) + i el-

|Cn+1| S |(
k=0

Dado que |pml, |gn| < Mp ™ y |k +7| < k+|r| < (n+ 1)+ |r| para k < n, existe
M' > 0 tal que

D1 k(b +7)+ quiri] < M'(n+ 1)p—(n+1—k)_
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Se aplica ademas la hipotesis de induccion |c,| < Cp~* para k < n y se llega a

o < e 3o M Dy
_ M'C’(n + 1) Zp_(n+1)
do(n + 1) om0
M'C
=" " (n+ 1 —(TL+1)
do(n +1) ( )
_MC ),
do

Puesto que tanto M como M’ dependen de p, pueden tomarse de tal forma que
verifiquen la relacion % < 1. Entonces, se verifica

|Cn+1‘ < CP_(n+1)a
v la induccioén es cierta. Luego
lcn| < Cp™™, Vn eN.
Finalmente, dado que se ha establecido la acotacion |c,| < Cp™", la serie
o
=z Z chx”
n=0
converge absolutamente para |z| < p < R, pues
S feapr < cter - (M)
n=0

n
y la serie geométrica Y7 (‘%) converge para |z| < p. Como p era arbitrario, se

concluye que converge para 0 < x < R. O

El Teorema de Frobenius garantiza la existencia de, al menos, una solucién en
forma de serie de potencias en torno a un punto singular regular. Para obtener
esta solucion, se sigue la idea mostrada en la demostracion del teorema 2.2.3. Asi,
siguiendo [2] puede definirse un método para obtener una solucion en forma de serie

de potencias en torno a un punto z, singular regular bajo las hipotesis citadas en el
teorema del mismo nombre (2.2.3).

Procedimiento 2.2.5 (Método de Frobenius). Suponiendo que se estd trabajando
CON UNG ecuacion en su forma candnica

y' + P(x)y +Q(x)y =0, x>, (2.7)

los pasos a seguir para la obtencion de la solucion buscada son:
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1. Sea
oo [o.¢]
y(x) = x—xorg cn(T — x0)" E ol — 20)"™ 1",

tras derivar término a término, se introduce y(x) en la ecuacion (2.7) para
llegar a una ecuacion de la forma

AO(ZI} — JIO>T+J + Al (I‘ — $0)T+J+1 + = 0.

2. Seigualan los coeficientes Ag, A1, Aa, ... a cero (Ndotese que la ecuacion Ag =
0 serd un maultiplo constante de la ecuacion indicial asociada a la ecuacion

(2.7)).

3. Del sistema de ecuaciones

se determina una relacion de recurrencia que permite obtener el coeficiente ¢y,
una vez conocidos los coeficientes ¢y, 1, ..., Cp_1-

4. Se fija v = ry, la raiz mayor de la ecuacion indicial y se fija un valor c
arbitrario.

5. Usando la relacion de recurrencia obtenida en pasos anteriores y los valores
de co y r1 se determinan los coeficientes ¢y, co, . ..

6. Un desarrollo en serie de potencias para la solucion de la ecuacion (2.7) es
y(z) = (. — 20)" ch(l’ —x9)", x> xp.

Obsérvese el siguiente ejemplo tomado de [2] que ilustra el método que acaba de
ser presentado.

Ejemplo 2.2.6. Determinar una solucion en forma de serie de potencias
en torno al punto singular regular xo =0 para la siguiente ecuacion

2y (@) — 2y () + (1 - 2)y(e) =0, x>0,

En primer lugar, se debe transformar la ecuacion a su forma canonica dividiendo
por z% (ndtese que esto es posible puesto que se estd trabajando con x > 0). Se llega
asi a

y'(@) — 27y (2) + (1 — 2)2y(x) = 0. (2.8)
Asi, P(xz) = —27 ' y Q(z) = (1 — x)x~2 y se verifica de manera sencilla que xy =0
es un punto singular reqular de la ecuacion (2.8), por lo que se calcula

po = lim xP(z) = lim(—1) = —1,
x—0

z—0

Ry 2 1 . _
do = glglil(l)l’ Q(z) =lim(1 —z) = 1.

z—0
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Por tanto, la ecuacion indicial es

r(r—1)—r+1=r*=-2r+1=(r—1)?=0,

cuyas raices son vy = ro = 1. Se supone ahora la solucion

o o
r) =1 E cpx” = E Cpx™"
n=0 n=0

y se sustituye en la ecuacion (2.8) llegando a

oo o0 [o¢]
Z(n+r>(n+r_1>cnxn+rf2 12 TL+7’ Cnl n+r71+(1_x)x72zcnxn+r _
n=0 n=0

n=0

Multiplicando por x* (ndtese que esto es posible puesto que x > 0) se obtiene

o x
x2§ n+7r)(n+r—1)c,a" "2 .Tg (n+7r)e, 2™+ (1 — 2) g cpxt
n=0 n=0 n=0

lo cual puede reescribirse separando el iltimo término como

o0 o0 [e.9] [e.9]

Z(n +r)(n+r—1)ca"" — Z(n + 1),z + Z ot — Z e, =0,
n=0

n=0 n=0 n=0

Para poder agrupar los sumatorios se debe ahora realizar la traslacion de indices
k=n+1 en el dltimo sumatorio y k = n en el resto de sumatorios obteniendo asi

Z [(k+7)(k+r—1)— (k+7) 4+ 1™ ch T
k=0

y separando el término correspondiente a k = 0 puede agruparse todo en un inico
sumatorio de la siguiente forma:

[r(r —1) —r+ 1]cox” + i [(k+r)(k+r—1)—(k+7)+1)cp — cjq] 2" =0.

Ahora, igualando a cero los coeficientes se recupera por un lado la ecuacion indicial
en el término k = 0; y, por otro lado, para k > 1 se tiene

[(k+7)* = 2(k +r) + e, — cro1 =0,
lo cual se reduce a
(k? +7r— 1)2Ck — Cp—1 = 0.

Esta dltima ecuacion proporciona una relacion de recurrencia que permite calcular
el coeficiente ¢, en términos del coeficiente anterior cp_q:

1

ka_l, k Z 1.

C =
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Haciendo que r tome el valor obtenido como solucion de la ecuacion indicial r =
ri =1 se llega a

L k>1
Cx = ﬁck—la = 1.
Asi, se tiene que los coeficientes ¢, vienen dados en funcion de cq por

1
o

Por tanto, se concluye que la ecuacion (2.8) tiene una solucidn en forma de serie
de potencias dada por

— 1
y(l’) = (o Z W$k+1, x> 0.
k=0 V7

2.3. Determinacién de una segunda solucién lineal-
mente independiente

Observacion 2.3.1. El Teorema de Frobenius (2.2.3) afronta el mismo problema
que el teorema 1.2.1, pero al estar trabajando en esta ocasion en torno a un punto
singular regular en lugar un punto ordinario no permite llegar a la conclusion de
que existan stempre dos soluciones linealmente independientes en forma de serie de
potencias.

En este caso, el Teorema de Frobenius solo permite afirmar la existencia de una
solucion en forma de serie de potencias y solo en el caso concreto de que las raices
de la ecuacion indicial no difieran por un nimero entero garantiza la existencia de
dos soluciones linealmente independientes y con la forma buscada.

Puesto que ya se ha comentado en la demostracion de 2.2.3 y en la observacion
previa que en el caso de que las raices de la ecuacién indicial no difieran por un
numero entero el Método de Frobenius proporciona dos soluciones linealmente in-
dependientes, ahora deben estudiarse las otras dos posibles opciones que se pueden
dar al resolver la ecuacion indicial para tratar de dar forma a una segunda solucion
linealmente independiente que pueda emplearse para construir la solucién general
buscada.

= Por un lado, en el caso de que las dos raices de la ecuacion indicial coincidan,
r1 = ry, se puede tomar una segunda solucion, que sera linealmente indepen-
diente de la primera, de la forma

yo(x) = y1(z) In(x — z¢) + Z bu(z — 20)" 1",

n=1

donde y;(z) es la primera solucién ya calculada con el Método de Frobe-
nius. Para justificar que esta segunda solucién es linealmente independiente
de la primera proporcionada por el teorema 2.2.3, basta con comprobar que
su Wronskiano no es idénticamente nulo. E1 Wronskiano viene dado por

yi(z) yalw)| _ Y1 (2)ys () — vy (7)ya ().

W(yr,y2)(x) = yi(z) yh(x)
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La derivada de yo(z) se calcula como:

/ — l] o yl b” _ n+ry—1
Yo = y; In(z x0)+x—x0+; (n+71)(z — o) ;

y se llega asf a

r — Tg

n=1

W=u [yi In(z — 2) + —2— + > ba(n+ri)(z — xo)”+”‘1] _

m [yl In(x — xo) + Z by (z — xo)”+T1] :

n=1

Esta expresion puede simplificarse puesto que los términos que contienen
In(x — xg) se cancelan y se obtiene:

Tr — Tg

2 9] oo
W= S bt )@ —ao) =y bl — )"
n=1

n=1

El resultado es una funciéon continua en un entorno de zg, 0 < |z — zo| < R
y, salvo si y; = 0, no es idénticamente nula. Como y;(x) es una solucién no
trivial de la ecuacion, se tiene y;(x) # 0 en un entorno de xg, y, por tanto,
W (y1,y2)(x) # 0. Esto demuestra que y;, y2 son linealmente independientes.

= Por otro lado, en el caso de que las raices de la ecuacién indicial sean distintas,
pero estén separadas por un ntimero entero (diferente de cero), ry # 1o, 11 —
ry € 7, existe una segunda solucion, que serd linealmente independiente de la
primera, de la forma

va(w) = Oy (@) Ine — o) + 3 bl — o)™,

n=0

donde C' es una constante que puede ser nula, es decir, podria no incluir el
término logaritmico, y donde y(x) es la primera soluciéon ya calculada con el
Método de Frobenius. En este caso, para justificar la independencia lineal de
esta segunda solucion con respecto a la proporcionada por el teorema 2.2.3
debe comprobarse también que su Wronskiano no es idénticamnete nulo; no
obstante, en esta ocasion deben distinguirse los casos C' # 0y C' = 0.

e Por un lado, en el caso C' # 0, se tiene

C’y1 > _
/ — C / 1 o bn o n+ro—1
Yo y1In(z — o) + P + n§:O (n+72)(z — o) ;

lo cual lleva a

W=y

C [e.e]
CyyIn(x — @o) + Ny Z bn(n +12)(z — ;EO)"*T?‘l]

r — Xy s

—

Cyy In(x — xg) + Z bn(z — xo)’””] :

n=0

Pagina 32 Universidad de Valladolid



CAPITULO 2. RESOLUCION DE LAS ECUACIONES EN PUNTOS
SINGULARES. METODO DE FROBENIUS

De nuevo, los términos logaritmicos pueden cancelarse llegando a

Cy3
r — 29

W:

+ 1 Z bp(n + 1) (2 — o)™ 271 — o) Z bo(x — 20)" 172
n=0

= n=0

La expresion obtenida es una funcién continua en un entorno de zg, 0 <
|x —xo| < Ry, salvosiy; =0y C =0, no es idénticamente nula. Como
y1(z) es una solucion no trivial de la ecuacion, se tiene y;(z) # 0 en
un entorno de xg, y, por otro lado, estamos considerando C' # 0. Por
tanto, W (y1,y2)(x) #Z 0 lo cual demuestra que y;, yo son linealmente
independientes en este caso.

e Por otro lado, para C' = 0,

o0

yé = Z bn(n + T2)(£ - x0>n+7a2717

n=0

y, por tanto,

W=y ba(n+r)(a—z0)" ™" —f Y by(a — z)" .

n=0 n=0

En este caso yi(x) y su derivada tienen desarrollos en potencias de (z —
xo)" " mientras que los términos de y, y de su correspondiente derivada
involucran potencias de (x — 29)"*"2. Dado que r; — 9 € Z, se concluye
que los exponentes de ambas familias de funciones no coinciden. Por ello,
los términos del Wronskiano no se cancelan entre si, y W (y1,y2)(z) no
es la funcién idénticamente nula lo cual lleva a concluir la independencia
lineal de w1, yo.

Observacion 2.3.2. Una vez conocida la forma que tomard esta sequnda solucion,
la obtencidon de la misma es un proceso ya conocido pues se debe proceder de la
misma forma que se ha hecho en el resto de casos y ejemplos ya presentados.

Sabiendo la forma que tomard la solucion, deben calcularse sus derivadas ha-
ciendo uso del resultado B.2.8 e imponer que verifique la ecuacion que se busque
resolver en cada caso. Ast, podrdn fijarse los valores que deben tomar los diferentes
pardmetros para la obtencion de esta sequnda solucion buscada.

En resumen, combinando el Método de Frobenius para la obtencién de una pri-
mera soluciéon y la forma presentada previamente que tomara la segunda solucion
en funcion de los valores de las raices de la ecuacion indicial asociada a la ecuacion
diferencial que se estd buscando resolver, si xy es un punto singular regular de la
ecuacion

y'+ P(x)y’ + Qz)y = 0,

y 71y 7o son las raices de la ecuacion indicial asociada, donde r; > 7s.

1. Siry —ry ¢ Z, entonces existen dos soluciones linealmente independientes de
la forma

yi(x) = an(z — o)™, ag #0,
n=0
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ya(2) = balx — x0)"™, by # 0.
n=0

2. Si r; = 79, entonces existen dos soluciones linealmente independientes de la
forma

hE

y1(z) = an(x — )", ag #0,

I
o

n

Yo(x) = y1(x) In(x — xo) + Z by — 20)" "L

n=1

3. Siry # ry pero 1y — ry € Z, es decir, si la diferencia de ambas raices es un
entero distinto de cero, existen dos soluciones linealmente independientes de
la forma

NE

y1(z) =) an(x —x0)"™,  ag #0,

I
o

n

a(w) = O (@) Ine — o) + 3 b — o)™,

n=0

donde C es una constante que podria ser nula.

Observacion 2.3.3. Como se indico en la observacion 2.2.2, en caso de que las rai-
ces de la ecuacion indicial no sean reales, su diferencia serd un nimero imaginario,
r1—ry & Z y, por tanto, podrian obtenerse dos soluciones linealmente independientes
usando el Método de Frobenius con cada una de las dos raices.

No obstante, resulta mds habitual calcular solo una solucion y considerar su parte
real e imaginaria por separado como soluciones linealmente independientes.

Observacion 2.3.4. Una vez obtenidas las dos soluciones linealmente independien-
tes de la ecuacion que se busque resolver yi(x), y2(x) la solucion general de la ecua-
cion serd una combinacion lineal de ambas

y(z) = Chyi(z) + Coya(z), C1,Cy € R.

2.4. Ejemplos

A continuacion se presentan varios ejemplos tomados de [1] y [2] en los que
se obtienen dos soluciones independientes en torno a puntos singulares regulares.
En estos ejemplos, la primera de las soluciones se obtendra siguiendo el Método
de Frobenius presentado en 2.2.5 y, dependiendo de las soluciones de la ecuacion
indicial, la segunda solucion se tomara de la forma adecuada siguiendo lo presentado
anteriormente.

Ejemplo 2.4.1. Resuélvase la ecuacion
2zy" + (1+2)y +y = 0. (2.9)
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Si se supone una solucion en serie de potencias centrada en xo = 0 de la forma

o0

y(x) = cpz™, (2.10)

n=0

haciendo uso del resultado B.2.8, introduciendo la solucion supuesta (2.10) y sus
derivadas en la ecuacidn (2.9) se tiene la ecuacion

n=0

2x Z(n + 7’)(77, +r— 1)cnxn+r—2 + (1 + ZE) Z cn(n + T)xn-&-r—l + Z CnQEn—H —0,
n=0 n=0

que, tras ciertas operaciones puede escribirse como

Z(n +7)(2n + 2r — Dzt + Z(n bt Dega™ =0,
n=0 e

Esta expresion puede simplificarse mds llegando a:

2" |r(2r = Deor™ + Y [(k+7+1)(2k +2r + Deggr + (k+7 + ey 2" | =0.

k=0
(2.11)
De la ecuacion (2.11) se deduce por un lado la ecuacion indicial asociada a (2.9)
r(2r—1) =0, (2.12)
y, por otro lado,
(k+r+1)2k+2r+1)cgn +(k+r+1)c, =0, k>0. (2.13)

De la ecuacion (2.12) se obtienen las raices r1 = % y ro = 0. Puesto que la diferencia
entre ellas no es un numero entero, podrdn obtenerse dos soluciones linealmente
independientes de la forma

[ee]
1
y1(z) = E cp” 2,
n=0

yo(x) = dp,z".
n=0
= Por un lado, para r = %, la ecuacion (2.13) puede dividirse entre k + % para

obtener la recurrencia .
k

Ck+1 = —m7
la cual conduce a la forma general de los coeficientes

_ =y

" onpl

cy, n>1.

Asi, la primera solucion serd

oo _1)" A
y1($)2602< ) xn+é’
n=0

21!

que convergerd para x > 0. Para x < 0 esta serie no tliene validez por la
. 1
presencia del factor xz.
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» Por otro lado, para ro =0, la ecuacion (2.13) lleva a la recurrencia

dy

Ay = — =2
k+1 2/€+17

la cual conduce a la forma general para los coeficientes

(=1)"
dn - n—d s n > 1.
[k —1) "

Y, por tanto, la sequnda solucion serd

00 —1)"
yo(z) = dy 1+;mx" ,

la cual converge para || < oo.

Finalmente, la solucion general de la ecuacion (2.9) serd
y(z) = Ciyn(z) + Coya(),
donde Cy y Cy son constantes; y convergerd para x € (0,00).

Ejemplo 2.4.2. Determinar dos soluciones independientes en torno al
punto singular regular vy =0 de

%y (x) — 2y’ () + (1 —2)y(z) =0, 2 >0. (2.14)

Esta ecuacion ya ha sido estudiada en el ejemplo 2.2.6. En ese ejemplo previo se
vio que la ecuacion indicial asociada a esta ecuacion es

r?—2r+1=0. (2.15)

Las raices de (2.15) coincidenry = ro = 1 y, por tanto, deben buscarse dos soluciones
linealmente independientes de la forma

y1(x) = Zanx"Jr”, ag # 0, (2.16)
n=0
yo(z) = y1(x) Inz + Z bzt (2.17)
n=1

Haciendo uso del resultado obtenido en el ejemplo 2.2.6 y fijando ay = 1, la primera
solucion (2.16) toma la forma

o0

1
y1(z) = Z (k')zxkﬂ, x > 0.
k=0 V7

Respecto a la sequnda solucion, esta serd de la forma (2.17). Por tanto, deben de-
terminarse los coeficientes b,. Para ello debemos imponer que ys(x) sea solucion

Pagina 36 Universidad de Valladolid



CAPITULO 2. RESOLUCION DE LAS ECUACIONES EN PUNTOS
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de (2.14). Primero, se calculan sus derivadas primera y sequnda haciendo uso del
resultado B.2.8 y se obtiene:

vy (2) = o (x) Inx — a2y (2) + 22~ 1y (x) + Z n(n+ 1)b,z"~

Introduciendo (2.17) y sus derivadas en la ecuacidn (2.14) se llega a la expresion

22 |yl (x) Ine — 2%y, () + 22, () + Z n(n + 1)bna:”_1]

+(1 —2) |yi(z) Inz + Z b !

la cual puede simplificarse como

[:1723/1’( ) — @i (2) + (1 = 2)yi(2)] In o — 2y (2) + 227/, ()

+ Zn(n + 1)bn33”+1 i Z<n + 1)bn$n+l + Z bnx"H _
n=1 n=1 n=1

Ahora, debe tenerse en cuenta que el factor al que multiplica Inx coincide con la
parte izquierda de la ecuacion (2.14) sustituyendo y(x) por y,(x) y, por tanto, como
y1(z) es solucion de la ecuacion (2.14), este factor serd nulo. Por tanto, la igualdad
anterior se reduce a

2y1 () — 2xyy (x inn+1 b,x ”+1+Z n+ 1)b anx
n=1

Ahora, para tratar de simplificar la expresion, por un lado los dos primeros sumato-
ri0s pueden agruparse en uno solo y posteriormente se sustituye k = n, mientras que
en el tercer sumatorio se realiza la traslacion de indices k = n + 1 para asi oblener:

2u1(x) — 2zy; (z) + ba® + Z(kak — bp_y)x" T = 0. (2.18)
k=2

Para poder continuar con el proceso, ahora deben introducirse los desarrollos en serie
de y1(z), yi(x) en (2.18) para llegar a

2(k + 1 2FH 4 ba? 4+ Z (kak _ bk—l) 2 — )

k=0 k=2
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De aqui, pueden separarse los términos k = 0,1 del primer sumatorio y agruparse
los términos semejantes para obtener

[ 2k
2+b)a” + ) [(k')z + E2by — by | 2" = 0. (2.19)
k=2 ’

De (2.19) se deduce que:
= Del término en 22 se llega a que by = —2.

s Por otro lado, al hacer cero todos los coeficientes del sumatorio se concluye
que

2%
(k)2

lo cual conduce a la relacion de recurrencia

1 2k
bk:ﬁ{bk_l_(k—m}’ k’ZQ

+ Ky — by =0, k>2,

Empleando esta relacion pueden calcularse los primeros términos de la serie (2.17).
Para k = 2,3 se tiene:

1 3 1 3 6 11
2=l =1 =—7 ’ 32{ 4 36} 108
Por tanto, teniendo en cuenta el valor de by = —2 y estos primeros términos ha-

llados, puede concluirse que una sequnda solucion linealmente de (2.16) para la
ecuacion (2.14) es

3 11
= Ine — 222 — S8 — — 444 ...
yo(z) = y1(x) Inz — 2z 1% " 108° +
Observacion 2.4.3. Como se indica en el resumen previo a los ejemplos 2.4.1 y
2.4.2, en el caso de que las dos raices de la ecuacion indicial difieran por un entero

distinto de cero, pueden darse dos situaciones con la sequnda solucion ys(x).

= En el caso de que la constante C sea distinta de cero, la sequnda solucion
tendrd un término logaritmico.

s En el caso de que la constante C tome valor nulo, la sequnda solucion tendrd
la misma forma que la obtenida mediante el método de Frobenius pero con
r=To.

No obstante, no es posible saber de antemano de manera sencilla si esta constante
C serd nula o no, y, por tanto, el caso en que las raices difieran por un entero debe
tratarse de distinta forma al caso en el que no lo hagan. En cualquiera de los dos
casos, la forma de proceder debe ser la misma que la presentada en los ejemplos
2.4.1y 2.4.2 pero teniendo en cuenta la forma que debe adoptar la seqgunda solucion
y2(x) en este caso.
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Capitulo 3

Ecuacion de Airy

Como aplicaciéon de la resolucion de EDOs en puntos ordinarios, se introduce la
funciéon que debe su nombre al matematico y astronomo britanico George Biddell
Airy (1801-1892). Este investigador fue quien la introdujo como parte de su estudio
sobre la intensidad luminosa cerca de las sombras, fenémeno conocido como difrac-
cion de Fresnel. Airy formulé esta funcién especial al analizar la ecuacion del mismo
nombre, la cual describe el comportamiento de ondas en regiones donde el potencial
varia linealmente.

Desde entonces, la funcion de Airy ha adquirido gran importancia en diferentes
areas de las matematicas, siendo un ejemplo clasico de funcion empleada para resol-
ver ecuaciones diferenciales de segundo orden mediante series de potencias como las
que se estudian en este trabajo; asi como una funcién de gran relevancia en diversos
sectores de la fisica que se presentardn mas adelante.

3.1. Soluciéon de la ecuacidn

La ecuacion de Airy es la siguiente ecuacion diferencial homogénea de segundo
orden:
y' —zy=0. (3.1)
Es evidente que esta ecuacion verifica las hipotesis del teorema 1.2.1 para cualquier x
y, por tanto, sus soluciones pueden expresarse mediante series de potencias centradas
en cualquier x = zy. Fijado zy = 0, se supone una soluciéon de la forma
o0
y = Z Cna™. (3.2)
n=0
Por aplicacion del resultado B.2.8 se calculan la primera y segunda derivada de la
serie solucion (3.2) obteniendo

Y (x) = chnan, y'(x) = Zn(n — 1)z 2
n=1 n=2

Sustituyendo lo obtenido en la ecuacion original (3.1) se tiene:

o0

o0
nin —1)c,a"? —x Z e, = 0.
n=0

n=2
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Se busca ahora agrupar los términos en un dnico sumatorio; es por ello que se
realizan la traslaciones k = n — 2 en el primer sumatorio y k = n + 1 en el segundo
sumatorio, obteniendo

Z (k+2)(k + 1)cpaox —ch_lxk =0.
k=0 k=1

Si se agrupan ahora los términos por potencias de x en un tinico sumatorio se llega
a:

o
202 + Z[(k + 2)(]€ + 1)Ck+2 - Ck_ﬂl’k = 0,
k=1
Esta relacion se verificard para todo x si y solo si co = 0 y ademas, los coeficientes
del sumatorio del segundo sumando son iguales a cero para todo k£ > 1; esto es:

Cy = 0, (k + 2)(1{5 + 1)Ck+2 — Clp—1 = 0, Vk > 1.

Asi, se llega a la relacion de recurrencia

1
= _ E>1
Cr4-2 (k+2><k+1)ck 1, = 1,

que puede escribirse como

1
Tk — 1)Ck~—37

Cr —

k> 3. (3.3)

La relacion de recurrencia (3.3) muestra que los coeficientes de la solucion (3.2) se
agrupan en tres secuencias independientes {csm}o°_o, {Cami1too_o ¥ {Cami2}oo_o:

» El primer grupo de coeficientes {cs, }o°_, lleva a la relacion

m

v
(3m)(3m — 1)

C3m =

C3m—3 = m > 1,

que dependera del valor de cg.
» El segundo grupo de coeficientes {csm11}o0_ lleva a la relacion

1

P Bj—1), m>1,
Bt = 3 1) (3m) T 3m+ 1:[] "

que dependera del valor de c;.

» El tercer grupo de coeficientes {cgm 12}, lleva a la relacion

1
(3m +2)(3m + 1)0

Ca3m42 = 3m—1, MM > 1,

no obstante, dado que el valor de c; es cero como se ha visto previamente, los
coeficientes de este grupo {csmi2}50_, seran todos ellos nulos

C3m+2 = O7 m Z 0.

Pagina 40 Universidad de Valladolid



CAPITULO 3. ECUACION DE AIRY

Asi, los coeficientes de la serie quedan determinados por los valores de ¢y y ¢; que
pueden ser asignados de forma arbitraria. Esto da lugar a dos soluciones que, por
aplicacion del resultado A.3.1, seran linealmente independientes.

= Si se asignan los valores (¢g, ¢;) = (1,0) los tinicos términos no nulos aparecen

en las potencias que son multiplo de 3 (2%, 23,25, ...) llevando asf a la solucién

S ILLE =2,

G (3.4)

yi(x) =

m=0

= Sise toman (co, 1) = (0, 1) los inicos términos no nulos surgen en las potencias
congruentes con 1 moédulo 3 (x, 2%, 27,...) llevando a la solucion

yo(z) = Z MgcJSerl_ (3.5)

(3m +1)!

Asi, la solucion final de la ecuacion (3.1) sera la combinacion lineal de ambas y(x) =
coyr () + c1y2(z) que resulta en:

> I, (35 —2) .
Z H;A( J )xdm s

(3m)! (3m +1)!

y(x) = co [ > =G5~ 1) 1>x3m+1] ,

donde, por convencién los productos vacios para m = 0 que aparecen en los nume-
radores de las series valen 1. Respecto a la convergencia de estas dos series soluciéon
halladas (3.4), (3.5), el criterio del cociente B.2.6 resulta 1til para su estudio:

= Respecto a la serie (3.4), aplicando el criterio del cociente a los términos

(c3mx®™) se observa:
3m+3 3
. C3m+3T , T
lim | —————| = lim =0<1, VxelR.
m—00 | 3™ m—00 ‘ (3m + 3)(3m + 2) ‘

= Por otro lado, en cuanto a la serie (3.5), la aplicacion del criterio del cociente

a los términos (cs,112°™ ) conduce a:
3m+4 3
C3m 4T T
lim || = lim =0<1, VzeR
mM—+00 | C3p 1125 F m—oo | (3m + 4)(3m + 3)

Esto lleva a la conclusion de que ambas series convergen absolutamente en
toda la recta real y, por tanto, las funciones y; (z), y2(z) son funciones enteras.

3.2. Funciones de Airy

Tras haber obtenido las soluciones en serie linealmente independientes de la ecua-
cion de Airy (3.4) y (3.5) se pueden definir las funciones de Airy; Ai(z), Bi(z) se defi-
nen como combinaciones lineales especificas de ambas soluciones en serie y; (), y2(z).
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CAPITULO 3. ECUACION DE AIRY

Este proceso requiere la normalizacion de las series para cumplir unas condiciones
iniciales estandar y garantizar el comportamiento asintético fisico buscado.

En las series obtenidas como soluciones de la ecuacion de Airy (3.4) y (3.5) se
observa que aparecen productos de la forma [[7",(3j — k), (k = 1,2) los cuales
pueden ser expresados mediante la Funcion Gamma, I'(z), que se presenta en el
apéndice B.3. Haciendo uso de la identidad B.3.6 se obtiene para y;(x) e yo(x):

[16i-2) = 3"1%, (3.6)

P 3
[]i-1) _ gl t3)
j=1 I (3)
Haciendo uso de (3.6) y (3.7) e introduciéndolo en y;(x), yo(x) se llega a

SR OP=S T

1 i 3"I (m + %) LAmtl

ve(e) = B Bm + 1)!

m=0
Tras haber realizado estas adaptaciones puede definirse la funcion de Airy de
primera especie (a veces llamada simplemente funcion de Airy), Ai(x), la cual se

define para cumplir:

' Ai(0) = by ~ 0355,

Estos valores estan relacionados con propiedades de las Funcion Gamma y definen
univocamente la funcion Ai(x) como una solucioén particular de la ecuacion de Airy
(3.1). Para que se verifiquen estas condiciones se toma la combinacién lineal Ai(z) =
Cryx) — Coya(x) donde las constantes C; y Cy deben determinarse evaluando en
xr = 0y teniendo en cuenta que

y1(0) =1, y2(0) =0,

1 (0) =0, 15(0) =1

Asi, se evalia en z = 0 obteniendo:

. 1
Ai(0) = C1y1(0) + Caya(0) = €1 = 33T (2)’
1
./ o / / — = -
Ai'(0) = C194(0) — Cay(0) = —Ca = — 7= 1)
lo cual lleva a la conclusion de que
1 1
C —_— = —.
LR () T ()
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Y finalmente puede definirse la funciéon de Airy de primera especie como

PP S ' TS I T e
O T Y, G TR S, 1

3 m=0

3m=

Puede definirse también una segunda funcion, llamada funcion de Airy de segun-
da especie, Bi(x), la cual se construye para garantizar dos propiedades clave:

» Independencia lineal con Ai(z).

» Comportamiento asintotico divergente cuando x — +oo (a diferencia de Ai(x)
como se vera méas adelante).

Para que se verifiquen estas dos condiciones, la funcion se define como
Bi(z) = V3(Cyy(z) + Coya(z)),

donde C) y C5 son las mismas constantes usadas en la definicion de Ai(z) y, por
otro lado, el factor v/3 asegura que el wronskiano entre Ai(z) y Bi(z) sea:

W (Ai, Bi) = —
0
una condicién esencial para su uso en problemas de valores iniciales que garantiza
la independencia de las soluciones. Asi la funcion de Airy de segunda especie queda
definida por

~ (3m)!
1 —3"T (m+3) 4
TRAT (T ) mzo Bm+ 1!

Haciendo uso de la férmula de reflexion de la Funcion Gamma B.3.5, las expre-
siones pueden simplificarse, puesto que

JOROR

llegando asi a las expresiones finales:

Ai(x) = 9 [32/3 Z

3mF m—|—

3mF m + )
3m 3Im—+1
31/3 Z (3m+1 v ] - 38)

. 1 BmF m—|— om 1 3mT m+ ) 3ml
Biw) = o [32/3 Z T3 Z 3m+1 v - (39)

Estas dos funciones (3.8) y (3.9) pueden definirse también mediante integrales
como se presenta a continuacion.
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CAPITULO 3. ECUACION DE AIRY

= Funcion de airy de primera especie:

1 3

Ai(z) = = /0 " cos (5 + xt) dt. (3.10)

™

= Funcion de airy de segunda especie:
, 1 [ t3 . [t
Bi(z) = — exp | = +at ) +sin | - +at )| dt. (3.11)
T Jo 3 3

| Bi(z)

Figura 3.1: Funciones de Airy Ai(z) y Bi(z).

Como se aprecia en la figura 3.1, el comportamiento de las funciones (3.10) y (3.11)
es similar en la parte negativa del eje real, mientras que su comportamiento es
muy distinto en la parte positiva. En la parte negativa del eje, cuando z — —o0
ambas funciones se comportan de manera sinusoidal y con amplitud decreciente,
mientras que para z > 0 se aprecia un claro cambio en el comportamiento de ambas
funciones. Por un lado, la funcién de Airy de primera especie (3.10) decrece de
manera exponencial hacia cero cuando z — oo; y, por otro lado, la funcién de Airy de
segunda especie (3.11) diverge hacia infinito cuando z — co. Este comportamiento
hace que la funcion (3.11) tenga pocas aplicaciones en la fisica, mientras que el
comportamiento de (3.10) cuando z — oo hace que sea ttil en ciertas areas de la
fisica que se presentaran a continuacion.

3.3. Aplicaciones a la fisica

La funcion de Airy (3.10) juega un papel importante en la mecénica cuantica
bajo potenciales lineales como se puede consultar en [5]. Una de sus aplicaciones
mas importantes es como solucion de la ecuacion de Schrodinger unidimensional en
presencia de un potencial lineal. Para una particula sometida a una fuerza constante,
esta ecuacion es:

R d*y(x)
2m  dx?
que puede ser reescrita como

i i)
2m  dx?

+ V(a)(z) = Ey(z), (3.12)
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donde 1(z) es la funcién de onda, que describe el estado del sistema; V(x) es el
potencial en el que se mueve la particula; F es la energia total asociada al esta-
do ¥(x); m es la masa de la particula; y h es la constante de Planck reducida,

= 1,054571817 x 10734 J - 5. Esta ecuacion relaciona la energia cinética (primer
término), la energia potencial (segundo término) y la energia total (tercer término)
de una particula en una dimension. Al tratarse de un potencial lineal, se tiene que
V(z) = Fx donde F sera una fuerza constante y, por tanto, la ecuacion (3.12) resulta

en
R @) | F(

2m  dz?

E
T — F) () = 0. (3.13)

Se define

y el cambio de variable

z:a(x—%), (3.14)

justificado por el teorema B.5.2. Aplicando la regla de la cadena se tienen las deri-
vadas primera y segunda
dy  dpdz  dy
v dzdr  Cdz
d*y d di d*) dz o, d?1)
2 dvdr  Cd2de O d2?
Se sustituyen estos valores en la ecuacion (3.13) y teniendo en cuenta que de (3.14)
se tiene que (ZE — E) = Z se llega

F
h? L, d*Y(z) z
—— F— =0.
om" " dz? + aw(z)
Esta ecuacion se multiplica por —h%% para llegar a
d*p(z)  2mF
1
pero como a = (QZEF ) 3 se llega finalmente a la expresion
4>y (2)
FER 2p(z) = 0.

Esta expresion coincide con la ecuacion de Airy (3.1). La solucion general es ¢(z) =
C1Ai(z) + CyBi(z), pero solo Ai(z) es fisicamente aceptable, ya que, como se ha
comentado previamente, Bi(z) diverge para z — 400.

Un caso relevante es el de una particula confinada en un pozo potencial trian-
gular, donde el potencial es infinito para x < 0 y crece linealmente para z > 0.
La imposicion de condiciones de contorno adecuadas conduce a una cuantizaciéon
de la energia, determinada por los ceros de (3.10). Asi, la funcion de Airy permite
describir sistemas cuanticos bajo fuerzas no conservativas lineales.
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Mas recientemente, la funcion de Airy ha sido empleada en experimentos de fisica
cuantica y 6ptica como se presenta en [6] y [7]. En 2013, un grupo de investigadores
consigui6é generar haces de electrones con forma de Airy. Esto quiere decir que la
funcion de onda transversal de este haz tiene la forma matematica de una funciéon de
Airy como las presentadas previamente. Estos haces presentan ciertas propiedades
destacables ya que viajan a lo largo de trayectorias parabolicas, mantienen su forma
sin dispersarse durante la propagacion, y son capaces de autorrecuperarse tras en-
contrar un obstaculo. Estas caracteristicas los convierten en una herramienta muy
prometedora para manipular electrones en escalas nanométricas.

Electron gun

Sample g8

fagnetic
lena

Biack focal
plane

]

[
Obstacle ﬁ
Y >

it

e
Salf-healing c% j| Free
.. /| mopagation

Figura 3.2: Esquema experimental de generaciéon de un haz de Airy de electrones.
Imagen tomada de [6].

En la imagen de la figura 3.2 se observa como el haz pasa a través de un holograma
nanofabricado con fase cibica y se enfoca mediante una lente magnética. En el
plano focal posterior aparece un haz que sigue una trayectoria curva y conserva
su forma. Este fenémeno se produce gracias a una analogia matematica entre la
ecuacion de Schrodinger (3.12), comentada previamente, y ciertas ecuaciones que
describen la propagacion de haces de luz en medios 6pticos. De hecho, el primer
caso experimental de un haz de Airy no fue de electrones, sino éptico, generado
mediante un laser. Estos haces de luz también siguen trayectorias parabolicas, no se
dispersan, y pueden restaurar su forma tras ser parcialmente bloqueados.

Gracias a estas propiedades, los haces de Airy (ya sean de luz o de electrones)
tienen potencial en nuevas aplicaciones como la manipulaciéon de microparticulas o
la mejora de la resolucion en microscopia electronica.
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Capitulo 4

Ecuacion de Bessel

La ecuacion de Bessel debe su nombre al astronomo y matematico aleman Frie-
drich Wilhelm Bessel (1784-1846), quien introdujo las funciones que llevan su nom-
bre en el contexto del estudio del movimiento de cuerpos celestes. No obstante, la
propia ecuacion ya habia aparecido anteriormente en trabajos de matematicos como
Bernoulli y Euler y en problemas fisicos relacionados con la vibracion de membranas
v la propagacion del calor.

El analisis de esta ecuacion en torno al punto singular x = 0 ofrece una aplicacion
directa y detallada del método de Frobenius (2.2.5). Las funciones que se obtienen co-
mo soluciones, especialmente las de primera especie J,(x) tienen un comportamiento
analitico bien definido, y sus propiedades mateméaticas como la ortogonalidad o la
existencia de ceros reales las hacen interesantes para su estudio.

4.1. Soluciéon de la ecuacidon

La forma estandar de la ecuacién de Bessel es

22y + zy + (22 — 1)y =0, (4.1)
donde v es un parametro real o complejo. Esta ecuacion ha sido estudiada en pro-
fundidad no solo por el interés de sus soluciones sino también por su papel como
modelo en la teoria general de ecuaciones diferenciales puesto que sirve como ejemplo
de aplicacion del Método de Frobenius (2.2.5); ademads, surge de manera natural al
resolver ecuaciones en derivadas parciales en dominios con simetria cilindrica como
la Ecuacion de Laplace que se estudiard mas adelante.

El parametro v se conoce como el orden de la ecuacién y determina la forma y
propiedades de las soluciones. Su valor influye en el comportamiento de las funciones
de Bessel cerca del origen, asi como en la estructura de la serie de potencias resultante
y en la naturaleza de la ecuacion indicial asociada.

La ecuacion (4.1) puede escribirse en su forma canonica

(* =)

1 1/
Yy + -y + sy =0.
€ iy

De la definiciéon 2.1.1 se sigue que el punto x = 0 es un punto singular regular de
la ecuacion (4.1), luego se verifica la hipotesis del teorema de Frobenius 2.2.3 y, por
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tanto, puede aplicarse el método de Frobenius para encontrar la soluciéon de esta
ecuacion.

De acuerdo con la observacion 2.2.4, se considerara una solucién para z > 0.
Siguiendo el método presentado en 2.2.5 se busca una soluciéon de la forma

- Z e x> 0. (4.2)
n=0

Puesto que la solucion (4.2) define formalmente una funcion infinitamente derivable,
por el resultado B.2.8 se calculan la primera y segunda derivada de (4.2):

[e.e]

Y = Z(n + T)Cnanrrila

n=0

Z n+r)(n+r—1)c,a" "2
n=0

Se sustituyen ahora las series calculadas en (4.1):

o0 o0 o0
7 E n+r)n4r—1ca" " 4z E (n+ 7)™ 4 (22 — 12 E Co" "
n=0 n=0 n=0

lo cual puede escribirse asi:

o0 o0 o0 oo

Z(n +r)(n+r—1)c, ™" + Z(n + 1), ™t + Z et 2 Z cpx™t = 0.

n=0 n=0 n=0 n=0

En el tercer sumatorio se realiza la traslacion de indices m = n+2 (y en el resto de
sumatorios se sustituye m = n) para poder agrupar todos los términos llegando a

Z [(m+r)(m+r—1)+(m+7r)— 1] ™ + Z Cm2x™ =0.  (4.3)

m=2

=]

De (4.3), para el término m = 0 se obtiene
[rr=1)4+r—1c=0 = r*—1”=0.
Puesto que ¢ # 0, se llega a la ecuacion indicial asociada a (4.1)
(rr—1) +r—v}) =r*—1*=0, (4.4)

cuyas raices son r = fv. Para construir una solucién se tomara r; = v.
Para m > 1, a partir de (4.3) los coeficientes de la potencia 21" proporcionan:

[(m + T)2 - VQ} Cm + Cm—2 = 07

lo cual lleva a la relacién de recurrencia

Cm—2
(m+r)2—v2

Cm
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Se observa que se trata de una relacion de recurrencia de dos términos y que se
separaran los términos pares e impares en la recurrencia. Al haber dos coeficientes
co y ¢ libres, se fija ¢; = 0, lo que implica que todos los coeficientes ¢, con m impar
seran nulos.
Al haber fijado r; = v, para los términos pares se llega a la expresion
Cm—2
Cp = ——— = m>2.
m(2v + m)

Para m = 2k, puede expresarse cada coeficiente en funcién del valor de ¢y de la
siguiente forma:

—1)*

- k X CO7
22kk!Hj:1(V+j)

Introduciendo estos coeficientes en (4.2) se llega a la solucion

Cok

T)=Co 3 (_1)k
y(z) ;22%!Hle(vﬂ'>

o > 0. (4.5)

Deben realizarse ciertos ajustes para llegar a la funcién buscada. En primer lugar,
haciendo uso de la propiedad B.3.6, la solucion (4.5) puede expresarse como

G (_1)k 2k+v
y(z) :COF(V+1)Z22kk!F(V+k+1):U v,
k=0

Para normalizar la solucién y conseguir que se ajuste a la forma estandar de la
funcion de Bessel que se presentara a continuacion, se fija

1

T T 1)

y asi se llega finalmente a la forma canonica de la funciéon de Bessel de primera
especie de orden v:

s (—1)k T\ 2k+v
Jolw) = kz:; BTk +v+1) (5) ' (4.6)

Aplicando el criterio del cociente (B.2.6) a la serie de J,(x) se demuestra que la serie
converge en toda la recta real:

2

_1)k+1 | 2

lim (=) (E+ DT (k+v+2) (z) ~ lim T _0, VreR.
k—00 (—D*/EIT(k+v+1) 2 k—oo 4(k 4+ 1)(k +v+1)

Tomando ry = —v, segunda raiz de la ecuacion indicial (4.4) se llega a otra solucion

para la ecuacion (4.1):

s (—1)k T\ 2k—v
Jolz) = ;_% KTk — v+ 1) (5) ' (47)
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No obstante, J,(x) y J_,(x) no son siempre linealmente independientes y, por tanto,
no siempre puede construirse una solucion general para la ecuacion (4.1) a partir de
estas dos funciones.

En el caso de que v ¢ Z, las soluciones (4.6) y (4.7) son linealmente indepen-

dientes puesto que
2sin(v)

WL, (2), ()] = ————,

T
y, por tanto, la solucion general para (4.1) viene dada por

y(z) = CiJ,(z) + Cod_,(z), C1,CyeR. (4.8)

Por otro lado, en el caso que v € Z, v = n, teniendo en cuenta que I'(—m) = oo
para m € N, porque la Funcion Gamma presenta polos simples en los enteros no
positivos, y la propiedad B.3.4 se tiene que

=Y ()

En esta expresion se realiza la traslacion de indices m = k — n para llegar a

B o) (_1)m+n T 2m+n n o0 T\ 2m+n
Tonl®) = — (m+n)T(m+1) <§> Z (m + n) 'm' <2> 7

m=0

donde se aprecia que
J_p(x) = (=1)" ().
De esta relacion se sigue que en el caso que v € Z las funciones J, y J_, son

linealmente dependientes y, por tanto, no puede construirse una soluciéon general de
la forma (4.8) para (4.1). Por ello, se define la funcion

Jy(x) cos(vm) — J_,(x)

sin(vm)

Y, (z) = :
Esta funcion se denomina funcion de Bessel de segunda especie y para v ¢ Z es
solucion de la ecuacion (4.1); pero en el caso v = n € Z, siguiendo [8] se calcula el
limite v — n para obtener una segunda solucion para (4.1) de la forma

2 1n—1 z—n-}—Qk‘n_k_l!
k=0
k( )n+2k

——Z HE L) (Y(k+1) + ¢k +n+1)),

donde ¢ (z) es la funcion digamma (véase B.3.7).
La funcion Y, (x), que acaba de ser definida, es linealmente independiente de la
funcion J, () definida previamente puesto que

2
WiJ,, Y, |(x) = p #0, para x>0,

y, por tanto, puede definirse una solucion general para (4.1) de la forma

y(l‘) = Clj,/(I) + CQYV(JI), Cl, Cg e R.
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4.2. Funciones de Bessel

Durante los calculos realizados para obtener la solucién de la ecuacién de Bessel
se han empleado dos funciones que deben ser presentadas.

= La funcion de Bessel de primera especie de orden v, viene dada por:

e (—1)k N 2k+v
L) = ED(k+v+1) <§> ' (4.9)

k=0

= La funcion de Bessel de segunda especie de orden v, viene dada por:

e Parav ¢ 7
YV(ZE) _ Jy(l') CO;(ITZ/)W)_ qu(x). (410)

e Parav eZ
Y, (x) = il_)HlV Yo (z). (4.11)

La funcion de Bessel de primera especie (4.9), para 6rdenes enteros puede expre-
sarse también en forma integral:

Jn(x) = %/0 cos(zsinf — nd)do.

Funcicnes J"(x) de Bessel

-

I
0.5 /1)

05

Figura 4.1: Funciones de Bessel de primera especie de orden v =0, 1,2, 3.
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Funciones Yn(x) de Bessel

4
05F =
/ i ? .
N Y \>/ : o=
0 / & % A N o b / /
IR KK XSE S
9 e e R
P
= | 7l
el /
| 7/
|I "..
A
|
|| 0
i —
A5 2
11 | —
|
| | 4
-2 |
0 5 10 15

Figura 4.2: Funciones de Bessel de segunda especie de orden v =0, 1,2, 3, 4.

Las figuras 4.1 y 4.2 representan las funciones J,(z) y Y, (), respectivamente,
de ordenes bajos. En estas graficas pueden intuirse ciertas propiedades sobre el
comportamiento de ambas funciones que las convierten en herramientas utiles para
problemas fisicos que se presentaran més adelante.

4.3. Propiedades

4.3.1. Comportamiento en el origen

Propiedad 4.3.1. En cuanto al comportamiento en torno al origen, como se aprecia
en la figura 4.1, la funcion de Bessel de primera especie J,(x) se comporta de forma
diferente segun el valor de v:

» Siv <0, J,(x) diverge en x = 0.
» Siv =0, severifica J,(0) = 1.
» Siv >0, se tiene que J,(0) = 0.

Demostracion. Partiendo de la representacion en serie (4.9), se analiza el compor-
k =

tamiento en x = 0 considerando el término dominante (k = 0):
T, () ! (I) do o — 0"
() — | = cuando =z .
[(v+1)\2
» Casov <O
Sea v = —pu, con u > 0. El término dominante diverge:

lim (E> Ve e = J,(z) = oo.
z—0+t \ 2

s Caso v =0:
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s Casov > 0 .
lfm (-) —0 = J,(0)=0.
x—0+ \ 2

[]

En cuanto a la funcion de Bessel de segunda especie Y, (), su comportamiento
en el origen es diferente puesto que Y, (z) presenta una singularidad en = = 0:

limg_o+ Y, () = —00,

para cualquier valor de v, como se comprueba en las graficas de la figura 4.2.

Debido a este comportamiento en torno al origen, la funcion J,(z) con v > 0 sera
una soluciéon aceptable para problemas fisicos que requieran regularidad en el origen;
mientras que la funcion Y, (x) no podra usarse en problemas donde se requiera una
solucion definida en x = 0.

4.3.2. Comportamiento asintético

El comportamiento asintético de ambas funciones es también un detalle a tener
en cuenta, ya que este describe el comportamiento de las funciones cuando x +— oo.
Como puede apreciarse en las figuras 4.1 y 4.2, tanto J,(z) como Y, () se comportan
de manera oscilatoria con amplitud decreciente, pero con un desfase que viene dado
porque el comportamiento asintotico cuando = — oo de J,(z) depende de una
funcion coseno, mientras que el de la funcion Y, (z) depende de una funcién seno.

Si se supone que f(z) es una solucion de la ecuacion de Bessel (4.1) y se toma

g(x) = x%f(av) se tiene que f(z) = 9@) S se introduce en la ecuacion (4.1) y se

xT

N

3
2

multiplica por 72 se llega a

1 1/2

9'(@) + g(x) + T g(w) =

1 2
. it 4 ~
Para x muy grande, el coeficiente “—— es muy pequerno, luego se espera que las

soluciones de esta ecuacion se comporten como las soluciones de la ecuacion

9" (z) + g(z) =0,

las cuales son combinaciones de sin(z) y cos(z), o de forma equivalente, funciones
1 1 . , . . . .
de la forma ax™2 cosxz + b o ax™ 2 sinxz + b. Asi, se tiene la siguiente propiedad.

Propiedad 4.3.2. Cuando x — oo las funciones de Bessel de primera y sequnda
especie se comportan de la siguiente forma:
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Demostracion. Se tratan por separado ambas funciones.

= Para la funciéon de primera especie, J,, el razonamiento previo al enunciado
de la propiedad lleva a suponer un comportamiento asintéotico de la forma

—1 . ., .
ax2 cosx + b; no obstante, la determinacion de los coeficientes a = \/g yb=

- (% + %) requiere el uso de funciones de Bessel con argumentos complejos
no tratadas en este trabajo y relaciones entre estas y las funciones de Bessel
de primera especie. Esta demostracion puede consultarse en el capitulo 8 de

[9] 0 en el capitulo 7 de [10].

= En cuanto a la funcién de segunda especie, Y, existe un razonamiento similar,
basado también en la relacion de esta funcidén con las funciones de Bessel con
argumentos complejos que lleva a concluir en este caso que el comportamiento
es de la forma az~ 2 sinz + b con los mismos valores de a y b para cualquier
v. No obstante, en el caso v ¢ Z si puede hacerse una demostraciéon de este
comportamiento basdndose en la materia conocida.

Del comportamiento de J, se tiene que

2
J_V(:U)%\/Ecos(x—i-g—%), T — 00.

Ademés, se tiene que

s Z s , _ Z s
cos <x + — - —) = cos(vT) cos (x - — — —) — sin(v7) sin (x - — = —) :

2 4 2 4 2 4
luego
in(vm) s ( v 7r> (vr) ( v 7r> ( +1/7r 77)
n(vm)sin (o — — — — ) = v - === ———).
sin(vm) sin (x 5 1 cos(vm)cos | x 5 1 cos (@ 5 1

Recordando la definicion de Y, para v ¢ Z, (4.10), se tiene finalmente

2 VT s 2 1 Zis s
cos(vm)y/ 2 cos (x — 4 —F) —y/ 2 cos (v + 4 —I)

sin(vm)

Q

Y, (z)

Q
3
T

@,

)
/N

K

|

A
‘\”|>1
|
e~
N———

]

Ambas funciones oscilan con la misma frecuencia y misma tasa de decrecimiento,
lo cual las convierte en funciones adecuadas para el andlisis de ondas, vibraciones o
problemas de dispersion, especialmente en dominios no acotados.

4.3.3. Identidades recursivas de la funcién de primera especie

Por otro lado, las funciones de Bessel de primera especie J, (x) satisfacen una serie
de identidades recursivas que permiten expresar funciones de 6rdenes adyacentes y
derivadas en términos de unas y otras.
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Propiedad 4.3.3. Se verifican las relaciones:

1.
%[ I, (x)] =¥ T, 1 (x). (4.12)
2.
d —v —v
da:[ ()] = 27" Jppa (). (4.13)

Demostracion. Se analizan por separado.

1. Se parte de la definicion de la funcion J,, (4.9), luego se tiene:

v v - (_1>k T 2k+l’_ > <_1)k 1 2ty 2k+2v
v (x) = ;k!r(k+u+1)(2> - RD(k+r+1) \2 o

Derivando término a término esta expresion se llega a

i ¥ J, ()] = Z (—1)"(2k + 2v) (1) eI

dz pr ET(k+v+1) \2
— i (—1)*(2k +2v) 1 2wy p2ktr=1
— KI(k+v+1) \2

Por otro lado, de (4.9) se tiene que

(DR N
-1(@) = ; KT (k +v) <§> v ‘

De la identidad B.3.4 se sigue que
1  (k+v)

I'k+v) T(k+v+1)

por lo que

fe’e) 2k+v—1
\(z) = Z 1) (k+v) (1 2k20—1
Jo- — kIT(k + v+1)\2 ’

que multiplicado por 2 resulta

v - ]{j—l—l/) 1 2y 2k+v—1
0 - ;; k;'F k:+u+1) <§> ‘ '

Ambas expresiones coinciden, por lo que queda demostrada la identidad.

2. De nuevo se parte de (4.9) y se tiene:

—l/J Z ( 1)k 1 2ty 2k
< RID(k + v +1) \2 v
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Derivando término a término la expresion se tiene:

2k+v
i —VJ k - 2k 1 i ka—l
dx k'I‘ k + v+1)\2 ’

que puede ser reescrito haciendo el cambio de indice m = k£ — 1 llegando a

00 m 2m—+4-2+v
) = 35 Fa(m 1) (1T
dx m+1'Fm—|—y+2) 2

m=0

Asi, se llega a

d . 0 (_1)m2 1 2m—+v+2 —
dx[ Ju(@)] = _mZ:Om!F(m—l—l/+2) (5) o

o) (_1)m 1 2m~+v+1
= — - 2m+1
B n;)mlf(m+y+2) (2) o

Por otro lado, se tiene

x "I (x)

(_1)k; 1 2k+ll+1
2k+1
= = 7
L BT (k + v+ 2) (2)

Ambas expresiones coinciden, quedando asi probada la identidad.

O
Propiedad 4.3.4. Se verifican las relaciones:
1. y
2. y
J(x) + EJV(x) =—J,11(z). (4.15)

Demostracion. Estas relaciones se obtienen de manera sencilla derivando las rela-
ciones de la propiedad 4.3.3

1. Derivando en la relacion (4.12) se tiene que
v’ V() + 2V T (z) = 2V T, 1,
y dividiendo por z¥ se tiene la expresion buscada.
2. Derivando en la relacion (4.13) se tiene que
—va T (2) F 2T (2) = —2 7V T,
y dividiendo entre 27" se llega a la identidad buscada.

]
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Propiedad 4.3.5. Se verifican las relaciones:

1.
2JII/(ZL’) = Jy_l - JV_|_1.

2
%ﬂ@:L4+@%

Demostracion. Estas identidades se obtienen directamente de la propiedad 4.3.4
1. Sumando (4.14) y (4.15) se llega a la expresion buscada.
2. Restando (4.15) de (4.14) se llega a la identidad buscada.

4.3.4. Ceros de las funciones de primera especie

Propiedad 4.3.6. La funcion de Bessel de primera especie J,(x) tienen infinitos
ceros reales positivos. Ademds, estos ceros son todos simples.

Demostracion. Por un lado, la existencia de una infinidad de ceros positivos para
esta funcién estd directamente relacionada con el comportamiento asintético de la
misma. Se ha comentado ya que

De este comportamiento sinusoidal cuando x — oo se sigue que la funciéon cruza el
eje horizontal en una infinidad de ocasiones para valores grandes positivos de x.
Por otro lado, para demostrar que todos los ceros son simples se usa el siguien-
te argumento. Se supone por reduccion al absurdo que existe un cero miltiple de
Jy(x), xy # 0. Entonces se tendria que J,(z9) = 0y J,(z9) = 0. Si se sustituyen
estos valores en la ecuacion diferencial (4.1) se obtiene que también J!(z9) = 0y
repitiendo el proceso se concluye que todas las derivadas serian cero. Por el teorema
de existencia y unicidad de soluciones para estas ecuaciones A.3.2 se concluye que
J,(x) seria la funcion nula, lo cual es contradictorio. Por tanto, todos los ceros son
simples. O

Ademas, existen ciertas relaciones entre los ceros de las funciones de Bessel de
primera especie de 6rdenes adyacentes que se presentan a continuacion.

Propiedad 4.3.7. Entre dos ceros de J,(x) hay al menos un cero de J,1(x).

Demostracion. Se sabe que J,(x) tiene infinitos ceros positivos. Los ceros positivos
de J,(z) y los ceros positivos de 27" J,,(x) son los mismos. Sean a, b dos ceros positivos
de 7" J,(x) y supongamos que a < b. La funcion x7"J,(z) es continua en [a,b],
derivable en (a,b) y a™"J,(a) = b~"J,(b). Por el teorema de Rolle, existe un punto

¢ € (a,b) tal que
(% [:U_”Ju(x)o = 0.

Ir=cC
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Por el apartado segundo de la propiedad 4.3.3 se tiene

(% [WJV(;U)}) = (o),

y, entonces, J,1(c) = 0. ]
Propiedad 4.3.8. Entre dos ceros de J,.1(x) hay al menos un cero de J,(x).

Demostracion. Se sabe que J,,1(z) tiene infinitos ceros positivos. Los ceros positivos
de J,.1(x) son los mismos que los ceros positivos de z*™1J,, (). Sean a,b dos ceros
positivos de z"*1J,1(x) y se supone que a < b. x*71J, () es continua en [a,b],
derivable en (a,b) y a*™'J, 1(a) = b1 J,,1(b). Por el teorema de Rolle, existe
¢ € (a,b) tal que

(dilx [x”“JVH(x)])mC =0.

Aplicando el primer apartado de la propiedad 4.3.3, se tiene que

(L) -0

Tr=cC

Por lo tanto, J,(c) = 0 y se prueba el resultado buscado. ]

4.3.5. Ortogonalidad de las funciones de primera especie

Por comodidad, en este apartado se trabajara en el intervalo [0, 1]. Mediante
un cambio de variable puede trasladarse la propiedad que se enunciaré al intervalo
[0, al.

Una de las propiedades fundamentales de las funciones de Bessel de primera
especie, J,(x), es que para valores positivos de v conforman un sistema ortogonal
respecto a un producto interno ponderado como se muestra a continuacion.

Propiedad 4.3.9. Sean z € [0,1], A\, y A\, ceros positivos de alguna funcion de
Bessel fija J,(x) con v > 0. Se define el producto interno

(f, ) = / £ f()g(x)d. (4.16)

Se verifica:

st m #n,

/1 xdy,(Amx)J,(A\pz)dz = {?

3 [Ji(A)) sim =n.

Demostracion. La funcion y = J,(z) es solucion de la ecuacion (4.1). Sean a y b
constantes positivas distintas. La funcion u(xz) = J,(ax) satisface la ecuacion

1 2
u" 4+ —u + (a2 — V—) u =0, (4.17)
T
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y la funcion v(z) = J,(bx) satisface la ecuacion

2

1 2
W+—U+(§—Z>020 (4.18)
x

Multiplicando la ecuacion (4.17) por v se tiene que

" 1 / 2 Vz
u'v+ —u'v+ {a® — — Juw =0, (4.19)
T x

y multiplicando (4.18) u se tiene

" 1/ 2 V2
v'u+ —v'u+ (07— — Jou=0. (4.20)
x x

Restando (4.19) — (4.20) y operando se tiene

d / / 1 / ! 2
—_ — + — — = (b
x(uv vu) x(uv vu) (

— a®)uw,

donde multiplicando por x se llega a

d

o [z(u'v — v'u)] = (b — a*)zuv.

Integrando entre 0 y 1 esta tltima expresion resulta:

(0% — a?) /0 1 zuvde = [z(u'v — v'u)]; .

Se observa que la expresion a la derecha del igual se anula en x = 0. En 2 = 1 se
tiene que u(1) = J,(a) y v(1) = J,(b). Entonces, (b* — a?) fol zuvdr = 0 si a = A\,
y b=\, son dos ceros distintos positivos de J,(x). Asi,

1
/ z,(Amx)J,(Apz)dz =0, sim #n.
0

Por otro lado, para m = n, se calcula

1
/ xdy,(Anx)J,(Apz)de.
0

Multiplicando (4.17) por 2zu’ se tiene
22%u'u" + 22(u)? + 2a* s un’ — 20w’ =0,
que puede reescribirse como

a4
dz

($2(U/)2) + %(a%zﬁ) — 2a’zu® — %(zﬂu?) =0,

— [(@(W)?) + (¢*2*?) — (V*u*)] = 2d°20
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Integrando a ambos lados en [0, 1] se tiene:
! 1
2a2/0 wutde = [2*(u')? + (a®2? — VP )’]

Se observa que [22(u)? + (a®z? — v?)u?] se anula en x = 0 y que /(1) = aJ/(a),

luego
[ ttanypar = S+ 3 (1-5) (e
x(J,(ax))*de = = a —(1-— L(a))“.
0 247 2 a?
Finalmente, fijando a = A, y aplicando la segunda identidad de la propiedad 4.3.3
se concluye

/0 z(J, (M) 2dw = /0 (M), (A\pz)dr = % [T ()]
[

Esta relacion muestra que las funciones J, (A,z) forman un sistema ortogonal
respecto al producto interno (4.16). Ademaés, para n = m, se tiene una foérmula
explicita para la norma cuadrada de cada funcién:

o1 )]

N | —

/0 e, ) di =

Ademas, se tiene que este sistema ortogonal que acaba de ser descrito es completo
como se presenta en el capitulo 5 de [9]. Para la demostracion de la completitud de
este sistema se hace referencia al capitulo 18 de [10] donde de hecho se prueba para
v > —%. Siguiendo las notas de Hankel y Schléfi, tras realizar previamente el estudio
de la funcién

2 20, (Am) Ty (At
Tl ) = Z (JSHEAm() )7

m=1

con 0 < z,t <1,y la relacion de esta funcion y las funciones de Bessel de primera
especie un profundo estudio que se presenta a lo largo de todo el capitulo 18 de [10]
lleva a concluir la completitud de este sistema.

Gracias a estas propiedad, cualquier funcion suficientemente regular f(z) definida
en [0, 1] (o eventualmente en [0, a] con los ajustes oportunos) puede desarrollarse en
serie de funciones de Bessel:

F@)=>"caldy (M),

n=1

donde los coeficientes ¢, se obtienen mediante el producto interno:

9 1
Cp = m/o zf(z)J, (A\pz)de.
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4.4. Ecuacién de Laplace en conjuntos con simetria
cilindrica

Hasta ahora, se ha estudiado la ecuacion de Bessel desde el punto de vista pu-
ramente matematico, como una ecuacién diferencial lineal con un punto singular
regular en z = 0. A continuacion, se muestra como esta ecuacion estd muy relacio-
nada con la resolucion de la ecuacion de Laplace mediante separacion de variables
en sistemas con simetria cilindrica. Esta deducciéon justifica la presencia de esta
ecuacion en numerosos fenémenos fisicos que se presentaran mas adelante.

Se considera la ecuacion de Laplace en coordenadas cartesianas
Pu  0*u  O%u

Au= 0x? + Oy? * 022 0 (4.21)

donde A es el operador laplaciano y u = u(z,y, z) es una funcion escalar de tres
variables.

Para estudiar problemas con simetria cilindrica, esta ecuacién puede expresarse
en coordenadas cilindricas u = u(p, ¢, z) cuya relacion con las coordenadas carte-
sianas se detalla en el apéndice B.4.3. Este cambio de variable se justifica con el
teorema B.5.2. Asi, puede aplicarse la regla de la cadena para obtener las derivadas
que se necesitan como se muestra a continuacion.

Antes de iniciar el desarrollo, debe mencionarse que la variable z permanece inal-
terada con este cambio. Por ello, las derivadas parciales respecto de z no requieren
transformacion alguna. Entonces, se tratara de transformar las derivadas respecto
de x e y, que dependen de las variables p y ¢ tinicamente y al final se incorporara la
derivada segunda respecto de z sin realizar modificaciones. Notese también que se
esta trabajando en un cilindro (o un sistema con simetria cilindrica) con 0 < p < Ry,
0 < z < ay que, siguiendo |1 1| deben verificarse las condiciones frontera

u(p, ,0) = u(p,d,a), u(Ri,d,2)=g(¢,z2).

En primer lugar, debe tenerse en cuenta que

9 _x 9p_y
or  p By p
9% __y 0p_=z
o p*" Oy P

Asi, las derivadas de primer orden son:

auiﬁuap_i_@u@gbix@u y Ou

or  Opdx 0pOx pdp p*og’

Ou_0udp  0uds _you | x0u

dy Opdy 09y pdp p?0d
Ahora, a partir de estas expresiones deben calcularse las derivadas de segundo orden.
En primer lugar, se procede con la segunda derivada respecto de x.

Pu 0 (x@u Y 8u)
pdp p*0d)’

2 O
Pagina 61 Universidad de Valladolid



CAPITULO 4. ECUACION DE BESSEL

donde se desarrollaran por separado los dos sumandos. Para calcular a% (%8—2) se
emplea
0 (x p— % 1 22
@(E> T2 o
entonces
9 (z0n) (1) 0u, 20 ()
dz \ p dp p p*)dp pdx\dp)’
donde

0 (o0 _Fudp | Fudo_dur Oy
ox \0p/) 0p20x  0Opdpox  Op*p Opdd p?

Asi, finalmente se tiene

9 (z0u
Ox \ pdp

Ahora, se calculara 2 (—%
) ox p

1_#\0u 2°0u zy &u
p p*) Op  p*Op*  pPOpdg
du
0

d)) empleando

J (y\ —2xy
ox \ p? - ot
entonces

O (_youy_ 9 (yodu) |1-2wydu  y 0 (Ou
ox \ p20¢p)  Ox \p2dp) pt 0  p20x \09)|’
O (Y _ Fu oy Puo_sPu g

0x \0p ) 0pdpox  0¢20x  pdpdd  p* O
Asi, finalmente se tiene

8( y@u)wa@u xy 0%u  y? 0%

52 \ "2 50 - A4

donde

= + =
p? 0 pt 0¢  p*Opdgp  ptOg?
Entonces, uniendo las derivadas de ambos términos se llega finalmente a la expresion

2u.
para 92

Pu_ (1 @\ B 2 o dmon 2o
dx? dp  p2Op*  pP Opdy  pt O ptop?

p P
Para la segunda derivada respecto de y, el procedimiento es analogo puesto que las

expresiones de 2% y 9% son simétricas intercambiando y por z pero cambiando el
oz dy

. , . 92 .,
signo del segundo sumando. Asi, se obtiene para g—yg la expresion:

0%u <1 y2) ou  y*0%u  2xy Pu 2xyou :17_282u

— = —+ = -
dy? p p*)Op p*Op*  pP Opdp  pt O = p'OP?
Ahora, se combinan las expresiones obtenidas para calcular % + 3273. Para ello, se

calculan los coeficientes de cada derivada.
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Coeficientes de g—;‘:

» Coeficientes de %:
p
22 2 g2 2 )
p: o p p p
» Coeficientes de 86,028u¢:
2y 2xy
T e Y
» Coeficientes de g—;:
2zy  2xy
R
: &%u .
» Coeficientes de preE

Por tanto,

82u+82u B 16u+82u+ 1 0%u

0x2  Oy2  pOp  0p?  prog?
Ahora, se recupera la segunda derivada respecto de z, %, que permanece inalterada
como ya se ha comentado para incorporarla a la ecuacion:

Pu Pu ou_1ou o 1w o
0x2 Oy 022 pdp  Op®  progr 022

Finalmente, el primer sumando puede reescribirse para llegar a la expresion de
la ecuacion (4.21) en coordenadas cilindricas:

Au

o (u) Lo o
“oop\"op) T Rog " 02

Se buscan soluciones mediante el método de separacion de variables, luego se
asume que u(p, ¢, z) = R(p)P(¢)Z(2). Sustituyendo en la ecuacion de Laplace y
dividiendo entre u = R®Z, se obtiene

L1d (dR\ 1140 1&°Z
Sp2dy? | Zd?

Rpdp \"dp

y se multiplica por p*:

o dop? PR

»2

d ( dR) 120 2 d27
7
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La expresion previa es equivalente a

1 (pd dR n 1 d*® 1 d*Z
p? \Rdp P dp ddep? ) Zd2’
donde se observa que el lado izquierdo de la ecuaciéon depende de p v ¢, mientras que

el lado derecho de la ecuacién depende inicamente de z. Por ello, ambas expresiones
deben ser constantes para que pueda verificarse la igualdad.

1 (pd dR 1 d?d 1d*Z
—2 —_ p_ + = 2 - — 5 2 == C17
p? \Rdp \' dp d do Z dz
de donde se tiene
7"+ CiZ =0, Z(0) = Z(a) = 0.

Para la solucion de esta ecuacion se tendran los autovalores Ay = /—C1, Ay =
—+/—C y se buscan autofunciones distintas de la funcién nula.

s El caso (] < 0 conduce a una solucién de la forma
Z(2) = AeM* 4 Bel??,

pero la condicion Z(0) = Z(a) lleva a que A = B = 0.

= En el caso C; = 0 se tendra una solucion de la forma
Z(z) = A+ Bz,

donde de nuevo la condicion Z(0) = Z(a) conduce a autofunciones nulas.

= Finalmente, el caso C; > 0 lleva a la solucion
Z(z) = Acos(v/—Ciz) + Bsin(y/—Ci2),
donde el parametro B queda libre y, por tanto, las autofunciones son no nulas.

Luego se necesita que C; > 0y, por tanto, se toma C; = k2, k # 0, lo cual concuerda
con lo necesario para obtener la ecuacién buscada. Entonces

L7,

Zd2

1 (pd ( dR\ 1d )
(L= (=) +-=—=) -k =0.
p? (l%dp (p6h?> +'¢’d¢2> ’

Esta expresion puede ser reescrita de la siguiente forma:

pd [ dR 9,9 1 d*®
S\ ) PR =
Rdp \' dp D o
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De nuevo se observa que en esta ecuacion, el término de la izquierda de la igualdad
depende tnicamente de p, mientras que el término de la derecha depende solo de ¢
y, por tanto, ambos deben ser constantes para que se verifique la igualdad:

pd ( dR\ L, 1d®
L2 (p==) =22 = —=5— = .
Rd,o(”dp) g By

De nuevo, de esta ecuacion se deduce
"+ Co® =0, P(0)=271), P(0)=(2n),

donde las condiciones iniciales vienen dadas porque se necesita que ®(¢) debe ser
periddica con periodo 27. En esta ocasion los autovalores vuelven a ser Ay = v/ —C5,

Ay = —v/=C.
s En el caso (3 < 0 se tendra una solucién de la forma
®(¢) = AeM? 4 Bet?,
donde de nuevo las condiciones iniciales llevan a concluir que A = B = 0.

s El caso Cy = 0 lleva a la solucion
®(¢) = A+ Bo,

donde en esta ocasion las condiciones iniciales dejan libre el parametro B,
llevando a autofunciones no nulas.

= En el caso C5 > 0, se tiene la solucion de la forma

®(¢) = Acos(/—Ca0) + Bsin(y/ —Cs0),

donde de nuevo las condiciones iniciales conducen a autofunciones distintas de
la funcion nula.

Por ello, se tiene que Cy = m?, m entero. Notese, que en este caso, si que se permite
m = 0. Asi,
1 d*® :

o ™
pd dR 27.2 2
—— | p5 ) —pkT=m".
Rdp (pd/)) ’ "

d ([ dR
L) (g2p? 2 -0
Pap (pdp) (%" ) R =0

La ecuacién radial es

Desarrollando la derivada se tiene

,d*R  dR

pd—p2+pd—p—(k2p2+m2)R:0,
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a la que se puede aplicar el cambio de variable

p'=kp, R(p)= R(kp).

No obstante, para facilitar la claridad de la exposicion, se renombra p = p', R = R’
y se contintian utilizando las variables anteriores. Asi, se obtiene en la ecuacién

p’R"+ pR — (p* + V*)R = 0. (4.22)

La ecuacion (4.22) se llama ecuacion de Bessel modificada y se trata de una variante
de la ecuacion de Bessel (4.1) en la que el término 2y (en este caso p? R) aparece con
signo opuesto. Las soluciones de (4.22) se llaman funciones de Bessel modificadas y
pueden ser consultadas en los capitulos 49 y 50 de [12].

4.5. Aplicaciones a la fisica

La aparicion de la ecuacion de Bessel en sistemas cilindricos explica su relevancia
en fenémenos fisicos. La separacion de variables en coordenadas cilindricas conduce
inevitablemente a soluciones radiales expresadas mediante funciones de Bessel de
primera y segunda especie J,,,(x) y Y;,(z), presentadas anteriormente.

En esta secciéon se estudiaran algunas aplicaciones de la ecuacion de Bessel en la
fisica siguiendo [8], [13] v [11].

4.5.1. Ecuacion del calor en un cilindro

Se estudia la evolucion temporal de la temperatura u(z,y, z,t) en un cilindro de
radio R y altura L. La ecuacién general de conduccion del calor es

@ B 9*u N 0%u n 0%u
ot~ “\oxz T2 92 )

(4.23)

donde « es la difusividad térmica, un parametro dependiente del material. La ecua-
cion (4.23) se reescribe como se hizo en la seccién previa pasando de coordenadas
cartesianas (x,y, z) a coordenadas cilindricas (p, ¢, z) puesto que se esta trabajando
en un cilindro y se obtiene

@_Oé 12 @ +i@+@ (424)
o \pop p(?p P20 022 ) '

Se considera que:

= La conductividad térmica k, la capacidad calorifica C' y la densidad d del

material son constantes. Se tiene asi que la difusividad térmica o = £ es

cd
constante.

= Se tiene simetria axial, sin variacion angular, luego se considerara u(p, ¢, z,t) =
u(p, z, ).
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Al descartar la dependencia angular, la ecuacion (4.24) toma la forma

ou 10 [ du N 0?u

—=al|l-=|p=— — .

ot pOp P ap 072
Si se buscan soluciones mediante separacion de variables u(p, z,t) = R(p)Z(2)T'(t).
Se introduce esta solucién en la ecuaciéon previa y se divide por RZT para llegar a

1dT _ [11d ( dR\ 1&Z
Ta “ Rpdp pdp Zdz?]

El lado izquierdo depende tnuicamente de ¢ mientras que el derecho depende de
p, entonces para que pueda verificarse la igualdad ambas expresiones deben ser

constantes:
1dT B

Tdt
114d dR 1d*Z  k ,
- p_ _|_ —_—— = — = k’ ,
Rpdp \" dp Z dz?>  «
siendo k (y, por tanto, k') una constante. La segunda ecuacion se puede operar para
obtener
1d*Z 1 11d dR
Zd2 "7 TRpdp\"dp )
De nuevo, se repite el argumento previo puesto que el lado izquierdo de la igualdad
depende de z, mientras que el derecho depende de p, luego ambos deben igualarse a
una constante para poder cumplir la igualdad y se tiene

_Ald fdRY
Rpdp \"dp) =7

siendo A una constante. La segunda de las dos ecuaciones se conoce como ecuacion
radial, pues depende tinicamente de p y puede operarse para obtener

1/ &R dR
“p—=+ =) = -AR
p (p i dp) ’

que multiplicada por p? resulta
d’R dR
—— +p— + M*R=0. 4.25
P (4.25)

Esta ecuaciéon es muy similar a la ecuacion de Bessel de orden 0, pero incluyendo
la constante de separacion A y, por tanto, la solucion general de la ecuacion (4.25),
parte radial de la ecuacion (4.24), es

R(p) = AJo(VAp) + BYy(VAp), A,BE€R,
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donde Jy e Y| son las funciones de Bessel de primera y segunda especie de orden 0.
Habitualmente, se requiere que la solucién sea finita en p = 0 por las condiciones de
contorno, lo cual lleva a que el coeficiente B sea nulo y, por tanto,

R(p) = AJo(V'Ap).

Para obtener la solucion general de la ecuacion (4.24) deben resolverse resto de
ecuaciones que han surgido en la separacién de variables; no obstante, estas no
tienen relacion alguna con los métodos ni funciones estudiadas en este trabajo y,
por ello, no se incluye.

4.5.2. Vibraciéon de una membrana circular

Sea u(z,y,t) la funcion que el desplazamiento de la membrana en la posicion
(z,y) en el instante t. Las vibraciones de una membrana estin descritas por la

ecuacion de onda 52 52 o2
gu_ 2 (—u + —u) , (4.26)
ot? ox? = 0y?
donde ¢ es la velocidad de propagacion de la onda. En este caso, se considera una
membrana circular de radio a y, por tanto, resulta méas apropiado considerar la ecua-
cion previa en coordenadas polares u = u(p,0,t) cuya relacion con las coordenadas
cartesianas se detalla en el apéndice B.4.2. La validez de este cambio de variable
se justifica con el teorema B.5.2. Asi, puede aplicarse la regla de la cadena calcular
las derivadas y transformar la ecuacion (4.26) a las coordenadas polares. Se busca
expresar
Pu 0%u
Ox? + oy?’
en términos de (p, #), pero esto ya se ha estudiado en la seccion 4.4 y de ahi se puede
tomar la expresion
Pu  Pu  10u  Pu 1 0%u
2 * oy pop * dp? * p? 062
Por tanto, la ecuacion (4.26) que se busca resolver es equivalente a la ecuacion

Pu (10 [ Ou 1 0*u
_2 (2L () 22 42
o~ ° <pap (p3,0> T 392) (421)

Para resolver esta ecuacion se buscara una solucion mediante separacion de variables.
Por tanto, se asume una solucion de la forma u(p, 0,t) = R(p)©(0)T'(t). Sustituyendo
en la ecuacion (4.27) y dividiendo entre ROT se tiene

1d2T_1d dR+1d2@
2T d2 ~ Rpdp \"dp ) T 0p2 dgz

Se observa que el lado izquierdo depende solo de la variable ¢, mientras que el lado

derecho depende de p y 6. Por tanto, necesariamente ambas expresiones deben ser

iguales a una constante, que se tomara como —\? de acuerdo con el significado fisico

del problema ya que las vibraciones deben ser finitas. Se obtienen asi dos ecuaciones
1 d*T )2

erar
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T T

Esta segunda ecuacion puede operarse de la siguiente forma:
p d dR 919 1 d*©
2 (2= N
Rdp <r dp) o

1 d dR 1 d?© 9
—— | p— = —\".
Rpdp \' dp

© do?”

Se observa de nuevo que el lado izquierdo depende tinicamente de p, mientras que
el derecho depende de . Por tanto, la tnica posibilidad es que ambos lados de la
ecuacion sean iguales a una constante, que se tomara v2. Se tienen asi dos ecuaciones:

1ee
0der 7

pd (R o

R (rdp>+p)\—v

Esta segunda ecuacion puede desarrollarse de la siguiente forma:

d dR
P <7’d—p> = (v = p’N°)R,
d’R dR
de—pQ + pd—p + (/)2/\2 — UQ)R =0. (4.28)

La ecuacién obtenida es, al igual que en la seccion 4.5.1, muy similar a la ecuacion
de Bessel (4.1) de orden v, pero afiadiendo la constante de separacion A\?. Por tanto,
la solucion general de la ecuacion (4.28) es de la forma

R,(p) = AvJy(Ap) + B.Y,(Ap), A,, B, € R, (4.29)

siendo J, e Y, las funciones de Bessel de primera y segunda especie de orden v. La
solucion debe ser finita y, en particular, debe verificarse |R(0)| < co. Entonces, como
Y, diverge en el origen, necesariamente B, = 0 y, por tanto, la solucion general de
(4.28) se reduce a

Rv(ﬁ) = A'UJU(AP)

Al igual que en la seccion 4.5.1 el resto de ecuaciones que surgen en la separacion
de variables no tienen relacion alguna con el enfoque de este trabajo y, por tanto,
no se incluyen en él.

4.5.3. Otras aplicaciones

Ademas de los modelos de conduccion del calor y vibracién de membranas, la
ecuacion de Bessel también aparece en otros contextos fisicos relevantes. En elec-
tromagnetismo, las funciones de Bessel surgen al estudiar la propagacion de ondas
dentro de guias cilindricas metdalicas, como las empleadas en microondas o en ciertas
fibras Opticas.

En actstica, ocurre algo andlogo al analizar la resonancia en cavidades cilindricas,
como tubos o camaras de sonido. Al aplicar la ecuacion de onda acustica

Pu
W =C AU,
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donde u = u(x,t) es el campo de presion aciistica y ¢ es la velocidad del sonido en
el medio, a dominios con simetria circular conduce también a la ecuacion de Bessel,
cuyos ceros determinan las frecuencias de resonancia del sistema.

Estas aplicaciones ponen de manifiesto como la ecuacion de Bessel aparece de
manera natural en una amplia variedad de fenémenos fisicos en los que intervienen
geometrias circulares o cilindricas.
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Capitulo 5

Ecuacion de Legendre

La ecuacién de Legendre ocupa un lugar destacado en la historia de las matemati-
cas aplicadas. Esta ecuacién fue introducida por Adrien-Marie Legendre a finales del
siglo XVIII durante sus estudios sobre la atracciéon gravitatoria de cuerpos elipsoida-
les. Legendre buscaba soluciones a la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas,
lo cual motivo el desarrollo de una nueva familia de polinomios que hoy llevan su
nombre. Aunque su origen es fisico, los polinomios y funciones de Legendre han
trascendido este &mbito, encontrando aplicaciones en campos muy diversos.

Como se ha presentado en el ejemplo 2.1.3, esta ecuacion presenta dos puntos
singulares regulares en x = +1. El estudio de esta ecuacién en el punto ordinario
x = 0 da lugar a los polinomios de Legendre, los cuales poseen ciertas propiedades
de gran utilidad. En este apartado se abordara la resolucién analitica de la ecuaciéon
mediante series de potencias, se definiran los polinomios y funciones asociadas de
Legendre, y se exploraran sus principales propiedades y aplicaciones.

5.1. Solucién de la ecuaciéon
La ecuacion de Legendre viene dada por:

(1 —2?)y" —2zy + (L + 1)y = 0, (5.1)
donde ¢ es un parametro que, en general, suele considerarse entero puesto que es en
estos casos en los que esta ecuacion tiene aplicaciones directas en diversos ambitos
de la fisica; no obstante, se resolvera la ecuacion para £ € R.

Puesto que x = 0 es un punto ordinario, se aplicaran los resultados del capitulo
1; por tanto, para la ecuacion (5.1) se busca una soluciéon de la forma

y() =3 ena”, (5.2)

cuyas derivadas pueden ser calculadas por aplicacion del resultado B.2.8 llegando a:

oo
y'(x) = Z ne,z"
n=1
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[o¢]
g n(n —1)c,z" -2,

Ahora, se introducen en la ecuacion (5 1) la solucion supuesta (5.2) y sus derivadas
y se llega a la expresion

(1—2%)) n(n—1)c,z" —Qxchn nly E—I—l)ZCnx":O.
n=2 n=0
Expandiendo el primer término usando la propiedad distributiva se tiene:
n(n —1)c,a" 2 — Z n(n —1)c,z"™ — 2x Z ne, "N+ 00+ 1) Z e = 0.
n=2 n=2 n=1 n=0

Esta expresion puede reescribirse agrupando los coeficientes de x™ para llegar a
o [o@)
Znn—lcnx”Q—l—Z ((+1)e, —n(n —1)c, — 2ne,) 2™ =0,
n=2 n=0

y, de aqui, tras realizar la traslacion de indices Kk = n — 2 en el primer término y
sustituir £ = n en el resto pueden combinarse ambos sumatorios para obtener

D [k +2)(k + Vegan + (U0 + 1) — k(k+1))e] 2* = 0.
k=0

Esta relacion se verificara para todo x si y solo si los coeficientes son nulos para cada
k; esto es:

(k+2)(k+1Dcpya+ (((0+1) —k(k+1))cy =0, k>0. (5.3)
De la ecuacion (5.3) se llega a la siguiente relacion para los coeficientes c:

kk+1)—0C+1)  (C+k+1)((—Fk)

TR T T k1) (5.4)

De la relacion (5.4) se generaran dos familias de coeficientes. Una primera familia
estard compuesta por todos los coeficientes de orden par, y dependeran del valor
asignado a cg; y la segunda familia estara formada por los coeficientes de orden im-
par y todos ellos dependeran del valor que se asigne a ¢;. Notese que los coeficientes
¢ y ¢1 pueden ser determinados de manera arbitraria (o eventualmente seran deter-
minados por las condiciones iniciales) al tratarse de una ecuacion de orden 2. Asi,
los coeficientes pares vienen dados por

LT (04 2m 4+ 1)(C = 2m)
czk_COH[ 2m +2)(2m + 1) } (5:5)

mientras que los impares vienen dados por

T +2m ) —2m+1)
e =] {_ (2m + 3)(2m + 2) ] ’

m=0
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donde el producto vacio, para k£ = 0 se define como 1 en ambos casos obteniendo
co = ¢y y ¢g = c1 respectivamente. Por tanto, pueden obtenerse dos soluciones
linealmente independientes:

oo

k

1:[1 [ £+2m+1)(€—2m>D e (5.6)

2m +1)(2m + 2)

m=0

-1

T { €+2m+2)(€—(2m+1))]>x%ﬂ_ 67

2m + 3)(2m + 2)

ya(x) —ﬁZ(

Y finalmente, una solucién general para la ecuacion (5.1) vendrad dada por una
combinacién lineal de ambas soluciones

m=

y(x) = Ay (z) + Bya(2).

Por aplicaciéon del teorema 1.2.1, esta solucion serd convergente para « € (—1,1).

5.2. Polinomios de Legendre

Partiendo de las solucion calculada para la ecuacion (5.1) en torno al punto
ordinario x = 0, bajo ciertas condiciones puede definirse una familia de funciones
especiales denominadas polinomios de Legendre que resultan relevantes debido a sus
propiedades y numerosas aplicaciones que se presentaran mas adelante.

Se considerara la solucion obtenida a partir de los coeficientes pares (5.6) ya que
la solucion con coeficientes impares, (5.7), no conduce al truncamiento de la serie.
Asi, si se fija ¢; = 0, para ciertos valores del parametro ¢ las series dejan de ser
infinitas y pasan a ser polinomios. Si se toma ¢ entero no negativo, { = n, existe
un valor de k tal que / — k =n — k = 0, lo cual anula el numerador en la relacion
de recurrencia (5.4) y provoca que ¢,.o sea nulo y, por ende, todos los coeficientes
posteriores también. Entonces, en estos casos concretos, la serie deja de ser infinita
y pasa a ser un polinomio de grado n = /.

Los coeficientes pares definen un polinomio de grado n:

Ln/2]

P.(z) = Z c%x%,

k=0

donde al funcion |n/2| hace referencia a la parte entera y los coeficientes ¢y, vienen
dados por la relacion (5.5) tomando n = ¢

(n+2m+1)(n —2m)
CQk_COH { 2m +2)(2m + 1) }

Estos polinomios de denominan polinomios de Legendre. Habitualmente, se elige la

constante ¢y de tal forma que P,(1) = 1, lo cual fija la normalizacion estandar de
los polinomios.
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5.3. Propiedades

Los polinomios definidos en la seccion anterior presentan una serie de propiedades
que pueden consultarse también en numerosas fuentes como [15], [16] y [17].

5.3.1. Foérmula de Rodrigues

Una vez definidos estos polinomios como solucion de la ecuacion (5.1), admiten
una expresion explicita que se presenta a continuacion.

Proposicion 5.3.1. El polinomio de Legendre de orden n, siendo n un entero no
negativo, viene dado por:

1 an
- 2npldan

Py (z) [(z* = 1)"].

Demostracidn. Se toma v = (22 — 1), luego

d
é = 2nx(x1)"

o equivalentemente

d
(2% — 1)d_v = 2nzv.
T

Se deriva (n 4 1) veces a ambos lados aplicando la regla de Leibniz

dr "L (n\ d¥f(x) dFg(x)
T U =3 () S )

k=0

= En el lado izquierdo se toma f(z) =22 — 1y g(z) = 2. f(z) solo tendra sus
tres primeras derivadas no nulas, luego, la derivada (n + 1)-ésima sera

i [(ﬁ - 1)3—“] —@ oty (7” 1) 00 (” N 1) ()0

dxntl T dxnt2 1 dxntl 2 dx™
dn+2v n+1v dnv
2
= (2° — 1)daz”+2 +2(n + 1)3UdajnJrl +n(n+ 1)dx”'

= En el lado derecho, se separa la constante 2n que se anadira al final y se toma
f(x) =z y g(xr) =v=(22—1)" En este caso, f(z) tiene solo sus dos primeras
derivadas no nulas, luego, la derivada (n + 1)-ésima sera

dnJrl dn+1 1 4"
.Y [2nxv] = 2n [x—v + (n i )(1)—1)}
:L'»n

dxntl 1 dxn
d" oy d™v
Entonces, se tiene la igualdad
dn+21) dn+1'l} d”v dn—i—lv d”v
2 _1)——— +2 Ne—— 1)—=2 — 1) —
(x >dx"+2+ (n+ )xdxn+1+n(n—|— )dx” n xdx”“—i_(n—i_ )dac” ,
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que puede reescribirse como

42 A" d™v
u—ﬁwﬂw—;%ﬂﬂ+nm+maﬁzg (5.8)
Si se sustituye z = £¢ de (5.8) se tiene
o d22 dz
(1—=x )@—295%4—71(714—1)2:0,

que coincide con la ecuacion de Legendre (5.1) con n = ¢. Entonces, necesariamente

dn
z = d_x: = cP,(x),

siendo ¢ una constante. Como se he comentado previamente, se conviene que P, (1) =

1, luego
.o (d—) - Loy = L@

dz™

x=1 r=1

"\ (n n! !
:ZEQJG:Eﬁ@—1)kHu+1ﬁ

puesto que en el primer factor solo es distinto de cero el término k& = n. Entonces,

=2"n!,

r=1

_ldw 1 d"
edxm nl2ndzn

P.(z) [(z* = 1)"].
O

Esta expresion ayuda al analisis de estas funciones especiales y permite deducir
algunas de sus propiedades de manera directa a través de su analisis.

5.3.2. Paridad
Propiedad 5.3.2. Se tiene que:

» Sin es par, P,(x) es una funcion par.
» Sin es impar, P,(x) es una funcidn impar.
Demostracion. Esto se deduce directamente de la simetria de la formula de Rodri-

gues 5.3.1. n

5.3.3. Relaciéon de recurrencia

Con el objetivo de llegar a una relaciéon de recurrencia para los polinomios y poder
demostrarla se enuncia primero esta propiedad cuya demostracién puede encontrarse
en [15].
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Propiedad 5.3.3. Se verifica
(1-2ut+3)72 =Y Py(a)t". (5.9)

Propiedad 5.3.4. Los polinomios de Legendre P, (x) satisfacen la relacion
(n+1)P1(x) = (2n+ )zP,(z) —nP,_1(z), n>1. (5.10)

Demostracion. Se deriva respecto de la variable ¢ a ambos lados en la ecuacion (5.9)
y se tiene la igualdad

(x —t)(1 — 22t — t2)_% = Z nP,(z)t"
que es equivalente a
(z —t)(1 — 2zt — £2)"2 = (1 — 22t — £2) inpn(x)t”_l.
n=1
Teniendo en cuenta la igualdad (5.9), la expresion previa puede escribirse como

:c—tZP = (1 — 2t — t?) ZnP L

n=1

En particular, en esta igualdad se pone el foco en los coeficientes de t" y se observa
que
zP,(x) — Po_1(z) = (n+ 1) Pyy1(x) — 22nPy(x) + (n — 1) P,_1(2),

que es equivalente a

(n+1)P,11(x) = (x4 22n)Py(x) + (-1 —n+ 1)P,_1(x)
=(2n+ 1)zP,(x) — nP,_1(x).

]

Esta relacion permite calcular todos los polinomios de manera recursiva a partir
de los dos primeros polinomios Py(x) =1y Pi(z) =

5.3.4. Ceros de los polinomios

Respecto a los puntos donde se anulan estos polinomios que se estan estudiando,
se tiene la siguiente propiedad.

Propiedad 5.3.5. Fl polinomio de Legendre de orden n, P,(x), tiene n raices reales
simples en el intervalo abierto (—1,1).
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Demostracion. En primer lugar, debe tenerse en cuenta que para un n entero posi-
tivo los ceros de la funcion real

fl)=(@*=1)"=(z+1)"(z - 1)", (5.11)

son x = £1, cada uno de ellos con multiplicidad n. Del Teorema de Rolle se sigue
que existe al menos un ¢ € (—1,1) tal que f’(¢) = 0. Se puede comprobar evaluando
en la derivada de manera sencilla que en este caso ¢ = 0, ademas de las raices en
xr = %1, cada una de ellas con multiplicidad n — 1. De manera anéloga, f”(x) tiene
dos raices, una en (—1,0) y otra en (0, 1), ademas de las raices en z = 1, cada una
de ellas con multiplicidad n — 2. Asi, repitiendo este argumento de manera sucesiva
se llega a aplicar el Teorema de Rolle a la funcion f™~(z) que tendrd n — 1 ceros
distintos distribuidos en el intervalo (—1, 1), ademas de los ceros simples en x = £1.
Esto implica que la ecuacion

dn

o [(z* =1)"] =0,
tiene n raices distintas. Entonces, teniendo en cuenta que segtn la férmula de Rodri-
gues, 5.3.1, P,(x) es un miltiplo de la n-ésima derivada de la funcion (5.11), f ()
se concluye que el polinomio de Legendre de orden n tiene n raices reales distintas
en el intervalo (—1,1). O

5.3.5. Ortogonalidad de los polinomios

Una de las propiedades més caracteristicas de los polinomios de Legendre es que
forman un sistema ortogonal en el espacio de funciones continuas en el intervalo
[—1, 1] con respecto al producto escalar definido por

<ﬂ@z/}ﬂ@¢@m.

Propiedad 5.3.6. Se verifica que

1
/ P,(x)P,(x)de =0 sin#m.
-1
Ademds, para el caso n = m se tiene la norma

1P = / (P(a) P = —

) B

Demostracion. En primer lugar, se analiza la ortogonalidad. La ecuacion (5.1) puede
escribirse también como

(1 —2?)y] + e+ 1)y = 0.

Tomando ¢ = n y £ = m enteros no negativos como se lleva haciendo durante la ex-
posicion y distintos, y teniendo en cuenta que los polinomios de Legendre satisfacen
la ecuacion (5.1) se verifican las igualdades

(1 = 2?)P(2)] +n(n + 1)P,(z) = 0, (5.12)
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(1 — 2*)PL(2)] +m(m + 1) Py (z) = 0. (5.13)

Se opera P,,(x)(5.12) — P,(z)(5.13) y reordenando los términos se tiene la igualdad
(1 =) Po(@)] Pu(2)=[(1 = 2*) Py, (2)] Pa(z) = [m(m + 1) = n(n + 1)] Py() P ().

Integrando a ambos lados en el intervalo [—1, 1] se tiene la igualdad

/ (1 — 2 PL(z)] Pu()da — / (1 — 2*) P (2)] Pu(x)da
- ! (5.14)
= [m(m+1) —n(n+1)] / P,(x)P,(x)dx.

-1
En el lado izquierdo, se calculan ambas integrales por partes para obtener

1

/_1 (1= 2?)P.(2)] Pu(x)da — /_1 (1 - 2*) Pl (2)] Pu(z)de

— = AP @P, — [ (1=)P@)P )

- (=AE@R], + [ 1= PL@P .

Esta expresion resulta nula ya que, por un lado, al evaluar tanto en x = 1 como en
r = —1 se anula (1 — 2?) y, por otro lado, las integrales se cancelan al ser iguales
con signo opuesto. Entonces, el lado derecho de la igualdad (5.14) debe anularse
también. Si m = n, esto resulta trivial; y si n # m se tiene entonces que

/_1 P,(x)P,,(x)dx = 0.

1

Ahora, por otro lado, se trata de calcular ||P,||?. De la relacion (5.10) se tienen
las igualdades

2n —1 n—1
P.(z) = - xP,_4(x) — P, 5(z),
n+1 n
P, =——PF, P,_ .
thi(a) = 5 Pen@) + 5 P ()

Usando la primera de estas igualdades se tiene que

1P = [ (PP = [ (20— DoPuos(@) = (0= 1)Pa(o)] Pafa)da
_nol /_ 2Py 1 (2) Py (w)de — /_ Py o(2) Py (x)da.

n 1 n 1

Debido a la ortogonalidad que se acaba de probar, el segundo de los términos es nulo
y en el primero puede aplicarse la segunda de las igualdades obtenidas previamente
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para llegar a

2n—1 (!
IR =2 [ P @)Pi(ods

1

_ -1 / (0 + 1) Pyyr (2) + 0Py (2)] () Po(2)da

T n@2n+1) ),
- (ané?ll)ill-l)- 1) /1 Poi1(2) Py (z)de + 321 1 /1 P, 1(z)P,_1(x)dx.

De nuevo, debido a la ortogonalidad ya probada el primero de los sumandos se
cancela llegando a

2n—1 [* 2n — 1
IR = 5o [ P do = S P

De esta recurrenca se tiene que

120 = 5 im = o [ i@ = s [ae= 22
2n+1 2n+1 J_ 2n+1 J_4 2n+1

5.4. Ecuacion generalizada de Legendre y funciones
asociadas

La ecuacion (5.1) que ha sido estudiado hasta ahora es un caso concreto de una
familia mas grande de ecuaciones diferenciales conocida como ecuaciones generali-
zadas de Legendre, que surgen de la ecuacion de Laplace como se verd mas adelante
y que vienen dadas por

d?y dy m?

[— 2__ — —
(1 x)d:ﬂ Qg:dx+ ((0+1) [

y=0, (5.15)

donde se considera m? < (2. Notese que la ecuacion (5.1) que se habia estudiado
hasta ahora se corresponde con el caso m = 0 de la ecuacion (5.15).
Para m > 0, las soluciones de la ecuacion (5.15) dadas por y(z) = P*(z),

dm
pm —(—1)"(1 — 2\m/2 P
() = (~1)"(1 = )™ Py(a),
donde Py(x) es el polinomio de Legendre de grado ¢, se denominan funciones aso-
ciadas de Legendre. En el caso de que m < 0, las funciones asociadas de Legendre

vienen dadas por

Estas funciones constituyen una nueva familia de funciones especiales con propieda-
des de ortogonalidad y recurrencia mas complejas cuyo estudio escapa del alcance
de este trabajo y puede consultarse en [18].

Prma) = (~1)"

Pagina 79 Universidad de Valladolid



CAPITULO 5. ECUACION DE LEGENDRE

5.5. Ecuacion de Laplace en conjuntos con simetria
esférica

La ecuacion de Legendre, ademas de ser importante desde el punto de vista ma-
tematico por dar origen a los polinomios del mismo nombre, tiene también aplicacion
a la fisica, especialmente en esferas o sistemas con simetria esférica puesto que, co-
mo se vera a continuacion, esta ecuacion tiene relacion con la ecuacion de Laplace
considerada en coordenadas esféricas.

Se considera la ecuacion de Laplace en coordenadas cartesianas

’u  Pu  O*u
50 gz + 9 =0 (5.16)

Au =

donde A es el operador laplaciano y v = u(x,y, z) es una funcion escalar de tres
variables.

Para el estudio de problemas con simetria esférica resulta ttil considerar esta
ecuacion en coordenadas esféricas u = u(r, 0, ¢) cuya relacién con las coordenadas
cartesianas se presenta en el apéndice B.4.4. El cambio de variable viene justificado
por el teorema B.5.2 y, por tanto, puede aplicarse la regla de la cadena para calcular
las derivadas necesitadas.

Deben realizarse los célculos de forma anédloga a los realizados en la seccion 4.4;
no obstante, pese a que requieren simplemente de la aplicacién de la regla de la
cadena, en este caso son incluso més extensos y, por ello, se evita presentar de nuevo
todos los célculos intermedios y se pasa directamente a la expresion del operador
laplaciano en coordenadas esféricas que ha sido ampliamente estudiado y puede
encontrarse en numerosas fuentes como [17]:

Agp — 10 [ ,0u N 1 0 " eﬁu n 1 d*u
o\ or 2sngag \O o0 r2sin? 0 02"
Asi, la ecuacion (5.16) es equivalente a

19 ([ ,0u 1 90 (. Ou 1 d*u
AU = ﬁg (’f’ E) + ’1"2 sin@% (SIDQ%) + —7’2 sjn2087¢2 = 0 (517)

En esta ecuacion, al estar trabajando en una esfera (o en un sistema esférico) se ten-
drd 0 < r < R;. Se buscan soluciones mediante el método de separacion de variables,
luego se supone una solucion de la forma u(r,6,¢) = R(r)©(0)P(¢). Sustituyendo
esta solucion en la ecuacion (5.17) y dividiendo entre RO® se tiene

L d(wdRY, 1 dfo,d0) 1 &
Rrzdr \ dr ) OrZsin(0)do \" " do ) T dresin(0) dez

que multiplicando por r? lleva a

Rdr \' dr O sin(0) db do dsin®(0) dg®
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Esta ecuacion es equivalente a la ecuacion

sin?(9) d ( 2dR> N sin?(0) d (sm(e)d@> _ la@

R ar \' ar Osin(f) do o D g2

Se aprecia que en esta ecuaciéon el término a la izquierda de la igualdad depende
unicamente de 7,6 mientras que el término de la derecha depende solo de ¢. Por
tanto, la tnica opcion es que ambos términos sean constantes y se tiene

sin?(0) d [ ,dR sin?(0) d (. . dO 1 d*®
R dr ( %) om0 db (Sm”)@) = g - v

de donde se tiene la ecuacién
" 4+ 1P = 0.

Ademas, se impone que la funcioén sea periddica con periodo 27, luego debe verificarse
®(0) = ¢(2m) y ¢'(0) = &’'(27). Esta ecuacion tiene como autovalores A; = /—C
y Ay = —y/—C' y se buscan autofunciones diferentes de la funcién nula.

= El caso C; < 0 conduce a una solucion de la forma
(p) = AeM? 4 Bet2?,
donde las condiciones iniciales llevan a concluir que A = B = 0.

s El caso C; = 0 lleva a la solucion
d(¢) = A+ Bo.
En este caso, el parametro B queda libre llevando a autofunciones no nulas.

= En el caso (] > 0, se tiene la solucion de la forma

O(¢) = Acos(v/—C1¢) + Bsin(y/—C1¢).

De nuevo, las condiciones iniciales conducen a autofunciones distintas de la
funcion nula.

Por tanto, se elige C; = m?. Entonces

1P,
oder
y, por tanto,
sin?(0) d [ ,dR\  sin®(0) d 0 ,
d ( 20f L sin@Z2) —m2 =0, 1
R dr (r dr> T Osin(9) 40 (Sm(e) de) me =0 (5.18)

Esta ecuacion puede reescribirse de la siguiente forma:

Ld(LdkY 1 d m(@)@ __m™
Rar \\ ar ) " ©sm(@)ag \""" a0 ) T sin2(@)
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o equivalentemente

L

De nuevo se observa que el lado izquierdo de la igualdad depende tnicamente de
la variable r y el derecho solo de 6. Por tanto, la tnica posibilidad es que sean
constantes y se tiene

Ld fpdrY _ |1 d Sin(@)@ __m Y
Rar\" dar) =~ |©sin(0)do o)~ sin?(6)]

De aqui se deducen las siguiente dos ecuaciones

i (er—R) — AR =0,

dr dr
1 d do m?
2 (sin(e)= - _Ne=o
sin(0) df <Sm( )de) * ( sin2(0)> ©
Siguiendo [15] esta constante A se fija como A\ = ¢(¢ + 1), lo cual concuerda con

la expresion de la ecuacion de Legendre que se persigue. Asi, la segunda de las
ecuaciones da lugar a

ﬁd% (sinw)%) + (6(6 +1) - %) ©=0. (5.19)

Se realiza ahora la sustitucion x = cos(f). Teniendo en cuenta que

dx , d® dOdx ) d©®
@ = —sm(@), E = %@ = —SIH(Q)%,

se tiene la segunda derivada

O _ d (‘ sm(@)ﬁ) = —cos(0) ) — sin(0) <@>

g2 do dx dx do \ dx
e ., d’e
=— cos(ﬁ)% + sin (Q)W
Entonces se tiene que
doe 9, dO
sm(@)@ = —sin (9)%,
d (. o\ d 9, dOY _ e .,  d*0dr
= (sm(@)%) == (— sin (9)%> = —2sin(0) COS(Q)% sin (Q)Edﬁ
2
= —2sin(0) COS(H)% + sin%@)%.
Entonces p o o 26
1
- ) =_9 - 20y ——=
Sn(0) 40 (sm(@) d9) cos(6) 7, Tsin (0) T
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Si se introduce esto en la ecuacion (5.19) se tiene

dO d’© m?
—2cos() 2 +sin2(0) 2 1 (e(e+1) - -2 o=
cos( )dx + sin®( )daj2 + (( +1) sin2(0)>@ 0,

y sustituyendo finalmente cos(f) = z y sin?(§) = 1 — 2% se llega finalmente a la
ecuacion

(1- xQ)dQ—@ _9p 10 (€(£+ 1) — m” ) 0 =0. (5.20)

dx? dx 1 — 22

La ecuacion (5.20) coincide con la ecuacién generalizada de Legendre presentada en
la seccion 5.4 cuyas soluciones son las funciones asociadas P} (x) = P;*(cos(#)). En
el caso particular m = 0, la ecuacion de laplace (5.16) estudiada en coordenadas
esféricas conduce a la ecuacion de Legendre (5.1) estudiada en este capitulo.

5.6. Aplicaciones a la fisica

De esta relacion entre la ecuacion de Laplace considerada en sistemas esféricos
y la ecuacion de Legendre que se ha presentado en la seccion previa se deducen una
gran variedad de aplicaciones de la ecuaciéon de Legendre que esta siendo estudiada;
asi como de la ecuacion de Legendre generalizada que se ha presentado en la seccion
5.4. En la mayoria de ellas la ecuacion de Legendre surge como parte del proceso
de solucién de un problema relacionado con el operador laplaciano en una esfera.
Todas estas aplicaciones son similares, variando la ecuacién a considerar en cada
uno de ellos y, por tanto, se presenta a continuacion el ejemplo més representativo
pudiendo consultarse otros casos similares en [13].

5.6.1. Potencial eléctrico dentro de una esfera hueca

En regiones donde no hay densidad de carga eléctrica, el potencial eléctrico V
satisface la ecuacion de Laplace
AV =0.

En el caso de una esfera de radio R hueca, su interior es una regiéon sin densidad
de carga; y, por tanto, en el interior de la esfera debe verificarse esta condicion.
Al trabajar con una esfera se consideran coordenadas esféricas y, por tanto, debe
verificarse la ecuacion

AV (r,0,¢) =0,
o de forma equivalente, como se vio en la seccion 5.5, debe verificarse

19 (o 19 oV 1oV
19 (297 9 (el 4 L 27 21
2 or (r ar> T e o0 (Smeae) T ranZe0pr " (5:21)

Como se ha estudiado en la seccion previa, el anélisis de esta ecuacién requiere
durante la separacion de variables de la resoluciéon de la ecuacion de Legendre gene-
ralizada presentada en la seccion 5.4.

No obstante, en electromagnetismo suele esperarse que el potencial no dependa de
la variable ¢ ya que suelen considerarse condiciones frontera de la forma V (R, 0, ¢) =
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Vi cos?(6). Esta condicion lleva a considerar el potencial como V (r, #). Al tenerse esta
condicién, se cumplird que
0*V
—— =0,
0¢?

y, por tanto, la ecuacion (5.21) se reduce a

10 ([ ,0V 1 0 [. 68‘/ B

7 or ( E) T 2000 (Sm %) -
Esta ecuacion coincide con la ecuacion (5.18) de la seccion previa para el caso m = 0
y, por tanto, siguiendo el desarrollo presentado en 5.5, la ecuacion obtenida sera la
ecuacion generalizada de Legendre con pardametro m = 0 que, como se ha presentado
en la seccion 5.4, coincide con la ecuacion de Legendre (5.1). Por ello, las soluciones
involucraran a los polinomios de Legendre Py(x), en lugar de a las funciones asociadas

de Legendre. Asi, los polinomios de Legendre Py(cosf) describen la dependencia
angular del potencial en el interior de la esfera.

5.6.2. Otras aplicaciones

En regiones del espacio donde no existe masa, de manera similar al caso presen-
tado previamente, el potencial gravitatorio ® satisface la ecuacion de Laplace

AP = 0.

Si se estd trabajando en un sistema esférico esta ecuacion serd tratada en coorde-
nadas esféricas, ®(r,0,¢) y un proceso similar al descrito anteriormente requerira
durante la resolucion mediante el método de separacion de variables del estudio de
la ecuacion generalizada de Legendre. En el caso de considerarse un potencial inde-
pendiente de la variable de la variable ¢, la ecuacion generalizada de Legendre se
reducira a la ecuacion de Legendre (5.1) y, por tanto, las soluciones del potencial
estaran conformadas por los polinomios de Legendre Py(x).

De forma analoga al caso tratado en profundidad en la seccién 4.5.1, si se con-
sidera simetria axial la temperatura en una esfera, T'(r, 0, ¢,t) = T(r,0,t), satisface
la ecuacion del calor

or 0T n 0T n 0*T
— =
ot ox?2  Oy? 022 )7

donde « es la difusividad térmica, un parametro que depende el material considerado.

Puesto que se trabaja en una esfera, resulta mas conveniente considerar la ecuacion
en coordenadas esféricas llegando a

oT 10 (,0T n 1 0 (. 98T

— =a|==—(r"— ———— (sinf— | | .

ot r2 or or r2sinf 00 00
De nuevo, la resolucion de esta ecuaciéon mediante separacion de variables llevara a
que la parte angular deba verificar la ecuacion de Legendre y, por tanto, la evolu-

cion de la temperatura en una esfera dependera angularmente de los polinomios de
legendre P(z).
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Por ultimo, esta ecuacién también encuentra aplicacion en la mecanica cuanti-
ca puesto que la ecuacion de Schrodinger para particulas en un potencial central
se escribe usando coordenadas esféricas. En este caso la resolucion de la ecuacion
conduce al empleo de armonicos esféricos, una herramienta fisica que esta definida
a partir de las funciones asociadas de Legendre y que se emplea para describir los
estados angulares y la estructura de los diferentes niveles energéticos. Para mayor
informacion sobre los armoénicos esféricos puede consultarse [19].
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Conclusion

A lo largo de este trabajo se ha puesto de manifiesto la importancia y versa-
tilidad del desarrollo en series de potencias como método para resolver ecuaciones
diferenciales de segundo orden con coeficientes variables.

El estudio de puntos ordinarios ha permitido demostrar que la analiticidad de los
coeficientes posibilita la construcciéon de soluciones locales en forma de series conver-
gentes, estableciendo asi un puente entre la teoria general y la practica concreta. El
analisis de puntos singulares regulares, mediante el método de Frobenius, amplia el
alcance de estas técnicas, permitiendo abordar situaciones mas complejas y obtener
soluciones que incorporan potencias fraccionarias o términos logaritmicos.

El analisis detallado de las ecuaciones de Airy, Bessel y Legendre ha permitido
apreciar la riqueza matematica de las funciones especiales que surgen como solu-
ciones, asi como su relevancia en la descripciéon de fenémenos fisicos reales. Se ha
subrayado como ciertas condiciones fisicas, como el comportamiento asintotico o la
regularidad en el origen, influyen en la seleccion de soluciones particulares y descar-
tan aquellas que carecen de significado fisico.

En definitiva, el presente trabajo ha permitido profundizar en la comprension
del método de series de potencias, tanto desde una perspectiva matematica como
aplicada. Se evidencia que muchas de las funciones mas relevantes en fisica y otras
ciencias surgen de la resolucién de ecuaciones diferenciales que, aunque no siem-
pre admiten soluciones elementales, pueden ser abordadas de manera sistematica y
precisa mediante desarrollos en serie.

Este enfoque no solo proporciona soluciones explicitas a problemas complejos,
sino que también abre nuevas vias de investigacion y aplicaciones en contextos méas
generales. Asi, se consolida el papel central de las series de potencias en el estudio
y la resolucion de ecuaciones diferenciales.
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Apéndice A

Elementos de ecuaciones diferenciales
ordinarias

El estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) es un pilar funda-
mental en el analisis matematico y las ciencias aplicadas. A lo largo del grado, se
adquieren conocimientos sobre la existencia y unicidad de soluciones, asi como sobre
los diferentes métodos analiticos para resolver EDOs de primer y segundo orden, y
determinados casos de 6rdenes superiores. En aras de la completitud de la exposi-
cion, se introducen fundamentos béasicos de estas tomando como referencia [20] para
el desarrollo de este apéndice.

A.1. Existencia y unicidad de soluciones

En primer lugar, se presenta el resultado general de existencia y unicidad de
soluciones, conocido como Teorema de Picard-Lindel6f.

Teorema A.1.1. Sea 2 C R x R™ un subconjunto abierto y sea
f:Q—-R"

(z,y) = flz. y)
una funcion continua y localmente de Lipschitz respecto de y. Sea (xo,y,) € €.
Entonces, existe un nimero h > 0 tal que el problema de valor inicial

¥ = flz,y),
y<x0) = Yo,
tiene una unica solucion definida en el intervalo [xo — h,xo + h).

Ademas, se tiene el siguiente corolario para sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden:

Corolario A.1.2. Sea J C R un intervalo de interior no vacio y sean A(xr) €
C(J,R™™), b(z) € C(J,R"), 9 € J, y, € R". El problema de valor inicial

{@/m = A(z)y(x) + b(z),

Y(zo) = Yy,
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tiene una unica solucion

y:J—->R"
z +— y(v)

definida en el intervalo J.

A.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales

Para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, ademés del
corolario A.1.2, se presenta para sistemas homogéneos el teorema siguiente.

Teorema A.2.1. Sea A(x) una matriz de tamarnio n X n definida en un intervalo
J C R. El conjunto S de soluciones del sistema

Y = A(z)y,

forma un espacio vectorial de dimension n. Ademds, son equivalentes:

1. Las funciones y,(x),...,y,(x) forman una base de S.
2. Para todo xy € J, el conjunto de vectores {y,(xq),...,¥,(zo)} es una base de
R™.

En este caso, la solucion general del sistema viene dada por
y(x):clyl(x)++cnyn(x)v Cl,...,Cn€R7 x € J

En el caso de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneos la
estructura de la solucién viene dada por el teorema que se presenta a continuacion.

Teorema A.2.2. Sea y, una solucion particular de la ecuacidn completa
y = A(z)y + b(z), (A1)

y sea S el espacio vectorial de soluciones de la ecuacion homogénea asociada

Entonces, el conjunto S, de todas las soluciones de la ecuacion completa (A.1) es

Se=y,+5S.

A.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de
orden superior

Existe relacion entre las EDOs lineales de orden mayor que 1 y los sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. Asi dada una ecuacion de la forma

y(”) + an_l(m)y("_l) + ...+ ai(2)y + ap(z)y = b(x), (A.2)
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se realiza el cambio de variable

=Y, y2:y/7 s Yn =Y

Tras este cambio de variable la ecuacion (A.2) se relaciona con el sistema

( ./

U = Y2,

Yo =

Yno1 = Yn

{Yn = —ao(x)yr —ar(2)y2 — ... — a1 (2)yn + b(x),

que puede escribirse en la forma matricial

y'(x) = A(z)y(z) + b(x).

Para estas ecuaciones, en primer lugar, debe destacarse el siguiente resultado
relativo al espacio vectorial generado por las soluciones de la ecuacion homogénea.

Teorema A.3.1. Sean ag, ai,..., a,—1 € C(J,R). Entonces el conjunto S de solu-
ciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea

Y™ 4 a1 (2)y ™Y + L+ ay(2)y + ao(z)y =0,
es un espacio vectorial de dimension n.

En segundo lugar, la existencia y unicidad de soluciones viene dada por el teorema
que se presenta a continuacion.

Teorema A.3.2. Sean ag,ay,...,a,-1,0 € C(J,R). Se considera la ecuacion dife-
rencial lineal escalar de orden n

Y™ 4y (2)y™ Y 4+ ag(2)y + ao(z)y = b(x),
y sean xo € J, Y1.0,%20,-- -, Yno € R. Entonces, el problema de valor inicial

Y™ a1 (2)y" Y+ a (@)Y + ao(z)y = b(x),
y(z0) = Y10, ¥'(20) = ¥20, - - ¥ (20) = Yoo

tiene una unica solucion

y:J—R, x— y(x).
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Apéndice B
Elementos de analisis matematico

Con el objetivo de conseguir la completitud del trabajo, se incluye este apéndice
con definiciones y resultados que resultan necesarios a lo largo del trabajo. Estos re-
sultados pueden encontrarse en los diferentes textos empleados a lo largo del trabajo,
especialmente en [1], [2], [3] ¥ [4]-

B.1. Definiciones generales

Definicion B.1.1. Sea U C C un conjunto abierto y f : U — C una funcion.
Decimos que f es una funcion analitica en un punto xo € U si existe un entorno
abierto V. C U de xq tal que f puede expresarse como una serie de potencias de la

forma
(e.)

fla) = ealr — o),

n=0
que converge a f(x) para todos x € V. La serie de potencias es conocida como el
desarrollo en serie de Taylor de f alrededor de x.

Definicion B.1.2. Una funcion f : C — C se denomina funciéon entera si es
analitica en todo el plano complejo C. Equivalentemente, f es entera si puede repre-
sentarse mediante una serie de potencias de la forma

F(z) = an(z = 2)",

que converge para todo z € C (es decir, con radio de convergencia infinito).

Definicién B.1.3. Sea Q2 € R", u: Q — R una funcion con derivadas parciales en
Q. El operador Laplaciano, denotado por A o V?, es un operador diferencial de
sequndo orden definido como la divergencia del gradiente de u, es decir:

n
0%u

i=1
En el caso tridimensional cldsico, donde u = u(z,y, z), el Laplaciano toma la forma
explicita:
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0’y Pu  O*u
—

B.2. Series de potencias

Por otro lado, resulta relevante introducir y definir la herramienta que a lo largo
de todo el trabajo se emplea para dar una solucion a las ecuaciones, asi como algunos
resultados clave sobre series de potencias que seran de utilidad.

Definicion B.2.1. Una serie de potencias centrada en el punto x — xg €s una
serie infinita de la forma Y~ a,(x — x9)". También se dice que es una serie de
potencias centrada en xg.

Algunos de las propiedades y resultados mas importantes y que conviene men-
cionar vienen dados a continuacion.

Definicion B.2.2. Decimos que una serie de potencias Y -, an(x—1xo)" converge
en el punto x = c si la serie infinita (de nimeros reales) . a,(c—zo)"
es decir, si el limite de las sumas parciales

converge;

N
lim Z an(c—xo)",
n=0

N—oo

existe (como nimero finito). Si ese limite no existe, diremos que la serie de potencias
diverge en x = c.

Definicién B.2.3. Toda serie de potencias tiene un intervalo de convergencia,
que es el conjunto de numeros para los cuales converge la serie.

Definicion B.2.4. Todo intervalo de convergencia posee un radio de conwver-
gencia p. Para una serie de potencias de la forma Y~ a,(x — x)" existen tres
posibilidades:

1. La serie converge solo en su centro xy. En este caso p = 0.

2. La serie converge para toda x que satisfaga |x — x| < p con p > 0. La serie
diverge para | — xo| < p.

3. La serie converge para todo x. En este caso p = oo.

Observacion B.2.5. Respecto a la convergencia los extremos x + p, debemos
tener en cuenta que la desiqualdad de valor absoluto mencionada en la definicion
anterior |r — xo| < p equivale a —p < x — x5 < p 0 bien a xy — p < ¥ < TH + p.
Entonces estos dos puntos requieren un andlisis por separado.

Para determinar el radio de convergencia, se pueden aplicar diferentes métodos y
criterios. Habitualmente se puede aplicar de manera sencilla el criterio del cociente.
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Proposicion B.2.6 (Criterio del cociente). Si para n suficientemente grande, los
coeficientes a, no se anulan y satisfacen

Ap+1
Qn,

lim
n—oo

=L (0<L <00),

entonces el radio de convergencia de la serie de potencias y . an(x — xo)" es p =
1/L donde L =0 sip=o00 y L =00 sip=0.

Se debe tener en cuenta que este criterio no dara resultado en el caso de que el
cociente |a,11/a,| no tenga limite. En ese caso, habria que usar otros métodos para
determinar el valor de p.

Definicion B.2.7. Sea )", a,(x—1x0)" una serie de potencias centrada en xo € R.
Se dice que la serie converge normalmente en un conjunto K C R si

oo
Z sup |a,(z — xo)"| < o0.
n—0 zeK

Es decir, st la serie de términos dominados por el supremo en K converge absolu-
tamente.

Teorema B.2.8 (Derivacion término a término de las series de potencias). Sea

J@) = anle - ao)",

una serie de potencias con radio de convergencia R > 0. Entonces:

1. La serie converge absolutamente para todo x tal que |v —xo| < R, y define una
funcion infinitamente derivable en ese intervalo.

2. Se puede derivar término a término en dicho intervalo, y la derivada es tam-
bién una serie de potencias con el mismo radio de convergencia R:

fl@) =) nag(z —wo)"",  f'(x) = nln—Day(z —z9)" >,

Teorema B.2.9 (Conmutatividad de sumas dobles absolutamente convergentes).
Sea {amn}tmnen una familia de nimeros reales (o complejos) tal que la serie doble

00 00
> D lamal,

m=0 n=0

converge. Entonces:
1. La serie doble > > (> mn converge absolutamente.
2. Se puede cambiar el orden de los sumandos:

)BPITTIED 3 SINIE Sl

m=0 n=0 n=0 m=0 k=0 m+n=~k
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3. Se puede reagrupar la serie doble como una serie simple ordenada por diago-
nales de m +n =k, sin alterar el valor de la suma.

Teorema B.2.10 (Teorema de Taylor). Sea f una funcion analitica en un entorno
abierto U C R (o C) que contiene a xy. Entonces, para todo x € U, se cumple que:

< £0) (0
1) =3 0 gy

n=0

Es decir, la serie de Taylor de f en torno a xy converge hacia la funcion f en un
entorno de xg.

Proposiciéon B.2.11 (Formula de Cauchy-Hadamard). El radio de convergencia p
de la serie de potencias Y~ an(z — zo)" viene dado segin la formula
1
p - A?
stendo

A = limsup {/|a,]|.

n—oo

Lema B.2.12. Sean {z,}>°, e {y,}52, sucesiones de nimeros reales no negativos
y supongamos que {x,}5°, converge hacia un nimero x > 0. Entonces,

limsup(2,y,) = (lim @,)(limsupy,) € [0, o0,
n—00 n—oo n—00

en el caso de que {y,}>2, no sea acotada se conviene que T - 00 = 00.

Proposiciéon B.2.13 (Producto de Cauchy para series de potencias). Sean {a,}>°,
y {bn}o2, dos sucesiones de mimeros complejos (o reales). El producto de Cauchy
de las series de potencias

Ax) = ianx", B(z) = ibnx",
n=0 n=0

es la serie de potencias

C(z) = A(x)B(x) = cha:”,

n=0

donde los coeficientes ¢, se definen por

n
Cp = g pbn—t.
k=0

Respecto a la convergencia, si al menos una de las series converge absolutamente,
entonces el producto de Cauchy también converge y la formula anterior es vdlida.
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B.3. Funcion Gamma

La Funcion Gamma, denotada como I'(z), es una funcién matemética que ex-
tiende el concepto de factorial a los niimeros reales y complejos. Mientras que el
factorial n! solo estéa definido para enteros positivos, la Funcion Gamma permite
calcular valores anilogos para cualquier nimero complejo (excepto los enteros ne-
gativos y el cero), lo que la convierte en una herramienta fundamental en andlisis
matematico, teniendo utilidad también en la fisica. A continuacion se presenta su
definicion y algunas propiedades empleadas en el desarrollo del trabajo que han sido
tomadas de [12] y [21].

Definicién B.3.1. La Funcion Gamma se define, para todo nimero complejo z
con parte real estrictamente positiva (Re(z) > 0), mediante la integral impropia:

F(z):/ t* e tdt.
0

FEsta integral converge absolutamente para Re(z) > 0.

Observacion B.3.2. La Funcion Gamma puede extenderse al resto del plano com-
plejo (exceptuando los enteros no positivos, donde presenta polos simples) mediante
prolongacion analitica.

En resumen, el dominio de definicion de la Funcion Gamma es:

['(z) estd definida para z € C\ {0,—1,—-2,-3,...}.

Algunas de las propiedades més destacadas que son empleadas en este trabajo
son:

Proposicion B.3.3. La Funcion Gamma generaliza el factorial, pues I'(n) = (n —
1)! para cualquier entero positivo n € N.

Proposiciéon B.3.4. La Funcion Gamma satisface la siguiente relacion recursiva:
I'(z+1) =2I'(2),
vdlida para todo z donde la funcion esté definida (es decir, z #0,—1,-2,...).

Proposicion B.3.5. Para todo nimero complejo z que no sea un entero, z ¢ 7 se

liene: -
)1 —z2) = :
()11 = 2) sin(7z)
Proposicién B.3.6. Sea a € C\ {0}, b € C y m € N. Entonces,
" I (m+1+2)
b)) = g™ a
_Hl(aj )=
1= a

Definicién B.3.7. La funcién digamma, denotada por 1 (z), se define como la
deriwada logaritmica de la Funcion Gamma:

d I(z)

Y(z) = - Inl(z) = o)

La funcion digamma estd definida para todo z complejo excepto los enteros negativos
y el cero.
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B.4. Sistemas de Coordenadas

En mateméticas, los sistemas de coordenadas permiten describir de manera pre-
cisa la posicion de puntos en el espacio. Pese a que habitualmente se emplea el
sistema de coordenadas cartesianas, existen problemas y situaciones en las que es
conveniente considerar otro sistema de representacion para la posicién de un pun-
to. Este apéndice resume los sistemas maés utilizados: cartesiano, polar, cilindrico y
esférico, destacando sus definiciones y relaciones fundamentales.

B.4.1. Coordenadas Cartesianas

Es el sistema de coordenadas utilizado de forma general. Se trata de un sistema
ortogonal en espacios euclideos que utiliza ejes perpendiculares que se intersecan en
el origen. En este sistema, un punto P se representa como:

P = (z,y,2).
En este sistema:

» [a coordenada = se denomina abscisa y representa la distancia del punto al
plano YZ, x € (—o0, +00).

= La coordenada y se denomina ordenada y representa la distancia al plano XZ,
y € (—00,+00).

= La coordenada z se denomina cota y representa la distancia al plano XY,
z € (—00,400).

Este sistema de coordenadas puede emplearse también en dos dimensiones, fijando
la coordenada z y representando el punto P como

P = (z,y).

B.4.2. Coordenadas Polares

Se trata de un sistema bidimensional alternativo a las coordenadas cartesianas
que resulta ideal para problemas con simetria radial. Este sistema se relaciona con
las coordenadas cartesianas mediante transformaciones trigonométricas y en él, un
punto P se define por:

P =(r0).

En este sistema:
» La coordenada r indica la distancia al origen (radio vector), r > 0.
» La coordenada 6 indica el dngulo respecto al eje polar, 6 € [0, 27).

Este sistema esta relacionado con las coordenadas cartesianas mediante las siguientes
expresiones:
xr=rcosf, y=rsind.

r=+/x%2+y? 6= arctan (%) )
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B.4.3. Coordenadas Cilindricas

Es la extensién a tres dimensiones de las coordenadas polares, donde se conserva
la coordenada z cartesiana. Este sistema combina la simplicidad angular en el plano
con la linealidad en la altura. En este sistema un punto P se expresa como:

P =(p,9,2).
En este sistema:
» La coordenada p representa la distancia al eje z (coordenada radial), p > 0.
» La coordenada ¢ representa el d&ngulo azimutal en el plano XY, ¢ € [0, 27).
» La coordenada z representa la ltura sobre el plano XY, z € (—o0, +00).

La relacion de este sistema con las coordenadas cartesianas viene dada por las ex-
presiones

r=pcos¢, y=psineg, z==z.

p =22+ 2 gb:arctan<g>, zZ=z.
x

B.4.4. Coordenadas Esféricas

Sistema tridimensional empleado de forma natural para fenémenos con simetria
esférica. Este sistema generaliza el concepto de angulos a tres dimensiones y se
relaciona con las coordenadas cartesianas mediante transformaciones angular. Aqui
un punto P se define como:

P=(r0,0¢).

En este sistema:
» La coordenada r indica la distancia al origen, r > 0.
» La coordenada 6 indica el angulo polar (colatitud), 6 € [0, 7].
» La coordenada ¢ indica el angulo azimutal, ¢ € [0, 27).

Las coordenadas cartesianas se relacionan con este sistema mediante las expresiones

xr=rsinfcos¢, y=rsinfsing, =z =rcosb.

r=\/x%+y>+ 22, 9zarccos<z>, ¢:arctan<g>.
r x

B.5. Teorema de la funcién inversa

Para poder aplicar los cambios de variable empleados para pasar de unas coorde-
nadas a otras, es necesario incluir en el trabajo el teorema de las funciones inversas
y una definicion previa tomados de [22].
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Definicion B.5.1. Sean A C R™ un abierto, a un punto de A y f una aplicacion
de A en R™ que es diferenciable en a. Se denomina determinante jacobiano (o
simplemente jacobiano) de f en a al nimero real

Of1, S [n)

8(1’1,1’2, Ce ,l’n)

sa) = aet ) = det (D)<

Teorema B.5.2. Sean A C R™ un abierto y f: A — R" una aplicacion de clase
CF (conk >1)en A. Sia € A es tal que la aplicacion lineal f(a) es regular, o
equivalentemente, tal que el jacobiano cumple Jg(a) # 0, entonces existen un abierto
V C A que contiene al punto a, y un abierto W que contiene al punto f(a), tales
que:

» f aplica biyectivamente V en W.
» La aplicacion inversa £ : W — V es también de clase C* en W.

s Se cumple que:

o lo que es lo mismo,
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